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Paskaitu konspektas yra skiriamas studijuojantiems gamtos specialybes, todél ivadinéje dalyje skaitytoja
supazindinsime, o kai kam priminsime, naudojamas savokas bei matematinius terminus.

TVADAS

1.1 Logikos bei aibiu teorijos savokos

Aibe vadinsime, bet koki objektu rinkini. Objektai sudarantys minétaji rinkini vadinami aibés ele-
mentais. Ateityje aibes zymésime didziosiomis lotyniskosios abécélés raidémis, o jos elementus mazosiomis.
Taisykle, kuria vienos aibés elementui priskiriamas vienas kitos (arba tos pacios) aibés elementas, vadinsime
funkcija.

Matematikos tyrimo objektas - teiginiai, t.y. sakiniai, kurie yra teisingi arba klaidingi. Priminsime, kad
pradiniai, apriori (i§ anksto) teisingi teiginiai, vadinami aksiomomis arba elementariaisiais teiginiais. Teiginiu
aibéje apibrézkime operacijas, kuriu atzvilgiu §i aibé butu uzdara. Kitaip tariant, atlikdami veiksmus su
teiginiais gausime teigini, kuri vadinsime sudétiniu teiginiu arba logine forma.

Teiginiu veiksmai

1. Neigimo operacija. Tarkim duotas teiginys p. Tuomet sakini ” ne p ” (Zymésime p ) vadinsime
duotojo teiginio neiginiu. Jo teisingumo reik§meé priesinga teiginio p reik§mei.

2. Teiginiy disjunkcija. Sakini ” p arba ¢ ” vadinsime teiginiu p, ¢ disjunkcija, (Zymésime p V q). Sis
sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, ¢ yra klaidingi.

3. Teiginiu konjunkcija. Sakini ” p ir ¢ 7 vadinsime §iu teiginiu konjunkcija (zZymésime p A ¢ ). Sis
sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, ¢ teisingi.

4. Teiginiy implikacija. Sakini ”jei p, tai ¢ ” vadinsime §iu teiginiu implikacija (Zymeésime p = ¢ ). Sis
sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p klaidingas, o q teisingas.

5. Teiginiu ekvivalencija. Sakini” p tada ir tik tada kai ¢ 7 vadinsime $iu teiginiu ekvivalencija (Zymésime
p < q). Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abieju teiginiu teisingumo reikdmés sutampa.

Sakini, ” a yra aibés A elementas ” trumpinsime tokiu budu: a € A. Jeigu elemento b néra aibéje B, tai
pastaraji sakini trumpinsime taip: b € B. Sakini ” visi aibés A elementai turi savybe nurodyta daugtaskio
vietoje ” trumpinsime Va € A, ... o sakini "yra aibéje A elementas, turintis savybe, nurodyta daugtaskio
vietoje ” trumpinsime taip: Ja € A,.... Simbolinis uzrasas 3x € A... reiskia sakini, kad yra aibéje A bent
vienas elementas turintis savybe, nurodyta daugtaskio vietoje. Beje, daugtaskio vietoje nurodomos salygos
yra sakiniai, priklausantys nuo kintamojo x, kurie tampa teiginiais, kai nurodomos konkrecios kintamuju
reiksmeés. Tarkime, kad daugtaskio vietoje nurodyta kokia nors salyga P(x). Pazymékime simboliu Sy
teigini 7 Vo € A, P(x). 7 Tada neS; reiskia toki teigini ” Jx € A,ne P(x) 7 ir atvirkséiai, jeigu S yra
teiginys ” 3z € A, P(x) 7, tai ne Sy reiskia teigini "V € A,ne P(x).”

Naudodamiesi auksciau pateiktais Zyméjimais aibe galime uzrasyti tokiu budu: A = {z,x € A}. Aibe
turinéia viena elementa, tarkime a, zymime taip: A = {a}. Aibe 0 = {z,2 # z} vadinsime tuscia.

Aibiy veiksmai

Sakysime, kad aibé A yra aibés B poaibis (Zymésime A C B), jeigu visiems x € A isplaukia, kad = € B.
Aibiu A ir B sankirta (zymésime AN B) vadinsime aibe C = {z,z € AAx € B}. Aibe D = {z,z € AVzx € B}
vadinsime aibiu sajunga, kuria zymésime A U B. Sakysime, kad aibés nesikerta, jeigu ju sankirta sutampa
su tuscia aibe. Aibiy A ir B skirtumu, kuria zymeésime A \ B, vadinsime aibe A\ B = {z,xz € ANz ¢ B}.
Aibés A papildiniu, kuria zymésime A°, vadinsime aibe A¢ = {x,z ¢ A}. Tarkime, kad A kokia nors aibeé.
Bet kokia aibiu Seima vadinsime klase (kodél ne aibe?) ir zymeésime didziaja, rasytine, lotyniskosios abécélés
raide, pavyzdziui, A.

Tarkime N — natiiraliuju skai¢iy aibé. Tada, bet koki Sios aibés poaibi A C N, vadinsime indeksu aibe.
Tarkime, kad apibrézta funkcija f : A — A. Tada aibe {X) € A, A € A} vadinsime klasés A elementu seka,
jeigu aibé A begalingé, ir elementy rinkiniu, jeigu aibé A baigtiné.

Apibrézkime:

)

U Xo={x;INeArnz e X,}
AEA

ir
ﬂ Xo={x;VAeArz e X}
AEA



Aibiy A ir B simetriniu skirtumu vadinsime aibe AVB := (A\ B) U (B \ A).
Aibiy veiksmuy savybés
1. B\(B\A4)=AnNnB.

2. AVB=(AUB)\ (AN B).

3. (49)° = A

4. AnNB=BNnAir AUB=BUA.

5. AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NnC.
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

7. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Tarkime, kad A indeksy aibé ir YA € A, D) C D, ¢a D kokia nors aibés D poaibiu klasé. Teisingi tokie
teiginiai:

8. D\ ﬂDA: UD\DA.

AEA AEA
9. D\ |JDax=[)D\Dx
AEA AEA

Sakykime, kad {A,} kokia nors klasés A elementu seka.

Apibrézimas FElementu, kurie priklauso begaliniam aibiu A,, skaiciui, aibe vadinsime limit superior
arba virsutine aibiu sekos {A,} riba, kuria Zymésime limsup A,,. Kitaip tariant, egzistuoja aibé A C N
tokia, kad visiems A € A,x € A,.

Apibrézimas Elementy, kurie priklauso sankirtai N, >n, Ay, aibe, ¢ia ng kuris nors baigtinis skaicius,
vadinsime aibiu sekos apatine riba (limit imperior), kuria zZymésime lim inf A,,. Kitaip tariant, jeigu x prik-
lauso aibiu sekos apatinei ribai, tai Sis elementas priklauso visoms aibéms iSskyrus, galbiit, baigtinj ju skaiciy.

Formaliai Siuos apibrézimus galime uzrasyti taip:

limsup 4,, = ﬂ ( U An),

m>1 n>m
liminf A,, = U ( ﬂ An).
m>1 n>m

1.2 Sarysiai ir atvaizdziai.

Tarkime, kad 2 € X, o y € Y. Simbolj (x,y) vadinsime aibiu X,Y elementuy pora. Pastebésime, kad
aibés X ir Y nebttinai skirtingos.

Poru aibgje lygybés operacija apibrézkime tokiu budu: dvi poras (a,b) ir (z,y) laikysime lygiomis tada
ir tik tada, kai a = z ir b = y. PrieSingu atveju poras laikysime skirtingomis. Poru aibe, kurioje apibrézta
lygybés operacija, vadinsime sutvarkyta.

Tarkime A, B dvi aibés, nebutinai skirtingos. Aibiu A, B Dekarto sandauga vadiname tokia sutvarkytu
poru aibe A x B = {(a,b);a € AANb € B}.

Sakykime, kad T yra aibés X, kokia nors, elementu poruy aibé. Tada poru aibe T vadinsime sarysiu,
apibréztu aibéje X. Jeigu (z,y) € T, tai patogu zZyméti Ty. Tarkime, kad T yra sarysis apibréztas aibéje
X. Tada aibe {z; (z,y) € T} vadinsime sarysio apibréZimo aibe, o aibe {y; (z,y) € T} §io sarysio reiksmiy
aibe. Sarysi T vadinsime tvarkos sarysiu, jeigu:

1) bet kokiems X elementams a, b turintiems savybe aT' ir bT'a isplaukia, kad Sie du elementai sutampa,
(sarysis turintis §ia savybe vadinamas simetriniu)

2) jei a,b,c € X tai is to, kad aT'b ir bT'c isplaukia, jog aTc (toks sarysis vadinamas tranzityviu).

Jeigu visiems a,b € X,a # b teisingas tik vienas i§ sarysiu aTb arba bTa tai toki sarySi vadinsime
tiesinés tvarkos sarysiu, o aibe X vadinsime tiesiskai sutvarkyta aibe.

Pastebésime, kad sarysis T' aibéje X turi savybe: T'C X x X.

Sarysi T, aibéje A, vadinsime ekvivalentumo sarysiu, jeigu jis 1) simetrinis, 2) tranzityvus ir 3) visiems
a € A, aTa (refleksyvus).



Aibe T7! := {(y,2); (z,y) € T} vadinsime atvirkstiniu sarysiui T, o aibe T o S := {(z,y); 3z, (z,2) €
T A (z,y) € S} vadinsime sarysiy T ir S kompozicija.

Apibrézimas Tarkime A, B bet kokios aibés. Taisykle f, kuria remiantis aibés A elementams priskiriami
aibés B elementai vadinsime atvaizdziu, apibréztu aibéje A ir jgyjanéiu reiksmes aibéje B. Zymésime
f A — B. Elementui a € A priskiriama elementa b € B Zymésime f(a) arba b = f(a). Sakysime, kad f(a)
yra elemento a vaizdas, o a yra elemento b = f(a) pirmvaizdis.

Atvaizdzio f pirmvaizdziu aibé paprastai zymima D(f) ir vadinama atvaizdzio apibrézimo aibe (sritimi).
Atvaizdzio reiksmiu aibé E(f) yra aibés B poaibis, kurios visi elementai turi pirmvaizdzius, E(f) = {f(x);x €
A}. Mes zymesime 8ia aibe E(f).

Tarkime, kad atvaizdis f : A — B. Tada atvaizdi f~! : B — A vadinsime atvaizdziui f atvirkstiniu
atvaizdziu, jeigu f~'(y) = z tada ir tik tada , kai f(x) = y. Pastebésime, kad pirmojo skyrelio pradzioje
pateiktas funkcijos apibrézimas téra atskiras atvaizdzio atvejis. Aibe G(f) := {(z,y);x € D(f);y € E(f)}
vadinsime atvaizdzio grafiku.

Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra siurjekcija, jeigu D(f) = X ir E(f) =Y. Jeigu f : X — Y yra
siurjekcija, tai tada zymeésime, f(X) =Y.

Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra injekcija, jeigu skirtingi pirmvaizdziai turi skirtingus vaizdus
ir atvirksciai. Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra bijekcija, jeigu jis yra injekcija ir siurjekcija kartu.
Pastarasis atvaizdis dar vadinamas abipus vienareiksme atitiktimi.

Nesunku matyti, kad tarp atvaizdziu ir ju grafiku egzistuoja abipus vienareiksmé atitiktis. T.y. skirtingi
atvaizdziai apibrézia skirtingus grafikus ir atvirksciai. Dél Sios priezasties, ateityje, Sias savokas daznai
tapatinsime, jei tai nesudarys painiavos, kadangi skaitytojas, manome, atkreipé démesi i tai, kad atvaizdis ir
jo grafikas yra skirtingos savokos.

Atvaizdziu savybés

1. f(AUB) = [(A)U (B).

2. f(AnB) C f(A)N f(B).

Jeigu atvaizdis yra bijekcija, tai

3. (AN B) = [(A) N [(B).

4. f(Ua Aa) = Ua f(Aa).

1.3 Metrinés erdveés

Tarkime, kad F netusc¢ia aibé. Jos elementus vadinsime taskais.

Tarkime, kad R realiuju skaic¢iu aibé.

Apibrézimas Funkcija p : E x E — R, kuri su bet kokia pora (z,y) € E x E tenkina reikalavimus
1) 0 < p(z,y) < oo,

2) p(z,y) =0z =y,

3) p(y,x) = p(z,y),

4) p(z,y) < plx,2) + p(2,9), =,y,2€X,

vadinsime metrika apibrézta aibéje E.

Veéliau gana daznai teks naudoti nelygybe:

\p(x,z) - p(y,Z)| < p(xay)a

kurios irodyma paliekame skaitytojui.

Apibrézimas Tarkime, kad aibéje E apibrézta metrika p. Tada pora (E, p) vadinsime metrine erdve.
Metrikos reiksme, bet kokiai erdvés tasku porai, vadinsime atstumu tarp erdvés tasku. Metrikos apibrézima,
aibéje, vadinsime metrizavimu.

Metriniuy erdviu pavyzdziai.

1. Tarkime x,y bet kokie realieji skaic¢iai. Apibrézkime metrika tokiu budu p;(z,y) = |z — y|. Tada
pora (R, p1) yra metriné erdve.

2. Pazymékime R"™ = {x = (x1,...,2,);2; € R,i = 1...n. Sia aibe vadinsime n— mate vektorine
erdve. Atstuma tarp Sios erdvés tasku apibrézkime tokiu budu: p,(z,y) = /(71 —y1)2 + ... + (T — yn)?
Tuomet (R™, p,,) - metriné erdvé.




3. Tegu R™— vektoriné erdvé. Apibrézkime metrika taip: par(z,y) = |z1 —y1|+. ..+ |Tn —yn|. Gausime
dar viena metrine erdve (R", pas(z,y)). Pastarosios erdvés metrika vadinama Manhatano vardu.

4. Tolydziuju funkciju erdvéje C' := C]0, 1] galima tokia metrika: p.(f,g) = sup |f(t) —g(t)|, f,g € C.

te[0,1]

Tada (C, p.) metriné erdvé.

5. Funkciju, apibréztu intervale [0, 1], ir neturin¢iu antros riisies triikio tasku, tolydziu i§ desinés bet
kokiame intervalo tagke, isskyrus z = 1, kuriame funkcijos tolydzios i§ kairés, aibe zZymeésime D = DJ0, 1].
Sioje erdvéje metrika gali biiti nusakyta tokiu buidu:

pd(f,g):ligﬁ{max{ sup [f(I(t)) — g(t)], sup [I(t) —t[}},
te[0,1] te[0,1]

¢ia A - tolydziu, grieztai didéjanciu, turinéiu savybes [(0) = 0,1(1) = 1, funkciju aibé. Tada (D, pg) metriné
erdveé.
6. Sakykime, kad F; kokia nors aibé. Atstuma tarp bet kuriu Sios aibés elementu apibrézkime taip:

1L, z#y,
pt(xay){
0, z=y.

Tada pora (E}, p;) vadinsime diskreciaja metrine erdve.

7. Tegu C kompleksiniy skai¢iu aibé. Sia aibe galime metrizuoti naudodami pavyzdziui, metrika po, kuri
apibrézta 2.

8. Fiksuokime N pirmuju naturaliuju skai¢iuy. Sudarykime begalines sekas

T =101,19, s by, ijE{O,l,...,N}.

Siu seku aibe zymeésime simboliu X . Pastaroje aibéje apibrézkime metrika tokiu budu:

¢la x,y € Xy. Tada (X, px) yra metriné erdve.

Apibrézimas Sakykime, kad (E1, p1) ir (E2, p2) dvi metrinés erdvés. Tuomet bijekcija f : By — Ea,
vadinsime erdviy izometrija (trumpumo délei tiesiog izometrija), jeigu bet kokiai erdvés E; elementu porai
x,y teisinga lygybé:

Pastebékime, kad siuo atveju atvirkstinis atvaizdis taip pat yra erdviu izometrija. Metrines erdves, tarp
kuriu galime apibrézti izometrija, vadinsime izometrinémis.

Taigi, jei erdvés izometrinés, tai erdviu elementuy metrinés savybés nepriklauso nuo erdvés, kurioje jas
nagrinéjame (pradinéje ar jai izometrinégje). Dar daugiau, jeigu (E, p) metriné erdve, o f : E — E’, tai mes
galime ’pasigaminti’ erdve, izometrine pradinei, apibréze atstuma tarp dvieju tasku erdvéje E’, tokiu budu:
p(a',y") = p(z,y), kur 2’ = f(z),y" = f(y).

Pateiksime pavyzdi. Pazymékime:

R =RU{+o0}U{—00},

¢ia R realiuju skaiciuy aibé, o oo kokie nors simboliai, kurie néra realus skai¢iai ir turi savybe —oo < x <
00,z € R. Aibé R vadinama ispléstine realiuju skai¢iu aibe, o simboliai +00 vadinami begaliniais i§pléstinés,
realiyju skaiciu, aibés elementais. Apibrézkime bijekcija f realiuju skaiciu aibéje, kurios reiksmeés priklausytu
intervalui (—1,1), tokiu budu:




Prateskime funkcija f i§ R i aibe R taip, kad f(+o0) = 1, f(—oc) = —1. Taigi, f : R — [—1, 1] yra bijekcija.
Intervalas [—1,1] yra metriné erdvé, kurios metrika yra p;(z,y). Beje, erdve R galime metrizuoti tokia
metrika: p(z,y) = |f(x) — f(y)|. Pora (R, p) vadinsime ispléstine realiuju skai¢iu, metrine erdve. Skaitytojui
priminsime, kad Sioje erdvéje laikoma, kad z’ <y tada ir tik tada, kai @ <y, ¢ia 2’ = f(z),y = f(y).

Realiuju skaic¢iu aibés A C R virsutiniu (apatiniu) réziu vadinsime skai¢iu z’(z”) toki, kad visiems = €
A,z < 2'(x > 2"). Pats maziausias (didziausias) virSutinis (apatinis) rézis vadinamas tiksliuoju virsutiniu
(apatiniu) réziu ir zymimi M = sup A, (m = inf A). Aibe vadiname aprézta i§ virsaus (apacios), jei ji turi
vir§utinj (apatini) rézj. Realiuju skai¢iu aibe vadinsime aprézta, jeigu pastaroji aprézta i$ virsaus ir apacios.
Pastebésime, kad bet koks metrinés erdvés (R, p) poaibis yra aprézta aibé.

1.4 Aplinkos

Mes nagrinéjame metriniu erdviu savybes, todél aplinkos, bei atviros aibés savokas apibrésime rem-
damiesi metrikos apibrézimu.

Apibrézimas Metrinés erdvés E aibe B(a,r) = {x € E; p(a,x) < r} vadinsime atviru rutuliu (ateityje
tiesiog rutuliu), su centru taske a, o aibe B(a,r) = {x € E;p(a,z) < r} - uzdaru rutuliu. Aibé S(a,r) =
{z € E;p(a,z) = r} vadinama sfera, kurios centras taske a. Bet kokj atvira rutulj, kuriam priklauso taskas
xq, vadinsime Sio tasko aplinka.

1. Metrinéje erdvéje (R?, pa) atviras rutulys yra tokia aibé: {(z,y); 2% +y? < r}.

2. Erdvéje R atviras rutulys, kurio centras +oo ir spindulys r < 1, yra aibé z € (l;T,Jroo).

3. Diskrecioje erdvéje, kurios metrika p; uzdaras arba atviras rutulys, kurio centras taske a, o spindulys
r < 1 yra tiesiog taskas a. Pastebékime, kad §iuo atveju sfera - tuscia. Tada, kai r > 1, tai uzdaras ir atviras
rutuliai sutampa su erdve E;. Beje, sfera yra tuscia, kai r > 1 ir S(a,r) = E; \ {a}, kai r = 1.

Apibrézimas Taska a vadiname vidiniu aibés A tasku, jeigu egzistuoja atviras rutulys B(a,r) C A,
kuriam priklauso Sis taskas.

Apibrézimas Aibe vadinsime atvira, jeigu visi jos taskai yra vidiniai.

Aibés A vidiniu tasku aibe, zymésime A° ir vadinsime aibés A vidumi. Aisku, kad A° C A. Be to, aibés
vidus yra didziausia atvira aibé, kuri yra duotosios aibés poaibis.

Aibe A’ C B vadinsime uzdara, jeigu jos papildinys, iki aibés B, yra atvira aibé.

Pavyzdziui, bet koks uzdaras rutulys yra uzdara aibé. Intervalai [a,+00), (—00,a] yra uzdaros aibés
realiuju skaiciuy aibéje. Beje, intervalas [a,b) yra nei uzdaras nei atviras realiyju skaiciu aibéje.

Tarkime, kad (E, p) yra kokia tai metriné erdvé. Sakysime, kad aibé A C E yra aprézta, jeigu egzistuoja
rutulys B(a,r) toks, kad A C B(a,r). Netustios aibés A diametru vadinsime aibés R elementa: §(A) :=

sup p(z,y). I§ diametro apibrézimo i§plaukia, kad §(A4) € [0, 4o00]. Naudodami diametro apibrézima galime
z,yeA

kiék kitaip charakterizuoti aibés apréztumo savoka. Taigi, jei aibés diametras baigtinis skai¢ius, tai aibé
aprézta ir jei jos diametro reiksmé lygi 400, tai aibé neaprézta.

Apibrézimas Metrinés erdvés (E, p) atviru rutuliu Seima 7 vadinsime metrinés erdvés fundamentaliaja
aplinky sistema, jeigu bet kokia erdvés atvira aibe galime uzrasyti Sios Seimos aibiu, baigtine arba begaline
sajunga. Sakysime, kad erdvé turi skaiCia baze, jeigu klase T sudaro skaiti aibiu Seima.

Apibrézimas Atstumu tarp aibés A C E ir tasko x € E vadiname skaic¢iy d(x, A) = inf e 4 p(x,y).

Beje, jeigu taskas x & B(a,r), tai d(z, B(a,r)) > p(a,x) — r.

Irodykime toki teigini.

1.1 Teorema Tarkime duota atviru aibiu Seima {Ax, A € L}, ¢ia L— indeksy aibé. Tada aibé Uxcr Ax
yra atvira.

©
Tarkime, kad x € A,,. Tuomet egzistuoja teigiamas skaicius r > 0, kad
B(z,r) C Ay, CA= U Ay.
AeL

Taigi, A atvira.
S



Pateiksime pavyzdi. Intervalas (a,+00) C R yra atvira aibé, kadangi ja galime uzrasyti tokiu budu:

(a.+00) = | (a,).

r>a

Atkreipsime démesi, kad diskrecios metrinés erdvés bet koks poaibis yra atvira aibé. Pavyzdziui {a} =
B(a,0.5).

1.2 Teorema Bet kokios uzdaruy aibiuy Seimos sankirta yra uzdara, ir tik baigtinio skai¢iaus uzdary
aibiy sajunga- uzdara.

S

Sios teoremos irodyma paliekame skaitytojui.

Tuo atveju, kai aibe sudaro vienas elementas {2}, tai sia aibe galime uzrasyti tokiu budu: (), B(z, 7).

Pastebékime, kad diskrecioje erdvéje, bet kokia aibé uzdara ir atvira tuo pat metu. Beje, visa erdvé ir
tuscia aibé kartu uzdaros ir atviros. Tarkime, kad A yra erdvés (E, p) aibé. Taska z € E

vadinsime §ios aibés ribiniu tasku, jeigu bet kokia $io tasko aplinka kertasi su A. Kitaip tariant, Sio
tasko aplinkoje yra bent vienas aibés A taskas (gal but ir jis pats). Visu aibés A ribiniu tasku aibé yra
vadinama jos uZdariniu ir Zymima A“. Teigdami, kad z ¢ A" kartu tvirtiname, jog x € (E \ A)°. Taigi,
uzdarinys - uzdara aibé. Nesunku suprasti, kad A C A“. Kokia bebiity aibé A, A" yra maziausia uzdara
aibé turinti savybe: A C A%. Taigi, uzdaras aibes galime charakterizuoti ir taip: aibé uzdara tada ir tik tada,
kai A = A". Verta pastebéti ir tokia, metrinés erdvés savybe - taskas x priklauso aibés A uzdariniui tada ir
tik tada, kai d(z, A) = 0.

Kuri i§ 1.1 pav. pateiktos figtiros dalis yra atvira aibé, o kuri uzdara? Pateikite savo interpretacija.

1.1 pav.
Apibrézimas Sakysime, kad aibiy seka {A;,l € L} yra mazéjanti (didéjanti) , jeigu {A;, D Ay, ..., 11 <
lg} ({All CAZQ...,ll <l2})
Norétume atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad metrinéje erdvéje bet kokia uzdara aibé yra mazéjanciu
atviru aibiu sankirtos rezultatas ir bet kokia atvira aibé yra didéjanciu uzdaru aibiu sajungos rezultatas.
Pastaraji teiginj galima irodyti naudojant aibes Vi (A) := {z € A;d(z,A) < 1}

1.3 Teorema Jeigu ribinis aibés A taskas x nepriklauso aibei A, tai Sio tasko bet kokioje aplinkoje yra
begalo daug aibés A tasku.

o

Tarkime, kad ribinio tasko aplinkoje yra baigtinis aibés A taskuy skai¢ius. T.y. egzistuoja r > 0 toks, kad
{y1...yn} = B(z,r), B(z,r) yra atviras rutulys. I§ teoremos prielaidos isplaukia, kad ri, := p(x,yx) > 0,k =
1,...,n. Pazymékime 7 = min(ry . ..r,). Tuomet B(z,7) C B(x,r). Bet tuomet sankirta A N B(z,7) = 0.

8



I8 pastarojo sarysio iSplaukia, kad ne kiekvienoje tasko x aplinkoje yra aibés A tasku taigi,  néra ribinis
taskas. Gavome priestaravima. Tad pradiné prielaida yra klaidinga.

@

Apibrézimas Taska x € E vadinsime aibés A sienos tasku, jeigu bet kokioje jo aplinkoje yra ir aibés
A ir A€ taskuy.

Aibés A sienos tasku aibe zymeésime S4. Aisku, kad Sy = A¥N(A°)". Beje, siena uzdara aibé. Irodykite!

Tarkime A C E. Tada E = A° U (A°)° U S4. Pavyzdziui, bet kokio realiuju skai¢iu intervalo [a, b] siena
sudaro aibé {a,b}. Racionaliyju skai¢iu aibés siena realiuju skai¢iu aibéje sutampa su realiuju skaic¢iu aibe,
kadangi bet kokioje realaus tasko aplinkoje yra ir racionaliy ir realiu skai¢iu.

Apibrézimas Sakysime, kad aibé A C E yra tirSta aibés B atzvilgiu, jeigu bet koks aibés B taskas
yra aibés A uzdarinio taskas t.y., B C A° arba visiems x € B, tasko x aplinkoje yra aibés A tasku.

Jeigu aibé A yra tirSta erdvés E atzvilgiu, tai paprastai sakoma, kad A yra visur tirsta aibéje E, t.y.
A" = E. Jeigu erdvé FE turi skaicia, visur tirSta aibe, tai Sia erdve vadinsime separabilia. I anks¢iau minétojo
pavyzdzio iSplaukia, kad R separabili.

Apibrézimas Aibiy Seima {A;;l € L, A; € E}, vadinsime aibés A denginiu, jeigu A C Ujep A;.

1.5 Tolydieji atvaizdziai

Siame skyrelyje nagrinésime atvaizdziu savybes, metrinése erdvése.

Esame minéje, kad bet koks atviras rutulys, kuriam priklauso taskas a, vadinamas Sio tasko aplinka.

Tarkime, kad (E, p), ir (E’, p’) dvi metrinés erdves.

Apibrézimas Atvaizdj f : E — FE’ vadinsime tolydziu taske a € E, jeigu bet kokiai tasko f(a) € E’
aplinkai V(,) galime nurodyti tasko a aplinka V, C E tokia, kad f(V,) C V().

Sakoma, kad atvaizdis f tolydus aibéje A, jeigu jis tolydus, bet kokiame Sios aibés taske, trumpai tai
zymeésime f € C(A).

Zemiau pateiktoje teoremoje nurodomos biitinos ir pakankamos salygos, metrikos terminais, kad at-
vaizdis biitu tolydus taske.

1.4 Teorema Tam, kad atvaizdis f : E — E’ biuitu tolydus taske a € FE, bitina ir pakanka, kad
visiems € > 0 egzistuoty 6 = §(a,€) > 0 toks, kad p'(f(a), f(x)) < €, kai p(a,z) < 6.

O, @ Paskutinioji teorema matematinés analizés vadovéliuose pateikiama tolydumo apibrézimo vietoje.

Sakykime, kad f : E—F’. Tada tokie tvirtinimai yra lygiaverciai:

1) atvaizdis f tolydus aibéje F ;

2) bet kokiai atvirai aibei A’ C E, f~1(A’) yra atviras aibés E poaibis;

3) bet kokiai uzdarai aibei B C E, f~!(B) uzdaras aibés E poaibis;

4) bet kokiai aibei A C E, f(A™) C (f(A))™

Pavyzdys. Funkcija f(z) = 1/x néra tolydi aibéje [0, 1] C R, kadangi uzdaros aibés [1, 00) pirmvaizdis
(0, 1] néra uzdara aibeé.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei atvaizdis tolydus, tai atviros aibés vaizdas nebutinai atvira
aibé. Panagrinékime gerai Zzinoma funkcija f(z) = 2. Yra zinoma, kad pastaroji funkcija tolydi visoje
realiuju skai¢iu aibéje. Nesunku matyti, kad atviros aibés (—1,1) vaizdas yra intervalas [0,1) kuris nei
atvira, nei uzdara realiuju skaiciu aibé.

Tarkime, kad E, F,G metrinés erdves, ir f : E—F, g : F—G. Jeigu f tolydus taske a € F, o g
tolydus taske f(a), tai atvaizdis h : E—G, kuris apibréziamas formule h = g(f(z)) ir zymimas h = g o f,
yra tolydus taske a. Atvaizdi h vadinsime atvaizdziu f ir g kompozicija.

Atvaizdis yra funkcijos apibendrinimas, todél visos atvaizdziu savokos yra analogiskai formuluojamos ir
funkcijoms.

Funkcija f : E—E' vadinsime tolygiai tolydzia aibéje F, jeigu bet kokiam € > 0, egzistuoja § > 0 toks,
kad kai p(z,y) < 0, tai teisinga nelygybe p'(f(x), f(y)) < € visiems z,y € F kartu.

Pavyzdys Funkcija f(x) = 23 néra tolygiai tolydi aibéje R kadangi bet kokiam fiksuotam « skirtumas
(x + ) — 2% = 322 + 3xa? + o3 gali biiti kiek norimai didelis, kai = didelis.

Atkreipsime démesj | tai, kad jei A C E yra netuscia, tai f(z) = d(x, A) yra tolydi funkcija. Irodykite!

1.6 Homeomorfizmai. Ekvivalenc¢ios metrikos
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Apibrézimas Atvaizd] f : E—E' vadinsime erdviy E, E' homeomorfizmu, jeigu:

1) jis yra bijekcija;

2) f ir =1 yra tolydis.

Jeigu f: E—F ir g : F—G yra homeomorfizmai, tai tada ir f o g homeomorfizmas.

Pavyzdys. f(z) = 23 yra erdvés R i save pacia homeomorfizmas.

Tarkime duotos dvi erdveés. Jeigu egzistuoja Siu erdviu homeomorfizmas, tai Sias erdves vadinsime
homeomorfinémis.

Erdves, kurios homeomorfinés diskrec¢ioms erdvéms, vadinsime tiesiog diskrec¢iomis, nepabrézdami to
fakto, kad Sios erdvés sutampa homeomorfizmo déka.

Be to dar reikétu pastebéti, kad izometrinés erdvés tuo paciu ir homeomorfinés, bet ne atvirkséiai.

Tarkime, kad p; ir py dvi metrikos toje pat erdvéje. Sakysime, kad Sios metrikos ekvivalencios, jeigu
egzistuoja konstantos 0 < ¢, cy < oo tokios, kad

cipr(x,y) < pa(x,y) < cap1(z,y).

Dvi metrines erdves vadinsime ekvivalenc¢iomis, jeigu egzistuoja bijekcija f : Fy—— Fs tokia, kad metrika
p1(z,y) = p2(f(x), f(y)) yra ekvivalenti metrikai p1(z,y), visiems =,y € Ej.

Pastaba! Homeomorfinés metrinés erdvés nebutinai ekvivalenc¢ios. Daznai homeomorfinés erdvés vad-
inamos topologiskai ekvivalen¢iomis. Visa tai susije su tuo, kad homeomorfizmas islaiko erdvés aplinku
struktura.

Sio skyrelio pabaigoje pateiksime dar viena savoka. Dvi metrikas p1, p2 erdvéje E vadinsime topologiskai
ekvivalenc¢iomis, jeigu egzistuoja identiskas (tapatusis) homeomorfizmas i : (E, p1)—(E, p2).

1.2 pav. pateikta homeomorfiniu erdviu, su ta pacia topologija ir kurios néra metriskai ekvivalencios,
iliustracija.

1.2 pav.

1.7 Sekos. Pilnos erdveés

Tegu N - naturaliuju skaiCiu aibe, (F,p) - metriné erdve. Tada erdves E elementy seka vadinsime
aibe {f(n),n € N}, ¢ia f : N—FE yra funkcija. Kitaip tariant, bet kokia sunumeruota metrinés erdves
elementu, begaline aibe, vadinsime seka. Naudosime iprasta sekos zyméjima: {z,} := {z, € E;n € N'}.

Sakysime, kad a € E yra sekos {x,} riba, kai n neapréztai auga, jeigu, bet kkiam e > 0 galime nurodyti
natiiraluji skaiciu no, kad kai tik n > ng, tai p(x,,a) < e. Zymésime, nlin;o Ty = a.

Apibrézkime tapatuji atvaizdi {f(n) = n,n € N}. Matome, kad naturaliyju skai¢iu aibé irgi seka, t.y.
N = {n}. Tada &ios aibés bet koki sutvarkyta poaibi Zymékime taip {nx, k € N'}. Tarkim duota kokia nors
seka {z,}. Tada seka {x,,,k € N'} vadinsime pradinés sekos posekiu. Prisiminkime sekos ribos apibrézima.
Nesunku suprasti, kad jeigu seka konverguoja, tai konverguoja ir bet koks jos posekis, beje, i ta pati elementa.
Taska b € E vadinsime metrinés erdvés elementu sekos {z,} ribiniu tasku, jeigu egzistuoja posekis
{zp,} C {x,} toks, kad kli_)n;o Zn, = b. Manome, kad skaitytojas nesunkiai galétuy irodyti, jog tam, kad taskas

b € E bitu sekos {x,} ribiniu tagku, biutina ir pakankama, kad bet kokioje sio tasko aplinkoje Vj, butu sekos
{zn} elementu, kitaip tariant, bet kokiam ¢ > 0 galime nurodyti skaiciu m € N toki, kad p(z,,b) < €, kai
n>m.

Beje, naudodami sekos ribos apibrézima taipogi galime tikrinti funkcijos tolyduma, t.y. funkcija tolydi
taske a, jeigu bet kokiai sekai lim x,, = a gauname, kad T}eréo f(zn) = f(a).

n—oo
Elementuy seka {z,} C E vadinsime Kosi seka, jei visiems € > 0 galime nurodyti ng, kad visiems
m,n > ng teisinga nelygybé p(x,, x,) < €.
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Nesunku parodyti, kad bet kuri konverguojanti seka yra ir Kosi seka. Deja, atvirstinis teiginys, bendrai
paémus, neteisingas. Ta¢iau paminésime ypaC mums svarbia aplinkybe, t.y., jei seka yra Kosi seka ir be to
papildomai zinome Sios sekos kokia nors ribine reikSme, tai tada ir pradiné seka turi riba. Dar daugiau,
sekos riba sutampa su minétuoju ribiniu tasku. Nors pastarosios savybés irodymas paprastas, tikimés kad
skaitytojas nenusivils jei ji pateiksime. Tarkime, kad b minétasis ribinis taskas. Vadinasi, visiems € > 0
egzistuoja ng toks, kad jei m,m > ng, tai p(x,,z,) < €/2. Antra vertus, egzistuoja naturalusis skai¢ius
p > ng toks, kad p(b,z,) < €/2. Naudodami trikampio nelygybe gauname,

p(b,zn) < p(b, zp) + p(p, Tn) < % + % =e.

Apibrézimas Metrine erdve E vadinsime pilna, jeigu bet kuri Sios erdvés Kosi seka turi riba, priklau-
sancia Siai erdvei.

Pavyzdys. Aibé R yra pilna metriné erdvé. Tai iSplaukia i§ Heinés - Borelio lemos.

Beje, racionaliuju skaiciu aibé néra pilna. Kodél?

Manome, kad verta paminéti toki rezultata:

1.5 Teorema Jei metrinés erdvés E poaibio I' elementu Kosi sekos turi ribas, tai aibé F' uzdara. Be
to, metrinés erdvés E poerdvis F yra pilnas tada ir tik tada, kai F uzdaras.

S

Jei seka turi riba, tai ji vienintelé (irodykite !). Taigi jei nlirrgo z, = a € F ir tartume, kad Kosi seka

turi riba lim x, = b € F, tai remdamiesi ribos vienetinumu gauname, kad a = b, o i§ pastarosios lygybés

n— oo
gauname, kad F = F = F uzdara aibé.

@

Kodél tokios svarbios pilnos metrinés erdvés, kodél jas isskiriame i$ kitu? I$ auks¢iau padarytu pastabu
tikimeés, skaitytojas pastebéjo, jog tam, kad irodytume sekos konvergavima metrinéje erdvéje, pakanka irodyti
kad nagrinéjama seka yra Kosi seka. Be to, naudojant Kosi kriteriju nereikia i§ anksto zinoti ribinés reiksmeés,
kuria paprastai bina sunku nurodyti. Pilnumas Sios ribos egzistavima uztikrina. 1.3 pav. pateikta Kosi
sekos, konverguojancios i aibe A, aStuoni nariai.

Jeigu metrinés erdvés ekvivalencios (metriskai ekv.), tai Siuo atveju pakanka seka nagrinéti vienoje i§
erdviu, t.y., jei seka yra Kosi seka vienoje erdvéje, tai $ia savybe turi ir antroje, kadangi konvergavimas yra
metriné savybeé.

Sakykim, kad f : Ey—F», ¢a Ey, Es metrinés erdves, be to tarkime, A C E;. Pazymékime B =
{f(a),a € A}. Tada aibés B diametra §(B) vadinsime funkcijos svyravimu aibéje A. Jeigu a yra aibés A
ribinis taskas, tai funkcijos svyravimu taske a, aibés A atzvilgiu, vadinsime skai¢iu

6A(a’7 f) = I‘I/laf6<f(va N A)),

¢ia tikslusis apatinis rézis skai¢iuojamas visomis tasko a aplinkomis V, (arba bent fundamentaliaja aplinku
sistema).

Pasirodo, kad pilnoje metrinéje erdvéje funkcija turi riba taske a tada ir tik tada, kai funkcijos svyravimas
tame taske, erdveés atzvilgiu, lygus nuliui.

1.8 Pratesimo teorema. Kompaktai.

1.6 Teorema Sakykime, kad f,g du tolydiis atvaizdziai apibrézti metrinéje erdvéje E su reiksmémis
metrinéje erdvéje (E', p'). Tada aibé A = {z € E; f(z) = g(z)} yra uzdara erdvéje E.

S

Sakykime, kad a € E \ A. Tada f(a) # g(a). Pazymékime a = p'(f(a), g(a)). Erdvéje E’ apibrézkime
du atvirus rutulius:

p'(f(a), f(x)) < a/2 ir p'(g(a),g(x)) < a/2.

Siu rutuliy sankirta, pazymékime ja U, yra atviras rutulys. Tegu V, = {z € E\ 4, f(z) A g(z) € U}.
Tada visiems x € V,, f(z) # g(x). Be to, V, C E'\ A yra atvira.
Bet tuomet Sios aibés papildinys V° yra uzdara aibé.
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Tarkime, kad f ir ¢ du tolydus atvaizdziai, apibrézti aibéje E, igyjantys reiksmes aibéje E’. Tuomet,
jeigu f(x) = g(x), visiems = € A ir aibé A tirsta erdvéje F, tai f = g erdvéje E. Pastarasis pastebéjimas
isplaukia is to, kad {z; f(z) = g(x)} yra uzdara, taigi, jos uzdarinys sutampa su visa erdve.

Pastebésime, kad jeigu f, g tolydus atvaizdziai, tai aibé {z € E; f(z) < g(x)} taipogi uzdara.

Apibrézimas Metrine erdve E vadinsime kompaktu, jeigu i$ bet kokio jos atviru aibiu denginio {Uj,l €
L} galime isskirti baigtini poseimi, kuris taip pat dengia erdve E.

Pastarasis apibrézimas remiasi topologinémis erdvés savybémis. Pateiksime kita kompakto apibrézima,
naudodamiesi metrinémis erdves savybémis. Sakykime (F, p) metriné erdve.

Apibrézimas Sakysime, kad metrinés erdvés aibé S C E yra kompaktiska, jeigu i$ bet kokios elementu
sekos {x, C S} galime isskirti konverguojantj poseki {zn,} C {x,}, kurio riba priklauso aibei S.

Jeigu metriné erdvé turi Sia savybe, tai minima erdve vadinsime kompaktu.

Apibrézimas Sakysime, kad metriné erdvé FE visiskai aprézta, jeigu visiems € > 0 egzistuoja baigtiné
aibé F C FE turinti savybe: d(z,F) < e,x € E. Baigtiné aibé F turinti minétaja savybe dar vadinama
e- tinklu. Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad visiskai aprézta pilna metriné erdvé yra kompaktiska ir
atvirksciai (irodykite!). Beje, visiSkas apréztumas yra erdvés metriné savybeé.

1.3 pav.

Kodél mus domina pilnos ir kompaktiskos erdvés? Prisiminkime praeitu skyreliu medziaga. Mes ap-
taréme, kad jei nagrinéjamos pilnos metrinés erdvés elementu seka yra Kosi seka, tai §i seka konverguoja.
Teisybés vardan reikéty pasakyti, kad kas toji riba daznai né neisivaizduojama, bet svarbiausia, jei sekos riba
yra tyrimo objektas, tai musu darbas turi prasme, kadangi tas objektas egzistuoja! Priesingu atveju iskiltu
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veiklos prasmeés problema. Ir dar svarbus faktas. Siose erdvése pakanka is Kosi sekos igskirti konverguojanti
poseki, kuris visada egzistuoja kompaktiskose erdvése, ir suzinoti tos ribos reikSme. Tuomet ir visos sekos
ribiné reiksmé bus ta pati. Tad grizkime prie kompaktisku aibiu.

Manome, kad reikétu atkreipti skaitytojo démesi ir i tai, kad visiskas apréztumas garantuoja erdvés
separabiluma.

Sakykime, kad E metriné erdvé, tuomet is bet kuriu dvieju zemiau pateiktu savybiu iSplaukia trecioji:

a) E— kompaktiska;

b) E— diskreti;

¢) E— baigtine.

1.7 Teorema Jeigu kompaktiskos metrinés erdvés, bet kuri elementu seka {x,} turi tik viena ribinj
taska a, tai pastarasis yra sekos riba lim x, = a.

n—oo
©

Sakykime, kad a yra sekos {z,} ribinis taskas, tac¢iau b = lim x, # a. Vadinasi, egzistuoja § > 0,
n—oo

ir posekis {z,, } C {x,} toks, kad 8io posekio elementai priklauso aibei E \ B(a,d). Remdamiesi priclaida
galime tvirtinti, kad $i seka turi tiktai viena ribini taska ir be to E'\ B(a, d) yra uzdara, tada isplaukia, kad
b€ E\ B(a,9), kadangi ribinis taskas priklauso uzdariniui. Bet tada seka turi du ribinius taskus. Gauname
priestaravima. Vadinasi pradiné prielaida buvo klaidinga.

@

Trys, zemiau pateiktos, metrinés erdvés savybes yra ekvivalencios:

a) erdvé yra kompaktas;

b) bet kokia begaliné elementu seka turi bent viena ribinj taska, priklausanti Siai erdvei;

¢) erdve visiskai aprézta ir pilna.

1.9 Jungios erdveés ir jungios aibés

Apibrézimas Sakysime, kad metriné erdvé yra jungi, jeigu tik dvi Sios erdvés aibés - pati erdvé ir
tuscia aibé yra tuo pat metu atviros ir uzdaros aibés.

Perfrazuokime §i apibrézima kiek kitaip. Metriné erdvé yra jungi, jeigu Sioje erdvéje neegzistuoja
netusciu atviru aibiu tokia pora, A, BC E,A#E,B#E, kad AUB=FEir ANB = (.

Jeigu erdvéje tik vienas elementas, tai tada erdvé jungi. Sakome, kad metriné erdvé E yra lokaliai jungi,
jeigu visiems = € F egzistuoja fundamentali tasko = aplinku Seima tokia, kad bet kuri Sios Seimos aibé yra
jungi.

Sakysime, kad aibé D C F yra jungi, jeigu neegzistuoja netus¢iu atviry aibiu pora nesutampanti su D
tokia, kad AUB =D, AN B = 0.

Aibe S vadinsime visiskai nejungia, jeigu jos jungis, netusti poaibiai yra tik pavieniai taskai.

Tarkime, kad S C F koks nors metrinés erdvés poaibis. Sakysime, kad S yra trajektorijomis jungi,
jeigu egzistuoja tolydi funkcija f : [0,1]—S tokia, kad visiems z,y € S, f(0) = z, f(y) = y. Kitaip tariant,
bet kokius §ios aibés taskus galime sujungti tolydzia trajektorija. Auks¢iau esame minéje, kad tarp funkciju
ir funkciju grafiku egzistuoja abipus vienareiksmeé atitiktis (2. skyrelis), todél ateityje funkcija f tiesiog
vadinsime trajektorija, jungiancia aibés S taskus.

Tuo atveju, kai tokia funkcija neegzistuoja, tai sakysime, kad aibé néra trajektorijomis jungi.

Sakoma, kad aibé S yra vienajunge, jeigu bet kokiems Sios aibés taskams ir bet kokioms trajektori-
joms jungian¢ioms Siuos taskus, galime nurodyti tolydzia funkcija, kuri apibrézta vienos kreivés taskuose, o
reik8mes igyja kitos kreivés taskuose. Tokia funkcija vadinsime deformacija.
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1.4 pav.
Sakykime, kad z,y € S. Be to dvi tolydzios kreivés fo, f1 jungia siuos taskus t.y. fo(0) = f1(0) = « ir
fo(1) = f1(1) = y. Tuomet tolydzia deformacija galime apibrézti taip:
g=g(z,y); g:[0,1] x [0,1]—S tokia, kad

9(s,0) = fo(s), s€1]0,1];
9(571):f1(3)’ 56[071];
g(0,t) =z, t€[0,1];
g(]-vt):yv te [Ov 1]

Sakysime, kad du taskai x,y yra susije, jeigu nagrinéjamoje aibéje bet kokios dvi trajektorijos fy ir fi,
jungian¢ios minétuosius taskus, priklauso kokios tai deformacijos g(s,t) reikémiu aibei (zr. 1.4 pav.).
Nevienajungé aibé, yra vadinama daugiajunge aibe.

1.10 Klasikiniai pavyzdziai.

Pateiksime skaitytojui keliu aibiu pavyzdzius, kuriuos sitlome kruopséiai panagrinéti ir paciam pa-
bandyti atsakyti i klausimus, kurie manome, turétu kilti. Pradésime nuo paprasciausio pavyzdzio, taip
vadinamo Diurerio penkiakampio.

1. Diurerio penkiakampis. Albrechtas Diureris (1471 - 1528) pasitilé tokia daugiakampio konstruk-
cija.

Tarkime, kad duotas taisyklingas penkiakampis, kurio krastinés ilgis lygus Sp. Siu krastiniu pagrindu
veél sudarykime penkis penkiakampius, su to paties ilgio krastinémis, kuriuos viena nuo kito skiria lygiasoniai
trikampiai. Pazymékime $io lygiasonio trikampio pagrinda raide a, o S1 = 25y + a. Gauname taisyklinga
daugiakampi, kurio krastinés ilgis lygus S;. Pastebékime, kad lygiaSoniu trikampiu kampai prie pagrindo
lygis 72°, o smailusis kampas 36°. Beje, skaitytojas nesunkiai galétu nustatyti, kad a = 2S5y cos72°. Na, o
mazojo ir didziojo penkiakampiu krastiniu ilgiu santykis yra toks:

So_ 1
S1 24 2cosT2°’

Jeigu pratestume Sio penkiakampio ”statyma ”, pradiniu penkiakampiu laikydami pries tai buvusi su
krastine Sp, gautume dar didesni penkiakampi, kurio krastinés ilgis Sy = 251 (1 4 cos 72°) ir be to
Sy 1

Sy 2+ 2cosT2°

Pakartoje §i veiksma penkis kartus gautume taip vadinama Diurerio snaige. Manome, kad atidziau
pazitiréjes skaitytojas pastebés, kad §is daugiakampis panasus i tam tikras mazesnes savo dalis. Ka ben-
dro turi §i geometriné figira su musuy nagrinéjama problematika? Daznai populiarioje literaturoje frak-
talinémis struktiiromis vadinami objektai turintys panasumo, i atskiras (mazesnes) savo dalis, savybe. Frak-
talo apibrézima pateiksime kiek véliau, pries tai atlike paruosiamaji darba Sios savokos apibrézimui. Taigi,
kol kas savoka ’fraktalas 'maudosime neteisétai, kadangi kaip jau ir minéjome, nepateikéme Sios savokos
apibrézimo, bet vis tik susitarkime tokia padéti toleruoti, turédami vilties, kad véliau padétis bus istaisyta.
Tad kol kas fraktalu laikysime objekta, kuri galime kokiu nors budu suskaidyti i smulkesnes dalis taip, kad
kiekviena i§ Siu mazesniyju daliu butu panasi i pradini objekta. Panagrinékime keleta pavyzdziu, kurie turi
minétaja savybe.

2. Kantoro aibé (Kantoro dulkeés )

Pazymékime Iy(a,b) = [a,b] € R. Tarkime, kad F uzdaras, tiesiskai sutvarkytas aibés Iy poaibis.
Intervala Iy(a,b) vadinsime pagrindiniu aibés F' intervalu, jeigu jis maziausias uzdaras intervalas, kuriam
priklauso aibé F. Taigi, Siuo atveju intervalo galai visuomet priklauso aibei F. Priminsime skaitytojui, kad
minimali aibiu klasé, kuriai priklauso visi realiuju skai¢iu intervalai, bei kuri uzdara bet kokio skaiciaus
sankirtu, sajungu ir papildinio operaciju atzvilgiu, vadinama Borelio sigma algebra. Mata apibrézta Sioje
algebroje vadinsime Borelio matu. Intervalo ilgis bei intervalo Borelio matas yra tas pat, todél daznai jie
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tiesiog sutapatinami ir Borelio matas vadinamas ilgiu nors, bendrai paémus, tai ne tas pat. Sakysime, kad
aibé yra nulinio mato, jeigu jos Borelio matas lygus nuliui. Tarkim F = [a,b]. Tuomet mesF = b — a.
Tarkime, kad F # [a, b], tuomet uzdara aibe gausime i§ uzdaro intervalo iSmete baigtine arba skaicia atviry
aibiu sajunga, t.y.

(1) F =la,b]\U,C,,

¢ia {Cp} C [0,1], yra kuri nors atviry aibiu Seima. Taigi, taip nusakyta aibé F yra uzdara. Nemazindami
bendrumo galime sutarti, kad minétaja atviru aibiu Seima sudaro nesikertancios aibés. Kiek auksc¢iau esame
minéje kokia aibe vadiname nulinio mato aibe. Pateiksime turiningesni nulinés mato aibés apibrézima. Aibe
F vadinsime nulinio mato aibe, jeigu bet kokiam € > 0 galime nurodyti tokia intervalu Seima {U,}, kad

Ec|JUnir Y L(U,) <e

Grizkime prie (1) aibés. Sios aibés matas yra toks:
measF = meas|a, bj—meas (|J,, C). Taigi, F' yra nulinio mato, jeigu

Z measC,, = b — a.

Tad pabandykime sukonstruoti aibe F, kurios matas butu lygus 0.

Padalinkime intervala [0, 1] taskais 0,1/3,2/3,1 i tris lygias dalis (zr. 1.5 pav.). ISmeskime i3 intervalo
Iy = [0,1] atvira aibe C; = (1/3,2/3). Likusi aibé F} = Iy \ C; = I} |J I} yra uzdara, be to intervalo ilgis
|I{| =1/3,j = 0,1. Kitas 7zingsnis analogiskas pirmajam, t.y. neiSmestus intervalus 17, I7 taskais dalijame i
tris lygius intervalus, o Viduriniuo;ius intervalus iSmetame. Po Sio veiksmo liks uzdara aibe

F=Ul_ 0§ || = (1/3) L j=1....4.

Atlike n zingsniu gausime uzdara aibe

on
. . T\"
E,=| |1, :(7) Ci=1,...2m
U wihl=1(3) J
Jj=1
Aibés F, ilgis yra toks:
1 1\2 1\
S ET
meas 3 3 3

Neapréztai didindami iy operaciju skaic¢iu gauname, kad

n—oo

lim F, = meas( lim {/y\ UC”}> =TI\C,

¢ia C atvira aibé, nes skaiti atviru aibiu sajunga yra atvira. Be to,

o0 1 n
meas F = 1—22"‘1(§> =0.
n=1

Matome, kad ribinés aibés F' matas lygus nuliui ir be to $i aibé yra uzdara.

Siek tiek placiau panagrinékime §ia keista ir neiprasta aibe. I§ pirmo zvilgsnio atrodytu, kad aibé
F biudama nulinio mato (ja dengian¢iu intervalu ilgiu sumos riba lygi nuliui) taigi ji yra diskreti ir tuo
paciu skaiti. Bet §is ispudis apgaulingas. Pasirodo, kad §i aibé neturi izoliuotu tasku t.y. bet kokioje
Sios aibés tasko aplinkoje yra begalo daug aibés F tasku. Dar daugiau, & aibé ir neskaiti. Sj fenomena
pailiustruosime tokiu pavyzdziu. Tarkime, kad uzdaros aibés E pagrindinis intervalas yra aibé Iy. ISmeskime
i§ 8io intervalo aibes (1/(n+1),1/n),n = 1,.... Tuomet likusi aibé E yra uzdara, be to ja galime nusakyti
taip: £ = {0}, {1/n}. Nesunku suprasti, kad taskai 1/n,n € N yra izoliuoti, bet to paties negalime
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pasakyti apie taska 0. Taigi, Siuo atveju aibé E néra diskreti. Aukséiau nagrinétosios aibés kiekvienas
taskas turi analogiska aplinka kaip ir aibés E taskas 0. Tokius taskus vadinsime akumuliuojanciais. Aibés,
neturinéios izoliuotu tasku, begalinés ir neskaicios yra vadinamos tobulomis.

1.5 pav.

Mes gavome, kad aibés F' matas lygus nuliui, be to joks intervalas néra sios aibés poaibis. Todél atrodytu
kas gi ¢ia keisto, kad aibe sudaro ne intervalai, todél visai naturalu, kad Sios aibés matas lygus nuliui. Ir vélgi
akibrokstas. Pasirodo tam, kad aibés matas butu teigiamas visai nebutina, kad Sios aibés poaibiu buitu nors
vienas intervalas. Tarkime duotas intervalas [0,2]. Fiksuokime Sio intervalo viduriniaji taska, siuo atveju 1
ir i§ Sio intervalo iSmeskime intervala, kurio centrinis taskas yra 1 ir ilgis lygus 1/3. Sekanciame zZingsnyje
elgsimés analogiskai, i§ likusiu dvieju intervalu, kuriu ilgiai po 5/6 paSalinkime centrinius intervalus, kuriu
ilgiai 1/3. Pastebékime, kad intervalu pasalinimo algoritmas panasus i jau nagrinétaji (aibés F konstrukcija).
n- ajame zingsnyje gausime 2" nesikertanciu intervaly, kuriy ilgiai lygiis 1/3™, o i$ ju iSmetamu intervalu
ilgiu eilé vienetu mazesné t.y. (1/3"F1). (Algoritmo keletas zingsniu iliustruojama 1.5 pav.)

Taigi

meas F' =2 — Zmeaan =2— 22”_13_” =1.

n n

Taigi, likusios aibés matas lygus mes F' = 1, nors negalime nurodyti intervalo, kuris butu aibés F'
poaibis.

18 pateiktu pavyzdziu iSplaukia, kad realiuju skaic¢iu aibiu klasé zymiai ”turtingesné” uz intervalu aibe.
Taciau gal but skaitytojui liko neaisku, kur gi ¢ia slepiasi fraktalinés strukturos. I tai pabandysime atsakyti
kitame pavyzdyje.

3. Binariniai medziai

Is praeitame skyrelyje nagrinétu pavyzdziu (aibés F ir E ) buvo galima susidaryti toki vaizda: uzdaru
aibiu, kurios lieka iSmetant, tam tikra tvarka atviras aibes, topologinés savybés priklauso nuo to kaip real-
izuojame ta iSmétyma. Pavyzdziui, aibés E atveju gavome diskre¢ia aibe su vienu akumuliuojanc¢iu tasku.
Jeigu mes tarp dvieju tasku iterpiame trecia, tuomet gauname tobula aibe. Atkreipsime skaitytojo démesi i
tokia smulkmena: - iSmetamu intervalu tvarka C7,C5 ... irgi yra svarbi, kadangi nuo Sio proceso priklauso
likusios aibés topologinés savybeés. Panagrinésime intervaly iSmetimo tvarka. Kaip ir anks¢iau tarkime, kad
Iy = [0,1]. Tegu IY yra pirmasis iSmetamas intervalas. Apatinis indeksas nurodo kelintame zingsnyje buvo
iSmestas minimas intervalas, o virSutinis nurodo to intervalo padéti kitu intervalu atzvilgiu, kai skaic¢iuoti
pradedame nuo nulio. Taigi, pirmajame Zingsnyje (apatinis indeksas vienas) mes iSmetame tik viena intervala
(jo numeris 0). Kitaip tariant Sio iSmetamo intervalo adresas (0,1). Sekanc¢iame etape pasaliname dar du
intervalus I3, I, taigi jiems priskiriame adresus (0, 2), (1,2). Tre¢iajame tenka pasalinti keturis intervalus, ju
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adresai - (0, 3), (1,3), (2,3), (3, 3) ir taip toliau. n- ajame zingsnyje pasalintiems intervalams analogisku budu
suteikiame tokius adresus: (0,n), (1,n),..., (2", n). Taigi, kiekvienas i¥metamas intervalas inicijuoja dvieju
intervalu sekanciame zingsnyje, iSmetima. Jeigu fiksuosime koki nors adresa, tarkime (0, 3), tai nesunku
suprasti, kad jis inicijuoja adresus (0,4) ir (1,4). Arba (m, k) - adresus (2m, k+1), (2m+1,k+1), m < 281,
Naudodamiesi siais adresais galime nubrézti medi, i§ kurio bet kokios virsuneés (¢, j) nubréztos dvi Sakos i
Zemiau esancias dvi virStunes. Kartodami §i procesa neapréztail, gauname medj su virsune (0, 1) ir begaliniu
Saku skai¢iumi. Nesunku matyti (1.6 pav.), kad 8is medis turi fraktaline struktura.

1.6 pav.

4. Kocho kreivé.

Kreive, kuria nagrinésime siame skyrelyje (1.7 pav.), pavadinta Svedu matematiko, kuris ja pirmasis
sukonstravo, vardu. Tikédamiesi suintriguoti skaitytoja, uzbégsime ivykiams i prieki, paminédami keleta
nejprastu Sios kreivés savybiu. Visu pirma tai, kad jokiame Sios kreivés taske negalime nubrézti liestinés,
nors ji tolydi visoje apibrézimo srityje. Antra, Sios kreivés ilgis yra begalinis. Atrodytu kas gi ¢ia keisto, juk
daug kreiviu ilgiai begaliniai, bet idomu tai, kad §i kreivé yra, baigtinio ploto plokscios figiiros, konttras.
Pradziai gal tiek. Dabar pateiksime Sios kreivés geometrine konstrukcija. Pradékime nuo tiesés atkarpos kaip
ir konstruodami Kantoro aibe. Si atkarpa vadinama initiatoriumi. Padalinkime §ia atkarpa, keturiais taskais,
i tris lygias atkarpas. ISmeskime viduriniaja atkarpa, o iSmestosios vietoje tustuma uzpildome kampu, kurio
krastiniu ilgiai lygtis iSmestos atkarpos ilgiui. Gauname kreive (a). Elgdamiesi tokiu pat budu su kiekviena
i§ keturiu kreivés daliuy gauname kreive (b). Ir taip toliau. Atkarpos trumpéja, o kreivé tampa vis labiau
”spygliuota.” Kocho kreive yra vadinama ribiné kreivé, kuri gaunama zingsniu skaic¢iu neapréztai didinant.
1.7 pav. yra pateikti keturi Sios iteracijos nariai.

Panagrinékime Sios kreivés ribojamo ploto bei ilgio problema. Tarkime, kad pradinio intervalo ilgis
lygus 1. Atlike pirmaji konstrukcinés sekos zingsni gauname, kad ploksc¢ios figtiros ribojamas plotas lygus

So = 1(7)2(30530" = A.

Atlikus sekanti sekos zingsni Salia jau esancios trikampés srities atsirodo dar keturios vienodos trikampés
sritys (po viena kiekvienai atkarpai), kuriu plotai lygus

1.7 pav.



A = 1<$>200s300 = %A.

Tuomet visas, ribojamos srities plotas, lygus S; = gA + A ir taip toliau. Peréje prie ribos, kai n — oo
gausime, kad Sios kreivés ribojamos figuros plotas artéja prie tokio skaiciaus:

S:A(1+%+(g)2+...))=A{1_%}=\2/7§.

Taigi plotas, kuri riboja §i kreive ir pradinis intervalas, yra baigtinis. To, beje, negalime pasakyti apie
Sios kreivés ilgi. Initiatoriaus ilgis kaip jau minéjome lygus 1. Nesunku matyti, kad kreivés ilgis, atlikus
pirmaji konstrukeini zingsni, lygus 4/3. Toliau, atlikus antraji sekos zingsni, naujai gautos kreivés ilgis lygus
4/3 + (4/3)? ir taip toliau, atlikus k— ataji sekos zingsni gauname, kad sukonstruotos kreivés ilgis yra lygus

()

Tuomet hipotetinés kreivés ilgis turétu biuti toks:

>(5)"

k=1

Nesunku suprasti, kad $i eiluté diverguoja, taigi Kocho kreivés ilgis yra neapréztai didelis.
5. Sierpinskio trikampis

Aibé, kuria apibréSime zemiau, yra ne ka maziau idomi uz jau paminétas.

Tarkime duotas lygiakrastis trikampis, kuris yra konstruojamos aibés initiatorius. Trikampio virsuniu
taskai priklauso konstruojamai aibei. Pirmajame zingsnyje sujunge trikampio krastiniu vidurio taskus atkar-
pomis, padalijame §i trikampi i keturis trikampius ir paSaline vidinj trikampi prie pradiniu triju tasku prijun-
giame dar tris Sio trikampio vidurio krastiniu taskus. Taigi, po pirmojo zingsnio konstruojama aibe sudaro
Sesi taskai. Sekantys konstrukciniai zingsniai analogiski pirmajam, t.y. neiSmestu trikampiy krastiniu vidurio
taskus sujungiame atkarpomis, tokiu budu padalindami kiekviena trikampi i keturis trikampius. Pagaline
vidinius trikampius ir prie konstruojamos aibés prijunge gautuju trikampiu virsuniu taskus (kiek ju yral)
esame pasiruose zengti sekanti zingsni. Minétoji aibé, kuri vadinama Sierpinskio trikampiu, sutampa su
Sio proceso ribiniu atveju (1.8 pav. yra pateikti Sesi Sios iteracijos nariai). Beje, manome kad skaityto-
jas atkreipé démesi, kad metodo prasme §is procesas nedaug kuo skiriasi nuo Kantoro aibés konstrukcijos.
Paminésime viena svarbia ribinés aibés savybe - Sios aibés matas (plotas) lygus nuliui. Tarkime, kad na-
grinéjamas trikampis lygiakrastis, kurio plotas S. Suskaic¢iuokime isSmetamu trikampiu plota. Nesudétingu
skai¢iavimu déka gauname, kad sis plotas toks:

S 35 325 3ks
1TeE T T

=5

Gauname, kad iSmestu trikampiu plotas lygus pradinio trikampio plotui, taigi Sierpinskio aibés plotas
lygus nuliui.

Visi pateikti pavyzdziai sukelia keistu minc¢iu. Kokios ¢ia aibés, kuriu egzistavimui pagristi reikalinga
ribos savoka? O gal tai aibés fikcijos, kurios neegzistuoja. T.y. tokios aibés i vis néra, o iteraciniu zingsniu
seka, kuriais ”lipdome ” aibe, i$ ties niekur neveda? Kitais zodziais tariant, seka nekonverguoja.

Kituose skyriuose mes i esmés naudosime savokas, kurias pateikéme ivadinéje dalyje, todél skaitytojui
su jomis nesusipazinusiam, rekomenduojame veltui negaisti laiko ir tolimesniy skyriu neskaityti.
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1.8 pav.

Uzduotys
1. Tarkime, kad metrinéje erdvéje X = (0, 1] apibréztos dvi metrikos

1 1
di(z,y) = |z —yl, do(z,y) == — =|.
Ty

Irodykite, kad Sios metrikos néra ekvivalencios.

2. Trodykite, kad metrinés erdvés (C, p2), (R?, par) (par— Manhatano metrika) yra ekvivalenéios metrinés
erdvés.

3. Trodykite, kad jei metrinés erdvés yra ekvivalencios, tai egzistuoja Siu erdviy homeomorfizmas.
4. Trodykite, kad aibé S = {;n € N'} U {0} néra tobula aibé erdvéje (R, p1), tatiau S = S°.
5. Irodykite, kad R yra homeomorfiné intervalui [—1, 1].

6. Tarkime, kad S pilnos metrinés erdvés (X, p) poaibis. Tada (S, p) metriné erdvé. Irodykite, kad
erdve (S, p) yra pilna, jei aibé S C X yra uzdara.

7. Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdveé, o f : X — X yra tolydus atvaizdis. Tegu A C X yra
kompaktiska ir netuscia aibé. Irodykite, kad aibé f(A) yra kompaktiska ir netuscia .

8. Kokia yra aibés C siena aibéje C.

9. Tarkime, kad S yra kompaktiskos metrinés erdvés poaibis. Irodykite, kad aibés S siena yra kom-
paktiska aibé.

10. Tarkime, kad K yra kvadratas. Tada (K, p2) yra jungi. Irodykite tai.
11. Trodykite, kad erdvé (o, p,) yra visiskai nejungi.
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