IV. DEKARTO KOORDINACIU SISTEMA. VEKTORIAI

4.1 Skaliariné sandauga erdvéje R"

Tarkime, kad duota vektoriné erdve R". Priminsime, kad Sios erdvés elementai yra vektoriai

a = (ay,...,a,). Be mums jau zinomu vektoriu operaciju Sioje erdvéje apibrézkime dar viena
operacija.
Apibrézimas Dvieju vektoriu o = (aq,...,a,) ir f = (by,...b,) skaliarine sandauga

(Zymeésime a o ) vadinsime skai¢iu
aof=aiby + -+ a,b,.

Vektorinés erdves savoka Siek tiek susiaurinkime, reikalaudami, kad vektorinéje erdveje buitu
apibrézta skaliariné sandauga.

Apibrézimas Tarkime, kad z,y, z bet kokie, vektorinés erdves R"™ elementai. Tuomet
funkcija (p : R" x R"—R ), kuri dviems vektorinés erdvés elementams priskiria realu skaic¢iu,
vadinsime atstumu, jeigu ji turi savybes:

1) plz,y) 20, p(z,y) =0z =y;

2) p(z,y) = ply, z);

3) plz,y) < p(z,2) + p(z,y).

Kyla klausimas - kaip apibrézti funkcija p(,)? Pasirodo, kad tai galime atlikti naudodami
skaliarine sandauga. Skaitytojas nesunkiai gali patikrinti, kad visas atstumo savybes tenkina

funkcija
plz,y) ==/ (z—y)o(x —y).

Kitaip tariant

p(z,y) = V(@1 — )2+ + (20— ), (1)

jeigu x,y € R"™. Tikimes, kad skaitytojas supranta, kad atstumas tarp erdveés elementu nusako-
mas ne vieninteliu budu! Ateityje mes nagrinésime vektoriniu erdviu R", kai n = 1,2, 3 su jose
apibrézta (1) metrika, atitiktis.

4.2 Geometriniai vektoriai. Veiksmu savybeés

Prisiminkime mokyklinés geometrijos kursa, kitaip dar vadinama- Euklidine geometrija. Eu-
klidinés geometrijos objektas yra geometriniy figiry savybiu tieséje, plokStumoje, bei erdvéje,
tyrimas. Priminsime skaitytojui, kad matematinées savokos - taskas, tiesé, plokstuma, erdve,
atstumas yra neapibréziamos, t.y. pirminés. Susitarkime tiese, plokstuma, bei erdve, ateityje,
jei nekils neaiskumuy, vadinti tiesiog erdvémis.

Geometriniu vektoriumi vadinsime tiesés atkarpa, su nurodytaja kryptimi. Taigi, vektorius
erdveje apibrézia krypti ir "daugybé” atkarpu, turinciy ta pacia krypti ir ilgi reiskia ta pati
vektoriu. Beje, kiekviena tiesés atkarpa yra charakterizuojama ilgiu (tiesés atkarpos charakter-
istika). Taip apibrézto vektoriaus atkarpos pradzios taska vadinsime vektoriaus pradzios tasku,
o taska, kuriame nurodoma kryptis - pabaigos tasku. Kitaip tariant du vektoriai lygts, kai
vektorius nusakanciu atkarpu ilgiai vienodi ir kryptys sutampa. Vektorius vadinsime kolineri-
ais, jeigu juos nusakancios atkarpos lygiagrecios. IS pastarojo apibrézimo isplaukia, kad tieséje
visi vektoriai kolinerus. Sakysime, kad vektoriai komplanariniai, jei jie néra kolineriniai ir yra
vienoje plokstumoje. Sutarkime geometrini vektoriu zymeti graikiskosios abécélés mazosiomis
raidémis, jeigu mums bus nesvarbiis vektoriaus pradzios bei pabaigos taskai. Jeigu vektorius
jungia taskus A, B, ¢ia A yra vektoriaus pradzios, o B— pabaigos taskai, tai tada vektoriu
zymesime AB.

Vektoriaus ir skaiciaus ¢ € R, ¢ # 0, sandauga ca vadinsime vektoriy -, kurio ilgis skiriasi
nuo pradinio vektoriaus ilgio ¢ vienetu (t.y. ¢ kartu ilgesnis, jei |¢| > 1 ir ¢ kartu trumpesnis,
jei 0 < |e| < 1, be to v kryptis ta pati kaip ir pradinio vektoriaus jei ¢ > 0 ir priesinga, jei
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¢ < 0. Norétume pabrezti, kad daugindami vektoriu is§ skai¢iaus gauname vektoriu, kolinery
pradiniam vektoriui, t.y. vektoriai 7y ir o yra kolinerts.

Geometriniu vektoriy aibéje sudéties operacija apibrézkime tokiu budu: sudédami du vek-
torius visy pirma, abu démenis, atlike lygiagretu postiimi, perkeliame i viena taska. Bréziame
lygiagretaini (jei vektoriai nekolinerus), kurio krastines sudaro minétieji vektoriai. Tada 8iu
vektoriy suma vadinsime vektoriy, kurio pradzios taskas sutampa su démeny pradzios tasku,
o pabaigos taskas yra priesingoje lygiagretainio virsunéje. Du vektorius galime sudéti ir kitu,
taip vadinamu trikampio, buidu. Jo esmé tokia. Prie pirmojo démens pabaigos tasko, lygia-
gretaus postiimio pagalba, perkelkime antrojo démens pradzios taska. Tada vektorius, jun-
giantis pirmojo démens pradzios taska su antrojo vektoriaus pabaigos tasku bus vadinamas Siu
vektoriu suma. Zinoma, visai nesvarbu kokiu baidu sudésime, trikampio ar lygiagretainio, rezul-
tatas bus tas pat. Vektoriaus « ir 8 skirtumu vadinsime vektoriu « ir (—1)f suma, trumpai
a— [ =a+(—1)5. Jei vektoriai kolinerus ir tos pat krypties, tai ju suma yra vektorius, kurio
ilgis lygus démenu ilgiu sumai, o kryptis tokia pat kaip ir démenu. Jeigu vektoriu kryptys
priesingos, tai ju suma bus vadinamas vektorius, kurio ilgis lygus vektoriy ilgiy skirtumui, o Sio
vektoriaus kryptis sutampa su vektoriaus, kurio ilgis didesnis, kryptimi.

Skaitytojui paliekame irodyti tokias vektoriu veiksmu savybes:

1) a+fB=0F+a, at+(B+7y) = (a+pF)+7.

Be to, jeigu m,n € R, tai

2) (m+n)a =ma+ na, m(a+ B) =ma+mp,

3) m(na) = (mn)c.

Geometrini vektoriu «g vadinsime vektoriaus « ortu, jeigu jis kolinerus vektoriui « ir jo
ilgis lygus vienetui. Geometrinio vektoriaus ilgi zymeésime |a|. Akivaizdu, kad bet koki vektoriu
galime uzrasyti o = |av|cg. Vektoriu «v ir 8 skaliarine sandauga, kuria zymeésime « - 3, vadinsime
skaiciy, kuris lygus vektoriu ilgio ir kampo tarp ju kosinuso reikSmeés sandaugai, t.y.

a- = la||b] cos ¢,

Y yra kampas tarp vektoriu « ir (.
Tarkime duoti du vektoriai - o ir 8. Tada skaic¢iu prga := a -y vadinsime vektoriaus
« projekcija vektoriaus 8 kryptimi, kur 5y yra vektoriaus [ ortas. IS pastarojo apibrézimo
gauname gerai zinoma formule prga = |a| cos ¢, kur ¢ yra kampas tarp vektoriu a, 5. Tarkime,
kad duota vektoriu « ir § suma. Tada vektoriy sumos projekcija, tarkime vektoriaus v kryptimi,
yra lygi démeny projekciju sumai, t.y.
pT"/(O‘ + 5) = pryo+ prvﬂ ir prwk‘a = k‘pTWOé, (2)

cia k € R.
Skaliarinés sandaugos savybés

1. Skaliariné sandauga yra komutatyvi, t.y.
a-B=8a.
2. Skaliariné sandrauga turi distributyvumo savybe:

(a+p)v=a-y+06-7.
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3. Jei vektoriai kolinerus, tai
a- f==£laf|A],
—” bus tuo atveju, kai vektoriu kryptys priesingos (skiriasi 180" laipsniy kampu), o kitu atveju
bus + zenklas.
4. Vektoriaus skaliariné sandauga i§ jo paties lygi

7

4) a-a=|at

Tarkime, kad vektoriai «, 8, yra plokstumos vektoriai ir « ir §. Tada vektoriy v galime
uzraSyti tokiu budu: v = ma+ng, kur m, n yra vektoriaus v projekcijos vektoriu «, # kryptimi,
atitinkamai. Norédami tuo isitikinti, vektorius v, ma, nf lygiagrec¢iu postiimiu perkelkime
i bendra taska. Tai atlike pastebésime, kad vektorius v yra lygiagretainio, kurio krastines
apibrézia vektoriai ma ir nf, istrizaine. Jeigu «, 5,7 - esantys ne vienoje plokstumoje erdvés
vektoriai, tai naudodami dvieju nekolineriu vektoriu sudéties taisykle, nuosekliai du kartus, bet
kokiam erdveés vektoriui 6 gauname:

0 =ka+18+my, (3)

kur k,l, m yra vektoriaus ¢ projekcijos vektoriu «, 8,y kryptimis, atitinkamai. Beje, tikimeés,
kad skaitytojas atkreipé démesi i tai, kad sumarinis vektorius 0, paskutinéje lygybeje, ge-
ometriskai reiskia gretasienio, kurio krastines apibrezia vektoriai

ko, 1y, m,

istrizaine.

Tris, poromis statmenus ortus, kurie prasideda viename taske, vadinsime erdvés reperiu.
Pazymeékime Siuos ortus raidemis i, j, k. IS paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad bet koki
erdves vektoriy galime uzrasyti vektoriy i, j, k tiesiniais dariniais. Be to, jeigu

51 :]{?1 1+l1j+m1 k, 052:]{32 1+l2.]+m2 k7 tai

51+(52:(/€1+/€2) i+<l1—|—l2)j+(m1+m2) k.

Sios lygybés irodymas idplaukia i$ vektoriu (2) projekeciju savybiu.

Kyla klausimas- ar bet koks vektorius, reperio vektoriu tiesiniais dariniais, uzrasomas vien-
inteliu budu? Tarkime priesingai, t.y. vektoriu ¢ galime uzraSyti vektoriu i, j, k tiesiniais
dariniais ne vieninteliu budu. Taigi 6 = k; i+ j+mq k, ir 0 = ky i+ [y j+ mo k. Atéme
lygtis viena i$ kitos gauname (prie vektoriaus § pridedame vektoriu —§ ),

0= (kﬁl — kﬁg) k—|— (ll - lg) j + (m1 —mg)]{?

Is pastarosios lygybes isplaukia, kad k; = ko, ly = Iy, m; = my. PrieSingu atveju vektoriai
i, j, k butu komplanariis, kadangi viena vektoriu galétume uzrasyti kity tiesiniu dariniu.

Du statmenus plokStumos ortus, prasidedancius bendrame taske, vadinsime plokstumos
reperiu. Analogiskai kaip ir erdveés atveju, plokstumos reperio vektoriu tiesiniu dariniu gali-
me iSreiksti bet koki plokstu- mos vektoriy. Dar daugiau, kiekvienas vektorius isreiskiamas
vieninteliu buidu.

Priskirkime geometriniam vektoriui d; jo projekcijas i vektorius i, j, k tokiu budu: 6, =
(k1,11,mq). Issiaiskinome, kad nekomplanariu vektoriu tiesiniu dariniu galime isreiksti duota
vektoriu vieninteliu budu, todél teisingas ir atvirkscias veiksmas - bet kokiam realiu skaic¢iu
rinkiniui (k, [, m) mes galime priskirti vieninteli geometrini vektoriu : § := ky i+ 1 j+ my k.
Kadangi rysys tarp erdves vektoriu ir realiuju skaiciy rinkiniu abipus vienareiksmis, o realiyju
skai¢iy rinkiniu (I,m,n) aibé yra vektoriné erdve R tai tikimes, skaitytojas, susipaZines su
ankstesniuju skyreliy medziaga pastebéjo, kad vektoriai i, j, k erdveje atlieka bazés vektoriu
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vaidmeni. Vadinasi tarp erdvés ir nagrinétosios vektorinés erdvés R? elementy egzistuoja
abipus vienareiksmiskas sarysis (bijekcija). Todél ateityje mes nebeskirsime vektoriu (vek-
torinés erdvés elementu) nuo geometriniu vektoriu, nors vartodami vektoriaus savoka, omenyje
turésime geometrini vektoriy.

Visigkai analogiskas rysys ir tarp vektorinés erdvés R? elementy ir plokstumos vektoriy.

Todél naturalu reperi vadinti erdvés (plokstumos) baze, kadangi bet koki vektoriu galime
uzraSyti (3) tiesinio darinio pagalba, o vektoriaus projekcijos reperio vektoriu kryptimi, yra jo
koordinates bazeje. Tikimes, kad skaitytojui tapo aiskus rySys tarp jau nagrinétos vektoriniu
erdviy R, R?, R3 ir tieses, plokstumos bei erdvés, atitinkamai. Kadangi jau atkreipéme démesi,
kad tarp kai kuriy vektoriniy bei geometriniu vektoriy erdviu egzistuoja abipus vienareikSmiska
atitiktis, tai jau minéta, neapibrézta atstumo savoka galime patikslinti, t.y. geometriniu
vektoriu erdvéje atstumu laikysime atstuma, tarp siuos vektorius atitinkanciu erdvés R"™ elementu.
Tad atstuma skai¢iuosime remdamiesi (1) formule. Taciau atstuma galime apibrézti ir kiek kitu
budu. Si buda ir panagrinékime.

Ateityje vektoriu, kurio pradzia taske A, o galas taske B Zymésime simboliu 1@ . Tarkime,
kad duota tiesé. Parinkime joje taska O, kuri pavadinkime pradzios tasku. Tegu X bet koks
kitas, fiksuotas, Sios tieses taskas. Susitarkime vektoriaus @? ilgi laikyti lygu vienetui. Tokiu
budu mes parenkame tieséje masteli, laikydami atkarpa OX vienetine. Tad naturalu zymeti
OX = 1i. Tasku pora O ir A, pasirinkta tieséje nurodytu budu, bus vadinama Dekarto koor-
dinaciy sistema tieséje. Jeigu taskas X yra desinéje puséje, tasko O atzvilgiu, tai sia koordinaciy
sistema vadinsime tiesiogine, prieSingu atveju- netiesigﬂne. Tarkime, kad A, bet koks tiesés
OX taskas. Tada skai¢iy x, kuriam teisinga lygybé: OA = x i vadinsime tasko A koordinate
duotoje koordinaciy sistemoje. Aisku, tada atstumas tarp dvieju tasku, tarkime A ir B, yra
lygus vektoriaus, jungiancio Siuos taskus, ilgiui. Jeigu A koordinaté yra z, o B koordinaté
yra y, tai tada p(X,Y) = |z — y| (zr. 5.1 formul¢), kadangi esant apibréztai koordinaciu sis-
temai tieséje, jos taskus galime, abipus vienareiksmiskai, sutapatinti su vektorinés erdves R!
elementais.

Tarkime, kad duotos dvi statmenos tiesés plokstumoje. Ju susikirtimo taska pazyméki-
me raide O. Kaip ir tiesés atveju §i taska vadinsime, pradzios tasku. Tarkime, kad taskas O
yra ortu 1iir j, esanciy skirtingose tiesése, pradzios taskas. Tarkime, Siu vektoriu pabaigos
taskai X ir Y — atitinkamai. Sias tieses vadinsime tiesémis OX (arba abscise) ir OY, (arba
ordinate) atitinkamai. Tiesiu OX ir OY sistema plokstumoje vadinama ortogonaliaja Dekarto
koordinaciu sistema. Su statmenomis tiesemis mes susiejome reperi, kuris statmenoms tieséms
suteike orientacija (kryptis). Fiksuokime statu kampa tarp reperio vektoriu, tuo paciu ir tiesiu.
Sakykime, kad tiesés OX orientacija yra tiesioginé. Tada sakysime, kad plokStumos ortogo-
nalioji Dekarto koordinaciy sistema yra tiesioginé, jeigu mazesnis kampas tarp vektoriy i, j
yra teigiamas. Priminsime, kad kampas i, j teigiamas, jeigu vektoriu i reikia sukti vektoriaus
j kryptimi, pries laikrodzio rodykle. Kitu atveju ortogonalioji Dekarto koordinaciy sistema
bus vadinama netiesiogine. Koordinatinés asys plokstuma dalija i keturias dalis, kurias mes
vadinsime ketvir¢iais. Pirmuoju ketvirciu vadinsime visus plokstumos taskus, kuriuy abscise ir
ordinate yra teigiamos. Kiti ketvir¢iai numeruojami eilés tvarka pries laikrodzio rodykle.

Pastebesime, kad bet kokio tasko B padéti plokstumoje visiskai apibrézia vektorius O? , 0
pastarasis yra tiesinis vektoriu i, j darinys, t.y.

OB=zi+yj

Plokstumos vektoriaus koordinates x, y vadinsime plokstumos tasko B koordinatémis ir zymeésime
B(z,y). Tarkime, kad B(by,by) ir C(cy, ¢2) yra du plokstumos taskai. Tuomet Siuos du taskus

jungiancio vektoriaus BC' ilgis yra lygus (zr. 5.1 formule )

p(B,C) =+/(c1 —b1)? + (ca — ba)?,

kadangi tap plokstumos tasky ir erdvés R? vektoriu egzistuoja abipus vienareik§mé atitiktis
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(bijekcija). Si skaiciu vadinsime atstumu tarp tasku B, C. Beje, pastaraja formule skaitytojas
lengvai galéty gauti naudodamasis Pitagoro teoremal

Sakykime, kad duotos trys statmenos tiesés erdvéje. Ju susikirtimo taska pazymékime raide
O. Si taska vadinsime, pradzios tasku. Tarkime, kad taskas O yra reperio vektoriu i, j, k,
esanciy skirtingose tiesése, pradzios taskas. Tarkime, Siu vektoriu pabaigos taskai X, Y, Z—
atitinkamai. Sias tieses vadinsime tiesémis Oz, Oy ir Oz atitinkamai. Tiesiu Oz, Oy ir Oz
sistema vadinsime ortogonaliaja Dekarto koordinaciy sistema erdvéje.

Pateiksime nelabai vykusi matematiniu pozitiriu, bet skaitytojui lengviau suvokiama deSinines
orientacijos savoka. Sakysime, kad reperis «, 5,7 turi desinine orientacija, jeigu vektoriaus ~y
kryptis yra tokia, kad stovint reperio vektoriy bendrame taske, vektoriaus v kryptimi, vektorius
a yra desinéje, o B kairéje puséje, t.y. vektoriu « ir 3 sistema yra tiesioginé. Sakysime, kad
erdvés Dekarto koordinaciu sistema yra tiesioginé, jeigu reperis i, j, k turi deSinine orientacija.
Reperi susieta su koordinaciu sistema vadinsime koordinatiniu reperiu.

Kaip matuosime atstuma erdvéje? Pastebésime, kad bet kokio tasko B padéti erdvéje,
kurioje apibrézta koordinaciu sistema, nusako vektorius O? , 0 pastarasis yra tiesinis vektoriu

i, j, k darinys, t.y.
OB =z i +yj+zk

Skaicius x,y, z vadinsime erdvés tasko B koordinatémis ir zymeésime B(z,y, z). Tarkime, kad
B(by, bg, be) ir C(cy,co,c3) yra du erdves taskai. Tuomet Siuos du taskus jungiancio vektoriaus

BC' ilgis, o tuo paciu ir atstumas tarp tasku B, C yra lygus (zr. 5.1 formule),

p(B, C) = \/(Cl - b1)2 + (02 — b2>2 + (63 - 63)2.

Jeigu erdvéje (plokstumoje, tieséje) apibrézta koordinaciu sistema (ateityje naudosime tik
ortogonaliasias Dekarto koordinaciu sistemas), tai bet koks geometrinis vektorius abipus vien-
areiksmiskai susietas su koordinaciy rinkiniu, t.y. Vo ir V3 egzistuoja realiy skaiciy trejetai
tokie, kad

a = (ay,az,asz), B = (by,ba,bs). (4)
Nesunku jsitikinti, kad Sie realiuyju skaiciy trejetai yra vektoriu projekcijos vienetiniy vektoriu
i, j, k, kryptimis. Vadinasi

o = ay i—|—a2j—|—a3 k, /szl 1+b2J+bg k.

Tarkime, kad A(aq, as, az) yra vektoriaus pradzios, o B(by, b, b3), abaigos, taskai. Tada

— P
—
naudodami vektoriu sudéties taisykle gauname, kad AB = OB — OA. Bet tada vektorius

1@ = (b1 — aq, bg — ag, b3 — ag).
Remdamiesi (1) formule gauname, kad vektoriaus ilgis (atstumas nuo koordinaciu pradzios

tasko iki tasko A ) yra
la| = /a2 + a3 + a3.

Turime, kad i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=1(0,0,1).
Tada

ir
i-i=1 k- k=1, j- j=1,
Daugindami vektoriu « skaliariskai su reperio i, j, k vektoriais gauname kampus,

a a a
cos Yy = ﬁ, coS Py = ﬁ, cos 3 = E?’

kuriuos vektorius a sudaro su koordinatémis asimis Ox, Oy, Oz, atitinkamai.
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Naudodamiesi geometriniu vektoriu skaliarinés sandaugos apibré zimu ir 5.4 lygybémis gau-
name, kad
a1b1 + a2b2 + a3b3

| |5] ’

- B = aiby + asby 4+ azbs, cosp =

¢ia 1 yra kampas tarp vektoriy a ir 5.

Apibrézimas Vektoriu « ir 8 vektorine sandauga vadinsime vektoriu -, kurio ilgis lygus
vektoriy a ir 8 ir kampo tarp ju sinuso sandaugai, be to jis statmenas vektoriu « ir 8 plokstumai
ir orentuotas taip, kad vektoriy trejetas «, 3,y turi deSinine orientacija.

7= axf=lal|f|singl,

¢ia vektorius 1 yra ortas, statmenas vektoriu «, 8 plokStumai, o vektoriu «, 3, sistema turi
desinine orientacija.

I$ pastarojo apibrézimo isplaukia, kad a x § = —(f X «).

Tarkime, kad i, j, k yra koordinatinis reperis. Tuomet

ix j=k, jx k=1 kx i= j,

ix i=0, jx j=0, kx k=0. (5)

Tarkime, kad vektoriai « ir § apibrézti (4) lygybémis. Sitilome skaitytojui, remiantis (5)
lygybémis irodyti Zemiau pateiktas vektoriu savybes

1) axf=—(8xa);

2) (a+8) xy=axy+3x
i j Kk

3) OJXB: ay ag as
b1 by b3

Nesunku suprasti, kad jei vektoriai kolinerts, tai ju skaliariné sandauga lygi nuliui. Prisiminkime,
kad jei vektoriai statmeni, tai ju skaliariné sandauga lygi nuliui.

Aptarsime, atkarpos dalijimo uzdavini. Atkarpa yra tiesés dalis tarp dvieju tasku A, B.
Sakykime, kad minétoji atkarpa yra erdvéje, be to Sioje erdvéje apibrézta Dekarto koordinaciu
sistema. Tuomet A(z1,y1, 21), B(xs, y2, 29). Tarkime, kad taskas C(z,y, z) priklauso atkarpai
AB. Dalinkime atkarpa i dvi dalis taip, kad

AC

gy
CB

Pastebékime, kad vektoriai 1@ ir C@ yra kolinertis. Kadangi norimas atkarpu dalijimo santykis
lygus A, tai 1@ = )\C@ . Prisiminkime, kad du vektoriai lygus tada ir tik tada, kai atitinkamos
ju koordinateés yra lygios. Vadinasi

T —x — Z—z
A= PN St A L
To — T Y2 — Y 2y —Z

[ssprende nezinomuosius x, ¥, z gauname

1+ A2 Y1+ Ay Z_21+/\22
D W U W I W

(5.6)
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Is paskutiniuju lygciy gauname ieskomo tasko koordinates. Pavyzdziui, jeigu norime atkarpa
dalyti pusiau, tai santykis A = 1. IS paskutiniyju lygéiu gauname, kad atkarpos vidurio tasko

koordinates yra lygios:

1+ T2 y:y1+92 Z:Z1+Z2
2 2 2

Pabaigai pastebésime, kad A yra norimas atkarpy dalinimo santykis. Ja irase i (6) sistema

suskai¢iuojame ieskomo tasko koordinates. Beje, jeigu atkarpa plokstumoje, tereikia (6) siste-

moje atmesti kintamayji z. Jeigu atkarpa yra tieséje, tai reikia praleisti ir kintamayji y.

xr =

V. TIESES LYGTIS PLOKSTUMOJE.
PLOKSTUMOS IR TIESES LYGTYS ERDVEJE

5.1 Tiesés lygtis plokStumoje

Laikysime, kad plokstumoje apibrézta Dekarto koordina¢iu sistema. Tegu o = (a,b).
Uzrasykime tieseés, kuriai priklausytu taskas Xo(zo, yo) ir kuri butu statmena vektoriui a, lygti.
Sakykime, kad taskas X (z,y) yra bet koks, laisvai pasirinktas, ieskomosios tiesés taskas. Tada
vektorius X X priklauso tiesei. Vadinasi, pastarasis vektorius ir vektorius « yra statmeni. Ki-
taip tariant, taskas X priklausys iekomajai tiesei, jeigu vektorius (z — zo,y — o) bus statmenas
vektoriui a. Uzrasykime siu vektoriu statmenumo salyga:

—
a- XX =alx—1z9)+ by —yo) = 0. (1)
Tuomet pazyméje ¢ = —(azo + byo) gauname lygybe
ax +by +c=0. (2)

Vektoriu o = (a, b) vadinsime tiesés normaliniu vektoriumi.

Paskutinioji lygtis yra vadinama bendraja tiesés lygtimi, plokstumoje. Panagrinékime Sia
tiesés lygti kiek placiau. Pastebékime, kad jei duota koordinaciy sistema, tai mes galime
vektoriu ”valdyti.” Pavyzdziui, pareikalaukime, kad ieskomajai tiesei priklausytu koor-
dinaciu pradzios taskas ir visi kiti tiesés taskai priklausytu arba pirmajam arba treciajam
ketviréiams. Sis reikalavimas ir atlicka vektoriaus a ”"valdyma”, kadangi §iuo atveju tiesé su
absice sudaro 45° laipsniy kampa, taigi vektorius «, biidamas statmenas ieskomajai tiesei,
su absise turi sudaryti, pavyzdziui, 135° laipsnius (pastebékime, kad duotai tiesei statmena
vektoriu galime parinkti ne vieninteliu budu !). Nesunku suprasti, kad siuo atveju tinka vek-
torius a = (—a, a). Kadangi tiesei priklauso taskas (0,0), tai naudodami (6.1) lygybe gauname,
tokia tiesés lygties formule: y = x.

Jeigu vektorius, statmenas tiesei, yra vienetinis tuomet Sio vektoriaus koordinatés yra lygios
ap = (cos 1, sint)). Pareikalave, kad §is vektorius biitu statmenas tiesei, kuriai priklauso taskas
(20, %0), gauname taip vadinama normaline tiesés lygti

cos Yx + sin Yy = g cos + yosiny = p, (3)

¢ia p— yra atstumas nuo tiesés iki koordinaciu pradzios tasko O. Atkreipsime skaitytojo démesi
i isties idomu ir paprasta rezultata. Bet apie viska i$ eilés. Tarkime, kad taskas Xq(xo, 30)
nepriklauso tiesei. Zinome, kad vienetinio vektoriaus oy ir vektorius OXy skaliariné sandauga
yra lygi vektoriaus O X, projekcijai, vektoriaus oy kryptimi. (Laikykime, kad tiesé skiria taskus
O ir Xy. ) Pazymékime sia projekcija raide [. Nesunku suprasti, kad skaicius [ = p + d, kur p
yra atstumas nuo koordinaciy pradzios iki tiesés, o d— atstumas nuo tasko X iki tieses. Taigi,
(20, o) - (costp,siny)) = p+ d arba

cosPxg + sinyy = p+ d arba cos g + sinyy — p = d. (4)
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Bet paskutinioji lygybeé yra formulé, atstumui nuo bet kokio tasko iki tiesés skaiciuoti. T.y.,
jei vietoje nezinomuju z,y normalinéje tiesés lygties formuléje irasysime tasko koordinates,
gausime atstuma d nuo to tasko iki tieses.

Isspreskime §i uzdavini bendrosios tiesés lygties atveju. Sakykime duota tiesés (1) lygtis.
Kaip rasti atstuma nuo bet kokio tasko iki sios tiesés? Uzrasykime Sios lygties normaline lygti!
Kaip tai padaryti jau zinome. Reikia vienetini vektoriu, kolineru vektoriui (a,b), skaliariskai
padauginti su vektoriaus (z — xg,y — o). Bet vektoriui (a, b) kolinerus, vienetinis vektorius yra

N _( a b )
° Vaz + 02 VaZ + 02

Pastebésime, kad Siuo atveju mes susiduriame su problema, t.y. vektorius —a taip pat kolinerus
vektoriui (a,b). Tad kuri pasirinkti? Pasirinkima nulems (4) lygybé. Kodél? Mes turédami
bendraja tiesés lygti norime vektoriu (a,b) ”pritrumpinti ” ji iki vienetinio. Taigi, visus lygties
koeficientus dalijame i3 skaic¢iaus £|a/| taip, kad gautume (6.4) lygybés analoga. Bet (4) lygybése
dydis —p — d yra neigiamas, kadangi p,d > 0. Todéel mums reikia parinkti toki zenkla, kad

C

— < 0.
+al
Skaicius 1
M=—
+a]

vadinamas normuojanc¢iu daugikliu.

Tarkime, kad zinome du A(z1,y1), B(x2,ys) plokstumos taskus. Kaip uzrasyti tieses lygti,
kuriai priklausyty sie du taskai. Visu pirma, ieSkomosios tieseés bet koki taska pazymeékime
X(x,y). Tuomet nesunku suprasti, kad vektoriai H , ir B*.X2 yra kolinertis. Taigi, naudodamiesi
kolinerumo salyga gauname, kad egzistuoja realus skaic¢ius k € R toks, kad

(z =21,y — 1) = k(@ — 22,5 — 42).
Is paskutiniosios vektorinés lygybés gauname

rT—I _ Yy—4h
To — 27 Y2 —

Paskutinioji lygybeé reiskia tiesés, kuriai priklauso taskai A ir B, lygti. Beje, jei kurio nors
santykio vardiklyje skirtumas bus lygus nuliui tarkime, kad y, — y; = 0, tai reiks, kad tiesés
tasky ordinatés yra pastovios, o tieses lygtis yra y = y;. Perrase paskutiniaja lygybe tokiu
budu:
Tr— T —t Y—Y2 —y
T — T3 Y—W
gauname taip vadinama parametrine, lygties plokstumoje, forma.
Rasime tiesés lygti, jei zinoma, kad taskas A(xg, yo) priklauso tiesei, be to kampas tarp tieses
bei absisiu asies yra 6.
Tarkime, kad X (z,y) bet koks laisvai pasirinktas tiesés taskas. Tuomet (x — zo,y — yo)
priklauso tiesei. Antra vertus, bet koks vienetinis tiesés vektorius aq yra lygus

g =cosf i+sind j.
Tada vienetinis vektorius, statmenas tiesei yra, pavyzdziui, toks
By = cos(90° + 6) i+ sin(90° + ) j = —sinf i+ cosb j.
Naudodamiesi (1) formule gauname, kad ieskomoji tiesés lygtis yra tokia:

—sinf(z — xg) + cosO(y — yo) = 0.
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Sutvarke sia lygybe gauname
Yy — Yo = tanf(z — x).

Pazyméje tan § =: k, paskutiniaja lygybe perrasome taip
Yy —yo = k(z — zo.) (6.5)

Skaicius k yra vadinamas tiesés krypties koeficientu. Jeigu duota tiesés bendroji lygtis, tai tada

a c
=——r— .
YT T
Remdamiesi (5) lygtimi gauname, kad k& = —a/b. Taigi, jei zinoma tiesés bendroji lygtis, tai

nesunkiai galime rasti tiesés krypties koeficienta.
5.2 Tiesiu tarpusavio padétis

Siame skyrelyje nagrinésime galimas tiesiy tarpusavio padétis. Visu pirma nurodysime
salygas, kuomet tiesés yra lygiagrecios arba statmenos.

Nesunku suprasti, kad jei tieses lygiagrecios, tai siy tiesiu normaliniai vektoriai yra kolinerts.
Sakykime tiesés apibréztos lygtimis

ar +by+c=0, a;x+ by +cy =0.

Naudodamiesi vektoriuy kolinerumo salyga gauname, kad tiesés lygiagrecios tada ir tik tada, kai

Taigi, tiesés lygiagrecios, jeigu ju koeficientai yra proporcingi. Analogiskai, tiesés yra stat-
menos, jeigu statmeni ju normaliniai vektoriai, t.y.

aay + bb1 = 0.

Pastaroji lygybé yra tiesiu statmenumo salyga.

Tikimes, kad skaitytojas dar prisimena, kad kampas tarp tiesiu nusakomas ne vienareikSmiskai,
jeigu tiesés ne statmenos ir ne lygiagrecios. Per daug saves nevarzydami, kampu tarp tiesiu
pavadinkime kampa tarp Siu tiesiy normaliniy vektoriy, t.y.

aay + bby
Va? +b2\/a%+b§.

1) = arccos

Aisku, kad jei dydis v > 0, tai tada pasirenkamas mazesnis i kampu tarp tiesiu ir jei ¢» < 0,
tai parenkamas didesnis i§ kampu tarp tiesiu.

Sio skyrelio pabaigai norétume pateikti keleta pastaby. Visu pirma, jei norime rasti dvieju
tiesiy bendra taska, turime spresti lygciu sistema. IeSkomasis sistemos sprendinys ir bus susikir-
timo taskas. Jei sistema sprendiniuy neturi, tai tieses lygiagrecios.

Tarkime duotos dvi susikertancios tieses:

ax +by+c=0, ax+by+c =0.

Raskime siy tiesiu pusiaukampinés lygti. Atkreipsime démesi, kad bet koks pusiaukampineés
taskas turi savybe: - jis nuo abieju tiesiu nutoles vienodu atstumu. Si fakta ir isnaudosime.
Tarkime, kad X (z,y) yra bet koks laisvai pasirinktas pusiaukampinés taskas. Tada, kaip jau
esame minéje, atstumas nuo Sio tasko iki abieju kampo tiesiu vienodi, t.y.

laMz + bMy — p| = |an Myz + by Myy — pa|.
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Perrase paskutiniaja lygybe gauname

(aM + ayMy)x + (DM £ by My)y — (p+p1) = 0,

” N

kur zenklas parenkamas tuo atveju, kai kampui, kurij dalija pusiaukampiné, priklauso koor-
dinac¢iu pradzios taskas, o kitu atveju imamas zenklas ”+”. Kodél taip yra, sitilome panagrinéti

skaitytojui.

5.3 Plokstumos lygtis

Sakykime, kad « = (a,b,c) vektorius, erdvéje. Tegu Xo(xo, Yo, 20) koks nors fiksuo-
tas erdves taskas. Pareikalaukime, kad ieSkomajai plokstumai priklausytu taskas X, ir be
’wokétuma biitu statmena vektoriui a. Tuomet bet koks ieskomosios plokstumos vektorius
XXo = (x — x0,y — Yo, 2 — 20) turi buti statmenas vektoriui a. Taigi

—
a- XXy=(a,b,c) (x— 0,y — Yo, 2 — 29) = 0. (6)
IS pastarosios lygybés gauname bendraja plokstumos lygti
ax + by +cz+d=0. (7)

Vektoriu a vadinsime plokstumos normaliniu vektoriumi. Jeigu vektorius, statmenas plokstumai,
vienetinis
ag = (cos 1, cos 1y, cos3),

¢la 11,19, 13 yra kampai, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinémis asimis Ox, Oy, Oz,
atitinkamai, tuomet gauname plokstumos lygti

x cos Yy + ycos s + 2 coss = p,

kuria vadinsime normaline, ¢ia p— atstumas nuo koordinaciy pradzios iki plokstumos.

Analogiskai, kaip ir tiesés plokstumoje atveju, norint i§ bendrosios tiesés lygties (zr. (3))
gauti normaline, mums tereikia vektoriu a ”sutrumpinti” iki vienetinio. Tai atliekame vektori-
aus koordinates dalindami i§ dydzio

1
Va2 + 62 + 2

Zenklas parenkamas taip, kad dydis dM < 0. Samprotavimai visiskai analogiski kaip ir tiesés
plokstumoje atveju. Sitilome skaitytojui paciam tai panagrinéti.

Rasime formule atstumui nuo tasko iki plokStumos skaic¢iuoti. Prisiminkime, kad bet koki
vektoriu daugindami (skaliariskai) i$ vienetinio, gauname pirmojo vektoriaus projekcija viene-
tinio kryptimi. Tarkime, kad Ag(zo, 0, 20) yra bet koks erdveés taskas. Tada skaliariné sandauga

M =

O—./>4~0402p+d,

kur p yra atstumas nuo koordinaciu pradzios iki plokstumos, o d yra atstumas nuo tasko Ag
iki plokstumos, laikykime, kad plokstuma skiria taskus O ir A. Tai uztikrina, kad skaliariné
sandauga bus teigiama. (O kaip bus, jei taskai O ir Ay yra toje pat plokstumos puséje!)
Bet paskutinioji sakliariné sandauga (kairioji jos pusé) yra lygi normalinei plokstumos lygties
formai, kai vietoje nezinomuju irasytos tasko A, koordinatés, taigi

2 COS Y1 + Yo COS Yo + 2gcos gy = p + d.

Is paskutiniosios lygybés gauname formule tasko atstumui iki plokstumos rasti. Kitaip tariant,
norint rasti atstuma nuo tasko iki plokstumos, mums reikia i§ bendrosios plokstumos lygties
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gauti normaline. Po to, irase nagriné¢jamo tasko koordinates i normaline plokstumos lygti,
gausi me koki nors skai¢iu. Sio skaic¢iaus absoliutiné reiksme ir bus atstumas nuo tasko iki
plokStumos.
Kampu tarp dvieju plokstumu laikysime kampa tarp Siu plokstumuy normaliniy vektoriy.
Taigi, kampo tarp dvieju plokstumuy

ar+by+cz+d=0, ez +byy+ciz+d =0
kosinusas yra lygus
aay + bby + ccy
Vaz + b2 + /a2 + b? —I—c%.
Is pastarosios lygybés gauname, kad plokstumos statmenos, jeigu aay + bby + cc; = 0. Aisku,

kad plokstumos lygiagrecios, jeigu ju normaliniai vektoriai yra kolinerts, todél plokstumuy ly-
giagretumo salyga galime uzrasyti taip:

cosY =

Nesunku suprasti, kad plokstuma lygiagreti kuriai nors koordinatinei plokstumai, tarkime
Ozy tada ir tik tada, kai jos lygtyje koeficientai prie kintamuju x,y yra lygts nuliui. Visai
analogiskai, plokstuma lygiagreti koordinatinei asiai, tarkime Oy, jeigu koeficientas, plokStumos
lygtyje prie nezinomojo y yra lygus nuliui.

Rasime triju plokstumu bendra taska, jeigu jis egzistuoja. Norint atsakyti i i klausima,
mes turime iSspresti lygciu sistema

amr + by +cz+dy =0,
a2x+b2y+022+d2 = O,
asx + by + c3z + ds = 0.

Zinome, kad §i sistema gali biiti nesuderinta arba suderinta. Paskutiniuoju atveju, sistema
gali tureti viena arba begalo daug sprendiniu. Beje, tuo atveju kai sistema nesuderinta, taipogi
galima kai ka pasakyti apie plokstumu tarpusavio padéti. Aptarkime Sias galimybes.

1. Jeigu sistema suderinta, ir apibrézta, tai lygciuy sistemos determinantas D yra nelygus
nuliui. Tad naudodamiesi, pavyzdziui, Kramerio formulémis gauname $ios sistemos sprendini:

D D D
L ©
kur D;, ©+ = 1,2,3 yra sistemos determinantai, kuriuose i— asis stulpelis pakeistas laisvyju
nariu stulpeliu.

2. Jeigu D = 0, ir bent vienas i§ D; # 0, « = 1,2, 3, tai tada galime tokie atvejai

1) D neturi dvieju proporcingu eiluciu, t.y. sistemoje néra dvieju lygiagreciu plokstumu,
Siuo atveju trys plokstumos kas dvi kertasi lygiagrec¢iomis tiesémis;

2) D turi dvi proporcingas eilutes, taigi Siuo atveju dvi plokstumos lygiagrecios, o trecioji
néra lygiagreti joms.

3. D = 0 ir visi skaitikliai lygis nuliui. Siuo atveju susikirtimo taskai neapibrézti, vadinasi
plokStumos turi ne viena susikirtimo taska, jos susikerta vienoje ties¢je arba plokstumoje.
Skirsime Siuos atvejus:

1) D neturi proporcingu eiluc¢iu. Plokstumos néra lygiagrecios, bet visos susikerta tieséje;

2) D dvi eilutés proporcingos, ir atitinkamos dvi plokstumos sutampa, bet trecioji joms
nelygiagreti;

3) D visos eilutés proporcingos, bet visos plokstumos skirtingos. Tuomet jos visos yra
lygiagrecios;

4) D visos eilutés proporcingos bet dvi plokstumos sutampa, o trecioji skirtinga;
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5) D visos eilutés proporcingos, tada visos plokstumos sutampa.
Taigi, aptaréme galimas trijy plokstumu tarpusavio padeétis.

5.4 Tiesé erdvéje

Praeitame skyrelyje mes pastebéjome, kad dvieju plokstumu susikirtimo rezultatas yra tiese,
biitent:

a1 x + by +cz+dy =0,
asx + bay + coz + dy = 0.

Sia sistema vadinsime bendraja tiesés lygties forma erdvéje.

Antra vertus, tiese erdvéje galime apibrézti jau mums pazistamu, vektoriniu budu. Tarkime,
kad ¥ = (I,m,n) yra vektorius, o taskas (xo, 3o, 20) priklauso ieskomajai tiesei, kuri lygiagreti
fiksuotam vektoriui 5. Tarkime, kad taskas (x,y, z) yra, bet koks, laisvai pasirinktas, $ios tiesés
taskas. Tuomet vektoriai & ir (z — o, y — Yo, 2 — 20) yra kolinertis. Taigi, teisingi tokie sarysiai:

T—To Y—Y _ 22— %20

= =1t.
) m n

Pastaroji lygtis vadinama tiesés kanonine lygtimi. Vektoriu S vadinsime, tiesés erdvéje,
lydinc¢iu vektoriumi. Matome, kad uzrasyti tiesés kanonine lygti mums pakanka zinoti taska,
kuris priklauso tiesei ir vektoriuy, kuriam lygiagreti ieSkomoji tiese. Pasinaudosime Sia pastaba,
uzraSydami tieses, per du taskus, lygti erdveje.

Tarkime, kad duoti du taskai (z1,y1, 21) ir (22, Yo, 22). Pareikalaukime, kad sie taskai priklausytu
ieSkomajai tiesei. Pazymékime

? = (352 —X1,Y2 —Y1,22 — 21)-

Tegu (z,y,2), bet koks laisvai pasirinktas tiesés taskas. Tada naudodamiesi tiesés kanonine
forma gauname, kad

r—I1r Y-y  cL— 2
Ty — I B Y2 — B 29— 21
Tai tiesés, per du taskus erdvéje, lygtis.
Is kanoninés tieses lygties gauname taip vadinama parametrine tieseés lygties forma:

xr = xo+ lt,
y:y0+mt7
z = 29+ nt.

Aptarsime metoda, kaip is bendrosios tiesés lygties formos gauti kanonine.
Tarkime, kad duota bendroji tiesés lygtis

(9)

a1 x + by +crz+dy =0,
asx + bay + coz + dy = 0.

Norint uzrasyti kanonine tiesés lygties forma mes galima elgtis dvejopai: pirma, rasti du taskus,
kurie priklauso plokstumuy susikirtimo tiesei ir uzrasyti tieses, kuriai priklauso Sie du taskai,
lygti (tai jau zinome kaip atlikti). Norint rasti plokstumu susikirtimo tiesei priklausanti taska,
pakanka vienam i$ nezinomuju parinkti konkrecia reiksme ir ja pakeisti parinkta nezinomayji
(9) lygciu sistemoje. Gausime dvieju lygéiu su dviem nezinomaisiais sistema, kuria iSsprende
gausime kity nezinomuju skaitines reiksmes. Gautosios reikSmeés, kartu su parinktaja nezinomojo
reikdme priklausys plokstumu susikirtimo tiesei. (Isitikinkite tuo!)
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Antrasis budas, kaip rasti tiesés kanonine lygties forma yra toks: raskime viena taska
priklausanti plokstumu susikirtimo tiesei, o reikiamas vektorius e gali buti gautas vektoriskai
sudauginus plokstumu normalinius vektorius ay = (aq, by, ¢1) ir ag = (ag, be, ¢a), (kodél?) t.y.

).

Aptarsime tiesiy tarpusavio padéti erdvéje. Dvi tiesés erdveje gali buti lygiagrecios, prasilenkianéic
arba gali kirstis. Viena svarbiausiy tiesiu tarpusavio padeéties charakteristiky yra kampas tarp
ju. Kampu tarp tiesiy vadinsime kampa tarp Sias tiesias lydinciuy vektoriy.

Jeigu 5= (ly,m1,m1), 0 55 = (I3, ma, n2) tai tada kampas tarp tiesiu randamas sprendziant
lygti:

i ok
?:OqXCYQ: aq bl Cq :<
a9 bg Co

ap b
as by

by
by co

a1 G
Qo C2

Y

Y

5153

COSY = —r—-.
s1][2]
Tad dvi tiesés statmenos, jeigu

l1l2 + miMmao + NiNe = 0.

Tieseés lygiagrecios, jeigu jas lydintys vektoriai yra lygiagretiis. Tada lygiagretumo salyga galime
uzrasyti taip:

L my ny

E B ) B nz'
Aigku, kad erdvéje statmenos tiesés nebtutinai susikerta. O kokia gi salygos turi buti iSpildytos,
kad tieses kirstuysi arba bty prasilenkianc¢ios?
Pastebésime, kad jeigu tiesés yra prasilenkiancios, tai tada jas lydintys vektoriai nebus
vienoje plokstumoje. O tai reiskia, kad

ll mq nq
A = l2 mo N9 7é 0,

To—T1 Y2—Y1 22— 21

beto (x1,y1,21) ir (%2, Yo, z2) yra skirtingu tiesiu taskai.
Tuo atveju, kai A = 0, tai tiesés priklausys vienai plokStumai t.y., jos arba kirsis arba bus

lygiagrecios.
Tarkime, kad plokstumai priklauso dvi tiesés, kuriy lydintys vektoriai yra 51 ir 53. Tada
plokstuma lydintis vektorius yra lygus W = 51 x 53. Norint rasti tiesiy, erdveéje, susikirtimo

taska pakanka iSspresti lygciy sistema, kuria sudarytu dydziai, priklausantys abiems tieséms,
pavyzdziui

rT—xr1 _ Y~—y1
i mp
T—x1 _ z—21
i~ np !
T—T2 __ Y~Y2
la — mp

Jeigu norime rasti tiesés ir plokstumos bendra taska, mums teks iSspresti sistema

xr=x + lt,
Yy =1y +mt,
z =z +nt,

axr +by+cz+d=0.

Jeigu tieses yra lygiagrecios, tai plokstumos, kurioje yra Sios tiesés, normalini vektoriu K galime
rasti tokiu budu:
—
ﬁ = 8_1> X MlMQ,
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ia 51 yra vienos i$ tiesiu lydintis vektorius, o taskai M, ir My priklauso skirtingoms tieséms.

Norint rasti tiesés erdvéje koki nors taska, pakanka parametrinéje lygties formoje parinkti
konkrecia ¢ reikSme ir suskaiciuoti Sia reiksme atitinkancias x,y, 2z reikSmes. Tai ir bus tasko,
priklausancio tiesei, koordinateés.

Kaip skaiciuoti kampa tarp tiesés ir plokstumos? Tarkime, kad plokStumos normalinis
vektorius yra 7 = (a,b,c), o tiese lydintis vektorius yra (I,m,n). Visu pirma pastebésime,
kad jeigu tiesé yra statmena plokStumai, tai plokstumos normalinis vektorius ir tiese lydintis
vektoriai yra lygiagretiis. Tad tiesés ir plokstumos statmenumo salyga galime uzrasyti taip:

a b c’

Aigku, kad jei tiesé ir plokstuma yra lygiagrecios, tai plokstumos normalinis ir tiese lydintis
vektoriai yra statmeni, vadinasi tieses ir plokStumos lygiagretumo salyga yra tokia:

la+mb+mnc=0.

Aptarkime kaip apskaiciuoti kampa tarp tiesés ir plokstumos. Visu pirma, kampas tarp tiesés ir
plokStumos, tai kampas tarp tieses ir jos projekcijos plokstumoje. Taciau pagrindinis plokstuma
charakterizuojantis dydis yra jos normalinis vektorius. Aisku, kad plokStumos normalinis vek-
torius ir tiesés projekcija plokStumoje yra statmeni. Vadinasi, jeigu kampas tarp tiesés ir
plokstumos normalinio vektoriaus yra lygus 90° — ¢, tai tada kampas tarp tiesés ir plokstumos
lygus v. Tada kampas tarp tiesés ir plokstumos bus skaic¢iuojamas tokiu budu:

al +bm + cn
Va2 + 02+ V12 +m?+n?

cos{90° — ¢} = siny =

5.5 Tiesinés nelygybés

Apibrézimas Tiesine nelygybe (toliau trumpinsime t.l.) su n nezinomuju vadinsime
nelygybe:

n
Z ;T S b,
j=1
¢ia a;j,b € Q, a;, j vadinami nelygybés koeficientais, b— Iygties laisvuoju nariu, x; j— lygties
nezinomaisiais.
Reiskinys 4z, + 3x9 — bxs + x4 < 7 yra tiesiné nelygybé su keturiais nezinomaisiais.
Apibrézimas Racionaliuju skai¢iu rinkini (l4,...,[,) vadinsime t. nelygybés sprendiniu,
jeigu §is rinkinys tenkina nelygybe:

n
> ajlj=b.
j=1
Kitaip tariant, minétasis rinkinys vadinamas sprendiniu, jeigu nelygybéje nezinomuju vietoje
iraSe §i rinkinj gauname teisinga skaitine nelygybe.

Pavyzdziui skai¢iu rinkinys (1,0,2) yra lygties 2x; — 45 + 5z3 < 12 sprendinys, kadangi
12 < 12.

Ateityje nagrinésime tik dvieju kintamuju tiesines lygtis bei nelygybes. Skaitytojui prim-
insime, kad dviejy kintamuju tiesiné lygtis yra tiesés lygtis plokstumoje az + by + ¢ = 0. Si
tiesé plokstuma dalija i tris dalis ir kiekvienos dalies taskai, tiesés atzvilgiu, tenkina ta pacia
savybe, t.y. vienos plokstumos dalies taskus jrase i tiesés lygti gausime neigiamas skaitines
reiksmes, kitos plokstumos dalies taskus irase i tieses lygti gautume teigiamas reiksSmes, o trecios
dalies taskai priklauso tiesei ir juos irase gautume skaitine reikSme lygia nuliui. Iliustruokime
pavyzdziu. Tarkime, kad duota tiesiné lygtis

r+y—3=0

90



7zr. paveikslélis apacioje. + zZenklas zymi plokstumos dali, kurios taskus irase i tiesés lygti
gausime teigiamas skaitines reikSmes- — neigiamas skaitines reikSmes.

N

=1

[

Nesunku suprasti, kad jei reikia nurodyti dvieju nezinomuju tiesinés nelygybes sprendiniy
aibe, tai pakanka nurodyti pusplokstume, kurios taskai tenkina nurodyta nelygybe. Pavyzdziui
nelygybes

r+y—3<0

sprendiniy aibe sudaro pusplokstumes dalis, kurios taskuose jgyjama neigiama reikSme.

Apibrézimas Funkcija f(zq,...,2,) = a1x1 + -+ + apxy, + a9, a; € R,i =0,...,n,
vadinsime tiesine n— kintamuju funkcija.

Pavyzdziui, funkcija f(x,y) = az+by+c, a,b,c yrarealus skaiciai, vadinsime tiesine dvieju
kintamuju funkcija, o f(x,y,2) = ax + by + cz +d, a,b,c,d yra realts skaiciai, vadinsime
tiesine triju kintamujuy funkcija.

Tarkime, kad duota tiesiné funkcija f(z,y) = ax + by + c¢. Tada lygti f(z,y) = d, d—
realus skaic¢ius vadinsime tiesines funkcijos Iygio linija. Pastebésime, kad tiesinés funkcijos
lygio linija yra tiesé. Taigi, su kiekviena tiesine funkcija galime susieti begalo daug lygio liniju.
Kiekvienos lygio linijos taskuose tiesiné funkcija igyja pastovias reikSmes. Jeigu su tiesine
funkcija susiejame lygio linija

flz,y) =0,
tai sios lygio linijos taskuose tiesinés funkcijos reiksmeés lygios nuliui. Vadinasi §i lygio linija
dalija plokstuma i dvi dalis taip, kad vienoje plokstumos dalyje tiesinés funkcijos reiksmeés yra
teigiamos, o kitoje neigiamos. Dar daugiau, tiesinés funkcijos reikSmes yra pastovios tieseése,
lygiagreciose tiesei ax + by = 0 ir tolstant nuo minétos lygio linijos + pusplokstumeéje funkcijos
reiksmes didéja, o — pusplokstumeéje- mazéja. Tai kas buvo pasakyta reikia turéti omenyje, kai
ieskome tiesinés funkcijos didziausios arba maziausios reiksmeés kokioje nors plokstumos dalyje.

Apibrézimas Tiesiniy nelygybiy aibe:

a1171 + a1 + - + a1, T, < by,

9171 + G9o%o + -+ - + G9n Ty < bo,

Am1T1 + Am2T2 +--+ AmnTn S bm7

vadinsime m tiesiniu nelygybiu, su n nezinomaisiais, sistema.
Panagrinekime pavyzdi. Tarkime, kad duota tiesiniy nelygybiu sistema

x+y <100 (a),
x + 2y < 160 (b),
2z 4y < 180 (),
x,y > 0.
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Tada Sios nelygybiu sistemos sprendiniy aibé geometriskai pavaizduota pav. apacioje.

Pastebésime tai, kad kai ieSkome dviejy kintamuju funkcijos didziausios ir maziausios reikSmiy
kokioje nors iskiloje srityje (sritis iskila, jei bet kokios Sios srities taskus galima sujungti tiese
priklausancia Siai sri¢iai), tai pakanka nustatyti sios srities visus kampinius taskus, kurie yra
tiesiu susikirtimo taskai ir radame tiesines funkcijos visas reikSmes Siuose taskuose. IS siu tasku
isSrinke didziausia ir maziausia reikSmes tuo paciu nustatome ir ekstremalias funkciju reikSmes.

Aptarkime algoritma, kaip rasti dvieju kintamuju tiesinés funkcijos maksimalia (minimalia)
reikSmes nurodytoje plokstumos dalyje, kuri yra nelygybiu sistemos sprendiniy aibé.

Tarkime duota tiesiné funkcija f(x,y) = ax+by+c. Raskime sios tiesinés funkcijos didziausia
ir maziausia reikSmes nelygybiy sistemos

anx + appy ~ by,

an T + agy ~ b,
a1, iz, b €R,

A1 + A2y ~ bm;
o simbolis ~ reiskia viena is simboliy <, >, =, <, > .

Algoritmas

1. Tiesiniy nelygybiu sistemoje esancias nelygybes keiciame lygybémis ir gauname tiesiu
lygtis.

2. Sias tiesiy lygtis braizome plokstumoje ir tuo pa¢iu nurodome tiesiniy nelygybiu sprendiniy
sritis.

3. Plokstumoje pazymime Sia sriti.

4. Surandame visy tiesiu susikirtimo taskus.

5. Randame tiesinés funkcijos reiksmes visuose susikirtimo taskuose.

6. Is reiksmiu, suskaic¢iuoty 5. dalyje iSrenkame didziausia ir maziausia. Sios reikdmés ir
bus ieskomosios.

Pastaba Paprastai sprendziant §i uzdavini visu susikirtimo tasky rasti nereikia, kadangi
Sis darbas gana varginantis. Paprastai pakanka rasti ne daugiau negu dviejuy tiesiu susikirtimo
taskus, kurie ieskomi priklausomai nuo to, kaip plokstumoje yra issidéstes lygio linijos f(x,y) =
0 grafikas. Nubrézus §i grafika tampa aisku kuria kryptimi tiesine funkcija didéja, o kuria
mazeéja.
Panagrinekime pavyzdi. Tarkime, kad duota tiesiniy nelygybiu sistema

r+y<2(a),
-3z +y <1(c).

Raskime funkcijos f(z,y) = 3z + 2y + 6 didziausia ir maziausia reikSmes nelygybiu sistemos
sprendiniu aibéje. Randame nelygybiu sistemos sprendiniu aibe reprezentuojancia plokstumos
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sriti ir nubréziame lygio linija 3z + 2y + 6 = 0 pav. Zemiau. + Zenklu pazymime plokstumos
dali, kurioje nagrinéjama tiesiné funkcija teigiama (yra didéjanti, tolstant nuo lygio linijos), o
kitoje - mazéjanti.

Nesunku suprasti, kad nagrinéjama funkcija maksimalia reikSme igyja taske A, o minimalia-
taske B. Tasko A koordinatés akivaizdzios, t.y. (2,0), o tasko B gaunamos sprendziant sistema:
—3r + 2y = 2,
20—y =4

Issprende gauname, kad B(—5, —14).
Vadinasi

max f(z,y) = f(A) = f(2,0) =18, min f(z,y) = f(B) = f(=5,—14) = —26.

Teoriniai klausimai

Dekarto koordinaciu sistema Euklidinése erdvése R, R?, R3.

Skaliarinés sandaugos savybés. Vektoriné sandauga ir jos savybés.
Skaliarinés ir vektorinés sandaugos taikymai. Misri sandauga.

Tiese plokstumoje. Tiesés lygties ivairios formos. Tiesiu tarpusavio padétis.
Plokstumos lygtis. Plokstumos lygties ivairios formos.

Plokstumu tarpusavio padétis.

Tiesé erdvéje. Tiesés lygties ivairios formos.

Tiesés ir plokstumos tarpusavio padeétis.

XN DO W

Uzdaviniai savarankiskam darbui

2. Duoti vektoriai « = —i+2j+4kirf=—-j+3kiry=4i— j+ 3 k. Raskite
vektoriaus 0 = o — 8 — 3y ilgi, jo vienetini vektoriu, bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su
koordinatinémis asSimis.

Ats: 6] = v/269;

13 0 s ), cos¢ _ cos ¢ _ S cos ¢ _ 5
V269 /269" /269" YT /R69 2T /269 ° 269

3. Atkarpa AB, taskai P(2,5,—-3), Q(—3,3,1) dalija i tris lygias dalis. Raskite tasku A ir
B koordinates.

Ats: A(7,7,7), B(-8,1,5).

50:(
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4. Taskai A(3,—3), D(2,0) yra dvi gretimos kvadrato ABCD virsunés. Raskite likusiu
virsuniu koordinates.

Ats: B(6,—2), C'(5,1) arba B'(0,—4), C'(—1,—-1).

5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: o = (2,—4,3) ir = (3,1,—1), v = (0,—1, 3). Raskite
Siu vektoriaus a — vy projekcija vektoriaus S kryptimi.

Ats: 2.

Vi1
6. Kokia turi biiti parametro m reiksme, kad kampas tarp vektoriu a = (—2,m,0) ir

B =(-2,0,2) bity lygus 60°.

Ats: m = £2.
7. Vektoriai
a=(1,-3,4), 6=1(0,2,—4

yra lygiagretainio krastinés. Raskite kampa tarp lygiagretainio istrizainiy.
Ats: ¢ = arccos(1//5).
8. Tarkime, kad vektoriai
a=(2,2,—-4), g(6,—1,-1), y=(1,1,1)
yra trikampés piramidés briaunos. Apskaic¢iuokite Sios piramidés turi.
Ats: V =T7.

9. Ar duotieji taskai yra vienoje plokstumoje?
(2,3,9), (-8,3,—-1), (2,2,6), (—5,1,-2).

Ats: Taip

10. Tarp vektoriy a ir 8 yra 45° kampas. Be to Zinoma, kad |a| = 2, 0 | 3| = 5. Apskaiciuokite
vektoriaus
(2 = B) x (a = 25)
ilgi.
Ats: |(2a— B) x (o« —2p0)| =8.
Vektorius ¢ yra statmenas vektoriams a = (4, -2, —3) ir 5 = (0,1, 3). Vektorius ¢ su asimi

Oy sudaro buka kampa. Rasti vektoriaus ¢ koordinates, jei |§] = 26.
Ats: § = (—6,—24,8).

1. Kokia turi buti parametro a reikSmeé, kad tiesés
20 —3y+1=0, x4+ay—8=0
buitu: a) lygiagrecios; b) statmenos; ¢) sudarytu ¢ = arctg(—3/2) kampa.
Ats: a) a=—-3/2;b) a=2/3; ¢) a=12/5 arba a = 0.

2. Yra zinoma, kad tiesei priklauso taskas (0, 5; 5) ir be to ieskomoji tiesé su tiese 3z+2y—1 =
0 sudaro kampa, kuris lygus 135°. Sudarykite Sios tiesés lygti.
Ats: 10x —2y+5=0, 22+ 10y — 51 = 0.

3. Duota tiesé z+2y —4 = 0 ir taskas (—1, —5). Raskite $io tasko projekcija duotoje tieséje,
bei siam taskui simetrisko, Sios tieses atzvilgiu, tasko koordinates.
Ats: (2;1),(5;7).

4. Jei tieses dr — 3y = —5 ir 2x — 1,5y = —3 yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju.
Ats: 1/5.

5. Sakykime, kad trikampio virsuniu koordinatés yra tokios:

A(=3,1), B(5,3), C(0,7).
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Sudarykite a) krastinés AB, b) pusiaukrastinés AB, c) aukstinés AG, d) vidurio linijos,
lygiagrecios krastinei AB, e) tiesés einancios per virsune B ir lygiagrecios krastinei BC, lygtis.

Ats: a) c —4y+7=0; b) 8 —11ly+35=0; ¢) bex —4y+19=0; d) 2z — 8y + 35 = 0;
e) dx + 5y + 7 = 0;

6. Tarkime, kad duotos trikampio krastiniu lygtys:
r+6y+2=0(AB), 3z +2y — 10 = 0(BC), bz — 2y + 10 = 0(CA).

Raskite: a) pusiaukrastinés BE ilgi; b) aukstinés BH ilgi; ¢) kampo ABC dydj; d) trikampio
plota; f) trikampio perimetra; e) apibréztinio apskritimo centra bei spinduli.

Ats: a) v/149/2; b) 32//29; c) ¢ = arccos(15/+/481;

d) (V13 + 3V37)x + (6v/13 + 2/37)y + (2v/13 — 104/37) = 0;

e) 16m? f) P =37 +2VI3+v29; g) O(2;2) =2

7. Sudarykite plokstumu, kurios tenkina salygas: a) plokstumai priklauso taskas (1; —2;0),
o ji statmena vektoriui o = (4;0; —2); b) plokstumai priklauso taskai

(3:2;0), (=3;1;1), (=1, —1,4);
¢) plokstumai priklauso taskas (2; —4;3), o ji lygiagreti plokstumai
204+y—2+5=0;
d) plokstumai priklauso taskas (5;1; —1), o ji statmena susikertancioms plokstumoms
r+3y+52—5=0,z—y+2+6=0,

lygtis.
Ats: a)2xr —2—2=0; b)ax—20y —142+37=0; ¢)2z24+y—2+3=0; d)
20 +y—2—12=0.

8. Jei plokstumos
3r+2y+62—1=0, 6z +4y+122+5=0

yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju
Ats: d =0,5.

9. Kokios turi buti parametry m ir n reikSmes, kad plokstumos

r—2y—22=06,
4o +y + 32 = n,
r+y—mz=1,

a) turétu viena bendra taska; b) eitu per viena tiese; c¢) poromis kirsdamosi sudarytu tris
lygiagrecias tieses.
Ats: a) m# —5/3; b)m=-5/3; n=9 ¢) m=—-5/3; n#09.

10. Sudarykite tiesiu erdvéje a) kuriai priklauso taskas (2, —2,3) ir kuri lygiagreti vektoriui
a = (4,-6,3); b) per du taskus (=3,1,—4) ir (5,—1,1), lygtis.

Ats:
r—2 y+2 =z-3

a) x+3:y—1_z—|—4
4 —6 3 ‘

8 -2 5

, b)
11. Raskite tiesés

20 =3y +2—-1=0,
r+y—>52z+2=0,
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parametrines bei kanonines lygtis.

Ats:

xr+1 y+1 =z
14 11 5
r =14t — 1;
y =11t — 1,
z = bt.

12. Jeigu tiesés yra prasilenkiancios, tai raskite atstuma bei kampa tarp tiesiu:

r=—-2t—3,
3r —4y — 2z =0, ,
drty—2:—0, YT h
x —22=0,
Y z=3t+ 2.

Ats: ¢ = arccos(v/13/15); d = 99/+/689.
13. Raskite plokstumos x — 3y — z + 5 = 0 ir tiesés

r—y+6z—7=0,
r+2y—324+1=0,
bendra taska ir kampa tarp ju.
Ats: (1/3;4/3;4/3), ¢ = arcsin(13/+/209).
14. Sudarykite plokstumos, a) kuriai priklauso taskas (1,4, —3) ir tiese
r—>5 y+1 =z2-2
3 =2 1

b) kuriai priklauso taskas (1,4, —3) ir lygiagreti tiesems

r—2 y—3 =z

1 -1 3
r =2t
y=3t—1,

z = =2t —3,

lygtis.
Ats: a) br + 11y +72—28=0; b) 7z —8y —52—19=0.

15. Sudarykite plokstumos, kuriai priklauso dvi lygiagrecios tiesés

r—2 y+3 z—-4 «x y—1 z+2

I — = ———

4 6 -8 -2 -3 4
lygti.
Ats: x — 10y — 72 —4=0.
16.

1) Raskite funkcijos f(x,y) = 10z + 12y maksimalia reikSme srityje

z +y < 60,
z,y > 0.
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2) Raskite funkcijos f(x,y) = 4x — 6y maksimalia reikSme srityje

y<T,

3r —y <3,
r+y>5,
z,y > 0.

3) Raskite funkcijos f(z,y) = 7z + 3y minimalia reiksme srityje

3r—y > -2,
r+y<9,
r—y=-—1,
x,y > 0.

4) Raskite funkcijos f(z,y) = 2z + y minimalia reiksme srityje

3r+y >3,
4o + 3y > 6,
T+ 2y > 2,
x,y > 0.

5) Raskite funkcijos f(x,y) = 10x + 2y maksimalia reikSme srityje

r+2y >4,
z,y > 0.

Ats: 1) fimax(40,20) = 640; 2)  frin(2,3) = —10; 3)  fmax(0,1) = 3;
4) fmin(0.6,1.2) = 2.4; 5) fmax = 00 (neegzistuoja nes funkcija Sioje srityje
neapibrézta).

17. Statybinius irankius gaminantis verslininkas gamina dvieju rusiu irankius A ir B. Kiek-
vienam irankiui pagaminti yra naudojamos dvi staklés S1 ir S2 bei baigiamuosius Zingsnius
atliekantys darbuotojai D. Zemiau pateiktoje lenteléje pateikiamos darbo laiko sanaudos reikalin-
gos irankiams pagaminti:

S1 |52 | D

18.Zinoma, kad per savaite pirmosios staklés gali dirbti ne daugiau negu 70h, antrosios
staklés ne daugiau negu 40h ir baigiamuosius darbus atliekantys darbininkai ne daugiau negu
90h. Pardavus pirmaji iranki A gaunamas 40Lt pelnas, o antraji 60Lt pelnas. Nustatykite, kiek
ir kokiu irankiu reikétu pagaminti per savaite, kad pelnas butu didziausias. Koks Siuo atveju
bus pelnas?

Ats:  15A, 25B. Pelnas 2100Lt.
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19. Gamykla i§ dviejy rudos rusiy R1, R2 isskiria dvi metalu rusis: metala A ir B atitinka-
mai. Lenteléje yra pateikiami kiek kg. metalo yra iSskiriama is vienos tonos rudos bei apacioje
nurodyti kastai (K):

R1 R2
A | 100 | 200
B | 200 | 50
K | 50 60

Gamykla privalo pagaminti ne maziau negu 3 tonas metalo A ir 2.5 tonos metalo B. Nus-
tatykite kiek ir kokio metalo turi buti pagaminta, kad kastai buty minimalus. Raskite Siuos
minimalius kastus.

Ats: 10tA, 10tB. Pelnas 1100Lt.
UzZduotys namu darbams

1. Lygiagretainio ABC'D istrizainés susikerta taske M. Naudodami vektoriu veiksmus
uzrasykite vektoriy M 13 vektoriais 1@ ir ﬁ

2. Duoti vektoriaiao =2i—3 jir = i+ 4 j— 3 k. Raskite vektoriaus § = 28 — « ilgi, jo
vienetini vektoriy, bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinémis asimis.

3. Raskite du taskus, kurie atkarpa AB, A(1,—3,4), B(4,3,2) dalija i tris lygias dalis.

4. Taskai A(—1,—-3), D(—2,0) yra dvi gretimos kvadrato ABC'D virsunés. Raskite likusiu
virstiniy koordinates.

5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: o = (4,1,—2) ir § = (0,—3,1). Raskite siu vektoriu
skaliarine bei vektorine sandaugas, kampa tarp vektoriuy, bei vektoriaus a projekcija vektoriaus
B kryptimi.

6. Kokia turi buti parametro m reiksme, kad kampas tarp vektoriu a = (—2,m,0) ir
B = (-2,0,2) bty lygus 60°.
7. Taskai

A(1,-1,2), B(4,-6,1), C(2,1,0)
yra lygiagretainio virsuneés. Raskite lygiagretainio aukstines, bei kampa tarp lygiagretainio
istrizainiu.
8. Tarkime, kad vektoriai
a=(-2,-3,5), 5(7,-3,1), v=(2,-3,5)
yra trikampeés piramidés briaunos. Apskaiciuokite Sios piramidés turi.
9. Ar duotieji taskai yra vienoje plokstumoje?
(2,3,9), (-8,3,—1), (1,0,2), (—5,1,-2).
10. Tarp vektoriu avir 3 yra 45° kampas. Be to Zinoma, kad |a| = 2, o |3] = 5. Apskaiciuokite
vektoriaus
(2a = B) x (a—2p)
ilgi.
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11. Duoti trys taskai
A(—6,5), B(3,—2), C(0,—1).

Raskite taska vienodai nutolusi nuo duotuju tasku.

12. Per taskus
A(-1,3), B(0,2), C(1,-1)

nubréztas apskritimas. Raskite Sio apskritimo centra bei spindulj.

13. Kokia turi biiti parametro a reiksme, kad tiesés
20 —ay+5=0,z+3y—4=0
butu: a) lygiagrecios; b) statmenos; ¢) sudarytu 45° kampa.
Uzrasykite antrosios tieses kryptine, asine, bei normaliaja lygties formas.
14. Yra zinoma, kad tiesei priklauso taskas (2, 3) ir be to ieskomoji tiesé su tiese 9r—3y+2 =
0 sudaro kampa, kuris lygus arctan(5/2). Sudarykite Sios tiesés lygti.
15. Duota tiesé 3z — 5y — 21 = 0 ir taskas (5, —8). Raskite Sio tasko projekcija duotoje
tieséje, bei siam taskui simetrisko, Sios tieses atzvilgiu, tasko koordinates.
16. Jei tieses x —y = 0 ir —3x + 3y = 8 yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju.
17. Sakykime, kad trikampio virstiniu koordinatés yra tokios:
A(2,-3), B(3,3), C(—1,4).
Sudarykite a) krastines BC, b) pusiaukrastinés BE, c¢) aukstinés BH, d) vidurio linijos,
lygiagrecios krastinei BC, e) kampo B pusiaukampineés, lygtis.
18. Tarkime, kad duotos trikampio krastiniu lygtys:
de —y—T=0(AB), v+ 3y —31=0(BC), x+5y —7=0(CA).
Raskite: a) pusiaukrastinés BE ilgi, b) aukstinés BH ilgi, ¢) kampo ABC dydi, d) trikampio
plota, e) apibréztinio apskritimo centra bei spinduli.

19. Sudarykite plokstumu, kurios tenkina salygas: a) plokstumai priklauso taskas (2, 2,
o ji statmena vektoriui a = (3,2, —4); b) plokstumai priklauso taskai

(2,1,-1), (=1,0,2), (1,2, —1);

—4),

¢) plokstumai priklauso taskas (1,1, —1), o ji lygiagreti plokstumai

rT—y+z2—-3=0;
d) plokstumai priklauso taskas (—,3,2), o ji statmena susikertan¢ioms plokstumoms
r4+2y—32—-4=0,2z—y—2+3=0,

lygtis.
20. Jei plokstumos

6r —2y —6z2+3=0, 6z +2y+62—1=0
yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju. Kokiuose taskuose pirmoji plokstuma kerta koor-

dinatines asis?
21. Kokios turi buti parametry m ir n reikSmes, kad plokStumos
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x—2y—22=06,
2 +y + 3z =n,
3r+y—mz=1,

a) turétu viena bendra taska; b) eitu per viena tiese; c¢) poromis kirsdamosi sudarytu tris
lygiagrecias tieses.

22. Sudarykite tiesiu erdvéje a) kuriai priklauso taskas (1, —2,3) ir kuri lygiagreti vektoriui
a = (4,-1,3); b) per du taskus (—3,3,—4) ir (2,—1,1), lygtis.

23. Raskite tieses
r—4y — 22 =0,
2v4+y—2=0,
parametrines bei kanonines lygtis. Raskite kampa tarp siu plokstumu.

24. Jeigu tieseés yra prasilenkiancios, tai raskite atstuma bei kampa tarp Siu tiesiy:

3r —4y — 2z =0,
20 +y—2z=0,

ir

T = —4t — 3,
y:_47
z = 6t + 2.

25. Raskite plokstumos 2x — 3y — 2 + 5 = 0 ir tieses

r—y+2z—-7=0,
r+2y—32+1=0,

bendrus taskus, jei jie egzistuoja.

26. Sudarykite plokstumos, a) kuriai priklauso taskas (1,4, —3) ir tieseé

r—5 y+1 =z-2
4 =2 1

b) kuriai priklauso taskas (1,0, —3) ir lygiagreti tiesems

r y+1l =z
3 -2 1
T = —2t,
y:_47
z=3t+ 2,

lygtis.
27. Sudarykite plokstumos, kuriai priklauso dvi lygiagrecios tiesés
Y z2—4 y—1 242

= — = ir—:

x
4 12 -8 -1 -3 2

lygti.
28.

100



1) Raskite funkcijos f(x,y) = = + 2y + 1 maksimalia reikSme srityje

z+y <6,
z,y > 0.

2) Raskite funkcijos f(z,y) = 22 + y minimalia reiksme srityje

3v—y > —4,
r+y <95,
r—y <3,
x,y > 0.

29. Statybinius irankius gaminantis verslininkas gamina dvieju rusiu irankius A ir B. Kiek-
vienam jrankiui pagaminti yra naudojamos dvi staklés S1 ir S2 bei baigiamuosius zingsnius
atlickantys darbuotojai D. Zemiau pateiktoje lenteléje pateikiamos darbo laiko sanaudos reikalin-
gos irankiams pagaminti:

S1 |52 | D

Zinoma, kad per savaite pirmosios staklés gali dirbti ne daugiau negu 40h, antrosios staklés
ne daugiau negu 30h ir baigiamuosius darbus atliekantys darbininkai ne daugiau negu 50h.
Pardavus pirmaji iranki A gaunamas 20Lt pelnas, o antraji 40Lt pelnas. Nustatykite, kiek ir
kokiy jrankiy reikétu pagaminti per savaite, kad pelnas butu didziausias. Koks Siuo atveju bus
pelnas?

30. Gamykla i§ dvieju rudos rusiu R1, R2 isskiria dvi metalu rtusis: metala A ir B atitinka-
mai. Lenteléje yra pateikiami kiek kg. metalo yra iSskiriama is vienos tonos riidos bei apacioje
nurodyti kastai (K):

R1 R2
A | 600 | 500
B | 400 | 100
K | 60 30

Gamykla privalo pagaminti ne maziau negu 4 tonas metalo A ir 3 tonos metalo B. Nus-
tatykite kiek ir kokio metalo turi buti pagaminta, kad kastai buty minimalus. Raskite Siuos
minimalius kastus.
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