II. VEKTORINE ERDVE R"

2.1 Vektoriai. Vektoriu veiksmai

Apibrézimas Sutvarkyta realiu skaic¢iu rinkini (aq, as, . . ., a,) vadinsime n— madciu vekto-
riumi. Skaiciai a; € R, (j =1,...,n) vadinami vektoriaus koordinatémis.
Zemiau Siuos rinkinius trumpumo deélei zymesime graikiskomis raidémis. Pavyzdziui

a = (a17a/27"'7an)7 ﬁ = (blab27"'7bn)7 7= (017027"'7071)-
Sakinys "sutvarkytas skaiciy rinkinys ” reiskia, kad koordinaciuy padétis vektoriuje yra svarbi.
Jeigu vektorius turi n koordinaciy, tai sakysime, kad vektorius yra aibés R™ elementas.

Apibrézimas Sakysime, kad aibés R" elementai (aq, as, . . ., a,) ir (by, by, ..., b,) yra lygis,
jeigu 8iu elementuy atitinkamos koordinatés yra lygios, t.y. a; = b; (j = 1,...,n). Tad jei
vektorius « yra lygus vektoriui 3, tai §i veiksma zymeésime o = 3.

Lygybés savokos apibrézimas tuo paciu paaiskina vektoriaus sutvarkymo fenomena. Taigi,
remiantis apibrézimu vektoriai (2,5) ir (5,2) néra lygus.

Apibrézimas Vektoriu « ir f suma (zymeésime « + ) vadinsime vektoriu +, kurio koor-
dinatés nusakomos lygybémis ¢; = a; +b;, (j = 1,...,n). Taigi,

a+pB=~v=(a1+by,...a,+b,).
Remdamiesi apibrézimu gauname, kad

(2,3,4) + (3,-3,1) = (5,0,5).

Apibrézimas Vektoriaus o € ‘R" ir skaic¢iaus k£ € R sandauga vadinsime vektoriy
ka = (kay, ..., kay,).

Tegu a = (3,4,0,0). Tada 2o = (6,8,0,0).

Matome, kad pateiktu veiksmu atzvilgiu vektoriu aibé R™ yra uzdara. T.y. atlikdami Siuos
vektoriu veiksmus aibéje R", gauname tos pacios vektoriu aibés elementus.

Veiksmu savybeés.

1) Vektoriu sudétis yra komutatyvi:

a+p=p0+a.
Pastarasis tvirtinimas isplaukia i$ realiuju skai¢iu komutatyvumo (démenu keitimo vietomis)

désnio ir sarysiu:

a+/8:(a1+b17'-'7an+bn):<bl+a1,...bn—|—an):ﬁ—|—a‘

2) Samprotaudami analogiskai galime parodyti, kad sudétis tenkina asociatyvumo (skliaustu
perstatymo) désni
a+(B+7)=(a+pB)+1.

Vektoriu, kurio visos koordinatés lygios nuliui, vadinsime nuliniu, ir Zymeésime raide O
nepriklausomai kokiai aibei R™ nulinis vektorius priklauso.
Nesunku suprasti, kad bet kokiam vektoriui « teisinga lygybe:

3) a+0=0+a=a.

4) Bet kokiam vektoriui o € R" galima nurodyti vektoriu & toki, kad
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a+a=0.

Vektorius @ vadinamas atvirkstiniu vektoriui . Pasirodo, @ = (—1)a. Pazymékime —a :=
(—1)a.
Akivaizdu, kad vektorius (—1)a + a = O. Taigi, jis yra atvirkstinis. Parodykime, kad jis
vienintelis. Turime
at+a=0.

Pridéje prie abieju lygybes pusiu vektoriu —a gauname, kad

—a+ (a+a@)=—a+0.

Antra vertus, i paskutiniyju lygybiu isplaukia tokia lygybeé:
O+a=—-a+0.

Déka 3) savybeés turime, kad @ = —a. Taigi, bet koks vektoriaus « atvirkstinis sutampa su
vektoriumi —a.

Zemiau pateiksime dar penkias veiksmu savybes, kuriu irodymus paliekame skaitytojui.

5) Visiems a € R", 1-a = a.

6) Vektoriaus ir realaus skaic¢iaus daugyba yra komutatyvi. T.y.,

VEeR, aeR", k-a=a«a-k.
7) Vi,keR,a e R"
(l+k)-a=l-at+k-air (lk)-a=1-(k-a).
8) Va,B € R", | €R teisinga lygybé:
l-(a+p)=1-a+l-p5.

Aibe R"™, su auksciau apibréztomis vektoriy lygybes, sudéties ir daugybos i§ skaiciaus op-
eracijomis, vadinsime n— maciy vektoriu erdve.

2.2 Vektoriu tiesiné priklausomybé

Apibrézimas Sakykime, kad [; € R, « € R", (i = 1,...,m). Tuomet vektoriu

m
o = E leéj
=1

vadinsime vektoriuy aq, ..., a,, tiesiniu dariniu.

Atkreipsime démesi, kad jei [; = 0, (i = 1,...,m), tai @« = O. Pasirodo, kad atvirkscias
teiginys, bendru atveju, néra teisingas. Tiesinis darinys gali buti nulinis vektorius, nors sumoje
yra ir nenuliniy démeny. Apie tai Siek tiek placiau.

Apibrézimas Vektoriu rinkini {ay, ..., a,,} vadinsime tiesiskai nepriklausomu, jeigu tiesi-
nis darinys

le&j = O (1)
j=1

tik tada, kai Vl; =0, (i =1,...,m).

Priesingu atveju turime, kad jei darinys yra nulinis vektorius, tai tarp skaic¢iu rinkinio
elementu [;, (i = 1,...,m) egzistuoja nenulinis skai¢ius. Siuo atveju vektoriu rinkini vadin-
sime tiesiskai priklausomu.

Kaip praktiskai patikrinti ar duotasis vektoriy rinkinys tiesiskai priklausomas ar ne?
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Tarkime duotas vektoriu rinkinys aq, ..., a,,. Tuomet, kad patikrinti ar jis tiesiskai priklau-
somas ar ne mums reikia iSspresti lygti:

m
E zja; = 0.
Jj=1

Tiksliau kalbant reikia iSspresti tiesiniu lygé¢iu sistema. Jeigu §i sistema turi tik nulini sprendini,
tai vektoriu rinkinys tiesiskai nepriklausomas. Priesingu atveju rinkinys tiesiskai priklausomas.
Pastebésime, kad §i homogenine t.l.s. visada suderinta.

Panagrinéekime, keleta pavyzdziu. Tarkime, kad duotas vektoriy rinkinys

a=(2,1,3), B=(0,1,0), v = (2,2,3).

Patikrinkime, ar Sis rinkinys tiesiskai priklausomas ar ne. Remiantis apibrézimu, mums reikia
patikrinti, su kokiomis x1, 9, r3 reikSmeémis galima lygybeé

Trio+ $25 + 23y = 0.

Akivaizdu, kad jei 21 = zo = z3 = 0 tai lygybeé teisinga. Lieka atviras klausimas- ar §i
lygybé yra teisinga tik su Siuo vieninteliu nuliniu rinkiniu ar egzistuoja ir nenulinis rinkinys?

Pasirodo, priklausomumo (nepriklausomumo) problema sprendziama naudojant t.l. sis-
temas.

Uzrasykime pateikta vektorine lygti isskleista forma:

x1(2,1,3) + 22(0,1,0) + 23(2,2,3) = (0,0,0).
Atlike vektoriu veiksmus kairéje puséje gauname tokia vektorine lygybe:

(221 4 223, 11 + X9 + 223,371 + 323) = (0,0,0).

Zinome, kad du vektoriai lygis, jei lygios iu vektoriu atitinkamos koordinateés. Taig,

21['1 +2[E3 = 0,
T+ XTo+ T3 = 0,
3x1 + 3x3 = 0.

Gauname homogenine t.l.sistema.

Siulome skaitytojui iSspresti Sia sistema ir isitikinti, kad §i sistema turi begalo daug sprendiniu.
Taigi, tarp rinkiniu yra ir nenuliniy. Vadinasi, duotasis vektoriu rinkinys tiesiskai priklausomas.

Vektoriu rinkinys bus tiesiskai nepriklausomas, jeigu nagrinéjama t.l.sistema bus pertvarkoma
i trikampe. Taigi Siuo atveju ji tures vieninteli sprendini, kuris bus nulinis.

Aptarsime salygas, kurios lemia ar nagrinéjamas vektoriy rinkinys tiesiskai priklausomas ar
ne.

1 Teorema Jei vektoriu rinkinyje, tarkime {aq,...q,,} , yra nulinis vektorius, tai $is
rinkinys tiesiskai priklausomas.

S

Tarkime, kad a; = O. Imkime toki realiuju skaic¢iu rinkini: {, = 1,1; = 0,7 = 2,...,n.
Tuomet

m
1-aq+ E 0-a; =0.
=2
Taigi, sis vektoriy rinkinys tiesiSkai priklausomas, nes egzistuoja nenulinis rinkinys su kuriuo

teisinga vektorine lygybé (1).
@ 2 Teorema Jei vektoriu rinkinys {aq, ..., a,;,} yra tiesiskai nepriklausomas, tai ir bet
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kuri Sio rinkinio dalis {ay,, ...,k } yra tiesiskai nepriklausoma.

S

Tarkime priesingai, t.y., kad rinkinys {ag,,...,ax} C {o1,...,am} yra tiesiskai priklau-
somas. Pazymekime I; = {ky,...,k;}, ¢ia I; C {1,...,m}. Aibe I; sudaro visi nagrinéjamo
rinkinio indeksai. Kadangi rinkinys {ay,, ..., o, } yra tiesiskai priklausomas, tai iSplaukia, kad

Zlkak =0

k:EIj

ir 3jo € I; toks, kad [, # 0. Sudarykime viso rinkinio tiesini darini tokiu budu:

Z lkOék + Z lkOék = O,

kel; k&I,

¢ia l, = 0,k ¢ I;. Taigi, nurodéme nenulini rinkini su kuriuo tiesinis darinys lygus nuliui. Vad-
inasi ir pradinis vektoriy rinkinys yra tiesiskai priklausomas. Parodéme, kad § = p teisingas.
Kadangi Sis teiginys ir teiginys p = ¢ yra logiskai ekvivalentis, tai i$ irodyto teiginio iSplaukia
teoremos teisingumas.

@

3 Teorema Vektoriu rinkinys {aq, ..., a,,} yra tiesiskai priklausomas tada ir tik tada, kai
bent vienas rinkinio vektorius yra likusiy rinkinio vektoriy tiesinis darinys.

© Tarkime, kad

i leéj == O
=1

ir Jig € {1,...,m},l;, # 0. Tuomet naudodamiesi vektoriu veiksmu taisyklémis gauname:
m
aiolio = — Z lzozz
B

Is paskutiniosios lygybés isplaukia, kad

Oéio = Z —(l—l)al
i=1 to
Paskutinioji lygybe reiskia, kad vienas rinkinio vektorius yra kitu tiesinis darinys.

[rodysime atvirkstini teigini.
Tegu vienas vektorius yra likusiu rinkinio vektoriu tiesinis darinys, t.y.

m
QG = E lzaz
i=1

iig
Perrase pastaraja lygybe
m
1'0(1‘0— E leéZ:O
i=1,
i#ig
matome, kad rinkinio {aq,...,a,,} tiesinis darinys yra nulinis vektorius nors ne visi darinio
koeficientai lygus nuliui. Taigi rinkinys {ay, ..., a.,} tiesiskai priklausomas.
S
4 Teorema Jeigu prie vektoriu rinkinio {ay, ..., a;,} prijungsime vektoriu

m
o = E G,
i=1
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tai vektoriu rinkinys {a, v, ..., ay, }, bus tiesiskai priklausomas.

S/
Imkime konstantu rinkinil = 1,1; = —¢;, (i = 1,...,m). Tuomet uzrase vektoriu {1, ..., an}
tiesini darini su Siomis konstantomis, gauname

m m

1Oz+zm;lzalzl21010414‘21(—01)0@:0

Akivaizdu, kad sis konstantu rinkinys néra nulinis. Taigi, nagrinéjamasis vektoriu rinkinys
tiesiskai priklausomas.
3]

Tarkime, kad duoti trys vektoriai « = (1,2,3), 8= (0,1,1), vy =a+ = (1,3,4). Tada
rinkinys «, 5,y yra tiesiskai priklausomas, kadangi

l-a+1-84(-1)-v=0.

Patikrinkite tai skai¢iuodami!

5 Teorema Jeigu, bet kuris rinkinio {a,...,a,} vektorius yra rinkinio {fi,..., Sk}
vektoriu tiesinis darinys, beje k < m, tuomet rinkinys {aq,...,a;,,} yra tiesiskai priklauso-
mas.

S

Laikykime, kad «; # O, (i = 1,...,m). Priesingu atveju iSplaukia teoremos irodymas.

Prie vektoriu f1, . . ., B prijunkime vektoriu a;. Zinome, kad jeigu rinkinyje yra bent vienas

vektorius kitu vektoriu tiesinis darinys tai tai Sis rinkinys tiesiskai priklausomas (zr. 3 Teorema).
Vadinasi

1'0(1"‘202‘67;20
=1

ir bent vienas i8 ¢; # 0,(i = 1,2,...m) (prieSingu atveju a; = O ir teorema bitu irodyta).
Tegu ¢; # 0. Tuomet turime:

5= (e =Y ()6

c
i=2 1
Taigi, vektorius 5y yra vektoriu aq, fa, . . ., B tiesinis darinys. Tuo paciu ir vektoriai s, . .., au,
yra vektoriu aq, (o, ..., B tiesiniai dariniai.
Prijunkime prie vektoriy rinkinio aq, fs, ..., Br vektoriu as. Remdamiesi 3 Teorema gau-

name, kad §is rinkinys tiesiskai priklausomas. Tuomet

k
Qo + lloq + Zczﬁl =0.
=2

Pastebésime, kad ne visi koeficientai ¢; = 0, (i = 2,...,k) nes prieSingu atveju gautume, kad
vektoriai «aq, s yra tiesiskai priklausomi ir teorema bty irodyta. Taigi, tarp konstantu c;
egzistuoja nenuliné. Tarkime, kad tai co # 0. Tada

k

1 l2 C;
fo=——ar— —as— — ) .
C2 C2 ; ( C2 )
Is pastaruyju lygybiu isplaukia, kad ir vektoriai ag, . . ., ., yra vektoriy aq, as, B3, . .., 0 tiesiniai
dariniai.
Toliau elgiameés visiskai analogiskai: prie vektoriy aq, s, 83, . .., B prijungiame vektoriu as
ir t.t.
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Atlike r > 2 zingsnius gauname: a) arba vektoriai g, . .., a, yra tiesiskai priklausomi, taigi
ir rinkinys {a4, ..., an,} yra tiesiskai priklausomas ir teoremos irodymas butu baigtas arba b)
vektoriai aq, ..., q, tiesiSskai nepriklausomi ir vektoriai a1, ..., a,, yra vektoriu

aly---a’r’;ﬁr-‘rh"'aﬁk

tiesiniai dariniai. Jei r = k, tai vektoriai a1, ..., o, yra vektoriu aq, ..., a4 tiesiniai dariniai.
Tuomet, remdamiesi 3 Teorema gauname, kad rinkinys ay, . .., axs1 (tuo paciu metu ir rinkinys
{a1,...,ay} ) yra priklausomi.

@

2.3 Erdvés R™ bazé

Sakykime, kad {aq,...,a,} € R"™. Be to, tegu [; (i = 1,...,m) bet koks realiuju skai¢iu
rinkinys. Sudarykime vektoriu
o = Z liOéi- (2)
i=1

Kyla klausimas, ar egzistuoja erdvéje R"™ vektoriu rinkinys {aq, ..., a,}, kad tinkamai parinke
skaicius l;, (i = 1,...,m) tiesinio darinio (2) vektoriais galétume isreiksti bet koki erdves
vektoriuy «a.?

Visu pirma parodysime, kad apskritai egzistuoja vektoriu rinkinys, erdveje R™ toks, kad
tinkamai parinke tiesinio darinio koeficientus, minétuju vektoriu pagalba galima isreiksti, bet
koki erdvés vektoriy. Tarkime duotas n— maciy vektoriu rinkinys:

er =(1,0,...,0), 3 =(0,1,0,...0), ...en = (0,0,...,0,1). (3)

Nesunku matyti, kad sis rinkinys tiesiskai nepriklausomas. Irodykite!
Tarkime, kad e;,ep € R?, t.y. e; = (1,0) ir e; = (0,1). Imkime Sios erdveés vektoriu
a = (2,—11). Nesunku suprasti, kad

(2,—11) = 2(1,0) + (—=11)(0,1).

Rasant trumpai, a = 2e; — 11es.
Imkime bet koki n—mati vektoriu o = (z1, 22, ..., z,). Aisku, kad

o = x1€] + Tolg + -+ - + Tpey.

Matome, kad koks bebutu vektorius v € R™ visuomet galime §i vektoriu uzrasyti (3) vektoriu
tiesiniu dariniu. Kokiomis savybémis turi pasizymeti erdveés vektoriu rinkinys, kad sio rinkinio
vektoriy tiesiniais dariniais galétume uzraSyti visus erdves vektorius?

Apibrézimas Tiesiskai nepriklausomu vektoriu rinkinj {ay, ..., a,, }, vadinsime erdvés R"
baze, jeigu bet koks sios erdvés vektorius « yra vektoriu {aj, ..., a,,} tiesinis darinys, t.y.

m
o = E lzozz
i=1

6 Teorema Kiekviena erdves R" baze sudaro lygiai n vektoriy.

S

Sakykime, kad {aq,...,an,} yra bazé. Kadangi kiekvienas vektorius «; (i = 1,...,m) yra
vektoriu ey, ..., e, tiesinis darinys (tai jau esame parode), visu pirma laikydami, kad m > n ir
remdamiesi 5 Teorema gauname, kad rinkinys {a, ..., a,,} yra tiesiskai priklausomas. Bet tai
priestarauja teoremos prielaidai, kadangi {c, ..., a,, } yra bazé. Vadinasi m < n. Tarkime, kad
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m < n. Kadangi {o,...,a,} yra bazé, tai bet kuris vektorius e;, (j = 1,...,n) yra vektoriu
a;, (i = 1,...,m) tiesinis darinys. Remdamiesi 5 Teorema gauname, kad rinkinys e;, (j =
1,...,n) yra tiesiskai priklausomas. Bet jau zinome, kad $is rinkinys tiesiskai nepriklausomas.
Tad prielaida, jog m < n neteisinga ir telieka atvejis m = n.

S

Teisinga tokia

7 Teorema Bet koks n tiesiskai nepriklausomu vektoriu rinkinys yra erdvés R™ bazé.

S
Tarkime, kad rinkinys {ay, . .., a, } tiesiskai nepriklausomas. Tuomet koks bebutu vektorius
a € R™, rinkinys a, aq, . .., o, yra tiesiskai priklausomas. Kodél? Bet tuomet teisingas sarysis

la + Z cjo; = O,
j=1

¢ia [ # 0. (Jei butu [ = 0 tai rinkinys {a,...,a,} butu tiesiskai priklausomas, nes nenulinis
koeficientas turétu buti tarp ¢;, ¢ = 1,...,n.) I paskutiniosios lygybés isplaukia, kad

=3 ~(7)a

Jj=1

3

Kadangi vektorius buvo parinktas laisvai, tai isplaukia, kad {a, ..., a,} yra baze.

%
Sakykime, kad {aq,...,a,} yra erdvés R™ bazé. Tuomet, bet kokiam erdvés elementui «
egzistuoja realiu skaiciy rinkinys /;, (j =1,...,n), toks, kad

n
o = E leZj.
Jj=1

Skai¢ius [;, (j = 1,...,n) vadinsime vektoriaus o koordinatémis bazéje {a, ..., a,}.
Skirtingose bazese vektorius turi skirtingas koordinates, taciau fiksuotoje bazéje vektoriaus
koordinates nusakomos vieninteliu budu. Irodysime tai.

8 Teorema Vektoriaus koordinatés duotoje bazéeje nusakomos vieninteliu budu.

S
Tarkime priesingai, t.y vektoriu a bazéje {aq, ..., a,} galime isreiksti bent jau dvejopai:

n n
o= E Lo ir oo = E cjay;.
Jj=1 Jj=1
Paskutiniasias lygybes atéme viena is kitos panariui, gausime

n

a:Z(lj—cj)aj:O.

j=1

I pastarosios lygybeés isplaukia, kad [;—c; = 0, arbal; = ¢;,(j = 1,...,n) (priesingu atveju
rinkinys {aq, ..., a,} nebutu bazé).

S
Isitikine, kad vektoriu rinkinys

a=(1,23), 8=(1,1,0), v=(0,1,2)

yra bazé, raskime vektoriaus 6 = (1,4, 8) koordinates Sioje bazéje.
Naudojant Gauso metoda, galime i$ karto spresti du uzdavinius
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1) nustatyti ar vektoriu rinkinys yra nepriklausomas;
2) rasti vektoriaus koordinates Sioje bazéje.
Norint atlikti Sia uzduoti mums teks iSspresti tokia lygti

Y =100+ 22 + x37.

Perrasykime §ia lygti naudodami vektoriy veksmus. Irase konkrecius vektorius gauname,
kad

(1747 8) = 1;1(17 27 3) + 1'2(1, 17 O) + ZE3(0, 1a 2)

Taikydami vektoriu veiksmu savybes gauname lygybe:

(1,4, 8) = (l’l, 21’1, 3%1) + (.132,372, O) + (0,373, 25173)
arba sistema
T+ To = 1,

2[E1+CL’2+ZE3 :4,
311 —|—2{E3 = 8

Naudodami matricas sistema perrasome tokiu budu:

110 [1
2 1 1 |4
302 |8

Pastebésime, kad vektoriu koordinates i matrica perrasome stulpeliais.

Si sistema turés vieninteli sprendini (tuo paciu rinkinys bus bazé), jeigu gausime trikampe
t.1.s. Isspreskime sistema.

Atlike matricos eilu¢iu veiksmus —2Ly + Lo ir —3L; + L3 gauname tokia t.l.sistemos matrica:

1 1 0 |1
0 -1 1 |2
0 -3 25

Sudéje —3Ls + L3 turésime

1 1 0 |
0 -1 1 |2
00 -1 |—1

Paskutiniosios trikampés sistemos sprendinys yra toks:

T =2, 30 =—1, x3 = 1.

Kadangi sprendinys vienintelis, tai vektoriy 0 nurodytais vektoriais isreiskiame vieninteliu
budu. Dar daugiau, vektoriu rinkinys «, 3,7 yra bazé (patikrinkite), o vektoriaus § koordinates
sioje bazéje yra (2, —1,1).

Apibrézimas Vektorinés erdves dimensija vadinsime Sios erdves bazes vektoriu skaiciu.

Apibrézimas Tarkime, kad V' C R"™. Aibe V vadinsime erdvés R" poerdviu, jeigu

1.0eV;

2. jei k € Rir a € V, tai vektorius ka € V;

3. a,f eV taiira+ eV

Poerdvio dimensija vadinsime didziausia, nepriklausomuy vektoriy skaiciy, siame poerdvyje.
Beje, sis vektoriu rinkinys bus vadinamas poerdvio baze.

Sudarykime koki nors trimatés erdves poerdvi ir nustatykime jo dimesija ir baze. Tarkime
duotas vektoriu rinkinys
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ap = (27 1’3)7 p= (07 1>O)a v = (27273)'

Tada aibe
V=1{6;0=la+ LB+, Ll €R},

kuria sudaro vektoriai, gaunami sudarant visus galimus tiesinius vektoriu «, 3, darinius, yra
erdvés R? poerdvis. Isitikinkite patys!

Sio poerdvio dimensija priklauso nuo vektoriu «, 3,7 parinkimo. Tokiu biidu sudaryti po-
erdviai gali turéti dimensija lygia 0 arba 1, arba 2, arba 3.

2.4 Vektoriu rinkinio rangas

Remdamiesi 3 Teorema gauname, kad vektoriu rinkinys yra tiesiskai priklausomas tada ir
tik tada, kai bent vienas rinkinio vektorius yra kitu vektoriu tiesinis darinys. Siame skyrelyje
aptarsime metoda, kurj taikant bus galima nustatyti nepriklausomu vektoriuy skaiciu rinkinyje.

Apibrézimas Skaic¢ius r vadinamas vektoriu rinkinio {ai,...,a,} rangu, jeigu siame
rinkinyje galime nurodyti r tiesiskai nepriklausomu  vektoriu {oy,,...,a;.} C {aq,...,am}
tokiu, kad bet kuris vektoriu rinkinys is » + 1 vektoriaus {a,,...,®;,, } C {a1,..., o} yra

tiesiskai priklausomas.
Kitaip tariant, rinkinio rangas yra maksimalus, tiesiSkai nepriklausomu vektoriuy skaicius,

duotame rinkinyje. Pastebésime, kad rinkinio {a,...,a,} rangas r < min{m,n}, a; €
R" i=1,...n.
Apibrézimas Du tos pat erdvés vektoriu rinkiniai {aq,...,a,,} ir {f1,. .., Ok} vadinami

ekvivalenciais, jeigu bet kuri pirmojo rinkinio vektoriuy galima isreiksti antrojo rinkinio vektoriu
tiesiniu dariniu ir atvirksciai.

9 Teorema Jeigu vektoriu rinkinio {ay,..., @, } rangas r, tai Siame rinkinyje yra lygiai
r tiesiskai nepriklausomuy vektoriy, kuriy tiesiniais dariniais galime isreiksti bet kuri rinkinio
{ai,...,a,} vektoriu.

S

Naudodamiesi rango apibrézimu turime, kad egzistuoja r tiesiskai nepriklausomu vektoriy
rinkinys, tarkime {c;,, ..., a; }. Papildykime §i rinkini, bet kuriuo rinkinio {ay, ..., a,,} vekto-
riumi, tarkime o, (¢ = 1,...,m) . Tada naujasis vektoriu rinkinys bus tiesiskai priklausomas.

(Kodél?). Taigi,
o = Z Gy,
=1

ir 3¢; #0, (i =1,...r). Tuo ir baigiame irodyma.

¥

10 Teorema FEkvivalenciu vektoriu rinkiniu rangai yra lygus.

S

Sakykime, kad r yra vektoriu rinkinio {«, . . ., o, } rangas, o vektoriai {aj,...,a,} tiesiskai

nepriklausomi. Remdamiesi paskutiniaja teorema gauname, kad
T
o = E Cij Oy, (Z = 1, c ,m).
Jj=1

Tegu p yra vektoriu rinkinio {3, ... fx} rangas, o 8io rinkinio vektoriai {fi,...,[5,} tiesiskai
nepriklausomi.
Remdamiesi tuo, kad vektoriu rinkiniai ekvivalentis galime uzrasyti:

/Bj = Zbﬁozi, (] = 1,,]{’)
=1
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I$ paskutiniosios lygybeés, pasinaudoje (3.10) gauname

r

=30 Y= 3 (Y b (=1, b
i=1 1 =1

Ss= s=1
Bet tuomet, vektoriai {fi, ..., 8,} yra vektoriu {oy, . . ., oy, } tiesiniai dariniai. Padare prielaida,
kad r < p, bei remdamiesi 5. Teorema gauname, kad vektoriai i, ..., 3, yra tiesiskai priklau-

somi. Tai priestarauja prielaida, kad pasirinkti vektoriai nepriklausomi. Taigi, p < r. Bet,
antra vertus,

Bi=> diBi, j=(1,....k
i=1

ir .

o = Ztliﬁh (l = 1,...,m)

i=1
arba
p k
a; = Z (Zdistsj)ﬂjﬁ (Z = 1,. .. ,m).

j=1 s=1
Taigi, vektoriai o, ..., a, yra vektoriu f,..., 5, tiesiniai dariniai. Jeigu p < r, tai i§ 5 Teo-
remos iSplaukia priestaravimas. Taigi belieka vienintelis galimas atvejis p = r. Analogiskus
samprotavimus naudodami rinkiniui {f, ..., fx} gauname teoremos irodyma.

S
2.5 Vektoriu rinkinio elementarieji pertvarkiai

Vektoriu rinkinio elementariaisiais pertvarkiais vadiname:
1) vektoriu keitima vietomis rinkinyje;

2) vektoriaus dauginima i$ nelygaus nuliui skaic¢iaus;

3) dvieju rinkinio vektoriu sudeéti.

11 Teorema Elementariaisiais pertvarkiais vektoriu rinkini pertvarkome i jam ekvivalentu
rinkinj.
S

Sio teiginio irodyma paliekame skaitytojui.

Isvada. Vektoriu elementarieji pertvarkiai nekei¢ia rinkinio rango, nors atliekant vektoriu
veiksmus pradinis rinkinys pleciasi.

Pastarasis tvirtinimas iSplaukia is paskutiniuju dvieju teoremu.

Is paskutiniosios iSvados iSplaukia, kad ekvivalenc¢iuose rinkiniuose yra vienodas tiesiskai
nepriklausomuy vektoriu skaicius.

Iki Siol mes kalbéjome apie erdves R™ elementus, kuriuos vadinome vektoriais. Beje, kadangi
realieji skaiciai sudarantys Siuos rinkinius surasSyti eilute, tai daznai jie vadinami vektoriais
eilutémis.

Apibrézimas Sutvarkyta realiuju skaiciy rinkini

3]
a2

Qg

vadinsime k— maciu vektoriumi stulpeliu. Skai¢iai a;, (i = 1,...,k) yra vadinami vektoriaus
stulpelio koordinatémis.
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Norédami atskirti vektorius stulpelius nuo kitu vektoriu juos zymésime o*. Vektoriu stulpeliu
veiksmai yra analogiski vektoriu eiluciu veiksmams. Sakysime, kad du vektoriai stulpeliai lygtus,
jeigu ju atitinkamos koordinatés sutampa. Tegu

ai by
a2 by
* *
a = 9 6 -
ag by,

a1+b1
% a2+b2

ak—i—bk

Vektoriaus o* ir skaic¢iaus [ € R sandauga vadinsime vektoriy

Apibrézimas Operacija, kuri k— mati vektoriu stulpeli keic¢ia k— maciu vektoriu eilute
arba atvirksciai, vadinsime vektoriy trasponavimu, biitent

T
aj
o= ... ={a,...,an}t =«

am

ir atvirksciai,
aq
ol ={ag,...,an} =1... | =a".
Q
Transponavimo operacija turi tokias savybes:
T
1) (a+pB) =a" +5;
2) (la)T =laT.
Sios savybés isplauka i§ tokiu sarysiy:
T T a; + bl ay bl
(a—i—ﬂ) :(a1+b1,...,am—|—bm) = =1...1+1!...1],
A, + by A Am
ir
T T la1 aq
(a) :(lal,...,am) =|...|=1|...] ="
la, Am

Jeigu transponuotume visus erdves R™ elementus, tai gautume transponuotu vektoriu
aibe, kurios elementai turi analogiskas savybes kaip ir erdves R™ vektoriai. Tad naturalu

30



transponuotu vektoriy aibe vadinti trasponuoty vektoriy erdve ir zyméti R™?. Beje, pastebési-
me, kad visi teiginiai, kurie buvo irodyti vektoriams eilutéms, teisingi ir transponuotu vektoriu
erdvéje.

2.6 Vektoriu ir tiesiniu lygéiu sistemu rysys

Pazymeékime
ayj bl
a9 . b
/8] = .2? ) (j = 17 an)a 6 = 2
Qmyj bm

Sudarykime vektorine lygti
> i =8, (3)
j=1

I$ pastarosios vektorinés lygties (prisiminkite vektoriu lygybés savybe) gauname tiesiniu
lygciu sistema

> ayr;=bi, (i=1,...,m). (4)
Jj=1

Vektorius f yra vadinamas laisvuju nariu stulpeliu, o vektoriai §;, (j = 1,...,n), vadinami
lygciu sistemos vektoriais stulpeliais.

Matome, kad tiesiniu lygciu sistema galime uzrasyti naudodamiesi vektorine lygtimi. Kyla
klausimas- kaip yra susije vektoriu savybés ir tiesiniu lygciu sistemuy suderinamumo problema?

Pasirodo, kad teisinga tokia

12 Teorema (4) tiesiniu l.s. yra suderinta tada ir tik tada kai vektorius £ yra tiesinis,
vektoriu f;, (j =1,...,n), darinys.

o
Sakykime, kad

ﬁ:leﬁj, kurlj GR, (j: 1,...,?1).
j=1

Nesunku suprasti, kad pastaroji lygybiu sistema reiskia (4) lygéiu sistema, kuomet nezinomu-

ju vietoje iraSytas realiyju skaiciuy rinkinys [y,...,[,. Taigi, paskutinysis rinkinys yra lygciu
sistemos (4) sprendinys.
Atvirksciai. Tarkime, kad (4) sistema turi sprendini ¢4, ...,t,. Tuomet

Zaijtj = bi, (Z = 1,...,m).
j=1

Bet paskutinioji lygybé reiskia, kad vektorius g yra vektoriu Sy, ..., 8, tiesinis darinys, kadangi

D B =B
j=1

2

Pademonstruosime Sia teorema konkreciu pavyzdziu. Tarkime, kad duota t.l.sistema

x1 + 229 + 33 = 4,
—3.2?2 + o + 21’3 = —1,
2x1 4+ 319 — 23 = 1.
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Sia sistema perrasykime vektorine forma

1 2 3 4
T -3 +Zl72 1 —|—[L'3 2 = -1
2 3 —1 1

Pastebésime, kad rinkinys (1,0,2) yra t.l. sistemos sprendinys. Be tuo pat metu teisinga
vektoriné lygybé (patikrinkite)

1 2 3 4
1131 +011|+2| 2 |=|-1
2 3 —1 1

13 Teorema Tiesiniu, homogeniniuy lyg¢iu sistema turi nenulini sprendini tada ir tik tada,
kai jos koeficienty vektoriai stulpeliai yra tiesiskai priklausomi.

S/
Tarkime is pradziu, kad stulpeliai tiesiskai priklausomi, t.y.

> 1B =0, (h,....1I,) #O.
j=1

Bet tuomet rinkinys ([y,...,1,) yra sistemos
Zaijxj = O, (Z = 1,...,m)
j=1

nenulinis sprendinys.
Atvirkséiai, tarkime, kad sistema turi nenulini sprendini (Iy,...,[,) t.y., bent viena spren-
dinio komponenté [; # 0, (i = 1,...,m). Tuomet teisingos lygybés

Zaijlj :O, (Z = 1,...,m).
j=1

Is pastarojo sarysio iSplaukia, kad vektoriai stulpeliai 3y,..., 8, yra tiesiskai priklausomi.
@

14 Teorema n— maciu vektoriu eiluciy

Q1 = (alhal?a s 7a1n)7 Gy = (07a227 s 7a2n) R

a, =(0,...,0,ap,...,am), a; # 0, rangas yra lygus r.
Analogiskai, m—maciy vektoriu stulpeliu

0

a1 0 0
B=| " =" B =
Qyp

am1 A2 ..

Ay

a; #0,(i=1,...,7) rangas yra lygus r.
S
Norint jrodyti teorema mums pakanka parodyti, kad nagrinéjami vektoriai eilutés, arba

stulpeliai, yra tiesiskai nepriklausomi. O tai reiks, kad r vektoriu rinkinyje maksimalus tiesiskai
nepriklausomuy vektoriy skaicius yra 7.
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Tarkime, kad tiesinis vektoriu darinys yra nulinis vektorius, t.y.

r
E ;0 = 0.
=1

Sia lygybe galime perradyti ir taip:

(£E1a11, T1Q12 + T2022, T1Q13 + T2023 + T3a33, . . ., T1A1p + - -+ + ZUram) =

—
0,...,0).
Naudodamiesi vektoriu lygybe gauname

4
zia11 = 0,
T1a12 + Taaz = 0,

T1a13 + Toao3 + x3033 = 0,

IS paskutiniosios lygciu sistemos iSplaukia, kad z; = ... = x, = 0. Taigi, nagrinéjamas vektoriu
rinkinys tiesiskai nepriklausomas ir jo rangas lygus vektoriy skaiciui, arba tiesiog lygus 7.
@

Tarkime, kad duota tiesiniu lygc¢iu sistema
Zaijxj = bi, (Z = 1,. o ,m).
j=1

Surase Sios sistemos koeficientus tokiu budu

a1 aig ... Q1

a921 agzy ... as
A= L

Am1 Am2 - .. Amn,

gausime staciakampe skaiciu lentele, kuria vadinsime tiesiniy lygciy sistemos koeficientu ma-
trica. Beje, atkreipsime skaitytojo démesi, kad Sios matricos eilutes arba stulpelius galime
interpretuoti kaip vektorius eilutes arba stulpelius, atitinkamai.

Apibrézimas Matricos eiluciu (stulpeliu) rangu vadinsime Sios matricos eiluciu (stulpeliu)
pagalba sudarytu vektoriu eiluciu (stulpeliu) ranga.

Remdamiesi 13 Teorema gauname, kad matricos

a1 a2 ... ... .. QAp

0 Q99 A23 ... ... Qopn .
,an’%OZ:l,...,T

0O ... 0 ap ... Qm

rangas lygus r.

Apibrézimas Matricos elementariaisias pertvarkiais vadinsime jos eilu¢iu arba stulpeliy
elementariuosius pertvarkius.

15 Teorema Bet kokia, nenuline matrica, elementariaisiais pertvarkiais galime pertvarkyti
1 matrica:
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1 . 0
0 0 0
0 0 1 0|’
0 0
kurios pirmose r eilutése ir r stulpeliuose yra lygiai r vienetu (kiekvienoje po viena), r <
min (m, n).
o

Tarkime, kad duota matrica

a1; a2 ... Qip
ao1 a992 e Aon
Am1 Am2 ... Amn

Laikykime, kad ai; # 0. Priesingu atveju sukeite eilutes vietomis galime pasiekti, kad pir-
moje eilutéje, pirmasis koeficientas butu nelygus nuliui. Jeigu visi a;; = 0, (i = 1,...,m)
tai keisdami eilutes ir stulpelius vietomis galime pasiekti, kad pradiné prielaida buty ispildyta.
Prisiminkime, kad elementarieji pertvarkiai nekeicia vektoriuy rinkiniy ranguy! Elgsimés panagiai

kaip ir spresdami tiesines lygciu sistemas Gauso metodu.
Pridékime prie i—osios eilutés pirmaja eilute padauginta is skaic¢iaus —a; /a1, i = 2,...,m.

Gausime matrica

a11 Q12 A1n
0 afy as,)
0 a% .-

Tegu a%) # 0 (priesingu atveju elgsimes kaip ir pirmajame zZingsnyje). Prie paskutiniosios

matricos 1—osios eilutés ¢ = 3, ..., m pridedame antraja eilute padauginta is daugiklio —ag) /a

ir gauname,

(1)
22

aj; Q2 @13 Q1n
0 afy as,
0 0 af as)
0 0 o asm,

Elgdamiesi analogiskai, atlike » — 1 Zingsni gauname tokia matrica:

aiy a2 ais QA1n
1 1 1
0 aéQ) agg) o agn)
0 0 ag? ai()jl)
S
0o ... 0 0

Tuo atveju, kai r = m, nuliniu eiluc¢iy matricoje nebus. Toliau, visiskai analogiskai pertvarky-

dami paskutiniosio matricos stulpelius gausime
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0 by O 0
0 0 b3 O 0
0O ... ... by 0... 0
o ... ... 0 ... 0

Teoremos irodyma gausime, jeigu i—aja eilute (stulpeli) padauginsime is 1/b;;

@

Is paskutiniosios teoremos isplaukia, kad matricos stulpeliu bei eiluc¢iu rangai sutampa.
Todél natiiralu matricos eiluciu arba stulpeliy rango neskirti, ir Siuos abu rangus vadinti tiesiog
matricos rangu.

Sis algoritmas sudaro prielaidas ne tik nustatyti rinkinio ranga, bet ir nustatyti, kurie vek-
toriai yra nepriklausomi.
Tarkime, kad duotas toks vektoriu rinkinys:

ar = (2,1,1,0), as=(-1,1,1,—1), a3 =(1,2,2,—1), as=(0,3,3,-2).

Raskime sio vektoriu rinkinio ranga, bei nustatykime, kurie vektoriai yra nepriklausomi.
Surasykime Siuos vektorius eilutémis i matrica. Gauname

2 11 0 (vn)
—1 1 1 =1 (v)
1 2 2 =1 (uy)

0 33 =2 (w)

Pasirinke trecia eilute generaline, ir atlike veiksmus v3 + vy, —2v3 + v; bei sukeite trecia
eilute su pirmaja gauname matrica

122 =1 (vy)
03 3 =2 ()
000 0 (v)
000 0 (vg)

Gavome matrica, kuri turi trapecine forma, kurioje dvi nenulinés eilutés. Taigi vektoriu rink-
inio rangas (maksimalus nepriklausomu vektoriu skai¢ius rinkinyje) yra lygus 2. Dar daugiau,
nepriklausomu vektoriu pora sudaro vy ir vz vektoriai. Atkreipsime skaitytojo démesi, kad
nepriklausomuy vektoriu pora galéjo biiti ir kita, jei buitume kita seka atlike veiksmus.

Is paskutiniosios teoremos iSplaukia, kad matricos stulpeliy bei eiluc¢iy rangai sutampa.
Todél nattiralu matricos eiluciu arba stulpeliu rango neskirti, ir Siuos abu rangus vadinti tiesiog
matricos rangu.

2.7 Tiesiniu lygciu sistemu suderinamumo salygos

Tarkime, kad duota tiesiniu lygc¢iu sistema
n
ZCLZ']'LUJ' = bi, (Z = 1,. .. ,m).
j=1

Tegu kaip ir auksciau

a1 aip ... Q1n
asy Q22 ... ag

A= " ,
Am1 Am2 .. Amn
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a1 alp ... QA1 ‘bl
B — 921 ao9 ... Ao, |b2

Al Qm2 - Qg |bn

Tada teisinga tokia teorema:
16 Teorema(Kronekerio - Kapelio) Tiesiniu lygciu sistema yra suderinta tada ir tik tada,
kai rangA = rangB.

S
Visu pirma tarkime, kad t.l.s. yra suderinta. Tuomet egzistuoja realiuju skaiciu rinkinys
(l1,...,1,) su kuriuo teisinga lygybe:

B=> 15,
j=1

kur § yra lygéiu sistemos laisvuju nariu stulpelis, o §;, (j = 1,...,n) yra t.l. sistemos
koeficientu stulpelis prie nezinojojo z;.
Antra vertus, paskutinioji lygybeé reiskia, kad vektorius [ yra vektoriy fi,..., 3, tiesi-

nis darinys. Tarkime, kad rangA = r. Tuomet egistuoja Siame vektoriu rinkinyje r tiesiskai
nepriklausomu vektoriu, tarkime

le? s 75j7"
Vadinasi V3;, j & I, :== {j1,...,Jr} teisingos lygybés

,
BJ' = chjkﬁjk (] =1,... 7”)'
k=1
Naudodamiesi paskutiniosiomis lygybémis lygciy sistema perraSome taip:

B= Y LD cinBi) +D B =Y > lLici Bt
k=1 k=1

Jj=1j¢&lr k=1 j=1,j¢I,

T

LB =D (D hey +1)8 =Y arbi,.
k=1

k=1 j=1j¢I, k=1
n
¢la ar, = Y, licjj, + 1. 18 paskutiniyju lygybiu iSplaukia, kad vektorius 5 yra vektoriu
‘7:17‘7¢IT
Bjs-- -, B, tiesinis darinys, bet tuomet vektoriu 3, 3;,, ..., 3;, rinkinys yra tiesiskai priklauso-

mas ir jo rangas taip pat yra r. Taigi rangA = rangB = r-.

Irodysime atvirkscia teigini. Tarkime, kad f;,,... ;. koks nors nepriklausomu vektoriu
stulpeliu rinkinys matricoje B. Matricos B rangas lygus r, tai rinkinys 3, 5;,,...,5;., yra
tiesiskai priklausomas. Taigi, egzistuoja nenulinis realiuju skaiciu rinkinys /,c;,,...,c;, toks,
kad teisinga lygybe:

lﬁ + chkﬁjk = 0.
k=1

Be to pastebékime, kad [ # 0 (kodél?). Tuomet i$ pastarosios lygybés isplaukia

B=>d;B;,
j=1
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Cla

0, jélI,, . .
alj-:{’]g_i I={j1,...,i-}.

—Cjk/l, j < L«,
Bet pastaroji lygybe reiskia, kad t.l.s yra suderinta, dar daugiau, nurodéme ir jos sprendini.

2

17 Teorema Tiesiniy lygciu sistema apibrézta, kai rangA =rangB =n ir neapibrézta, kai
rangA =rangB < n.

S

Aisku, kad rangA =rangB =n gali buti tik tuo atveju, kai m > n. Bet tuomet t.l.s. stulpeliai
tiesiskai nepriklausomi. Siuo atveju tarkime priesingai, t.y. egzistuoja bent du sprendiniai tokie,

kad . .
dBi=p1ir > diBi=8
p j=1

Tuomet

n

D (g —d)8=0.

j=1

Kadangi vektoriu rinkinys nepriklausomas, tai pastaroji lygybeé galima tik su nuliniais koefi-
cientais. Taigi ¢; =d;, (j =1,...,n). Vadinasi sprendinys vienintelis.

Irodysime antraja teoremos dali. Tarkime, kad rang B=rangA < n. Taigi, vektoriu S, ..., 5,

rinkinys yra tiesiskai priklausomas (kodél?). Tuomet egzistuoja nenulinis realiu skai¢iu rinkinys

t1,...,t, toks, kad
thﬁj — O
j=1

Kadangi lygéiu sistemos matricos ir iSpléestinés t.l.s. matricos rangai sutampa, tai sistema turi
sprendini, sakykime [y, ..., [,. Tuomet teisinga lygybe

Z ljﬁj = 5
j=1

Pastaryju dvieju lygybiu déka gauname, kad

n

> (Ul +1)8 =8

j=1
Matome, kad rinkinys (¢; + [,...,t, + [,) yra kitas sistemos sprendinys. Taigi, §iuo atveju
rinkinys turi ne vieninteli sprendini. Tuo baigiame teoremos irodyma.

%)

18 Teorema Tiesiniu homogeniniy lygc¢iu sistema turi ne nulini sprendini tada ir tik tada,
kai matricos rangas rang A < k, ¢ia k = min(m,n), n stulpeliu, o m eiluc¢iu skaicius.

S

[rodyma paliekame skaitytojui.

@
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2.8 Tiesiniu poerdviu pavyzdziai

1. Vektoriu rinkinio generuotas poerdvis
Isvada Tarkime, kad vektoriu {aq,...,a,} C R rinkinio rangas yra r. Tada $io vektoriu
rinkinio tiesiniu dariniy aibeé

V=A{al,....Ln)| alli,....ln) =Y Loy, L €R"}
j=1

yra tiesinis vektorinés erdves R™ poerdvis.

[rodyma paliekame skaityrojui.

Tarkime duotas erdvés R™ vektoriu rinkinys rinkinys ag,...,a,,. Tarkime, kad yra na-
grinéjami visi §io vektoriu rinkinio tiesiniai dariniai

Oé(ll, <o ,lm> = Z leéj.
j=1

Kyla klausimas- kokia erdveés dali "uzpildo ” visu Siu vektoriy visuma, kai skaiciai lq,..., [,
renkami laisvai. Zinome, kad jei vektoriu o, ..., o, rinkinys yra tiesiskai nepriklausomas ir
m = n, tai Sis rinkinys erdves baze, vadinasi Sie dariniai apima visa erdve R". Tad Siuo atveju
poerdvis sutampa su visa erdve. Panagrinékime situacija, kai nepriklausomu vektoriu skaicius
rinkinyje aq,...,q,, yra r < n. Remdamiesi auksc¢iau pateikta teorine medziaga aptarkime
algoritma, kaip sukonstruoti poerdvi kuriam priklausytuy visi erdves R™ vektoriai, kuriuos gal-
ima uzraSyti nagrinéjamo vektoriy rinkinio tiesiniais dariniais. Tarkime duotas vektoriy rinkinys
{ag,...,am} CR™

1) Randame $io vektoriu rinkinio ranga, o tuo paciu ir didziausia nepriklausomu vektoriu
skaiciy rinkinyje. Tarkime 8is vektoriu skaicius yra r.

Norint tai atlikti pakanka:

a) suraSyti vektoriu koordinates i matrica eilutémis, eilutes sunumeruojant pagal rinkinio
vektoriy numerius.

b) naudojant eiluciu elementariuosius pertvarkius pertvarkyti matrica i trapecine forma, be
to kaitaliojant eilutes kartu keiskite ir atitinkamus numerius.

Pertvarkius matrica i trapecine, gauname keleta atsakymu, visu pirma, kiek trapecinéje
formoje yra nenuliniy eiluciy, toks vektoriuy rinkinyje yra nepriklausomuy vektoriy skaicius, o
tuo paciu ir tokia bus rinkinio generuoto poerdvio dimensija. Be to, tie numeriai, ties kuriais yra
nenulineés eilutés parodo, kurie pradinio rinkinio vektoriai gali buti laikomi baziniais vektoriais.
Kitaip tariant is karto galime nurodyti Sio rinkinio generuoto poerdvio baze.

2) Jei norima patikrinti, ar koks nors erdvés vektorius priklauso siam poerdviui pakanka
iSreiksi §i vektoriu baziniais pradinio rinkinio vektoriais, Jei sistema turi vieninteli sprendini
(tik toki ir gali turéti) tai vektorius priklauso poerdviui. Tuo paciu, sprendinio komponentés
yra Sio vektoriaus koordinatés poerdvio bazéje. PrieSingu atveju, t.y. jei sistema sprendiniu
neturi, vektorius rinkinio generuotam poerdviui nepriklauso.

Pavyzdys Duotas vektoriy rinkinys

ar = (0,0,1,1), a = (1,1,1,1), a3 = (1,0,1,—1), ay = (1,0,2,0).

Rasti Sio rinkinio generuoto poerdvio dimensija, nurodyti pradinio rinkinio vektorius, kurie
sudaro poerdvio baze. Be to patikrinti, ar vektorius a = (5,2, 6, 0) priklauso $iam poerdviui.

1. Rasime Sio rinkinio ranga ir bazinius vektorius (vektorius kuriais galime isreiksti visus
poerdvio vektorius). SuraSe i matrica paeiliui (tai nebutina) visus vektorius, po to sukeite
vietomis, gauname:

001 1 () 111 1 ()
111 1 (v) 101 —1 (v3)
101 -1 ()] T 102 0 (]~
102 0 (vg) 001 1 ()
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Atlike operacija vs + v; = v} gauname

1 11 1 (vg)
1 01 -1 (Ug)
1 02 0 ()
102 0 (v)
Atlike operacija vy + v’l = o] gauname
11 1 1 (v)
101 -1 (v3)
1 0 2 0 (U4)
000 0 (v

Taigi, vektoriu rinkinio rangas yra » = 3. Be to baze sudaryti gali tie vektoriai, kuriy numeriai
yra ties nenuliniais vektoriais trapecinés formos matricoje. Taigi baze sudaro awn, as, 4.

2. Patikrinsime ar vektorius o = (5,2,6,0) priklauso iam poerdviui. Zinome, kad jei
vektorius priklauso poerdviui, tai ji galima uzrasyti bazés vektoriu tiesiniu dariniu. Bandome
tai atlikti, t.y uzrasome tiesiniu dariniu, t.y. bazinius vektorius i matrica surasome stulpeliais,
o uz bruksnio surasome reiskiama vektoriu. Po to atlike veiksma —21; + I3 = lé gauname

11 1 (L) |5 1 1 1 () 5
1 0 0 (I |2 10 0 (L) |2
1 1 2 (I3 6] | -1 =10 (&) |—4]
1 =1 0 (Ib) |0 1 =10 (L) 10

Atlike veiksma (—1)1;3 + 1y = [ ir be to sukeite antraja I su eilute l:; ir atlike veiksma
—2l + 1y = [, gauname

1 11 (L) |5 1111, |5
110 1, [4 110 [4
100 &5 |2 7 (1001 |2
2 00 I, [4 0001 |0

Gavome trikampe t.l.s. Tad sistema turi vieninteli sprendini, kuris yra vektoriaus koordi-
natés poerdvio bazeje. Gauname, kad o = 2, 3 = 2, x4 = 1. ISreiske vektoriy a per bazes
vektorius turime:

o =209 + 2003 + g

2. Homogeninés t.l. sistemos sprendiniu poerdvis

Teorema Tiesinés homogenineés lygciu sistemos, kurios matrica ekvivalenti trapecinés for-
mos matricai, turin¢iai r lygciu ir n nezinomuju , ¢ia r < n, sprendiniai generuoja erdves
R"™ poerdvi, kurio dimensija yra lygi [ = n — r, [ yra laisvuju nezinimuju skai¢ius bendrojo
sprendinio formoje.

Irodyma paliekame skaitytojui.

@

Tarkime, kad duota m— lygc¢iu su n nezinomaisiais homogenine t.l.sistema. Tada, Sios
lygties sprendiniai, sudaro erdvés R"™ poerdvi, kurio dimensija n — r, ¢ia r yra homogenineés
t.l.sistemos matricos A rangas. Aptarsime, kaip rasti sio poerdvio baze. Sakykime, kad duota
homogeniné t.l.sistema.
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Pertvarke Sia sistema i trapecine gauname

1171 + a12x2 + -+ - + apx, = 0,

A92T9 + 9373 + -+ Aonly = 0,

ciaa; #0(i=1,...r)irr <n.
Spresdami Sia sistema randame Sios sistemos bendraji sprendini

(A, Uy, ), €Ri=r+1,...,n.

2 Vro
Parinke nezinomuju 41, ..., x, vietoje skai¢ius t;, ¢ = r+1, ..., n, gauname sistemos atskiraji
sprendini. Taigi, Siuo atveju t. 1. sistema turi begalo daug sprendiniu.
Homogenineés sistemos atskiraji sprendini galime traktuoti, kaip erdves R™ elementa. Sudarykime

n — r atskiry Sios sistemos sprendiniy, laisvuosius nezinomuosius pasirinkdami tokiu budu:

1 1 1
Ty =1,2,,=0...2,, =0,

n
2 2 2 _
:ESH—O, x§+2—1. .gxn— , )
2y =0, 27,,=0,27,5=1,...2;, =0,
no __ no _ no_ 3
=0, 20 ,=0, 27 5=1,...27 =

(z777(1,0,...,0),2577(0,0,...,1),2577(0,0,...,1),...,2777(0,0,...,1),0,0,...,1).
Pasirodo, kad sie vektoriai sudaro homogenines t.1. sistemos sprendiniy generuoto poerdvio V'

baze. Taigi, kiekviena Sios sistemos sprendini galima iSreiksti Siy sprendiniy tiesiniu dariniu.
Skaitytojui sitilome isitikinti, kad §is vektoriu rinkinys yra tiesiskai nepriklausomas.

Pavyzdys Raskime tiesiniu lygéiu sistemos

1 1 -1 1 1 |04
1 1 0 =1 1 [0 I
1 -1 -1 1 =110 I

sprendiniuy generuoto poerdvio dimensija, ir baze.
. . oo . . ! . . o . .
Atlike eiluciu veiksmus ly + lo = [, ir [ — I3 = [; gauname sistema ekvivalencia pradinei:

11 -1 1 110004 11 -1 1 11004
00 -1 =200 L} ~ |20 -2 2 0101
2.0 =2 2 0 [0 I 00 -1 =2 0 [0 Iy

Matome, kad trapeciné sistema yra 3 x 5 eilés, vadinasi sistemos generuoto poerdvio di-
mensija yra [ = 5 — 3 = 2. Vadinasi spendinio poerdvyje yra du baziniai vekoriai. Bendraji
sprendini randame iSsprende sistema:

11 -1 |—-1 —1
2.0 -2 |—2 0
00 -1 2 0
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Taigi (—1 — 2xy4, 1 — x4 — x5, —2x4, T4, T5), T4,T5 € R.
Tada sprendiniu generuota poerdvi galime uzrasyti taip:

S ={s(x,y)| s(z,y) = (-1 —-2x,1 — 2z —y,—2x,2,y), v,y € R}.

Baziniai Sio poerdvio vektoriai yra pavyzdziui tokie

61 = (_370’ _2; 1)0)7 /62 == (_1,070,0, ].)

Temos teoriniai klausimai

Vektoriai. Vektoriu veiksmai

Vektoriu tiesiné priklausomybeé

Teoremos apie vektoriy priklausomuma

Erdves R™ bazée. Teoremos apie rinkinius sudarancius erdves baze
Vektoriu rinkinio rangas

Vektoriu rinkinio elementarieji pertvarkiai

Vektoriu ir tiesiniu lygciy sistemu rysys

Tiesiniy lygé¢iu sistemu suderinamumo salygos

Vektorinés erdves poerdviai

a) Vektoriu rinkiniu generuoti poerdviai (tiesiniai apvalkalai)

b) Homogeniniu tiesiniu lygéiu sistemu sprendiniu generuoti poerdviai.
10. Kronekerio-Kapelio teorema.

© 00N Tt W

Uzdaviniai savarankiSkam darbui
1. Raskite vektoriu 3a — 55, kai

a=(1,2,0,4,5), B=(2,1,-1,4,1);

1 2

0 4

a=lg| F= |1

3 7

2. Raskite vektoriu 7, jeigu 6a — v = 30 ir

1 -3

0 2
=11 7= =

2 9

3. Nustatykite ar vektoriy rinkinys yra tiesiskai priklausomas:
3.1) a; =(2,2,1), ae =(4,3,2), az = (10,9, 5);

Ats: Priklausomas

32) 51: a/62: 753: 754:

—_= N O W
W N = DN
S W W =

Ats: Nepriklausomas
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3.3) a1 =(3,4,2), ao = (2,1,1), az = (4,1, )y = (1,1,2).

Ats: Priklausomas

3 3 2
2 2 4
34) /31 = 2 y BQ = 1 y /83 - 3
1 4 1
Ats: Nepriklausomas
4. Nustatykite ar vektoriu rinkiniai:
4.1) a; =(2,1,3), as = (2,—1,—4), az = (1,-3,2);
4.2) a; = (3,2,1,4), ag = (2,-1,-2,0), a3 = (1,0,0,0), ay = (—=2,3,0,0);
2 2 4
4.3) Bi= 3|, 5=|-1],08=110
1 —4 7

yra bazés atitinkamose erdvése.
Ats: 4.1) ir 4.2) yra bazés, 4.3)- ne.

5. Nustatykite, ar vektoriu rinkinys:
a; = (2,4,-6,3), ag =(3,2,4,2), a3 =(2,3,2,—4), oy = (—3,-2,3,2)

yra erdvés R* bazé. Jei taip, raskite vektoriaus o = (—3,4,7,1) koordinates Sioje bazéje.
Ats: Baze sudaro. Vektoriaus o koordinatés bazéje yra (1,0, 2, 3).
6. Nustatykite ar vektoriu rinkinys sudaro erdvés baze. Jei taip, raskite vektoriaus o =
(0,1,2,3) koordinates bazéje:
a; =1(2,3,1,2); s =(0,-2,3,1); a3 =(1,1,1,1); ay = (2,2,0,2).
Ats: Vektoriaus « koordinates bazéje yra (7;3; —14;0).

7. Nustatykite ar vektoriu rinkinys
a; = (1,2,0,—4,0); ag = (1,—1,-3,1,-3); ag = (2,—3,—4,—5,=2);

as=(1,-9,1,6,2); as = (3,7, -8, —14, —7)

sudaro erdveés baze. Jei ne, raskite $io rinkinio tiesinio apvalkalo (generuoto poerdvio) baze bei
dimensija. Nustatykite ar vektoriai

a=(3,-6,—4,7,5)ir B = (0,8, —4, -5, —5)

priklauso Siam poerdviui. Jei taip raskite siu vektoriu koordinates kokioje nors poerdvio bazeéje.
Ats: Bazés nesudaro. Vektorius a nepriklauso poerdviui, o vektorius S— priklauso:
B =1las+ (—1)ag + (—1)a; (viena i§ galimybiu)

8. Raskite pateiktuju vektoriu rinkiniu rangus:
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8.1) a; = (1,4), az = (2,8), az = (—3,-12), oy = (5,20);

8.2) a; =(4,1,2), as =(2,3,4), ag =(—2,2,2), ay = (10,0, 2);
4 1 3 4
7 2 ) 1

83) 61 - 1 BQ - 3 /83 - _2 ﬁ4 - _8
1 4 -3 —11

Ats: a) rangas lygus 1; b) rangas lygus 2; a) rangas lygus 3.

9. Nustatykite, su kokiomis parametro reiksmémis vektoriai o, = (—1,a,3,2), 8, = (b,2,b—
2,1) priklauso vektoriu rinkinio

2 4 3 2
3 -2 2 1
/81 - 1 /82 - 3 63 _2 /84 = _3
1 1 -3 -2

generuotam poerdviui.

Ats: a=28; b=T.

10. Raskite homogeniniu tls-os sprendiniu generuoto poerdvio baze bei dimensija. Nus-
tatykite ar vektoriai o = (0, —2,—2,—2,2) bei (0,2,2,3,2,—2) priklauso Siam poerdviui. Jei
taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazéje.

T1+ Ty — 23+ x4 +25 =0,
X1+ Xy — Ty = 0,
$1—£L‘2—$3+l‘4—£€5:0,
1+ Tg+ x5 = 0.
Ats: Vektorius « priklauso poerdviui, o f— nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1, o
bazinis vektorius gali buti toks ef = (0, —1,—1,—1,1). Tada a = 2ej.
11. Raskite homogeniniu tls-os sprendiniu generuoto poerdvio baze bei dimensija. Nus-
tatykite ar vektoriai a = (4,6,—2,—2) bei (2,3,2, —2) priklauso $iam poerdviui. Jei taip,
raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazéje.

1+ T9 + a3+ 4x4 =0,
1+ a9+ Dy =0,
221 + 29 4+ 3x3 + 424 = 0,
Ty — 3x9 + 223 — 924 = 0.
Ats: Vektorius a priklauso poerdviui, o f— nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1, o
bazinis vektorius gali buti toks ef = (—2,—3,1,1). Tada a = —2¢j.

12. Nustatykite pateiktu matricu rangus:

Lo o4 s 0 3 0 56

L9 o s 1 —4 4 13

12.1) A= , 122) B=|-1 10 —4 9 9
6 —2 17 18

s 4 5 3 1 -1 4 69

2 4 4 33

Ats: 12.1) rangA=2; 12.2) rangB = 3.
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Uzduotys namu darbams

Vektorinés erdveés

1. Raskite 3a — 54, kai
a=(2,2,1,4,5), g =(1,1,—-1,4,1);
3 -2

9 4
a=19l- =1
3 7

2. Raskite vektoriu 7, jeigu 4o + 3y = 30 ir

1 3
A _92
a=[ 4| 8= _3
_2 4

3. Nustatykite ar duotieji vektoriu rinkiniai tiesiskai priklausomi:

a) a; = (1,2,1), as = (5,3,2), az = (3,7,5);
3 2 0 4
4 1 1 4
1 4 3 —2
Be to patikrinkite ar gali vektorius
3
2
b= -2
-5

buti auksciau pateiktu rinkiniy tiesinis darinys. Atsakyma argumentuokite.
4. Nustatykite ar vektoriu rinkiniai:

a) o] = (4, 1,3), Qg = (2, 1, —4), 3 = (1, —5,2),

b) a; = (3,2,1,4), ap = (2,-1,-2,0), azg = (1,5,1,4), ay = (—2,3,0,0).

yra bazés atitinkamose (kokiose) erdvese. Jei taip raskite vektoriu a = (4,7,9) ir 8 = (4,6, 8,2)
koordinates atitinkamose bazéje (jei tai galima).
5. Nustatykite, ar vektoriu rinkinys:

3 6 6 0 13

o — 4 0424 0426 a:4 o= 14
1 _5’2 573 874 57 6
3 6 3 4 3

yra erdves (R*)* baze. Jei taip, raskite vektoriaus o koordinates sioje bazéje.
6. Nustatykite ar vektoriy rinkinys sudaro erdvés baze. Jei ne papildykite §i rinkinj iki
erdves bazés, o po to pagriskite, kad tai baze:
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o] = (—2,0, 1,2), Qg = (0, —2,3, 1)

7. Raskite pateiktuju vektoriu rinkiniu rangus:

(l) a1 = (2,4), Qg = (2,4), Q3 — (—3, —12), gy = (5, 2),

b) a; = (0,1,2), ag = (12,3,4), az = (—2,2,2), oy = (10,10, 2);
8 2 2 4
14 4 -3 1

C) 5]_ - 2 ﬁ2 - 6 /83 = _14 /34 = _8
2 8 —19 —11

8. Raskite pateiktu matricu rangus:

5 4 L5 o 2 4 1 5 0
4 -8 —-10 0 4
6 -4 =9 5 4 2 —12 —-10 -5 4
A=12 —-12 —-10 -5 4| B=
10 4 0o 2 3
10 4 0o 2 3
< 0 1 _3 3 2 4 1 5 0
3 1 -1 3 -3

9. Nustatykite ar vektoriu rinkinys
ap =(1,2,1,4,-2); as=(1,-1,-3,1,-3); as3=(1,3,—4,—5,—2);

ay =(2,2,-5,-5,-3); a5 =(3,7,-8,—4,—7)

sudaro erdves baze. Jei ne, raskite Sio rinkinio tiesinio apvalkalo generuoto poerdvio baze
bei dimensija. Nustatykite ar vektoriai o = (1,-2,4,10,-3), 8 = (0,8,—4, —5,—=5) ir 3 +
4(2,4,—4,1,5) priklauso siam poerdviui. Jei taip raskite siu vektoriu koordinates kokioje nors
poerdvio bazéje.

10. Nustatykite ar egzistuoja parametro reiksmes, su kuriomis vektoriai a,, = (5+a, a, 3, a),
By = (b,3,b+ 2,2) priklauso vektoriu rinkinio

2 4 3 2
3 —2 2 1
1 1 -3 -2

generuotam poerdviui.
11. Nustatykite, kaip nuo parametro reikSmes priklauso vektoriu rinkinio rangas:

61: 7ﬁ2: 753:

1
0
a 764_

— = O Q
— = Q=
Q = = =

—1

generuotam poerdviui.
12. Raskite homogeniniy tls-mu sprendiniu generuotu poerdviu bazes bei dimensijas. Nus-
tatykite ar vektoriai a = (0, —4, —4, —4,4) bei = (0,4, 4,6,4, —4) priklauso siam poerdviui.
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Jei taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazéje.

(2x1+$2—x3+x4+x5:0,
311 + 219 — 224 = 0,

;o b) r1 — 209 — x3+ dry — 15 = 0,
3x1 + 29 4+ brg — 3z5 = 0,

\2:B1—6$2—SB3+$4—35E5:0.

$1+$2—3§'3+£L’4+l‘5:0,
ZE1+$2—I4:0,
Ty — Ty — T3+ x4 — 25 =0,
$1+I2+l’5:0.
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