
II. VEKTORINĖ ERDVĖ Rn

2.1 Vektoriai. Vektoriu
‘

veiksmai

Apibrėžimas Sutvarkyta
‘

realiu
‘

skaičiu
‘

rinkini
‘

(a1, a2, . . . , an) vadinsime n− mačiu vekto-
riumi. Skaičiai aj ∈ R, (j = 1, . . . , n) vadinami vektoriaus koordinatėmis.

Žemiau šiuos rinkinius trumpumo dėlei žymėsime graikǐskomis raidėmis. Pavyzdžiui

α = (a1, a2, . . . , an), β = (b1, b2, . . . , bn), γ = (c1, c2, . . . , cn).

Sakinys ”sutvarkytas skaičiu
‘
rinkinys ” reǐskia, kad koordinačiu

‘
padėtis vektoriuje yra svarbi.

Jeigu vektorius turi n koordinačiu
‘
, tai sakysime, kad vektorius yra aibės Rn elementas.

Apibrėžimas Sakysime, kad aibės Rn elementai (a1, a2, . . . , an) ir (b1, b2, . . . , bn) yra lygūs,
jeigu šiu

‘
elementu

‘
atitinkamos koordinatės yra lygios, t.y. aj = bj (j = 1, . . . , n). Tad jei

vektorius α yra lygus vektoriui β, tai ši
‘

veiksma
‘

žymėsime α = β.
Lygybės sa

‘
vokos apibrėžimas tuo pačiu paaǐskina vektoriaus sutvarkymo fenomena

‘
. Taigi,

remiantis apibrėžimu vektoriai (2, 5) ir (5, 2) nėra lygūs.

Apibrėžimas Vektoriu
‘
α ir β suma (žymėsime α + β ) vadinsime vektoriu

‘
γ, kurio koor-

dinatės nusakomos lygybėmis cj = aj + bj, (j = 1, . . . , n). Taigi,

α + β = γ = (a1 + b1, . . . an + bn).

Remdamiesi apibrėžimu gauname, kad

(2, 3, 4) + (3,−3, 1) = (5, 0, 5).

Apibrėžimas Vektoriaus α ∈ Rn ir skaičiaus k ∈ R sandauga vadinsime vektoriu
‘

kα = (ka1, . . . , kan).

Tegu α = (3, 4, 0, 0). Tada 2α = (6, 8, 0, 0).
Matome, kad pateiktu

‘
veiksmu

‘
atžvilgiu vektoriu

‘
aibė Rn yra uždara. T.y. atlikdami šiuos

vektoriu
‘

veiksmus aibėje Rn, gauname tos pačios vektoriu
‘

aibės elementus.
Veiksmu

‘
savybės.

1) Vektoriu
‘

sudėtis yra komutatyvi:

α + β = β + α.

Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
komutatyvumo (dėmenu

‘
keitimo vietomis)

dėsnio ir sa
‘
ryšiu

‘
:

α + β = (a1 + b1, . . . , an + bn) = (b1 + a1, . . . bn + an) = β + α.

2) Samprotaudami analogǐskai galime parodyti, kad sudėtis tenkina asociatyvumo (skliaustu
‘

perstatymo) dėsni
‘

α + (β + γ) = (α + β) + γ.

Vektoriu
‘
, kurio visos koordinatės lygios nuliui, vadinsime nuliniu, ir žymėsime raide O

nepriklausomai kokiai aibei Rn nulinis vektorius priklauso.
Nesunku suprasti, kad bet kokiam vektoriui α teisinga lygybė:

3) α +O = O + α = a.

4) Bet kokiam vektoriui α ∈ Rn galima nurodyti vektoriu
‘
α toki

‘
, kad
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α + α = O.

Vektorius α vadinamas atvirkštiniu vektoriui α. Pasirodo, α = (−1)α. Pažymėkime −α :=
(−1)α.

Akivaizdu, kad vektorius (−1)α + α = O. Taigi, jis yra atvirkštinis. Parodykime, kad jis
vienintelis. Turime

α + α = O.

Pridėje
‘

prie abieju
‘

lygybės pusiu
‘

vektoriu
‘
−α gauname, kad

−α + (α + α) = −α +O.

Antra vertus, ǐs paskutiniu
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia tokia lygybė:

O + α = −α +O.

Dėka 3) savybės turime, kad α = −α. Taigi, bet koks vektoriaus α atvirkštinis sutampa su
vektoriumi −α.

Žemiau pateiksime dar penkias veiksmu
‘

savybes, kuriu
‘

i
‘
rodymus paliekame skaitytojui.

5) Visiems α ∈ Rn, 1 · α = α.
6) Vektoriaus ir realaus skaičiaus daugyba yra komutatyvi. T.y.,

∀k ∈ R, α ∈ Rn, k · α = α · k.

7) ∀l, k ∈ R, α ∈ Rn(
l + k

)
· α = l · α + k · α ir (lk) · α = l · (k · α).

8) ∀α, β ∈ Rn, l ∈ R teisinga lygybė:

l · (α + β) = l · α + l · β.

Aibe
‘
Rn, su auksčiau apibrėžtomis vektoriu

‘
lygybės, sudėties ir daugybos ǐs skaičiaus op-

eracijomis, vadinsime n− mačiu
‘

vektoriu
‘

erdve.

2.2 Vektoriu
‘

tiesinė priklausomybė

Apibrėžimas Sakykime, kad li ∈ R, α ∈ Rn, (i = 1, . . . ,m). Tuomet vektoriu
‘

α =
m∑
j=1

ljαj

vadinsime vektoriu
‘
α1, . . . , αm tiesiniu dariniu.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad jei li = 0, (i = 1, . . . ,m), tai α = O. Pasirodo, kad atvirkščias

teiginys, bendru atveju, nėra teisingas. Tiesinis darinys gali būti nulinis vektorius, nors sumoje
yra ir nenuliniu

‘
dėmenu

‘
. Apie tai šiek tiek plačiau.

Apibrėžimas Vektoriu
‘
rinkini

‘
{α1, . . . , αm} vadinsime tiesǐskai nepriklausomu, jeigu tiesi-

nis darinys

m∑
j=1

ljαj = O (1)

tik tada, kai ∀li = 0, (i = 1, . . . ,m).
Priešingu atveju turime, kad jei darinys yra nulinis vektorius, tai tarp skaičiu

‘
rinkinio

elementu
‘
li, (i = 1, . . . ,m) egzistuoja nenulinis skaičius. Šiuo atveju vektoriu

‘
rinkini

‘
vadin-

sime tiesǐskai priklausomu.
Kaip praktǐskai patikrinti ar duotasis vektoriu

‘
rinkinys tiesǐskai priklausomas ar ne?
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Tarkime duotas vektoriu
‘
rinkinys α1, . . . , αm. Tuomet, kad patikrinti ar jis tiesǐskai priklau-

somas ar ne mums reikia ǐsspre
‘
sti lygti

‘
:

m∑
j=1

xjαj = O.

Tiksliau kalbant reikia ǐsspre
‘
sti tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
. Jeigu ši sistema turi tik nulini

‘
sprendini

‘
,

tai vektoriu
‘
rinkinys tiesǐskai nepriklausomas. Priešingu atveju rinkinys tiesǐskai priklausomas.

Pastebėsime, kad ši homogeninė t.l.s. visada suderinta.
Panagrinėkime, keleta

‘
pavyzdžiu

‘
. Tarkime, kad duotas vektoriu

‘
rinkinys

α = (2, 1, 3), β = (0, 1, 0), γ = (2, 2, 3).

Patikrinkime, ar šis rinkinys tiesǐskai priklausomas ar ne. Remiantis apibrėžimu, mums reikia
patikrinti, su kokiomis x1, x2, x3 reikšmėmis galima lygybė

x1α + x2β + x3γ = O.

Akivaizdu, kad jei x1 = x2 = x3 = 0 tai lygybė teisinga. Lieka atviras klausimas- ar ši
lygybė yra teisinga tik su šiuo vieninteliu nuliniu rinkiniu ar egzistuoja ir nenulinis rinkinys?

Pasirodo, priklausomumo (nepriklausomumo) problema sprendžiama naudojant t.l. sis-
temas.

Užrašykime pateikta
‘

vektorine
‘

lygti
‘

ǐsskleista forma:

x1(2, 1, 3) + x2(0, 1, 0) + x3(2, 2, 3) = (0, 0, 0).

Atlike
‘

vektoriu
‘

veiksmus kairėje pusėje gauname tokia
‘

vektorine
‘

lygybe
‘
:

(2x1 + 2x3, x1 + x2 + 2x3, 3x1 + 3x3) = (0, 0, 0).

Žinome, kad du vektoriai lygūs, jei lygios šiu
‘

vektoriu
‘

atitinkamos koordinatės. Taigi,
2x1 + 2x3 = 0,

x1 + x2 + x3 = 0,

3x1 + 3x3 = 0.

Gauname homogenine
‘

t.l.sistema
‘
.

Siūlome skaitytojui ǐsspre
‘
sti šia

‘
sistema

‘
ir i

‘
sitikinti, kad ši sistema turi begalo daug sprendiniu

‘
.

Taigi, tarp rinkiniu
‘
yra ir nenuliniu

‘
. Vadinasi, duotasis vektoriu

‘
rinkinys tiesǐskai priklausomas.

Vektoriu
‘
rinkinys bus tiesǐskai nepriklausomas, jeigu nagrinėjama t.l.sistema bus pertvarkoma

i
‘

trikampe
‘
. Taigi šiuo atveju ji turės vieninteli

‘
sprendini

‘
, kuris bus nulinis.

Aptarsime sa
‘
lygas, kurios lemia ar nagrinėjamas vektoriu

‘
rinkinys tiesǐskai priklausomas ar

ne.

1 Teorema Jei vektoriu
‘

rinkinyje, tarkime {α1, . . . αm} , yra nulinis vektorius, tai šis
rinkinys tiesǐskai priklausomas.

	
Tarkime, kad α1 = O. Imkime toki

‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
: l1 = 1, li = 0, i = 2, . . . , n.

Tuomet

1 · α1 +
m∑
i=2

0 · αi ≡ O.

Taigi, šis vektoriu
‘

rinkinys tiesǐskai priklausomas, nes egzistuoja nenulinis rinkinys su kuriuo
teisinga vektorinė lygybė (1).
⊕ 2 Teorema Jei vektoriu

‘
rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai nepriklausomas, tai ir bet
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kuri šio rinkinio dalis {αk1 , . . . , αkj} yra tiesǐskai nepriklausoma.

	
Tarkime priešingai, t.y., kad rinkinys {αk1 , . . . , αkj} ⊂ {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklau-

somas. Pažymėkime Ij = {k1, . . . , kj}, čia Ij ⊂ {1, . . . ,m}. Aibe
‘
Ij sudaro visi nagrinėjamo

rinkinio indeksai. Kadangi rinkinys {αk1 , . . . , αkj} yra tiesǐskai priklausomas, tai ǐsplaukia, kad∑
k∈Ij

lkαk = O

ir ∃j0 ∈ Ij toks, kad lj0 6= 0. Sudarykime viso rinkinio tiesini
‘

darini
‘

tokiu būdu:∑
k∈Ij

lkαk +
∑
k 6∈Ij

lkαk = O,

čia lk = 0, k /∈ Ij. Taigi, nurodėme nenulini
‘

rinkini
‘

su kuriuo tiesinis darinys lygus nuliui. Vad-
inasi ir pradinis vektoriu

‘
rinkinys yra tiesǐskai priklausomas. Parodėme, kad q ⇒ p teisingas.

Kadangi šis teiginys ir teiginys p⇒ q yra logǐskai ekvivalentūs, tai ǐs i
‘
rodyto teiginio ǐsplaukia

teoremos teisingumas.
⊕
3 Teorema Vektoriu

‘
rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas tada ir tik tada, kai

bent vienas rinkinio vektorius yra likusiu
‘

rinkinio vektoriu
‘

tiesinis darinys.
	 Tarkime, kad

m∑
i=1

ljαj = O

ir ∃i0 ∈ {1, . . . ,m}, li0 6= 0. Tuomet naudodamiesi vektoriu
‘

veiksmu
‘

taisyklėmis gauname:

αi0li0 = −
m∑

i=1,
i6=i0

liαi.

Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad

αi0 =
m∑
i=1

−
( li
li0

)
αi.

Paskutinioji lygybė reǐskia, kad vienas rinkinio vektorius yra kitu
‘

tiesinis darinys.
I
‘
rodysime atvirkštini

‘
teigini

‘
.

Tegu vienas vektorius yra likusiu
‘

rinkinio vektoriu
‘

tiesinis darinys, t.y.

αi0 =
m∑

i=1,
i6=i0

liαi.

Perraše
‘

pastara
‘
ja
‘

lygybe
‘

1 · αi0 −
m∑

i=1,
i 6=i0

liαi = O

matome, kad rinkinio {α1, . . . , αm} tiesinis darinys yra nulinis vektorius nors ne visi darinio
koeficientai lygūs nuliui. Taigi rinkinys {α1, . . . , αm} tiesǐskai priklausomas.
⊕
4 Teorema Jeigu prie vektoriu

‘
rinkinio {α1, . . . , αm} prijungsime vektoriu

‘

α =
m∑
i=1

ciαi,
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tai vektoriu
‘

rinkinys {α, α1, . . . , αm}, bus tiesǐskai priklausomas.

	
Imkime konstantu

‘
rinkini

‘
l = 1, li = −ci, (i = 1, . . . ,m). Tuomet užraše

‘
vektoriu

‘
{α1, . . . , αm}

tiesini
‘

darini
‘

su šiomis konstantomis, gauname

1 · α +
m∑
i=1

liαi = 1 ·
m∑
i=1

ciαi +
m∑
i=1

(−ci)αi = O.

Akivaizdu, kad šis konstantu
‘

rinkinys nėra nulinis. Taigi, nagrinėjamasis vektoriu
‘

rinkinys
tiesǐskai priklausomas.
⊕
Tarkime, kad duoti trys vektoriai α = (1, 2, 3), β = (0, 1, 1), γ = α + β = (1, 3, 4). Tada

rinkinys α, β, γ yra tiesǐskai priklausomas, kadangi

1 · α + 1 · β + (−1) · γ = O.

Patikrinkite tai skaičiuodami!

5 Teorema Jeigu, bet kuris rinkinio {α1, . . . , αm} vektorius yra rinkinio {β1, . . . , βk}
vektoriu

‘
tiesinis darinys, beje k < m, tuomet rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklauso-

mas.
	
Laikykime, kad αi 6= O, (i = 1, . . . ,m). Priešingu atveju ǐsplaukia teoremos i

‘
rodymas.

Prie vektoriu
‘
β1, . . . , βk prijunkime vektoriu

‘
α1. Žinome, kad jeigu rinkinyje yra bent vienas

vektorius kitu
‘
vektoriu

‘
tiesinis darinys tai tai šis rinkinys tiesǐskai priklausomas (žr. 3 Teorema).

Vadinasi
1 · α1 +

∑
i=1

ciβi = O

ir bent vienas ǐs ci 6= 0, (i = 1, 2, . . .m) (priešingu atveju α1 = O ir teorema būtu
‘

i
‘
rodyta).

Tegu c1 6= 0. Tuomet turime:

β1 = −
( 1

c1

)
α1 −

k∑
i=2

( ci
c1

)
βi.

Taigi, vektorius β1 yra vektoriu
‘
α1, β2, . . . , βk tiesinis darinys. Tuo pačiu ir vektoriai α2, . . . , αm

yra vektoriu
‘
α1, β2, . . . , βk tiesiniai dariniai.

Prijunkime prie vektoriu
‘

rinkinio α1, β2, . . . , βk vektoriu
‘
α2. Remdamiesi 3 Teorema gau-

name, kad šis rinkinys tiesǐskai priklausomas. Tuomet

α2 + l1α1 +
k∑

i=2

ciβi = O.

Pastebėsime, kad ne visi koeficientai ci = 0, (i = 2, . . . , k) nes priešingu atveju gautume, kad
vektoriai α1, α2 yra tiesǐskai priklausomi ir teorema būtu

‘
i
‘
rodyta. Taigi, tarp konstantu

‘
ci

egzistuoja nenulinė. Tarkime, kad tai c2 6= 0. Tada

β2 = − 1

c2
α1 −

l2
c2
α2 −

k∑
i=3

( ci
c2

)
β2.

Iš pastaru
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia, kad ir vektoriai α3, . . . , αm yra vektoriu

‘
α1, α2, β3, . . . , βk tiesiniai

dariniai.
Toliau elgiamės visǐskai analogǐskai: prie vektoriu

‘
α1, α2, β3, . . . , βk prijungiame vektoriu

‘
α3

ir t.t.
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Atlike
‘
r ≥ 2 žingsnius gauname: a) arba vektoriai α1, . . . , αr yra tiesǐskai priklausomi, taigi

ir rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas ir teoremos i
‘
rodymas būtu

‘
baigtas arba b)

vektoriai α1, . . . , αr tiesǐskai nepriklausomi ir vektoriai αr+1, . . . , αm yra vektoriu
‘

α1, . . . αr, βr+1, . . . , βk

tiesiniai dariniai. Jei r = k, tai vektoriai αk+1, . . . , αm yra vektoriu
‘
α1, . . . , αk tiesiniai dariniai.

Tuomet, remdamiesi 3 Teorema gauname, kad rinkinys α1, . . . , αk+1 (tuo pačiu metu ir rinkinys
{α1, . . . , αm} ) yra priklausomi.
⊕

2.3 Erdvės Rn bazė

Sakykime, kad {α1, . . . , αm} ∈ Rn. Be to, tegu li (i = 1, . . . ,m) bet koks realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘

rinkinys. Sudarykime vektoriu
‘

α =
m∑
i=1

liαi. (2)

Kyla klausimas, ar egzistuoja erdvėjeRn vektoriu
‘
rinkinys {α1, . . . , αm}, kad tinkamai parinke

‘

skaičius li, (i = 1, . . . ,m) tiesinio darinio (2) vektoriais galėtume ǐsreikšti bet koki
‘

erdvės
vektoriu

‘
α.?

Visu
‘

pirma parodysime, kad apskritai egzistuoja vektoriu
‘

rinkinys, erdvėje Rn toks, kad
tinkamai parinke

‘
tiesinio darinio koeficientus, minėtu

‘
ju

‘
vektoriu

‘
pagalba galima ǐsreikšti, bet

koki
‘

erdvės vektoriu
‘
. Tarkime duotas n− mačiu

‘
vektoriu

‘
rinkinys:

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . 0), . . . en = (0, 0, . . . , 0, 1). (3)

Nesunku matyti, kad šis rinkinys tiesǐskai nepriklausomas. I
‘
rodykite!

Tarkime, kad e1, e2 ∈ R2, t.y. e1 = (1, 0) ir e2 = (0, 1). Imkime šios erdvės vektoriu
‘

α = (2,−11). Nesunku suprasti, kad

(2,−11) = 2(1, 0) + (−11)(0, 1).

Rašant trumpai, α = 2e1 − 11e2.
Imkime bet koki

‘
n−mati

‘
vektoriu

‘
α = (x1, x2, . . . , xn). Aǐsku, kad

α = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

Matome, kad koks bebūtu
‘
vektorius α ∈ Rn visuomet galime ši

‘
vektoriu

‘
užrašyti (3) vektoriu

‘

tiesiniu dariniu. Kokiomis savybėmis turi pasižymėti erdvės vektoriu
‘

rinkinys, kad šio rinkinio
vektoriu

‘
tiesiniais dariniais galėtume užrašyti visus erdvės vektorius?

Apibrėžimas Tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
rinkini

‘
{α1, . . . , αm}, vadinsime erdvės Rn

baze, jeigu bet koks šios erdvės vektorius α yra vektoriu
‘
{α1, . . . , αm} tiesinis darinys, t.y.

α =
m∑
i=1

liαi.

6 Teorema Kiekviena
‘

erdvės Rn baze
‘

sudaro lygiai n vektoriu
‘
.

	
Sakykime, kad {α1, . . . , αm} yra bazė. Kadangi kiekvienas vektorius αi (i = 1, . . . ,m) yra

vektoriu
‘
e1, . . . , en tiesinis darinys (tai jau esame parode

‘
), visu

‘
pirma laikydami, kad m > n ir

remdamiesi 5 Teorema gauname, kad rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas. Bet tai
prieštarauja teoremos prielaidai, kadangi {α1, . . . , αm} yra bazė. Vadinasi m ≤ n. Tarkime, kad
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m < n. Kadangi {α1, . . . , αm} yra bazė, tai bet kuris vektorius ej, (j = 1, . . . , n) yra vektoriu
‘

αi, (i = 1, . . . ,m) tiesinis darinys. Remdamiesi 5 Teorema gauname, kad rinkinys ej, (j =
1, . . . , n) yra tiesǐskai priklausomas. Bet jau žinome, kad šis rinkinys tiesǐskai nepriklausomas.
Tad prielaida, jog m < n neteisinga ir telieka atvejis m = n.
⊕
Teisinga tokia
7 Teorema Bet koks n tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
rinkinys yra erdvės Rn bazė.

	
Tarkime, kad rinkinys {α1, . . . , αn} tiesǐskai nepriklausomas. Tuomet koks bebūtu

‘
vektorius

α ∈ Rn, rinkinys α, α1, . . . , αn yra tiesǐskai priklausomas. Kodėl? Bet tuomet teisingas sa
‘
ryšis

lα +
n∑

j=1

cjαj = O,

čia l 6= 0. (Jei būtu
‘
l = 0 tai rinkinys {α1, . . . , αn} būtu

‘
tiesǐskai priklausomas, nes nenulinis

koeficientas turėtu
‘

būti tarp ci, i = 1, . . . , n.) Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad

α =
n∑

j=1

−
(ci
l

)
αj.

Kadangi vektorius buvo parinktas laisvai, tai ǐsplaukia, kad {α1, . . . , αn} yra bazė.
⊕
Sakykime, kad {α1, . . . , αn} yra erdvės Rn bazė. Tuomet, bet kokiam erdvės elementui α

egzistuoja realiu
‘

skaičiu
‘

rinkinys lj, (j = 1, . . . , n), toks, kad

α =
n∑

j=1

ljαj.

Skaičius lj, (j = 1, . . . , n) vadinsime vektoriaus α koordinatėmis bazėje {α1, . . . , αn}.
Skirtingose bazėse vektorius turi skirtingas koordinates, tačiau fiksuotoje bazėje vektoriaus

koordinatės nusakomos vieninteliu būdu. I
‘
rodysime tai.

8 Teorema Vektoriaus koordinatės duotoje bazėje nusakomos vieninteliu būdu.

	
Tarkime priešingai, t.y vektoriu

‘
α bazėje {α1, . . . , αn} galime ǐsreikšti bent jau dvejopai:

α =
n∑

j=1

ljαj ir α =
n∑

j=1

cjαj.

Paskutinia
‘
sias lygybes atėme

‘
viena

‘
ǐs kitos panariui, gausime

α =
n∑

j=1

(
lj − cj

)
αj = O.

Iš pastarosios lygybės ǐsplaukia, kad lj−cj = 0, arba lj = cj, (j = 1, . . . , n) (priešingu atveju
rinkinys {α1, . . . , αn} nebūtu

‘
bazė).

⊕
I
‘
sitikine

‘
, kad vektoriu

‘
rinkinys

α = (1, 2, 3), β = (1, 1, 0), γ = (0, 1, 2)

yra bazė, raskime vektoriaus δ = (1, 4, 8) koordinates šioje bazėje.
Naudojant Gauso metoda

‘
, galime ǐs karto spre

‘
sti du uždavinius
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1) nustatyti ar vektoriu
‘

rinkinys yra nepriklausomas;
2) rasti vektoriaus koordinates šioje bazėje.
Norint atlikti šia

‘
užduoti

‘
mums teks ǐsspre

‘
sti tokia

‘
lygti

‘

γ = x1α + x2β + x3γ.

Perrašykime šia
‘

lygti
‘

naudodami vektoriu
‘

veksmus. I
‘
raše

‘
konkrečius vektorius gauname,

kad

(1, 4, 8) = x1(1, 2, 3) + x2(1, 1, 0) + x3(0, 1, 2)

Taikydami vektoriu
‘

veiksmu
‘

savybes gauname lygybe
‘
:

(1, 4, 8) = (x1, 2x1, 3x1) + (x2, x2, 0) + (0, x3, 2x3)

arba sistema
‘ 

x1 + x2 = 1,

2x1 + x2 + x3 = 4,

3x1 + 2x3 = 8.

Naudodami matricas sistema
‘

perrašome tokiu būdu:1 1 0 |1
2 1 1 |4
3 0 2 |8

 .

Pastebėsime, kad vektoriu
‘

koordinates i
‘

matrica
‘

perrašome stulpeliais.
Ši sistema turės vieninteli

‘
sprendini

‘
(tuo pačiu rinkinys bus bazė), jeigu gausime trikampe

‘

t.l.s. Išspre
‘
skime sistema

‘
.

Atlike
‘
matricos eilučiu

‘
veiksmus −2L1+L2 ir −3L1+L3 gauname tokia

‘
t.l.sistemos matrica

‘
:1 1 0 |1

0 −1 1 |2
0 −3 2 |5

 .

Sudėje
‘
−3L2 + L3 turėsime 1 1 0 |1

0 −1 1 |2
0 0 −1 | − 1

 .

Paskutiniosios trikampės sistemos sprendinys yra toks:
x1 = 2, x2 = −1, x3 = 1.
Kadangi sprendinys vienintelis, tai vektoriu

‘
δ nurodytais vektoriais ǐsreǐskiame vieninteliu

būdu. Dar daugiau, vektoriu
‘
rinkinys α, β, γ yra bazė (patikrinkite), o vektoriaus δ koordinatės

šioje bazėje yra (2,−1, 1).

Apibrėžimas Vektorinės erdvės dimensija vadinsime šios erdvės bazės vektoriu
‘

skaičiu
‘
.

Apibrėžimas Tarkime, kad V ⊂ Rn. Aibe
‘
V vadinsime erdvės Rn poerdviu, jeigu

1. O ∈ V ;
2. jei k ∈ R ir α ∈ V, tai vektorius kα ∈ V ;
3. α, β ∈ V, tai ir α + β ∈ V .
Poerdvio dimensija vadinsime didžiausia

‘
, nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičiu

‘
, šiame poerdvyje.

Beje, šis vektoriu
‘

rinkinys bus vadinamas poerdvio baze.
Sudarykime koki

‘
nors trimatės erdvės poerdvi

‘
ir nustatykime jo dimesija

‘
ir baze

‘
. Tarkime

duotas vektoriu
‘

rinkinys
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α1 = (2, 1, 3), β = (0, 1, 0), γ = (2, 2, 3).

Tada aibė
V =

{
θ; θ = l1α + l2β + l3γ, l1, l2, l3 ∈ R

}
,

kuria
‘

sudaro vektoriai, gaunami sudarant visus galimus tiesinius vektoriu
‘
α, β, γ darinius, yra

erdvės R3 poerdvis. I
‘
sitikinkite patys!

Šio poerdvio dimensija priklauso nuo vektoriu
‘
α, β, γ parinkimo. Tokiu būdu sudaryti po-

erdviai gali turėti dimensija
‘

lygia
‘

0 arba 1, arba 2, arba 3.

2.4 Vektoriu
‘

rinkinio rangas

Remdamiesi 3 Teorema gauname, kad vektoriu
‘

rinkinys yra tiesǐskai priklausomas tada ir
tik tada, kai bent vienas rinkinio vektorius yra kitu

‘
vektoriu

‘
tiesinis darinys. Šiame skyrelyje

aptarsime metoda
‘
, kuri

‘
taikant bus galima nustatyti nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičiu

‘
rinkinyje.

Apibrėžimas Skaičius r vadinamas vektoriu
‘

rinkinio {α1, . . . , αm} rangu, jeigu šiame
rinkinyje galime nurodyti r tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
{αi1 , . . . , αir} ⊂ {α1, . . . , αm}

tokiu
‘
, kad bet kuris vektoriu

‘
rinkinys ǐs r + 1 vektoriaus {αi1 , . . . , αir+1} ⊂ {α1, . . . , αm} yra

tiesǐskai priklausomas.
Kitaip tariant, rinkinio rangas yra maksimalus, tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičius,

duotame rinkinyje. Pastebėsime, kad rinkinio {α1, . . . , αm} rangas r ≤ min{m,n}, αi ∈
Rn, i = 1, . . . n.

Apibrėžimas Du tos pat erdvės vektoriu
‘

rinkiniai {α1, . . . , αm} ir {β1, . . . , βk} vadinami
ekvivalenčiais, jeigu bet kuri

‘
pirmojo rinkinio vektoriu

‘
galima ǐsreikšti antrojo rinkinio vektoriu

‘

tiesiniu dariniu ir atvirkščiai.

9 Teorema Jeigu vektoriu
‘

rinkinio {α1, . . . , αm} rangas r, tai šiame rinkinyje yra lygiai
r tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
, kuriu

‘
tiesiniais dariniais galime ǐsreikšti bet kuri

‘
rinkinio

{α1, . . . , αm} vektoriu
‘
.

	
Naudodamiesi rango apibrėžimu turime, kad egzistuoja r tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘

rinkinys, tarkime {αi1 , . . . , αir}. Papildykime ši
‘
rinkini

‘
, bet kuriuo rinkinio {α1, . . . , αm} vekto-

riumi, tarkime αi, (i = 1, . . . ,m) . Tada naujasis vektoriu
‘

rinkinys bus tiesǐskai priklausomas.
(Kodėl?). Taigi,

αi =
r∑

l=1

clαil ,

ir ∃ci 6= 0, (i = 1, . . . r). Tuo ir baigiame i
‘
rodyma

‘
.

⊕
10 Teorema Ekvivalenčiu

‘
vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangai yra lygūs.

	
Sakykime, kad r yra vektoriu

‘
rinkinio {α1, . . . , αm} rangas, o vektoriai {α1, . . . , αr} tiesǐskai

nepriklausomi. Remdamiesi paskutinia
‘
ja teorema gauname, kad

αi =
r∑

j=1

cijαj, (i = 1, . . . ,m).

Tegu p yra vektoriu
‘

rinkinio {β1, . . . βk} rangas, o šio rinkinio vektoriai {β1, . . . , βp} tiesǐskai
nepriklausomi.

Remdamiesi tuo, kad vektoriu
‘

rinkiniai ekvivalentūs galime užrašyti:

βj =
m∑
i=1

bjiαi, (j = 1, . . . , k).
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Iš paskutiniosios lygybės, pasinaudoje
‘

(3.10) gauname

βj =
m∑
i=1

bji

r∑
s=1

cisαs =
r∑

s=1

( m∑
i=1

bjicis
)
αs, (j = 1, . . . , k).

Bet tuomet, vektoriai {β1, . . . , βp} yra vektoriu
‘
{α1, . . . , αm} tiesiniai dariniai. Padare

‘
prielaida

‘
,

kad r < p, bei remdamiesi 5. Teorema gauname, kad vektoriai β1, . . . , βp yra tiesǐskai priklau-
somi. Tai prieštarauja prielaida, kad pasirinkti vektoriai nepriklausomi. Taigi, p ≤ r. Bet,
antra vertus,

βj =

p∑
i=1

djiβi, j = (1, . . . , k)

ir

αl =
k∑

i=1

tliβi, (l = 1, . . . ,m)

arba

αi =

p∑
j=1

( k∑
s=1

distsj
)
βj, (i = 1, . . . ,m).

Taigi, vektoriai α1, . . . , αr yra vektoriu
‘
β1, . . . , βp tiesiniai dariniai. Jeigu p < r, tai ǐs 5 Teo-

remos ǐsplaukia prieštaravimas. Taigi belieka vienintelis galimas atvejis p = r. Analogǐskus
samprotavimus naudodami rinkiniui {β1, . . . , βk} gauname teoremos i

‘
rodyma

‘
.

⊕

2.5 Vektoriu
‘

rinkinio elementarieji pertvarkiai

Vektoriu
‘

rinkinio elementariaisiais pertvarkiais vadiname:
1) vektoriu

‘
keitima

‘
vietomis rinkinyje;

2) vektoriaus dauginima
‘

ǐs nelygaus nuliui skaičiaus;
3) dvieju

‘
rinkinio vektoriu

‘
sudėti

‘
.

11 Teorema Elementariaisiais pertvarkiais vektoriu
‘

rinkini
‘

pertvarkome i
‘

jam ekvivalentu
‘

rinkini
‘
.

	

Šio teiginio i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

Išvada. Vektoriu
‘

elementarieji pertvarkiai nekeičia rinkinio rango, nors atliekant vektoriu
‘

veiksmus pradinis rinkinys plečiasi.
Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs paskutiniu

‘
ju

‘
dvieju

‘
teoremu

‘
.

Iš paskutiniosios ǐsvados ǐsplaukia, kad ekvivalenčiuose rinkiniuose yra vienodas tiesǐskai
nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičius.

Iki šiol mes kalbėjome apie erdvėsRn elementus, kuriuos vadinome vektoriais. Beje, kadangi
realieji skaičiai sudarantys šiuos rinkinius surašyti eilute, tai dažnai jie vadinami vektoriais
eilutėmis.

Apibrėžimas Sutvarkyta
‘

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
a1
a2
. . .
ak


vadinsime k− mačiu vektoriumi stulpeliu. Skaičiai ai, (i = 1, . . . , k) yra vadinami vektoriaus
stulpelio koordinatėmis.
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Norėdami atskirti vektorius stulpelius nuo kitu
‘
vektoriu

‘
juos žymėsime α∗.Vektoriu

‘
stulpeliu

‘

veiksmai yra analogǐski vektoriu
‘
eilučiu

‘
veiksmams. Sakysime, kad du vektoriai stulpeliai lygūs,

jeigu ju
‘

atitinkamos koordinatės sutampa. Tegu

α∗ =


a1
a2
. . .
ak

 , β∗ =


b1
b2
. . .
bk

 .

Tada šiu
‘

vektoriu
‘

suma vadinsime vektoriu
‘

γ∗ =


a1 + b1
a2 + b2
. . .

ak + bk

 .

Vektoriaus α∗ ir skaičiaus l ∈ R sandauga vadinsime vektoriu
‘

lα∗ =


la1
la2
. . .
lak

 .

Apibrėžimas Operacija
‘
, kuri k− mati

‘
vektoriu

‘
stulpeli

‘
keičia k− mačiu vektoriu eilute

arba atvirkščiai, vadinsime vektoriu
‘

trasponavimu, būtent

α∗T =

 a1
. . .
am

T

= {α1, . . . , αm} = α

ir atvirkščiai,

αT = {α1, . . . , αm}T =

 a1
. . .
αk

 = α∗.

Transponavimo operacija turi tokias savybes:

1)
(
α + β

)T
= αT + βT ;

2)
(
lα
)T

= lαT .

Šios savybės ǐsplauka ǐs tokiu
‘

sa
‘
ryšiu

‘
:

(
α + β

)T
=
(
a1 + b1, . . . , am + bm

)T
=

 a1 + b1
. . .

am + bm

 =

 a1
. . .
am

+

 b1
. . .
am

 ,

ir (
α
)T

=
(
la1, . . . , am

)T
=

 la1
. . .
lam

 = l

 a1
. . .
am

 = lαT .

Jeigu transponuotume visus erdvės Rm elementus, tai gautume transponuotu
‘

vektoriu
‘

aibe
‘
, kurios elementai turi analogǐskas savybes kaip ir erdvės Rm vektoriai. Tad natūralu
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transponuotu
‘
vektoriu

‘
aibe

‘
vadinti trasponuotu

‘
vektoriu

‘
erdve ir žymėti RmT . Beje, pastebėsi-

me, kad visi teiginiai, kurie buvo i
‘
rodyti vektoriams eilutėms, teisingi ir transponuotu

‘
vektoriu

‘

erdvėje.

2.6 Vektoriu
‘

ir tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

ryšys

Pažymėkime

βj =


a1j
a2j
. . .
amj

 , (j = 1, . . . , n), β =


b1
b2
. . .
bm

 .

Sudarykime vektorine
‘

lygti
‘ n∑

j=1

xjβj = β. (3)

Iš pastarosios vektorinės lygties (prisiminkite vektoriu
‘

lygybės savybe
‘
) gauname tiesiniu

‘

lygčiu
‘

sistema
‘ n∑

j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m). (4)

Vektorius β yra vadinamas laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliu, o vektoriai βj, (j = 1, . . . , n), vadinami

lygčiu
‘

sistemos vektoriais stulpeliais.
Matome, kad tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
galime užrašyti naudodamiesi vektorine lygtimi. Kyla

klausimas- kaip yra susije
‘

vektoriu
‘

savybės ir tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

suderinamumo problema?
Pasirodo, kad teisinga tokia
12 Teorema (4) tiesiniu

‘
l.s. yra suderinta tada ir tik tada kai vektorius β yra tiesinis,

vektoriu
‘
βj, (j = 1, . . . , n), darinys.

	
Sakykime, kad

β =
n∑

j=1

ljβj, kur lj ∈ R, (j = 1, . . . , n).

Nesunku suprasti, kad pastaroji lygybiu
‘

sistema reǐskia (4) lygčiu
‘

sistema
‘
, kuomet nežinomu

‘
-

ju
‘

vietoje i
‘
rašytas realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys l1, . . . , ln. Taigi, paskutinysis rinkinys yra lygčiu

‘

sistemos (4) sprendinys.
Atvirkščiai. Tarkime, kad (4) sistema turi sprendini

‘
t1, . . . , tn. Tuomet

n∑
j=1

aijtj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Bet paskutinioji lygybė reǐskia, kad vektorius β yra vektoriu
‘
β1, . . . , βn tiesinis darinys, kadangi

n∑
j=1

tjβj = β.

⊕
Pademonstruosime šia

‘
teorema

‘
konkrečiu pavyzdžiu. Tarkime, kad duota t.l.sistema
x1 + 2x2 + 3x3 = 4,

−3x2 + x2 + 2x3 = −1,

2x1 + 3x2 − x3 = 1.
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Šia
‘

sistema
‘

perrašykime vektorine forma

x1

 1
−3
2

+ x2

2
1
3

+ x3

 3
2
−1

 =

 4
−1
1

 .

Pastebėsime, kad rinkinys (1, 0, 2) yra t.l. sistemos sprendinys. Be tuo pat metu teisinga
vektorinė lygybė (patikrinkite)

1

 1
−3
2

+ 0

2
1
3

+ 2

 3
2
−1

 =

 4
−1
1

 .

13 Teorema Tiesiniu
‘
, homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistema turi nenulini

‘
sprendini

‘
tada ir tik tada,

kai jos koeficientu
‘

vektoriai stulpeliai yra tiesǐskai priklausomi.
	
Tarkime ǐs pradžiu

‘
, kad stulpeliai tiesǐskai priklausomi, t.y.

n∑
j=1

ljβj = O, (l1, . . . , ln) 6= O.

Bet tuomet rinkinys (l1, . . . , ln) yra sistemos

n∑
j=1

aijxj = 0, (i = 1, . . . ,m)

nenulinis sprendinys.
Atvirkščiai, tarkime, kad sistema turi nenulini

‘
sprendini

‘
(l1, . . . , ln) t.y., bent viena spren-

dinio komponentė li 6= 0, (i = 1, . . . ,m). Tuomet teisingos lygybės

n∑
j=1

aijlj = 0, (i = 1, . . . ,m).

Iš pastarojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad vektoriai stulpeliai β1, . . . , βn yra tiesǐskai priklausomi.

⊕

14 Teorema n− mačiu
‘

vektoriu
‘

eilučiu
‘

α1 = (a11, a12, . . . , a1n), α2 = (0, a22, . . . , a2n) . . . ,
αr = (0, . . . , 0, arr, . . . , arn), aii 6= 0, rangas yra lygus r.
Analogǐskai, m−mačiu

‘
vektoriu

‘
stulpeliu

‘

β1 =


a11
a12
. . .
am1

 , β2 =


0
a22
. . .
am2

 , . . . βr =


0
0
. . .
arr
. . .
amr


aii 6= 0, (i = 1, . . . , r) rangas yra lygus r.
	
Norint i

‘
rodyti teorema

‘
mums pakanka parodyti, kad nagrinėjami vektoriai eilutės, arba

stulpeliai, yra tiesǐskai nepriklausomi. O tai reikš, kad r vektoriu
‘
rinkinyje maksimalus tiesǐskai

nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

skaičius yra r.
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Tarkime, kad tiesinis vektoriu
‘

darinys yra nulinis vektorius, t.y.

r∑
i=1

xiαi = O.

Šia
‘

lygybe
‘

galime perrašyti ir taip:(
x1a11, x1a12 + x2a22, x1a13 + x2a23 + x3a33, . . . , x1a1n + · · ·+ xrarn

)
=

r︷ ︸︸ ︷
(0, . . . , 0).

Naudodamiesi vektoriu
‘

lygybe gauname

x1a11 = 0,

x1a12 + x2a22 = 0,

x1a13 + x2a23 + x3a33 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x1a1n + · · ·+ xrarn = 0.

Iš paskutiniosios lygčiu
‘
sistemos ǐsplaukia, kad x1 = . . . = xr = 0. Taigi, nagrinėjamas vektoriu

‘

rinkinys tiesǐskai nepriklausomas ir jo rangas lygus vektoriu
‘

skaičiui, arba tiesiog lygus r.
⊕

Tarkime, kad duota tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Suraše
‘

šios sistemos koeficientus tokiu būdu

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

gausime stačiakampe
‘

skaičiu
‘

lentele
‘
, kuria

‘
vadinsime tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemos koeficientu

‘
ma-

trica. Beje, atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
, kad šios matricos eilutes arba stulpelius galime

interpretuoti kaip vektorius eilutes arba stulpelius, atitinkamai.
Apibrėžimas Matricos eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
) rangu vadinsime šios matricos eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
)

pagalba sudarytu
‘

vektoriu
‘

eilučiu
‘

(stulpeliu
‘
) ranga

‘
.

Remdamiesi 13 Teorema gauname, kad matricos
a11 a12 . . . . . . . . . a1n
0 a22 a23 . . . . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 arr . . . arn

 , aii 6= 0 i = 1, . . . , r

rangas lygus r.

Apibrėžimas Matricos elementariaisias pertvarkiais vadinsime jos eilučiu
‘

arba stulpeliu
‘

elementariuosius pertvarkius.

15 Teorema Bet kokia
‘
, nenuline

‘
matrica

‘
, elementariaisiais pertvarkiais galime pertvarkyti

i
‘

matrica
‘
:
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
1 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . . 0

 ,

kurios pirmose r eilutėse ir r stulpeliuose yra lygiai r vienetu
‘

(kiekvienoje po viena
‘
), r ≤

min (m,n).
	
Tarkime, kad duota matrica 

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Laikykime, kad a11 6= 0. Priešingu atveju sukeite
‘

eilutes vietomis galime pasiekti, kad pir-
moje eilutėje, pirmasis koeficientas būtu

‘
nelygus nuliui. Jeigu visi ai1 = 0, (i = 1, . . . ,m)

tai keisdami eilutes ir stulpelius vietomis galime pasiekti, kad pradinė prielaida būtu
‘

ǐspildyta.
Prisiminkime, kad elementarieji pertvarkiai nekeičia vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangu

‘
! Elgsimės panašiai

kaip ir spre
‘
sdami tiesines lygčiu

‘
sistemas Gauso metodu.

Pridėkime prie i−osios eilutės pirma
‘
ja
‘
eilute

‘
padauginta

‘
ǐs skaičiaus −ai1/a11, i = 2, . . . ,m.

Gausime matrica
‘ 

a11 a12 . . . a1n
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . . .

0 a
(1)
m2 . . . a

(1)
mn.


Tegu a

(1)
22 6= 0 (priešingu atveju elgsimės kaip ir pirma

‘
jame žingsnyje). Prie paskutiniosios

matricos i−osios eilutės i = 3, . . . ,m pridedame antra
‘
ja
‘
eilute

‘
padauginta

‘
ǐs daugiklio−a(1)i1 /a

(1)
22

ir gauname, 
a11 a12 a13 . . . a1n
0 a

(1)
22 . . . . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 a
(2)
m3 . . . a

(2)
mn

 .

Elgdamiesi analogǐskai, atlike
‘
r − 1 žingsni

‘
gauname tokia

‘
matrica

‘
:

a11 a12 a13 . . . a1n
0 a

(1)
22 a

(1)
23 . . . . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 a
(r−1)
rr . . . a

(r−1)
rn

0 . . . 0 . . . 0


.

Tuo atveju, kai r = m, nuliniu
‘

eilučiu
‘

matricoje nebus. Toliau, visǐskai analogǐskai pertvarky-
dami paskutiniosio matricos stulpelius gausime
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
b11 0 . . . 0 . . . 0
0 b22 0 . . . . . . 0
0 0 b33 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . brr 0 . . . 0
0 . . . . . . 0 . . . 0

 .

Teoremos i
‘
rodyma

‘
gausime, jeigu i−a

‘
ja
‘

eilute
‘

(stulpeli
‘
) padauginsime ǐs 1/bii

⊕
Iš paskutiniosios teoremos ǐsplaukia, kad matricos stulpeliu

‘
bei eilučiu

‘
rangai sutampa.

Todėl natūralu matricos eilučiu
‘
arba stulpeliu

‘
rango neskirti, ir šiuos abu rangus vadinti tiesiog

matricos rangu.

Šis algoritmas sudaro prielaidas ne tik nustatyti rinkinio ranga
‘
, bet ir nustatyti, kurie vek-

toriai yra nepriklausomi.
Tarkime, kad duotas toks vektoriu

‘
rinkinys:

α1 = (2, 1, 1, 0), α2 = (−1, 1, 1,−1), α3 = (1, 2, 2,−1), α4 = (0, 3, 3,−2).

Raskime šio vektoriu
‘

rinkinio ranga
‘
, bei nustatykime, kurie vektoriai yra nepriklausomi.

Surašykime šiuos vektorius eilutėmis i
‘

matrica
‘
. Gauname

2 1 1 0 (v1)
−1 1 1 −1 (v2)
1 2 2 −1 (v3)
0 3 3 −2 (v4)

 .

Pasirinke
‘

trečia
‘

eilute
‘

generaline, ir atlike
‘

veiksmus v3 + v2, −2v3 + v1 bei sukeite
‘

trečia
‘

eilute
‘

su pirma
‘
ja gauname matrica

‘ 
1 2 2 −1 (v3)
0 3 3 −2 (v2)
0 0 0 0 (v1)
0 0 0 0 (v4)

 .

Gavome matrica
‘
, kuri turi trapecine

‘
forma

‘
, kurioje dvi nenulinės eilutės. Taigi vektoriu

‘
rink-

inio rangas (maksimalus nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

skaičius rinkinyje) yra lygus 2. Dar daugiau,
nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pora

‘
sudaro v1 ir v3 vektoriai. Atkreipsime skaitytojo dėmesi

‘
, kad

nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

pora galėjo būti ir kita, jei būtume kita seka atlike
‘

veiksmus.
Iš paskutiniosios teoremos ǐsplaukia, kad matricos stulpeliu

‘
bei eilučiu

‘
rangai sutampa.

Todėl natūralu matricos eilučiu
‘
arba stulpeliu

‘
rango neskirti, ir šiuos abu rangus vadinti tiesiog

matricos rangu.

2.7 Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

suderinamumo sa
‘
lygos

Tarkime, kad duota tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Tegu kaip ir aukščiau

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,
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B =


a11 a12 . . . a1n |b1
a21 a22 . . . a2n |b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn |bn

 .

Tada teisinga tokia teorema:
16 Teorema(Kronekerio - Kapelio) Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema yra suderinta tada ir tik tada,

kai rangA = rangB.

	
Visu

‘
pirma tarkime, kad t.l.s. yra suderinta. Tuomet egzistuoja realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys

(l1, . . . , ln) su kuriuo teisinga lygybė:

β =
n∑

j=1

ljβj,

kur β yra lygčiu
‘

sistemos laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpelis, o βj, (j = 1, . . . , n) yra t.l. sistemos

koeficientu
‘

stulpelis prie nežinojojo xj.
Antra vertus, paskutinioji lygybė reǐskia, kad vektorius β yra vektoriu

‘
β1, . . . , βn tiesi-

nis darinys. Tarkime, kad rangA = r. Tuomet egistuoja šiame vektoriu
‘

rinkinyje r tiesǐskai
nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
, tarkime

βj1 , . . . , βjr .

Vadinasi ∀βj, j /∈ Ir := {j1, . . . , jr} teisingos lygybės

βj =
r∑

k=1

cjjkβjk (j = 1, . . . , n).

Naudodamiesi paskutiniosiomis lygybėmis lygčiu
‘

sistema
‘

perrašome taip:

β =
n∑

j=1,j /∈Ir

lj
( r∑

k=1

cjjkβjk
)

+
r∑

k=1

ljkβjk =
r∑

k=1

n∑
j=1,j /∈Ir

ljcjjkβjk+

r∑
k=1

ljkβjk =
r∑

k=1

( n∑
j=1,j /∈Ir

licjjk + ljk
)
βjk =

r∑
k=1

akβjk ,

čia ak =
n∑

j=1,j /∈Ir
licjjk + ljk . Iš paskutiniu

‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia, kad vektorius β yra vektoriu

‘

βj1 , . . . , βjr tiesinis darinys, bet tuomet vektoriu
‘
β, βj1 , . . . , βjr rinkinys yra tiesǐskai priklauso-

mas ir jo rangas taip pat yra r. Taigi rangA = rangB = r.
I
‘
rodysime atvirkščia

‘
teigini

‘
. Tarkime, kad βj1 , . . . βjr koks nors nepriklausomu

‘
vektoriu

‘

stulpeliu
‘

rinkinys matricoje B. Matricos B rangas lygus r, tai rinkinys β, βj1 , . . . , βjr , yra
tiesǐskai priklausomas. Taigi, egzistuoja nenulinis realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys l, cj1 , . . . , cjr toks,

kad teisinga lygybė:

lβ +
r∑

k=1

cjkβjk = O.

Be to pastebėkime, kad l 6= 0 (kodėl?). Tuomet ǐs pastarosios lygybės ǐsplaukia

β =
n∑

j=1

djβj,
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čia

dj =

{
0, j /∈ Ir,
−cjk/l, j ∈ Ir,

I = {j1, . . . , jr}.

Bet pastaroji lygybė reǐskia, kad t.l.s yra suderinta, dar daugiau, nurodėme ir jos sprendini
‘
.

⊕

17 Teorema Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema apibrėžta, kai rangA =rangB =n ir neapibrėžta, kai
rangA =rangB < n.
	
Aǐsku, kad rangA =rangB =n gali būti tik tuo atveju, kai m ≥ n. Bet tuomet t.l.s. stulpeliai

tiesǐskai nepriklausomi. Šiuo atveju tarkime priešingai, t.y. egzistuoja bent du sprendiniai tokie,
kad

n∑
j=1

cjβj = β ir
n∑

j=1

djβj = β.

Tuomet

n∑
j=1

(
cj − dj

)
βj = O.

Kadangi vektoriu
‘

rinkinys nepriklausomas, tai pastaroji lygybė galima tik su nuliniais koefi-
cientais. Taigi cj = dj, (j = 1, . . . , n). Vadinasi sprendinys vienintelis.

I
‘
rodysime antra

‘
ja
‘
teoremos dali

‘
. Tarkime, kad rangB=rangA< n. Taigi, vektoriu

‘
β1, . . . , βn

rinkinys yra tiesǐskai priklausomas (kodėl?). Tuomet egzistuoja nenulinis realiu
‘
skaičiu

‘
rinkinys

t1, . . . , tn toks, kad
n∑

j=1

tjβj = O.

Kadangi lygčiu
‘

sistemos matricos ir ǐsplėstinės t.l.s. matricos rangai sutampa, tai sistema turi
sprendini

‘
, sakykime l1, . . . , ln. Tuomet teisinga lygybė

n∑
j=1

ljβj = β.

Pastaru
‘
ju

‘
dvieju

‘
lygybiu

‘
dėka gauname, kad

n∑
j=1

(
lj + tj

)
βj = β.

Matome, kad rinkinys (t1 + l1, . . . , tn + ln) yra kitas sistemos sprendinys. Taigi, šiuo atveju
rinkinys turi ne vieninteli

‘
sprendini

‘
. Tuo baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
.

⊕

18 Teorema Tiesiniu
‘

homogeniniu
‘

lygčiu
‘

sistema turi ne nulini
‘

sprendini
‘

tada ir tik tada,
kai matricos rangas rangA < k, čia k = min(m,n), n stulpeliu

‘
, o m eilučiu

‘
skaičius.

	
I
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

⊕
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2.8 Tiesiniu
‘

poerdviu
‘

pavyzdžiai

1. Vektoriu
‘

rinkinio generuotas poerdvis
Išvada Tarkime, kad vektoriu

‘
{α1, . . . , αm} ⊂ R rinkinio rangas yra r. Tada šio vektoriu

‘

rinkinio tiesiniu
‘

dariniu
‘

aibė

V = {α(l1, . . . , lm)| α(l1, . . . , lm) =
m∑
j=1

ljαj, li ∈ Rn}

yra tiesinis vektorinės erdvės Rn poerdvis.
I
‘
rodyma

‘
paliekame skaityrojui.

Tarkime duotas erdvės Rn vektoriu
‘

rinkinys rinkinys α1, . . . , αm. Tarkime, kad yra na-
grinėjami visi šio vektoriu

‘
rinkinio tiesiniai dariniai

α(l1, . . . , lm) =
m∑
j=1

ljαj.

Kyla klausimas- kokia
‘

erdvės dali
‘

”užpildo ” visu
‘

šiu
‘

vektoriu
‘

visuma, kai skaičiai l1, . . . , lm
renkami laisvai. Žinome, kad jei vektoriu

‘
α1, . . . , αm rinkinys yra tiesǐskai nepriklausomas ir

m = n, tai šis rinkinys erdvės bazė, vadinasi šie dariniai apima visa
‘

erdve
‘
Rn. Tad šiuo atveju

poerdvis sutampa su visa erdve. Panagrinėkime situacija
‘
, kai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičius

rinkinyje α1, . . . , αm yra r ≤ n. Remdamiesi aukščiau pateikta teorine medžiaga aptarkime
algoritma

‘
, kaip sukonstruoti poerdvi

‘
kuriam priklausytu

‘
visi erdvės Rn vektoriai, kuriuos gal-

ima užrašyti nagrinėjamo vektoriu
‘
rinkinio tiesiniais dariniais. Tarkime duotas vektoriu

‘
rinkinys

{α1, . . . , αm} ⊂ Rn.
1) Randame šio vektoriu

‘
rinkinio ranga

‘
, o tuo pačiu ir didžiausia

‘
nepriklausomu

‘
vektoriu

‘

skaičiu
‘

rinkinyje. Tarkime šis vektoriu
‘

skaičius yra r.
Norint tai atlikti pakanka:
a) surašyti vektoriu

‘
koordinates i

‘
matrica

‘
eilutėmis, eilutes sunumeruojant pagal rinkinio

vektoriu
‘

numerius.
b) naudojant eilučiu

‘
elementariuosius pertvarkius pertvarkyti matrica

‘
i
‘
trapecine

‘
forma

‘
, be

to kaitaliojant eilutes kartu keiskite ir atitinkamus numerius.
Pertvarkius matrica

‘
i
‘

trapecine
‘
, gauname keleta

‘
atsakymu

‘
, visu

‘
pirma, kiek trapecinėje

formoje yra nenuliniu
‘

eilučiu
‘
, toks vektoriu

‘
rinkinyje yra nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
skaičius, o

tuo pačiu ir tokia bus rinkinio generuoto poerdvio dimensija. Be to, tie numeriai, ties kuriais yra
nenulinės eilutės parodo, kurie pradinio rinkinio vektoriai gali būti laikomi baziniais vektoriais.
Kitaip tariant ǐs karto galime nurodyti šio rinkinio generuoto poerdvio baze

‘
.

2) Jei norima patikrinti, ar koks nors erdvės vektorius priklauso šiam poerdviui pakanka
ǐsreikši ši

‘
vektoriu

‘
baziniais pradinio rinkinio vektoriais, Jei sistema turi vieninteli

‘
sprendini

‘

(tik toki
‘

ir gali turėti) tai vektorius priklauso poerdviui. Tuo pačiu, sprendinio komponentės
yra šio vektoriaus koordinatės poerdvio bazėje. Priešingu atveju, t.y. jei sistema sprendiniu

‘

neturi, vektorius rinkinio generuotam poerdviui nepriklauso.
Pavyzdys Duotas vektoriu

‘
rinkinys

α1 = (0, 0, 1, 1), α2 = (1, 1, 1, 1), α3 = (1, 0, 1,−1), α4 = (1, 0, 2, 0).

Rasti šio rinkinio generuoto poerdvio dimensija
‘
, nurodyti pradinio rinkinio vektorius, kurie

sudaro poerdvio baze
‘
. Be to patikrinti, ar vektorius α = (5, 2, 6, 0) priklauso šiam poerdviui.

1. Rasime šio rinkinio ranga
‘

ir bazinius vektorius (vektorius kuriais galime ǐsreikšti visus
poerdvio vektorius). Suraše

‘
i
‘

matrica
‘

paeiliui (tai nebūtina) visus vektorius, po to sukeite
‘

vietomis, gauname: 
0 0 1 1 (v1)
1 1 1 1 (v2)
1 0 1 −1 (v3)
1 0 2 0 (v4)

 ∼


1 1 1 1 (v2)
1 0 1 −1 (v3)
1 0 2 0 (v4)
0 0 1 1 (v1)

 ∼
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Atlike
‘

operacija
‘
v3 + v1 = v

′
1 gauname

1 1 1 1 (v2)
1 0 1 −1 (v3)
1 0 2 0 (v4)
1 0 2 0 (v

′
1)

 ∼
Atlike

‘
operacija

‘
v4 + v

′
1 = v”1 gauname

1 1 1 1 (v2)
1 0 1 −1 (v3)
1 0 2 0 (v4)
0 0 0 0 (v”1)

 .

Taigi, vektoriu
‘

rinkinio rangas yra r = 3. Be to baze
‘

sudaryti gali tie vektoriai, kuriu
‘

numeriai
yra ties nenuliniais vektoriais trapecinės formos matricoje. Taigi baze

‘
sudaro α2, α3, α4.

2. Patikrinsime ar vektorius α = (5, 2, 6, 0) priklauso šiam poerdviui. Žinome, kad jei
vektorius priklauso poerdviui, tai ji

‘
galima užrašyti bazės vektoriu

‘
tiesiniu dariniu. Bandome

tai atlikti, t.y užrašome tiesiniu dariniu, t.y. bazinius vektorius i
‘

matrica
‘

surašome stulpeliais,
o už brūkšnio surašome reǐskiama

‘
vektoriu

‘
. Po to atlike

‘
veiksma

‘
−2l1 + l3 = l

′
3 gauname

1 1 1 (l1) |5
1 0 0 (l2) |2
1 1 2 (l3) |6
1 −1 0 (l4) |0

 ∼


1 1 1 (l1) |5
1 0 0 (l4) |2
−1 −1 0 (l

′
3) | − 4

1 −1 0 (l4) |0

 ∼
Atlike

‘
veiksma

‘
(−1)l

′
3 + l4 = l

′
4 ir be to sukeite

‘
antra

‘
ja
‘
l2 su eilute l

′
3 ir atlike

‘
veiksma

‘

−2l
′′
3 + l4 = l

′
4 gauname 

1 1 1 (l1) |5
1 1 0 l

′
2 |4

1 0 0 l
′′
3 |2

2 0 0 l
′
2 |4

 ∼


1 1 1 l
′
2 |5

1 1 0 l
′
2 |4

1 0 0 l
′′
3 |2

0 0 0 l
′
4 |0

 .

Gavome trikampe
‘

t.l.s. Tad sistema turi vieninteli
‘

sprendini
‘
, kuris yra vektoriaus koordi-

natės poerdvio bazėje. Gauname, kad x2 = 2, x3 = 2, x4 = 1. Išreǐske
‘

vektoriu
‘
α per bazės

vektorius turime:
α = 2α2 + 2α3 + α4.

2. Homogeninės t.l. sistemos sprendiniu
‘

poerdvis

Teorema Tiesinės homogeninės lygčiu
‘

sistemos, kurios matrica ekvivalenti trapecinės for-
mos matricai, turinčiai r lygčiu

‘
ir n nežinomu

‘
ju

‘
, čia r ≤ n, sprendiniai generuoja erdvės

Rn poerdvi
‘
, kurio dimensija yra lygi l = n − r, l yra laisvu

‘
ju

‘
nežinimu

‘
ju

‘
skaičius bendrojo

sprendinio formoje.
I
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

⊕
Tarkime, kad duota m− lygčiu

‘
su n nežinomaisiais homogeninė t.l.sistema. Tada, šios

lygties sprendiniai, sudaro erdvės Rn poerdvi
‘
, kurio dimensija n − r, čia r yra homogeninės

t.l.sistemos matricos A rangas. Aptarsime, kaip rasti šio poerdvio baze
‘
. Sakykime, kad duota

homogeninė t.l.sistema. 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.
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Pertvarke
‘

šia
‘

sistema
‘

i
‘

trapecine
‘

gauname
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

arrxr + · · ·+ arnxn = 0,

čia aii 6= 0 (i = 1, . . . r) ir r ≤ n.
Spre

‘
sdami šia

‘
sistema

‘
randame šios sistemos bendra

‘
ji
‘

sprendini
‘

(l′1, . . . , l
′
r, xr+1, . . . , xn), xi ∈ R, i = r + 1, . . . , n.

Parinke
‘
nežinomu

‘
ju

‘
xr+1, . . . , xn vietoje skaičius ti, i = r+1, . . . , n, gauname sistemos atskira

‘
ji
‘

sprendini
‘
. Taigi, šiuo atveju t. l. sistema turi begalo daug sprendiniu

‘
.

Homogeninės sistemos atskira
‘
ji
‘
sprendini

‘
galime traktuoti, kaip erdvėsRn elementa

‘
. Sudarykime

n− r atskiru
‘

šios sistemos sprendiniu
‘
, laisvuosius nežinomuosius pasirinkdami tokiu būdu:

x1r+1 = 1, x1r+2 = 0 . . . x1n = 0,
x2r+1 = 0, x2r+2 = 1 . . . x2n = 0,
x3r+1 = 0, x3r+2 = 0, x3r+3 = 1, . . . x3n = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xnr+1 = 0, xnr+2 = 0, xnr+3 = 1, . . . x3n = 1.
Gausime tokius atskiruosius sprendinius:(

x11(1, 0, . . . , 0), x12(1, 0, . . . , 0), x13(1, 0, . . . , 0), . . . , x1r(1, 0, . . . , 0), 1, 0, . . . , 0
)

(
x21(0, 1, . . . , 0), x22(0, 1, . . . , 0), x23(0, 1, . . . , 0), . . . , x2r(0, 1, . . . , 0), 0, 1, . . . , 0

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
xn−r1 (1, 0, . . . , 0), xn−r2 (0, 0, . . . , 1), xn−r3 (0, 0, . . . , 1), . . . , xn−rr (0, 0, . . . , 1), 0, 0, . . . , 1

)
.

Pasirodo, kad šie vektoriai sudaro homogeninės t.l. sistemos sprendiniu
‘

generuoto poerdvio V
baze

‘
. Taigi, kiekviena

‘
šios sistemos sprendini

‘
galima ǐsreikšti šiu

‘
sprendiniu

‘
tiesiniu dariniu.

Skaitytojui siūlome i
‘
sitikinti, kad šis vektoriu

‘
rinkinys yra tiesǐskai nepriklausomas.

Pavyzdys Raskime tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemos1 1 −1 1 1 |0 l1
1 1 0 −1 1 |0 l2
1 −1 −1 1 −1 |0 l3


sprendiniu

‘
generuoto poerdvio dimensija

‘
, ir baze

‘
.

Atlike
‘

eilučiu
‘

veiksmus l1 + l2 = l
′
2 ir l1 − l3 = l

′
3 gauname sistema

‘
ekvivalenčia

‘
pradinei:1 1 −1 1 1 |0 l1

0 0 −1 −2 0 |0 l
′
2

2 0 −2 2 0 |0 l
′
3

 ∼

1 1 −1 1 1 |0 l1
2 0 −2 2 0 |0 l

′′
2

0 0 −1 −2 0 |0 l
′′
3

 .

Matome, kad trapecinė sistema yra 3 × 5 eilės, vadinasi sistemos generuoto poerdvio di-
mensija yra l = 5 − 3 = 2. Vadinasi spendinio poerdvyje yra du baziniai vekoriai. Bendra

‘
ji
‘

sprendini
‘

randame ǐssprende
‘

sistema
‘
:1 1 −1 | − 1 −1

2 0 −2 | − 2 0
0 0 −1 |2 0

 .
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Taigi (−1− 2x4, 1− x4 − x5, −2x4, x4, x5), x4, x5 ∈ R.
Tada sprendiniu

‘
generuota

‘
poerdvi

‘
galime užrašyti taip:

S = {s(x, y)| s(x, y) = (−1− 2x, 1− x− y,−2x, x, y), x, y ∈ R}.

Baziniai šio poerdvio vektoriai yra pavyzdžiui tokie

β1 = (−3, 0,−2, 1, 0), β2 = (−1, 0, 0, 0, 1).

Temos teoriniai klausimai

1. Vektoriai. Vektoriu
‘

veiksmai
2. Vektoriu

‘
tiesinė priklausomybė

3. Teoremos apie vektoriu
‘

priklausomuma
‘

4. Erdvės Rn bazė. Teoremos apie rinkinius sudarančius erdvės baze
‘

5. Vektoriu
‘

rinkinio rangas
6. Vektoriu

‘
rinkinio elementarieji pertvarkiai

7. Vektoriu
‘

ir tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

ryšys
8. Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
suderinamumo sa

‘
lygos

9. Vektorinės erdvės poerdviai
a) Vektoriu

‘
rinkiniu

‘
generuoti poerdviai (tiesiniai apvalkalai)

b) Homogeniniu
‘

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

sprendiniu
‘

generuoti poerdviai.
10. Kronekerio-Kapelio teorema.

Uždaviniai savarankǐskam darbui

1. Raskite vektoriu
‘

3α− 5β, kai

α = (1, 2, 0, 4, 5), β = (2, 1,−1, 4, 1);

α =


1
0
2
3

 , β =


2
4
1
7

 .

2. Raskite vektoriu
‘
γ, jeigu 6α− γ = 3β ir

α =


1
0
1
2

 , β =


−3
2
−7
9

 .

3. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkinys yra tiesǐskai priklausomas:

3.1) α1 = (2, 2, 1), α2 = (4, 3, 2), α3 = (10, 9, 5);

Ats: Priklausomas

3.2) β1 =


3
6
2
1

 , β2 =


2
2
1
4

 , β3 =


2
1
2
3

 , β4 =


1
3
3
0

 .

Ats: Nepriklausomas
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3.3) α1 = (3, 4, 2), α2 = (2, 1, 1), α3 = (4, 1, 1)α4 = (1, 1, 2).

Ats: Priklausomas

3.4) β1 =


3
2
2
1

 , β2 =


3
2
1
4

 , β3 =


2
4
3
1

 .

Ats: Nepriklausomas

4. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkiniai:

4.1) α1 = (2, 1, 3), α2 = (2,−1,−4), α3 = (1,−3, 2);

4.2) α1 = (3, 2, 1, 4), α2 = (2,−1,−2, 0), α3 = (1, 0, 0, 0), α4 = (−2, 3, 0, 0);

4.3) β1 =

2
3
1

 , β2 =

 2
−1
−4

 , β3 =

 4
10
7


yra bazės atitinkamose erdvėse.

Ats: 4.1) ir 4.2) yra bazės, 4.3)- ne.

5. Nustatykite, ar vektoriu
‘

rinkinys:

α1 = (2, 4,−6, 3), α2 = (3, 2, 4, 2), α3 = (2, 3, 2,−4), α4 = (−3,−2, 3, 2)

yra erdvės R4 bazė. Jei taip, raskite vektoriaus α = (−3, 4, 7, 1) koordinates šioje bazėje.
Ats: Baze

‘
sudaro. Vektoriaus α koordinatės bazėje yra (1, 0, 2, 3).

6. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkinys sudaro erdvės baze
‘
. Jei taip, raskite vektoriaus α =

(0, 1, 2, 3) koordinates bazėje:

α1 = (2, 3, 1, 2); α2 = (0,−2, 3, 1); α3 = (1, 1, 1, 1); α4 = (2, 2, 0, 2).

Ats: Vektoriaus α koordinatės bazėje yra (7; 3;−14; 0).

7. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkinys

α1 = (1, 2, 0,−4, 0); α2 = (1,−1,−3, 1,−3); α3 = (2,−3,−4,−5,−2);

α4 = (1,−9, 1, 6, 2); α5 = (3, 7,−8,−14,−7)

sudaro erdvės baze
‘
. Jei ne, raskite šio rinkinio tiesinio apvalkalo (generuoto poerdvio) baze

‘
bei

dimensija
‘
. Nustatykite ar vektoriai

α = (3,−6,−4, 7, 5) ir β = (0, 8,−4,−5,−5)

priklauso šiam poerdviui. Jei taip raskite šiu
‘
vektoriu

‘
koordinates kokioje nors poerdvio bazėje.

Ats: Bazės nesudaro. Vektorius α nepriklauso poerdviui, o vektorius β− priklauso:
β = 1α5 + (−1)α2 + (−1)α1 (viena ǐs galimybiu

‘
)

8. Raskite pateiktu
‘
ju

‘
vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangus:
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8.1) α1 = (1, 4), α2 = (2, 8), α3 = (−3,−12), α4 = (5, 20);

8.2) α1 = (4, 1, 2), α2 = (2, 3, 4), α3 = (−2, 2, 2), α4 = (10, 0, 2);

8.3) β1 =


4
7
1
1

 β2 =


1
2
3
4

 β3 =


3
5
−2
−3

 β4 =


4
1
−8
−11

 .

Ats: a) rangas lygus 1; b) rangas lygus 2; a) rangas lygus 3.

9. Nustatykite, su kokiomis parametro reikšmėmis vektoriai αa = (−1, a, 3, 2), βb = (b, 2, b−
2, 1) priklauso vektoriu

‘
rinkinio

β1 =


2
3
1
1

 β2 =


4
−2
3
1

 β3 =


3
2
−2
−3

 β4 =


2
1
−3
−2

 .

generuotam poerdviui.
Ats: a = 8; b = 7.

10. Raskite homogeniniu
‘

tls-os sprendiniu
‘

generuoto poerdvio baze
‘

bei dimensija
‘
. Nus-

tatykite ar vektoriai α = (0,−2,−2,−2, 2) bei (0, 2, 2, 3, 2,−2) priklauso šiam poerdviui. Jei
taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazėje.

x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 0,

x1 + x2 − x4 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 − x5 = 0,

x1 + x2 + x5 = 0.

Ats: Vektorius α priklauso poerdviui, o β− nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1, o
bazinis vektorius gali būti toks e∗1 = (0,−1,−1,−1, 1). Tada α = 2e∗1.

11. Raskite homogeniniu
‘

tls-os sprendiniu
‘

generuoto poerdvio baze
‘

bei dimensija
‘
. Nus-

tatykite ar vektoriai α = (4, 6,−2,−2) bei (2, 3, 2,−2) priklauso šiam poerdviui. Jei taip,
raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazėje.

x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0,

x1 + x2 + 5x4 = 0,

2x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 0,

x1 − 3x2 + 2x3 − 9x4 = 0.

Ats: Vektorius α priklauso poerdviui, o β− nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1, o
bazinis vektorius gali būti toks e∗1 = (−2,−3, 1, 1). Tada α = −2e∗1.

12. Nustatykite pateiktu
‘

matricu
‘

rangus:

12.1) A =


1 −2 4 5
4 2 9 8
6 −2 17 18
3 4 5 3

 , 12.2) B =


0 3 0 5 6
1 −4 4 1 3
−1 10 −4 9 9
1 −1 4 6 9
2 4 4 3 3

 .

Ats: 12.1) rangA = 2; 12.2) rangB = 3.
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Užduotys namu
‘

darbams

Vektorinės erdvės

1. Raskite 3α− 5β, kai

α = (2, 2, 1, 4, 5), β = (1, 1,−1, 4, 1);

α =


3
2
2
3

 , β =


−2
4
1
7

 .

2. Raskite vektoriu
‘
γ, jeigu 4α + 3γ = 3β ir

α =


1
4
3
−2

 , β =


3
−2
−3
4

 .

3. Nustatykite ar duotieji vektoriu
‘

rinkiniai tiesǐskai priklausomi:

a) α1 = (1, 2, 1), α2 = (5, 3, 2), α3 = (3, 7, 5);

b) β1 =


3
4
2
1

 , β2 =


2
1
1
4

 , β3 =


0
1
2
3

 , β4 =


4
4
3
−2

 .

Be to patikrinkite ar gali vektorius

β =


3
2
−2
−5


būti aukščiau pateiktu

‘
rinkiniu

‘
tiesinis darinys. Atsakyma

‘
argumentuokite.

4. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkiniai:

a) α1 = (4, 1, 3), α2 = (2, 1,−4), α3 = (1,−5, 2);

b) α1 = (3, 2, 1, 4), α2 = (2,−1,−2, 0), α3 = (1, 5, 1, 4), α4 = (−2, 3, 0, 0).

yra bazės atitinkamose (kokiose) erdvėse. Jei taip raskite vektoriu
‘
α = (4, 7, 9) ir β = (4, 6, 8, 2)

koordinates atitinkamose bazėje (jei tai galima).
5. Nustatykite, ar vektoriu

‘
rinkinys:

α1 =


3
4
−5
3

 , α2 =


6
4
5
6

 , α3 =


6
6
8
3

 , α4 =


0
4
5
4

 , α =


13
14
6
3


yra erdvės (R∗)4 bazė. Jei taip, raskite vektoriaus α koordinates šioje bazėje.

6. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkinys sudaro erdvės baze
‘
. Jei ne papildykite ši

‘
rinkini

‘
iki

erdvės bazės, o po to pagri
‘
skite, kad tai bazė:
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α1 = (−2, 0, 1, 2); α2 = (0,−2, 3, 1).

7. Raskite pateiktu
‘
ju

‘
vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangus:

a) α1 = (2, 4), α2 = (2, 4), α3 = (−3,−12), α4 = (5, 2);

b) α1 = (0, 1, 2), α2 = (12, 3, 4), α3 = (−2, 2, 2), α4 = (10, 10, 2);

c) β1 =


8
14
2
2

 β2 =


2
4
6
8

 β3 =


2
−3
−14
−19

 β4 =


4
1
−8
−11

 .

8. Raskite pateiktu
‘

matricu
‘

rangus:

A =


2 4 1 5 0
6 −4 −9 5 4
2 −12 −10 −5 4
10 4 0 2 3
8 0 −1 −3 3

 B =


2 4 1 5 0
4 −8 −10 0 4
2 −12 −10 −5 4
10 4 0 2 3
2 4 1 5 0
3 1 −1 3 −3

 .

9. Nustatykite ar vektoriu
‘

rinkinys

α1 = (1, 2, 1, 4,−2); α2 = (1,−1,−3, 1,−3); α3 = (1, 3,−4,−5,−2);

α4 = (2, 2,−5,−5,−3); α5 = (3, 7,−8,−4,−7)

sudaro erdvės baze
‘
. Jei ne, raskite šio rinkinio tiesinio apvalkalo generuoto poerdvio baze

‘

bei dimensija
‘
. Nustatykite ar vektoriai α = (1,−2, 4, 10,−3), β = (0, 8,−4,−5,−5) ir 3α +

4(2, 4,−4, 1, 5) priklauso šiam poerdviui. Jei taip raskite šiu
‘

vektoriu
‘

koordinates kokioje nors
poerdvio bazėje.

10. Nustatykite ar egzistuoja parametro reikšmės, su kuriomis vektoriai αa = (5+a, a, 3, a),
βb = (b, 3, b+ 2, 2) priklauso vektoriu

‘
rinkinio

β1 =


2
3
1
1

 , β2 =


4
−2
3
1

 , β3 =


3
2
−2
−3

 , β4 =


2
1
−3
−2

 .

generuotam poerdviui.
11. Nustatykite, kaip nuo parametro reikšmės priklauso vektoriu

‘
rinkinio rangas:

β1 =


a
0
1
1

 , β2 =


1
a
1
1

 , β3 =


1
0
a
−1

 , β4 =


1
1
1
a

 .

generuotam poerdviui.
12. Raskite homogeniniu

‘
tls-mu

‘
sprendiniu

‘
generuotu

‘
poerdviu

‘
bazes bei dimensijas. Nus-

tatykite ar vektoriai α = (0,−4,−4,−4, 4) bei β = (0, 4, 4, 6, 4,−4) priklauso šiam poerdviui.
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Jei taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazėje.

a)


x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 0,

x1 + x2 − x4 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 − x5 = 0,

x1 + x2 + x5 = 0.

; b)



2x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 0,

3x1 + x2 − 2x4 = 0,

x1 − 2x2 − x3 + 5x4 − x5 = 0,

3x1 + x2 + 5x3 − 3x5 = 0,

2x1 − 6x2 − x3 + x4 − 3x5 = 0.

46


