
I S K Y R I U S

GRUPIU
‘

TEORIJOS ELEMENTAI

1. Grupės, pogrupiai, normalieji dalikliai

1.1. Apibrėžimas. Netuščia aibė G vadinama grupe, jei joje apibrėžta algebrinė
operacija ·, kuri pasǐzymi savybėmis:

1) yra asociatyvi –
(a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ G;

2) aibei G priklauso vienetinis elementas e su savybe

e · a = a · e = a ∀a ∈ G;

3) aibei G kartu su kiekvienu elementu a priklauso jam atvirkštinis elementas a−1:
a · a−1 = a−1 · a = e.

1.2. Pavyzdžiai. 1) Natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė N daugybos atžvilgiu grupės nesudaro,

nes neǐspildyta trečioji grupės apibrėžimo sa
‘
lyga. Praplėte

‘
šia

‘
aibe

‘
iki teigiamu

‘
racionaliu

‘
ju

‘

skaičiu
‘
aibės Q+, gausime multiplikacine

‘
grupe

‘
.

2) n-tojo laipsnio simetrinė grupė Sn – tai baigtinės aibės X, sudarytos ǐs n elementu
‘
,

bijekciju
‘
i
‘
save grupė atvaizdžiu

‘
kompozicijos atžvilgiu.

3) 2-ojo laipsnio pilnoji tiesinė grupė Gl(2, Q) virš racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q:

Gl(2, Q) =
{
A =

(
a b
c d

) ∣∣∣∣ |A| 6= 0, a, b, c, d ∈ Q
}
.

4) Pilnoji modulinė grupė Γ:

Γ =
{
A =

(
a b
c d

) ∣∣∣∣ |A| = 1, a, b, c, d ∈ Z
}

– patikrinkite!

1.3. Apibrėžimas. Netuščias grupės G poaibis H vadinamas jos pogrupiu, kai:
1) h1 · h2 ∈ H ∀h1, h2 ∈ H;
2) h−1 ∈ H ∀h ∈ H.
Pastaba. Šias dvi sa

‘
lygas galima pakeisti viena ekvivalenčia – h1 · h−1

2 ∈ H
∀h1, h2 ∈ H.
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Kai H yra G pogrupis, žymėsime H < G.
Apibrėšime ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
grupėje G atžvilgiu pogrupio H. Sakysime, kad

grupės G elementas a ekvivalentus b ir rašysime a ∼ b, kai a−1b ∈ H. I
‘
rodysime, kad tai

ekvivalentumo sa
‘
ryšis grupėje G. Iš tikru

‘
ju

‘
:

1) a ∼ a, nes a−1 · a = e ∈ H;
2) jei a ∼ b, tai a−1 · b ∈ H. ⇒ (a−1 · b)−1 = b−1 · a ∈ H ⇒ b ∼ a;
3) jei a ∼ b, b ∼ c, tai a−1 · b, b−1 · c ∈ H ⇒ (a−1 · b) · (b−1 · c) = a−1 · c ∈ H ⇒

a ∼ c. 4

Pažymėje
‘
klase

‘
su atstovu a

a = {b ∈ G | b ∼ a},

suskaidome grupe
‘
ekvivalentumo klasiu

‘
sa

‘
junga –

G =
⋃

a∈G

a.

I
‘
rodysime, kad klasė a sutampa su aibe aH = {ah | h ∈ H}.

Tarkime, b ∈ a. ⇒ a ∼ b ⇒ a−1 · b ∈ H ⇒ ∃h ∈ H : a−1 · b = h. Padaugine
‘
šios

lygybės abi puses ǐs kairės ǐs a, turime b = ah. ⇒ b ∈ aH ⇒ a ⊂ aH.

Tarkime, b ∈ aH. ⇒ ∃h ∈ H : b = ah. Padaugine
‘
šios lygybės abi puses ǐs kairės ǐs

a−1, turime a−1 · b = h ∈ H. ⇒ a ∼ b ⇒ b ∈ a ⇒ aH ⊂ a.
Tokiu būdu, a = aH. 4

Klasė aH yra vadinama grupės G kairiuoju sluoksniu pagal pogrupi
‘
H.

Panašiu būdu galima apibrėžti grupėje G dar viena
‘
ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
– sakome,

kad elementas a yra ekvivalentus b ir rašome, a ∼ b, jei a · b−1 ∈ H. Nesunku matyti, kad
tai yra ǐs tikru

‘
ju

‘
ekvivalentumo sa

‘
ryšis ir klasė a sutampa su poaibiu Ha, kuri

‘
vadiname

dešiniuoju sluoksniu. Tokiu būdu, grupė G gali būti ǐsreikšta ir kairiu
‘
ju

‘
, ir dešiniu

‘
ju

‘

sluoksniu
‘
sa

‘
junga:

G =
⋃

a∈G

aH =
⋃
b∈G

Hb.

Kairiu
‘
ju

‘
sluoksniu

‘
aibė {aH |a ∈ G} nebūtinai turi sutapti su dešiniu

‘
ju

‘
sluoksniu

‘
aibe

{Hb | b ∈ G}. Išskirsime tuos grupės G pogrupius H, kuriems šios aibės sutampa.

1.4. Apibrėžimas. Sakome, kad grupės G pogrupis H yra normalusis daliklis ir
žymime H /G, kai grupės G pagal pogrupi

‘
H kairiu

‘
ju
‘
sluoksniu

‘
aibė sutampa su dešiniu

‘
ju
‘

sluoksniu
‘

aibe.

1.5. Teorema (I normaliojo daliklio kriterijus). Pogrupis H yra grupės G nor-
malusis daliklis tada ir tik tada, kai aH = Ha ∀a ∈ G.
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I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, H yra normalusis daliklis ir aH – fiksuotas kairysis

sluoksnis. Iš 1.4 apibrėžimo ǐsplaukia, kad egzistuoja dešinysis sluoksnis Hb, lygus aH.
I
‘
rodysime, kad dešinieji sluoksniai Hb ir Ha sutampa. Tam pakanka parodyti, kad

Ha ∩Hb 6= ∅.

Iš tikru
‘
ju

‘
, a ∈ Ha ir a ∈ aH = Hb. Vadinasi, a ∈ Ha ∩Hb. Todėl Ha = Hb = aH. 4

Pakankamumas. Tarkime, aH = Ha ∀a ∈ G. Teiginio i
‘
rodymas ǐsplaukia tiesiogiai

ǐs aibiu
‘
lygybės apibrėžimo. 4

1.6. Apibrėžimas. Sakome, kad grupės G elementas a yra jungtinis tos grupės
elementui b, kai egzistuoja x ∈ G toks, kad b = x · a · x−1.

I
‘
sitikinsime, kad sa

‘
ryšis, siejantis grupės G jungtinius elementus, yra ekvivalentumo

sa
‘
ryšis toje grupėje:

1. a ∼ a, nes a = e · a · e−1.

2. Tarkime, a ∼ b. ⇒ ∃x ∈ G: b = x · a · x−1. Padaugine
‘
šios lygybės abi puses

ǐs dešinės ǐs x, o ǐs kairės – ǐs x−1, bei pasinaudoje
‘
lygybe (x−1)−1 = x, gauname a =

x−1 · c · (x−1)−1. Vadinasi, b ∼ a.

3. Tarkime, a ∼ b, b ∼ c. ⇒ ∃x, y ∈ G: b = x · a · x−1, c = y · b · y−1. ⇒
c = y ·

(
x · a · x−1

)
· y−1 = y · x · a · x−1 · y−1 = (y · x) · a · (y · x)−1. ⇒ a ∼ c. 4

Šis ekvivalentumo ryšys leidžia grupe
‘
G užrašyti jungtiniu

‘
elementu

‘
klasiu

‘
sa

‘
junga –

G =
⋃

a∈G

{
xax−1 | x ∈ G

}
.

Pritaikysime jungtinio elemento sa
‘
voka

‘
kitoje normaliojo daliklio kriterijaus formu-

luotėje.

1.7. Teorema (II normaliojo daliklio kriterijus). Pogrupis H yra grupės G
normalusis daliklis tada ir tik tada, kai su kiekvienu to pogrupio elementu h jam priklauso
ir visi jo jungtiniai elementai aha−1, a ∈ G.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis, a - fiksuotas

grupės G elementas. Iš 1.5 teoremos ǐsplaukia lygybė aH = Ha. Padaugine
‘
šios lygybės

abi puses ǐs dešinės ǐs a−1, gauname aHa−1 = H. Vadinasi, aha−1 ∈ H ∀a ∈ G. 4

Pakankamumas. Tarkime, aha−1 ∈ H ∀a ∈ G, ∀h ∈ H. ⇒ ah ∈ Ha ⇒ aH ⊂ Ha.

Iš kitos pusės, a−1h
(
a−1

)−1 = a−1ha ∈ H. ⇒ ha ∈ aH ⇒ Ha ⊂ aH.

Tokiu būdu, aH = Ha ∀a ∈ G. Teiginio i
‘
rodymui pakanka pasinaudoti 1.5 teo-

rema. 4
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2. Faktorgrupė, grupiu
‘
homomorfizmai

Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis, ir

G
/
H = {aH | a ∈ G}−

grupės G kairiu
‘
ju

‘
sluoksniu

‘
aibė pagal pogrupi

‘
H. Šioje aibėje apibrėžiame algebrine

‘

operacija
‘
tokiu būdu:

aH · bH = a · bH.

Apibrėžiant algebrine
‘

operacija
‘

tarp klasiu
‘

per ju
‘

atstovus, ǐskyla tos operacijos
apibrėžimo korektǐskumo klausimas – klasiu

‘
operacijos rezultatas turi nepriklausyti nuo

atstovu
‘
pasirinkimo. I

‘
rodysime, kad ši operacija yra apibrėžta korektǐskai.

Tarkime, a′H = aH ir b′H = bH. Reikia i
‘
rodyti, kad a′ · b′H = a · bH. Tam pakanka

parodyti, kad šiu
‘
sluoksniu

‘
sankirta yra netuščia aibė.

Turime a ∈ aH ⇒ a ∈ a′H, nes a′H = aH. ⇒ ∃ h1 ∈ H : a = a′ · h1.
Analogǐskai ∃h2 ∈ H: b = b′ · h2. ⇒ a · b = a′h1 · b′ · h2.
Kadangi h1 · b′ ∈ Hb′ ir Hb′ = b′H, ∃h3 ∈ H: h1 · b′ = b′ · h3. Vadinasi, a · b =

a′(h1 · b′) · h2 = a′ · b′ · h3 · h2 ∈ a′ · b′H. Bet a · b ∈ a · bH. Vadinasi, a · bH ∩ a′ · b′H 6= ∅.
⇒ a · bH = a′ · b′H. Todėl algebrinė operacija kairiu

‘
ju

‘
sluoksniu

‘
aibėje yra apibrėžta

korektǐskai. Šios operacijos atžvilgiu aibė G
/
H yra grupė. Iš tikru

‘
ju

‘
:

1) operacija asociatyvi –

(aH · bH) · cH = a · bH · cH = a · b · cH = aH · b · cH = aH · (bH · cH);

2) egzistuoja vienetinis elementas eH = H –

aH · eH = a · eH = aH ∀aH ∈ G
/
H;

3) su kiekvienu sluoksniu aH egzistuoja jam atvirkštinis sluoksnis a−1H –

a−1H · aH = a−1 · aH = eH = H = a · a−1H = aH · a−1H.

2.1. Apibrėžimas. Grupės G kairiu
‘
ju
‘

sluoksniu
‘

grupė G
/
H pagal normalu

‘
ji
‘

dalikli
‘

H yra vadinama grupės G faktorgrupe pagal normalu
‘
ji
‘

dalikli
‘
H.

2.2. Apibrėžimas. Grupės G homomorfizmu grupėje G′ yra vadinamas toks atvaizdis
ϕ : G→ G′, kai su kiekviena grupės G elementu

‘
pora a, b teisinga lygybė

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).
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2.3. Pavyzdžiai. 1) Apibrėžiame atvaizdi
‘
ϕ : G → G lygybe ϕ(g) = e (∀g ∈ G).

ϕ – homomorfizmas, nes ϕ(g · h) = e = e · e = ϕ(g) · ϕ(h) (∀g, h ∈ G).
2) Apibrėžiame realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
adicinės grupės R+ atvaizdi

‘
multiplikacinėje grupėje

R∗ = R \ {0} lygybe
ϕ(α) = eα (∀α ∈ R+).

ϕ – homomorfizmas, nes

ϕ(α+ β) = eα+β = eα · eβ = ϕ(α) · ϕ(β) (∀α, β ∈ R+).

3) Apibrėžiame pilnosios tiesinės grupės Gl(2, Q) atvaizdi
‘
racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
multi-

plikacinėje grupėje Q∗ = Q \ {0} lygybe

ϕ(A) = |A|
(
∀A ∈ Gl(2, Q)

)
.

ϕ – homomorfizmas, nes

ϕ(AB) = |AB| = |A||B| = ϕ(A) ϕ(B)
(
∀A,B ∈ Gl(2, Q)

)
.

4) Fiksuojame grupės G elementa
‘
h ir apibrėžiame šios grupės atvaizdi

‘
ϕh joje pačioje

lygybe
ϕh(g) = h · g · h−1 (∀g ∈ G).

ϕh – homomorfizmas, nes

ϕh(g1 · g2) = h · g1 · g2 · h−1 = h · g1 · h−1 · h · g2 · h−1 = ϕh(g1) · ϕh(g2) (∀g1, g2 ∈ G).

I
‘
sitikinsime, kad atvaizdis ϕh yra bijekcija. Injekcija

‘
i
‘
rodome prieštaros būdu. Tarki-

me, g1 6= g2, o ju
‘
vaizdai ϕh(g1) ir ϕh(g2) sutampa:

ϕh(g1) = ϕh(g2)

‖ ‖

h · g1 · h−1 = h · g2 · h−1.

Padaugine
‘
abi pastarosios lygybės puses ǐs kairės ǐs h−1, o ǐs dešinės – ǐs h, turėsime

g1 = g2. O tai yra prieštara elementu
‘
g1 ir g2 pasirinkimui.

Atvaizdis ϕh – surjekcija, nes grupėsG elemento g pirmvaizdžiu yra elementas h−1·g·h:

ϕh

(
h−1 · g · h

)
= h · h−1 · g · h · h−1 = g.

2.4. Apibrėžimas. Grupės G bijekcinis homomorfizmas toje pačioje grupėje yra
vadinamas tos grupės automorfizmu.
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2.5. Apibrėžimas. Automorfizmas ϕh : g → h · g · h−1 yra vadinamas grupės G
vidiniu automorfizmu.

2.6. Teiginys. Grupės G vidiniu
‘

automorfizmu
‘

aibė Int G sudaro grupe
‘

atvaizdžiu
‘

kompozicijos aťzvilgiu.
Apibrėžiame algebrine

‘
operacija

‘
aibėje IntG lygybe

ϕh ◦ ϕh′ = ϕh·h′ .

1) operacija asociatyvi –

(
ϕh1 ◦ ϕh2

)
◦ ϕh3 = ϕh1·h2 ◦ ϕh3 = ϕh1·h2·h3 = ϕh1 ◦ ϕh2·h3 = ϕh1 ◦

(
ϕh2 ◦ ϕh3

)
;

2) egzistuoja vienetinis elementas ϕe –

ϕe ◦ ϕh = ϕe·h = ϕh = ϕh·e = ϕh ◦ ϕe (∀ϕh ∈ IntG);

3) kiekvienam aibės Int G elementui ϕh egzistuoja atvirkštinis elementas
(
ϕh

)−1 =
ϕh−1 –

ϕh ◦ ϕh−1 = ϕh·h−1 = ϕe = ϕh−1·h = ϕh−1 ◦ ϕh. 4

3. Pagrindinė grupiu
‘
homomorfizmu

‘
teorema

Tarkime, ϕ yra grupės G homomorfizmas grupėje G′. Pažymėkime šio homomorfizmo
vaizdu

‘
aibe

‘

ϕ(G) = Im ϕ = {ϕ(g) | g ∈ G}.

I
‘
rodysime, kad Im ϕ yra grupės G′ pogrupis. Tarkime, g′1, g

′
2 ∈ Im ϕ. ⇒ ∃ g1, g2 ∈ G:

ϕ(g1) = g′1, ϕ(g2) = g′2. ⇒ g′1 · g′2
−1 = ϕ(g1) ·

(
ϕ(g2)

)−1 = ϕ(g1) · ϕ
(
g−1
2

)
= ϕ

(
g1g

−1
2

)
. ⇒

g′1 · g′2
−1 ∈ Im ϕ. 4

Apibrėžiame homomorfizmo ϕ branduoli
‘
Ker ϕ –

Ker ϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = e′}.

I
‘
rodysime, kad Ker ϕ yra grupės G normalusis daliklis. Tarkime, g1, g2 ∈ Ker ϕ, ⇒
ϕ
(
g1 · g−1

2

)
= ϕ(g1) · ϕ

(
g−1
2

)
= ϕ(g1)

(
ϕ(g2)

)−1 = e′ · e′ = e′ ⇒ g1 · g−1
2 ∈ Ker ϕ.

Taigi Ker ϕ – pogrupis. Tarkime, h ∈ Ker ϕ, g ∈ G ⇒ ϕ
(
g · h · g−1

)
= ϕ(g) ·

ϕ(h)ϕ(g−1) = ϕ(g) · e′ ·
(
ϕ(g)

)−1 = e′ ⇒ g · h · g−1 ∈ Ker ϕ ⇒ Ker ϕ – normalusis
daliklis. 4
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3.1. Teorema (pagrindinė grupiu
‘
homomorfizmu

‘
teorema). 1) Tarkime, ϕ yra

grupės G homomorfizmas grupėje G′. Tada faktorgrupė G
/
Ker ϕ yra izomorfiška vaizdui

Im ϕ:
G

/
Ker ϕ

∼= Im ϕ.

2) Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis. Tada egzistuoja grupės G surjekci-
nis homomorfizmas ϕ faktorgrupėje G

/
H toks, kad šio homomorfizmo branduolys Ker ϕ

sutampa su pogrupiu H.

I
‘
rodymas. 1) Tarkime,

ϕ : G→ G′−

homomorfizmas. Galime apibrėžti faktorgrupe
‘
G

/
Ker ϕ, nes, kaip buvo i

‘
rodyta, Kerϕ yra

normalusis daliklis. Apibrėžiame atvaizdi
‘
f : G

/
Ker ϕ→ Im ϕ lygybe

f(gKer ϕ) = ϕ(g).

I
‘
sitikinsime, kad atvaizdis apibrėžtas korektǐskai. Tarkime, g′ Ker ϕ = gKer ϕ ir

f(g′ Ker ϕ) = ϕ(g′).

Parodysime, kad ϕ(g) sutampa su ϕ(g′). Iš tikru
‘
ju

‘
, kadangi g ∈ gKer ϕ ⇒ g ∈ g′ Ker ϕ

⇒ ∃h ∈ Ker ϕ: g = g′ · h ⇒ ϕ(g) = ϕ(g′ · h) = ϕ(g′)ϕ(h) = ϕ(g′) · e′ = ϕ(g′).
Atvaizdis f – homomorfizmas:

f(g1 Ker ϕ · g2 Ker ϕ) = f(g1 · g2 Ker ϕ) =

= ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) · ϕ(g2) = f(g1 Ker ϕ) · f(g2 Ker ϕ).

Kad f – injekcija, i
‘
rodysime prieštaros būdu. Tarkime, g1 Ker ϕ 6= g2 Ker ϕ, o

f(g1 Ker ϕ) = f(g2 Ker ϕ). Vadinasi, ϕ(g1) = ϕ(g2). Padauginkime abi šios lygybės
puses ǐs dešinės ǐs ϕ(g2)−1. ⇒ e′ = ϕ(g1) · ϕ(g2)−1 = ϕ(g1) · ϕ

(
g−1
2

)
= ϕ

(
g1 · g−1

2

)
. ⇒

g1g
−1
2 ∈ Ker ϕ ⇒ g1 ∈ g2 Ker ϕ. Bet g1 ∈ g1 Ker ϕ. ⇒ g1 ∈ g1 Ker ϕ ∩ g2 Ker ϕ. ⇒

g1 Ker ϕ ∩ g2 Ker ϕ 6= ∅ ⇒ g1 Ker ϕ = g2 Ker ϕ. Gavome prieštara
‘
prielaidai.

Atvaizdis f – surjekcija. Iš tikru
‘
ju

‘
, elementui ϕ(g) ∈ Imϕ pirmvaizdžiu yra sluoksnis

gKer ϕ, nes f(gKer ϕ) = ϕ(g).
Tokiu būdu, f – izomorfizmas. 4

2) Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis. Sudare
‘
faktorgrupe

‘
G

/
H, apibrėžiame

atvaizdi
‘
ϕ : G ∈ G

/
H lygybe

ϕ(g) = gH (∀g ∈ G).

Šia lygybe apibrėžtas atvaizdis yra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕ(g1 · g2) = g1 · g2H = g1H · g2H = ϕ(g1) · ϕ(g2).
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Atvaizdis ϕ – surjekcija. Iš tikru
‘
ju

‘
, sluoksniui gH pirmvaizdžiu yra elementas g –

ϕ(g) = gH.

Liko i
‘
rodyti lygybe

‘
Ker ϕ = H.

Tarkime, g ∈ Ker ϕ ⇒ ϕ(g) = H. Iš kitos pusės, ϕ(g) = gH. ⇒ gH = H ⇒ g ∈ H

⇒ Ker ϕ ⊂ H.

Tarkime, g ∈ H. ⇒ ϕ(g) = gH = H ⇒ g ∈ Ker ϕ ⇒ H ⊂ Ker ϕ. ⇒ H = Ker ϕ. 4

3.2. Teorema (injekcinio homomorfizmo kriterijus). Homomorfizmas ϕ : G→
G′ yra injekcija tada ir tik tada, kai Ker ϕ = {e}.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Taikome prieštaros būda

‘
. Tarkime, ϕ – injekcija, o Ker ϕ 6=

{e}. Vadinasi, ∃ h ∈ Ker ϕ : h 6= e. ⇒ ϕ(h) = e′. Bet ir ϕ(e) = e′. ⇒ Gavome prieštara
‘

injekcijos apibrėžimui. 4

Pakankamumas. Tarkime, Kerϕ = {e}, o ϕ nėra injekcija. Vadinasi, ∃ g 6= h: ϕ(g) =
ϕ(h). Padaugine

‘
abi šios lygybės puses ǐs dešinės ǐs

(
ϕ(h)

)−1, turėsime ϕ(g)·
(
ϕ(h)

)−1 = e′.
⇒ e′ = ϕ(g) · ϕ(h−1) = ϕ(g · h−1). ⇒ g · h−1 ∈ Ker ϕ = {e} ⇒ g · h−1 = e ⇒ g = h. Vėl
gavome prieštara

‘
. 4

4. Grupiu
‘
tiesioginė sandauga

Tarkime, A ir B yra grupės G pogrupiai. Pirmiausia ǐssiaǐskinsime, ar pogrupiu
‘
A ir

B sankirta A ∩B, sa
‘
junga A ∪B, sandauga A ·B yra pogrupiai. Jei ne, kokiu

‘
papildomu

‘

sa
‘
lygu

‘
reikia, kad galima būtu

‘
apibrėžti grupės struktūra

‘
.

4.1. Teorema. Grupės G pogrupiu
‘
A ir B sankirta A ∩B yra pogrupis.

I
‘
rodymas. Tarkime, g, h ∈ A ∩B ⇒ g, h ∈ A, g, h ∈ B ⇒ g · h−1 ∈ A, g · h−1 ∈ B ⇒

g · h−1 ∈ A ∩B. 4

4.2. Teorema. Grupės G pogrupiu
‘
A ir B sa

‘
junga A ∪ B yra pogrupis tada ir tik

tada, kai kuris nors pogrupis yra kito poaibis.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Taikysime prieštaros būda

‘
. Tarkime, A ∪ B < G ir A 6⊂ B,

B 6⊂ A. ⇒ ∃x ∈ A, x /∈ B ir ∃ y ∈ B, y /∈ A. Bet x, y ∈ A∪B. ⇒ x · y ∈ A∪B, nes A∪B
pogrupis. ⇒ Galimi du atvejai: 1. x · y ∈ A. 2. x · y ∈ B.

1. Tarkime, x · y ∈ A. x−1 ∈ A, kadangi A < G. ⇒ x−1 · x · y = y ∈ A. Gavome
prieštara

‘
prielaidai.

2. Tarkime, x · y ∈ B. y−1 ∈ B, nes B < G. ⇒ x · y · y−1 = x ∈ B. Vėl gavome
prieštara

‘
. 4

Pakankamumas. Akivaizdu, nes A ∪B arba sutampa su A, arba sutampa su B.
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4.3. Apibrėžimas. Grupės G pogrupiu
‘
A ir B sandauga A ·B vadinama aibė

A ·B =
{
a · b | a ∈ A, b ∈ B

}
.

4.4. Teorema. Grupės G pogrupiu
‘
A ir B sandauga A · B yra pogrupis tada ir tik

tada, kai A ·B = B ·A.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, A · B – pogrupis ir g ∈ A · B. ⇒ ∃ a ∈ B, b ∈ B:

g = a ·b. Bet g−1 ∈ A ·B ⇒ ∃a1 ∈ A, b1 ∈ B: g−1 = a1 ·b1. ⇒
(
g−1

)−1 = g = (a1 ·b1)−1 =
b−1
1 · a−1

1 ∈ B · A, nes b−1
1 ∈ B, a−1

1 ∈ A. ⇒ A · B ⊂ B · A. Analogǐskai i
‘
rodome, kad

B ·A ⊂ A ·B. Todėl A ·B = B ·A. 4

Pakankamumas. Tarkime, A ·B = B ·A. I
‘
rodysime, kad A ·B yra grupės G pogrupis.

1) Tarkime, g, h ∈ A ·B ⇒ ∃a1 ∈ A, b1 ∈ B: g = a1 · b1 ir ∃a2 ∈ A, b2 ∈ B: h = a2 · b2
⇒ g ·h = a1 ·b1 ·a2 ·b2. Bet b1 ·a2 ∈ B ·A = A·B. Vadinasi, ∃a3 ∈ A, b3 ∈ B: b1 ·a2 = a3 ·b3.
⇒ g · h = a1 · b1 · a2 · b2 = a1 · a3 · b3 · b2 = (a1 · a3) · (b3 · b2) ∈ A ·B.

2) Tarkime, g ∈ A · B ⇒ ∃ a ∈ A, b ∈ B: g = a · b ⇒ g−1 = (a · b)−1 = b−1 · a−1 ∈
B ·A = A ·B ⇒ A ·B < G. 4

4.5. Apibrėžimas. Grupė G yra vadinama savo pogrupiu
‘
A ir B tiesiogine sandauga

ir žymima G = A⊗B, kai:

1) G = A ·B;

2) A / G, B / G;

3) A ∩B = {e}.
Tiesioginės sandaugos reikšmė ir privalumai ǐsplaukia ǐs tiesioginės sandaugos kriter-

ijaus.

4.6. Teorema (tiesioginės sandaugos kriterijus). Grupė G yra savo pogrupiu
‘

A ir B tiesioginė sandauga tada ir tik tada, kai kiekviena
‘

tos grupės elementa
‘
g galima

vienareikšmǐskai užrašyti tu
‘

pogrupiu
‘

elementu
‘

sandauga g = a · b ir x · y = y · x ∀x ∈
A, ∀y ∈ B.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, G = A ⊗ B ir g ∈ G. Iš tiesioginės sandaugos

apibrėžimo ǐsplaukia, kad ∃ a ∈ A, b ∈ B: g = a · b. I
‘
rodysime šio skaidinio vien-

areikšmǐskuma
‘
. Taikysime prieštaros būda

‘
. Tarkime, elementa

‘
g galima ǐsskaidyti ir kitu

būdu: g = a1 · b1, a1 ∈ A, b1 ∈ B. Turime lygybe
‘
a · b = a1 · b1. Padaugine

‘
abi šios lygybės

puses ǐs kairės ǐs a−1
1 , o ǐs dešinės – ǐs b−1, gauname a−1

1 · a = b1 · b−1. Bet a−1
1 · a ∈ A,

b1 · b−1 ∈ B. Vadinasi, a−1
1 ·a, b1 · b−1 ∈ A∩B = {e}. Todėl a−1

1 ·a = e, b1 · b−1 = e. Iš čia
a = a1, b = b1. Gavome prieštara

‘
prielaidai. Vadinasi, elementas g ǐsskaidomas elementu

‘

ǐs A ir B sandauga vienareikšmǐskai.
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I
‘
rodysime, kad x · y = y · x ∀x ∈ A, ∀y ∈ B. Sudarykime sandauga

‘
x · y · x−1 · y−1.

Kadangi B / G, ǐs II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus ǐsplaukia, kad x · y · x−1 ∈ B.
Vadinasi, ir x · y ·x−1 · y−1 ∈ B. Analogǐskai y ·x−1 · y−1 ∈ A ir x · y ·x−1 · y−1 ∈ A. Todėl
x · y · x−1 · y−1 ∈ A ∩ B = {e}. Gauname lygybe

‘
x · y · x−1 · y−1 = e. Padaugine

‘
abi šios

lygybės puses pirma ǐs y, po to – ǐs x, gauname x · y = y · x. 4

Pakankamumas. Tarkime, ∀g ∈ G yra vienareikšmǐskai užrašomas elementu
‘
ǐs A ir B

sandauga g = a · b, ir x · y = y · x ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

1) Lygybė G = A ·B akivaizdi.

2) I
‘
rodysime, kad A yra grupės G normalusis daliklis. Tarkime, a ∈ A, g ∈ G. Turime

parodyti, kad g · a · g−1 ∈ A. Išskaidome elementa
‘
g elementu

‘
ǐs A ir B sandauga –

g = a1 · b1. Todėl g · a · g−1 = a1 · b1 · a · (a1 · b1)−1 = a1 · b1 · a · b−1
1 · a−1

1 . Bet b1 · a = a · b1.
Vadinasi, g · a · g−1 = a1 · a · b1 · b−1

1 · a−1
1 = a1 · a · a−1

1 ∈ A.

Analogǐskai i
‘
rodome, kad B / G.

3) Tarkime, g ∈ A∩B. Galimi du elemento g skaidiniai elementu
‘
ǐs A ir B sandauga:

g = g · e (g ∈ A, e ∈ B),

g = e · g (e ∈ A, g ∈ B).

Iš skaidinio vienareikšmǐskumo ǐsplaukia lygybė g = e. Todėl A ∩B = {e}. 4

Pastaba. Kai G -adicinė grupė, jos skaidini
‘

pogrupiais A ir B vadiname tiesiogine
suma ir žymime G = A⊕B.

Nesunku ir tiesioginės sandaugos apibrėžima
‘
, ir jos kriteriju

‘
apibendrinti baigtiniam

pogrupiu
‘
skaičiui.

4.7. Apibrėžimas. Sakoma, kad grupė G yra savo pogrupiu
‘
H1,H2, . . . ,Hm tiesio-

ginė sandauga ir rašoma G = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗Hm, kai:

1) G = H1 ·H2 · . . . ·Hm;

2) Hi / G, i = 1,m;

3) Hi ∩H ′
i = {e}, i = 1,m; čia H ′

i = H1 ·H2 · . . . ·Hi−1 ·Hi+1 · . . . ·Hm.

4.8. Teorema (tiesioginės sandaugos kriterijus). Grupė G yra savo pogrupiu
‘

H1,H2, . . . ,Hm tiesioginė sandauga tada ir tik tada, kai ∀g ∈ G vienareikšmǐskai užrašo-
mas sandauga g = h1 · h2 · . . . · hm (hi ∈ Hi, i = 1,m) ir hi · hj = hj · hi (i 6= j).

Teorema i
‘
rodoma analogǐskai 4.6 teoremai.

Apibendrinsime tiesioginės sandaugos sa
‘
voka

‘
. Tarkime, A ir B – dvi grupės. Pažy-

mėkime A×B tu
‘
grupiu

‘
Dekarto sandauga

‘
:

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
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Šioje aibėje apibrėžiame algebrine
‘
operacija

‘
:

(a, b) · (c, d) = (a · c, b · d)
(
(a, b), (c, d) ∈ A×B

)
.

I
‘
rodysime, kad šios operacijos atžvilgiu aibė A×B sudaro grupe

‘
. Iš tikru

‘
ju

‘
:

1) operacija asociatyvi –

(
(
(a1, b1) · (a2, b2)

)
· (a3, b3) = (a1 · a2, b1 · b2) · (a3, b3) =

(a1 · a2 · a3, b1 · b2 · b3) = (a1, b1)(a2 · a3, b2 · b3) = (a1, b1)
(
(a2, b2) · (a3, b3)

)
;

2) egzistuoja vienetinis elementas (e1, e2) (čia e1 yra grupės A vienetinis elementas,
e2 – grupės B vienetinis elementas) –

(a, b) · (e1, e2) = (a · e1, b · e2) = (a, b)
(
∀(a, b) ∈ A×B

)
;

3) ∀(a, b) ∈ A×B egzistuoja atvirkštinis elementas (a, b)−1 = (a−1, b−1) –

(a, b) · (a−1, b−1) = (a · a−1, b · b−1) = (e1, e2). 4

I
‘
rodysime, kad Dekarto sandauga

‘
A × B galima ǐsreikšti jos pogrupiu

‘
A × {e2} ir

{e1} ×B tiesiogine sandauga:
1) Tarkime, (a · b) ∈ A×B. Tada

(a, b) = (a, e2) · (e1, b) ∈
(
A× {e2}

)
·
(
{e1} ×B

)
.

2) I
‘
rodysime, kad A× {e2} yra grupės A× B normalusis daliklis. Tarkime, (a, e2) ∈

A × {e2}, (a1, b1) ∈ A × B. ⇒ (a1, b1)(a, e2)(a1, b1)−1 = (a1, b1)(a, e2)(a−1
1 , b−1

1 ) =
= (a1aa

−1
1 , b1e2b

−1
1 ) = (a1aa

−1
1 , e2) ∈ A× {e2}. 4

Analogǐskai i
‘
rodoma, kad {e1} ×B yra taip pat grupės A×B normalusis daliklis.

3) Beliko parodyti, kad pogrupiu
‘
A×{e2} ir {e1}×B sankirta yra vienetinė. Tarkime,

(a, b) ∈
(
A×{e2}

)
∩

(
{e1}×B

)
. Kadangi (a, b) ∈ A×{e2}, tai b = e2. Taip pat ǐs elemento

(a, b) priklausomumo pogrupiui {e1} ×B ǐsplaukia a = e1. ⇒(
A× {e2}

)
∩

(
{e1} ×B

)
=

{
(e1, e2)

}
. 4

4.9. Apibrėžimas. Grupiu
‘
A ir B Dekarto sandauga A × B yra vadinama ju

‘

tiesiogine ǐsorine sandauga.

Pastaba. Grupės A×B pogrupius A×{e2} ir {e1}×B izomorfizmo tikslumu galima
sutapatinti atitinkamai su grupėmis A ir B. Iš tikru

‘
ju

‘
, parodysime, kad grupė A × {e2}

izomorfiška A. Tuo tikslu apibrėžiame atvaizdi
‘
ϕ : A× {e2} → A lygybe

ϕ
(
(a, e2)

)
= a.
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Šis atvaizdis – homomorfizmas:

ϕ
(
(a1, e2)(a2, e2)

)
= ϕ

(
(a1a2, e2)

)
= a1a2 =

= ϕ
(
(a1, e2)

)
ϕ
(
(a2, e2)

)
∀(a1, e2), (a2, e2) ∈ A× {e2}.

Šio homomorfizmo branduolys – vienetinis: jei (a, e2) ∈ Ker ϕ ⇒

ϕ
(
(a, e2)

)
= a = e1. ⇒ Ker ϕ =

{
(e1, e2)

}
.

Homomorfizmas – surjektyvus: ∀a ∈ A ∃ (a, e2) ∈ A× {e2} : ϕ
(
(a, e2)

)
= a. 4

Analogǐskai i
‘
rodoma, kad {e1} ×B ∼= B.

5. Baigtiniu
‘
Abelio grupiu

‘
struktūra

Ieškosime baigtiniu
‘
Abelio grupiu

‘
ǐsraǐskos ju

‘
pogrupiu

‘
tiesioginėmis sandaugomis.

5.1. Abelio grupiu
‘
lema. Tarkime, Abelio grupės G elemento g eilė |g| yra tar-

pusavyje pirminiu
‘

skaičiu
‘
m ir n sandauga. Tada elementa

‘
g galima vienareikšmǐskai

užrašyti m-tos eilės elemento a ir n-tos eilės elemento b sandauga – g = ab.

I
‘
rodymas. Kadangi m ir n yra tarpusavyje pirminiai skaičiai, egzistuoja sveiku

‘
ju

‘

skaičiu
‘
u ir v pora tokia, kad

mu+ nv = 1.

Šios ǐsraǐskos dėka elementa
‘
g galima užrašyti tokiu būdu:

g = g1 = gmu+nv = gnv · gmu.

Pažymėkime a = gnv ir b = gmu, ir i
‘
sitikinkime, kad elemento a eilė lygi m, o b – n.

Tarkime, |a| = s, |b| = t. Pakėle
‘
elementa

‘
g laipsniu st, gauname:

gst = (ab)st = ast · bst = (as)t · (bt)s = e.

Iš elemento eilės savybiu
‘
ǐsplaukia, kad mn | st. Iš lygybiu

‘

am = (gnv)m = gmnv = (gmn)v = e ir

bn = (gmu)n = gmnu = (gmn)u = e

gauname, kad s |m ir t | n. Todėl st |mn ir pagaliau st = mn. Iš šios lygybės, kadangi
(t,m) = 1 ǐsplaukia, kad m | s. Todėl m = s ir n = t. Taigi, |a| = m ir |b| = n.

I
‘
rodysime tokio skaidinio vienetinuma

‘
. Taikysime prieštaros būda

‘
. Tarkime,

g = ab = a1b1 ir |a| = |a1| = m, |b| = |b1| = n.
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Abi lygybės ab = a1b1 puses padaugine
‘
ǐs kairės ǐs a−1

1 , ir ǐs dešinės – ǐs b−1, turime

a−1
1 a = b1b

−1.

Pažymėje
‘
a−1
1 a = c, paskaičiuojame to elemento eile

‘
. Tarkime |c| = k. Iš lygybiu

‘

cn = (b1b−1)n = bn1 · (b−1)n = bn1 · (bn)−1 = e ir

cm = (a−1
1 a)m = (a−1

1 )m · am = (am
1 )−1 · am = e

gauname: k | n ir k |m. Vadinasi, k | (m,n). Bet (m,n) = 1, todėl k = 1. Taigi

a−1
1 a = b1b

−1 = e.

Iš čia ǐsplaukia lygybės a = a1 ir b = b1. 4

5.2. Apibendrinta Abelio grupiu
‘
lema. Tarkime, Abelio grupės G elemento g eilė

|g| yra poromis tarpusavyje pirminiu
‘
skaičiu

‘
ri sandauga – |g| = r1r2 . . . rs

(
(ri, rj) = 1, i 6=

j
)
. Tada elementa

‘
g galima vienareikšmǐskai užrašyti elementu

‘
g1, g2, . . . , gs sandauga, kur

|gi| = ri, i = 1, s.
I
‘
rodymas – 5.1 lemos i

‘
rodymo apibendrinimas. 4

5.3. Apibrėžimas. Tarkime, p – fiksuotas pirminis skaičius. Abelio grupė G vadi-
nama p-primaria

‘
ja grupe, kai kiekvieno jos elemento eilė yra pirminio skaičiaus p laipsnis.

5.4. I-oji struktūrinė teorema. Kiekviena
‘
baigtine

‘
Abelio grupe

‘
G galima ǐsskaidyti

jos p-primariu
‘
ju
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga. Skaidinys užrašomas vienareikšmǐskai dau-

ginamu
‘
ju
‘

tvarkos tikslumu.

I
‘
rodymas. Tarkime, grupės G eilė |G| = n ir skaičiaus n kanoninis skaidinys pirminiu

‘

skaičiu
‘
sandauga yra n = pk1

1 · pk2
2 · . . . · pks

s . Parodysime, kad šia
‘
grupe

‘
galima ǐsskaidyti

jos pi-primariu
‘
ju

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga (i = 1, s).

Pažymėkime

Pi =
{
g ∈ G | |g| = pti

i , 0 ≤ ti ≤ ki

}
(i = 1, s).

I
‘
rodysime, kad Pi yra grupės G pogrupis. Tarkime, g, h ∈ Pi ir |g| = pti

i , |h| = pui
i .

Pažymėkime vi = max {ui, ti}. Aǐsku, kad
gp

vi
i = hp

vi
i = e. ⇒ (g ·h)p

vi
i = gp

vi
i ·hp

vi
i = e. ⇒ |gh| | pvi

i ⇒ |gh| = pmi
i , 0 ≤ mi ≤ vi

⇒ gh ∈ Pi.
Tarkime, g ∈ Pi ir |g| = pti

i . ⇒ |g−1| = pti
i ⇒ g−1 ∈ Pi. Taigi Pi – grupės G

pi-primarusis pogrupis. Beliko i
‘
rodyti, kad grupė G yra pogrupiu

‘
Pi tiesioginė sandauga.

Tarkime, g ∈ G. Kadangi |g| | |G|, tai elemento g eile
‘
galima užrašyti tokiu būdu –

|g| = pl1
1 · pl2

2 · . . . · pls
s (0 ≤ li ≤ ki, i = 1, s).
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Pažymėkime pli
i = ri. Skaičiai ri yra poromis tarpusavyje pirminiai, todėl elementui g

galima pritaikyti apibendrinta
‘
ja

‘
Abelio lema

‘
: ji

‘
galima vienareikšmǐskai ǐsreikšti elementu

‘

gi ∈ Pi sandauga (|gi| = pli
i ). Teiginio i

‘
rodymui tereikia panaudoti apibendrinta

‘
ji
‘
tiesio-

ginės sandaugos kriteriju
‘
. 4

5.5. II-oji struktūrinė teorema. p-primaria
‘
ja
‘
Abelio grupe

‘
P galima ǐsskaidyti jos

cikliniu
‘

pogrupiu
‘

tiesiogine sandauga.

I
‘
rodymas. Taikysime indukcija

‘
grupės P eilės atžvilgiu. Tarkime, grupės P eilė yra

n.

1. Kai n = 1, teiginys trivialus.

2. Tarkime, teiginys teisingas visoms p-primariosioms grupėms, kuriu
‘
eilė mažesnė už

n. I
‘
rodysime, kad indukcinė prielaida yra teisinga p-primariajai n-tosios eilės grupei P .

Pasirinkime grupėje maksimalios eilės elementa
‘
a. Tarkime, |a| = pk. Galime laikyti, kad

k ≥ 1, nes kitu atveju grupė P būtu
‘
vienetinė. Pažymėkime H ciklini

‘
pogrupi

‘
, generuota

‘

elemento a: H = 〈a〉. Aǐsku, kad |H| = |a| = pk. Iš Lagranžo teoremos turime

∣∣P/
H

∣∣ =
|P |
|H|

= np−k.

Taigi faktorgrupės P
/
H eilė yra mažesnė už n. Kad šiai grupei galėtumėme taikyti

indukcine
‘
prielaida

‘
, i

‘
rodysime, jog ji yra p-primarioji grupė. Tarkime bH ∈ P

/
H. Kadangi

b ∈ P , jo eilė yra pirminio skaičiaus p laipsnis: |b| = pm. Iš lygybės

(bH)pm = bp
m

·H = eH = H

turime, kad |bH| yra skaičiaus pm daliklis. Tokiu būdu, |bH| = pl, l ≤ m. Vadinasi,
P

/
H yra p-primarioji grupė. Pritaike

‘
šiai grupei indukcine

‘
prielaida

‘
, ǐsskaidome ja

‘
cikliniu

‘

pogrupiu
‘
tiesiogine sandauga –

P
/
H = 〈a1H〉 ⊗ 〈a2H〉 ⊗ . . .⊗ 〈asH〉.

Pažymėkime |aiH| = |〈aiH〉| = pni , i = 1, s. Elemento ai eilė nebūtinai turi būti lygi pni .
Kiekviename sluoksnyje aiH surasime atstova

‘
bi, kurio eilė yra pni . Iš lygybės

(aiH)pni = H = apni

i H

turime, kad elementas apni

i priklauso pogrupiui H. Vadinasi, egzistuoja neneigiamas
sveikas skaičius ti toks, kad apni

i = ati . Abi šios lygybės puses pakėle
‘

laipsniu pk−ni

gausime lygybe
‘ (

apni

i

)pk−ni

=
(
ati

)pk−ni

= apk

i = ati·pk−ni = e,
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nes grupėje P maksimalios eilės elementas yra pk-osios eilės. Vadinasi, pk | tipk−ni ir todėl
pni | ti. Pažymėkime ti = pni · qi, kur qi – neneigiamas sveikasis skaičius, ir pasirinkime
sluoksnyje aiH atstova

‘
bi = ai · a−qi . Parodysime, kad |bi| = pni . Iš tikru

‘
ju

‘
,

bp
ni

i = apni

i · apni ·(−qi) = ati · a−ti = e.

Vadinasi, |bi| | pni . Pažymėkime |bi| = pmi ir pakelkime sluoksni
‘
biH laipsniu pmi :

(biH)pmi = bp
mi

i ·H = H = (aiH)pmi = apmi

i ·H.

Vadinasi, pni | pmi . Iš čia |bi| = pni .
Pakeite

‘
faktorgrupės P

/
H skaidinyje atstovus ai sluoksniuose aiH atstovais bi, turė-

sime lygybe
‘

P
/
H = 〈biH〉 ⊗ 〈b2H〉 ⊗ . . .⊗ 〈bsH〉.

I
‘
sitikinsime, kad grupe

‘
P galima ǐsskaidyti taip:

P = 〈b1〉 ⊗ 〈b2〉 ⊗ . . .⊗ 〈bs〉 ⊗ 〈a〉.

Tarkime, g ∈ P . Paėme
‘
sluoksni

‘
gH, ǐsskaidome ji

‘
:

gH =
(
b1H

)r1 ·
(
b2H

)r2 · . . . ·
(
bsH

)rs = br1
1 H · br2

2 H · . . . · brs
s H = br1

1 · br2
2 · . . . · brs

s ·H.

Vadinasi, g ∈ br1
1 ·br2

2 · . . . ·brs
s ·H. Todėl g galima užrašyti taip: g = br1

1 ·br2
2 · . . . ·brs

s ·al. Liko
i
‘
rodyti, kad skaidinys užrašomas vienareikšmǐskai. Taikome prieštaros būda

‘
. Tarkime,

g = br1
1 · br2

2 · . . . · brs
s · al = b

r′1
1 · br

′
2

2 · . . . · br
′
s

s · al′ . ⇒

gH = br1
1 · br2

2 · . . . · brs
s · alH =

= br1
1 H · br2

2 H · . . . · brs
s ·H = b

r′1
1 · br

′
2

2 · . . . · br
′
s

s · al′H = b
r′1
1 H · br

′
2

2 H · . . . · br
′
s

s H. ⇒

ri = r′i, i = 1, s (ǐs sluoksnio gH vienareikšmio skaidinio)

⇒ g = br1
1 · br2

2 . . . brs
s · al = br1

1 · br2
2 . . . brs

s · al′ . ⇒ al = al′ ⇒ l = l′. 4

5.6. Išvada. p-primariosios grupės eilė yra pirminio skaičiaus p laipsnis.

I
‘
rodymas. Iš 5.5 teoremos turime

P = 〈b1〉 ⊗ 〈b2〉 ⊗ . . .⊗ 〈bs〉 ⊗ 〈a〉,

kur |bi| = pni , i = 1, s, |a| = pk. Todėl

|P | = |〈b1〉| · |〈b2〉| · |〈bs〉| · |〈a〉| =

= pn1 · pn2 · . . . · pns · pk = pn1+n2+...+ns+k. 4
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5.7. Apibrėžimas. Grupė P vadinama neskaidžia, jei jos negalima užrašyti tikriniu
‘

pogrupiu
‘

tiesiogine sandauga.

5.8. Lema. Tarkime, primariosios ciklinės grupės P = 〈a〉 eilė yra pk, k ≥ 1. Tada
kiekvienam šios grupės tikriniam pogrupiui priklauso elementas b = apk−1

.

I
‘
rodymas. Tarkime, H – tikrinis grupės P pogrupis. Tada H = 〈as〉, nes ciklinės

grupės kiekvienas pogrupis yra ciklinis. Be to, 0 < s < pk. Užrašome skaičiu
‘
s pavidalu

s = pl ·q, kur l ≥ 0, (q, p) = 1. Kadangi skaičiai p ir q yra tarpusavyje pirminiai, egzistuoja
sveikieji skaičiai u ir v tokie, kad qu+ pv = 1. Pasinaudoje

‘
šia ǐsraǐska, elementa

‘
b galime

užrašyti taip:

b = b1 = bqu+pv =
(
apk−1)qu+pv = apk−1·qu · apk−1·pv =

= apk−1·qu ·
(
apk)v = apk−1·qu.

Kadangi s < pk, galioja nelygybė l < k. Todėl l ≤ k − 1, arba k − 1− l ≥ 0. Remdamiesi
šia nelygybe, toliau pertvarkome elemento b ǐsraǐska

‘
:

b = apk−1·qu = apk−1−l+l·qu = apk−1−l·pl·qu =

= apk−1−l·su =
(
as

)pk−1−l·u ∈ H. 4

5.9. Teorema. Primarioji ciklinė grupė yra neskaidi.

I
‘
rodymas. Taikysime prieštaros būda

‘
. Tarkime, |P | = pk, P = 〈a〉 ir grupe

‘
P galima

ǐsskaidyti jos tikriniu
‘
pogrupiu

‘
A ir B tiesiogine sandauga: P = A⊗B. Tuomet ǐs 5.8 lemos

ǐsplaukia, kad elementas b = apk−1
priklauso ir pogrupiui A, ir pogrupiui B. Skiriame du

atvejus.

1. k = 1. Tuomet |P | = p. Bet pirminės eilės grupė neturi ǐs viso tikriniu
‘
pogrupiu

‘
.

Gauname prieštara
‘
.

2. k ≥ 2. Tuomet |b| > 1, b ∈ A ∩B = {e}. Prieštara. 4

5.10. III-oji struktūrinė teorema. Jeigu p-primaria
‘
ja
‘

grupe
‘

galima užrašyti jos
cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga dviem būdais, tai šiu

‘
skaidiniu

‘
dauginamu

‘
ju
‘
skaičius

yra vienodas ir, atitinkamai sutvarkius cikliniu
‘

pogrupiu
‘

eiles, šie pogrupiai poromis bus
izomorfiški.

I
‘
rodymas. Tarkime, grupe

‘
P galima ǐsskaidyti jos cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine san-

dauga dvejopai–
P = 〈a1〉 ⊗ 〈a2〉 ⊗ . . .⊗ 〈as〉 ir

P = 〈b1〉 ⊗ 〈b2〉 ⊗ . . .⊗ 〈bt〉.

Pažymėkime |ai| = pki , i = 1, s ir |bj | = plj , j = 1, t ir laikykime, kad pk1 ≥ pk2 ≥ . . . ≥
pks , ir pl1 ≥ pl2 ≥ . . . ≥ plt .
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1. I
‘
rodysime, kad s = t. Pažymėkime

P ∗ = {g ∈ P | gp = e}.

I
‘
rodysime, kad P ∗ yra grupės P pogrupis. Tarkime, g, h ∈ P ∗ ⇒ gp = hp = e ⇒ (gh)p =
gp · hp = e · e = e ⇒ gh ∈ P ∗. Tarkime, g ∈ P ∗ ⇒ gp = e ⇒ (g−1)p = (gp)−1 = e−1 = e

⇒ g−1 ∈ P ∗. Taigi, P ∗ yra grupės P pogrupis. Surasime šio pogrupio ǐsraǐska
‘
jo cikliniu

‘

pogrupiu
‘
tiesiogine sandauga. Pažymėkime

H = 〈apk1−1

1 〉 ⊗ 〈apk2−1

2 〉 ⊗ . . .⊗ 〈apks−1

s 〉.

Kadangi elemento ai (i = 1, s) eilė yra pki , tai elemento apki−1

i eilė yra p. Todėl |H| = ps.
Parodysime, kad pogrupis P ∗ sutampa su H. Tarkime, g ∈ P ∗. Tada gp = e. Elementa

‘

g galima užrašyti elementu
‘
ai laipsniu

‘
sandauga: g = ar1

1 · ar2
2 · . . . · ars

s . Pakėle
‘
abi šios

lygybės puses p-tuoju laipsniu, gauname lygybe
‘

gp = e = apr1
1 · apr2

2 · . . . · aprs
s = e · e · . . . · e︸ ︷︷ ︸

s kartu
‘

.

Iš elemento e skaidinio vienareikšmǐskumo gauname lygybe
‘
apri

i = e (i = 1, s). Iš čia
pki |pri arba pki−1 | ri. Vadinasi, egzistuoja natūralusis skaičius qi toks, kad ri = pki−1 · qi.
Pertvarkome elemento g ǐsraǐska

‘
:

g = ar1
1 · ar2

2 · . . . · ars
s = apk1−1·q1

1 · apk2−1·q2
2 · . . . · apks−1·qs

s =

=
(
apk1−1

1

)q1

·
(
apk2−1

2

)q2

· . . . ·
(
apks−1

s

)qs

∈ H.

Vadinasi, P ∗ ⊂ H. Tarkime, g ∈ H:

g =
(
apk1−1

1

)v1

·
(
apk2−1

2

)v2

· . . . ·
(
apks−1

s

)vs

.

Pakeliame abi šios lygybės puses p-tuoju laipsniu:

gp =
(
apk1−1

1

)pv1

·
(
apk2−1

2

)pv2

· . . . ·
(
apks−1

s

)pvs

=(
apk1

1

)v1

·
(
apk2

2

)v2

· . . . ·
(
apks

s

)vs

= e.

Tokiu būdu, g ∈ P ∗. Vadinasi, H ⊂ P ∗ ir P ∗ = H. Analogǐskai i
‘
rodome, kad pogrupis P ∗

sutampa su pogrupiu

H ′ = 〈bp
l1−1

1 〉 ⊗ 〈bp
l2−1

2 〉 ⊗ . . .⊗ 〈bp
lt−1

t 〉.

Bet |H ′| = pt. Todėl ps = pt ir s = t. 4
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2. I
‘
rodysime, kad ki = li (i = 1, s). Iš čia ǐsplauks antrasis teoremos teiginys, nes

vienodu
‘
eiliu

‘
ciklinės grupės yra izomorfiškos. Taikysime indukcija

‘
grupės P eilės atžvilgiu.

1) Tarkime, |P | = p. Tuomet teiginys trivialus, nes grupė P tikriniu
‘
pogrupiu

‘
neturi.

2) Tarkime, teiginys yra teisingas kiekvienam grupės P tikriniam pogrupiui. Išskirsime
tikrini

‘
pogrupi

‘
, kad galėtumėme jam pritaikyti indukcine

‘
prielaida

‘
. Pažymėkime P∗ =

{gp | g ∈ P}. Parodysime, kad P∗ yra grupės P tikrinis pogrupis.
Tarkime, g, h ∈ P∗. Vadinasi, egzistuoja g1, h1 ∈ P : g = gp

1 , h = hp
1. Todėl g · h =

gp
1 · h

p
1 = (g1h1)p. Taigi, gh ∈ P∗.
Tarkime, g ∈ P∗. Egzistuoja g1 ∈ P : g = gp

1 . Tuomet g−1 =
(
gp
1

)−1 =
(
g−1
1

)p.
Vadinasi, g−1 ∈ P∗ ir P∗ yra grupės P pogrupis.

I
‘
rodysime, kad P ∗ nesutampa su P . Pasirinke

‘
grupėje P maksimalios eilės elementa

‘

a (|a| = pk, k ≥ 1), parodysime, kad a /∈ P∗. Tarkime priešingai, a ∈ P∗. Tuomet
egzistuoja g ∈ P : a = gp. Tokiu atveju elemento g eilė |g| > pk, o tai yra prieštara
elemento a pasirinkimui. Tam, kad galėtumėme pogrupiui P∗ pritaikyti indukcine

‘
prielaida

‘
,

ǐsskaidysime ši
‘
pogrupi

‘
cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga dviem būdais. Pažymėkime

F = 〈ap
1〉 ⊗ 〈ap

2〉 ⊗ . . . ⊗ 〈ap
i 〉, kur skaičius i parenkamas ǐs sa

‘
lygu

‘
k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ ki >

ki+1 = . . . = ks = 1. I
‘
sitikinsime, kad pogrupis F sutampa su P∗.

Tarkime, g ∈ F . Vadinasi,

g =
(
ap
1

)r1 ·
(
ap
2

)r2 · . . . ·
(
ap

i

)ri =

=
(
ar1
1

)p ·
(
ar2
2

)p · . . . ·
(
ari

i

)p =
(
ar1
1 · ar2

2 · . . . · ari
i

)p = hp,

kur h = ar1
1 · ar2

2 · . . . · ari
i . Vadinasi, g ∈ P∗ ir F ⊂ P∗.

Tarkime, g ∈ P∗. Egzistuoja h ∈ P : g = hp. Elementa
‘
h užrašome elementu

‘
ai

(i = 1, s) laipsniu
‘
sandauga: h = ar1

1 · ar2
2 · . . . · ari

i · ari+1
i+1 · . . . · ars

s . Iš indekso i pasirinkimo
ǐsplaukia lygybės ap

i+1 = ap
i+2 = . . . = ap

s = e. Todėl

g = hp = ar1p · ar2p · . . . · arip
i · ari+1p

i+1 · . . . · arsp
s =

= ar1p · ar2p · . . . · arip
i =

(
ap
1

)r1 ·
(
ap
2

)r2 · . . . ·
(
ap

i

)ri ∈ F.

Vadinasi, P ∗ ⊂ F ir P ∗ sutampa su F .
Pažymėje

‘
F ′ = 〈bp1〉 ⊗ 〈bp2〉 ⊗ . . . ⊗ 〈bpj 〉, kur j skaičius yra parenkamas ǐs sa

‘
lygu

‘

l1 ≥ l2 ≥ . . . ≥ lj > lj+1 = . . . = ls = 1, analogǐskai gauname kita
‘
pogrupio P∗ ǐsraǐska

‘
:

P∗ = 〈bp1〉 ⊗ 〈bp2〉 ⊗ . . .⊗ 〈bpj 〉.

Taikydami pogrupiui P∗ indukcine
‘
prielaida

‘
, gauname lygybes i = j ir

k1 − 1 = l1 − 1,

k2 − 1 = l2 − 1,

.......................

ki − 1 = li − 1.
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Todėl kt = lt, kai t = 1, i ir kt = lt = 1, kai t = i+ 1, s. 4

Tarkime, P yra p-primarioji pn-osios eilės Abelio grupė. Atsakysime i
‘
klausima

‘
, keliais

būdais šia
‘
grupe

‘
galima ǐsskaidyti cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga taip, kad skaidiniai

nebūtu
‘
izomorfiški. Tarkime, P = 〈a1〉 ⊗ 〈a2〉 ⊗ . . . ⊗ 〈as〉 yra vienas ǐs galimu

‘
skaidiniu

‘
.

Pažymėkime |ai| = |〈ai〉| = pni (i = 1, s). Rodikliai ni turi tenkinti sa
‘
lygas

n1 + n2 + . . .+ ns = n, (1)

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ ns > 0. (2)

Kiek bus (1) lygties sprendiniu
‘
su natūraliosiomis komponentėmis, tenkinančiu

‘
(2) sa

‘
lygas,

tiek bus pn-osios eilės neizomorfišku
‘
p-primariu

‘
ju

‘
grupiu

‘
. Tai ǐsplaukia ǐs III-iosios struk-

tūrinės teoremos.

Cikliniu
‘
pogrupiu

‘
〈a1〉, 〈a2〉, . . . , 〈as〉 eilės pn1 , pn2 , . . . , pns yra vadinamos p-primario-

sios Abelio grupės invariantais.

5.11. Pavyzdys. Užrašysime visas neizomorfiškas 16-osios eilės Abelio grupes.
Ieškome lygties

n1 + n2 + . . .+ ns = 4

sprendiniu
‘
su natūraliosiomis komponentėmis, tenkinančiu

‘
sa

‘
lygas

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ ns.

Galimi atvejai:

1) kai s = 1, tai n1 = 4;

2) kai s = 2, tai arba n1 = 3, n2 = 1, arba n1 = n2 = 2;

3) kai s = 3, tai n1 = 2, n2 = n3 = 1;

4) kai s = 4, tai n1 = n2 = n3 = n4 = 1;

5) kai s ≥ 5, lygtis sprendiniu
‘
neturi.

Šias penkias rodikliu
‘
sistemas atitiks penki skirtingi skaidiniai:

1) P = Z16;

2) P = Z8 ⊗ Z2;

3) P = Z4 ⊗ Z4;

4) P = Z4 ⊗ Z2 ⊗ Z2;

5) P = Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2.

Iš III-iosios struktūrinės teoremos ǐsplaukia, kad bet kuri 16-osios eilės Abelio grupė
yra izomorfiška vienam ǐs šiu

‘
penkiu

‘
skaidiniu

‘
.

21



6. Dvi izomorfizmo teoremos

6.1. I-oji izomorfizmo teorema. Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis, T
– pogrupis. Tada TH yra grupės G pogrupis, H ∩ T – pogrupio T normalusis daliklis, ir
faktorgrupės TH

/
H bei T

/
T ∩H yra izomorfiškos.

I
‘
rodymas. Kadangi H yra grupės G normalusis daliklis, lygybė HT = TH ǐsplaukia

ǐs II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus. Parodysime, kad H ∩T / T . Tarkime, ht ∈ H ∩T ,
t ∈ T . Tuomet:

1) thtt
−1 ∈ T , nes t ∈ T , ht ∈ T ;

2) thtt
−1 ∈ H, nes ht ∈ H ir H / G.

Todėl hhtt
−1 ∈ H ∩ T ir teiginio i

‘
rodymui pakanka pasinaudoti II-uoju normaliojo

daliklio kriterijumi.
Kadangi H / TH ir T ∩ H / H, galime apibrėžti faktorgrupes TH

/
H ir T

/
T ∩H.

Apibrėžkime atvaizdi
‘

ϕ : TH
/
H → T

/
T ∩H

lygybe
ϕ(thH) = tT ∩H (∀t ∈ T, ∀h ∈ H).

Pirmiausia i
‘
rodysime, kad atvaizdis yra apibrėžtas korektǐskai, t. y. apibrėžimas neprik-

lauso nuo atstovu
‘

pasirinkimo. Tarkime, t′h′ yra kitas sluoksnio thH atstovas, t. y.
t′h′H = thH. Tuomet ϕ(t′h′H) = t′T ∩ H. Atvaizdis bus apibrėžtas korektǐskai, jei
i
‘
rodysime, kad ϕ(thH) = ϕ(t′h′H), t. y. tT ∩ H = t′T ∩ H. Kadangi h, h′ ∈ H, ǐs ly-
gybės thH = t′h′H turime tH = t′H. Elementas t priklauso sluoksniui tH, vadinasi, ir
t′H. Todėl egzistuoja h1 ∈ H: t = t′h1. Padaugine

‘
abi šios lygybės puses ǐs kairės ǐs t′

−1
,

turime h1 = t′
−1 ·t ∈ T . Vadinasi, h1 ∈ T∩H. Todėl t ∈ t′T∩H ir

(
tT∩H

)
∩

(
t′T∩H

)
6= ∅.

Kadangi sluoksniai tT ∩H ir t′T ∩H kertasi netuščiai, tai jie sutampa.
Parodysime, kad atvaizdis ϕ yra grupiu

‘
izomorfizmas.

1) ϕ – homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

ϕ
(
t1h1H · t2h2H

)
= ϕ

(
t1H · t2H

)
=

= ϕ
(
t1t2H

)
= t1t2T ∩H = t1T ∩Ht2T ∩H =

= ϕ
(
t1h1H

)
ϕ
(
t2h2H

) (
∀t1h1H, t2h2H ∈ TH

/
H

)
. 4

2) ϕ – injekcija. Tarkime thH ∈ Ker ϕ:

ϕ(thH) = T ∩H

|| //

tT ∩H.
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Vadinasi, t ∈ T ∩H. Todėl t ∈ H ir thH = tH = H. Taigi Ker ϕ = {H}. 4

3) ϕ – surjekcija. Iš tikru
‘
ju

‘
, sluoksnio tT ∩ H pirmvaizdžiu yra sluoksnis teH: ǐs

atvaizdžio ϕ apibrėžimo ǐsplaukia lygybė ϕ(teH) = tT ∩H. 4

6.2. II-oji izomorfizmo teorema. Tarkime, H yra grupės G normalusis daliklis,
T – faktorgrupės G

/
H normalusis daliklis, ϕ – grupės G kanoninis homomorfizmas grupėje

G
/
H. Tada pogrupio T pirmvaizdis ϕ−1(T ) yra grupės G normalusis daliklis ir faktorgrupės

G
/
ϕ−1(T ) bei ϕ(G)

/
T izomorfiškos.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
rodysime, kad pirmvaizdis ϕ−1(T ) yra grupės G normalusis

daliklis.
Tarkime, g1, g2 ∈ ϕ−1(T ). Tuomet ϕ(g1), ϕ(g2) ∈ T . Kadangi T < G, tai ϕ(g1) ·

ϕ(g2) ∈ T . Bet ϕ(g1)ϕ(g2) = ϕ(g1g2). Vadinasi, ϕ(g1g2) ∈ T . Iš čia g1g2 ∈ ϕ−1(T ).
Tarkime, g ∈ ϕ−1(T ). Tada ϕ(g) ∈ T ir

(
ϕ(g)

)−1 = ϕ(g−1) ∈ T . Todėl g−1 ∈ ϕ−1(T ).
Vadinasi, ϕ−1(T ) yra grupės G pogrupis.

Tarkime, g ∈ ϕ−1(T ), a ∈ G. Tada ϕ(aga−1) = ϕ(a)ϕ(g)ϕ(a)−1 ∈ T , nes ϕ(g) ∈ T

ir T / G
/
H. Todėl aga−1 ∈ ϕ−1(T ) ir ǐs II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus ǐsplaukia,

kad ϕ−1(T ) yra grupės G normalusis daliklis. Vadinasi, grupe
‘
G šiuo normaliuoju dalikliu

galime faktorizuoti. Apibrėžkime atvaizdi
‘

f : G
/
ϕ−1(T ) → ϕ(G)

/
T

lygybe
f
(
gϕ−1(T )

)
= ϕ(g)T.

Parodysime, kad šis atvaizdis yra apibrėžtas korektǐskai. Tarkime, sluoksniai g′ϕ−1(T )
ir gϕ−1(T ) yra lygūs. Parodysime, kad ir ju

‘
vaizdai f

(
g′ϕ−1(T ) ir f

(
gϕ−1(T )

)
su-

tampa. Tam pakanka i
‘
rodyti, kad sluoksniai ϕ(g)T ir ϕ(g′)T kertasi netuščiai. Iš ly-

gybės g′ϕ−1(T ) = gϕ−1(T ) gauname, kad g = g′ · g1, kur g1 ∈ ϕ−1(T ). Pažymėkime
ϕ(g1) = t ∈ T . Turime ϕ(g) = ϕ(g′ · g1) = ϕ(g′) · t ∈ ϕ(g′)T . Bet ϕ(g) ∈ ϕ(g)T . Vadinasi,
sluoksniai ϕ(g′)T ir ϕ(g)T kertasi netuščiai ir todėl sutampa.

I
‘
rodysime, kad atvaizdis f yra izomorfizmas.

1) f – homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
,

f
(
g1ϕ

−1(T )g2ϕ−1(T )
)

= f
(
g1g2ϕ

−1(T )
)

=

= ϕ(g1g2)T = ϕ(g1)ϕ(g2)T = ϕ(g1)T ϕ(g2)T =

= f
(
g1ϕ

−1(T )
)
f
(
g2ϕ

−1(T )
) (

∀g1ϕ−1(T ), g2ϕ−1(T ) ∈ G
/
ϕ−1(T )

)
. 4

2) f – injekcija. Tarkime, gϕ−1(T ) ∈ Ker f . Todėl

f
(
gϕ−1(T )

)
= T

\\ //

ϕ(g)T
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Vadinasi, ϕ(g) ∈ T ir g ∈ ϕ−1(T ). Taigi gϕ−1(T ) = ϕ−1(T ) ir Ker f =
{
ϕ−1(T )

}
. 4

3) f – surjekcija. Iš tikru
‘
ju

‘
, sluoksnio ϕ(g)T pirmvaizdžiu ǐs atvaizdžio f apibrėžimo

yra sluoksnis gϕ−1(T ):
f
(
gϕ−1(T )

)
= ϕ(g)T. 4

7. Grupės sudaromosios

7.1. Apibrėžimas. Tarkime, S yra grupės G poaibis. Sakome, kad aibė S generuoja
pogrupi

‘
〈S〉, jei jis yra minimalus pogrupis, kuriam priklauso ta aibė, t. y., jei S yra

pogrupio T poaibis, tai 〈S〉 ⊂ T .

Aibė S yra vadinama pogrupio 〈S〉 sudaromu
‘
ju
‘

aibe.

7.2. Teorema. Kiekvienam grupės G poaibiui S egzistuoja minimalusis pogrupis 〈S〉.

I
‘
rodymas. Pažymėkime visu

‘
grupės G pogrupiu

‘
H, kuriems priklauso aibė S, sankirta

‘

〈S〉 =
⋂

S⊂H

H.

Kadangi pogrupiu
‘
sankirta yra pogrupis, teoremos i

‘
rodymui pakanka patikrinti 〈S〉 mini-

malumo sa
‘
lyga

‘
. Tarkime, T yra pogrupis, kuriam priklauso aibė S. Tada T i

‘
eina i

‘
sankirta

‘⋂
S⊂H

H = 〈S〉.

Iš aibiu
‘
sankirtos savybės ǐsplaukia, kad 〈S〉 ⊂ T . 4

7.3. Teorema. Minimalusis pogrupis 〈S〉 sutampa su aibe T , kuria
‘
sudaro vienetinis

elementas e ir visos galimos sandaugos t1t2 . . . tn, n ∈ N , kur arba ti ∈ S, arba t−1
i ∈ S,

i = 1, n.

I
‘
rodymas. Iš aibės T apibrėžimo ǐsplaukia, kad S ⊂ T . I

‘
rodysime pirmiausia, kad T

yra pogrupis.
Tarkime, g, h ∈ T . Vadinasi, g = t1t2 . . . tk, h = tk+1tk+2 . . . tl, kur arba ti ∈ S, arba

t−1
i ∈ S. Tuomet g · h = t1t2 . . . tktk+1 . . . tl ∈ T .

Tarkime, g ∈ T . Vadinasi, g = t1t2 . . . tk ir arba ti ∈ S, arba t−1
i ∈ S. Tuomet

g−1 = t−1
k t−1

k−1 . . . t
−1
2 t−1

1 ir arba t−1
i ∈ S, arba

(
t−1
i

)−1 = ti ∈ S. Vadinasi, T yra grupės
G pogrupis. Parodysime, kad T sutampa su minimaliuoju pogrupiu 〈S〉. Kadangi S ⊂ T ,
tai pogrupis T i

‘
eina i

‘
pogrupio 〈S〉, kaip pogrupiu

‘
sankirta

‘
. Taigi 〈S〉 ⊂ T . I

‘
rodysime, kad

pogrupis T priklauso kiekvienam tos sankirtos nariui, o tuo pačiu ir visai sankirtai. Iš čia
ǐsplauks ir teoremos i

‘
rodymas. Tarkime, H yra bet kuris pogrupis, kuriam priklauso aibė
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S. Imkime t ∈ T . Tuomet t = t1t2 . . . tn, kur arba ti ∈ S, arba t−1
i ∈ S. Bet kuriuo atveju

ti ∈ H. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei ti ∈ S, tai trivialu. Tarkime, ti /∈ S. Vadinasi, t−1

i ∈ S. Tuo būdu
t−1
i ∈ H. Bet H – pogrupis, todėl

(
t−1
i

)−1 = ti ∈ H. Taigi t ∈ H ir tuo pačiu T ⊂ 〈S〉. 4

7.4. Pavyzdžiai. 1. Parodysime, kad simetrinė grupė Sn yra generuojama transpo-
ziciju

‘
(12), (13), . . . , (1n):

Sn = 〈
{
(12), (13), . . . , (1n)

}
〉.

Kadangi transpozicija (ij) sutampa su savo atvirkštine transpozicija, pakanka i
‘
rodyti,

kad bet koki
‘
cikla

‘
(a1a2 . . . ak) galima užrašyti transpoziciju

‘
(12), (13), . . . , (1n) sandauga.

I
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs lygybiu

‘

(a1a2 . . . ak) = (a1a2)(a1a3) . . . (a1ak) ir

(ij) = (1i)(1j)(1i). 4

2. Parodysime, jog ženklo keitimo pogrupis An yra generuojamas ciklu
‘
(123), (124),

. . . , (12n):

An = 〈
{
(123), (124), . . . , (12n)

}
〉.

Tarkime, σ – lyginis keitinys. Kadangi transpozicija yra nelyginis keitinys, tai σ-os
skaidinyje transpozicijomis ju

‘
turi būti lyginis skaičius. Kiekviena

‘
tokia

‘
transpoziciju

‘
pora

‘

(1i)(1j) galima užrašyti triju
‘
skaičiu

‘
ciklu (1ij).

Išskaidysime cikla
‘
(1ij) ciklu

‘
pavidalo (12k) sandauga. Jei i = 2, nėra ko skaidyti.

Jei i 6= 2, j = 2, tai (1i2) = (12i)(12i). Jei i, j 6= 2, tai (1ij) = (12j)(12i)(12j)(12j). 4

7.5. Apibrėžimai. 1. Dvieju
‘

grupės G elementu
‘
g ir h komutatoriumi vadiname

elementa
‘

[g, h] = ghg−1h−1.

2. Grupės G komutantu arba 1-a
‘
ja ǐsvestine vadiname pogrupi

‘
, generuota

‘
visu

‘
tos

grupės komutatoriu
‘

ir žymime [G,G] arba G(1):

[G,G] = G(1) = 〈
{
[g, h] | g, h ∈ G

}
〉.

3. Grupės G k-osios eilės ǐsvestine vadiname (k − 1)-osios ǐsvestinės komutanta
‘

ir
žymime

G(k) =
[
G(k−1), G(k−1)

]
.
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8. Normaliosios ir kompozicinės eilutės

8.1. Apibrėžimas. 1. Grupės G normalia
‘
ja eilute vadinama eilutė

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gm = {e},

kur Gi+1 yra pogrupio Gi normalusis daliklis (i = 0,m− 1).

2. Normaliosios eilutės faktoriumi yra vadinama faktorgrupė Gi

/
Gi+1

(i = 0,m− 1).

3. Normaliosios eilutės eile vadinamas jos faktoriu
‘

skaičius.

8.2. Pavyzdžiai. 1. Kiekviena grupė turi bent viena
‘
normalia

‘
ja

‘
eilute

‘
, pvz.,

G ⊃ {e}.

2. Simetrinės grupės S3 normalioji eilutė:

S3 ⊃ A3 ⊃ {(1)}

(A3 – lyginiu
‘
keitiniu

‘
pogrupis).

3. Simetrinės grupės S4 normaliosios eilutės:

S4 ⊃ H1 ⊃ H3 ⊃ {(1)},

S4 ⊃ A4 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ {(1)}.

Čia A4 – lyginiu
‘
keitiniu

‘
pogrupis,

H1 =
{
(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
,

H2 =
{
(1), (12)

}
,

H3 =
{
(1), (13)

}
.

4. Tarkime, G = 〈a〉 – begalinė ciklinė grupė. Viena galimu
‘
normaliu

‘
ju

‘
eilučiu

‘
–

G ⊃ 〈a2〉 ⊃ 〈a4〉 ⊃ . . . 〈a2m

〉 ⊃ . . . ⊃ {e}.

8.3. Apibrėžimas. 1. Normalioji eilutė

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gm = {e},

kurioje Gi+1 ( Gi (i = 0,m− 1), vadinama eilute be pasikartojimu
‘
.

2. Grupės G normalioji eilutė

G = G0 ⊃ . . . ⊃ G1 ⊃ . . . Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e} (1)
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yra vadinama normaliosios eilutės

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gm = {e} (2)

papildymu, jei kiekvienas (2)-osios eilutės narys Gi i
‘
eina i

‘
(1)-a

‘
ja
‘

eilute
‘
. Žymėsime

(2) ↑ (1).

8.4. Pavyzdys. Eilutė

S4 ⊃ A4 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ {(1)}

yra eilutės
S4 ⊃ H1 ⊃ {(1)}

papildymas.

8.5. Apibrėžimas. Grupės G kompozicine eilute yra vadinama jos normalioji eilutė,
kurios negalima papildyti be pasikartojimu

‘
.

Grupė gali ir neturėti kompozicinės eilutės, pavyzdžiui, begalinė ciklinė grupė.

8.6. Apibrėžimas. Grupė, neturinti tikriniu
‘

normaliu
‘
ju
‘

dalikliu
‘
, yra vadinama

pirmine.

8.7. Kompozicinės eilutės kriterijus. Normalioji eilutė yra kompozicinė tada ir
tik tada, kai kiekvienas jos faktorius yra pirminis.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Taikysime prieštaros būda

‘
. Tarkime, eilutė

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 . . . ⊃ Gr = {e} (1)

yra kompozicinė, o kuris nors faktorius, pavyzdžiui, Gi

/
Gi+1

, nėra pirminis. Vadinasi,
egzistuoja šio faktoriaus tikrinis normalusis daliklis H. Tarkime, ϕ : Gi → Gi

/
Gi+1

yra
kanoninis homomorfizmas. Kadangi H yra grupės Gi

/
Gi+1

normalusis daliklis, ǐs II-osios
izomorfizmo teoremos ǐsplaukia, kad šio pogrupio pirmvaizdis ϕ−1(H) yra grupės Gi nor-
malusis daliklis. Parodysime, kad ϕ−1(H) yra tikrinis grupės Gi pogrupis. Iš tikru

‘
ju

‘
,

jeigu ϕ−1(H) = Gi, tai H = ϕ(Gi) = Gi

/
Gi+1

, bet ǐs H pasirinkimo turime, kad jis
nesutampa su Gi

/
Gi+1

. Jeigu ϕ−1(H) = {e}, tai H = Gi+1. Tokiu būdu H būtu
‘

vienetinis grupės Gi

/
Gi+1

elementas, kas vėlgi prieštarauja H pasirinkimui. Vadinasi,
{e} ( ϕ−1(H) ( Gi. Tokiu būdu, ϕ−1(H) / Gi. O tai reǐskia, kad (1)-a

‘
ja

‘
eilute

‘
galima

papildyti be pasikartojimu
‘
:

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ) ϕ−1(H) ) Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (2)

kas prieštarauja sa
‘
lygai, kad (1)-oji eilutė yra kompozicinė. 4
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Pakankamumas. Tarkime, visi eilutės

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e} (3)

faktoriai yra pirminiai, o ši eilutė nėra kompozicinė. Vadinasi, ja
‘

galima papildyti be
pasikartojimu

‘
. Tarkime, papildome (3)-ia

‘
ja

‘
eilute

‘
nariu H:

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ) H ) Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}. (4)

Pažymėkime ϕ grupės Gi kanonini
‘
homomorfizma

‘
faktorgrupėje Gi

/
Gi+1

. Tada pogrupio
H vaizdas ϕ(H) yra šios faktorgrupės normalusis daliklis. Kadangi faktorgrupė Gi

/
Gi+1

tikriniu
‘
normaliu

‘
ju

‘
dalikliu

‘
neturi, galimi du atvejai:

1) ϕ(H) = Gi

/
Gi+1

. Tada H = ϕ−1
(
Gi

/
Gi+1

) = Gi, o tai yra prieštara H pasirinki-
mui;

2) ϕ(H) = Gi+1. Tada H ⊂ Ker ϕ = Gi+1, ir H = Gi+1 – prieštara.
Iš abiem atvejais gautos prieštaros ǐsplaukia, kad (4)-oji eilutė yra kompozicinė. 4.

8.8. Apibrėžimas. Dvi vienos grupės normaliosios eilutės vadinamos izomorfiš-
komis, kai kiekvienas vienos eilutės faktorius yra izomorfiškas tam tikram kitos eilutės
faktoriui, ir atvirkščiai.

8.9. Pavyzdys. Tarkime G = 〈a〉 yra šeštosios eilės ciklinė grupė. Nesunku i
‘
sitikinti,

kad eilutės
G ⊃ 〈a2〉 ⊃ {e} ir

G ⊃ 〈a3〉 ⊃ {e}

yra izomorfiškos. Iš tikru
‘
ju

‘
,

G
/
〈a2〉 ∼= 〈a3〉 ir

G
/
〈a3〉 ∼= 〈a2〉.

8.10. Lema. Jei dvi vienos grupės normaliosios eilutės yra izomorfiškos, tai kiekvie-
nam vienos eilutės papildymui galima rasti izomorfiška

‘
kitos eilutės papildyma

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime,

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (1)

G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hr = {e}, (2)

yra dvi izomorfiškos normaliosios eilutės: (1) ∼= (2). Be to, tarkime, eilutė

G = G0 ⊃ . . . ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e} (3)

yra (1)-osios papildymas: (1) ↑ (3). I
‘
rodysime, kad egzistuoja (2)-osios eilutės papildymas,

izomorfiškas (3)-iajai eilutei. Tam pakanka rasti kiekvienam (1)-osios eilutės papildomajam
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nariui ǐs (3)-iosios eilutės papildoma
‘
ji
‘
(2)-osios eilutės nari

‘
toki

‘
, kad atitinkami faktoriai

būtu
‘
izomorfiški.

Konkrečiai, tarkime faktoriai Gi

/
Gi+1

ir Hj

/
Hj+1

yra izomorfiški ir pogrupis T yra
papildomasis narys tarp Gi ir Gi+1: Gi ) T ) Gi+1. Rasime papildoma

‘
ji
‘
nari

‘
V tarp

pogrupiu
‘
Hj ir Hj+1 toki

‘
, kad faktoriai Gi

/
T ir T

/
Gi+1

būtu
‘
atitinkamai izomorfiški fakto-

riamsHj

/
V ir V

/
Hj+1

. Pažymėkime ϕ grupės Gi kanonini
‘
homomorfizma

‘
grupėje Gi

/
Gi+1

,

ψ – grupės Hj kanonini
‘
homomorfizma

‘
grupėje Hj

/
Hj+1

, f – grupės Gi

/
Gi+1

izomorfizma
‘

grupėje Hj

/
Hj+1

. Turime atvaizdžiu
‘
seka

‘

Gi −→
ϕ

Gi

/
Gi+1

−→f Hj

/
Hj+1xψ
Hj

Pogrupis ψ−1
(
f
(
ϕ(T )

))
= V yra pogrupio Hj normalusis daliklis. Tai ir yra ieškomasis

papildomasis (2)-osios eilutės narys. Iš tikru
‘
ju

‘
,

Hj

/
V = Hj

/
ψ−1

(
f
(
ϕ(T )

)) ∼=
(II-oji izomorfizmo teorema)

ψ−1(Hj)
/
f
(
ϕ(T )

) =

= Hj

/
Hj+1

/
f
(
ϕ(T )

) ∼= f−1
(
Hj

/
Hj+1

)/
f−1

(
f
(
ϕ(T )

)) =

= Gi

/
Gi+1

/
ϕ(T ) = ϕ(Gi)

/
ϕ(T )

∼=
(II-oji izomorfizmo teorema)

Gi

/
T .

Susiejame ir kitus du faktorius izomorfizmu
‘
seka:

V
/
Hj+1

= ψ(V ) = f
(
ϕ(T )

) ∼= f−1
(
f
(
ϕ(T )

)
=

= ϕ(T ) = T
/
Gi+1

.
4

8.11. Šrajerio teorema. Bet kurioms dviem vienos eilutės normaliosioms eilutėms
galima rasti izomorfiškus papildymus.

I
‘
rodymas. Tarkime,

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (1)

G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e} (2)

yra dvi grupės G normaliosios eilutės. I
‘
rodyma

‘
ǐsskaidysime i

‘
kelis atvejus.

1. Tarkime s = 1. Tada galima laikyti, kad (1)-oji eilutė yra (2)-osios papildymas.
Be to, (1)-oji eilutė yra ir jos pačios papildymas, taigi radome abieju

‘
eilučiu

‘
izomorfiškus

papildymus, nes eilutė yra pati sau izomorfiška. 4
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2. Tarkime, s = 2. Taikysime indukcija
‘
pagal (2)-osios eilutės ilgi

‘
r.

1) Jei r = 1, pasinaudojame pirma
‘
ja i

‘
rodymo dalimi.

2) Tarkime, teiginys yra teisingas visoms normaliu
‘
ju

‘
eilučiu

‘
poroms, kuriu

‘
viena yra

2-osios eilės, o kitos eilė mažesnė už r. I
‘
rodysime teigini

‘
eilučiu

‘
porai, kuriu

‘
viena yra

2-osios eilės, o kita – r-tosios eilės.

Pažymėkime H1G1 = T , H1 ∩G1 = V . Nesunku i
‘
sitikinti, kad T / G, V /H1,V / G1.

Todėl galime sudaryti dvi grupės T normalia
‘
sias eilutes:

T ⊃ G1 ⊃ V ⊃ {e}, (3′)

T ⊃ H1 ⊃ V ⊃ {e}. (4′)

I
‘
rodysime, kad šios dvi eilutės yra izomorfiškos. Pasinaudoje

‘
I-a

‘
ja izomorfizmo teo-

rema, gauname
T

/
G1

= H1G1

/
G1

∼= H1

/
H1 ∩G1

= H1

/
V ,

T
/
H1

= G1H1

/
H1

∼= G1

/
H1 ∩G1

= G1

/
V .

Vadinasi, (3′) ir (4′) eilutės yra izomorfiškos.
Grupės G1 normaliosioms eilutėms, gautoms ǐs (1)-osios ir (3′)-iosios eilučiu

‘
, nubrau-

kus po nari
‘
ǐs kairės –

G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (1′′)

G1 ⊃ V ⊃ {e}, (3′′)

taikome indukcine
‘
prielaida

‘
. Egzistuoja šiu

‘
eilučiu

‘
izomorfiški papildymai

G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (5′′)

G1 ⊃ . . . ⊃ V ⊃ . . . ⊃ {e}. (6′′)

Prijunge
‘
ǐs kairės prie šiu

‘
eilučiu

‘
po nari

‘
T , gausime šios grupės dvi normalia

‘
sias izomor-

fiškas eilutes

T ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (5′)

T ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ V ⊃ . . . ⊃ {e}. (6′)

Pastaroji eilutė yra (3′) eilutės papildymas. Bet (3′) eilutė yra izomorfiška (4′). Pritaike
‘

šiai porai lema
‘
apie izomorfiškus papildymus, turime, kad egzistuoja (4′) eilutės papildymas

T ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ V ⊃ . . . ⊃ {e}, (7′)

izomorfiškas (6′) eilutei.
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Prijunkime prie (5′), (6′), (7′) eilučiu
‘
kairiu

‘
ju

‘
pusiu

‘
po nari

‘
G:

G ⊃ T ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (5)

G ⊃ T ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ V ⊃ . . . ⊃ {e}, (6)

G ⊃ T ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ V ⊃ . . . ⊃ {e}. (7)

Turime (5) ∼= (6) ir (6) ∼= (7). Iš tranzityvumo gauname (5) ∼= (7). Bet (5)-oji eilutė yra
(1)-osios papildymas, o (7)-oji – (2)-osios. 4

3. Nagrinėjame bendra
‘
ji
‘
atveji

‘
:

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (1)

G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e}. (2)

Taikysime indukcija
‘
pagal s.

1) Kai s = 1, i
‘
rodyta pirmoje dalyje.

2) Tarkime, kad teiginys yra teisingas visoms normaliu
‘
ju

‘
eilučiu

‘
poroms, kuriu

‘
vienos

eilė mažesnė už s.
Nagrinėkime eilute

‘

G = H0 ⊃ H1 ⊃ {e}. (3)

Pritaikome šiai ir (1) eilutei antra
‘
ja

‘
i
‘
rodymo dali

‘
: egzistuoja (1) eilutės papildymas

G = G0 ⊃ . . . ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (4)

izomorfiškas (3) eilutės papildymui

G = H0 ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ {e}. (5)

Pažymėkime (5′) pastarosios eilutės dali
‘
, kuri prasideda nariu H1:

H1 ⊃ . . . ⊃ {e}, (5′)

o (2′) – (2) eilutės dali
‘
, kuri prasideda tuo pačiu nariu H1:

H1 ⊃ H2 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e}. (2′)

Šiai eilučiu
‘

porai tinka indukcinė prielaida. Vadinasi, egzistuoja (2′) ir (5′) eilučiu
‘

izomorfiški papildymai (6′) ir (7′):

H1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ . . . ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e}, (6′)

H1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ {e}. (7′)
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Prijunge
‘
prie šiu

‘
eilučiu

‘
kairiu

‘
ju

‘
pusiu

‘
po (5) eilutės dali

‘
, esančia

‘
tarpG irH1, gausime

taip pat izomorfiškas eilutes

G ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ . . . ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e}, (6)

G ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ {e}. (7)

Kadangi (5) ↑ (7) ir (5) ∼= (4), ǐs lemos apie izomorfiškus papildymus ǐsplaukia, kad
egzistuoja (4) eilutės papildymas

G = G0 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (8)

izomorfiškas (7) eilutei. Bet (6) ∼= (7), vadinasi ǐs tranzityvumo ǐsplaukia, kad (6) ∼= (8).
Bet (6) eilutė yra (1) eilutės papildymas, o (8) – (2) eilutės papildymas. 4

1 ǐsvada (Žordano–Hiolderio teorema). Bet kurios dvi grupės kompozicinės
eilutės yra izomorfiškos.

I
‘
rodymas. Pritaike

‘
Šrajerio teorema

‘
šioms eilutėms, turime, kad joms egzistuoja

izomorfiški papildymai. Bet kompozicinės eilutės papildymas be pasikartojimu
‘
sutampa

su pačia eilute, vadinasi duotosios kompozicinės eilutės yra izomorfiškos. 4

2 ǐsvada. Jei grupė turi kompozicine
‘
eilute

‘
, tai kiekviena

‘
normalia

‘
ja
‘
tos grupės eilute

‘

galima papildyti iki kompozicinės.

I
‘
rodymas. Tarkime,

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}, (1)

yra kompozicinė eilutė, o

G = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ Hs = {e} − (2)

normalioji eilutė.

Iš Šrajerio teoremos ǐsplaukia, kad egzistuoja šiu
‘
eilučiu

‘
izomorfiški papildymai

G = G0 ⊃ . . . ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ . . . ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ Gr = {e} (3)

ir

G = H0 ⊃ . . . ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ Hj ⊃ . . . ⊃ Hj+1 ⊃ . . . ⊃ . . . ⊃ Hs = {e}. (4)

Kadangi (1) eilutė yra kompozicinė, ji sutampa su savo papildymu (3). Vadinasi (4)
eilutė, kuri yra (2) eilutės papildymas, yra kompozicinė. 4
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9. Išsprendžiamos grupės

Pirmiausia suformuluosime ir i
‘
rodysime dažnai taikoma

‘
komutanto teorema

‘
:

9.1. Teorema. 1. Jei grupės G komutantas [G,G] yra pogrupio H poaibis, tai
pogrupis H yra grupės G normalusis daliklis.

2. Faktorgrupė G
/
[G,G] yra Abelio grupė.

3. Jei T yra grupės G normalusis daliklis ir faktorgrupė G
/
T – Abelio grupė, tai

komutantas [G,G] yra pogrupio T poaibis.

I
‘
rodymas. 1. Tarkime, H yra grupės G pogrupis ir [G,G] ⊂ H. Fiksuokime elementus

g ∈ G ir h ∈ H. I
‘
rodysime, kad ghg−1 ∈ H. Iš tikru

‘
ju

‘
,

ghg−1 = ghg−1h−1h = [g, h]h ∈ H.

Vadinasi, pagal II-a
‘
ji
‘
normaliojo daliklio kriteriju

‘
H yra grupės G normalusis daliklis. 4

2. Tarkime, g1[G,G] ir g2[G,G] yra fiksuoti faktorgrupės G
/
[G,G] elementai. I

‘
rodysi-

me, jog jie yra perstatomi. Iš tikru
‘
ju

‘
,

g1[G,G] · g2[G,G] = g1g2[G,G] = g2g1g
−1
2 g−1

2 g1g2[G,G] =

= g2g1[g−1
1 , g−1

2 ][G,G] = g2g1[G,G] = g2[G,G] · g1[G,G].

Tokiu būdu, faktorgrupė G
/
[G,G] – Abelio grupė. 4

3. Pakanka i
‘
rodyti, kad kiekviena komutanto sudaromoji [g1, g2] priklauso pogrupiui

T (kai g1, g2 ∈ G). Iš teoremos sa
‘
lygos turime

g−1
1 Tg−1

2 T = g−1
2 Tg−1

1 T.

Vadinasi,
g−1
1 g−1

2 T = g−1
2 g−1

1 T.

Padaugine
‘
šios lygybės abi puses ǐs kairės pirma ǐs g2, o po to ǐs g1, gauname lygybe

‘

g1g2g
−1
1 g−1

2 T = T.

Bet g1g2g−1
1 g−1

2 = [g1, g2]. Vadinasi, [g1, g2] ∈ T . 4

9.2. Apibrėžimas. Grupė G yra vadinama ǐssprendžiama grupe, kai ǐspildyta viena
ǐs šiu

‘
ekvivalenčiu

‘
sa
‘
lygu

‘
:

1) egzistuoja grupės G normalioji eilutė su Abelio faktoriais;
2) grupės G komutantu

‘
eilutė nutrūksta baigtiniame žingsnyje, t. y. egzistuoja natū-

ralusis skaičius m toks, kad G(m) = {e}.
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I
‘
rodysime šiu

‘
sa

‘
lygu

‘
ekvivalentuma

‘
.

,,=⇒“ Tarkime, egzistuoja grupės G normalioji eilutė su Abelio faktoriais –

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ . . . ⊃ Gr = {e}.

Kadangi faktorgrupė G
/
G1

yra Abelio grupė, ǐs komutanto teoremos ǐsplaukia, kad
G(1) = [G,G] ⊂ G1. Be to, G(2) = [G(1), G(1)] ⊂ [G1, G1]. Kadangi faktorgrupė G1

/
G2

yra Abelio grupė, ǐs komutanto teoremos taip pat gauname, kad [G1, G1] ⊂ G2. Vadinasi,
G(2) ⊂ G2. Analogǐskai i

‘
rodome, kad G(3) ⊂ G3, G

(4) ⊂ G4, . . . , G
(r) ⊂ Gr = {e}. Taigi

G(r) = {e}, t. y. komutantu
‘
eilutė nutrūksta baigtiniame žingsnyje. 4

,,⇐=“ Tarkime, grupės G komutantu
‘
eilutė nutrūksta baigtiniame žingsnyje:

G ⊃ G(1) ⊃ G(2) ⊃ . . . ⊃ G(m) = {e}.

Iš komutanto teoremos ǐsplaukia, kad G(i+1) yra pogrupio G(i) normalusis daliklis ir fak-
torius G(i)

/
G(i+1) yra Abelio grupė. Vadinasi, komutantu

‘
eilutė yra grupės G normalioji

eilutė su Abelio faktoriais. 4

Ištirsime simetrinės grupės Sn ǐssprendžiamuma
‘
.

9.3. Teorema. Grupės S2, S3, S4 yra ǐssprendžiamos.

1. Grupė S2 yra Abelio grupė, todėl ji yra ǐssprendžiama. 4

2. Sudarome grupės S3 normalia
‘
ja

‘
eilute

‘

S3 ⊃ A3 ⊃ (1)

(čia A3 – alternuojančioji grupė). Faktoriaus S3

/
A3

eilė yra 2, o faktoriaus eilė A3

/
(1) – 3.

Pirminės eilės grupės yra Abelio grupės, todėl normalioji eilutė yra su Abelio faktoriais.
Vadinasi, S3 – ǐssprendžiama grupė. 4

3. Sudarome grupės S4 normalia
‘
ja

‘
eilute

‘

S4 ⊃ A4 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ (1)

(čia A4 – alternuojančioji grupė, H1 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} – alternuojančio-
sios grupės A4 normalusis daliklis, H2 = {(1), (12)(34)} – grupės H1 normalusis daliklis).

Faktoriaus S4

/
A4

eilė yra 2, faktoriaus A4

/
H1

eilė – 3, faktoriaus H1

/
H2

eilė 2, fakto-
riaus H2

/
(1) eilė – 2. Vadinasi, kaip ir antroje i

‘
rodymo dalyje, visi faktoriai yra pirminės

eilės, todėl yra Abelio, ir grupė S4 – ǐssprendžiama.

9.4. Lema. Jei ciklas ǐs triju
‘

elementu
‘

(ijk) priklauso alternuojančios grupės An

(n > 4) normaliajam dalikliui H, tai pogrupis H sutampa su An.
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I
‘
rodymas. Žinoma, kad alternuojančia

‘
grupe

‘
An generuoja ciklai (12l), l = 3, n, todėl

pakanka i
‘
rodyti, kad (12l) ∈ H.

Nagrinėkime atveji
‘
, kai nė vienas ǐs skaičiu

‘
i, j, k nesutampa nei su 1, nei su 2.

Kadangi H yra normalusis grupės An daliklis, tai

(1ij)(1jk)(1ji) = (1ik) ∈ H.

Todėl ir (1ik)2 = (1ki) ∈ H. Analogǐskai

(2ik)(1ki)(2ki) = (1i2) ∈ H

ir (1i2)2 = (12i) ∈ H.
Kai l 6= i, turime

(12)(il)(1i2)(12)(il) = (12l) ∈ H. 4

9.5. Teorema. Simetrinė grupė Sn, kai n > 4, yra neǐssprendžiama.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymui pakanka sudaryti grupės Sn kompozicine

‘
eilute

‘
, kurios nors vienas

faktorius nebūtu
‘
Abelio grupe.

Sudare
‘
normalia

‘
ja

‘
eilute

‘

Sn ⊃ An ⊃ (1),

i
‘
rodysime, kad ji yra kompozicinė, t. y. jos negalima papildyti be pasikartojimu

‘
.

I
‘
rodysime prieštaros būdu. Skiriame du atvejus.

1. Tarkime, duota
‘
eilute

‘
galima papildyti be pasikartojimu

‘
nariu tarp Sn ir An:

Sn ) H ) An ⊃ (1).

Kadangi H yra tikrinis Sn pogrupis, tai faktorgrupė H
/
An

nesutampa su faktorgrupe
Sn

/
An

, kurios eilė yra 2. Vadinasi, H
/
An

yra vienetinė grupė ir todėl H turi sutapti su
An. Gavome prieštara

‘
prielaidai. 4

2. Tarkime, normalia
‘
ja

‘
eilute

‘
galime papildyti nariu be pasikartojimu

‘
tarp An ir (1):

Sn ⊃ An ) H ) (1).

I
‘
rodysime, kad alternuojančios grupės An normaliajam dalikliui H priklauso ciklas ǐs

triju
‘
elementu

‘
.

Pasirinkime pogrupio H keitini
‘
, perstatanti

‘
mažiausia

‘
elementu

‘
skaičiu

‘
. Šis skaičius

negali būti lygus dviem – tuo atveju keitinys būtu
‘

nelyginis ir negalėtu
‘

priklausyti H,
kuris sudarytas tik ǐs lyginiu

‘
keitiniu

‘
. Jei šis keitinys perstatinėtu

‘
lygiai tris elementus,

tai ir būtu
‘
reikalingas ciklas. Tarkime, keitinys perstato lygiai keturis elementus. Tada jis

35



būtu
‘
arba ciklu ǐs keturiu

‘
elementu

‘
(ijkl), arba dvieju

‘
transpoziciju

‘
(ij) ir (kl) sandauga

(ij)(kl). Pirmuoju atveju šis keitinys būtu
‘
nelyginis ir negalėtu

‘
priklausyti H. Tarkime,

keitinys τ = (i1i2)(i3i4) ∈ H.
Pažymėje

‘
σ = (i3i4i5) ∈ An, turime

τ1 = στσ−1 = (i3i4i5)(i1i2)(i3i4)(i3i4i5) = (i1i2)(i3i5) ∈ H,

nes H yra grupės An normalusis daliklis. Kadangi τ, τ1 ∈ H, tai ir

τ · τ1 = (i1i2)(i3i4)(i1i2)(i3i5) = (i3i4i5) ∈ H.

Tarkime, keitinys perstato ne mažiau kaip penkis elementus. Tada jis gali būti pavi-
dalo

τ = (i1i2i3i4i5 . . .) . . . ,

τ = (i1i2i3)(i4i5 . . .) . . . ,

τ = (i1i2)(i3i4)(i5i6) . . . .

I
‘
rodysime, kad bet kuriuo atveju perstatomu

‘
elementu

‘
skaičiu

‘
bent vienetu galima

sumažinti.
Pažymėkime σ = (i2i3i4) ∈ An ir visais trim atvejais sudarykim keitiniui τ jungtini

‘

keitini
‘
τ1 = στσ−1, priklausanti

‘
pogrupiui H:

τ1 = (i2i3i4)(i1i2i3i4i5 . . .) . . . (i2i4i3) = (i1i4i2i3i5 . . .) . . . .

τ1 = (i2i3i4)(i1i2i3)(i4i5 . . .) . . . (i2i4i3) = (i1i4i2)(i3i5 . . .) . . . .

τ1 = (i2i3i4)(i1i2)(i3i4)(i5i6) . . . (i2i4i3) = (i1i4)(i2i3)(i5i6) . . . .

Visais atvejais gauname, kad τ 6= τ1, t. y. τ−1
1 τ 6= (1). Be to, jei k 6= i1, i2, i3, i4,

matome, kad
τ1(k) = τ(k),

t. y. keitinys τ−1
1 τ perstato daugiausia keturis elementus. Vadinasi, visada galima surasti

pogrupyje H cikla
‘
ǐs triju

‘
elementu

‘
. Iš 9.4 lemos ǐsplaukia, kad pogrupis H turi sutapti su

An, o tai yra prieštara pogrupio H pasirinkimui. 4

Tokiu būdu normalioji eilutė

Sn ⊃ An ⊃ (1)

yra kompozicinė. Bet alternuojančioji grupė An yra nekomutatyvi, vadinasi faktorius
An

/
(1) = An nėra Abelio. Taigi negalime sudaryti grupės Sn normaliosios eilutės su

Abelio faktoriais, todėl grupė Sn (n > 4) neǐssprendžiama. 4
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