I SKYRIUS
GRUPIU TEORIJOS ELEMENTAI

1. Grupés, pogrupiai, normalieji dalikliai

1.1. Apibrézimas. Netuscia aibé G vadinama grupe, jei joje apibrézta algebriné
operacija -, kuri pasiZymi savybémis:
1) yra asociatyvi —
(a-b)-c=a-(b-¢c) Va,b,ceQqG,

2) aibei G priklauso vienetinis elementas e su savybe

eca=a-e=a Vae€ G,

3) aibei G kartu su kiekvienu elementu a priklauso jam atvirkstinis elementas a=1:

a-ailza*La:e.

1.2. Pavyzdziai. 1) Naturaliuju skaic¢iu aibé N daugybos atzvilgiu grupés nesudaro,
nes neispildyta trecioji grupés apibrézimo salyga. Prapléte Sia aibe iki teigiamu racionaliuju
skaiciuy aibés Q, gausime multiplikacine grupe.

2) n-tojo laipsnio simetriné grupé S,, — tai baigtinés aibés X, sudarytos is n elementu,
bijekciju i save grupé atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu.

3) 2-ojo laipsnio pilnoji tiesiné grupé GI(2, Q) virs racionaliuju skaiciu kiino Q:

Gl(2,Q) = {A: (Z Z) ' A £0, a,b,c,d e Q}.

4) Pilnoji moduliné grupe I':

I' = {A = (Z 2) ‘ Al =1, a,b,c,d € Z} — patikrinkite!

1.3. Apibrézimas. Netuscias grupés G poaibis H vadinamas jos pogrupiu, kai:
1) hy -hy € H Yhy,he € H;

2)h~te H VheH.

Pastaba. Sias dvi salygas galima pakeisti viena ekvivalencia — hy - hQ_1 cH
Vhi,ho € H.



Kai H yra G pogrupis, zymésime H < G.

Apibrésime ekvivalentumo sarysi grupéje G atzvilgiu pogrupio H. Sakysime, kad
grupés G elementas a ekvivalentus b ir rasysime a ~ b, kai a='b € H. ITrodysime, kad tai
ekvivalentumo sarysis grupéje G. IS tikruju:

l)a~a,nesa t-a=ecc H,;

2)jeia~btaial beH = (a7t b)) 1=b"laeH=b~aq

3)jeia~b b~c,taiat-bbt-ce H=(at b -(b1-¢)=alcecH=

a~c A

Pazymeéje klase su atstovu a
a=1{beG|b~a},

suskaidome grupe ekvivalentumo klasiu sajunga —

G=|Ja
aeG

Irodysime, kad klasé @ sutampa su aibe aH = {ah |h € H}.

Tarkime, b €a. = a~b=a'-bc H=3hc H:a ' b= h. Padaugine 8ios
lygybés abi puses is kairés iS a, turime b =ah. = b€ aH = a C aH.

Tarkime, b € aH. = dh € H : b = ah. Padaugine Sios lygybés abi puses i$ kairés i
a~ ! turimea ' -b=hcH. =>a~b=bca= aH Ca.

Tokiu budu, a =aH. A

Klasé aH yra vadinama grupés G kairivoju sluoksniu pagal pogrupi H.

Panagiu budu galima apibrézti grupéje G dar viena ekvivalentumo sarysi — sakome,
kad elementas a yra ekvivalentus b ir rasome, a ~ b, jei a - b~! € H. Nesunku matyti, kad
tai yra i§ tikruju ekvivalentumo sarysis ir klasé @ sutampa su poaibiu Ha, kurj vadiname

desiniuoju sluoksniu. Tokiu budu, grupé G gali buti iSreikSta ir kairiuju, ir deSiniuyju

G=|JaH =] Hb

a€eG beG

sluoksniu sajunga:

Kairiuju sluoksniu aibé {aH |a € G} nebutinai turi sutapti su desiniuju sluoksniu aibe

{Hb| b € G}. Isskirsime tuos grupés G pogrupius H, kuriems Sios aibés sutampa.

1.4. Apibrézimas. Sakome, kad grupés G pogrupis H yra normalusis daliklis ir
zymime H <G, kai grupés G pagal pogrupi H kairiuju sluoksniy aibé sutampa su desiniyjy

sluoksniy aibe.

1.5. Teorema (I normaliojo daliklio kriterijus). Pogrupis H yra grupés G nor-
malusis daliklis tada ir tik tada, kai aH = Ha Va € G.
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Irodymas. Butinumas. Tarkime, H yra normalusis daliklis ir aH — fiksuotas kairysis
sluoksnis. 1§ 1.4 apibrézimo iSplaukia, kad egzistuoja deSinysis sluoksnis Hb, lygus aH.

Irodysime, kad desinieji sluoksniai Hb ir Ha sutampa. Tam pakanka parodyti, kad
Han Hb # 0.

Is tikruju, a € Ha ir a € aH = Hb. Vadinasi, a € Ha N Hb. Todél Ha = Hb=aH. A

Pakankamumas. Tarkime, aH = Ha Va € G. Teiginio irodymas iSplaukia tiesiogiai
is aibiu lygybés apibrézimo. A

1.6. Apibrézimas. Sakome, kad grupés G elementas a yra jungtinis tos grupés
elementui b, kai egzistuoja x € G toks, kad b=z -a-x~ 1.

Isitikinsime, kad sarysis, siejantis grupés G jungtinius elementus, yra ekvivalentumo
sarysis toje grupeéje:

l.a~a,nesa=e-a-e L.

2. Tarkime, a ~ b. = 32 € G: b= z-a-x~'. Padaugine Sios lygybés abi puses
i$ desinés i§ x, o i§ kairés — i§ 27!, bei pasinaudoje lygybe (z7!)7! = x, gauname a =
7. c- (z71)71. Vadinasi, b ~ a.

3. Tarkime, a ~ b, b ~c. = 3Jz,y € G: b=z-a-2 ', c=y-b-y ! =

1

c:y-(m-a-x_l)-y_lzy-x-a-x_ yl=Ww-2)a (y-2)7"t. =a~c ,

Sis ekvivalentumo rysys leidzia grupe G uzrasyti jungtiniu elementu klasiu sajunga —

G= U {zaz™" |z € G}.

aceG

Pritaikysime jungtinio elemento savoka kitoje normaliojo daliklio kriterijaus formu-

luotéje.

1.7. Teorema (II normaliojo daliklio kriterijus). Pogrupis H yra grupés G
normalusis daliklis tada ir tik tada, kai su kiekvienu to pogrupio elementu h jam priklauso

ir visi jo jungtiniai elementai aha™"', a € G.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis, a - fiksuotas
grupés G elementas. IS 1.5 teoremos isplaukia lygybé aH = Ha. Padaugine Sios lygybés

abi puses i§ desinés i§ a~!, gauname aHa~ ! = H. Vadinasi, acha=' € H Ya € G. A

Pakankamumas. Tarkime, aha™' € H Ya € G, Yh € H. = ah € Ha = aH C Ha.
I$ kitos puses, a_lh(a_l)_l =a 'ha€ H. = ha € aH = Ha C aH.
Tokiu budu, aH = Ha Va € G. Teiginio irodymui pakanka pasinaudoti 1.5 teo-

rema. A



2. Faktorgrupé, grupiu homomorfizmai

Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis, ir
G/H = {G,H | a € G}—

grupés G kairiuju sluoksniu aibé pagal pogrupi H. Sioje aibéje apibréziame algebrine
operacija tokiu budu:
aH -bH =a-bH.

Apibréziant algebrine operacija tarp klasiu per ju atstovus, iSkyla tos operacijos
apibrézimo korektiskumo klausimas — klasiu operacijos rezultatas turi nepriklausyti nuo
atstovu pasirinkimo. Irodysime, kad $i operacija yra apibrézta korektiskai.

Tarkime, '’ H = aH ir b’ H = bH. Reikia irodyti, kad o’ - ' H = a - bH. Tam pakanka
parodyti, kad Siu sluoksniu sankirta yra netuscia aibe.

Turime a € aH = a€d H,nesad’H =aH. = 3dh1 € H:a=a-h;.

Analogiskai 3hy € H: b=1b"-hy. = a-b=a'hy -V - hs.

Kadangi hy - b € HY ir HY = VH, 3hs € H: hy -V =V - hs. Vadinasi, a-b =
a'(hy V) -heo=a -b-hy-hy€ad -V'H. Bet a-b € a-bH. Vadinasi, a-bH Na’ - b'H # (.
= a-bH = d -V H. Todél algebriné operacija kairiuju sluoksniu aibéje yra apibrézta
korektiskai. Sios operacijos atzvilgiu aibé G /H yra grupeé. Is tikruju:

1) operacija asociatyvi —
(aH-bH)-¢cH=a-bH -cH=a-b-cH=aH -b-cH =aH - (bH - cH);
2) egzistuoja vienetinis elementas eH = H —
aH-eH =a-eH =aH VaHGG/H;
3) su kiekvienu sluoksniu aH egzistuoja jam atvirkstinis sluoksnis a1 H —

a'H-aH=a'aH=eH=H=a-a'H=0aH - -a 'H.

2.1. Apibrézimas. Grupés G kairiyju sluoksniy grupé G/H pagal normalyji dalikly
H yra vadinama grupés G faktorgrupe pagal normaluji dalikli H .

2.2. Apibrézimas. Grupés G homomorfizmu grupéje G' yra vadinamas toks atvaizdis

0 : G — G, kai su kiekviena grupés G elementy pora a,b teisinga lygybé

p(a-b) = ¢(a)- p(b).
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2.3. Pavyzdziai. 1) Apibréziame atvaizdi ¢ : G — G lygybe ¢(g9) = e (Vg € G).
¢ — homomorfizmas, nes p(g-h) =e=c-e=p(g) - p(h) (Vg,h € G).
2) Apibréziame realiuju skaiciu adicinés grupés R1 atvaizdi multiplikacinéje grupéje
R* = R\ {0} lygybe
o(a) =e* (Va € RY).

¢ — homomorfizmas, nes
pla+p)=e*P =e*- e =p(a) p(B) (Va,B € RY).

3) Apibréziame pilnosios tiesinés grupés GI(2, Q) atvaizdi racionaliuju skaic¢iu multi-

plikacinéje grupéje Q* = Q \ {0} lygybe
p(A) = Al (VA€ Gl2,Q).
¢ — homomorfizmas, nes
p(AB) = |AB| = |A||B| = ¢(A) ¢(B) (YA, B € GI(2,Q)).

4) Fiksuojame grupés G elementa h ir apibréziame Sios grupés atvaizdi oj, joje pacioje
lygybe
en(g)=h-g-h=" (Vg€ @)

©¢p — homomorfizmas, nes
on(gr-g2) =h-gi-ga-h™' =h-gi-h7" - h-ga-h7" = onlgr) - onlg2) (V91,92 € G).

Isitikinsime, kad atvaizdis ¢j, yra bijekcija. Injekcija irodome priestaros buidu. Tarki-

me, g1 # g2, 0 ju vaizdai ¢y (g1) ir ¢5(g2) sutampa:

on(g1) = pn(g2)

I I
h-gi-h ™ t=h-go-h %

Padaugine abi pastarosios lygybés puses i kairés i§ ™!, o i§ desinés — i§ h, turésime
g1 = g2. O tai yra priestara elementu g; ir go pasirinkimui.

Atvaizdis ¢y, — surjekcija, nes grupés G elemento g pirmvaizdziu yra elementas h~!-g-h:

en(h""-g-h)=h-h"-g-h-h~! =g

2.4. Apibrézimas. Grupés G biyekcinis homomorfizmas toje pacioje grupéje yra

vadinamas tos grupés automorfizmau.



2.5. Apibrézimas. Automorfizmas ¢ : g — h-g-h™! yra vadinamas grupés G

vidiniu automorfizmu.

2.6. Teiginys. Grupés G vidiniy automorfizmy aibé Int G sudaro grupe atvaizdziy
kompozicijos atzZvilgiu.

Apibréziame algebrine operacijq aibéje Int G lygybe

Ph © Ph = Ph-h'-

1) operacija asociatyvi —

(‘Ph1 © @hz) © @hg = Phi-hy © Phy = Phy-ho-hyg = Phy © Phy-hy = Phy © (Sohz © (phs);

2) egzistuoja vienetinis elementas o —

Pe © P = Peh = Ph = Phe = Pn 0 e  (Vop € Int G);

3) kiekvienam aibés Int G elementui ¢, egzistuoja atvirkstinis elementas (goh)_l =
Ph-1 —
$Ph O Ph—1 = Phh-1t =Pe = Phr—1.h =Pr-10Ph. A

3. Pagrindiné grupiu homomorfizmu teorema

Tarkime, ¢ yra grupés G homomorfizmas grupéje G’. Pazymékime $io homomorfizmo

vaizdu aibe
o(G) =Imyp = {p(g) | g € G}.

Irodysime, kad Im ¢ yra grupés G’ pogrupis. Tarkime, ¢7,95 € Im . = F¢1,92 € G:

1 -1 _ _
e(g1) = g1, 9(92) = g5 = 9195 =0(91) - (p(g2))  =¢lg1)-»(92") = (9195 "). =
gi-gh ' €Imep. A

Apibréziame homomorfizmo ¢ branduoli Ker ¢ —

Kerp ={ge€G|p(g) =€}

Irodysime, kad Ker ¢ yra grupés G normalusis daliklis. Tarkime, ¢1,92 € Ker ¢, =
e(g1-95") = elg) - (g2 ") = (1) ((92))

Taigi Ker ¢ — pogrupis. Tarkime, h € Ker g, g € G = ¢(g9-h-g7") = ¢(g) -
p()p(g™") = ¢lg) - ¢ - (vl9)
daliklis. A

—¢ e =¢ =g -9, €Kerop.

=¢ = g-h-g ! € Ker p = Ker ¢ — normalusis



3.1. Teorema (pagrindiné grupiu homomorfizmu teorema). 1) Tarkime, ¢ yra
grupés G homomorfizmas grupéje G'. Tada faktorgrupé G /i(er o Yra izomorfiska vaizdui
Im ¢:

G /Ker o =~ Im .

2) Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis. Tada egzistuoja grupés G surjekci-
nis homomorfizmas ¢ faktorgrupéje G /H toks, kad $io homomorfizmo branduolys Ker ¢
sutampa su pogrupiu H .

Irodymas. 1) Tarkime,

0:G— G~

homomorfizmas. Galime apibrézti faktorgrupe G /Ker o 1es, kaip buvo irodyta, Ker ¢ yra
normalusis daliklis. Apibréziame atvaizdi f: G /Ker 0 Im ¢ lygybe

f(gKer ) = ¢(g).

Isitikinsime, kad atvaizdis apibréztas korektiskai. Tarkime, ¢’ Ker ¢ = g Ker ¢ ir

f(g'Ker p) = ¢(g').

Parodysime, kad ¢(g) sutampa su ¢(g’). 1§ tikruju, kadangi g € gKer ¢ = g € ¢’ Ker ¢
= 3dheKerg: g=g"-h= ¢(g) =g -h) =elg)elh) =p(g) - = wlg).

Atvaizdis f — homomorfizmas:

f(g1 Ker ¢ - goKerp) = f(g1 - g2 Ker ) =
= @91 92) = ¢(g1) - p(g2) = f(g1 Ker ¢) - f(g2 Ker ).

Kad f — injekcija, irodysime priestaros budu. Tarkime, g; Ker ¢ # go Ker ¢, o
f(g1 Ker o) = f(g2Ker ). Vadinasi, p(g91) = ¢(g2). Padauginkime abi Sios lygybés
puses is desinés i8 ¢(g2) " = € = ¢(g1) - 9(g2) " = wlg1) - 0(92') = wlo1-92") =
9192_1 cKerp =9 € g2Kerp. Bet g1 € g1 Kerp. = g1 € gi KerpNgs Ker p. =
g1 Ker o N go Ker ¢ # () = g1 Ker ¢ = go Ker . Gavome priestara prielaidai.

Atvaizdis f — surjekcija. I3 tikruju, elementui ¢(g) € Im ¢ pirmvaizdziu yra sluoksnis
gKer ¢, nes f(gKer ) = p(g).

Tokiu budu, f — izomorfizmas. A

2) Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis. Sudare faktorgrupe G /H’ apibréziame
atvaizdi ¢ : G € G /H lygybe

elg) =gH (Vge€G).

Sia lygybe apibréztas atvaizdis yra homomorfizmas. I3 tikruju,
@91 92) = g1+ 92H = g1 H - g2H = (1) - 0(9g2)-
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Atvaizdis ¢ — surjekcija. I8 tikruju, sluoksniui gH pirmvaizdziu yra elementas g —
p(g) = gH.

Liko irodyti lygybe Ker ¢ = H.

Tarkime, g € Ker ¢ = ¢(g) = H. I8 kitos pusés, ¢(g9) =gH. = gH =H = g€ H
= Keryp C H.

Tarkime, g € H. = ¢(g) =gH =H = g€ Kerpo = H CKeryp. = H=Kerp. a

3.2. Teorema (injekcinio homomorfizmo kriterijus). Homomorfizmas ¢ : G —

G’ yra injekcija tada ir tik tada, kai Ker ¢ = {e}.

Irodymas. Butinumas. Taikome priestaros buda. Tarkime, ¢ — injekcija, o Ker ¢ #
{e}. Vadinasi, 3h € Kerp : h # e. = ¢p(h) = ¢'. Bet ir ¢(e) = ¢/. = Gavome priestara
injekcijos apibrézimui. A

Pakankamumas. Tarkime, Ker ¢ = {e}, o ¢ néra injekcija. Vadinasi, 3g # h: ¢(g) =
(h). Padaugine abi §ios lygybés puses is desinés is (gp(h))_l, turésime ¢(g)- (go(h))_1 =e.
= =p(g) - oh™)=9pg-h ). =g-hteKerp={e} =g-ht=e=g=h Vel

gavome priestara. A

4. Grupiu tiesiogineé sandauga

Tarkime, A ir B yra grupés GG pogrupiai. Pirmiausia iSsiaiskinsime, ar pogrupiu A ir
B sankirta AN B, sajunga AU B, sandauga A - B yra pogrupiai. Jei ne, kokiu papildomu
salygu reikia, kad galima butu apibrézti grupés struktira.

4.1. Teorema. Grupés G pogrupiy A ir B sankirta AN B yra pogrupis.

Irodymas. Tarkime, g, h € ANB = g,h€ A, ggheB=g-h €A g-htecB=
qg- h~te AnB. A
4.2. Teorema. Grupés G pogrupiy A ir B sajunga A U B yra pogrupis tada ir tik

tada, kai kuris nors pogrupis yra kito poaibis.

Irodymas. Butinumas. Taikysime priestaros buda. Tarkime, AUB < G ir A ¢ B,
B¢ A =3zxeA x¢BirdyeB,y¢ A. Betz,y € AUB. = x-y€ AUB, nes AUB
pogrupis. = Galimi du atvejai: 1. z-y € A. 2. x-y € B.

1. Tarkime, -y € A. 271 € A, kadangi A < G. = 27 !'-2-y =y € A. Gavome
priestara prielaidai.
2. Tarkime, z-y € B. y ! € Bnes B<G. = x-y-y ! =x € B. Vél gavome

priestara. A
Pakankamumas. Akivaizdu, nes A U B arba sutampa su A, arba sutampa su B.
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4.3. Apibrézimas. Grupés G pogrupiy A ir B sandauga A - B vadinama aibé

A-B={a-blac Abe B}.

4.4. Teorema. Grupés G pogrupiy A ir B sandauga A - B yra pogrupis tada ir tik
tada, kai A-B = B - A.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, A - B — pogrupisir g € A-B. = da € B,b € B:
g=ab Betg'eA-B=3a, €A b €B: g l=a;-b.= (g_l)_1 =g=(a;-b) =
bi'-a;' € B-Anesb;' € B,aj' € A. = A-B C B-A. Analogiskai irodome, kad
B-ACA-B. TodelA-B=B-A. A

Pakankamumas. Tarkime, A-B = B - A. Irodysime, kad A- B yra grupés G pogrupis.

1) Tarkime, g,h € A-B = Ja; € A,by € B: g=a1-by ir Jas € Ajby € B: h=ay-by
:>gh =ay-by-as-by. Betby-ay € B-A = A-B. Vadinasi, dag € A,bg € B: bi-ag = a3-bs.
:>g~h:a1~bl-a2~b2:a1~a3-b3'b2:(al-ag)-(bg-bg)6A~B.

2) Tarkime, g € A-B = 3Jac AbeB:g=a-b=g't=(a-b)t=0bt.ate
B-A=A-B=A-B<(G. A

4.5. Apibrézimas. Grupé G yra vadinama savo pogrupiy A ir B tiesiogine sandauga
ir Zymima G = A® B, kai:

1) G=A- B;
2) A<«G, B«G;
3) AN B = {e}.

Tiesioginés sandaugos reikSme ir privalumai iSplaukia is tiesioginés sandaugos kriter-
ijaus.

4.6. Teorema (tiesioginés sandaugos kriterijus). Grupé G yra savo pogrupiu
A ir B tiesioginé sandauga tada ir tik tada, kai kiekviena tos grupés elementq g galima

vienaretksmiskar uZrasyti tu pogrupiy elementy sandauga g = a-birx-y =y -x Vo €
A, Yy € B.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, G = A® B ir ¢ € G. I8 tiesioginés sandaugos
apibrézimo isplaukia, kad 3a € A,b € B: g = a-b. Irodysime §io skaidinio vien-
areik§miskuma. Taikysime priestaros buda. Tarkime, elementa g galima isskaidyti ir kitu
budu: g = a1 -b1, a1 € A, by € B. Turime lygybe a-b = a; - b;. Padaugine abi Sios lygybés
puses is kairés is afl, 0 i§ desinés — i b~ !, gauname afl ca=by-b"'. Bet afl -a € A,
by -b~! € B. Vadinasi, al_l -a, by bt € ANB = {e}. Todél al_l ca=e, b -b! =e. I§ cia
a = a1, b = by. Gavome priestara prielaidai. Vadinasi, elementas ¢ iSskaidomas elementu

is A ir B sandauga vienareiksmiskai.
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Irodysime, kad -y =y -z Va € A, Vy € B. Sudarykime sandauga z -y -z~ 1 -y~ 1.

Kadangi B < G, i§ II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus iSplaukia, kad = -y - z=! € B.
Vadinasi, ir x-y-2~!-y~! € B. Analogiskai y-o= -y ' € Airz-y-271 -y~ € A. Todél

1 1 1

x-y-2 1y~ € AN B = {e}. Gauname lygybe -y - 271 -y~ = e. Padaugine abi Sios

lygybés puses pirma i$ y, po to —i§ x, gauname z -y =y -x. A

Pakankamumas. Tarkime, Vg € G yra vienareikSmiskai uzrasomas elementu is A ir B
sandauga g =a-b,irz-y=y-x Vre A, Vye B.

1) Lygybé G = A - B akivaizdi.

2) Irodysime, kad A yra grupés G normalusis daliklis. Tarkime, a € A, g € G. Turime
parodyti, kad g -a - g~ ! € A. Isskaidome elementa g elementy i§ A ir B sandauga —

1

g=ay-by. Todél g-a-g~ :al-bl-a-(al-bl)_l:al-bl-a-bl_l-al_l. Bet by -a=a-b;.

V—ay-a-by-by'-ai' =a1-a-a]' € A

Vadinasi, g-a - g~
Analogiskai irodome, kad B < G.

3) Tarkime, g € AN B. Galimi du elemento g skaidiniai elementu i§ A ir B sandauga:

g=g-e (g€ A, ecB),
g=e-g (e€ A, geB).

Is skaidinio vienareiksmiskumo isplaukia lygybé g = e. Todél AN B = {e}. A

Pastaba. Kai: G -adiciné grupé, jos skaiding pogrupiais A ir B vadiname tiesiogine

suma ir Zymime G = A ® B.

Nesunku ir tiesioginés sandaugos apibrézima, ir jos kriteriju apibendrinti baigtiniam

pogrupiu skaiciui.

4.7. Apibrézimas. Sakoma, kad grupé G yra savo pogrupiy Hy, Hs, ..., H,, tiesio-
giné sandauga ir rasoma G = Hy ® Hy ® ... ® H,,, kau:

1)G=Hy-Hy-...- Hp;

2) H; <G, i=1,m;

3) HiNH!={e}, i=1,m; ¢iaH =Hy-Hy-...-H;_1-Hiy1-...- Hp,.

4.8. Teorema (tiesioginés sandaugos kriterijus). Grupé G yra savo pogrupiu
Hy{,H,,..., Hy, tiesioginé sandauga tada ir tik tada, kai Vg € G vienareiksmiskai uzraso-
mas sandauga g =hy -ha ... hy, (hi € Hy, i =1,m) ir hy - hj = hj - h; (i # j).

Teorema irodoma analogiskai 4.6 teoremai.
Apibendrinsime tiesioginés sandaugos savoka. Tarkime, A ir B — dvi grupés. Pazy-

mékime A x B tu grupiu Dekarto sandauga:

Ax B={(a,b)|a€ A be B}.
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Sioje aibéje apibréziame algebrine operacija:
(a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d) ((a,b),(c,d) € Ax B).
Irodysime, kad Sios operacijos atzvilgiu aibé A x B sudaro grupe. I$ tikruju:
1) operacija asociatyvi —
(((bel) : (a27b2)) : (as,bs) = (Gl “az, by 'bz) : (a37b3) =
(a1 - az - as, by - ba - b3) = (a1,b1)(as - az, by - b3) = (a1, b1)((az,b2) - (a3, b3));

2) egzistuoja vienetinis elementas (e1,ez) (Cia e yra grupés A vienetinis elementas,

es — grupés B vienetinis elementas) —
(a,b) - (e1,e2) = (a-e1,b-e2) = (a,b)  (¥(a,b) € A x B);
3) V(a,b) € A x B egzistuoja atvirkstinis elementas (a,b)™! = (a1, b71) -

(a,b)- (a0 ) =(a-a ' b-b7") = (e1,€2). A

Irodysime, kad Dekarto sandauga A x B galima iSreiksti jos pogrupiu A x {es} ir
{e1} x B tiesiogine sandauga:
1) Tarkime, (a-b) € A x B. Tada

(a,b) = (a,e2) - (e1,b) € (A x {e2}) - ({e1} x B).

2) Irodysime, kad A x {ea} yra grupés A x B normalusis daliklis. Tarkime, (a,e3) €
A x {ex}, (a1,b1) € A x B. = (a1,b1)(a,e2)(a1,b1)"" = (ay,b1)(a,ez)(a;t,b7t) =
= (alaal_l, blegbl_l) = (alaal_l,eg) e Ax{e}. A

Analogiskai jrodoma, kad {e;} x B yra taip pat grupés A x B normalusis daliklis.

3) Beliko parodyti, kad pogrupiu A x {es} ir {e1} X B sankirta yra vienetiné. Tarkime,
(a,b) € (Ax{e2})N({e1} x B). Kadangi (a,b) € Ax {es}, tai b = e5. Taip pat is elemento

(a,b) priklausomumo pogrupiui {e;} x B isplaukia a = e;. =
(A X {62}) N ({61} X B) = {(61,62)}. A
4.9. Apibrézimas. Grupiy A ir B Dekarto sandauga A X B yra vadinama jy
tiestogine isorine sandauga.

Pastaba. Grupés A x B pogrupius A x {ex} ir {e1} X B izomorfizmo tikslumu galima
sutapatinti atitinkamai su grupémis A ir B. 1§ tikruju, parodysime, kad grupé A x {es}
izomorfiska A. Tuo tikslu apibréziame atvaizdi ¢ : A x {e2} — A lygybe

gp((a, 62)) = q.

13



Sis atvaizdis — homomorfizmas:

90((@1, 62)((12,62)) = 90((@1612762)) = aiaz =
= go((al,eg)) cp((ag,eg)) V(ai,e2),(az,e2) € A x {ea}.

Sio homomorfizmo branduolys — vienetinis: jei (a,es) € Ker ¢ =

¢((a,e2)) =a=er. = Kerp={(e1,e2)}.

Homomorfizmas — surjektyvus: Va € A 3 (a,e2) € A x {e2} : ¢((a,e2)) =a. a

Analogiskai irodoma, kad {e;} x B = B.

5. Baigtiniu Abelio grupiu struktura

Ieskosime baigtiniu Abelio grupiu israiskos ju pogrupiu tiesioginémis sandaugomis.

5.1. Abelio grupiu lema. Tarkime, Abelio grupés G elemento g eilé |g| yra tar-
pusavyje pirminiy skaiciy m ir n sandauga. Tada elementa g galima vienareiksmiskasi

uzrasyti m-tos eilés elemento a ir n-tos eilés elemento b sandauga — g = ab.
Irodymas. Kadangi m ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiciai, egzistuoja sveikuju
skaic¢iu u ir v pora tokia, kad
mu + nv = 1.

Sios israiskos déka elementa ¢ galima uzrasyti tokiu budu:

mu-+nuv nuv mu

g=g' =g =g" g

v

Pazymeékime a = ¢"? ir b = g™", ir isitikinkime, kad elemento a eilé lygi m, o b — n.

Tarkime, |a| = s, |b| = t. Pakéle elementa ¢ laipsniu st, gauname:
gst — (ab)st — ast A bst — (as)t A (bt)s —e.

Is elemento eilés savybiu isplaukia, kad mn | st. Is lygybiu

=g"" =(¢g"")" =eir

bn — (gmu)n — gmnu — (gmn)u —e

gauname, kad s | m ir ¢t | n. Todél st | mn ir pagaliau st = mn. 1§ Sios lygybés, kadangi
(t,m) = 1 isplaukia, kad m | s. Todél m = s ir n = t. Taigi, |a| = m ir [b| = n.

Irodysime tokio skaidinio vienetinuma. Taikysime priestaros biida. Tarkime,
g=ab=a1by ir |a|=|a1|=m, |b] =]|b1] =n.
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Abi lygybés ab = a1b; puses padaugine i§ kairés i§ aj ', ir i§ desinés — i§ b~!, turime

ayta =bb7 L

Pazyméje a; “a = ¢, paskai¢iuojame to elemento eile. Tarkime |c| = k. I8 lygybiu
¢ = (bb™H) =00 (b7 = (V)T =e i
¢ = (a7ta)™ = (aT)™ - 4™ = (@)1 @™ = e

gauname: k | n ir k| m. Vadinasi, k | (m,n). Bet (m,n) =1, todél k = 1. Taigi

a;ta=bb"! =e.

IS ¢ia iSplaukia lygybés a = a; ir b=b1. A
5.2. Apibendrinta Abelio grupiu lema. Tarkime, Abelio grupés G elemento g eilé
lg| yra poromis tarpusavyje pirminiy skaiciuy r; sandauga —|g| = rira.. .75 ((Ti, rj)=1,i#
j) Tada elementq g galima vienaretksmiskai uzrasyti elementy g1, go, - - ., gs sandauga, kur
|g7,| =T, 1= E
Irodymas — 5.1 lemos irodymo apibendrinimas. A
5.3. Apibrézimas. Tarkime, p — fiksuotas pirminis skaic¢ius. Abelio grupé G vadi-

nama p-primarigja grupe, kai kiekvieno jos elemento eilé yra pirminio skaiciaus p laipsnis.

5.4. I-oji struktiriné teorema. Kiekvieng baigtine Abelio grupe G galima isskaidyti

jos p-primariyjyu pogrupiy tiesiogine sandauga. Skaidinys uzZrasomas vienareik$miskai dau-

ginamujy tvarkos tikslumu.
Irodymas. Tarkime, grupés G eilé |G| = n ir skai¢iaus n kanoninis skaidinys pirminiu
skaiciu sandauga yra n = p]fl . p]§2 pks. Parodysime, kad §ia grupe galima isskaidyti
jos p;-primariuju pogrupiu tiesiogine sandauga (i = 1, s).
Pazymékime
P, = = pli =15
o ={9€G|lgl=pi,0<t; <k} (i=1s).

Irodysime, kad P; yra grupés G pogrupis. Tarkime, g,h € P; ir |g| = pl*, |h| = pi“.
Pazymékime v; = max {u;, t;}. Aisku, kad
g = = e (g b = gh Y = e = |ghl | = |ghl = p, 0 <mi <

= |g_1| = p? = ¢! € P;,. Taigi P; — grupes G

Tarkime, g € P; ir |g| = p*.
pi-primarusis pogrupis. Beliko irodyti, kad grupé G yra pogrupiu P; tiesioginé sandauga.

Tarkime, g € G. Kadangi |g| | |G|, tai elemento g eile galima uzrasyti tokiu budu —

gl =P - p ol (0< 1 <k i=T5).
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Pazymékime pi = r;. Skaiciai r; yra poromis tarpusavyje pirminiai, todél elementui g
galima pritaikyti apibendrintaja Abelio lema: ji galima vienareiksmiskai iSreiksti elementu
gi; € P, sandauga (|g;| = pi) Teiginio irodymui tereikia panaudoti apibendrintaji tiesio-

ginés sandaugos kriteriju. A

5.5. II-0ji strukturiné teorema. p-primariaja Abelio grupe P galima isskaidyti jos

ctkliniy pogrupiy tiesiogine sandauga.

Irodymas. Taikysime indukcija grupeés P eilés atzvilgiu. Tarkime, grupés P eilé yra

1. Kai n = 1, teiginys trivialus.

2. Tarkime, teiginys teisingas visoms p-primariosioms grupéms, kuriu eilé mazesné uz
n. Irodysime, kad indukciné prielaida yra teisinga p-primariajai n-tosios eilés grupei P.
Pasirinkime grupéje maksimalios eilés elementa a. Tarkime, |a| = p*. Galime laikyti, kad
k > 1, nes kitu atveju grupé P butu vienetiné. Pazymékime H ciklini pogrupi, generuota
elemento a: H = (a). Aigku, kad |H| = |a| = p*. I§ Lagranzo teoremos turime

L i ——
‘P/H|—‘H‘—np :

Taigi faktorgrupés P/H eile yra mazesné uz n. Kad Siai grupei galétuméme taikyti
indukcine prielaida, irodysime, jog ji yra p-primarioji grupé. Tarkime bH € P /H Kadangi

b € P, jo eilé yra pirminio skai¢iaus p laipsnis: |b| = p™. Is lygybés
(bH)Y" =" .H=eH=H

turime, kad |bH| yra skaic¢iaus p™ daliklis. Tokiu budu, |bH| = p', I < m. Vadinasi,
P /H yra p-primarioji grupé. Pritaike Siai grupei indukcine prielaida, iSskaidome ja cikliniu

pogrupiu tiesiogine sandauga —
Py =(aH)® (a:H) ® ... (a.H).

Pazymékime |a; H| = |[{(a;H)| = p™i, i = 1, s. Elemento a; eilé nebutinai turi buti lygi p™:.

Kiekviename sluoksnyje a; H surasime atstova b;, kurio eilé yra p™. IS lygybes

n, Ny

(aiH)p ’ :H:af H

. g . . . . . . . . .
turime, kad elementas a? ° priklauso pogrupiui H. Vadinasi, egzistuoja neneigiamas

t

sveikas skaicius ¢; toks, kad a? " = . Abi sios lygybés puses pakeéle laipsniu pF ="

gausime lygybe



nes grupéje P maksimalios eilés elementas yra p¥-osios eilés. Vadinasi, p* | t;p¥~" ir todél
p"i | t;. Pazymékime t; = p™ - ¢;, kur ¢; — neneigiamas sveikasis skai¢ius, ir pasirinkime

sluoksnyje a; H atstova b; = a; - a~%. Parodysime, kad |b;| = p™i. I8 tikruju,

v =al L (C8) =gl gl = e,

Vadinasi, |b;| | p™. Pazymékime |b;| = p™ ir pakelkime sluoksni b; H laipsniu p"":

m

(bH)P" =o' -H=H=(a;H)"" =a’"" - H.

Vadinasi, p™ | p™i. I3 ¢ia |b;| = p™i.
Pakeite faktorgrupés P /H skaidinyje atstovus a; sluoksniuose a; H atstovais b;, ture-
sime lygybe
Pl = (biH) @ (boH) ® ... @ (b H).

Isitikinsime, kad grupe P galima isskaidyti taip:
P = (b)) ®@(b2) ®...® (bs) ® (a).
Tarkime, g € P. Paéme sluoksni gH, iSskaidome ji:
gH = (biH)"™ - (boH)™ - ..o (bH)" =b]"H - b H - ... b H = b -b5? ... b - H.

Vadinasi, g € b]"-b32-...-b"s - H. Todél g galima uzrasyti taip: g = b]*-b5*-...-b% -al. Liko

irodyti, kad skaidinys uzrasomas vienareikSmiskai. Taikome priestaros buida. Tarkime,

g=b b b et = b a L =

gH = b7 b2 - ... b - a'H =

S OPH BRH b H =00 b2 b a H =00 H b H b H =
ri =7, i=1,s (i§ sluoksnio gH vienareik§mio skaidinio)

/ ’
= g=0b b b dlt =0 b ed. = dl=db = =1 A

5.6. Isvada. p-primariosios grupés eilé yra pirminio skaiciaus p laipsnis.

Irodymas. 1S 5.5 teoremos turime
P =(b1) @ (b2) ®...® (bs) ® {a),

kur |b;| = p™i, i =1,s, |a| = p*. Todél

[P = b)) - [(b2)] - [bs)] - [{@)| =

— pnl p ) _pns _pk — pn1—|—n2+.,.—|—ns—|—k.

n2

A
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5.7. Apibrézimas. Grupé P vadinama neskaidzia, jei jos negalima uzrasyti tikriniy
pogrupiy tiesiogine sandauga.
5.8. Lema. Tarkime, primariosios ciklinés grupés P = (a) eilé yra p*, k > 1. Tada

L .. C L k-1
kiekvienam sios grupés tikriniam pogrupiui priklauso elementas b = aP .

Irodymas. Tarkime, H — tikrinis grupés P pogrupis. Tada H = (a®), nes ciklinés
grupes kiekvienas pogrupis yra ciklinis. Be to, 0 < s < pF. Uzrasome skai¢iu s pavidalu
s=p'-q, kurl >0, (¢,p) = 1. Kadangi skaiciai p ir ¢ yra tarpusavyje pirminiai, egzistuoja
sveikieji skaic¢iai u ir v tokie, kad qu + pv = 1. Pasinaudoje Sia israiska, elementa b galime
uzrasyti taip:

b= bl — bqu—l—pv — (apk—l)qu+pv . apk_l.qu . aP pv
_ a/pk—l‘qu ) (apk)u _ apk_l‘qu'
Kadangi s < p*, galioja nelygybé [ < k. Todél I < k — 1, arba k — 1 — [ > 0. Remdamiesi
Sia nelygybe, toliau pertvarkome elemento b israiska:

b— apk_l'qu _ apk_l_l+l~qu . apk_l_l~pl~qu .

=qaP = (as)p " € H. A

5.9. Teorema. Primarioji cikliné grupé yra neskaidi.

Irodymas. Taikysime priestaros biida. Tarkime, |P| = p*, P = (a) ir grupe P galima
isskaidyti jos tikriniu pogrupiu A ir B tiesiogine sandauga: P = A® B. Tuomet i$ 5.8 lemos
iSplaukia, kad elementas b = a?’ priklauso ir pogrupiui A, ir pogrupiui B. Skiriame du
atvejus.

1. k= 1. Tuomet |P| = p. Bet pirmineés eilés grupé neturi i§ viso tikriniu pogrupiu.
Gauname priestara.

2. k> 2. Tuomet |b| > 1,b€ AN B = {e}. Priestara. A

5.10. III-oji strukturiné teorema. Jeigu p-primariaja grupe galima uZrasyti jos
ctkliniy pogrupiy tiestogine sandauga dviem budais, tai Sty skardiniy dauginamujy skaicius
yra vienodas ir, atitinkamai sutvarkius cikliniy pogrupiy eiles, Sie pogrupiai poromis bus

1zomorfiski.

Irodymas. Tarkime, grupe P galima isskaidyti jos cikliniu pogrupiu tiesiogine san-

dauga dvejopai—

P={(a1)®(a2) ®...® (as) ir
P = <b1>®<bg>®®<bt>
Pazymékime |a;| = p*, i = 1,5 ir |b;| = p9, j = 1,1 ir laikykime, kad p** > pr2 > ... >

phs,ir pht > plz > 0> ple
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1. Irodysime, kad s = t. Pazymékime
P ={gePlg’=e}.

Irodysime, kad P* yra grupés P pogrupis. Tarkime, g,h € P* = gP = h? = e = (gh)P =
gP-hP =e-e=e¢ = gh € P*. Tartkime, g€ P* = g? =e = (g7 )P = (¢P) ' =el=c¢
= ¢! € P*. Taigi, P* yra grupés P pogrupis. Surasime $io pogrupio israigka jo cikliniu

pogrupiu tiesiogine sandauga. Pazymeékime

kp—1 ko —1

H={d )®{d )®..x

— k=1 ., .
Kadangi elemento a; (i =1, s) eilé yra p*i, tai elemento al eilé yra p. Todél |H| = p®.
Parodysime, kad pogrupis P* sutampa su H. Tarkime, g € P*. Tada g = e. Elementa
g galima uzrasyti elementy a; laipsniuy sandauga: g = aj' - a5? - ... - al*. Pakéle abi §ios

lygybés puses p-tuoju laipsniu, gauname lygybe

g=e=al"-db? ... al"=e-e-... €.
~——
s kartu

Pl =e¢ (i = 1,8). Is cia

ki—1
bl

IS elemento e skaidinio vienareikSmiskumo gauname lygybe «
p*i | pr;y arba p*i~1|r;. Vadinasi, egzistuoja naturalusis skai¢ius ¢; toks, kad r; = p

Pertvarkome elemento ¢ israiska:

k1—1 ko—1 ko—1
1 . 2 g2 s qs

=a'.qr?. .als = . . -aP =
g=ay -ay’ ... a° =a as coLeay =

= (affkl_l)(h . (agkrl)% o <a§k57l>qs € H.
Vadinasi, P* C H. Tarkime, g € H:
g= (afkrl)vl . (angl)W Coe <a§ks_1)vs.
Pakeliame abi Sios lygybeés puses p-tuoju laipsniu:
= (") () () =
()" (@) () =

Tokiu budu, g € P*. Vadinasi, H C P* ir P* = H. Analogigkai irodome, kad pogrupis P*

sutampa su pogrupiu
1{1—1 log—1 lp—1
H =" Yo® HYo..e@® ).
Bet |H'| = p'. Todél p* =plirs=t. A
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2. Irodysime, kad k; = I; (i = 1,s). I§ ¢ia iSplauks antrasis teoremos teiginys, nes
vienodu eiliu ciklinés grupés yra izomorfiskos. Taikysime indukcija grupés P eilés atzvilgiu.

1) Tarkime, |P| = p. Tuomet teiginys trivialus, nes grupé P tikriniu pogrupiu neturi.

2) Tarkime, teiginys yra teisingas kiekvienam grupés P tikriniam pogrupiui. Isskirsime
tikrini pogrupi, kad galétuméme jam pritaikyti indukcine prielaida. Pazymékime P, =
{g? | g € P}. Parodysime, kad P, yra grupés P tikrinis pogrupis.

Tarkime, g,h € P.. Vadinasi, egzistuoja g1,h; € P: g = g¢{, h =hY. Todél g-h =
g7 - hY = (g1h1)P. Taigi, gh € P,.

Tarkime, g € P,. Egzistuoja g1 € P: g = g¥. Tuomet ¢! = (gf)_l = (gfl)p.
Vadinasi, g~ ! € P, ir P, yra grupés P pogrupis.

Irodysime, kad P* nesutampa su P. Pasirinke grupéje P maksimalios eilés elementa
a (Ja| = p*, k > 1), parodysime, kad a ¢ P,. Tarkime prieSingai, a € P,. Tuomet
egzistuoja g € P: a = gP. Tokiu atveju elemento g eilé |g| > p*, o tai yra priestara
elemento a pasirinkimui. Tam, kad galéetuméme pogrupiui P, pritaikyti indukcine prielaida,
iSskaidysime §i pogrupi cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga dviem budais. Pazymékime

F = {(a)® (a}) ® ... ® (al), kur skaiCius ¢ parenkamas i$ salygu k1 > ko > ... > k; >

kit1 = ... = ks = 1. Isitikinsime, kad pogrupis F' sutampa su Pi.
Tarkime, g € F'. Vadinasi,
T1 T2 T4
g=(ay) " -(a5) " ... (af) " =
D D A\P _ i\P _
= (a7")" (a5?)" ... (a]")" = (a]* -a? - ... a]")" = AP,
kur h =aj' -a3® -...-a;’. Vadinasi, g € P, ir F' C P,.
Tarkime, g € P,. Egzistuoja h € P: g = hP. Elementa h uzraSome elementu a;
(i = 1,s) laipsniu sandauga: h =a}' -ay?-...-a;"-a; ' -...-a%. I8 indekso ¢ pasirinkimo
isplaukia lygybés af, | = al,, = ... = a? = e. Todél
g=hl=a"P-a"™" - .a]Pa Pt =
; r r T3
=a"P.a"P . alP = (a]) " (aB) .. (al) " €F

Vadinasi, P* C F ir P* sutampa su F'.
Pazyméje ' = (b)) ®@ (by) ® ... ® (bY), kur j skaicius yra parenkamas i3 salygu
Lh>l>...>21; >1j41 =... =15 =1, analogiskai gauname kita pogrupio P, iSraiska:

P.=(0)) @ (bh) ®@...@ (b)).

Taikydami pogrupiui P, indukcine prielaida, gauname lygybes ¢ = j ir

ki—1=1; — 1,
oo —1=1y—1,
ki —1=1;—1



Todél ky =1, kait=1,iirk, =0, =1, kait =i+ 1,5. A

Tarkime, P yra p-primarioji p"™-osios eilés Abelio grupé. Atsakysime i klausima, keliais
biidais Sia grupe galima iSskaidyti cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga taip, kad skaidiniai
nebutu izomorfiski. Tarkime, P = (a1) ® (a2) ® ... ® (as) yra vienas i§ galimu skaidiniu.

Pazymeékime |a;| = |(a;)| = p™ (i =1, s). Rodikliai n; turi tenkinti salygas
ni+ns+...+ns =n, (1)

ny>ng > ... >ng > 0. (2)

Kiek bus (1) lygties sprendiniu su naturaliosiomis komponentémis, tenkinanc¢iu (2) salygas,
tiek bus p™-osios eilés neizomorfisku p-primariuju grupiu. Tai iSplaukia i§ III-iosios struk-
turines teoremos.

Cikliniu pogrupiu (a1), (as), ..., (as) eilés p™ p™2 ... p™s yra vadinamos p-primario-

sios Abelio grupés invariantais.

5.11. Pavyzdys. UzraSysime visas neizomorfiskas 16-osios eilés Abelio grupes.

Teskome lygties

ni+ne+...+ns,=4

sprendiniu su nattraliosiomis komponentémis, tenkinanciy salygas

ng =Mng = ...2=nNg.
Galimi atvejai:
1) kai s =1, tai ny = 4;
2) kai s = 2, tai arba n; = 3, no = 1, arba n; = ny = 2;
3) kai s = 3, tai n; =2, ng =ng = 1;
4) kai s =4, tai ny = ny =ngz =ng = 1;
5) kai s > 5, lygtis sprendiniu neturi.

Sias penkias rodikliy sistemas atitiks penki skirtingi skaidiniai:

1) P = Zis;
2) P=Zg® Zy;
3)P:Z4®Z4;

4) P =7, ® Zy ® Zo;
5) P=25Q® Zy ® Zy Q@ Zs.
Is III-iosios strukturinés teoremos isplaukia, kad bet kuri 16-osios eilés Abelio grupé

yra izomorfiska vienam i$ siu penkiu skaidiniu.
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6. Dvi izomorfizmo teoremos

6.1. I-oji izomorfizmo teorema. Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis, T
— pogrupis. Tada TH yra grupés G pogrupis, H N'T" — pogrupio T' normalusis daliklis, ir
faktorgrupés TH/H bei T/T A H Yra izomorfiskos.

Irodymas. Kadangi H yra grupés G normalusis daliklis, lygybé HT = T H isplaukia
is II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus. Parodysime, kad H NT'<T. Tarkime, h, € HNT,
t € T. Tuomet:

1) thyt €T, nesteT, hy €T;

2) thyt—' € H,nes hy € H ir H<G.

Todél hhit=' € H N T ir teiginio jrodymui pakanka pasinaudoti II-uoju normaliojo
daliklio kriterijumi.

Kadangi H <TH ir T N H < H, galime apibrézti faktorgrupes TH /g i T fp -
Apibrézkime atvaizdi

SO:TH/H_’T/THH

lygybe
p(thH) =tI'NH (VMteT, Yh € H).
Pirmiausia irodysime, kad atvaizdis yra apibréztas korektiskai, t. y. apibrézimas neprik-
lauso nuo atstovu pasirinkimo. Tarkime, t'h’ yra kitas sluoksnio thH atstovas, t. y.
t'hW"H = thH. Tuomet p(t'h’'H) = t'T N H. Atvaizdis bus apibréztas korektiskai, jei
irodysime, kad ¢(thH) = o(t'W'H), t. y. tT N H = T N H. Kadangi h,h' € H, i§ ly-
gybés thH = t'h'H turime tH = t'H. Elementas ¢ priklauso sluoksniui tH, vadinasi, ir
t'H. Todél egzistuoja hy € H: t = t'h,. Padaugine abi Sios lygybés puses is kairés is ¢/ 71,
turime hy = ¢’ -t € T. Vadinasi, hy € TNH. Todélt € *TNH iv (¢(TNH)N(HTNH) # 0.
Kadangi sluoksniai 7'M H ir tT N H kertasi netusciai, tai jie sutampa.
Parodysime, kad atvaizdis ¢ yra grupiu izomorfizmas.

1) ¢ — homomorfizmas. I3 tikruju,

<p(t1h1H : t2h2H) = go(t1H~t2H) =
= o(titoH) = t1tsTNH = TN Ht;T N H =
= @(t1hiH) o(t2heH) (Vt1hiH, tahoH € TH/H). A

2) ¢ — injekcija. Tarkime thH € Ker ¢:

o(thH) =TNH

|
tI'NH.
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Vadinasi, t € TN H. Todél t € H ir thH =tH = H. Taigi Kerp ={H}. A

3) ¢ — surjekcija. I8 tikruju, sluoksnio t7°N H pirmvaizdziu yra sluoksnis teH: i$
atvaizdzio ¢ apibrézimo isplaukia lygybé p(teH) =tT N H. A

6.2. ITI-o0ji izomorfizmo teorema. Tarkime, H yra grupés G normalusis daliklis,
T - faktorgrupés G /H normalusis daliklis, ¢ — grupés G kanoninis homomorfizmas grupéje
G /H Tada pogrupio T pirmvaizdis o~ (T) yra grupés G normalusis daliklis ir faktorgrupés
G/(,O_I(T) bei cp(G)/T izomorfiskos.

Irodymas. Pirmiausia irodysime, kad pirmvaizdis ¢~!(T") yra grupés G normalusis
daliklis.

Tarkime, g1,92 € ¢ 1(T). Tuomet ©(g1),(g2) € T. Kadangi T < G, tai ¢©(g1) -
(g2) € T. Bet 0(g1)9(g2) = ¢(9192). Vadinasi, p(g1g2) € T. I8 cia g1g2 € ¢~ (T).

Tarkime, g € o~ }(T). Tada@(g) € Tir (p(g)) =¢(g~*) € T. Todelg~* € o~ 1(T).
Vadinasi, ¢~1(T) yra grupés G pogrupis.

Tarkime, g € o~ }(T), a € G. Tada p(aga™t) = p(a)p(g)e(a)™t € T, nes p(g) € T
irT<G /H Todél aga™! € o~ (T) ir i§ II-ojo normaliojo daliklio kriterijaus isplaukia,
kad o~ 1(T) yra grupés G normalusis daliklis. Vadinasi, grupe G §iuo normaliuoju dalikliu

galime faktorizuoti. Apibrézkime atvaizdi

f . G/go_l(T) — gD(G)/T
lygybe

flge™ (1)) = w(9)T.
Parodysime, kad $is atvaizdis yra apibréztas korektiskai. Tarkime, sluoksniai g'¢~1(T)
ir go~*(T) yra lygiis. Parodysime, kad ir ju vaizdai f(¢'¢™'(T) ir f(gp (1)) su-
tampa. Tam pakanka jrodyti, kad sluoksniai ¢(g)T" ir ¢(¢g’)T" kertasi netusciai. IS ly-
gybés g’ Y T) = go 1(T) gauname, kad g = ¢’ - g1, kur g1 € ¢ }(T). Pazymékime

p(g91) =t € T. Turime p(g) = ¢(g"- 91) = ¢(¢) - t € p(g") T Bet p(g) € p(¢)T. Vadinasi,
sluoksniai ¢(¢')T ir ¢(g)T kertasi netuséiai ir todél sutampa.

Irodysime, kad atvaizdis f yra izomorfizmas.

1) f — homomorfizmas. I$ tikruju,

F(9107 1 (T)ga™ (1)) = 919290~ 1(T)) =

= 0(9192)T = ¢(g1)p(92)T = p(91)T ¢(92)T =

= flore™ (D)) f (92971 (T)) (Y107 (T), 920~ (1) € Gfy=1(1y)- &
2) f — injekcija. Tarkime, gp~!(T) € Ker f. Todél

flogp™ (1) =T
\ //
e(9)T
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Vadinasi, ¢(g) € T ir g € ¢~ *(T)). Taigi gp ' (T) = ¢ (T) ir Ker f = {o"HT)}. &

3) f — surjekcija. I§ tikruju, sluoksnio ¢(g)7T" pirmvaizdziu i§ atvaizdzio f apibrézimo
yra sluoksnis g~ (T):
Flap™ (1) = 9(@)T. A

7. Grupés sudaromosios

7.1. Apibrézimas. Tarkime, S yra grupés G poaibis. Sakome, kad aibé S generuoja
pogrupi (S), jei jis yra minimalus pogrupis, kuriam priklauso ta aibé, t. y., jei S yra

pogrupio T poaibis, tai (S) C T.
Aibé S yra vadinama pogrupio (S) sudaromujuy aibe.
7.2. Teorema. Kiekvienam grupés G poaibiui S egzistuoja minimalusis pogrupis (S).

Irodymas. Pazymékime visu grupeés G pogrupiu H, kuriems priklauso aibé S, sankirta

(S)y= () H
SCH
Kadangi pogrupiu sankirta yra pogrupis, teoremos irodymui pakanka patikrinti (S) mini-

malumo salyga. Tarkime, T" yra pogrupis, kuriam priklauso aibé S. Tada T ieina i sankirta

() H=(3).

SCH
I$ aibiu sankirtos savybeés isplaukia, kad (S) C T. A

7.3. Teorema. Minimalusis pogrupis (S) sutampa su aibe T', kurig sudaro vienetinis
elementas e ir visos galimos sandaugos tits...t,, n € N, kur arba t; € S, arba t,i_l €S,
i=1,n.

Irodymas. 1S aibés T' apibrézimo iSplaukia, kad S C T'. Irodysime pirmiausia, kad T
yra pogrupis.

Tarkime, g,h € T. Vadinasi, g = t1to...tk, h = tpyr1tgyo ... t;, kur arba t; € S, arba
ti_l € S. Tuomet g-h =tity.. . tgtgyr... €T,

Tarkime, g € T. Vadinasi, g = tyto...t; ir arba t; € S, arba ti_l € S. Tuomet
g b=ttty irarba t; ! € S, arba (ti_l)_l = t; € S. Vadinasi, T yra grupés
G pogrupis. Parodysime, kad T' sutampa su minimaliuoju pogrupiu (S). Kadangi S C T,
tai pogrupis 7" jeina i pogrupio (S), kaip pogrupiu sankirta. Taigi (S) C T'. Irodysime, kad
pogrupis T priklauso kiekvienam tos sankirtos nariui, o tuo paciu ir visai sankirtai. IS ¢ia

iSplauks ir teoremos irodymas. Tarkime, H yra bet kuris pogrupis, kuriam priklauso aibé
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S. Imkime t € T'. Tuomet t = t1ts...t,, kur arba t; € S, arba ti_l € S. Bet kuriuo atveju
t; € H. 15 tikruju, jei t; € S, tai trivialu. Tarkime, ¢; ¢ S. Vadinasi, t; ' € S. Tuo budu
t7' € H. Bet H — pogrupis, todél (tz-_l)f1 =t;, € H. Taigit € H ir tuo pac¢iu T C (S). A

7.4. Pavyzdziai. 1. Parodysime, kad simetriné grupe S,, yra generuojama transpo-
ziciju (12), (13),...,(1n):
S = ({(12),(13),..., (1) }).

Kadangi transpozicija (ij) sutampa su savo atvirkstine transpozicija, pakanka irodyti,
kad bet koki cikla (ajas . ..ax) galima uzrasyti transpoziciju (12), (13),..., (1n) sandauga.
Irodymas isplaukia i§ lygybiu

(araz...ax) = (a1a2)(aras) ... (a1ax) ir
(i) = (1) (17)(10).

2. Parodysime, jog zenklo keitimo pogrupis A, yra generuojamas ciklu (123), (124),
.oy (12n):

A, = ({(123),(124),...,(12n)}).

Tarkime, o — lyginis keitinys. Kadangi transpozicija yra nelyginis keitinys, tai o-os
skaidinyje transpozicijomis ju turi buti lyginis skaic¢ius. Kiekviena tokia transpoziciju pora
(19)(15) galima uzrasyti triju skaic¢iu ciklu (1ij).

Isskaidysime cikla (1ij) ciklu pavidalo (12k) sandauga. Jei i = 2, néra ko skaidyti.
Jei i # 2, j =2, tai (142) = (124)(124). Jei 4,7 # 2, tai (1ig) = (125)(12:)(125)(127). A

7.5. Apibrézimai. 1. Duiejy grupés G elementy g ir h komutatoriumi vadiname

elementq [g,h] = ghg~*h™1.

2. Grupés G komutantu arba 1-qja iSvestine vadiname pogrupi, generuotq visy tos

grupés komutatoriy ir Zymime [G,G] arba G

(G, Gl = G =g, B | g,h € G}).
3. Grupés G k-osios eilés isvestine vadiname (k — 1)-osios isvestinés komutanta ir
Zymaime

G — [G(k—l), G(k—l)]
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8. Normaliosios ir kompozicinés eilutés

8.1. Apibrézimas. 1. Grupés G normaliaja eilute vadinama eiluté
G=GyD>G1 DG2D...D G, =},

kur Giy1 yra pogrupio G; normalusis daliklis (i =0,m — 1).

2. Normaliosios eilutés faktoriumi yra vadinama faktorgrupé Gi/G‘H (i=0,m—1).

3. Normaliosios eilutés eile vadinamas jos faktoriy skaicius.

8.2. Pavyzdziai. 1. Kiekviena grupé turi bent viena normaliaja eilute, pvz.,
G D {e}.
2. Simetrinés grupés S3 normalioji eiluté:
Sz D A3 D {(1)}

(A3 — lyginiu keitiniu pogrupis).

3. Simetrinés grupés Sy normaliosios eilutes:

Sy DHy DH3D {(1)},
S4 D) A4 D HyDH;D {(1)}

Cia A4 — lyginiu keitiniu pogrupis,

Hy = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23) },

4. Tarkime, G = (a) — begaliné cikliné grupé. Viena galimu normaliuju eilu¢iu —

m

G>o{a®) D) >...(a*)D...D{e}

8.3. Apibrézimas. 1. Normalioji eiluté
G=GyD>G DG2D...D G, ={e},

kurioje Gi+1 € G; (i =0,m — 1), vadinama eilute be pasikartojimy.

2. Grupés G normalioji eiluté

G=GyD...0G D...G;D...DGi41D...D G, ={e}
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yra vadinama normaliosios eilutés
G=GyDG1DG2D...0G; DGi41D...0 G, ={e} (2)

papildymu, jei kiekvienas (2)-osios eilutés narys G; ieina i (1)-aja eilute. Zymésime
2 1 ).
8.4. Pavyzdys. Eilute

Sy DAL D H,y DHQD{(l)}

yra eilutés
Sy D Hy D {(1)}

papildymas.

8.5. Apibrézimas. Grupés G kompozicine eilute yra vadinama jos normalioji eiluté,
kurios negalima papildyti be pasikartojimuy.

Grupé gali ir neturéti kompozicinés eilutés, pavyzdziui, begaliné cikliné grupé.

8.6. Apibrézimas. Grupé, neturinti tikriniy normalivjy dalikliy, yra vadinama

pirmine.

8.7. Kompozicinés eilutés kriterijus. Normalioji eiluté yra kompoziciné tada ir

tik tada, kai kiekvienas jos faktorius yra pirminis.

Irodymas. Butinumas. Taikysime priesStaros buida. Tarkime, eiluté
GZGoDGlDGQD...DGiDGi+1...DG,«={€} (1)

yra kompoziciné, o kuris nors faktorius, pavyzdziui, G; /Gi+1’ néra pirminis. Vadinasi,
egzistuoja sio faktoriaus tikrinis normalusis daliklis H. Tarkime, ¢ : G; — G; /Gi—|—1 yra
kanoninis homomorfizmas. Kadangi H yra grupes G; /Gi+1 normalusis daliklis, i§ II-osios
izomorfizmo teoremos isplaukia, kad §io pogrupio pirmvaizdis o~ !(H) yra grupés G; nor-
malusis daliklis. Parodysime, kad ¢~ !(H) yra tikrinis grupés G; pogrupis. I8 tikruju,
jeign o 1(H) = Gy, tai H = o(G;) = Gi/GHl, bet i§ H pasirinkimo turime, kad jis
nesutampa su Gi/GiH. Jeigu o71(H) = {e}, tai H = G;y1. Tokiu biidu H biitu
vienetinis grupés G; /Gi—H elementas, kas vélgi priestarauja H pasirinkimui. Vadinasi,
{e} € ¢ Y(H) € G;. Tokiu biidu, ¢ 1(H) < G;. O tai reiskia, kad (1)-aja eilute galima
papildyti be pasikartojimu:

G =Gy D G1 DGy D...DGZ'QQD_1<H) QGi—i—l D...DGTZ{G}, (2)
kas priestarauja salygai, kad (1)-oji eiluté yra kompoziciné. A
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Pakankamumas. Tarkime, visi eilutés
G=GpD>G1D2G2D...0G; DGiz1D...D G, ={e} (3)

faktoriai yra pirminiai, o 8§i eiluté néra kompoziciné. Vadinasi, ja galima papildyti be

pasikartojimu. Tarkime, papildome (3)-iaja eilute nariu H:
G:GoDGlDGQD...DG¢2H2G7;+1D...DGT:{€}. (4)

Pazymékime ¢ grupés GG; kanonini homomorfizma faktorgrupéje G; /G'+1' Tada pogrupio
K3
H vaizdas ¢(H) yra §ios faktorgrupés normalusis daliklis. Kadangi faktorgrupé G; /G'+1
?
tikriniu normaliuju dalikliu neturi, galimi du atvejai:
o ) o -1 ) o ) . .. .. .

1) o(H) = GZ/GH—I' Tada H = ¢ (GZ/GH—I) = (4, o tail yra prieStara H pasirinki
mui;

2) p(H) = Gij41. Tada H C Ker ¢ = Gj41, ir H = G;41 — priestara.

Is abiem atvejais gautos priestaros isplaukia, kad (4)-oji eiluté yra kompoziciné. A.

8.8. Apibrézimas. Duvi vienos grupés mnormaliosios eilutés vadinamos izomorfis-
komis, kai kiekvienas vienos eilutés faktorius yra izomorfiskas tam tikram kitos eilutés
faktoriui, ir atvirkscias.

8.9. Pavyzdys. Tarkime G = (a) yra Sestosios eilés cikliné grupé. Nesunku isitikinti,

kad eilutés

G D (a®) D {e} ir
G D (a®) D {e}

~—

yra izomorfiskos. I§ tikruju,

1%

(a®) ir

(a”).

G la?)
G o)

8.10. Lema. Jei dvi vienos grupés normaliosios eilutés yra izomorfiskos, tai kiekvie-

I

nam vienos eilutés papildymui galima rasti izomorfiskq kitos eilutés papildyma.

Irodymas. Tarkime,
G=GyD>G1D...0G; DGi41D...0G, ={e}, (1)
G=HyD>H D>...O0H; DHjy1D...D H, ={e}, (2)
yra dvi izomorfiskos normaliosios eilutés: (1) & (2). Be to, tarkime, eiluté
G=GyD>...0G;1D2...0G;D...0Gi4+1D...D G, ={e} (3)

yra (1)-osios papildymas: (1) T (3). Irodysime, kad egzistuoja (2)-osios eilutés papildymas,

izomorfiskas (3)-iajai eilutei. Tam pakanka rasti kiekvienam (1)-osios eilutés papildomajam
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nariui i§ (3)-iosios eilutés papildomaji (2)-osios eilutés nari toki, kad atitinkami faktoriai
butu izomorfiski.

Konkreciai, tarkime faktoriai G; /Gi—l—l ir H; /Hj+1 yra izomorfigki ir pogrupis T yra
papildomasis narys tarp G; ir G;+1: G; 2 T D G;41. Rasime papildomaji narj V' tarp
pogrupiu H; ir H;1 toki, kad faktoriai G; /T ir T /G'+1 butu atitinkamai izomorfiski fakto-
riams H; /V irV /Hj+1' Pazymeékime ¢ grupés G; kanoninj homomorfizma grupéje G; /Gz'+1’
1 — grupés H; kanonini homomorfizma grupéje H; /Hj+1’ f — grupés G; /Gz‘+1 izomorfizma

cje H . Turi tvaizdziu sek
grupéje H; /Hj+1 urime atvaizdziu seka

Yo, fom
Gz — GZ/G’H—I — H]/Hj+1
K.
Hj
Pogrupis ¢! ( f (go(T))) = V yra pogrupio H; normalusis daliklis. Tai ir yra ieSkomasis
papildomasis (2)-osios eilutés narys. I$ tikruju,

(I1-0ji izomorfizmo teorema

)
Hyfyr = Hj Jyy-1 (/(e())) = 0THH f1(p(r) =

= Hj/g.., /f(@(T)) = f_l(Hj/HjJrl>/f_1(f(¢(T))) )

(IT-0ji izomorfizmo teorema)
- Gi/Gi+1 /SO(T) = #G) fo(T) - G’/T

Susiejame ir kitus du faktorius izomorfizmu seka:

Vi, = 9V) = f(e(1) = )7 (F(o(T)) =

=¢(T) = T/GH—l '

8.11. Srajerio teorema. Bet kurioms dviem vienos eilutés normaliosioms eilutéms

galima rasti izomorfiskus papildymus.
Irodymas. Tarkime,
G=GyD>G1D...0G; DGiy1D...0G, =Ae}, (1)
G=HyD>DH D...O0H; DHjy1 D...D> Hs;={e} (2)
yra dvi grupés G normaliosios eilutés. Irodyma isskaidysime i kelis atvejus.

1. Tarkime s = 1. Tada galima laikyti, kad (1)-oji eiluté yra (2)-osios papildymas.
Be to, (1)-0ji eiluté yra ir jos pacios papildymas, taigi radome abieju eiluciu izomorfiskus

papildymus, nes eiluté yra pati sau izomorfiska. A

29



2. Tarkime, s = 2. Taikysime indukcija pagal (2)-osios eilutés ilgj 7.

1) Jei r = 1, pasinaudojame pirmaja irodymo dalimi.

2) Tarkime, teiginys yra teisingas visoms normaliuju eilu¢iu poroms, kuriu viena yra
2-osios eilés, o kitos eilée mazesné uz r. Irodysime teigini eilu¢iu porai, kuriu viena yra

2-osios eilés, o kita — r-tosios eilés.
Pazymékime H1Gy =T, Hi N G1; = V. Nesunku isitikinti, kad T'< G, V < H1,V < G;.
Todél galime sudaryti dvi grupés 1" normaliasias eilutes:

T>G D>V D{el, (3"

T > Hy DV > {e}. (4)

Irodysime, kad Sios dvi eilutés yra izomorfiskos. Pasinaudoje I-aja izomorfizmo teo-

rema, gauname

Tig, = HGyg, = Wiy nq, = B
T/, = GiHi g, = Gifg, n g, = Gl

Vadinasi, (3') ir (4’) eilutés yra izomorfiskos.
Grupés (G; normaliosioms eilutéms, gautoms i (1)-osios ir (3')-iosios eiluciu, nubrau-

kus po narj i$ kairés —

GiDG2D...0G; DGi11D...D G, ={e}, (1)
G1 DV D {e}, (3")

taikome indukcine prielaida. Egzistuoja §iu eiluciu izomorfiski papildymai

GiDGyD...0G;D...0Gi41 D ...D G, ={e}, (5")
GlD...DVD...D{e}. (6”)

Prijunge i kairés prie Siu eiluc¢iu po nari 7', gausime Sios grupes dvi normaliasias izomor-

fiskas eilutes

TO5OGDG2D...0G;D...0Gi11D...D G, ={e}, (5)
T'>G D>...o0V>2...D{e}. (6")

Pastaroji eiluté yra (3') eilutés papildymas. Bet (3') eiluté yra izomorfiska (4"). Pritaike

Siai porai lema apie izomorfiskus papildymus, turime, kad egzistuoja (4’) eilutés papildymas
T>...0H; D...0VD...D>{e}, (7"

izomorfiskas (6') eilutei.
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Prijunkime prie (5'), (6”), (7’) eilu¢iu kairiuju pusiu po narj G:

GOT>O>G DG D...0G; D...0Gi41 D...DG, ={e}, (5)
GDODTD>GD...0VD...D{e}, (6)
GOTD>...O0H,D...0VD...D>{e}. (7)

Turime (5) 2 (6) ir (6) = (7). I§ tranzityvumo gauname (5) = (7). Bet (5)-o0ji eiluté yra
(1)-osios papildymas, o (7)-0ji — (2)-osios. A

3. Nagrinéjame bendraji atveji:

G=GyDG1D...0G; DGi41D...D G, ={e}, (1)
G=HyDH D>...O0H; DHjy1 D...D> Hs;={e}. (2)

Taikysime indukcija pagal s.

1) Kai s = 1, irodyta pirmoje dalyje.

2) Tarkime, kad teiginys yra teisingas visoms normaliuju eilu¢iu poroms, kuriu vienos
eilé mazesné uz s.

Nagrinékime eilute

G=HyD H, 3{6}. (3)

Pritaikome §iai ir (1) eilutei antraja irodymo dali: egzistuoja (1) eilutés papildymas
G=GyD...0GD2...0G;D...0Gi4+1D ... DG, = {e}, (4)
izomorfiskas (3) eilutés papildymui
G=HyD...OH; D...D{e}. (5)
Pazymékime (5') pastarosios eilutés dali, kuri prasideda nariu Hy:
Hy D ...D{e}, (5")
o (2') — (2) eilutés dali, kuri prasideda tuo pac¢iu nariu Hy:
HiDH;D>...OH; DHjy1 D...D Hy = {e}. (2))

Siai eilu¢iu porai tinka indukciné prielaida. Vadinasi, egzistuoja (2') ir (5') eiluciu

izomorfiski papildymai (6") ir (7'):

H >...0H;D...DH;D...DHj;1 D...D Hs={e}, (6"
Hi>...D...D{e}. (7"
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Prijunge prie $iu eilu¢iu kairiuju pusiu po (5) eilutés dali, esancia tarp G ir Hq, gausime

taip pat izomorfiskas eilutes

GD>...O0H1D>...0H;D>...0H;D>...DHj11 D...D Hy = {e}, (6)
GD...0OH;D...D...D{e}. (7)

[

Kadangi (5) T (7) ir (5) = (4), i8 lemos apie izomorfiskus papildymus iSplaukia, kad
egzistuoja (4) eilutés papildymas

G=GyD...0...0G1D...0...0G;D...0Gi41 D...DG, ={e}, (8)
izomorfiskas (7) eilutei. Bet (6) = (7), vadinasi i§ tranzityvumo isplaukia, kad (6) = (8).
Bet (6) eiluté yra (1) eilutés papildymas, o (8) — (2) eilutés papildymas. A

1 isvada (Zordano—Hiolderio teorema). Bet kurios dvi grupés kompozicinés

eilutés yra izomorfiskos.

Jrodymas. Pritaike Srajerio teorema Sioms eilutéms, turime, kad joms egzistuoja
izomorfiski papildymai. Bet kompozicinés eilutés papildymas be pasikartojimu sutampa

su pacia eilute, vadinasi duotosios kompozicinés eilutés yra izomorfiskos. A

2 iSvada. Jei grupé turi kompozicine eilute, tai kiekviena normaligjq tos grupés eilute

galima papildyti tki kompozicinés.

Irodymas. Tarkime,
G=GyD>G1D...0G DGit1D...D G, ={e}, (1)

yra kompozicine eiluté, o
G=HyDH D...O0H;DHjy1 D...OH;={e} — (2)

normalioji eiluteé.

I5 Srajerio teoremos igplaukia, kad egzistuoja §iu eiluciy izomorfiski papildymai
G=GyD>...0G;1D2...2...0G;D2...0Gi4+1D...D...0G,. ={e} (3)
ir
G=HyD>...O0HD>...>...0H;D...0Hj41 D...D...O0H;={e}. (4

Kadangi (1) eiluté yra kompoziciné, ji sutampa su savo papildymu (3). Vadinasi (4)

eiluté, kuri yra (2) eilutés papildymas, yra kompoziciné.
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9. ISsprendziamos grupeés

Pirmiausia suformuluosime ir irodysime daznai taikoma komutanto teorema:

9.1. Teorema. 1. Jei grupés G komutantas [G,G] yra pogrupio H poaibis, tai
pogrupis H yra grupés G normalusis daliklis.

2. Faktorgrupé G/[G G yra Abelio grupé.

3. Jei T yra grupés G normalusis daliklis ir faktorgrupé G/T — Abelio grupé, tai
komutantas |G, G| yra pogrupio T poaibis.

Irodymas. 1. Tarkime, H yra grupés G pogrupis ir [G,G] C H. Fiksuokime elementus
g € Gir h € H. Irodysime, kad ghg~—! € H. I tikruju,

ghg™' = ghg *h™'h = [g,h]h € H.

Vadinasi, pagal II-aji normaliojo daliklio kriteriju H yra grupés G normalusis daliklis. A
2. Tarkime, 1[G, G] ir g2|G, G| yra fiksuoti faktorgrupés G /[G G elementai. Irodysi-
me, jog jie yra perstatomi. IS tikruju,
91[G, G- 92[G, G) = 192G, G] = 920195 ' 95 ' 9192[G, G] =
= g201 [91_17 92_1][G7 G] = 9201 [G7 G] - 92[G7 G] " g1 [G7 G]

Tokiu budu, faktorgrupé G /[G G] ~ Abelio grupé. A
3. Pakanka irodyti, kad kiekviena komutanto sudaromoji [g1, g2| priklauso pogrupiui
T (kai g1,92 € G). I8 teoremos salygos turime
91 'Tgy'T = g5 ' Tgy ' T.
Vadinasi,
995 ' T =95 91T

Padaugine Sios lygybeés abi puses i§ kairés pirma is g2, o po to i§ g1, gauname lygybe
91929: 95 T =T.

Bet 919291_192_1 = [g1,92]. Vadinasi, [g1,g2] € T. A

9.2. Apibrézimas. Grupé G yra vadinama issprendziama grupe, kai ispildyta viena
1§ Sy ekvivalenciu salygu:

1) egzistuoja grupés G normalioji eiluté su Abelio faktoriais;

2) grupés G komutanty eiluté nutruksta baigtiniame Zingsnyje, t. y. egzistuoja natu-

ralusis skaicius m toks, kad G = {e}.
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Irodysime §iu salygu ekvivalentuma.

,,—* Tarkime, egzistuoja grupés G normalioji eiluté su Abelio faktoriais —
G=GyDG1D...0G; DGi41D...D G, ={e}.

Kadangi faktorgrupe G /G1 yra Abelio grupé, is komutanto teoremos isplaukia, kad
GY = [G,G] C Gi. Be to, G@ = [GM W] C [G1,G4]. Kadangi faktorgrupé Gl/Gg
yra Abelio grupé, i§ komutanto teoremos taip pat gauname, kad [G1, G1] C G2. Vadinasi,
G®) C Gy. Analogiskai jrodome, kad G®) c G35,G® C Gy,...,G") C G, = {e}. Taigi
G = {e}, t. y. komutanty eiluté nutriiksta baigtiniame Zingsnyje. A

,,<="% Tarkime, grupés GG komutantu eiluté nutruksta baigtiniame zingsnyje:
GoOGY >G5 .. 5GM™ = {e}.

Is komutanto teoremos igplaukia, kad GO+ yra pogrupio G normalusis daliklis ir fak-
torius G(9 /G(i—i—l) yra Abelio grupé. Vadinasi, komutantu eiluté yra grupés G normalioji

eiluté su Abelio faktoriais. A
[stirsime simetrinés grupés S, iSsprendziamuma.
9.3. Teorema. Grupés Ss, S3, S4 yra issprendZiamos.
1. Grupé Sy yra Abelio grupé, todél ji yra iSsprendziama. A
2. Sudarome grupés S3 normaliaja eilute

S3 D A3 D (1)

(¢ia A3 — alternuojancioji grupé). Faktoriaus Ss / As eile yra 2, o faktoriaus eile As /(1) - 3.
Pirminés eilés grupés yra Abelio grupés, todél normalioji eiluté yra su Abelio faktoriais.
Vadinasi, S3 — iSsprendziama grupé. A

3. Sudarome grupés S, normaliaja eilute
Sy D Ay D Hy D Hy D (1)

(¢ia A4 — alternuojancioji grupe, Hq = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} — alternuojancio-
sios grupés A4 normalusis daliklis, Ho = {(1), (12)(34)} — grupés H; normalusis daliklis).

Faktoriaus Sy / A, eilé yra 2, faktoriaus Ay /H1 eileé — 3, faktoriaus H; /H2 eilé 2, fakto-
riaus Ho /(1) eilé — 2. Vadinasi, kaip ir antroje irodymo dalyje, visi faktoriai yra pirmineés

eilés, todél yra Abelio, ir grupé Sy — iSsprendziama.

9.4. Lema. Jei ciklas is triju elementy (ijk) priklauso alternuojancios grupés A,

(n > 4) normaliajam dalikliuvi H, tai pogrupis H sutampa su A,,.
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Trodymas. Zinoma, kad alternuojancia grupe A, generuoja ciklai (121), I = 3,n, todél
pakanka irodyti, kad (121) € H.
Nagrinékime atveji, kai né vienas is skaiciu ¢, j, k nesutampa nei su 1, nei su 2.

Kadangi H yra normalusis grupés A,, daliklis, tai
(1ig)(15k)(147) = (1ik) € H.

Todél ir (1ik)? = (1ki) € H. Analogiskai
(2ik)(1ki)(2ki) = (1i2) € H

ir (1i2)%? = (12i) € H.
Kai [ # i, turime
(12)(i)(1i2)(12)(il) = (121) € H. A

9.5. Teorema. Simetriné grupé S,, kai n > 4, yra neissprendziama.

Irodymas. Trodymui pakanka sudaryti grupés .S,, kompozicine eilute, kurios nors vienas
faktorius nebutu Abelio grupe.

Sudare normaliaja eilute
Sp DA, D (1),

irodysime, kad ji yra kompoziciné, t. y. jos negalima papildyti be pasikartojimu.
Irodysime priestaros budu. Skiriame du atvejus.

1. Tarkime, duota eilute galima papildyti be pasikartojimu nariu tarp S, ir A,:
S, 2 H2DA,D(1).

Kadangi H yra tikrinis S,, pogrupis, tai faktorgrupe H /A nesutampa su faktorgrupe
n
Sn / /4 kurios eilé yra 2. Vadinasi, H / /4 yra vienetiné grupé ir todel H turi sutapti su
n n

A,. Gavome priestara prielaidai. A

2. Tarkime, normaliaja eilute galime papildyti nariu be pasikartojimu tarp A, ir (1):
Sn DA, 2 HD(1).

Irodysime, kad alternuojancios grupés A,, normaliajam dalikliui H priklauso ciklas i3
triju elementu.

Pasirinkime pogrupio H keitini, perstatanti maziausia elementu skai¢iu. Sis skai¢ius
negali buti lygus dviem — tuo atveju keitinys btitu nelyginis ir negalétuy priklausyti H,
kuris sudarytas tik iS lyginiu keitiniu. Jei §is keitinys perstatinétu lygiai tris elementus,

tai ir butu reikalingas ciklas. Tarkime, keitinys perstato lygiai keturis elementus. Tada jis
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butu arba ciklu i§ keturiu elementu (ijkl), arba dvieju transpoziciju (ij) ir (kl) sandauga
(i7)(kl). Pirmuoju atveju Sis keitinys butu nelyginis ir negalétu priklausyti H. Tarkime,
keitinys T = (2122)(1324) € H.

Pazyméje o = (igiqis) € A, turime
T =010 ! = (i38415)(i112)(1314) (i3475) = (i112)(isi5) € H,
nes H yra grupés A,, normalusis daliklis. Kadangi 7,71 € H, tai ir
771 = (i1i2)(i374) (412) (i315) = (izisis) € H.

Tarkime, keitinys perstato ne maziau kaip penkis elementus. Tada jis gali buti pavi-
dalo

T = (i14283) (igl5 .. .) . . .,
T = (i142)(i314) (i506) - - - .
Irodysime, kad bet kuriuo atveju perstatomu elementu skaic¢iu bent vienetu galima
sumazinti.
Pazymékime o = (igizis) € A, ir visais trim atvejais sudarykim keitiniui 7 jungtini

keitini 7 = o701, priklausanti pogrupiui H:

T = (i2i3i4)(i1i2i3)(i4i5 .. ) e (i2i4i3) = (i1i4i2)(i3i5 .. ) e

71 = (igigis)(iviz) (isia) (isic) . . . (inigis) = (ivia)(inis)(isig) . . ..

Visais atvejais gauname, kad 7 # 71, t. y. 7, '7 # (1). Be to, jei k # i1,i2,13,14,

matome, kad

t. y. keitinys 7 L1 perstato daugiausia keturis elementus. Vadinasi, visada galima surasti
pogrupyje H cikla is triju elementu. IS 9.4 lemos iSplaukia, kad pogrupis H turi sutapti su
A, o tai yra priestara pogrupio H pasirinkimui. A

Tokiu budu normalioji eiluté
Sp DA, D (1)

yra kompoziciné. Bet alternuojancioji grupé A, yra nekomutatyvi, vadinasi faktorius
A, /(1) = A, néra Abelio. Taigi negalime sudaryti grupés S,, normaliosios eilutés su

Abelio faktoriais, todél grupé S,, (n > 4) neiSsprendziama. A
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