9. ZORDANO FORMA

Vektorinés erdveés V' virs kiino K tiesinés transformacijos f tikriniu vektoriums vadi-
namas nenulinis tos erdvés vektorius «, kai su tam tikru kiino K skaliaru [ yra teisinga
lygybé

fla) =la.

Skaliaras [ vadinamas tiesinés transformacijos f tikrine reiksme.

1 teorema. Vektorinés erdvés tiesinés transformacijos tikrinio vektoriaus tiesinis
apvalkas (ir tik jis) yra vienmatis f-invariantinis poerdvis.

Tiesinés transformacijos spektru vadinama visu jos tikriniu reikSmiu aibe.

Tiesiné transformacija vadinama paprastojo spektro transformacija, kai jos tikriniu
reikSmiu skaicius lygus erdvés dimensijai.

Vektorinés erdves tiesiné transformacija vadinama paprastosios strukturos transfor-
macija, kai erdvéje egzistuoja bazé, sudaryta is tos transformacijos tikriniu vektoriu.

2 teorema. Vektorinés erdvés tiesiné transformacija yra paprastosios strukturos tada
ir tik tada, kai galima sudaryti baze, kurioje tos transformacijos matrica yra diagonaliné.

Tiesinés transformacijos f, apraSytos matrica A, charakteristiniu polinomu vadinamas
determinantas f4(t) = [tE — A|.

3 teorema. Kuno K elementas | yra vektorinés erdvés virs to kuno tiesinés trans-
formacijos f tikriné reiksmé tada ir tik tada, kai | yra tos transformacijos charakteristinio
polinomo Saknis.

Isvada. Vektorius o yra tiesinés transformacijos, aprasytos matrica

ail;  ai2 A1n
a a a

A= 21 22 2n :
an1 an2 Ann

tikrinés reiksmes | tikrinis vektorius tada ir tik tada, kai jo koordinatés yra lygciy sistemos

(l — all)xl— a1 rog— ... — An1Ly :O,
— CL22$1—|-(Z — agg)ilﬁg— .= ApoTy =0,
— A1 T1— aonTo— ...+l — app)xy, =0

nenulinis sprendinys.
Tiesiné transformacija f vadinama nilpotencigja, kai bent vienas jos nattiralusis laips-
nis f™ lygus nulinei transformacijai.
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4 teorema. Nilpotenciosios transformacijos tikrinés reiksmés lygios nuliui.
Kvadratiné k-osios eilés kompleksiniu skai¢iu matrica

[ 10 0 0
07l 1 ..00
L) = | oo
00 0 [ 1
00 0 0 I

vadinama skaiciaus [ Zordano k-osios eilés langeliu.
Langeliais diagonaliné matrica

Ikll(ll)
]k12(l1) 0

]k21(l2)

Iksms (ls)
su Zordano langeliais Iy, (I1), Ix,, (11), . - - s Ipy, (12), - . . A (Is) (K11, k12, ksm, € N,
l1,la,...,ls € C) istrizainéje vadinama Zordano matrica.

5 teorema. Jei f yra kompleksinés vektorinés erdvés V' tiesiné transformacija, tai
galima sudaryti tos erdvés baze, kurioje transformacija f turi Zordano matricq.

Isvada. Kiekviena kvadratiné kompleksiniy skai¢iy matrica yra panasi § tam tikra
Zordano matricg.

6 teorema. Matricos Zordano forma randama vienareikimiskai, kai Zordano matri-
cos, kurios skiriasi tik langeliy tvarka, nelatkomos skirtingomis.

Tiesinés transformacijos f tikrinés reikdmés ! Zordano h-osios eilés langeliu skaiGius
qn randamas is lygybes

Gh =Th—1 — 2rp + Ihq1;
¢ia ry yra matricos B! = (A — [E)* rangas, A — tranformacijos f matrica.

7 teorema. Tiesiné transformacija yra paprastosios skrukturos tada ir tik tada, kai
tos transformacijos Zordano matrica yra sudaryta is Zordano pirmosios eilés langeliy.

PAVYZDZIAI

1. Rasime aritmetinés erdvés R tiesinés transformacijos f, apibréztos matrica

11 -1
2 2 1],
2 0 3

tikrines reikSmes ir tikrinius vektorius.
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Skaiciuojame §ios transformacijos charakteristini polinoma:

t—1 -1 1
HE—Al=| -2 t—2 —1|=(—1)(t-2)(t—3).
—2 0 t—3

Tikrinés reikSmeés yra Sio polinomo Saknys, todeél [y = 1, ls = 2, I3 = 3. Transformacijos f
tikrinés reikSmeés [; = 1 tikrinio vektoriaus «; ieSkome, spresdami lygciu sistema

(1 — 1):131— 25172— 25173 :0,
— 1‘14—(1 — 2):172 :O,
xr1— IL’2+(1 — 3)(1)3 =0.

Sios sistemos bendrasis sprendinys yra
X1 = Cg, Tg = Cg, T3 = —Cy (62 € R)

Taigi su kiekvienu nelygiu nuliui realiuoju skai¢iumi ¢ vektorius oy = ¢(1,1, —1) yra trans-
formacijos f tikrinés reikSmeés [; = 1 tikrinis vektorius.

Analogiskai spresdami, randame, kad vektorius as = ¢(0,1,—1) (¢ €
transformacijos tikrinés reikSmeés ly = 2 tikrinis vektorius, o ag = ¢(1,1,0)
tikrinés reikSmeés [3 = 3 tikrinis vektorius.

Vektoriai a1, as, ag sudaro aritmetinés erdvés R3 baze. Sioje bazéje transformacijos
f matrica yra

R*) yra tos
(c € R*) -

1 0 0
I=10 2 0
0 0 3

Vadinasi, transformacija f yra paprastosios struktiros.

2. Rasime aritmetinés erdvés R tiesinés transformacijos f, apibréztos matrica

1 2 1
-5 1 -2,
4 -4 1

dvimati invariantini poerdvi.

Randame transformacijos f charakteristini polinoma:

t—1 -2 -1
tE — A| = 5 t—1 2| =t -3t +t—-3=(t-3)(t* +1).
—4 4 t—1

Kadangi polinomas turi kompleksiniu $aknu, tai aritmetiné erdve R? turi dvimati
f-invariantini poerdvi.
Sprendziame lygciu sistema

(i — 1)331+ 5332— 4%3 :0,
— 21’1—|—(’l — 1).’172—|- 4:133 :O,
—x1+ 2x9+(i — 1)z3 =0.
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Sios sistemos bendrasis sprendinys yra

1 1
1 13( 9+ 9@)63, o 13( 6 Z)Cg, T3 C3 (Cg € C)

Pasirinke c3 = 13, sudarome i$ sprendinio komponenciu realiuju daliu ir menamuju daliu
koeficientu du vektorius o« = (19,16,13), 8 = (9,—2,0). Siu dvieju vektoriu tiesinis ap-
valkas L(a, ) ir yra f-invariantinis dvimatis poerdvis.

3. UzraSysime matrica

3 3 -2
A=12 6 -3
4 8 —4

Zordano forma.

Pirmiausia apskaiciuojame tiesinés transformacijos, apibréztos matrica A, charakte-
ristini polinoma:
t—3 -3 2
tE —Al=| -2 t—6 3=t —5t2 + 8t —4=(t—2)3(t—1).
—4 -8 t+4

Sio polinomo Saknys yra l; = Iy = 2, I3 = 1. Pakanka surasti Zordano langeliu, atitinkané¢iu
tikrine reiksme [ = 2, skai¢iu. Skai¢iuojame matricos A — 2F laipsniu rangus:

ro =r(F) = 3; r1 =r(A—2F)=2;
ro=r(A—2E)*=1; ry=r(A-2E)°=1.

Is Zordano langeliu skai¢iaus formulés gauname
G =r0o—2r1+12=0, ga=r1—2r2+7r3=1

Vadinasi, tikrine reikdme [ = 2 atitiks antros eilés Zordano langelis ir matricos A Zordano
forma yra

I =

O O N
O N =
_ o o

4. Sudarysime transformacijos f, kurios matrica

20 —47 100
A= |17 —44 100 |,
5 —14 33

Zordano matrica ir Zordano baze.

Pirmiausia apskaiciuojame charakteristini polinoma

t—20 47 —100
tE—Al=| —17 t+44 —100|= (t—3)°.
-5 14 t-33
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Taigi | = 3 yra Sios transformacijos tikriné reiksSmé. Norédami surasti ta reiksSme atitin-
kanciu Zordano langeliu skaiciu, skai¢iuojame matricos A — 3FE laipsniu rangus:

rog = r((A — 3E)O) =r(E)=3;

17 —47 100
ro=r| 17 —47 100 | =2;
5 —14 30
17 —47 100\ ° ~10 10 0
ro=r| |17 —47 100 —r| =10 10 0] =1;
5 —14 30 —3 3 0
17 —47 100\° 0 0 0
ra =1 | | 17 —47 100 —+lo 0 o] =0
5 —14 30 00 0

Kadangi transformacijos f — 3id aukstis lygus 3 (id — tapacioji transformacija), Zor-
dano bazé sudaroma gana paprastai — pasirenkame matricos (A — 3E)° kuria nors eilute,
pavyzdziui, treciaja ir sudarome pirmaji bazés vektoriu a3 = (0,0,1). Tuomet galime
pasirinkti antraji bazés vektoriu — ay = a1(A — 3E) = (5,—14,30), o treciaji —
a3 = Oél(A — 3E)2 = (—3, 3, 0)

5. Sudarysime tiesinés transformacijos f, kurios matrica

Zordano matrica ir Zordano baze.

Skaiciuojame charakteristini polinoma:

t—3 -2 -5 =2
| -1 t=3 -4 —1| 3
[t — Al = 1 2 t+3 | =1
1 0 1 t
Tikrine reikéme ;1 = 0 atitinka vienmatis Zordano langelis. Norédami surasti tikrine

reikdme Iy = 1 atitinkanc¢iu Zordano langeliu skaiciu, skai¢iuojame matricos A — F laipsniu
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rangus:

ro = ((A— E)O) =r(E) = 4;
2 2 5 2
B 1 2 4 1 Y
e I S Y, S A | =
-1 0 -1 -1
2 2 5 92\°? 1 -2 —4 -1
o 1 2 4 1 N e S 1 I
2= -1 -2 —4 -1 - 1 2 4 1] 7
1 0 -1 -1 0O 0 0 0
2 2 5 92\° 1 2 4 1
B 1 2 4 1 B 12 4 1) _,
BEM -1 2 -4 1 -1 2 4 1) T

|
—_
=]

|
—_

|
—

o o0 0 0

Taigi ¢1 = g2 = 1. Vadinasi, transformacijos f Zordano matrica yra

Transformacijos f — id aukstis lygus 2. Todél pirmojo bazés vektoriaus parinkimui
pakanka paimti matricos (A — E)° kurios nors eilutés narius. Pasirinkime a; = (0,0,0,1).
Tuomet antrasis bazés vektorius as = a1 (A — E) = (—1,0,—1, —1).

Treciaji bazés vektoriu randame, iSsprende homogenine tiesiniu lygciu sistema

—2x1— xo+ x3+74 =0,
— 2$1—2£C2+3.T3 :0,
— dx1—4xo+4x3+x4 =0,
—2x1— 29+ x3+x4 =0.

Sios sistemos bendrasis sprendinys yra
Ty =cC1, Tg =Cy, T3 =C1 +C2, Ty =c1 (c1,c2 € R).

Pasirinke ¢; = ¢5 = 1, uzrasome treciojo bazés vektoriaus koordinates: asz = (1,1,2,1).
Ketvirtaji bazés vektoriu gausime iS bendrojo sistemos

— 31— w2+ x3+x4 =0,

— 2$1—3I2+2$3 :0,
— dxr1—4xs+3x3+x4 =0,
—2x1— x9— X3 =0

sprendinio. Bendrasis sprendinys yra
T1 =c1, T9g = 2¢1, T3 = 4c1, x4 = C1 (CleR).
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Pasirinke ¢; = 1, turésime ketvirtojo bazés vektoriaus koordinates: ay = (1,2,4,1).

UZDAVINIAI

9.1. Raskite aritmetinés erdvés R™ tiesinés transformacijos tikrines reikSmes ir tikrinius

vektorius, kai tos transformacijos matrica yra:

-22 —10 19 —16 11 —-18
1) A= 10 6 —8|; 2) A= 12 -5 12
—26 —10 23 21 —13 23
6 16 —4 13 —24 18
3) A= =16 —-34 8 1: 4) A = —4 9 —6
—-56 —112 26 —14 28 —20
—23 —46 -7 3 -1 -2
5) A= 10 20 31; 6)A=1[ -1 3 2 |;
6 13 0 1 -1 0
27 17 —43 43 7 7T -7 10
-12 -5 22 =22 -2 =2 2 -3
A= 6 1 —1u 1| V4= 2 3 1 3
-6 -7 5 -8 -2 -3 2 =2
9.2. Raskite aritmetinés erdvés tiesinés transformacijos f, kurios matrica A, tikriniu vek-
toriu tiesinius apvalkus:
-2 2 -3 —17 8 —16
1) A= 1 0 1]; 2) A= —4 1 —4];
4 -3 5 14 -7 13
-5 11 -1 4 4 5 2 5
-3 6 —1 1 0 -1 0 -1
3) A= 1 =2 1 -1’ 4) 4 -2 -4 0 -2
1 -2 0 0 -1 0O -1 -1

9.3. Ar aritmetinés erdvés R" tiesiné tranformacija, kurios matrica A, yra paprastosios
struktiiros transformacija:
1 -2 =2 -3 -2 -4
1) A=1|0 1 0]; 2) A= 1 2 1];
1 2 4 5 2 6
-2 -3 -3 —6 -2 -2 -3 —6
0 1 0 0 1 1 1 1
pr— — ?
3) 4 0 0 1 0]’ 44 1 -1 2 1]
3 3 3 7 2 3 2 6
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9.4. Sudarykite aritmetinés erdves R™ baze, kurioje tos erdveés tiesiné transformacija,

apibrézta matrica A, turi diagonaline matrica:

8 5) 6 —15 —42 42
1) A=| -6 -5 —6|; 2) A= 10 29 30 |;
-4 -2 =2 -6 —18 -—19
0 -2 0 -2 7 5 5 10
—2 0 -2 =2 0 2 0 0
3) A= 0 0 0 0]’ A= 0 0 2 0
2 2 2 4 -5 -5 -5 -8

9.5. Raskite aritmetinés erdvés R™ tiesinés transformacijos, apibréztos matrica A, dvimati
invariantini poerdvi:
2 0 0 0 —4 -2
1) A=11 1 -2]; QA=11 2 0];
3 2 1 2 0 -2
3 0 0 0 1 -1 0 0
3 3 0 0 1 10 0
3) A= -1 5 3 -6’ 44 -2 -1 2 -3
-4 7 3 -3 1 -3 1 =2
9.6. Uzrasykite sias matricas Zordano forma:
7 —16 20 -4 4 —4
1) A= 2 =5 8 1; 2)A=|-2 2 —-4],;
-1 2 -1 -1 2 —4
-2 —14 -3 -5 —-14 -3
3) A= 2 9 2 1; 4) A = 2 6 2 |;
-1 =3 2 -1 -3 -1
—14 1 1 —13 12 10 10
6 —1 0 6 -5 2 1 =5
5) A= -3 0o -1 =3’ G)A_( 3 0 2 3|’
16 -1 -1 15 -13 -1 0 -11
-3 -1 1 -1 -3 -1 2 =2
1 =2 0 1 2 -1 -1 2
0 A= 1 0 —2 11’ §) A= 1 0 -1 1
1 1 -1 -1 2 1 -2 1
9.7. Uzrasykite Sias matricas Zordano forma ir parasykite Zordano bazes:
—4 —-38 =51 5 —11 14
1) A= 2 17 22 ]; 2)A=| -2 5 —4|;
-1 -6 —6 -3 7T =7
-3 -10 5 -7 —-18 -9
3) A= 2 6 —2|; 4) A = 7 16 71;
-1 =2 3 -4 -8 =2



9.8.

9.9.

9.10.

—4 1 -3 -2 -10 -8 —-12 -29
1 -2 1 -1 5) 5} 5) 11
5) A= ( 5 0 4 6]’ 6) A= 16 11 18 39 |’
-1 0 -1 =2 -4 -3 -4 -8
—11 1 1 -9 -2 1 1 -3
3 -2 —4 3 1 1 -1 1
A= ( 1 0 2 1]’ 8) A= o 0 2 0
13 -1 -1 11 4 -1 -1 )
Kurios i$ matricu A, B ir C yra panasios:
12 -9 -36 1 4 —4 -2 —10 5}
1) A=|-7 10 28|,B=|-27 -4|, c=| 2 7 —2];
4 —4 13 -1 2 1 -1 =2 4
—4 —-14 -3 3 -1 2 2 0 1
N A=|-2 17 2|.B=[-1 1 -1]|,c=[-11 -1];
-1 -3 0 —2 1 -1 -1 0 0
-3 1 =2 -4 1 -3 -2 1 -1
3) A= O -1 0], B=|-1 -1 —-1|,C= 0 -1 0];
2 -1 1 3 -1 2 1 -1 0
6 —1 4 0 1 -2 4 -1 2
4) A=(-1 2 -1), B=(0 2 0], C=|-1 2 -1
-5 1 -3 2 =3 4 —2 1 0

Raskite Euklidos erdvés E ortogonalios transformacijos, aprasytos matrica (), kano-
nine israiska ir kanonine baze:

V3,1 1 _v3 _ V2 1438 3_ V3 3

4 2 2 4 4 4 8 8 4 4

— | 1_¥3 1, V3 V2 —| 3_v¥3 3, 43 1
D@=13-% 2+% T [320Q=] 5-% i+% 1
V2 _V2 B A _1 3

4 4 2 4 4 2

Raskite Euklido erdvés E ortonormuotaja baze, kurioje tos erdves simetrinés trans-
formacijos matrica S yra diagonaliné ir uzrasykite ja:

2 2 -1 1 21
H)SsS=| 2 -1 2]; 295=[2 -5 2
-1 2 2 1 21



9.2.

9.3.
9.4.

9.5.

9.6.

1)[1: , 01 = a

ATSAKYMAI

a(—=2,-2,1); la=2, ap =a(l,5,1);

Is=4, a3 =a(1,0,—-1) (a#0, a € R);
2)lh =2 a1 =a(3,1,2); la=1, ap=a(3,—-1,3);

Is=-1, a3 =a(2,-1,2) (a#0, a € R);
3l =2 ag=a(2,4,—-1); la=1I3=-2,

as =b(2,1,0) +¢(7,0,1) (a#0, b2 +c®>#0, a,b,c € R);
4) 1 =0, g =a(2,-4,3); la=I3=1,

as =0(1,3,0)+¢(0,-7,2) (a£0, b2+ #0, a,b,c € R);
5)l1=la=1l3=-1, a=a(2,5,-1) (a#0, a € R);
6) 11 =Ilp=13=2, a=b(1,1,0)+c(1,0,—1) (b*>+c*#0, b,c € R);
Nli=1la=3, a1 =a(0,-1,-1,1); I3 =14 = -3,

ay =b(1,0,-3,2) +¢(0,1,2,0) (a#0, b>+c®#0, a,b,c € R);
8) li=lb=1I3=1, a; =b(0,1,1,0) +¢(0,0,1,1); Iy = —1,

as =a(2,5,—-1,2) (a#0,b>+c2+#0, a,b,c€R).

1) L={(1,-1,1)}
2) L= {(05 73 2)7 (]—7 _470)}7
3) L, ={(0,1,1,2)}, Lo=1{(0,0,-1,1),(—1,1,-3,0)};
1) Taip; 2) ne; 3) taip; 4) ne.
1) Pvz., a1 =(4,2,3), az=(1,1,1), az=(2,1,2);
2) pvz., oy = (3,0,=7), az=(0,3,5), as=(1,3,3);
3) pvz., a1 = (0,0,1,0), Qg = (1 1 O 1),
Q3 — (0, 1,0, 1), gy = (1, 1, 1,0)
4) pvz., a1 = (0,1,0,0), ay=(0,0,1,0),
a3 = (170707 1)7 Qg = (17 L, 172>
2) L= {(1,0,—1),(1,2,0)};
3) L ={(-14,9,6,—-6),(-1,-5,0,6)};
4) L ={(0,1,0,0),(-1,0,0,0)}.
11 0 2 1 0
nIr=[o0o 1 ol; NI=| 0o —2 o];
0 0 -1 0 0 -2
31 0 01 0
3) I=10 3 1]; 4H)I=10 0 1|;
0 0 3 0 0 O
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9.7.

(1,3,2),

baze sudaro, pvz., as = (—1,-2,1),

a3 = (07 172>7

(_37 77 _8)7

a1 = (07 07 1)7

baze sudaro, pvz., s

<_27 57 _6)7

Q3 =

a1 = (07 0, 1),

baze sudaro, pvz., as = (—1,-2,1),

(17 17 _3)7

a3 =

a1 = (17271>7
a3 = (4707 —9),

baze sudaro, pvz., as = (0,4,7),

ap = (1,0,0,0),

(27 27 17 O)?
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| os
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(2,1,2,3),
, a3 = (1707171)7

] =
Qo =

baze sudaro, pvz.

(1,1,1,3);

(3,0,0,2),
as = (—1,1,1,-1),

, a3 = (1707_]—7 1)7

Qy =

a1

baze sudaro, pvz.

(_170707 _]-)7

7]

=
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= — =
o | o
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R | |
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N

>
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s

b

<

o)

=

0

v

N

<

o)
—

(1,0,0,1).
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9.8.

Matricos A, B, C yra tarpusavyje panasios;
matricos A ir B panas$ios;

visos matricos tarpusavyje nepanasios.

9.9

—
~—
o O

9.10.

)

N M|§ o

S o

N[
wb Nk O

w O

w O

e

w o O

o O

1)
2)
3) matricos A ir C' panasios;
4)

(%]

(85)

a3

a1

Il
—
=
=

—_
~—
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