8. TIESINES TRANSFORMACIJOS

Vektorinés erdvés V' virs kino K transformacija f vadinama tiesine, kai su kiekviena
tos erdves vektoriu pora «, (3 ir su kiekviena skaliaru pora a, b yra teisinga lygybe

flaa+b3) = af(a) +bf(5).

Pasirinke erdvés V' baze aj,ae,...,a,, iSreiSkiame vektorius f(«;) bazés vektoriu
tiesine kombinacija:

f(Oéz) = Zaijaj (2 = 1,n)
j=1

IS tu israisku koeficientu sudaryta matrica

a1 a2 ... Qip
a1 ao9 N 5]
A= "
an1 Qp2 ... Qpn
vadinama tiesinés transformacijos f matrica bazéje a1, as, ..., ay.

1 teorema. Tarp vektorinés erdvés V wvirs kuno K tiesiniy transformacijy aibés ir
matricy atbés K, x, galima apibrézti byjekcijq.

Kvadratiné kuno K elementu matrica A vadinama panasia i kvadratine to paties kuno
elementu matrica B, kai galima rasti kino K elementu matrica 7', tenkinancia lygybe
B = TAT~'. Matrica T vadinama matricy A ir B panasumo matrica.

2 teorema. Tiesinés transformacijos f matricos dviejose bazése yra panasios.

Tiesinés transformacijos f rangu r(f) vadinamas jos matricos rangas.
Vektorinés erdvés V tiesiniu transformaciju f ir g suma vadinama tos erdveés trans-
formacija f + g, apibrézta lygybe

(f+9)(@) = fl@) +g(a) (VaeV).

3 teorema. 1) Tiesiniy transformacijy suma yra tiesiné transformacija;
2) tiesiniy transformaciju sumos matrica bet kokioje bazéje lygi tu transformaciju
matricy toje pacioje bazéje sumai.

Vektorinés erdveés V' tiesiniu transformaciju f ir g sandauga vadinama tos erdveés
transformacija fg, apibrézta lygybe

(f9)(a) = f(g(a)) (VaeV).
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4 teorema. 1) Tiesiniy transformaciju sandauga yra tiesiné transformacija;

2) tiesiniy transformacijy sandaugos matrica bet kokioje bazéje lygi tu transformaciju
matricy toje pacioje bazéje sandaugas.

Vektorinés erdvés V' vir§ kiino K tiesinés transformacijos f ir skaliaro a sandauga
vadinama tos erdveés transformacija af, apibrézta lygybe

(af)(a) =af(e) (VaeV).

5 teorema. 1) Tiesinés transformacijos ir skaliaro sandauga yra tiesiné transforma-
cija;

2) tiesinés transformacijos f ir skaliaro a sandaugos matrica bet kokioje bazéje lygi
tos transformacijos matricos toje pacioje bazéje ir skaliaro a sandaugai.

Vektorinés erdves V tiesinés transformacijos f wvaizdu vadinamas tos erdveés poaibis
Imf, kuri sudaro visu erdveés vektoriu vaizdai.

6 teorema. Tiesinés transformacijos f vaizdas yra vektorinés erdvés poerdvis. Po-
erdvio Imf dimensija lygi transformacijos f rangus.

Vektorinés erdves V' tiesines transformacijos f branduoliu vadinama aibé Kerf tos
erdves vektoriu, atvaizduojamu transformacija f i nulini vektoriu.

7 teorema. Tiesinés transformacijos branduolys yra vektorinés erdvés poerdvis.

Tiesinés transformacijos f branduolio dimensija vadinama tos transformacijos defektu
ir zymima def f.

8 teorema. Tiesinés transformacijos rango ir defekto suma lygi vektorinés erdvés
dimensijai.

Vektorinés erdvés poerdvis L vadinamas f-invariantiniu (invariantiniu) tos erdvés
tiesinés transformacijos f atzvilgiu, kai kiekvieno jo vektoriaus a vaizdas f(a) priklauso
poerdviui L.

9 teorema. Vektorinés erdvés tiesinés transformacijos f branduolys ir vaizdas yra
f-tnvariantiniar poerdviaz.

L . : L . . A .
Langeliais trikampe matrica vadinama n-osios eilés kvadratiné matrica ( C B ); Cia
A yra k-osios eilés (1 < k <n—1), B- (n— k)-osios eilés kvadratinés matricos, O-nuliné
k x (n — k) matrica, C' — bet kokia (n — k) x k matrica.
Langeliais trikampé matrica, kai matrica C' yra nuliné, vadinama langeliais diagonaline
matrica.

10 teorema. Jei vektoriné erdvé V' lygi dvieju tiesioginiu poerdviy Ly ir Lo, inva-

riantiniy tos erdvés tiesinés transformacijos f atZvilgiu, tiesioginei sumai, tai tos transfor-
macijos matricar galima suteikti langeliais diagonaline forma.
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PAVYZDZIAI

1. Tiesinés transformacijos f matrica bazéje aq, as, ag yra

2 4 3
A= -1 —2 -1
5 7T =2
Rasime tos transformacijos matrica bazéje 01 = a1 + 2as + a3, B2 = 2a; + bas — as,
(3 = —2a1 — 4as — 3az. Sudare bazés keitimo matrica
1 2 1
T = 2 5 —-11,
-2 —4 -3

randame jai atvirkstine matrica

19 -2 7
T7'=|-8 1 -3
-2 0 -1

Po to skai¢iuojame transformacijos f matrica B bazéje (31, (2, O3:

1 2 1 2 4 3 19 -2 7
B=TAT ' = 2 5 -1 -1 -2 -1 -8 1 =-3]|=
-2 —4 -3 5 7 =2 -2 0 -1
41 -3 15
= —-48 3 -18
—125 9 —46

2. Aritmetinés erdvés R3 tiesinés transformacijos f matrica bazéje ap = (1,1, —1),
as = (2,1,3), ag = (—2,3,—4) yra

1 4 1
A=10 1 —-1],
2 3 1

o tiesinés transformacijos ¢ matrica bazéje (1 = (11,-2,16), B = (—18,2,—25),
O3 = (28, —5,42) yra

—-10 -6 4
B = 20 15 5
—47 =23 7

Rasime transformaciju sumos f + g matrica bazéje 31, B2, O3.
Pirmiausia apskai¢iuojame transformacijos f matrica bazéje (31,32, 3. Tuo tikslu
randame bazés aq, as, ag keitimo baze (31, B2, 3 matrica T. Pazymeéje



i§ bazes keitimo matricos apibrézimo gauname

01 =t11a1+t1200+t13003,
B2 =to1a+lagan+tazas,
B3 =tz1aq+tzaa0+t33003.

Irase vektoriu «q,as, a3 ir (1, (o, B3 iSraiSkas ir atlike veiksmus, gauname tris tiesiniu
lygéiu sistemas

t11+2t12—2t13 = 11, to1+2t29—2t23 = — 18,
{ t11+ tio+3t13 = — 2, { tor+ too+3tag = 2,
— t11+3t12—4t13 = 16; — t21+3t22—4t23 = — 25;

t31+ t3o+3tzz3 = — 5,

{ t31+2t32—2t33 = 28,
— t31+3t30—4t33 = 42.

ISsprende Sias sistemas, uzrasome keitimo matrica

1 3 -2
T=1|-2 -5 3
2 8 =5
Randame Siai matricai atvirkstine
1 -1 -1
T7'=|-4 -1 1
-6 -2 1

Dabar jau galime sudaryti transformacijos f matrica By bazéje (31, B2, (3:

1 3 =2 1 4 1 1 -1 -1
Bi=|-2 -5 3 01 -1 -4 -1 1] =
2 8 =5 2 3 1 -6 -2 1
17 10 0
= -16 -12 -2
04 29 -2

Todél transformacijos f + ¢g matrica bazéje (31, B2, O3 yra

17 10 0 -10 -6 4
Bi+B=|-16 —-12 -2 |+ 20 15 5| =
54 29 -2 —47 =23 7
7T 4 4
=14 3 3
7 6 5

3. Rasime aritmetinés erdves R? tiesinés transformacijos f(a) = (a1 + a2 + 2as, 2a; —
as + ag, —2a; — 3ay — bag), (a = (a1, asg, ag)), vaizdo ir branduolio bazes.
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Pazyméje &1 = (1,0,0), g2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1), sudarome Imf = L(f(e1), f(e2),
f(e3)). Vadinasi, tiesinio apvalko L(f(e ) f(e2), f(e3)) bazé yra ir vaizdo bazé. Ap-
skaiciave f(e1), f(e2), f(e3), gauname Imf = L(aj,a9,a3); ¢a ag = (1,2,-2),
as = (1,—-1 —3), as = (2,1,—5). Pastarosios sistemos rangas lygus 2, ir baze sudaro,
pavyzdziui, vektoriai a1 ir ao. Branduolio dimensija lygi 1, taigi pakanka rasti bent viena
nenulini branduolio vektoriu. Tuo tikslu sprendziame lygciu sistema

2CL1— as+ as :O,

{ a1+ a2+2a3 :0,
— 2@1—3@2—5&3 =0.

Sios lygé¢iu sistemos fundamentalioji sprendiniu sistema ir sudaro branduolio baze. Viena
i$ baziu yra, pavyzdziui, vektorius § = (—1,—1,1).

UZDAVINIAI

8.1. Kurios i§ nurodytuju aritmetinés erdvés R3 transformaciju yra tiesinés:

1) f(a) =2a (Va € R3?);
2) fla) =a+(1,1,1);
3) fla) =< a,a >;
4) f(a) = (a1,a2,a3 +2) (a = (a1,a2,a3));
5) f(a) = (a1, az, a3);
6) f(o) = (a1 + az, a2 + as,as + a1);
7) f(a) = (3a1 — ag — 2a3,2a; + as + az, a1 + 2a2 — az).

8.2. Kurios i$ nurodytuju ne aukstesnio kaip m-ojo laipsnio polinomu erdvés R, [t] trans-
formaciju yra tiesines:

) f(p() =@t = 1)  (Veo(t) € Rut]);
) Fle@) = ot
3) f(e(t
4) f((
5) f(p(t

)
))
))
@) =t +2) —p(t+1);

Fe(t)) = t20(t).

8.3. Raskite tiesine transformacija f, kuria aritmetinés erdveés R3 bazés vektoriai a1, aa, acs
keiciami vektoriu sistema (31, B2, O3:

1) ] = (1727_1>7 ﬂl = ( 3 3 4)
o = (2,1,—1), 52 = ( 8 4 10)
a3 = (_17172)7 63 (57 77 )

2) Q] = (37 =5, 1)7 Bl = (77 —4, _11>
Qg = (27374)7 ﬂZ = (13 6 1)
as = (—1,-3,3), — (13.5,1).
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8.4.

8.9.

Aritmetinés erdvés R? tiesinés transformacijos f matrica bazéje oy, as,as yra A.
Raskite tos transformacijos matrica B bazéje (31, (B2, B3:

1)

ﬁl = — 2()41—|—3(12—3()é3,

1 -1 2
A= ) 0 1], fo = — ait+das—2az,
-9 4 3 B3 = — 3o +60a—5ar3;
2)
6 10 5 B =31 —21laa+Tas,
A= 1 2 9 62 :2a1—13a2—|—2a3,
1 92 4 ’ ﬁg :2a1—14a2+5a3;
3)
4 3 =5 a; =(2,1,-3), p1 =(2,-5,-9),
A= 3 2 1|, as=(1,-4,1), B =(9,—15,16),
-1 -2 1 Q3 _(47_175)a ﬁS :(053717)a
4)
2 3 —4 ay = (2,4,-1), (1 =(—4,0,—-4),
A= 1 2 1|, a=(-7,1,3), B =(11,12,—15),
-3 -2 3 as = (1,-1,5), (3 =(—6,1,-8).

Irodykite, kad matricu (é Z (Va,b,c,d € Q) daugyba i3 kairés is matricos A yra

vektorinés erdves Q2o virs kiino () tiesiné transformacija ir raskite tos transformacijos
matrica bazéje aq, ag, ag, ay:

1)
(10 (01
1 —-1) 00 0 0
®B=\1 0/ = \o 1)

D) e
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8.6. Aritmetinés R? erdvés tiesinés transformacijos f matrica bazéje a1, as,as yra A, o
transformacijos g matrica bazéje 31, 32, O3 yra B. Raskite transformacijos gf bazéje

B, B2, Bs:
1)
1 -2 1
A=14 2 =31,
2 -1 3
-3 1 4
B=[-5 -1 8],
2 1 -3
2)
4 1 =2
A=|2 3 -2,
1 -1 3
1 1 =2
B=|2 1 -1},
3 2 -1
3)
2 =2 0
A= 1 3 1],
-3 -1 1
45 -3
B=1]-1 0 21,
2 3 1
4)
1 2 -1
A= 4 2 -3,
-3 -1 2
4 -5 3
B=[2 -3 1],
1 -2 0

53

—1

1 (1
1) 271 1
1 (1

1 :(3, —1,2),
as =(1,2,2),
as :(_27374)7

51 =(11, -6, —6),

B2 =(17, -8, —6),

ﬂB :<97 3; _2)5

:(15 )
:(2a )
as =(3,3, )

B =(11,-3,15),
By =(11,2,11),
B35 =(15,4, 14);
:(17_172)5
—(2,1,-1),

ag :(27273);

B =(9,2,11),

/82 :(_1707_6)7

53 :(3,175)’

03] :(2717_3)7
—(—4,2,1),
~(1,0,3),

61 :(57_17_7)7

52 :(_5727_2)7

By =(11, -2, —11).

)

1
1

Y
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8.7. Aritmetinés erdvés R™ tiesinés transformacijos f matrica bazéje aq,as, a3 yra A,
o transformacijos g matrica bazéje (31, 32, 33 yra B. Raskite transformacijos f + ¢
matrica bazéeje aq, ag, as:

1)
62 —20 —60 ar =(9,-2,7),
A=1|189 —45 —180 |, as =(5,10,11),
16 -5 =14 as =(8,—5,4),
2 -1 3 B =(1,-1,3),
B=|-2 2 -1, By =(2,1,2),
52 B3 =(~1,-3,-3);
2)
50 20 —50 a; =(4,-3,3),
A=| -5 -5 51, as =(1,1,6),
40 20 -50 as =(4,-2,5),
1 -2 3 B =(2,1,3),
B = 2 0 1], By =(1,-1,2),
-2 12 B3 =(0,1,2);
3)
41 17 —33 a; =(28,3,-10),
A=|-14 —-13 -17], ag =(8,5,—12),
30 —13 38 a3 =(—21,-1,5),
4 5 -2 B =(2,1,-4),
B = 1 2 2], By =(—1,2,-3),
-5 -4 3 Bs =(5,1,—1);
4)
—17 1 17 aq :(_1171710)7
A= 210 40 -150 |, s =(—1,2,3),
30 4 -10 az =(—18,2,17),
1 0 -1 B =(1,-1,0),
B=[5 3 -1/, By =(—2,1,2),
6 2 -2 B3 =(4,0,-3).
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8.8. Apskaiciuokite aritmetinés erdves R" tiesinés transformacijos f, apibréztos matrica
A, ranga ir defekta, kai:

1 2 =5 1 -1 2

1) A=[3 2 1]; 2) A=[2 1 3];
1 -2 11 0 21
1 2 1 3 4 5 -1 2
2 0 -1 4 37 2 -1

3 A=y 4 3 2 HDoA=ly 4 5
3 -2 -3 5 2 -6 2 4

8.9. Raskite aritmetinés erdvés R™ tiesinés transformacijos f vaizdo ir branduolio bazes,
kai:

1) f(a) = (2a1 — a2 — a3, a1 + az + as, 4a; + az + az) (04 = (alaa2,a3))§
2) f(a) = (a1 — az + as, 2a1 — 2a2 + 2a3, —2a; + 2a2 — 2a3);

3) f(a) = (a1 — az — az — a4, 3a1 — 2as + 3ay4, as + az — 3aq,
a1 + az — 2a3 + 2a4) (O‘ = (al,a27&3,a4));

4) f(a) = (a1 + a2 — az — 2a4, 2a1 — a2 + 2a3 + a4, bay — as + 3as,
—4ay + 5as — 8ag — Tay).

ATSAKYMAI

8.1. 1) Tiesiné; 2) ne; 3) neapibrézta transformacija;

4) ne; 5) ne; 6) tiesiné;  7) tiesine.

8.2. 1) Tiesiné; 2) ne; 3) tiesiné; 4) tiesiné; 5) ne.

8.3.
1 -1 2 2 -1 -3
1) A= -3 -1 3|; 294=[3 1 -2
2 21 2 2 -3
8.4.
~150 =70 120 ~162 30 215
1) B=|-119 =52 93|; 22B=| -9 5 9];
—259 —119 206 ~127 23 169
30 -3 88 4 —52
3) B=|144 —27 104|; 4 B=|-8 3 51
33 -7 31 142 7 —84

95



8.9.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

2 0 1 0
0 2 0 1
DB=|_ o -1 ol
0 -1 0 -1
4 0 -1 -1
2 2 -1 1
3) B= 3 1 1 -2
1 -1 0 3
—43 0 61
) | -7 —12 115 2
—49 —-13 76
3 2 4
3) [4 10 2; 4)
1 2 8
-3 3 3
) [-8 6 6]; 2)
3 5 0
-9 2 4
3) 4 5 6| 4
3 1 7
)r=1, def =1; 2)r =3, def

3) r =2, def =2

1 0
-7 10
2) B= 5 0
17 —17
4 0 -2
0 2 0
4) B= 4 -2 0
0 2 0
-9 24 -9
-2 22 —4|:
—-1 27 —4
-5 5 -5
-36 31 —41
5 —3 7
-2 13
4 1 —6|;
-4 3 1
4 5 4
13
8 2 4
0;

1) Pvz.,, Im f = {(2,1,4),(—1,1,1)}, Ker = {(0,1,—-1)};

-1
—14
-3
17

-2
-2
-2

2

3) Im f = R*, Ker f = {0}, vaizdo bazé — bet kuri R?* baze¢;

)

2) pvz., Im f = {(1,2,-2)}, Ker ={(1,1,0),(-1,0,1)};
)
)

4) pvz., Im f = {(1,2,5,—4),(1,—-1,—1,5)},
Ker f = {(—1,4,3,0), (1,5,0,3)}.
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