7. EUKLIDO ERDVE

Realiojoje vektorinéje erdvéje apibrézta dvieju argumentu « ir § skaliariné funkcija
< «, 3 > vadinama skaliarine daugyba, kai su visais tos erdveés vektoriais «, 3, v ir su
kiekvienu realiuoju skaic¢iumi c ji turi tokias savybes:

1) komutatyvumo: < a, 3 >=< (3, a >;

2) distributyvumo: < a+7,5 >=<a, > + <7, >;

3) homogeniskumo: < ca, f >=c < a, 3 >;

4) reguliarumo: jei a # 0, tai < a, ¢ > > 0.

Realioji vektoriné erdve, kurioje apibrézta skaliariné daugyba, vadinama Fuklido
erdve.

1 teorema. Kiekvienoje realiojoje baigtinio matavimo vektorinéje erdvéje galima
apibrézti skaliarine daugybaq.

Euklido erdvés vektoriaus o ilgiu vadinama aritmetiné Saknies /< a, a > reikSme ir
zymima ||c|.

Fuklido erdveés vektorius vadinamas normuotoju, kai jo ilgis lygus 1.

Kosi—Buniakovskio nelygybé. Bet kuriy Fuklido erdvés vektoriy o ir 3 poraq sieja

nelygybé
| <a,8>]<]lall-][8]]

Trikampio nelygybé. Duvieju Fuklido erdvés vektoriy sumos ilgis ne didesnis uz jos
démeny ilgiy sumaq.
Kampu tarp dvieju nenuliniy Euklido erdvés vektoriy o ir 8 vadinamas kampas, kurio

didumas ¢ (0 < ¢ < 7) apibréztas lygybe

<a, 0>
Ccosp = —————

lledl - 11811

Euklido erdves vektoriu sistema, sudaryta i§ poromis tarpusavyje ortogonaliu vektoriu,
vadinama ortogonaliaja vektoriy sistema.

1 teorema. Ortogonalioji nenuliniy vektoriy sistema yra tiesiskai nepriklausoma.

Euklido erdvés bazé vadinama ortogonaligja, kai jos vektoriai sudaro ortogonaliaja
sistema.

2 teorema. Kiekviena Euklido erdvé turi ortogonaliqja baze.

Isvada. Kiekviena FEuklido erdvés poerdvio ortogonaligja baze galima papildyti iki
erdvés ortogonaliosios bazés.

Euklido erdvés normuotoju vektoriu ortogonalioji sistema vadinama ortonormuotaja
sistema.
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Euklido erdvés bazé vadinama ortonormuotagja, kai jos vektoriai sudaro ortonormuo-
taja sistema.

Kvadratiné realiujy skaiciu matrica vadinama ortogonaligja, kai jos transponuotoji
matrica lygi atvirkstinei.

3 teorema. FEuklido erdvés ortonormuotoji bazé yra keiciama tokia pat baze tada ir
tik tada, kai jos keitimo matrica ortogonali.

Euklido erdvés vektoriu aq, as, ..., a,, sistemos Gramo determinantu vadinamas de-
terminantas
<o, > <oy, > ... < 1, Oy >
<o, > < OQg,09 > ... < 9, Oy >
Glag,ag,...,ap) =
< Oy, 01 > < Qyp, Qg > < Oy Oy, >

4 teorema. Fuklido erdvés vektoriy sistema yra tiesiskar priklausoma tada ir tik tada,
kai jos Gramo determinantas lygus nuliui.

Euklido erdvés poerdviai L ir Lo vadinami tarpusavyje ortogonaliais, kai kiekvienas
poerdvio L; vektorius yra ortogonalus kiekvienam poerdvio Lo vektoriui.

Fuklido erdves vektoriu, ortogonaliu kiekvienam jos poaibio vektoriui, aibé vadinama
to poaibio ortogonaliuoju papildiniu. Poerdvio L ortogonaluji papildinj zymime L-=.

5 teorema. Fuklido erdvé yra bet kurio jos poerdvio ir jo ortogonaliojo papildinio
tiesioginé suma.

Isvada. Jei L yra Euklido erdvés poerduvis, tai kiekvieng tos erdvés vektoriy a galima
vienaretksmiskai 1Sreiksti lygybe

a =1+ o (1 € Lyag € LY.

Vektorius a; vadinamas vektoriaus o projekcija poerdvyje L ir zymimas pry (), o ag
— statmeniu, nuleistu i§ vektoriaus « i poerdvi L, ir zymimas orty, («).

PAVYZDZIAI

1. Ortogonalizuosime vektoriu ay = (1,-2,2), ag = (—1,8,-5), g = (4,—11,5)
sistema.

Taikysime ortogonalizavimo procesa. Pazymime 31 = a1, 82 = as +x(;. Nezinomojo
x reikSme rasime iS lygybes

< fBo, 1 >=< az +xp1, 0 >=0.

Is ¢ia iSplaukia lygybeé
< ag,p1 >

< 51761 > '
Todeél x = 3. Vadinasi, f = ae + 361 = (2,2, 1).
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Dabar pazymime (3 = ag + x31 + y(2. Nezinomuju z ir y reikSmes rasime is lygybiu
< B3,01 >=0, < 33,32 >= 0. I§ &ia isplaukia lygybés

_ <az,fi> y__<a3,52 >
< B, 51>’ < [, B2 >

Todél © = —4, y = 1. Vadinasi, 83 = as — 401 + (2 = (2,—1, -2).

2. Papildysime vektoriu sistema a3 = (1,—1,1 — 1), ag = (1,1,1,1) iki aritmetinés
erdves R* ortogonaliosios bazés.

Pirmiausia isitikiname, kad vektoriai oy ir ag yra ortogonaliis: < o, a0 >=1-1+
+(-1)-1+1-1+(-1)-1=0.

Pazymeékime o = (z1, z2, x3, ¢4). Nezinomuju z1, x2, x3, r4 reikdmes rasime is lygybiu
< a,ap >=0, < a,as >= 0. Irase i sias lygybes vektoriu «, ay, as koordinates ir atlike
veiksmus, gauname homogenine tiesiniu lygciu sistema

{I1—$2+9€3—9€4 =0,
T1+22+w3+1w4 =0.

Sios sistemos bendrasis sprendinys yra
X1 = —C3, Ty = —C4, T3 =C3, T4 =4 (c3,c4 € R).
Fundamentaliaja sprendiniu sistema sudaro vektoriai
az = (=1,-1,1,1), o) =(-2,4,2,—4).

Tereikia Sia sistema ortogonalizuoti. Pazymime a4 = o/ + zas ir nezinomojo x reiksme
randame iS lygybés
< aag, Oéﬁl >
r=-—-—
< 3,03 >
Todél z = 1. I§ &ia ay = o/} + ag = (—3,3,3, —3). Vadinasi, erdvés R* ortogonaliaja baze
sudaro vektoriai aq, asg, asz, ag4.

3. Apskai¢iuosime aritmetinés erdvés R* vektoriaus o = (—1,—4,—3,2) projekcija ir
statmeni i poerdvi L, generuota vektoriu oy = (1,2, —1,3), aa = (2,5, 3, 2).
Apskaiciave sistemos « ir as ranga, isitikiname, kad vektoriai «; ir as sudaro tiesinio

apvalko L baze:
1 2 -1 3)\-2 N 1 0 0 0
2 5 3 2 01 0 0)°

Taigi (a1, az) = 2 ir todél vektoriai oy ir ag sudaro apvalko L baze.

Pazymékime pr; (o) = z1a1 + x2a0. Tuomet orty(a) = a — pry(a) == (=1 — a1 —
—2x9, —4—2x1 —bx9, —3+ 11 —3x2,2— 371 — 222). Nezinomuju z; ir x5 reikSmes randame
is lygybiu

<ortr(a),a; >=0, <ortr(a),as >=0:

Y

—1— z1—2x9— 8— 4x1—10x2+3— x1+3x5+6—921—6x2 =0,
— 2—2m1—4x2—20—10x1—25x2—9+3m1—9x2+4—6x1—4x2 :O;
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{ — 1521 —1522 = O, {.Il = 1,

— 15z — 422,27 =0; To = — 1.
Vadinasi,
pI‘L(Oé) =0 — Qg = (_17 _35 _47 1)
ortr(a) = a—pry(a) =(0,—1,1,1).
UZDAVINIAI
7.1. Apibrézkite skaliarine daugyba:

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

1) antros eilés kvadratiniu matricu su realiaisiais koeficientais erdvéje Rox2;
2) tolydziu uzdarame intervale [a, b] funkciju erdvéje Cla, b];
3) polinomu erdvéje RJt].

Jei < o, 3 >1 ir < a, >5 yra Euklido erdvés skirtingos skaliarinés daugybos, tai
skaliarine daugyba bus ir a < o, >1 +b < a, 3 >, kai a,b — neneigiamieji, kartu
nelygis nuliui skaiciai. [rodykite.

Ar galima apibrézti aritmetinéje erdvéje R3 skaliarine daugyba tokia lygybe:
(04 = (ay,a9,a3),8 = (bl,bz,bg))

1) < a, B >= 2a1b1 + 3azby + 2a3bs;

2) < a, B >=4a1by + 2a1by + 2a2b1 + Hazby + agbs;

3) < a, >=a1by + a1bs + asby + asbs + asbs + azbs + asbs;

4) < a, 8 >= 8a1by + a1by + azby + 6azbs + 2a2b3 + 2a3by + 8asbs?

Apskai¢iuokite kampo tarp aritmetinés erdves R3 vektoriu « ir 3 diduma:

1) a=(2,-1,0,1), =(0,1,2,2);

2) a=(1,-1,-1,1), s = (1,0,0,1).

Apskaiciuokite trikampio ABC' vidaus kampu didumus, kai jo vir§unés yra taskuose
A(1,2,3), B(5,5,3), C(1,2,8).

Ortogonalizuokite aritmetinés erdvés R™ vektoriu sistema:

1) a1 =(1,2,1), 2) a3 =(2,1,-3),
ag = (—3,—4,—1), as = (5,3,-5),
a3 = (_47 _77 O)a a3 = (47 _476)7
3) a;=(1,-1,2,1), 4) a1 =1(2,2,1,-4),
as = (0,6,—1,1), as = (—4,—5,—-1,14),
a3 = (77 10,570); a3 = (_5787579);
5) Q] = (17 _37472)7 6) Q] = (27 1737 2)7
as = (5,—1,5,1), as = (1,1,7,6),
a3 = (_57 —1 7573)7 Qa3 = (_]- 7_67 _27 1)7
s = (6,8, -8,10); as = (2,-9,-5,1).



7.7. Ortogonalizavimo procesu sudarykite aritmetines erdves R™ vektoriu aq, as, ..., qm,
tiesinio apvalko ortogonaliaja baze:
1) a1 =(2,3,—-4), 2) a3 =(1,-3,5),
Qg = (_37 17 5), Qg = (_17 _7; 3)7
ag = (8,—13,16); ag = (—10,—10, 24);
3) a1 =(1,2,3,-1), 4) a1 =(3,-1,4,2),
as = (0,—6,—5,3), as = (2,-6,5,—1),
Qa3 = (3707470)7 Qa3 = (8747173)3
Qg = (_171 777_5)3 Oy = (1717—6, —4:),
5) a1 =(3,5,2,-7), 6) a1 =(4,-1,3,5),
Q2 = (1767 1 ) 4)7 a2 = (97 77 77 13)7
a3 = (5,4, - ,—10), a3 = (—23,7,4, 3),
ay = (11,1,-42,—19); ay = (22,-2,-5,0)
7.8. Papildykite vektoriu sistema o, ao, ..., ay, iki aritmetinés erdvés R™ ortonormuoto-
sios bazes:
1 1
1) a1 = 5(1,-2,2), 2) o =—~(1,-1,5),
) a1 =3(1,-2,2) ) = gle(1-15)
1 1
as = 7(—2,1,2); g = —(—2,3,1);
2 3( ) 2 m( )
1 1
3) a1 = 5(0,-1,2,2), 4) o = —~(3,4,-3,4),
) o = & e = L )
1 1
« :_3747171; o :_473747_3;
2= 53 ) 2= 55 )
1 1
5 o =—~(2,1,3,-2), 6) a1 =%(5,3,1,-1),
) o= s ) 6) a1 = & )
1 1
as = —=(1,1,1, 3); as = #(1,1,-5,3
2 2\/5( ) 2 6( )
7.9. Irodykite tokias Euklido erdves poerdvio ortogonaliojo papildinio savybes:
1) (LH)*+ = L;
2) jei Ly C Lo, tai Ly C Li;
3) (L1 + LQ)J_ = Lf‘ N Lé‘,
4) L]_ﬂLQ)J_ ZL%—{—L%,
5) Ei- = {0}, {6}+ = E, ({0} — nulinis poerdvis);
6) E,=L1® Ly, E, =L ® Ly.
7.10 Raskite aritmetinés erdvés R* vektoriu aq, oo, ..., o, tiesinio apvalko ortogonaliojo

papildinio baze:

1) a1 =(4,1,2,-3), 2) a; =(1,4,5,-2),
g = (2, 2,3,5), Qo = (2,77 1,3);

3) o =(1,3,-57), 4) a;=(272-53),
as = (2,5,3,4), as = (3,4,1,-2),
as = (3,7,2,0); as = (5,8,13,—-12)



7.11. Apskaiciuokite aritmetinés erdvés R* vektoriaus o projekcija ir statmenij i vektoriu

78. 1 /81:%(1,—2,2), 52:%( 2,1,2), 53:%(2’2’1);
61 — ﬁg(la _175)5 ﬂZ == ﬁ(—Q,S, 1)7 ﬁg = #@(_167 _11’ 1)’
) b= H0.-1.2,2), o = $(3,4,L1),

53:%(0 0717 1)7 ﬁ4:#( 64,1,1)

4) 61 = #(3 4, -3 4) 52 = #5(473747 _3)5
B = b(LL =TT B = (7, ~T,~L,1)

sistemos aq, aa, . .., ayy, tiesini apvalka L = L(ag, g, ..., Qn):
) o= (1,-1,2,3), 9) a1 = (4,5, —1,3),
as = (—1,3,1,5), as = (—1,2,7,4),
a=(2,-33,-3): a = (7,4,14,13);
3) a1 =(3,4,5,-2), 4) a; =(1,-1,3,-1),
Qg = (_17 17373)7 Qo = (_1727 175)7
a3 = (27 1, =5, 1)7 a3 = (27 17274)7
o= (—14,17,9, —5); — (20,19, 6,3).
ATSAKYMAI
7.3. 1) Taip; 2) taip; 3) ne; 4) taip.
7.4. 1) ¢ = arccos ‘1/5, 2) p= 7.
75 %, L %
76.1) B = (L2,1), fo=(—10,1), fs=(L—11)
2) ﬁl ( 7]-7_3) ﬁQ (17171)7 53 (4 5 1)
3) Bl (17 —1,2 1) 62 = (1757 172) (47 L1, 5)
4) B = (2 ) fo = (27 1,2, 2) B3 = ( 7,8,2, 1)7
5)5 (1,342) By = (4,2,1, 1),
= (1, =3), Ba=(5,-3,-7,7);
) ( ) 73 2) 52:(_ 5_17172)7
63 (0 1 1 )7 ﬁ‘l = (47 _77 _374)
7.7. 1) pvz., f1 = (2,3, —4), Ba=(-1,2,1), B3 =(11,2,7);
2) pvz., ﬁl (17 ) ﬁ2 (1 27 1)3 ﬁ?’ = (_137475)7
3) pvz., ﬁl (17 1)7 BZ (27_27171)7
4) pvz., ﬁl ( 1 4 2)7 62 = (1757 _173)7 53 = (_2707 17 1)7
5) pvz., f1 = (3, =7), PB2=1(-2,1,11,3);
6) pvz., ﬁl ( )7 62 = (37 _4, _27 _2)7 63 = <_67 _77 47 1)
)
)

2



5) Bl 7(27 ]-73 2) ﬁ? = ﬁg(17 17 173)7
Bs = 75(=2,1,1,0); fBa=5(-1,-5,3,1);
6) b1 =5(53,1,-1), f2=3(11,-53),
53 = 6(_3757 17 1)7 54 — %(1 17375)
7.10. 1) B1 = (=7,8,10,0), S = (1,26,0,10);
2) 61 = (317 _97 17())7 52 = ( 267 7707 1)a

3) 8= (—241,103,1, -9);
4) /1 = (22,-17,2,0), (2 =(-16,13,0,2).
7.11. 1) pry(a) = (2,-4,1,-2), ortr(a) =(0,1,2,—1);

2) pry(a) =(2,9,13,11), orty(a) = (5,—5,1,2);
3) pry(a) = (0,4,13,0), orty(a) = (—14,13, -4, —5);
4) pry(o) = (—1,1,5,-1), orty(a) =(—19,—-20,1,4).

46



