6. KVADRATINES FORMOS

n kintamuju polinomas vir§ kiino K

n n
f(acl,acg,...,mn) = E aijximj
i=1 j=1
vadinamas kintamuju x1, xo,...,x, kvadratine forma virs kuno K. Koeficientu matrica

A = (a;j) vadinama kvadratinés formos matrica.
Kvadratinés formos f rangu vadinamas jos matricos rangas ir zymimas r(f).

Pazyméje kintamuju eilute (x1,zo, ..., z,) raide X, kvadratine forma f galime uzra-
Syti taip: f = XAX?.
Kintamuju x1, xo, ..., x, keitini kintamaisiais y1,yo, .. ., y, pagal formules

T1 = C11Y1 + c12Y2 + ... + C1nYn,
T = C21Y1 + C22Y2 + ... + ConYn,

vadiname tiesiniu kintamugjy keitiniu virs kuno K. Matrica C = (¢;;) vadinama kintamuguy
keitinio matrica.

Tiesinis kintamuju keitinys vadinamas neissigimusiuoju, kai jo matrica yra neissigi-
musi.

Sakome, kad kvadratiné forma f(xzy,z2...,x,) yra kongruenti kvadratinei formai
9(Y1,Y2, ..., Yn), kal neissigimusiu tiesiniu kintamuju keitiniu i§ formos f(z1,x2,...,x,)
galima gauti forma g(y1,v2,--.,Yn)-

Kvadratiné forma vadinama kanonine, kai jos koeficientai prie skirtingu kintamuju
sandaugu lygis nuliui.

Kanoniné kvadratiné forma, kongruenti kvadratinei formai, vadinama pastarosios for-
mos kanonine israiska.

1 teorema. Kieviena kvadratiné forma virs nelygios dviem charakteristikos kuno turi
kanonine israiskq.

Isvada. Jei A yra bet kokia simetriné matrica su elementais is nelygios dviem charak-
teristikos kuno, tai galima rasti tokiq neissigimusiq kvadratine matrica C su elementais i§
to paties kino, kad sandauga CAC* butu diagonaliné matrica.

Kvadratiné forma su kompleksiniais koeficientais vadinama kompleksine, o su realiai-
siais koeficientais — realiqja.

Kanoniné kompleksiné forma vadinama normaligja, kai jos nenuliniai koeficientai prie
kintamuju kvadratu lygts 1.

2 teorema. Kickviena kompleksiné kvadratiné forma yra kongruenti tam tikrai nor-
maliajai kvadratinei formas.
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Isvada. Duvi n kintamuju kompleksinés kvadratinés formos yra kongruencios tada ir
tik tada, kai ju rangai vienodi.

Kanoniné realioji kvadratiné forma vadinama normaliqja, kai jos nenuliniai koeficien-
tai prie kintamuju kvadratu lygus.

3 teorema. Kiekviena realioji kvadratiné forma yra kongruenti tam tikrai normaliajai
kvadratinei formai.

4 teorema. Realiosios kvadratinés formos normaliosios israiskos teigiamuy kvadraty
skaicius nustatomas vienareiksmaiskas.

Realiosisos kvadratinés formos normaliosios israiSkos teigiamu kvadratu skaicius va-
dinamas jos teigiamuoju indeksu, neigiamu kvadratu skaic¢ius — neigiamuoju indeksu, o
teigiamojo ir neigiamojo indeksu skirtumas — tos kvadratinés formos signatura.

5 teorema. Dui realiosios n kintamujy kvadratinés formos kongruencios tada ir tik
tada, kai jos yra to paties rango ir vienody signatury.

Realioji kvadratiné forma vadinama teigiamai apibréztqja, kai su kiekvienu nenuliniu
kintamuju realiuju reikSmiu rinkiniu tos formos reikSmeé yra teigiama.

6 teorema. Realioji kvadratiné forma yra teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai
jos teigiamasis indeksas lygus kintamuju skaiciui.

k-osios eilés kvadratinés formos minorus, sudarytus is k pirmuju eiluc¢iu ir k£ pirmuju
stulpeliu (k = 1,n ) sankirtos elementu, vadiname tos matricos pagrindiniais minorais.

7 teorema. Realioji kvadratiné forma yra teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai
vist jos matricos pagrindiniar minorai yra teigiami.

PAVYZDZIAI

1. Apskaiciuosime kvadratinés formos

f(z1, 20, 23) = 2 — 22129 + 62123 — 425 — 82013 + D3

ranga.
Uzrasome kvadratinés formos f matrica

1 -1 3

A= -1 -4 —4

3 -4 5

ir randame jos ranga:

1 -1 3\ +,-3 1 0 0
1 —4 —4il =0 =5 —1)=
3 -4 5 0 -1 —4
1 0 0 100
=0 -1 —4]-s=(0 1 0
0 -5 —1)! 00 1

Taigi r(f) =r(A4) = 3.
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2. UzraSysime tiesini kintamuju keitini, kuriuo forma
f(z1, 20, 23) = 2% — 22129 + 421203 — T3 + 635%

pakei¢iama kanonine israiska.
Sugrupuojame narius su x; ir papildome juos iki kintamuju algebrinés sumos pilnojo
kvadrato:
fzy, 0, 23) = (27 — 22109 + 42123) — 75 + 623 =
= (22 =2 21 w9+ 2 31 - 203+ 22 + (223)% — 2 - 29 - 223)—
— 32— (213)* +2- 29 - 223 — x5 + 625 =
= (z1 — 2o + 223)% — 223 + 40w + 223,
Ta pati atliekame su kintamuoju xs:
f(z1,20,23) = (x1 — 20 + 223)* — 2(23 — 229 - T3 + 5 — 23)+

+ 213% = (21 — 22+ 2%3)2 —2(xg — :L‘3)2 + 4x§

Pazymeje
Y1 =T1—T2+2x3,
Yo = To— I3,
Y3z = xs3,

gauname kvadratinés formos f kanonine israiska

F (1, y2,y3) = U7 — 245 + 4u3.
Is auksciau parasytu formuliu apskaiciuojame xq, o, x3:

xr3 = ys,
x2 :Z/2+y3;
1 =Y+ Y2 —Ys.

Tai ir yra ieSkomasis tiesinis kintamuju keitinys.
3. Irodysime, kad realiosios kvadratinés formos

f(z1, 29, 23) = 427 — dx29 + 1201223 — 325 — 22073 + 8:1:%
ir
9(y1,y2,y3) = U5 + 4y1ys — 4y1ys + 3y3 — 12403
yra kongruencios ir rasime tiesini kintamuju keitini, kuriuo forma f kei¢iama forma g.
Apskaic¢iuojame formos f normaliaja iSraiska:

flxy,z0,23) = 490% —4x129 + 120123 — 3x§ + 890% — 2Tox3 =

= ((221)* =221 - 2 + 2 221 - 3w3 + 25 + (323)” — 2~ 2 - 373)—

— 23 — 923 + 6wo23 — 323 + 873 — 2wox3 = (227 — Ty + 3w3)*—

- 41’3 + 4332.%‘3 — .Tg = (2331 — T9 + 31‘3)2 — (2332 — :L‘g)Q.
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Pazymeéje
21 =2x1— x2+3x3,
29 = 200— w3,
<3 = s,

gauname formos f normaliaja iSraiska

[ (z1,22,23) = zf — z%

Po to apskai¢iuojame formos g normaliaja iSraiska:

9(y1, Y2, y3) = yi + 4y1ye — dyrys + 3y5 — 12y0y3 =

= (YT +2-y1-2y2 — 2 y1 - 2y3 + (292)° + (2y3)* — 2 2y - 2y3)—

— 4yZ — 4y3 + 8yays + 3y5 — 12y0y3 = (y1 + 22 — 2y3)*—
— Y2 — dyoys — dy2 = (y1 + 2y2 — 2u3)? — (y2 + 2u3)2.

Pazyméje
z1 =y1+2y2—2ys,
29 = y2+2y3,
z3 = Ys,
gauname

9" (21,22, 23) = zf = z%.

Kadangi formu f ir g rangai ir signaturos sutampa, jos yra ekvivalencios.
keitinio formuliu iSsireiSkiame x1, o, 3 kintamaisiais z1, 29, 23:

xr3 = z3,
1
To = 5(22 —|—23),
1
Tr1 = 1(22}1 + 29 — 523)

Is pirmuju

I sias formules iraSe z1, 29, 23 iSraiSkas kintamaisiais y1, y2, ¥3, gausime tiesini kintamuju

keitinj, kuriuo forma f kei¢iama forma g:

r3 = Y3,

1 3
T2 = 5Y2 + 53

1 5 7
1= 59 + 2Y2 = Y

4. Issiaiskinsime, su kuriomis parametro A reikSmémis kvadratiné forma
f(Il, X9, 133) = QZ‘% + 13$§ + )\$§ — 6.%‘11‘2 + 4$1$3 — 161‘21’3

yra teigiamai apibrézta.
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1 budas. Parasome formos f kanonine israiska:

f(z1, 20, 23) = (23 — 221 - 329 + 2 - 21 - 223 + (320)? + (223)%—
— 2329 - 213) — 923 — 423 + 122023 + 1323 + 13 — 162003 =
= (11 — 3wg + 223)? + 423 — daows + (N — 4)z3 =

= (21 — 3xg + 223)% + (222 — 23)% + (A — 5)x3.

Kad forma f butu teigiamai apibrézta, butina ir pakankama salyga yra A —5 > 0, t. y.
A > 5.

2 budas. UzraSome kvadratinés formos f matrica A ir apskaiCiuojame jos visus pa-
grindinius minorus:

1 -3 2
A= -3 13 -8,
2 -8 A
1 3
M1—1>0, MQ—’_?) 13‘ 4 >0,
1 -3 2
M;=]-3 13 —-8|=4(A—5)>0.
2 -8 A
IS pastarosios nelygybés gauname A > 5.
UZDAVINIAI

6.1. Apskaiciuokite kvadratinés formos f ranga:
1) f(x1, 22, 73) = 23 — 23 + 322 + 221209 — 42123 — 23273;
2) f(x1, w2, 73) = 23 + 523 + 223 + w179 + 270173 + 27273;

3) f(z1, 22,23, 74) = 423 + 223 + 423 + 2% — dz1200+
+4x1x4 — 493 — 2T924.

6.2. Raskite kvadratiniu formu kanonines israiskas ir uzrasykite tiesinius kintamuju kei-
tinius, kuriuos atlikus, gautos tos israiskos:

1) f(xy,z9,23) = 27 + 51‘2 drixo — 21173 + 102923;

2) f(z1, 29, 23) = — 23 + 1523 — 8x129 + 247173 — 63273;
3) f(x1,22,23) = 923 + 425 + 62172 — 4T3 — 120973;
4) f(z1,x2,23) = % — T1T9 — 2213 — Tox3;

5) f(x1, 22,23, 74) = 423 + 723 — 1023 — 1523 + 1221209 —

—8x123 + 4dx124 — 162923 + 142014 — 8T3T4;

6) f(x1, 72,73, 24) = —227 + 23 + 523 + 43+
+4w123 + 40wz — 2X014 + 2737 4;
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7) f(x1, 72,23, T4) = T123 + ToT4;

8) f(x1,72,73) = 172 + T23;

9) f(x1, 72,23, 24) = T12T4 + T2T3 + ToTy;

10) f(x1, w0, w3) = 2% + Tw3 — 1223 + 62122 — 22173 + 67973.

6.3. Raskite kvadratiniu formu normaliasias iSraiskas ir uzrasykite tiesinius kintamuju kei-
tinius, kuriuos atlikus, gautos tos israiskos:

1) f(z1,m2,m3) = 223 + 23 + 422 — 4129 + 47173 — 270735
2
3

f(x1, 2, 23) = 423 + 523 + 1423 + 8v172 — 87173;

=~

) =
)
f(x1, w0, 23) = 22 + Tw3 — 22 — 62122 + 23123 — 27273;
) = 222 + 523 + 323 — 2102125 + 2v62125 — 2v/152923;

f(xy, 10, w3,14) = 256% + 323 + 1023 + 423 — 4120+
+4x1203 — 4r1204 — 102923 + 62224 — 6T3T4;

)
)
) f(x1, 72,73
5)

6) f(x1, 72,23, 24) = 323 + 223 — 623 — 625 — 61172—
—6x123 + 22973 + 220914 — 6237 4;

7) f(z1, 20,23, 24) = 23 + 1522 — 81102 + 20123 — 20174 — 102223 + 102224;
8) f(x1, T2, x3) = X129 + 22123 — dwo23;
9) f(z1, 22, x3,x4) = —4x1T2 + T2T3 + 20224
10) f(x1, 2,23, 74) = T124.
6.4. Ar kongruencios Sios kvadratinés formos:
1) f(z1,m2,w3) = 23 — 223 — 20109 — 22173 — 27273,
9(y1,y2,y3) = yi + 593 +y5 + dyryz — dyrys — 10y2ys;
2) f(x1, w2, 23) = 422 + 5235 + 1323 — 4w122 + 87173 — 167273,
9(y1,92,y3) = yi +13y3 + 243 + 6y1y2 — 2y1ys — 2y2ys;
3) f(x1,22,23) = 223 + 373 — 23 — 41709 — 47173 + 61073,
9(y1,y2,y3) = yi +8y3 — 6y3 + 6yr1y + Ay1ys + 18y2ys;
4) f(w1, 29, 23) = 27 — 2x923,
91,92, y3) = yi + 4y2ys?

6.5. Uzrasykite tiesini kintamuju keitini, kuri atlikus, i§ kvadratinés formos f gaunama
kongruenti kvadratiné forma g:

1) f(x1, 22, 73) = 23 + 53 + 1423 — 23129 — 42173 + 87273,
9(y1,y2,y3) = 4yf + 5y3 + 1995 + dy1y2 + 1251y — Gyays;
2) f(x1, 70, 23) = 23 + 323 + 423 — 4119 — 62173 + 167273,
9(y1,y2,93) = ¥ — 3y3 — ¥3 — 2192 — 251Y3 + 6y2y3;
3) f(x1, w2, x3) = 423 + 323 — 1523 — 8x179 + 41173 + 4w273,
9(y1,y2.y3) = yi +3y3 — Ty + dy1y + 6y1ys + 4y2ys;
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6.6.

6.1.
6.2.

4) f(x1,x2,23) = 203 — 325 — 23 — 2179 + 47273,

9(y1,y2,y3) = 4y5 + 2y3 + 16y5 — 4y1y2 — 28y1y3 + 10y2y3.

Su kuriomis parametro A reikSmémis Sios kvadratinés formos yra teigiamai apibréztos:

1) f(x1, 72, 23) = 23 + 223 + A\13 — 22122 — 23123 + 62273;

2) f(z1,22,23) = M\ + 22 + 222 — 22109 — 2w0w3;

3) f(x1,22,23) = 23 + A\ + 222 — 4129 — 221 23;

4) f(w1, 22, 23) = 23 + 2X223 + 623 + 2D\ 22 + 23123 + 2A\T073;

5) f(z1,22,23) = =223 + 23 — 6Az172 — 2\T123 + 27273;

6) f(x1,x2,23) = 23 + 223 + (A — 1)%23 — 221200 — 2 2123 + 2(\ — 2)22737

ATSAKYMAI

Dr(f)=3 2)r(f)=2 3)r(f)=2
1) f*(y17y2>y3) - y% + y% - loygu
T1 = y1 + 2y2 — Sy3, T2 = y2 — Y3, T3 = Y3;
2) f*(y17y27y3) = 2y% - 3y%7
T1=3Y1 + 5Y2 — Y3, T2 = Y2+ Y3, T3 = Ys;
3) f*(ylay2ay3) == y%?
1 = Y1 — Y2 + 2y3, Ta = Y2, T3 = Y3;
4) f*(y17y27y3) = %y% - %y% + gygn
T1=Y1 + Y2 — Y3, T2 =Yz — Y3, T3 = Y3;
5) f*(y17y27y37y4) = y% - 2y% - 32/% - 5yi7

x1 = (291 — 6y2 + 5ys — 19y4), 22 = 5(2y2 — Y3 +5ya), 23 = 5(Ys — Ya), Ta = Yu;

6) f*(y1,Y2, Y3, ya) = y3 — 2y3 + 3y3,
1 =Yy1, T2=—3y1 +y2 +3ys +Ya4, T3 =y1 — Y3, T4 = —Y1 + Y3 + y4;
7) f*(y17y27y37y4) = y% +y% - y% - yza
T1=Y1— Y3, T2=Y2— Y4, T3 =Y1 + Y3, T4 = Y2 + Y4;
8) f*(y17y27y3) :y%_y%7
T1=Y1 — Y2 — Y3, T2 =Y1+ Y2, T3 =Y3;
9) f*(z1,22,23,24) = zf —zg +232, —zZ,
T1 =21 — 22 — 23 — 24, Ta = 229 + 223, T3 = 23 — 24,
Ty =21 — 22 — 23 + 24;
10) f*(y17y27y3) = y% _2y§ +5y?2>7
T1 =y1 — 3Y2 — 8Y3, T2 =Yz +3Y3, T3 =Y3.
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6.3. 1) f*(y1,y2,y3) = ¥ — y3 + 43,
T = 723/1 + Y2, T2 =YyY2 + \/Tgy?n T3 = \/Tgyza;
2) f*(y1,y2,y3) = Y7 +¥3 — V3,

5V6 2/6

371=%y1—y2+ Y3, T2 =Y2 — T35Ys, 373:\/?6

Y3;

3) f*(ylavay3) - yl _y27
Ty =y + %yz +2ys, x2 = \/753/2 + Y3, T3 =Ys;

4) f*(ylayQay3) = y2

f +\f0 _ V6

Ty = 3 Y3, T2 = Y2, T3 = Y3;

5) [*(y1,y2,Y3,ya) = Y3 + Y3 — y3 + Vi,

Ty = 72341 + Y2 + 2y3 + 4\5[314; To = Y2 + 3ys + \/3y4,

T3 = Y3+ 2\5[194, Ty = \5[?14;

6) f*(y1,y2,Y3,y4) = ¥ —y3 — Y3,

f V5

r1 = Ly +yo — Lys + 2y, xz—yz—Z‘[

\/5

Y3 + 3ys4, T3 = FY3 — Y4, T4 = Y4;

7) [*(Y1,Y2: Y3, ya) = Y3 — y3,
1 =y1 +4y2 — 5y3 + OYa, T2 = Y2 — Y3 + Y4, T3 = Y3, Ta = Y4;

8) f*(Z17227Z3) = Z% - Z% + Z%a

T =21 — 29 + /223, $2—Z1+Zz—£23, T3 = i
9) f (217227Z37Z4) = _Zl +22 - Z3 +Z47
1 1 1 1 1 1
X1 = 521+ 5% — 323+ 724, T2 = 521 — 522, T3 = —23 + 24, T4 = 23+ 24.

10) f*(y17y27y37y4) = y% - ?/Za

T1 =YL — Y4, T2 =1Y2, T3 =Y3, T4 = Y1 + Y4.
6.4.
6.5.

1) Taip; 2) taip; 3) ne; 4) taip.

1) 21 = 2y; + 2y2 + 2y3, T2 = Y2 — 2Y3, T3 = 1y3;
) T1 = y1 + 3y2 +4y3, T2 =2y2 + Y3, T3 =Y3;

) &1 = 3y1 + 2y2 + Yy3, T2 = Y2 + 8ys, T3 = ys;
)
)

- W N

T1=2y1 — Y2 — Y3, T2 = 2y1 — 3y3, r3 = 4y1 — dy3.
6.6. 1) A>5 2) A>2; 3) A>8; 4) Ae R\{0}; 5) 0; 6) A< —3.
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