4. POERDVIAI, POERDVIU SUMA BEI SANKIRTA

Vektorinés erdves virs kiino K netuscias poaibis L vadinamas tos erdvés poerdviu, kai
jis turi tokias savybes:

1) bet kokiu dvieju poaibio L vektoriu « ir § suma « + [ priklauso tam poaibiui;

2) poaibio L bet kokio vektoriaus « ir kuino K bet kokio elemento ¢ sandauga co

priklauso tam poaibiui.

Vektorinés erdvés virs kiino K vektoriu sistemos aq, s, ..., a,, tiesiniu apvalku
L(ay, g, ..., ) vadinama tiesiniu kombinaciju ajaq + asag + . . . + amau, aibé, kai koe-
ficientai aq,as,...,a,, nepriklausomai vienas nuo kito perbéga visus to kiino elementus.

1 teorema. Jei vektorinés erdvés vektoriy sistemos oy, Qa, . .., Gy rangas lygus r, tai
tiesinis apvalkas L(aq, ag, ..., quy) yra r-matis tos erdvés poerdvis.

Vektorinés erdvés poerdviy L, Lo, . .., Ly, suma vadinama aibé L = L1+ Lo+...+L,,
tos erdveés vektoriu a, kuriuos galima uzrasyti lygybe

m

04:2042‘ (; € L, i=1,m).

=1

Vektorinés erdvés poerdviy Ly, Lo, ..., L,, sankirta vadinamas jos poaibis L = L N
Lon...N Ly, sudarytas i$ vektoriu, priklausan¢iu kiekvienam i§ poerdviu L; (i = 1,m).

2 teorema. Duiejy nenuliniy vektorinés erdvés virs kuno K poerdviy sumos dimensija
lygi tu poerdviy baziy sqjungos rangui.

3 teorema. Duiejy vektorinés erdvés virs kuno K poerdviu Ly ir Lo dimensiju suma
lygi tu poerdviy sumos ir sankirtos dimensiju sumai:

Vektorinés erdvés poerdviu Ly, Lo, ..., L,, suma L vadinama tiesiogine suma ir zymi-
ma L =Ly & Ls®...PH L,,, kai kiekviena poerdvio L vektoriu a galima vienareikSmiskai
iSreiksti poerdviu L; vektoriu suma:

a=qa; +as+...+a, (; € Ly, i=1,m).

4 teorema. Vektorinés erdvés poerdviy Ly, Ls, ..., L, suma L yra tiesioginé tada ir
tik tada, kai bet kurio jos démens sankirta su kity démeny suma lygi nuliniam poerdviui.

Isvada. Jei vektoriné erdvé yra dvieju nenuliniy poerdviy tiesioginé suma, tai ty
poerdviy baziy sqjunga yra tos erdvés bazé.
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PAVYZDZIAI

1. Rasime aritmetinés erdvés R*? vektoriu oy = (1,-1,2,3), as = (2,3,—1,-2),
ag = (—4,—11,7,12) tiesinio apvalko baze ir dimensija.
Apskai¢iuojame vektoriu sistemos ranga:

1_123l_24 1 0O 0 O
2 3 -1 =2 l:>0 5 =5 -8 |3=
-4 —-11 7 12 0 —15 15 241
1 0 0 O
=10 1 0 O
0O 0 0 O

Taigi dim L(aq, ag, a3) = 2, o viena i$ baziu sudaro, pavyzdziui, vektoriai a; ir as.

2. Rasime poerdviu L; = L(ag,as,a3) ir Ly = (61, P2, (3) sankirtos dimensija ir
baze, kai a; = (1,—1,2), ag = (2,4,1), ag = (—1,7,-5); 1 = (1,3,-2), B2 = (0, -2, 1),
B3 = (2,8, -3).

Apskaiciuojame rangus r(ai,as,az), 7(B1,02,83), (a1, q,as,B1, 082, 06s):
r(ay, s, a3) = 2, r(B1,02,03) = 2, r(ag, a9, 3,01, 52,03) = 3. I8 dimensiju formulés
gauname

dlleﬁL2:2+2—3:1

Kadangi poerdvio L, baze sudaro vektoriai a; ir ag, o poerdvio Lo baze — (31 ir s,
sankirtos bazei rasti sudarome lygti

T101 + Taae = Y151 + Y2 0.

Si lygtis yra ekvivalenti homogeniniu lygéiu sistemai

— x1+4re—3y1+2y2 =0,

{ x1+2a:2—y1 :O,
21+ x9+2y1+ yo =0.

Jos fundamentalioji sprendiniu sistema yra, pavyzdziui, [1,—1,—1,1]. Vadinasi, viena i$
sankirtos baziu sudaro vektorius v = a3 — ag = =31 + B2 = (—1,—5,1).

UZDAVINIAI

4.1. Ar sudaro vektorinés erdvés poerdvi:

1) visi aritmetinés erdvés R™ vektoriai, kuriu koordinatés susietos lygybe
1 + 229 + 323+ ... +nx, = 0;
2) visi aritmetinés erdvés R™ vektoriai, kuriu koordinatés susietos lygybe
T — Ty + 3 —a4+... 4+ (=1)"" 1, = 1;
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4.2.

4.3.

3) visi aritmetinés erdvés R™ vektoriai, kuriu pirmosios koordinatés yra nenulinés ir
sutampa;

4) ne aukstesnio kaip n-ojo laipsnio erdvés R, [t] polinomai f(t), kuriems teisinga
lygybe f(1) = 0;

5) visi polinomu erdvés R, [t] polinomai, kuriems teisinga lygybé f(1) = 1;

6) visi polinomu erdvés R[t] polinomai, kuriems teisinga lygybé f(at + b) =

=af(t)+b (Va,be R)?
Raskite vektoriu aq, aq, ..., ay, tiesinio apvalko L(aq,as, ..., a,,) baze ir dimensija,
kai:
1) a1 = (2, 1,0,3), 2) a1 = (1,4, —7, 3),

as = (—1,1,1,-2), as = (—3,10,-9, -7),

Qa3 = (_174737 _3)a Q3 = (27 _37 175)7

ay = (0,11,-15,1);

3) a3 =(5,7,3,2), 4) a; =(1,-1,2,1),

as = (—2,4,-1,3), as = (—3,3,—6,—3),

as (57 27 37 _4)7 az = (27 17 37 _2)7

oy = (2, 1, 1,3); oy = (2,4, 2, —6);
5 a1 =(1,-1,2,1), 6) a1 =1(2,3,5,7),

85) (17 07 77 _5)7 Qg = (17 07 137 5)7

a3 = (2717_173>7 Qg = (271a1979>7

Yy = (6, 7, -3 4), g = (—1, —2, 1, —3),

a5 = (173727 _4)7 a5 = (]-7 ]-7 ) )
Raskite poerdviu L(aq,as,...,ax) ir Ly = L(B1,P2,...,0m) sumos bei sankirtos
dimensijas, kai:
1) a1 = (17 _17072)7 61 = (2787274)7

Qg = (2737 174)a 62 = (575727 10);

a3 = (0757 170)3 ﬁS = (37 _37076)7
2) a1 = (3747 -1 5)7 51 - (4767 _274)7

Qg = (27 1727 _1>7 52 = (47 _1787 1)7

a3 = (_1717_3a0)7 ﬁ3 = (_47_137127_9)7
3) a1 = (_1707 173)7 51 - (4737 _172)7

Qg = (47 17273)5 62 = (27 _2737 _1)7

a3 = (_27 _3>0a 5)7 BS = (17 17 17 _1)a
4) a1 = (572737 _1>7 ﬁl - (2737 177)7

Qg = (_17 _27 _37 1)7 ﬁ? = (_4707273)7

a3 = (270757 )7
5 ay = (1, -1,2,1), b1 = (3, 1,2,7),

Qg = (27 17 173)7 62 = (_1727 174)?

a3 = (_172737 _4)7

Qg = (37 17275)7
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4.4.

4.1.

4.2.

6) a1 = (17 _27374)7 Bl = (07 _67575)7
Qo = (2727 173)7 62 — (57 107277)7
a3:(_1747_17_2)7 53:(2747375)7

By = (—2,2,3, 1).

Raskite poerdviu Ly = L(ay,a9,...,ak) ir Ly = L(B1,P2,. ..

kai:

1) a1 = (1,07 1)7 61 — (27 _17 1);
az = (2,-1,3), B2 = (—3,0,4);
g3 = (3,4, 1),

2) a1 = (_17 _27 2)7 51 = (27 ]-7 1),

Qg = (3,27 1)7 /82 = (0737 2),
ﬁ?’ = (_27 17 )7

3) Q] = (1727 1)5 ﬁl = (1353 _2)1
Qo = (37573)7 ﬁQ — (_27 _374)7

4) a1 = (2,17371)7 Bl — (17_17271)7
Qg = (_1727 _47 2)7 62 = (270a 1) _3)7
a3 = (2737 _170)7 ﬁ3 = (_170727 _2)7

5) a1 = (1717_172)7 ﬂl = (2717_173)7
Qo = (_2737 174)7 62 — (47 77 172)7
a3 = (_47 17370)7 ﬁ?) = (_172707 _4)7

6) a1 = (17 17273)7 ﬁl = (17 _27 173)7
Qo = (2737 17 3)7 52 - (37 274> ]-)

ATSAKYMAI

1) Taip; 2) ne; 3) ne;

4) taip; 5) ne; 6) taip.
1) dim L = 2, baze sudaro, pvz., a1, as;
2) dim L = 2, baze sudaro, pvz., ay, as;

3) dim L = 3, baze sudaro, pvz., a1, g, Qy;

)

)

)
4) dim L = 2, baze sudaro, pvz., oy, as;
5) dim L = 3, baze sudaro, pvz., ay, g, Qs;
)

6) dim L = 2, baze sudaro, pvz., oy, ay4.
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4.3.

4.4.

1) dim (L1 + LQ) 2 dim (Ll N LQ) 2,

2) dim (Ll + Lg) 3 dim (Ll N Lg) 2,

3) dim (Ll + Lg) 4 dim (Ll N Lg) 2,

4) dim (Ly + L) =4, dim (L1 N Ly) = 1;

5) dim (Ll + Lg) 4 dim (Ll N Lg) 2,

6) dim (Ll + Lg) 3 dim (Ll N Lg) 3.

1) dim (L; N Lg) = 2, baze sudaro, pvz.,
Y1 = —830[1 + 280[2 + 70[3 = 2ﬁ2 ( 6, 0, 8),
Yo = 11&1 - 3&2 — 3 = ﬁl = (2, —1, 1),

2) dim (L; N Ly) = 2, baze sudaro, pvz.,
Y1 = 50&1 + 210&2 = 2961 + ﬂg = (58, 32, 31),
Yo = Tay + 250 = 35031 + B3 = (68, 36, 39);
3) dim (L; N Ly) = 1, baze sudaro, pvz.,
v =2lay — Tag =261 + B2 = (0,7,0);

4) dim (L; N Ly) = 2, baze sudaro, pvz.,

Y1 = —680&1 — 101012 + 90(1/3 = 80ﬁ2 + 15ﬁ3 =
Yo = 381 + 41lag — 4baz = 1551 — 35ﬁ3 = (—

5) dim (L N Ly) = 1, baze sudaro, pvz.,
~ = 108a; — 1lag = 1068; — 1302 + 3085 =

6) dim (Ll N LQ) =0.
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95, —15,

(130,75,

(145,0, 110, —270),
—5,120);

~119,172);



