3. VEKTORINES ERDVES BAZE

Vektoriné erdvé vadinama n-mate, kai joje galima parinkti tiesiskai nepriklausomu n
vektoriu sistema, o bet kuri kita sistema, sudaryta is didesnio tos erdvés vektoriu skaiciaus,
yra tiesiskai priklausoma.

Vektorinés erdvés baze vadinama tos erdves tiesiskai nepriklausomu vektoriu sistema,
kurios vektoriu tiesine kombinacija galima iSreiksti bet kuri erdvés vektoriu.

1 teorema. Bet kokia n-matés vektorinés erdvés tiesiskai nepriklausomuy vektoriy
sistema galima papildyti iki tos erdvés bazés.

2 teorema. Jei aq, o, ..., q, yra vektorinés erdvés bazé, tai vektoriy sistemos

Y1 = €110 + €120 + ...+ C1p Oy,

Y2 = €210 + Co2Qi + ... + CopQiy,

Ym = Cm1O1 + Cm20s + ... F CrnQip,

rangas lygus ty vektoriy koordinaciy matricos

C11 C12 Ce Cin
C _ Ca1 C29 e Con
Cm1 Cm?2 Ce Cmn

rangul.

Isvada. n-matés vektorinés erdvés n vektoriy sistema yra tiesiskai priklausoma tada
ir tik tada, kai ty vektoriy koordinaciy matricos determinantas lygus nuliui.

Sakykime, aq, as, ..., ay ir B1, Bo,. .., By yra dvi vektorinés erdvés bazés. ISreiskiame
vienos bazeés vektorius kitos bazés vektoriu tiesine kombinacija:

61' :tiloq +t1'2062—|—...—|—tin04n (’I,Zl,_’ﬂ)

I5 8iu lygybiu koeficientu sudaryta matrica T" = (¢;;) vadinama bazés v, ava, . . ., o, keitimo
baze 31, B, ..., B, matrica.

3 teorema. n-matés vektorinés erdvés bet kurio vektoriaus koordinaciy eiluté seno-
joje bazéje lygi to vektoriaus koordinaciy eilutés naujojoje bazéje ir bazés keitimo matricos
sandaugat.

Isvada. Vektoriaus koordinaciy eiluté naujojoje bazéje lygi to vektoriaus koordinaciy
eiluter senojoje bazéje, padaugintai is bazés keitimo matricai atvirkstinés matricos.
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PAVYZDZIAI

1. Patikrinsime, ar vektoriai aq = (1,—1,3), as = (2,3,-5), ag = (4,1,1) sudaro
aritmetinés erdvés baze.
Sudarome ir apskaiciuojame vektoriu koordinaciu determinanta:

1 -1 3|—2—4 1 -1 3
2 3 =5 l =0 5 —-11 :‘g :ﬂ‘:o.
4 1 1 0 5 -—11

Vadinasi, nurodytoji vektoriu sistema bazés nesudaro.

2. Rasime vektoriaus a = (3,—6,9, —3) koordinates aritmetinés erdvés R* bazéje
er=(1,-1,2,-1), 0 = (1,2,4, —1), £5 = (2,1,3,2), e4 = (2, -2,3,1).
Sudarome lygti
T1E€1 + T2€g + T3E3 + Ty€4 = Q.

Irase i sia lygti vektoriu €1, €2, €3, €4, a koordinates, gauname
x1(1,=1,2,—1) + 22(1,2,4,—1) + 23(2,1,3,2) + 24(2,-2,3,1) = (3, —6,9, —3).
Kairiojoje lygties puséje atlickame veiksmus su vektoriais:

(.I‘l —+ x9 + 2:13‘3 -+ 21‘4, —r1 + 2:13‘2 + x3 — 2(1)4, 2.’171 + 41’2 + 31’3 + 3:13‘4,
—x1 — X2 + 223 + x4) = (3,—6,9, —3).

Is ¢ia gauname keturiu tiesiniu lygciu su keturiais nezinomaisiais sistema

1+ Tot+2x3+2x4 = 3,
— r1+2x2+ x3—214 = — 6,
2$1+4l’2+3$3+31’4 = 9,
— 11— (L‘2+21‘3—|— T4 = — 3.

Sprendziame Sia sistema Gauso budu:

1 1 2 2 3l+_2+ 11 2 2 3
-1 2 1 =2 —Gl 03 3 0] —-3]}s
2 4 3 3 9 ~1o0 2 -1 -1 31 ~
-1 -1 2 1| -3 00 4 3 0
11 2 2 3 11 2 2 3
01 1 0 —1 |2 01 1 0 -1
~10 2 -1 -1 3 ~10 0 -3 -1 513““
00 4 3 0 00 4 3 0
11 2 2 3 r, = —1,
01 1 0] -1 To = 2,
~10 0o -3 -1 517 2 =-3,
00 =5 0 15 vy = A

Taigi vektoriaus « koordinaciu eiluté bazéje €1, 9, 3,64 yra [—1,2, -3, 4].

14



3. Rasime vektoriu sistemos ranga:
o = (1,-1,2,3), ar =(2,1,3,4),
ag =(-3,2,-1,-1), as=(-1,2,2,-2).
Sudarome sistemos vektoriu koordinac¢iu matrica ir apskai¢iuojame jos ranga:

1 -1 2 3\ ,-2,3+ 1 -1 2 3
2 1 3 4 l ll N 0o 3 -1 =2 N
-3 2 -1 -1 0o -1 5 8
-1 2 2 =2 o 1 4 1
10 0 0 r 0 0 0
N 0o 3 -1 —2) N 0 1 4 1 l+ -3 N
0O -1 5 8 I 0O -1 5 8 l
0o 1 4 1 0o 3 -1 =2
1 0 0 0 1 0 0 O
N 0 1 4 1 N 0 1 0 0 N
0 0 9 9 v 0 0 1 1,13
0 0 —-13 -5 0 0 —13 -5 l
10 0 O 1 0 0 O
N 01 0 0 N 0 1 0 O)
0 0 1 1 0 01 0]
0 0 0 8/ 0 0 01

Vadinasi, matricos, o tuo paciu ir nurodytosios vektoriu sistemos rangas r = 4.

4. Rasime aritmetinés erdves R® bazés e1 = (2,4,1), e2 = (—1,1,3), e3 = (2,-1,2)
keitimo baze ¢} = (3,3, -2), ¢ = (5,8,7), e = (—1,—3,12) matrica T.

Antrajame pavyzdyje nurodytu budu surandame vektoriu €/, €5, €5 koordinates bazéje
€1,€2,€3. Visu triju lygciu sistemu sprendima galime sujungti i viena, nes nezinomuju
koeficientai yra tie patys, o skiriasi tik laisvieji nariai:

2 -1 2 3 5) -1
4 1 -1 3 3 -3 IN
1 3 2 -2 7 12
1 3 2 -2 7 12\ -4 -2
~ | 4 1 -1 3 8 -3 l l ~
2 -1 2 3 ) -1
1 3 2 -2 7 12
~10 —-11 -9 11 —20 —51 ~
0o -7 =2 7 -9 —25 T—5
1 3 2 -2 7 12
~ 24 1 —24 25 42 ~
0 -7 -2 7 -9 —25 l
1 3 2 -2 7 12
~10 24 1 —24 25 74
0 41 O —41 41 123



Dabar galime uzrasyti vektoriuy €/, €5, €5 koordinaciu eilutes: [1,—1,0], [2,1,1], [-1,3,2].
Vadinasi, bazés keitimo matrica yra

1 -1 0
T = 2 1 1
-1 3 2
UZDAVINIAI

3.1. Kuri i§ nurodytuju vektoriu sistemu sudaro aritmetinés erdvés R* baze:

) ar=(1,-1,2,1), 2) ar =(2,0,1,3),
as = (2,3,1,4), as = (3,-1,1,2),
a3 = (57 -1, _1a2)7 a3 = (17 1,3, _2)7
ag =(3,2,2,1); ay = (2,-2,3,-3);

3) = (1,21,3), 4) a1 =(3,1,0,1),
as = (1,-1,3,1), as = (~1,2,1,3),
as = (3,-2,2,1), as = (—2,1,-2,3),
ay = (—1,3,2,3); as = (3,-2,2,1)7

3.2. Kuri i§ nurodytuju vektoriu sistemu sudaro antros eilés matricu su realiaisiais koefi-
cientais erdvés Royo baze:

1 -1 1 2
Y Al:(z o)’ A2:(3 1)’

w=(0) (4 )
o a=(3 %), w=(]3)
w=(2 ) w33
poa=( 1) a=(3 1)
T I )]
noa=(3 1) w=(21)
T G R



3.3. ITrodykite, kad aritmetinés erdves R* vektoriai €1, €2, €3, €4 sudaro baze ir raskite vek-
toriaus a koordinates toje bazéje:
2 =
2 =
4 =
3,
17

= PR

~ ™~ e -

—~ ~—~

SRS LGS
)7)7 )777\-/
RN A A
S VR JURE
SN 777_476
< | aa | N = e

W W W W W W W W
—~ —~~
< Ne)
o 7\IN
. = = PR o
—~ 23 25 _
™ L P L
P R 0 _,Qu_u
— _32727 714 _ -
o = a _1737m
O aN T - — o = -
(@] ‘l_‘2 R 7n4_015

3.4. Ne aukstesnio kaip 5-ojo laipsnio polinomu erdvéje Rj[t] raskite polinomo f(t) =
t5 — 2t + 13 + 2t2 — t — 1 koordinates bazése:

1) 1, t, 12, 3, t4, t5;

2) 14+ t2, t+ 12, 12, 3 + 12, ¢4+ 12, 5 + t%;

3) 2,2+t 2+t 2+13 2+ t4 2415

D1+t +t2 20 +12, t 202 t + 2+ 13, t 2 4 t 2 10,

., Oy, TANga:

3.5. Raskite aritmetinés erdves R™ vektoriu sistemos o, o, . .
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S N Mm <0

S 3 3 ST

—~
Ne)

S N M <H 0

matrica:

n

/

.y E

3 7\
0 13 )’
., €n keitimo baze €, €5, ..

) =
0 1
AQ_'<O 1)’
0 0
—\1 1
17 14)'

Ay

1 0
1 0)°
_(_27372)3
€3 = (37 27 _1)3

€1 = (17 27 1)7

3.6. Raskite antros eilés matricu su realiaisiais koeficientais erdves Royo vektoriu sistemos
€2

3.7. Raskite aritmetines erdvés R"™ bazés €1, €9, . .



3.8.

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

3.9.

3.6.

3.7.

3.8.

4) e =1(2,1,-1,3),
€9 = (0, 2, 2, 1),
g3 =(—4,-1,1,-2),
eq=(1,4,2,1),

6/1 = (_57 ]-7 ]-7 _1)7
eh = (0,16, 16,0),

52/3 = <_57 _37 17 _2)7
521 = (13,14,4, 14).

Zinodami aritmetinés erdves R™ vektoriaus a koordinates bazéje €1, €2, €3, apskaic¢iuo-
kite jo koordinates bazéje €/, ¢eq/, €b:

1) [Oz] = (1727 _1)7

2) o] =(3,2,4),

3) [a] =(2,-1,0,1),

4) [a] =(1,-1,2,-1),

—_

Sudaro; 2)
Sudaro; 2)
[1,1,-1,1];
5,2, —4, 3];
[—1,-1,2,1,-2,1];

ne;

—_

ne;

2) 2,

AN

w

—_

=~ =
N N N T T N N N

—_

—_
~—
|

gl =2e1— e9+2e3,
gy = e1+ €3,
€1—2e942¢3;

gl = e1+2e2+ €3,
eh = €1+3e9+2¢3,
g =2¢e1+beg+2e3;

(e] =3e142e9— e3— ¢y,
eh =2e1— e9+3e3+4ey,
eh =31+ e9— e3— &y,
\el) =de1+ e9— e3— ey;
(e =de1— e9+2e3+3¢ey,
gy =21+ €2+ e3+2ey,
gh = €1+ e9t2e3+ ey,

5) [2,—

\521 =3e1+2e9+2e3+3¢4.

ATSAKYMAI
3) ne; 4) sudaro.
3) sudaro; 4) sudaro.
—2.1,-1;  3) [2,0,—3,—2];
3,-1,4]; 6) [5,8,1,0].
2) [-1,-1,4,1,-2,1];
4) [-1,-1,2,1,-2,1].
3) r=4;
6) r=4.
3) r=3; 4) r=2
5 —7 1
9 [ -2 1 —2];
4 =3 2
1 -1 2 1
Ol e T -
2 3 =2 1
2) [a]1 = (12,1,-5);
4) [a]; = (2,-20,-3,12].
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