11. IDEALAI, FAKTORZIEDZIAI, ALGEBRINIAI PLETINIAI

Komutatyviojo ziedo A adicinis pogrupis I vadinamas to ziedo idealu, kai AI C I.

Sakome, kad ziedo A elementas a lygsta to ziedo elementui § moduliu I, ir raSome
a = fmodI, kai « — 3 € I. Tai yra ekvivalentumo rysys. Juo remiantis faktoraibéje A/I
galima apibrézti zieda, kuris vadinamas ziedo A faktorziedziu pagal ideala I.

Sakome, kad komutatyviojo ziedo A idealas I yra generuotas baigtinio skaiCiaus ele-
mentu aq, g, ...,y ir rasome I = (a1, Qg, ..., qy), kai:

1) bet kuris idealo elementas a yra tu elementu tiesiné kombinacija —

m
a:Zaiai (a; € A, i=1,m);
i=1

2) bet kuri tiesiné kombinacija

priklauso idealui 1.
Kai m =1, idealas I vadinamas vyriausiuoju.
Idealas I vadinamas pirminiu, kai i salygos af € I isplaukia — arba « € I, arba

B el

1 teorema. Ziedo A idealas I yra pirminis tada ir tik tada, kai faktorziedis Afr yra
be nulio dalikliy.

Ziedo A idealas I yra vadinamas maksimalivoju, kai jis nepriklauso jokiam kitam to
ziedo idealui, iSskyrus pati zieda.

2 teorema. Ziedo A idealas I yra maksimalus tada ir tik tada, kai faktorZiedis A/I
yra kunas.

Ziedo A homomorfizmu ziede A’ vadinamas atvaizdis ¢ : A — A’, stabilus ziedo A
veiksmuy atzvilgiu.

3 teorema. 1. Jei ¢ yra ziedo A homomorfizmas ziede A’ tai $io homomorfizmo
branduolys Ker ¢ yra ziedo A idealas ir faktorziedis A /Ker o izomorfiskas vaizdui ¢(A).

2. Jei I yra ziedo A idealas, tai egzistuoja ziedo A homomorfizmas ¢ faktorziede A /I’
kurio branduolys Ker ¢ sutampa su idealu I.

Jei kiinas K yra kiino L pokiinis, tai kinas L vadinamas K kiino plétiniu.

Kino K plétinys L yra vektoriné erdvé virs kiino K.

Plétinys L/K vadinamas baigtiniu, kai §i vektoriné erdvé yra baigtinés dimensijos.
Plétinio L/K laipsniu vadinama vektorinés erdvés dimensija dimg L ir Zymima [L : K.
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Plétinio L elementas a vadinamas algebriniu virs kiino K, kai galima rasti nenulini
polinoma f(t) su koeficientais i§ kuno K, kurio Saknimi jis yra — f(«a) = 0. Priesingu
atveju elementas o vadinamas transcendentiniu virs to kiino.

Plétinys L/K vadinamas algebriniu, kai visi plétinio elementai yra algebriniai virs
kiino K.

4 teorema. Kuno baigtinis plétinys yra algebrinis.

Algebriniai virs racionaliuju skai¢iu kuno @ elementai vadinami algebriniais skaiciais.

Algebrinio vir§ kino K elemento a minimaliuoju polinomu vadinamas ziedo K|[t]
normuotasis zemiausio laipsnio polinomas, kurio Saknis yra «.

Tarkime, a yra algebrinis elementas vir§ kuno K, ir ¢,(f) — jo minimalusis m-ojo
laipsnio polinomas. Aibé

m—1
K(a):{Zaio/MiGK,izO,m—l}
i=0

yra kiino K m-ojo laipsnio plétinys. Jis vadinamas elemento « generuotu plétiniu.

PAVYZDZIAI

1. Irodysime, kad polinomu ziedo su sveikaisiais koeficientais Z[t] vyriausiasis idealas
(t) yra pirminis, bet ne maksimalus.

Sudarysime ziedo Z[t] faktorziedj pagal ideala (t). Du to ziedo polinomai
f@t) =apt” + ap_1t" + ...+ a1t + agp
ir
g(t) = by t™ 4 byt byt + Dy

priklauso vienam sluoksniui, kai f(t) — g(¢) € (¢), t.y. kai polinomu f(¢) ir g(¢) skirtumas
dalosi i$ polinomo ¢. Todél Siu polinomu laisvieji nariai ag ir by turi biti lygts. PrieSingai
— jei polinomu f(t) ir g(t) laisvieji nariai yra lygus, tai jie priklauso vienam sluoksniui,
nes ju skirtumas dalosi i§ polinomo ¢. Polinomai su skirtingais laisvaisiais nariais pri-
klauso skirtingiems sluoksniams, nes ju skirtumas nesidalo i§ polinomo t. Vadinasi, tarp
sluoksniu aibés ir polinomu laisvuju nariu aibés yra bijekcinis rysys ir todél faktorziedis
Z[t]/(t) ={a+ (t)|a € Z}.

Apibréziame faktorziedzio Z[t] /(t) atvaizdi ¢ 1 sveikuju skaic¢iu zieda Z tokiu budu:

pla+(t) =a (Va +(t) € Z[t]/(t))

Nesunku isitikinti, kad atvaizdis ¢ yra ziedu Z[t] /(t) ir Z izomorfizmas. Kadangi sveikuju

skaiciu Z ziedas yra be nulio dalikliu, tai idealas (f) yra pirminis. Bet ziedas Z néra kunas,
todél idealas (t) néra maksimalus.

2. Rasime plétinio Q(v/5,v/7)/Q laipsni.

Kiuna Q(\/g, VT ) gauname, prijunge prie racionaliyju skai¢iu kuino @) algebrini skaic¢iu
V5, o prie gautojo kiino — algebrini skai¢iu v/7. Turime plétiniu seka

Q C Q(vV5) C Q(V5,V7).
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Apskaiciuosime plétinio Q(v/5)/Q laipsni. Algebrinio skai¢iaus v/5 minimalusis poli-

nomas yra ¢ s (t) = t2—5, nes polinomas t> —5 yra normuotas ir neskaidus virs racionaliuju
skaiciu kiino. Vadinasi,

[Q(V5) : Q] = deg ¢ 5(t) = 2.
Analogiskai skai¢iuojame plétinio Q(v/5,v/7)/Q(v/5) laipsni. Algebrinio skaiciaus v/7

minimalusis polinomas yra ¢ ﬁ(t) = t2 — 7, nes jis yra normuotas ir neskaidus vir§ kiino

Q(+/5). Taigi

11.1

11.2.
11.3.

11.4.

11.5.
11.6.
11.7.

[Q(V5,V7) : Q(V5)] = deg ¢ = (t) = 2.

Is baigtiniu plétiniu sekos laipsniu formulés isplaukia lygybé

[Q(V5,VT): Q] = [Q(V5,VT) : Q(VH)][Q(V5) : Q] =2 -2 = 4.

UZDAVINIAI

Ar sudaro ideala:

1) aibé visu skai¢iaus 12 kartotiniu 127 = {12n|n € Z} sveikuju skai¢iu ziede Z;
2) naturaliuju skai¢iu aibé N sveikuju skai¢iu ziede Z;

) aibé sveikuju skai¢iu I = {bx + 8y | z,y € Z} sveikuju skaiciu ziede Z;

) aibé I = {ai|a € Z} sveikuju Gauso skaiciu ziede Z[i] = {a + bi|a,b € Z};

) aibé (14 2i) = {(1 + 2i)a |« € Z[i]} sveikuju Gauso skaic¢iu ziede Z[i];

) aibé polinomu (z) = {zf(x,y) | f(z,y) € Z[z,y]} polinomu ziede Z[z,y];

) aibé polinomu I = {f(¢)| f(0) =0, f(t) € Z[t]} polinomu ziede Z[t];

8) aibé polinomu (z,y) = {zf(z,y) + yg(z,y) | f(2,y),9(z,y) €€ Q[z,y]} polinomy
ziede Q[z,y]?

Kurie is auksciau pateikto uzdavinio idealu yra pirminiai, kurie — maksimaliis?

Sudarykite faktorziedi:

1) ziedo Z pagal ideala 67;

2) ziedo 3Z pagal ideala 187;

3) ziedo Z[i] pagal ideala (5);

4) ziedo Z[i] pagal ideala (i + 31);
5) ziedo Z[t] pagal ideala (t2);

6)
7)
8)

3
4
5)
6
7

ziedo Q[t] pagal ideala (t);
ziedo K|z,y] pagal ideala (x);
ziedo Z/SZ pagal ideala I = {0,2,4,6}.
Kurie is siu atvaizdziu yra ziedu homomorfizmai:
Ve:Z—2Z pn)=2n (YneZ);
2) 0: Qlt] = Q[t], p(f(t) =tf(t) (Vf(t) € Qlt]);
3) v R[t] — R[t], ¢(f(1)) = f(e"-t) (Vf(t) € R[t]);
4) o R[] = R, ¢(f(t)) = f(0) (Vf(t) € R[t])?
Koki ideala sveikuju skaiciu ziede Z generuoja skaic¢iu pora 6 ir 87
Irodykite, kad komutatyviojo ziedo idealu sankirta yra to ziedo idealas.

Irodykite, kad bet kuris sveikuju skaiciu ziedo idealas yra vyriausias.
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11.8. Trodykite, kad nenulinis pirminis sveikuju skaic¢iu ziedo idealas yra maksimalus.

11.9. Ziedo A idealu I; ir I suma yra vadinama aibé
I + 15 = {a1+a2|a1 el, as € IQ},

o sandauga — aibé

LI = {Z%ﬂi |s€ N,a; € I, ; € I}
i=1
Irodykite, kad idealu suma ir sandauga yra to ziedo idealai.

11.10. Sakome, kad idealas I; dalijasi i$ idealo I, kai I; C I5. Irodykite, kad idealu I ir I
didziausias bendrasis daliklis lygus tu idealu sumai I, + I5.

11.11. Raskite siu algebriniu skai¢iu minimaliuosius polinomus:
1) V2 2) Y9+ V3 +1;
3) V3-1;  4) VA+ V2
11.12. Raskite Siu plétiniu laipsnius:
1) Q(V3)/Q; 2) Q()/Q kai n®* +n+1=0;
3) Q(V2,V3,V4)/Q; 4 QW2,1)/Q, kain’+n+1=0;
5) Q(V2,i,V/=2)/Q;  6) Q(V2,V3,V5)/Q.

ATSAKYMAI

11.1. 1) Taip; 2) ne; 3) taip; 4) ne;
5) taip; 6) taip; 7) taip; 8) taip.

11.2. Pirminiai - 5), 6), 7), 8); maksimalus — 5), 8).

11'3'1) (0,1,2,3,4,5}: 2) {0,3,6,0,12,T5):
3) {a+bila,b=0,4}; 4) {ala=0,9};
5) {at+bla,be Z};  6) Q;
7) Klyl; 8) {0,1}

11.4. 1) Ne;  2) ne; 3) taip; 4) taip.

11.5. (2).

11.11.

1) 3 -2 2) 3 —3t2 — 6t — 4;

3) 3+ 3t2+3t—2; 4) t3—6t+6.
11.12. 1) 4; 2)2; 3)4;4)6; 5)4; 6)8.
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