10. GRUPIU TEORIJOS ELEMENTAI

Multiplikacines grupés G kairiuoju (desiniuoju) sluoksniu pagal pogrupi H vadinama
aibé
gH ={gh|h e H} (Hg={hg|h c H}).

Grupés G pogrupis H vadinamas jos normaliuoju dalikliu, kai tos grupés kairiuju
sluoksniu pagal pogrupi H aibé sutampa su deSiniuju sluoksniu pagal ta pogrupi aibe.

Normaliojo daliklio pozymiai:

1 teorema. Multiplikacinés grupés G pogrupis H yra normalusis daliklis tada ir tik
tada, kat
gH = Hg (Vg € G).

2 teorema. Multiplikacinés grupés G pogrupis H yra normalusis daliklis tada ir tik
tada, kai tam pogrupiui priklauso jo elementams jungtiniai elementas.

Multiplikacinés grupés G homomorfrizmu multiplikacinéjé grupéje G’ vadinamas at-
vaizdis: ¢ : G — G, kai su kiekviena grupés G elementu pora a, b yra teisinga lygybe

p(ab) = ¢(a)e(b).

3 teorema (pagrindiné homomorfizmu teorema).
1. Jei ¢ yra grupés G homomorfizmas grupéje G', tai to homomorfizmo branduolys
Ker ¢ yra grupés G normalusis daliklis ir faktorgrupé G /Ker o izomorfiska vaizdui Im .

2. Jei H yra grupés G normalusis daliklis, tai egzistuoja surjekcinis homomorfizmas
p:G—G /H’ kurio branduolys Ker ¢ sutampa su pogrupiu H.

Multiplikaciné grupé G vadinama savo pogrupiu A ir B tiesiogine sandauga, kai:
1) grupé G lygi pogrupiu A ir B sandaugai;

2) pogrupiai A ir B yra grupés G normalieji dalikliai;

3) sankirtai A N B priklauso tik grupés G vienetinis elementas.

Tiesioginés sandaugos pozymis:

4 teorema. Multiplikaciné grupé G yra savo pogrupiy A ir B tiesioginé sandauga
tada ir tik tada, kai kiekvieng jos elementq g galima vienareiksmiskai isreiksti sandauga
g=ab (ac A,be B)irzy=yx (Vze A Vy € B).

Baigtiniu Abelio grupiu struktura:

5 teorema. 1) Kiekvieng baigtine multiplikacine Abelio grupe galima isreiksti pri-
mariujy grupiy tiesiogine sandauga. Duvi tos grupés israiskos gali skirtis tik tiesioginiy
dauginamuyjy tvarka;

2) baigtiné primarioji Abelio grupé yra jos primariyjy cikliniy pogrupiy tiesioginé san-
dauga;
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3) jei baigtine primarigja Abelio grupe galima dvejopai isreiksti primariyjy cikliniy
pogrupiy tiesiogine sandauga, tai tiesioginiy dauginamujy skaicius kiekvienoje israiskoje
yra tas pats, o dauginamuosius galima taip sutvarkyti, kad pirmosios israiskos bet kurio
dauginamojo eilé buty lygi antrosios iSraiskos atitinkamo dauginamojo eiles.

Sakome, kad multiplikaciné grupé G veikia aibe A, kai yra apibréztas atvaizdis
GxA— A ((g, a) — ga), turintis savybes:

l)ea=a (Va€ A);

2) (gh)a = g(ha) (Vg,h € G,Va € A).

Aibé Ga = {ga|g € G} yra vadinama G-orbita, o aibé St(a) = {g € G|ga = a} —
elemento a stabilizatoriumi.

Israiska [z, y] = xyr~ly~! yra vadinama grupés G elementu x ir y komutatoriumi.

Grupés G komutantu vadinamas pogrupis |G, G|, generuotas visu tos grupés komuta-
toriu.

6 teorema. Grupés G pogrupis H, kuriam priklauso komutantas |G, G|, yra tos
grupés normalusis daliklis. Be to, faktorgrupé G /|G, G| komutatyvi ir komutantas [G, G|
yra poaibis bet kurio normaliojo daliklio H, su kurivo faktorgrupé G/H komutatyuvi.

Grupé G vadinama issprendzZiamaja grupe, kai komutantu seka

G2GG =cW oW,V =c®>.. .o bY gm Y =gm™>. ..

yra baigtine.

PAVYZDZIAI
1. Trodysime, kad specialioji tiesiné grupe

SL(2,Q) = { <(cl 2) |ad—bc:1,a,b,c,d€Q}

yra tiesines grupes

GL(2,Q) = { (Z Z) ]ad—bc;«éo,a,b,c,deQ}

normalusis daliklis ir sudarysime grupés GL(2, Q) faktorgrupe pagal pogrupi SL(2, Q).
Parodysime, kad su kiekvienu pogrupio SL(2, Q) elementu

=(0 )

visi jo jungtiniai TAT ! € SL(2,Q) (¢iaT = (i z) - bet kuris grupés GL(2, Q) elemen-

tas). I8 tikruju, matricos TAT ! elementai yra racionalieji skaiciai ir jos determinantas
I TATY| = |T||A||T~Y = |T||T~!| = 1. Todél i§ normaliojo daliklio pozymio isplaukia,
kad pogrupis SL(2,Q) yra grupés GL(2, Q) normalusis daliklis.
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Sudarysime grupés GL(2, Q) faktorgrupe pagal pogrupi SL(2, Q).

Dvi grupés GL(2,Q) matricos T; ir Ty priklauso vienam sluoksniui, kai
T7'Ty € SL(2,Q). Kadangi |T; 'Ts| = 1, isplaukia, kad matricu Ty ir Tp determinan-
tai yra lygis.

Dvi matricos T} ir 75 su lygiais determinantais priklauso vienam sluoksniui, nes
T, *Ty| = 1. Taigi vienam sluoksniui ir tik jam priklauso matricos su lygiais determi-
nantais. Todél

GL(2,Q)[sr(2,Q) = { (3 (1)) SL(2,Q)la € Q*}-

2. Irodysime, kad faktorgrupée GL(2,Q) /S’ L(2,Q) Yra izomorfoska multiplikacinei
racionaliuju skai¢iu grupei Q*, pasinaudoje pagrindine grupiu homomorfizmu teorema.
Apibréziame grupés GL(2, Q) atvaizdi grupéje Q* tokiu budu:

p(T) =|T| (VT € GL(2,Q)).

Sis atvaizdis yra surjekcinis homomorfizmas. I3 tikruju:
1) p(T1Ty) = [TV To| = |Th||To| = @(T1)e(T2) (VT1, T2 € GL(2,Q));

2) su kiekvienu a € Q* jo pirmvaizdis yra, pavyzdziui, matrica T = (a 0>, nes

0 1

o(T) = |T| = a.

I pagrindinés homomorfizmu teoremos isplaukia, kad faktorgrupé GL(2,Q) /Ker 0
yra izomorfiska Q*. Irodysime, kad branduolys Ker ¢ sutampa su pogrupiu SL(2, Q).

Tarkime, T" € Kerp. I8 branduolio apibrézimo isplaukia lygybé ¢(7) = 1. Bet
o(T) =|T|. Vadinasi, |[T| =1ir T € SL(2,Q).

Tarkime, T' € SL(2,Q). Tada |T| =1, ir i§ ¢ia iSplaukia ¢(7) = |T| =1. Vadinasi,
T € Ker ¢.

Taigi Ker o = SL(2, Q) ir faktorgrupé GL(2, Q) /S L(2,Q) Y3 izomorfigka racionaliuju
skai¢iu multiplikacinei grupei Q*.

3. Isreiksime 3150-osios eilés adicine cikline grupe < a > jos cikliniu pogrupiu
tiesiogine suma.

Uzrasome skai¢iaus 3150 kanonini skaidini — 3150 = 2 - 32 - 52 . 7. Pazyméje sim-
boliu A, p-primariaja grupe, i§ struktirinés baigtiniu Abelio grupiu teoremos turime
<a>= Ay P A3® As d A7. Kadangi ciklinés grupés pogrupiai yra cikliniai, p-primariosios
grupés A, yra ciklinés. Vadinasi, jos yra neskaidzios.

Pogrupi As generuoja 2-osios eilés elementas 1575a, A3 — 9-osios eilés elementas 350a,
As — 25-osios eilés elementas 126a, A7 — T-osios eilés elementas 450a. Taigi

< a>=<1575a > @ < 350a > @& < 126a > ® < 450a > .
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4. UzraSysime visas neizomorfiskas 675-osios eilés Abelio grupes.

Kadangi 675 = 33 -52, nurodytosios eilés Abelio grupe isreiskiame p-primariuju grupiu

tiesiogine suma A = A3 & As.

Taikydami strukturinés Abelio grupiu teoremos 3)-iaja dali, uzrasome visas neizo-
morfiskas 27-osios eilés 3-primariasias grupes As bei 25-osios eilés 5-primariasias grupes

A5Z
Loz, Lo ® L3, Z3 D Z3 D L3;

Zas, L5 @ Zs.

(¢la Z,, yra n-osios eilés neskaidi cikliné grupé).
Vadinasi, visos galimos 675-osios eilés neizomorfiskos Abelio grupés yra

Lot @ Zos, Loy © Ls @ Zs, Lg ® L3 D Zos, L9 D Zs D s O s,
23D L3 D L3 D Los, L3 D L3 D L3 D Zs D Ls.

UZDAVINIAI

10.1. Trodykite, kad begaliné cikliné grupé izomorfiska sveikuju skaiciu adicinei grupei.

10.2. Tarkime, ¢ yra grupiu G ir G’ izomorfizmas ir ¢(g) = ¢’. Irodykite, kad ¢ ir ¢’ yra

tos pacios eilés elementai.
10.3. Raskite visas neizomorfiskas antrosios ir treciosios eilés grupes.

10.4. Pateikite dvieju neizomorfisky tos pacios eilés grupiu pavyzdzius.

10.5. Irodykite, kad realiuju skaic¢iu adiciné grupé izomorfiska teigiamu realiuju skaic¢iu mul-

tiplikacinei grupei.

10.6. Irodykite, kad cikliniu grupiu Z,, ir Z,, tiesioginé sandauga izomorfiska grupei Z,,,

tada ir tik tada, kai skaic¢iai m ir n yra tarpusavy pirminiai.

10.7. Tarkime, nattralusis skai¢ius m yra natiraliojo skaic¢iaus n daliklis. Pateikite pavyzdi

n-osios eilés grupés, turincios pogrupi, izomorfiska nurodytai m-osios eilés grupei.
10.8. Raskite visas neizomorfiskas ketvirtosios, SeStosios, astuntosios eiliu grupes.
10.9. Irodykite, kad indekso 2 pogrupis yra normalusis daliklis toje grupéje.
10.10. Irodykite, kad grupés normaliuyju dalikliu sankirta yra normalusis daliklis.

10.11
nama grupes centru. Irodykite, kad centras yra tos grupés normalusis daliklis.

10.12
pogrupis Hi x Hy yra grupés G; x G2 normalusis daliklis.

10.13. Raskite visus grupés Zs X Zs normaliuosius daliklius.
10.14. Irodykite, kad grupés komutantas yra normalusis daliklis.

10.15
G komutatyvi.

10.16. Irodykite, kad grupés G faktorgrupé pagal komutanta yra komutatyvi.

10.17. Raskite visus simetriniu grupiu S3 ir S4 normaliuosius daliklius.
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. Aibé Z(G) grupés G elementu, komutuojanciu su visais tos grupés elementais, vadi-

. Tarkime, pogrupis H; yra grupés G; normalusis daliklis (i = 1,2). Irodykite, kad

. Irodykite, kad grupés G komutantas yra vienetinis pogrupis tada ir tik tada, kai grupé



10.18.

10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.
10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.
10.35.

10.36.
10.37.

10.38.

Jei dvieju grupes G kairiuju sluoksniu pagal pogrupi H sandauga yra kairysis sluoksnis,
tai pogrupis H yra grupés G normalusis daliklis. Irodykite.

Irodykite, kad kompleksiniu skai¢iu multiplikaciné grupé yra izomorfiska neissigimusiu

realiuju matricu <_Z a) multiplikacinei grupei.

Irodykite, kad racionaliuju skaic¢iu adiciné grupé neturi tikriniu baigtinio indekso
pogrupiu.

Irodykite, kad baigtinio skaiciaus baigtinio indekso pogrupiu sankirta yra baigtinio
indekso pogrupis.

Jei A ir B yra multiplikacinés grupés G normalieji dalikliai, tai AB yra taip pat tos
grupés normalusis daliklis. Irodykite.

Jei A yra grupés B normalusis daliklis, o B yra grupés C' normalusis daliklis, tai ar
butinai A yra grupés C normalusis daliklis?

Irodykite, kad jungtiniu elementu eilés sutampa.

Jei H yra multiplikacinés grupés G baigtinio indekso pogrupis, tai sankirta

A= ﬂG gHg™! yra baigtinio indekso normalusis daliklis. Irodykite.
ge

Aibé Cy(A) = {g € H|aga ! = g Va € A} vadinama aibés A centralizatoriumi mul-
tiplikacinés grupes G pogrupyje H. Irodykite, kad normaliojo daliklio centralizatorius
yra normalusis daliklis pogrupyje H.

Irodykite, kad baigtinio normaliojo daliklio H centralizatorius grupéje G yra baigtinio
indekso pogrupis toje grupéje.

Irodykite, kad multiplikacinés grupés G pogrupiu A ir B sandauga AB yra tos grupés
pogrupis tada ir tik tada, kai AB = BA.

Irodykite, kad simetriné grupé Ss yra izomorfiska savo vidiniu automorfizmu grupei.

Jei H yra multiplikacinés kompleksiniu skaic¢iu grupés C* pogrupis, sudarytas is
skaiciu, kuriu modulis lygus 1, tai faktorgrupé C* /H yra izomorfiska teigiamu realiuju
skaic¢iu multiplikacinei grupei. Irodykite.

Nurodykite pavyzdi dvieju neizomorfisku grupiu, turinc¢iu izomorfiskus nornaliuosius
daliklius ir izomorfiskas faktorgrupes pagal tuos normaliuosius daliklius.

Nurodykite pavyzdi grupeés, turincios izomorfiskus normaliuosius daliklius ir neizo-
morfiskas faktorgrupes pagal tuos normaliuosius daliklius.

Nurodykite pavyzdi grupeés, turin¢ios neizomorfiskus normaliuosius daliklius ir izomor-
fiskas faktorgrupes pagal tuos normaliuosius daliklius.

Irodykite, kad simetrinés grupeés S3 ir 54 yra iSsprendziamos.

Jei grupé G nekomutatyvi ir neturi tikriniu normaliuju pogrupiu, tai G — neiSspren-
dziamoji grupé. Irodykite.

Irodykite, kad iSsprendziamosios grupeés pogrupis yra iSsprendziamas.

Tarkime, ¢ yra grupés G surjekcinis homomorfizmas grupéje G’. Jei grupé G iSspren-
dziama, tai ir jos homomorfinis vaizdas yra iSsprendziama grupé. Irodykite.

Nurodykite pavyzdi neiSsprendziamosios grupés, kurios homomorfinis vaizdas yra
iSsprendziamoji grupé.
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10.39.

10.40.
10.41.

10.42.

10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

Jei H yra iSsprendziamosios grupeés normalusis daliklis, tai faktorgrupé G /H yra
iSsprendziama. Irodykite.

Jei grupés H ir G /H yra iSsprendziamos, tai ir grupé G yra iSsprendziama. Irodykite.
Issprendziamu grupiu A ir B Dekarto sandauga A x B yra iSsprendziama grupé.
Irodykite.

Irodykite, kad kompleksiniu skai¢iu adiciné grupé C' yra tiesioginé suma realiuju
skaiciu pogrupio R ir grynai menamuju skaiciu pogrupio 2 R.

Irodykite, kad racionaliuju skaic¢iu adiciné grupé () negali buti uzrasyta tikriniu po-
grupiu tiesiogine suma.

Irodykite, kad sveikuju skaic¢iu adiciné grupe Z negali buti uzrasyta tikriniu pogrupiu
tiesiogine suma.

Irodykite, kad grupiu A ir B tiesioginés sandaugos centras Z(A ® B) yra lygus tu
grupiu centry tiesioginei sandaugai Z(A) ® Z(B).

n-osios eilés cikline adicine grupe < a > uzraSykite jos cikliniu pogrupiu tiesiogine
suma, kai:

1)n=18; 2)n=>54 ;3)n==064; 4)n=216.

Uzra8ykite visas neizomorfiskas n-osios eilés Abelio grupes, kai

1) n=48; 2)n==64; 3)n=1000; 4)n = 24500.

ATSAKYMAI

10.3. {Z>}, {Zs}.
10.4. PVZ., {24}, {Zg X ZQ}
10.7. Pvz., jei |H| = m ir n = mk, tai G = H x Z.

10.8. 1) Zy, Zy X Zy;  2) Zg ir trikampio simetriju grupé;

3) Zs, Zy X Zo, Za X Zy X Zy, kvadrato simetriju grupé,
kvaternijonu grupé.

10.13. Jei Zy x Zs = {e1,a} x {ea, b}, tai normalieji dalikliai yra Sie:

i) {(61,62),(CL,62)}; ii) {(61762)7(617b)}; iii) {(61762)v(avb)}'

10.17. 1) {(1)}, {(1),(123),(132)}, Ss;

2) {(1)}, alternatyvioji grupé A4, {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, S4.

10.23. Nebiitinai.

10.31. Pvz., Zy4, Zy X Z>.

10.32. Pvz., Zy X Zs.

10.33. Pvz., Z4 X Zs.

10.46. 1) <2a> & < 9% >; 2) <2a>@& < 27a >;

3) <a>; 4)<8a>d<27a>.

1047. 1) Z3s @ Z1g, Z3s @ Zs D Lo, L3 D Zy D Zy,

L3 D 2y D Ly @ Lo, ZzD Ly ® Zo® Ly D Lo,
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2) Zoa, Z32 @ Zay, Z16 D Ly, Z16 D Lo ® Loy, Zs D Zs, Zs® Ly ® Lo,
Is @ Zo® LoD Loy, LaDBZy®Zy, Zy®ZLsD Zo® Zo,
Ly DLy DLy D Ly ® Ly, Zo® LoD Ly ® Ly D Ly D Zo;

3) Zs @ L5, Zs P Zos B Ls, Ls® Ls® Ls D Ly, Ly Zy® Zr2s,
Ly D Zo® Los © Ly, Ly D LoD Ls D ZsDLs, Lo® Zo® Ly ® Zios,
Lo @ Ly B Ly ® Zos B ZLs, LoD Ly D Zy® Zs D Zs D Ls;

4) Zy © Z125 D Zag, Za D Z125s D Zr © Zy, Zs® Zos © Zs D Za,
Zy @D Zos © s D Ln® Zn, La®Zs D L5 D Zs D Ly,
Zy@©Zs D Zs D Ls ® Ly D Ly, Zo@ Ly ® Zios D Ly,

Zo @ Zo D Z125 D Ly D Ly, Zo® Lo ® Zas ® L5 © Za,
Zo® Zo @ Zos © s D Ly ® Ly, Lo® Zo® Zs® Zs D s S Lo,
Zo® Zo® 25D Zs ® Zs D L7 ® Ly,
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