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STANDARTINIAI ZYMENYS

N — natturaliuju skaiciu aibé,

Z — sveikuju skaiciu ziedas,

() — racionaliyju skaiciu kunas,

R™ — n-maté aritmetiné erdve,

K., «n — vienarusiu m X n-matricu erdvé virs kuino K,
K* — kiino K multiplikaciné grupé,

Z, — n-osios eilés cikliné grupé.



1. VEKTORINE ERDVE

Apibrézimas. Adiciné grupé V vadinama vektorine erdve virs kuno K, kai apibrézta
jos elementy daugybos is kuno K elementy operacija, kuri turi tokias savybes:
1) asociatyvumo —
a-(b-a)=(a-b) -« (Va,be K,a € V);

2) distributyvumo grupés V elementy sudéties atzvilgiu —

a-(a+08)=a-a+a-p Va e K, a,B€V);
3) distributyvumo kuno K elementy sudéties atZvilgiu —

(a+b)-a=a-a+b-« (Va,be K, a€V);
4) kuno K vieneto e panaikinimo —

e-a=a (Va e V).

Vektorinés erdvés V' elementus vadiname vektoriais ir Zzymime graikiskomis raidémis,
o kiino K elementus — skaliarais ir zymime mazomis lotyniskomis raidémis.

Vektorineés erdves vektoriu sistema aq, as, . . ., a,, vadinama tiesiskai priklausoma, kai
galima rasti tokius skaliarus ci, co, . . ., ¢, 18 kuriu bent vienas nelygus 0, kad butu teisinga
lygybé

ciaq +ceoan + ..+ ey, =0

(0 — nulinis vektorius). Jei pastaraja lygybe tenkina tik skaliarai ¢; = co = ... = ¢, = 0,
tai vektoriu sistema vadinama tiesiskai nepriklausoma.

1 teorema. Jei vektoriy sistemos posistemis yra tiesiskai priklausomas, tai ir ta
sistema yra tiesiskar priklausoma.

Isvada. Jei vektoriy sistema yra tiesiskai nepriklausoma, tai tiesiskai nepriklausomas
ir bet kuris jos posistemis.

Vektorines erdvés vektorius a vadinamas tos erdvés vektoriy aq,as, ..., o, tiesine

kombinacija, kai galima rasti skaliarus aq,as, ..., a,,, su kuriais yra teisinga lygybe

a=a1x1 + a0 + ...+ Q.

2 teorema. Vektoriy sistema, sudaryta is daugiau kaip vieno vektoriaus, yra tiesiskai
priklausoma tada ir tik tada, kai bent vienag jos vektoriu galima uzZraSyti kity tos sistemos
vektoriy tiesine kombinacija.



Vektoriy sistemos rangu vadinamas didziausias jos tiesiskai nepriklausomu posistemiu
vektoriy skaicius.

3 teorema. Jei vektoriuy sistemos v, o, ..., Qypy ...,y TANGAS lygus r, o jos posis-
temis aq,aa, ..., q. yra tiesiskair nepriklausomas, tai kiekvieng sistemos vektoriy galima
uzrasyti to posistemio vektoriy tiesine kombinacija.

4 teorema. Prijungus prie vektoriy sistemos jos vektoriy tiesine kombinacija, gau-
nama to paties rango vektoriy sistema.

Vektoriu sistemos elementariaisiais pertvarkiais vadinami Sie pertvarkiai:

1) bet kurio sistemos vektoriaus pakeitimas to vektoriaus ir nelygaus nuliui skaliaro
sandauga;

2) sistemos vektoriaus pakeitimas suma to vektoriaus ir kito sistemos vektoriaus,
padauginto is bet kurio skaliaro.

5 teorema. Atlikus vektoriy sistemos elementarugji pertvarki, gaunama to paties rango
vektoriy sistema.

PAVYZDZIAI

1. Apibrésime aritmetine vektorine erdve K". Nagrinéjame sutvarkytus n kuno

K elementu rinkinius o« = (aq,as,...,a,). Dvieju elementu sudéti apibrésime pakom-
ponendciui: jei a = (a1,az2,...,am), 8 = (b1,ba,...,b,), tai tu elementu suma laikome
elementa

a+ B =(a1+br,a2+ba,...,a,+by).

Apibréztos sudéties operacijos atzvilgiu sudarytoji aibé yra adiciné grupé. IS tikruju:
1) operacija asociatyvi — jei v = (c1,¢a,...,¢y), tai

(a+B)+v=((a1+b1) +c1,(az +b2) +ca,..., (an +by) +¢) =
= (a1 + (b1 +c1), a2+ (ba 4 c2), .. an + (b +¢n)) =a+ (B+7);

2) egzistuoja nulinis elementas — 6 = (0,0, ...,0):

a+60= (a1 +0,a2+0,...,a, +0) =0

3) kartu su kiekvienu elementu o = (ay,as,...,a,) aibei priklauso ir jam priesingas
elementas —a = (—ay, —ag,...,—a,):
a+ (—a)= (a1 —ay,as —as,...,a, —a,) =0,

4) operacija komutatyvi —

oz+6:(a1+b1,a2+bg,...,an—l—bn):
= (b1 +a1,b2 +az,...,b, +a,) =B+

Elemento daugyba i skaliaro apibréziame taip pat pakomponenciui —

ac = (aay, aasg, ..., aa,).
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Daugybos operacija turi tokias savybes:
5) asociatyvumo —

a(ba) = (a(bar), a(baz), ..., a(bay,)) =
= ((ab)al, (ab)as, . .., (Gb)an) = (ab)a;

6) distributyvumo vektoriu sudéties atzvilgiu —

a(a+ B) = (alar +b1),a(az +ba), ..., a(an +bn)) =

= (aaj + aby,aas + abg, ..., aa, + ab,) = aa + af3;
7) distributyvumo skaliaru sudéties atzvilgiu —

(a+b)a= ((a+Dd)ar, (a+Dd)as,...,(a+ba,) =

= (aay + bay,aa; + aas, . .., aa, + bay,) = ac + ba;
8) kuno K vieneto panaikinimo —

ea = (eaq,eas, ... ea,) = (a1,asz,...,a,) = Q.

2. Apskai¢iuosime aritmetinés vektorinés erdvés R® vektoriu sistemos o = (1, —1, 2),
as = (2,-1,-1), ag = (0,1, —5) ranga, pasinaudoje tik jo apibrézimu.
Sprendziame lygti
T101 + Tog + x3003 = 0.

Irase vektoriu aq, ao, ag, 6 iSraiskas ir atlike veiksmus, gauname
(:L‘l + 21’2, —T1 — T + 3, 21‘1 — Tg — 51’3) == (0,0,0)
Si lygtis yra ekvivalenti triju tiesiniu lygéiu su trim nezinomaisiais sistemai

— x1—22+ x3 =0,

{ T1+2T2 =0,
23)1—562—533’3 =0.

Pastaroji sistema turi bent viena nenulinj sprendini, pavyzdziui, (2, —1, 1), todél nagriné-
jamoji vektoriu sistema yra tiesiSkai priklausoma ir jos rangas r < 2.
Nagrin¢jame posistemius, sudarytus is dvieju vektoriu. Sprendziame lygti

1 + Tog = 0.
Atlike veiksmus, gauname ekvivalencia lygéiu sistema

—T1— T2 :0,

{ r1+2x9 =0,
2213‘1— i) =0.

Si sistema turi tik nulini sprendini, todél vektoriu posistemis i, as yra tiesiskai neprik-
lausomas ir sistemos rangas r = 2.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

UZDAVINIAI

Ar sudaro vektorine erdve:

1) m-osios eilés kvadratinés matricos su elementais i§ kuno K matricu sudéties ir
daugybos is skaliaro atzvilgiu;

2) aibé kuno K elementu virs jo paties tame kune apibréztu operaciju atzvilgiu;

3) aibé plétinio L O K elementu virs kuno K kune L apibréztu operaciju atzvilgiu;
4) n-osios eilés simetrinés matricos virs kuno K matricu sudéties ir daugybos is skaliaro
atzvilgiu;

5) aibé visu n-ojo laipsnio polinomu vir§ kino K polinomu sudéties ir daugybos i$
skaliaro atzvilgiu;

6) aibé visu polinomu vir§ kiino K, kuriu laipsniai ne didesni uz naturaluji skai¢iu n,
polinomu sudéties ir daugybos is skaliaro atzvilgiu;

7) aibé visu polinomu virs kuno K polinomu sudéties ir daugybos i3 skaliaro atzvilgiu;
8) aibé visu tolydziuju kompleksiniu reikdmiu funkciju virs kompleksiniu skai¢iu kuno
funkciju sudéties ir daugybos is skaliaro atzvilgiu;
9) aibé visu plokstumos laisvuju vektoriu, kuriu galai priklauso vienai tiesei, vektoriu
sudeéties ir daugybos i skaliaro atzvilgiu?
Ar galima apibrézti vektorinés erdvés struktira:

realiuju skaiciu aibéje R;
2) teigiamu realiuju skai¢iu aibéje R*;

)

)

3) racionaliuju skai¢iu aibéje Q;

4) naturaliuju skai¢iu aibéje N
)

5) aibéje R[t] visu polinomu f(¢), tenkinanciu salyga

f(3) =2f(2);
6) Dekarto sandaugoje @ X Q;
7) Dekarto sandaugoje Z x Z7

Irodykite, kad aritmetinés erdvés K3 bet kuri keturiu vektoriu sistema yra tiesiskai
priklausoma.

Ar galima apibrézti elementu tiesinés priklausomybés savoka Abelio grupéje?

Irodykite, kad aritmetinés erdvés R* vektoriu sistema ai,as,...,q,, yra tiesiskai
nepriklausoma ir apskaiciuokite Siu vektoriu tiesine kombinacija a:

1) ag =(2,1,0,1), as=(1,-2, 1,3), as = (3,4,-1,2), «a=2a3 — 3as + 4as;

2) a; =(4,-3,2,1), «as=(5, ,2), o= —oq+day;
3) Q1 = (17 ]-a 132)7 = ( )7

as = (4,-1,2,3), = (- 3 3 2 ,3),  a=a; — 209 — 3as + day;
4) a1 = (1727371)7 Qg = ( 17 ) 7 ]-)7

as = (2,3,1,-1), as=(1,—-1,1,-3), a=2a1 + as — 3as + 20y4.
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1.6. Patikrinkite, ar aritmetinés erdves R"™ vektoriu sistema aq, o, ..., q,, yra tiesiskai

priklausoma:

1) a3 =(3,4,-2), as = (2,-1,3), ag = (7,2,4);
2) a1 =(2,-1,3), as = (3,2,—1), as = (1,2,3);
3) ag =(1,4,2,—1), ag = (—2,-8,—4,2);

4) o =(2,3,-1,1), as=(2,3,0,1).

1.7. Apskaic¢iuokite aritmetinés erdves R> vektoriu sistemos aq, aa, ag ranga, pasinaudoje
tik jo apibrézimu:

1) a3 =(1,1,1), as = (1,2,3), ag = (—1,1,-2);
2) a1 =(1,-2,1), as = (2,1,3), ag = (4,-3,5);
3) ar=(1,-1,3), ax=(2,1,1), as = (1,2, -2);
4) a1 =(1,3,1), as =(-2,-6,-2), «a3=1(3,9,3).

1.8. Apskaiciuokite polinomu, kuriu laipsniai ne didesni uz 5, erdvés Rs[t] vektoriu sistemos
ranga, pasinaudoje tik jo apibrézimu:

1) 2,2+t 3+ 2t +t%

) 1+t +12, 1 +82+43, 1+t +12 — 2t3;
3) 1+t 2+t —t2, 342t — 13,1 —t3;
D1+t +t3,1+82 -3, 24+t +12, 1+ 83

ATSAKYMAI

1.1. 1) Taip; 2) taip; 3) taip; 4) taip; 5) ne; 6) taip;
7) taip; 8) taip; 9) taip, jei tiesés yra koordinaciu asys; ne — kitais atvejais.

1.2. 1) Taip; 2) taip; 3) taip; 4) ne; 5) taip; 6) taip; 7) ne.
1.4. Taip.
15. 1) a=(13,24,-7,1);  2) a=(21,8,—17,9);
) a=(-27,12,5,3); 4) «a=(-3,-5,8,-2).
1.6. 1) Taip; 2) ne; 3) taip; 4) ne.
1.7. 1) r=3; 2) r=2; 3) r=2; 4) r=1.
18 1) r=3 2) r=2 3) r=3 4) r=3



