
9. Vektoriu
‘
skaliarinė sandauga

9.1. Apibrėžimas. Vektoriu
‘

α ir β skaliarine sandauga vadiname skaičiu
‘
, žymima

‘

α · β, lygu
‘

tu
‘

vektoriu
‘

ilgiu
‘

bei kampo tarp ju
‘

kosinuso sandaugai –

α · β = ||α|| · ||β|| · cos ϕ.

Kadangi ||α|| cos ϕ = projβ(α), o ||β|| cos ϕ = projα(β), tai skaliarine
‘

sandauga
‘

galima
apibrėžti ir taip:

α · β = ||α||projα(β) = ||β||projβ(α).

9.2. Nenuliniu
‘

vektoriu
‘

statmenumo kriterijus. Du nenuliniai vektoriai yra
statmeni tada ir tik tada, kai ju

‘
skaliarinė sandauga lygi nuliui.

I
‘
rodymas. Būtinumas. Tarkime, du nenuliniai vektoriai α ir β yra statmeni. Tuomet

kampo tarp ju
‘
kosinusas lygus nuliui:cos ϕ = 0. Vadinasi,

α · β = ||α|| · ||β|| · cos ϕ = ||α|| · ||β|| · 0 = 0 4

Pakankamumas. Tarkime, α · β = 0. Vadinasi,

||α|| · ||β|| · cos ϕ = 0.

Kadangi vektoriai α ir β nenuliniai, ǐs čia ǐsplaukia lygybė

cos ϕ = 0.

Vadinasi, vektoriai α ir β yra statmeni. 4

9.3. Skaliarinės sandaugos savybės.

1) Skaliarinė sandauga – komutatyvi:

α · β = β · α.

2) Vektoriu
‘

suma ir skaliarinė sandauga – distributyvi:

(α + β) · γ = α · γ + β · γ.

3) Daugyba vektoriaus ǐs skaičiaus ir skaliarinė sandauga – asociatyvi:

(a · α) · β = a · (α · β).

I
‘
rodymas. 1) I

‘
rodymas ǐsplaukia ǐs skaičiu

‘
daugybos komutatyvumo:

α · β = ||α|| · ||β|| · cos ϕ = ||β|| · ||α|| · cos α = β · α. 4
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2) I
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs skaliarinės sandaugos apibrėžimo per projekcijas ir projekciju

‘

savybiu
‘
:

(α + β) · γ = ||γ|| · projγ(α + β) = ||γ||
(
projγ(α) + projγ(β)

)
=

||γ||projγ(α) + ||γ||projγ(β) = γ · α + γ · β. 4

3) I
‘
rodymui taip pat taikome projekciju

‘
savybes:

(aα) · β = ||β|| · projβ(aα) = ||β|| · a · projβ(α) = a(α · β). 4

9.4 teiginys. Skaliarinės sandaugos vektorinė ǐsraǐska. Dvieju
‘

vektoriu
‘

skalia-
rinė sandauga yra lygi tu

‘
vektoriu

‘
atitinkamu

‘
koordinačiu

‘
sandaugu

‘
sumai.

I
‘
rodymas. Tarkime, α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3). Skaičiuojame šiu

‘
vektoriu

‘

skaliarine
‘
sandauga

‘
, taikydami ju

‘
savybes:

α · β =(a1
~i + a2

~j + a3
~k) · (b1

~i + b2
~j + b3

~k) =

=a1b1
~i ·~i + a1b2

~i ·~j + a1b3
~i · ~k + a2b1

~j ·~i + a2b2
~j ·~j+

+a2b3
~j · ~k + a3b1

~k ·~i + a3b2
~k ·~j + a3b3

~k · ~k = a1a2 + b1b2 + c1c2. 4

9.5. Teiginys. Vektoriaus ilgio koordinatinė ǐsraǐska. Vektoriaus ilgis yra lygus
koordinatinei šakniai ǐs jo koordinačiu

‘
kvadratu

‘
sumos.

I
‘
rodymas. Tarkime, α = (a1, a2, a3). Tuomet

α · α = ||α|| · ||α|| · cos 0 = ||α||2.

Iš čia
||α|| =

√
α · α,

arba koordinatinėje ǐsraǐskoje:

||α|| =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3 4

9.6. Teiginys. Kampo tarp vektoriu
‘
kosinuso koordinatinė ǐsraǐska. Kampo

tarp vektoriu
‘

kosinusas yra lygus tu
‘

vektoriu
‘

skaliarinei sandaugai, padalintai ǐs ju
‘

ilgiu
‘

sandaugos.
I
‘
rodymas. Iš skaliarinės sandaugos apibrėžimo turime lygybe

‘

cos ϕ =
α · β

||α|| · ||β||
.

Pritaike
‘
skaliarinei sandaugai bei ilgiams koordinatines ǐsraǐskas, gauname lygybe

‘

cos ϕ
a1a2 + b1b2 + c1c2√

a2
1 + a2

2 + a2
3 ·

√
b2
1 + b2

2 + b2
3

. 4
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9.7. Pavyzdžiai.

1. Trys vektoriai α, β, γ tenkina sa
‘
lyga

‘
α + β + γ = O, be to, ||α|| = 3, ||β|| = 1,

||γ|| = 4. Paskaičiuoti α · β + β · γ + γ · α.
Sprendimas. Parašome tapatybe

‘
:

0 =O ·O = (α + β + γ) · (α + β + γ) = ||α||2 + ||β||2 + ||γ||2+

+2(α · β + α · γ + γ · α).

Vadinasi,

α · β + α · γ + γ · α = −1
2
(
||α||2 + ||β||2 + ||γ||2

)
= −1

2
(32 + 12 + 42) = −13. 4

2. Duoti vektoriu
‘
α ir β ilgiai – ||α|| = 3, ||β|| = 5. Su kuria x reikšme vektoriai α + xβ ir

α− xβ yra statmeni?
Sprendimas. Vektoriai statmeni, kai ju

‘
skaliarinė sandauga lygi nuliui. Vadinasi,

0 = (α + xβ) · (α− xβ) = ||α||2 − x2 · ||β||2.

Gauname lygti
‘

9− 25x2 = 0.

Taigi,

x = ±3
5
. 4

3. Rasti vektoriu
‘
β, kolinearu

‘
vektoriui α = (2, 1,−1) ir tenkinanti

‘
sa

‘
lyga

‘
β · α = 3.

Sprendimas. Tarkime, β = (x, y, z). Iš kolinearumo sa
‘
lygos gauname lygtis

x

2
=

y

1
=

z

−1
.

Be to, ǐs antrosios sa
‘
lygos –

2x + y − z = 3.

Sprendžiame lygčiu
‘
sistema

‘ 
x
2 = y

1 ,
x
2 = z

−1 ,
2x + y − z = 3.

Turime
y =

x

2
, z = −x

2
.

Vadinasi,
2x +

x

2
+

x

2
= 3.

Taigi, x = 1, y = 1
2 , z = − 1

2 . 4
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4. Duoti du taškai A(−5, 7,−6) ir B(7,−9, 9). Paskaičiuoti vektoriaus α = (1,−3, 1)
projekcija

‘
ašyje −−→AB.

Sprendimas. Pritaike
‘
viena

‘
ǐs skaliarinės sandaugos apibrėžimu

‘
, turime lygybe

‘

||−−→AB||proj−−→
AB

(α) = α · −−→AB.

Paskaičiuojame −−→AB koordinates bei −−→AB ilgi
‘
:

−−→
AB =

(
7− (−5),−9− 7, 9− (−6)

)
= (12,−16, 15),

||−−→AB|| =
√

122 + (−16)2 + 152 = 25.

Vadinasi,

proj−−→
AB

(α) =
1
25

(1 · 12 + 3 · 16 + 1 · 15) = 3. 4
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