6. Vektoriai

Siame ir kituose paragrafuose misu supratimui apie vektorius bus labiausiai priimti-
nas geometrinis vektoriaus atitikmuo — atkarpa, turinti krypti. Geometriskai vektoriu
iSreiSkiame jo pradzios ir galo taskais, atkarpa, jungiancia tuos taskus, ir atkarpos gale
krypties zenklu, rodanc¢iu vektoriaus krypti:
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Si vektoriu zymeésime AB , arba dazniausiai vektorius zymeésime graikiskomis raidémis,
o isskirtinais atvejais ir lotyniskomis (bet tokiu atveju su rodykle virs raidés). Vektoriaus
« ilgi zymime |a.

6.1. Apibrézimai.

1. Vektoriai vadinami vienakrypciais, kai jie yra lygiagreciose tiesése arba vienoje
tieséje, ir yra vienodu krypciu.

2. Vektoriai vadinami priesingos krypties, kai jie yra lygiagreciose tiesése arba vienoje
tieséje, ir yra prieSingu krypciu.

3. Vektoriai vadinami lygiais, kai jie yra vienodo ilgio ir yra vienakrypciai.

4. Vektorius vadinamas nuliniu ir zymimas O, kai jo pradzios ir galo taskai sutampa,
o kryptis — neapibreézta.

Pirmiausia apibrésime vektoriu sudéti.

6.2. Apibrézimas. Vektoriy oy ir as suma vadinamas vektorius, Zymimas oy + o,

Jungiantis pirmojo vektoriaus pradziq su antrojo galu:

s>
i DCDL

4

P.S. Kai vektoriai a1 ir ap néra kolinearus, sudédami juos, galime naudoti vadinamaja

<y

,,lygiagretainio taisykle “:
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— vektoriu «q ir as suma yra tu vektoriu sudaryto lygiagretainio istrizainé.

6.3. Vektoriu sudéties savybés. Vektoriai sudéties atzvilgiu sudaro adicine grupe.
Irodymas.

i) Sudétis — komutatyvi:

a1 +ag = ag + aj.

Irodyma pailiustruoja brézinys:

ii) Sudétis — asociatyvi.

Irodyma pailiustruosime bréziniu:

(a1 + a3) + a3 = (OC + OA) + OD = OB + OD = OF.
a1 + (a2 + a3) = OC = (OA + OD) = OC + OE = OF.

iii) Nulinis elementas — tai nulinis vektorius O:
a+0 = a.

Irodymas isplaukia i§ vektoriu sudéties apibréezimo.
iv) Vektoriui a0 priesingas vektorius —a.

Irodymas vélgi iSplaukia i§ sudéties apibrézimo:

ISR
o =

N

a=04, —a=240: a+(—a)=04A+A0=0. A
6.4. Apibrézimas. Vektoriaus daugyba iS skaiciaus. Skaic¢iaus a ir vektoriaus

a sandauga vadiname vektoriu, zymima aca, kurio:
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1) ilgis ||a|| lygus skai¢iaus a modulio ir vektoriaus « ilgio sandaugai |al - ||«|[;

2) kryptis sutampa su vektoriaus « kryptimi, kai a > 0; prieSinga vektoriaus «
krypciai, kai a < o ir neapibreézta, kai a = 0.

6.5. Vektoriaus daugybos is skaiciaus savybés.

1) daugyba i3 skai¢iaus — asociatyvi:
(a-b)-a=a(ba).
Irodymas. Pirmiausia isitikiname, kad abieju vektoriu ilgiai sutampa:
[I(ab)ar]| = labl||al| = lal[b]||a]| = |al|[bal] = [la(ba)]]

Krypéiu lygybei irodyti tarkime, a > 0 ir b > 0. Kiti atvejai nagrinéjami analogiskai.

Kadangi ab > 0, vektoriaus (ab)a kryptis sutampa su vektoriaus « kryptimi.

Be to, vektoriu ba ir a(ba) kryptys taip pat sutampa su vektoriaus a kryptimi, todél
vektoriu (ab)a ir a(ba) kryptys sutampa. A

2) Skaiciu sudétis ir skaiciaus daugyba i§ vektoriaus — distributyvi:
(a +b)a = aa + ba.
Irodymas. Tarkime, bent vienas i skaiciu a, b lygus nuliui, pavyzdziui, a. Tuomet
(a+b)a=(0+ba=boa=0+ba=0-a+ba = ax-+ ba.

Toliau laikysime, kad né vienas i§ skaic¢iu a ir b nelygus nuliui. Tarkime, a > 0 ir

b > 0. Atidékime vektoriu ba i§ vektoriaus aa galo:

Tuomet

(@ +b)al| =la + bll|a]| = (a + b)l|a]| = allal] + bl|al] =
=l||laa|| + ||ba]| = OA+ AB = OB = ||aa + bal|.

Vektoriaus (a + b)a kryptis sutampa su vektoriaus « kryptimi. Vektoriu aa ir b
kryptys taip pat sutampa su a kryptimi, vadinasi, ir ju sumos aa + ba kryptis sutampa
su « kryptimi, o tuo paciu ir su (a + b)a kryptimi.

Atvejis, kai a ir b yra neigiami skai¢iai, nagrinéjamas analogiskai.

Nagrinékime atveji, kaia > 0, b < 0ir a+b > 0.
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Velgi vektoriu ba atidedame i§ vektoriaus aa galo:

Irodysime, kad vektoriu (a + b)a ir ac + b ilgiai sutampa:

(@ + b)al| =la + bll[al] = (a + b)[|el| = alla| + blla]| = |al[lal] = [bl]laf] =
= |laa| — ||ba]| = OA — AB = OB = ||aa + ba|.

Vektoriaus (a + b)a kryptis sutampa su vektoriaus aa kryptimi, o vektoriu sumos
aa + ba kryptis taip pat sutampa su « kryptimi, nes a + b > 0. Vadinasi nagrinéjamu

vektoriu kryptys sutampa ir jie yra lygus:
(a+b)a = ax + ba.

Atvejis, a > 0, b < 0 ir a + b < 0 nagriné¢jamas analogiskai. A
3) Vektoriu sudétis ir daugyba skaiciaus i§ vektoriaus yra distributyvi:

ala+ ) = aa + af.

Tarkime, a > 0. Irodyma iliustruoja brézinys

6.6. Teorema. Vektoriu kolinearumo kriterijus. Du nenuliniai vektoriai o ir 3
yra kolinearus tada ir tik tada, kai vieng ju galima tiesiskai isreiksti kitu: o = af.
Irodymas. Butinumas. Tarkime, vektoriai « ir §# yra kolineartis. Pazymeékime ju ilgiu

santyki raide a: a7 = @
Irodyme skirsime du atvejus: 1) « ir § yra vienodu krypciu; 2) « ir 8 — priesingu

krypéiu.
1) Trodysime, kad a = a3. Siu vektoriu ilgiai yra lygis. Is tikruju,

|laB]| = lall|BI] = allBI] = [l

(is skaiciaus a parinkimo).
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Kadangi a > 0, vektoriai « ir af yra vienodu krypéiu. a
2) Trodysime, kad o« = —ap.
Isitikiname Siu vektoriy ilgiu lygybe:

| = afll = | = alllB]| = al|B] = [|al].

Kadangi —a < 0, vektoriai « ir a3 yra vienodu krypc¢iu. A

Pakankamumas. Teiginys iSplaukia is skaiciaus daugybos i§ vektoriaus apibrézimo. A

6.7. Pavyzdziai.

1. Vektoriu « ir 3 sudarytas kampas lygus 60°, be to, ||a|| = 5, ||3|| = 8. Paskaiciuo-
kite [la+ 8] ir |la - Bl

Sprendimas. Turime lygybe

o+ B|1> =(a+ B) - (a+ B) = ||a||* + 228 + ||8]]* =
=524+2.5.8-cos60° + 82 = 129.

Vadinasi, ||a + 8|| = v129.

Analogiskai skai¢iuojame ||a — f|:

o= Bl =(a = B) - (@ = B) = [|a]|* = 228 +|8]|* =

YaN
=52 _-2.5-8-cos60" + 8 = 49.

Taigi, [|a — 6] = 7.
2. Kokiai salygai esant vektorius a + 3 dalina pusiau kampa tarp vektoriu « ir 57
Sprendimas. Kadangi vektoriu « ir # sudaryto lygiagretainio istrizainé pagal salyga

turi buti pusiaukampine, lygiagretainis yra rombas. Vadinasi, ||| = ||8]]. A
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