4. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS

Nagrinésime tiesiniu lygciu sistema
a11T1+ a12X2+ ...+ a1pnxT, = bl,
a21T1+ a22x2+ ...+ anT, = bo,

A1 L1+ 0maTot ... +C@mnTn = by

Cia 1,22, ..., ¥, — kintamieji, a;; (i = T,m;j = 1, n) — koeficientai, b; (i = T, m) - laisvieji
nariai.
4.1. Apibrézimai.
1. Skaiciy rinkinys (c1,ca, , ..., Cn), kuri jrasius vietoj nezinomujy x1, xa, ..., Ty i siste-
mos lygtis, gaunamos teisingos lygybés, vadinamas tos lygciy sistemos sprendiniu.
2. Dwi tiesiniy lygciy sistemos su tais paciais kintamaisiais, turincios vienodas spren-
diniy aibes, vadinamos ekvivalenciomis sistemomis.
3. Tiesiniy lygciy sistemos elementariaisiais pertvarkiais vadiname:
1) bet kurios sistemos lygties abiejy pusiy daugybq i§ nelygaus nuliui skaiciaus;
2) wvienos sistemos lygties keitima jos ir kitos lygties, padaugintos is bet kokio skaiciaus,
SUMa.
4.2. Teiginys. Is tiesiniy lygciy sistemos elementariuoju pertvarkiu gaunama jai
ekvivalenti lygciu sistema.
Irodymas.
1) Padauginkime, pavyzdziui, pirmosios sistemos lygties abi puses i$ nenulinio skai-
¢iaus c¢. Gausime sistema
ca11x1+cai2r2+ . .. +carnx, = cby,
211+ a92To+ ...+ aonT, = ba,
A1 T1+ QmoTo+ ...+ CmnTn = by,

Tarkime, (cy, o, ..., ¢,,) yra pradinés sistemos sprendinys:

aijici+ aieca+ ...+ aincy, = by,

a21¢1+ aooCo+ ...+ asncp = bo,

caiici+caiaco+ ... +carnc, = by,

a21(31+ a2202—|—. ot aonCpn = bz,

Am1C1+ GmaCat ...+ AmnCn = bm.
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Vadinasi, rinkinys (c1, ¢, ..., ¢,) yra ir pertvarkytos sistemos sprendinys.
Dabar tarkime, (c1, co, ..., ¢,) yra pertvarkytos sistemos sprendinys:
cajici+caioco+ ... +cay,cn, = cby,
asic1+ agecat ...+ aspc, = bo,
Am1C1+ AmaCat . ..+ A Cp = by
Padaline abi pirmosios tapatybés puses i$ ¢, isitikiname, kad rinkinys (¢1, ¢a, ..., ¢,,) yra ir
pradinés sistemos sprendinys. A
2) Pakeiskime, pavyzdziui, pirmaja lygti tos lygties ir antrosios lygties, padaugintos
i§ skaic¢iaus suma:
(a11 + cazr)z1+(a12 + caa)xo+ ... +(a1, + casy)x, =by + cba,
a2171+ a22T2+ ...+ A2n Ty = ba,
A1 L1+ Amolo+ ...+ AmnTn = bin.-
Tarkime, rinkinys (¢, ¢a, ..., ¢, ) yra pradinés sistemos sprendinys:
aji1c1+ ajaCa+ ...+ aincn, = by,
a21C1+ a22Ca+ ...+ agncyp = bo,
Am1C1+aAmaCat ... +AmnCn = b
Padauginkime antrosios tapatybés abi puses i§ skaiciaus c ir sudékime su pirmosios tapa-
tybeés atitinkamomis pusémis:
(a11 + cagy)er+(are + cage)co+ . .. + (a1, + cagy)c, =by + cbe,
as1c1+ aseCo+ ...+ AonCp = ba,
Am1C1+ AmaCot ...+ AnCn = b

Matome, kad skai¢iu rinkinys (cq, ¢a, ..., ¢, ) yra ir pertvarkytos sistemos sprendinys.

Tarkime priesingai, skai¢iu rinkinys (ci, co, ..., ¢;,) yra pertvarkytos sistemos sprendi-
nys:
(a11 + cazr)cr+(aiz + cazz)ca+ . .. +(a1, + cagy)cn =by + cby,
as1C1+ ago2C2+ ...+ aonCp = bQ,
am1C1+ AmaCot ...+ Ay Cn = b

Padaugine abi antrosios tapatybés puses iS —c ir sudéje su pirmosios tapatybés atitinka-
momis pusémis, gausime tapatybiu sistema

ajici+ ajaCa+...+ a1pC, = by,
b27

a91C1+ agsecCa+ ...+ asgnCp

Am1C1+tamaca+t ... +amnCn = bm.

32



Vadinasi, skai¢iu rinkinys (¢, ¢, ..., ¢, ) yra ir pradinés sistemos sprendinys. A

4.3. Apibrézimas. Tiesiniy lygciy sistema

(b1121+b1220+ e b1z, = cC1,
boo o+ o tbop Ty, = cC2,
brrxy + ...+ brny = Cr,
0 =Cr41,
\ 0= cm,
kurioje biy - bas « ... - by #£ 0, kai v > 1, vadinama trapecine.

Nesunku matyti, kad trapecinio pavidalo lygc¢iu sistema yra pakankamai lengva is-
spresti — i§ esmés galima rasyti sprendiniu iSraiSkas. Ar kiekviena tiesiniu lygciu sistema
galima elementariaisiais pertvarkiais suvesti i trapecine? I §i klausima pilnai atsako

4.4. Teorema (Gauso metodas). Kickviena tiesiniy lygciy sistema yra ekvivalenti
tam tikrai trapeciner sistemas.

Irodymas. Taikysime matematinés indukcijos metoda lygciu skaiciaus m atzvilgiu.

1. Kaim > 1, teiginys yra teisingas — sistema, sudaryta is vienos lygties, yra trapecine.

2. Tarkime, bet kuria m — 1 tiesiniu lygciu sistema elementariaisiais pertvarkiais

galima pakeisti trapecine. Irodysime teigini m lygc¢iu sistemai

a11r1+ a12x2+ ...+ a1,y = by,
211+ aoaxo+ ...+ aonx, = ba,
A1 X1+ AmaTo+ ... FUmnTn = by
Jei visi koeficientai a;; = 0, sistema butu trapeciné. Tarkime, bent vienas ju, sakykime
a;1 # 0. Keiciame i-taja lygti (i = 2,m) tos lygties ir pirmosios lygties, padaugintos i3
—a;1 -al_ll, suma:
a1171+ a12T2+ ... + a1 Ty = by,
booxo+ ...+ bopz, = cCo

bmaxa+ ... +bpnTn = Cm.-

b — ai101; S a;1by . . . 5
ij = Qij — » G =0p — v
a1l an

Tiesiniu lygciu sistema

baoo+ bazxa+ ...+ bapxy = c2,

b321’2+ b33£l?3+ oot bgn.fI?n = (3,

bm2$2+bm3I3+ N —|—bmnxn = Cp.
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sudaro m—1 lygciu, taigi jai galime taikyti indukcine prielaida. Ji yra ekvivalenti trapecinei

tiesiniu lygciu sistemai

(CooXo+Co3T3+ e FConxy, = do,
C33T3+ ... C3n Ty, = ds,

. CrrTr + ...+ CrnTn dy,
O :d7~_|_1,

\ 0= dp,
Cia cog - ¢33+ ... ¢ # 0. Tada pradiné sistema yra ekvivalenti trapecinei sistemai pavidalo:
(a11T1+a1222+ .o a1y, = b1,

CooXo+ et ConTy = dg,

CrrZy + ..+ CrnTn = dy,

0= dr—l—la

. 0=dm. A

Gauso, arba nezinomuju eliminavimo buidas yra universalus biidas spresti tiesines
lygéiu sistemas. Atskirais sistemu atvejais naudotini ir kiti sprendimo budai. Pana-
grinésime viena ju.

4.5. Teorema. Nagrinékime tiesiniu lygciy sistema, kurios neZinomujy skaicius su-

tampa su lygciy skaiciumsi:

ap1ri+aeTet ... Faipnx, = b,

|
o>
o

a21T1+a2rot ... +a2pTy =

An1T1+an2Za+ ... +annTn = bn.

Be to, tarkime, kad determinantas, sudarytas 1§ koeficienty prie neZinomujuy, nelygus

nuliut —
a1 ai2 e A1n
a1 ao9 e as
D= nl £ 0.
an1 an2 e Ann

Tada sistema turi vienq vienintely sprending, randama 1§ Kramerio formuliy

D, Do Dy
Tl = ——, T2 = ——,...,Lp = —.
YYD D D

Cia D; (i = 1,n) — determinantas, gautas i§ determinanto D, pakeitus jame i-tqji stulpeli

laisvyju nariy stulpeliu.
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Irodymas. Padauginame i-osios (i = 1,n) lygties abi puses i§ elemento a;; (j = 1,n)
algebrinio papildinio A4;; ir sudedame visu lygé¢iu atitinkamas puses:
( a11r1+ajexa+ ... —|—CL1j£L’j+ oot ainTy :bl, | Alj

211+ a22T2+ ... +a2;x;+ ... +a2,Ty =bs, | A2j

| @n1Z1+an2Zot ..+ T+ .. FAnp Ty = by, | Anj

(a11A1j +ag A + ... Faindi +.. + amAnj)IH—

+ (a1241) + ano Ao + ...+ aipAij + ...+ anoAnj) T2+ .+

+ (a1jA1j + agjAsj + ...+ aijAij + ...+ anjAnj)zj + ..+

+ (alnAlj + aopAg; + ...+ ai i + .+ annAnj)a:n =

= b1 Ay +baAoj+ ..+ biA 4.+ by A,
Pritaike Sios lygties koeficientams Laplaso teoremos iSvadas, gauname lygti
Dzj=D; (j=Tn).

Cia D; — determinantas, gautas iS determinanto D, pakeitus jame j-taji stulpeli laisvuju

nariu stulpeliu:

a1 a2 ... Qailj—1 bl 141 --- Qin
_ | a21 Q22 ... a2j—1 bz 2541  --. Q2n

D; =
Gn1 Ap2 ... QA4pj—1 bn Qnj+1 -+ Qnn

I8 ¢ia iSplaukia sprendinio formulés:

D, Ds D,
1= —,T3= —,... .
1 D s L2 D 9 D
Paskai¢iuosime neissigimusiai matricai A atvirkstine A=! kitu biidu. Sprendziame matri-
cine lygti
AX =F.

Paprastumo délei laikykime, kad A yra trecios eilés kvadratiné matrica



Pazymékime X — nezinomuju matrica:

1 Y1
X=|22 y2 2
r3 Ys =3

Parasome matricine lygti iSskleistu pavidalu:

a1 aiz2 a3 r1 Y1 A 1 00
az1 Q22 Q23 r2 Y2 2 | =10 1 0
az; asz ass r3 Y3 23 0 0 1

Sudaugine matricas ir sulygine atitinkamus narius, gauname tris lygc¢iu sistemas su trimis
nezinomaisiais:

(a1171+a1272+a1373 =1,

a2171+a22x2+az3w3 =0,

\a3171+a3222+a33r3 =0;

a11y1taizy2taizys =0,

az1y1+az2y2+tazsys =1,

\a31y1+a32y2+assys =0;

(a1121tai1222+a13z3 =0,

a2121+a2222+az3z3 =0,

\ a3121+a3220+asz3z3 =1.

Sias sistemas sprendziame Gauso biidu. Kadangi koeficientai prie nezinomuju kiekvienoje

i§ sistemu yra vienodi, simboliskai Sias sistemas galim uzraSyti tokiu pavidalu:

|10 0
a21 Q22 a23 ‘0 1 0.
a3y asz Aass ‘O 0 1

Cia desinéje vertikalaus briksnio puséje surasyti atitinkamu sistemu laisvieji nariai.
Elementariaisiais pertvarkiais kairiaja puse pertvarkome taip, kad jos pagrindinéje
istrizainéje butu vienetai, o visur kitur — nuliai. Sakykime, po tokiu pertvarkiu gavome
iSraiska
1 0 0 ‘511 biz bis
0 1 0 ‘521 bao b3
0 0 1 |by baz bs

Tuomet nesunku matyti, kad atvirkstiné matrica A~! turés pavidala —

bii bia b3
A= boy bay oz |. A
b1 b3a b33
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4.6. Pavyzdziai.

1. Gauso budu iSspresime lygéciu sistema

r1—2T2+x3— T4+ 5 =0,
201+ xo—x3+2x4—32x5 =0,
3x1—2x9—x3+ x4—225 =0,
2x1—5r9+x3—214+215 =0.

UzrasSe Sia sistema matriciniu pavidalu, ekvivalenciaisiais pertvarkiais suvedame ja i tra-

pecini pavidala:

1 -2 1 —1 1 | 0\,=2-3-2
9 1 -1 2 -3 oll
3 -2 -1 1 -2 1|0 =
29 -5 1 -2 2|0
1 =2 1 -1 1] 0
0 5 -3 4 -5 |0
“lo 4 -4 4 -5 | ollu=®
0 -1 -1 0 010
1 =2 1 -1 1] 0
0 1 1 0 0 OFH
“lo 4 -4 4 -5 |0 At
0 -1 =1 0 010
1 -2 1 -1 1] 0
o 1 1 0 010
“lo o0 -8 4 -5 | 0
o 0 0 0 010
=4

r1—2x0+ 13— T4+ x5 =0,
& To+ I3 =0,

—8z3+434—bxs = 0.

Pasirenkame laisvai x5 = c5 € R, x4 = ¢4 € R. Tada

1
T3 = §(4C4 — 505),
1
To = g(—404+505),
1
T = g(—404+765). A

2. Siame paragrafe isnagrinétu biidu paskai¢iuosime matricos A atvirkstine matrica:

A=

w o W
N W DN
W O =~
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Matricos A determinantas |A| = 3 # 0, todél atvirkstiné matrica egzistuoja.
sistema
3 2 4 1 0 0
6 3 9 0 1 0
3 2 3 0 0 1
Siai sistemai spresti taikome Gauso buda:
32411100 l_z -1
6 3 9 0 1 0 l &
3 2 3 0 0 1
3 2 4 1 0 0
<0 -1 1 -2 1 0 T2 RN
0 0 —1 -1 0 1
3 0 6 -3 0
10 -1 1 -2 1 0 T &
0 0 -1 | -1 0 1)l
3 0 0 -9 2 6\:3
<0 -1 0 -3 1 1)) &
0 0 -1 -1 0 1/:(-1)
1 00| -3 2 2
<10 1 0 3 —1 -1
0 0 1 1 0 -1
Vadinasi,
-3 2 2
A= 3 -1 -1 A
1 0 -1

3. Isspresime lygéiu sistema, taikydami Kramerio formules:
r1+2x9+3x3—224 = 6,
201 — x9—2x3—3x4 = 8,
3r1+2x9— x3+2x4 = 4,
2x1—3r2+2x3+ T4 = — 8.

Pirmiausia paskai¢iuojame sistemos determinanta:

1 2 3 —2|,-2-3-2 1 2 3 -2
D_2_1_2_3l 10 -5 -8 1|
32 -1 2 10 -4 —10 8|
2 -3 2 1 0 -7 -4 5
-5 -8 1|%5 |-5 -8 1
=1-(-D'*' -4 —10 8 l =136 54 0=
-7 —4 5 18 36 0
36 54 2 3
—1.(_1\1+3 _ 12 _
=1-(-1) s 36’ 18] 7 2‘ 324 # 0.
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Vadinasi, sistema turi vieninteli sprendini, kuri galime paskai¢iuoti, taikydami Kramerio
formules:

LD D DD
1 D, D73 D74 D

To =

Paskaic¢iuojame determinantus Dy, Do, D3, Dy:

6 2 3 -2 ~10 -4 -7 0
po_| 8 -1 -2 -3 _|-16 10 4 o]
714 2 -1 2 T 120 8 —5 0]
-8 -3 2 1ll-2l3l2 -8 =3 21
-10 -4 -7 -5 —4 _7T
=1-(-D*™*|-16 —-10 4|=4-|-4 -5 2|1 =
20 8 -5 10 8 -5
-1 1 Sl_410 -1 1 5)
10 8 -5 0 18 45
-9 —18 1 2
— 4. (=1). (=111 —4.9.9— _
=4-(=1)-(-1) e 45‘ 4-9-9 '2 5‘ 324.
1 6 3 =2 4 —-10 7 0
p,_|2 8 -2 -3 | 8 —-16 4 0
2713 4_12T__1 20 —5 0]
2 -8 2 1ll-2lsl2 2 -8 21
4 —10 7 0 70 —13
=1-(-D*] 8 —16 4 =| 0 144 -36|=
-1 20 —5|'sl4 -1 20 -5
70 —13
- _ _1)3+1 _
= —1-(-1) ” _36‘_648.
1 2 6 =2 5 —4 —10 0
D 2 -1 8 -3 | 8 —10 —-16 0|
713 2 40 2 T —1 8 20 0|
2 -3 -8 11l—213l2 2 -3 -8 1
5 —4 -10 0 36 90
=1-(-D**] 8 —10 —16 T =| 0 54 144|=
~1 8 20sls |-1 8 20
36 90
— _1)\3+1 _
= -1 (=) ) 144‘_ 324.




1 2 3 6[-=2-3-2 1 2 3
D_2—1—28l |0 -5 -8
1713 2 -1 4 10 -4 -10

2 -3 2 -8 0 —7 —4
-5 -8 _4T —1 2
=1-(-)"* -4 —10 —14|"-1 =|—-4 -10
-7 -4 =20 G —]
—1 2 10
=| 0 —18 —54|=—1-(—1)'! jg :gé
0 —18 —90

Uzrasome sistemos sprendini:

x1=1,$2=2,$3=—1,$4=—2.

40

A

6
—4
—14
—20

10
—14
—20

flf?

o



