1. Kompleksiniai skaiciai

1.1. Apibrézimas. Kompleksiniu skaiciumi vadiname skaic¢iy pavidalo z = a + bi,
¢ia a 1r b — realieji skaiciai, o i — simbolis, vadinamas menamuoju vienetu, tenkinantis
lygybe % = —1.

Skaic¢iu a vadiname skaiciaus z realigja dalimi, o b — menamaja dalimi. Kiekviena
realuji skaiciu a galima sutapatinti su kompleksiniu skai¢iumi pavidalo a4+ 0-i. Ta prasme
realiuju skaic¢iu aibe R laikome kompleksiniu skaic¢iu aibés C' poaibiu.

1.2. Apibrézimas. Du kompleksiniar skaiciai z = a + bi ir w = ¢ + di vadinami
lygiais, kat ju realiosios ir menamosios dalys sutampa: a = c ir b= d.

1.3. Apibrézimas. Skaiciy aibé A yra vadinama adicine grupe, kai joje yra apibrézta
algebriné operacija — sudétis, tenkinanti savybes:

1) sudétis asociatyvi:
(a+b)+c=a+(b+c) Va,b,ce A;
2) aibei A priklauso nulis:
0O+a=a Vaé€eA;
3) suVa € A aibei A priklauso priesingas skaicius —a:

a+ (—a)=0.

1.4. Apibrézimas. Skaiciy aibé G vadinama multiplikacine grupe, kai joje yra
apibrézta algebriné operacija — daugyba, tenkinanti savybes:

1) daugyba asociatyvi:
(a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € G
2) aibei G priklauso vienetas:
l-a=a VaceG;
3) suVa € G aibei G priklauso atvirkstinis skaicius a=1:
a-a"l=1.
Apibréziame kompleksiniu skaiciu aibéje sudéti ir daugyba taisyklémis:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
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1.5. Teiginukas. Kompleksiniy skaiciy aibée C sudéties atZvilgiu sudaro adicine

grupe, o nenuliniy kompleksiniy skaiciy atbé C* sandaugos atzvilgiu — multiplikacine grupe.

pe-.

Irodymas.

1) tikriname sudéties asociatyvuma:

((a+bi)+ (c+di)) + (e+if) = (a+c+ (b+d)i) +e+if =
—at+ct+e+(b+d+ fli=a+bi+ (ct+e+ (d+ f)i) =
= (a+ bi) + ((c+ di) + (e + fi))

(irodymui taikome realiuju skaic¢iu sudeéties asociatyvuma).

2) egzistuoja nulinis skaicius: 0 + 0i. I8 tikruju,
a+bi+0+0-i+a+0+(b+0)i=a-+bi
3) skai¢iui a + bi priesingas skaicius —(a + bi) lygus —a + (—b)i. I8 tikruju,
a+bi+ (—a)+ (=bi=(a—a)+(b-0)i=0+0-i=0.

Vadinasi, sudéties atzvilgiu kompleksiniu skaic¢iu aibé C' sudaro adicine grupe.

1) Tikriname sandaugos asociatyvuma:

((a+bi)(c+di))(e+if) = (ac — bd +i(ad + bc)) (e + if) =
= eac — bde — adf — bef + i(acf — bdf + ade + bce).

(a+bi)((c+di)(e+if)) = (a+bi)(ce —df + (cf + de)i) =
= ace — adf — bcf — bde + i(acf + ade + dce — bdf).

Is siu lygybiu isplaukia sandaugos asociatyvumas.

2) egzistuoja vienetinis skai¢ius: 1 + 0i. IS tikruju,
(@+bi)(14+0-9)=a-1—b-0+(a-0+b-1)i = a+ bi.

3) isitikiname, kad skaiiui a + bi # 0 atvirkstiniu yra skaitius 7% — ﬁz’:

, a b .
(a—i_bl)'(cﬂ—l—b2 _a2+b21> B

B a® b2 ( ab ab

_a2+w_%ﬁ+b2+ a2+ b2 a2 + b2

y=1+01=1

Taigi nenuliniai kompleksiniai skaic¢iai sandaugos atzvilgiu sudaro multiplikacine gru-

A
1.6. Apibrézimas. Skaiciui z = a + bi jungtiniu skaiciumi vadiname skaiciy z =

a — bi, o skaiciaus z moduliv — skaiciy |z| = Va? + b>.
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1.7. Modulio savybés:

1) [z1 - 22| = |21 - |22].

2) |21 4 22| < 21| + | 22|

Irodymas. 1) Tarkime, 21 = a + bi, 2o = ¢ + di. Tuomet

|21 zz|2_‘a+bz (c+dz| ‘ac—bd+z(ad—|—bc)| —
= (ac — bd)? + (ad + bc)? = a*c? + b*d* + a*d?® + b* 2.

Be to,
|21% - |22]? = |a + bi?|c + di|* = (a® + %) (c* + d°) = a®c? + b?d?® + a*d? + b2c2.

I cia isplaukia 1)-osios savybeés irodymas.

2) Kai bent vienas i§ skai¢iu lygus 0, tarkime, z1, gausime lygybe:
|21 + 22| = [0 + 22| = [22] = |0] + |22] = [21 + |22].
Irodysime nelygybe skai¢iams z; # 0 ir zo = 1. Turime

o1+ 1P =la+bi+ 1> =(a+1)?+b*=a®>+2a+1+b°<

2
<a2—|—b2+2\/a2—|—b2—|—1:( a2+b2+1) — (|| +1)%

Vadinasi,
|21 +1] < |z | + 1.
Todél . 2
|z1+zg|—’z2(; 1)’:|z2\‘z +1’ |22|(| |+1)
zZ
=\Z2|-:Z—1:+m|=|z1|+|22|. A
2

Kiekviena kompleksini skaiciu z = a + bi galima pavaizduoti plokStumoje tasku su

koordinatémis (a;b). Tuo paciu turésime kompleksiniu skai¢iu geometrine interpretacija.

Afzb)




Skaic¢iaus z modulis |z| igauna geometrine prasme — tai yra atitinkamo plokstumos
tasko atstumas iki koordinaciu pradzios. Suteikime kompleksiniams skai¢iams trigonomet-
rine interpretacija. Pazymeéje atstuma O A raide r ir kampa tarp abscisiu asies ir krastinés
OA raide ¢, galime uzraSyti lygybes

a .
— =cosp, — =singp.
r r
Tuomet z = a + bi = rcosp + irsiny = r(cosp + isin p).
1.8 Apibrézimas. Skaiciaus z = a + bt trigonometrine israiska vadinamas skaicius
r(cosp +isin ). Skaicius ¢ vadinamas skaiciaus z argumentu ir Zymimas arg z.
1.9. Naudingos savybés.
1) Dvieju kompleksiniy skai¢iuy sandaugos modulis lyqus ty skaiciu moduliy sandaugai,
o sandaugos argumentas — ty skaiciy argumenty sumai.
2) Padalinus viena kompleksini skaiciy i$ kito, dalmens modulis lygus ty skai¢iy mo-
duliy dalmeniui, o dalmens argumentas — ty skaiciy argumenty skirtumaus.

Irodymas. 1) Tarkime, z; = r(cos @1 + isin ) ir 25 = ro(cos pg + isin pg). Tuomet
21 - 29 = 11(cos 1 +isin i) - ra(cos w2 +isingy) =

=717 ( COS (1 * COS o — sin ¢y - sin o + i(cos 1 sin Py + oS P sin gol)) =

= rlrg(cos(gol + p2) +isin(p1 + @2)). A
2) Padalinkime 27 i§ z:

z1 ri(cospy +isingy) rp cospy +ising;  €ospg — sin s

2o ro(cospg +isings)  ry COSpg +isings COS @ — isin pg
! . . . . .
= — ( COS (P71 COS (Y2 + SIN (1 SIN Yo + z(cos (1 81N Yo — COS (P2 SIN gpl)) =
2
! ..
= T—(cos(gpl — @2) +isin(py — ¢2)). A
2
1.10. Isvada (Muavro formulé). Keliant kompleksini skaiciu naturalivoju laipsniu,
tuo latpsniu keltamas jo modulis, o argumentas tuo laipsniu dauginamas.
Irodymas. n — 1-a karta pritaikome daugybos taisykle. A
1.11. Apibrézimas. n-tojo laipsnio Saknimi i§ kompleksinio skaiciaus z, Zymima
2z, vadiname skaiciy w, kurio n-asis laipsnis yra lygus z.
1.12. Teiginys. Naturaliojo laipsnio n saknis i§ trigonometrinés israiskos nenulinio

kompleksinio skaiciaus z = r(cos ¢ + isiny) turi n skirtingy reiksmiy

2rk . . o+ 27k
n—

wy = ?/F(Cos—gp+ + usi
n

Irodymas. Tarkime, w = {/z ir skaic¢iaus w trigonometriné israiska yra w = R(cos ¢ +

) k=0n—1.
n

isint). Is Saknies apibrézimo turime lygti nezinomuju R ir ¢ atzvilgiu:
(R(cos Y +ising))" =r(cosy +isingp).
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Pritaike kairiajai pusei Muavro formule ir sulygine abieju lygties pusiu realiasias ir mena-
masias dalis, gauname lygciu sistema
{ R"™ cosniy = rcos g,
R"sinny = rsin¢.

Pakéle abieju lygciu atitinkamas puses kvadratu ir sudéje, gausime lygti
R ( cos? nap + sin® ny) = 2 ( cos? p + sin? ).
Is cia
R= yr.
Irase Sia R reikSme i pradine lygciu sistema ir abieju lygciu atitinkamas puses padaline is

r, turime
{ cosnY = cos g,

sin n1 = sin .
Pirmosios lygties abi puses padaugine i§ cos ¢, o antrosios — i$ sin ¢, ir sudéje, gauname

lygti
cosn cos  + sinnysinp = 1.

IS cia
cos(ny — ) =1
arba
np —p=2mk, keZ.
Todeél o
w e u’ k E Z‘
n
Pazymeékime
2k 21k
Wy = \"/;<COSSO_{——7T _i_ZSln(p—i_—ﬂ—)'
n n

Isitikinsime, kad egzistuoja lygiai n skirtingu wy reikSmiu.
1. Irodysime, kai k perbéga visus skaic¢ius nuo 0 iki n—1, visos reik§meés wy, yra skirtin-
gos. Tarkime prieSingai, i ir j yra fiksuoti skirtingi skaic¢iai tarp 0 ir n — 1 (apibréztumo

délei galime laikyti, kad i > j), o w; = w;. IS ¢ia

2 2 o o
W(Cos—¢+ ™ 4 isin 2220 7”): {L/7_“<cos¢+ T an m)_
n n n n

Padaline i§ {/r ir sulygine realiasias ir menamasias dalis, gauname

o ot
JPrem P

Y

{co
n n
271 2mq
gip P2 _ g P AT

n n



Padaugine pirmosios tapatybés abi puses is cos %2”, o antrosios — i§ sin %27”, ir sudéje,

gauname
o 9 o 9
Cosu .Cosu_f_sinu Sinw — 1'
n n n n
Is cia o o
Cos<('0+ m_gp+ 7TJ>:1.
n n
Arba or(i_ i
n

Vadinasi,

o (i — i

G=0) _ork kez

n
Padaline abi lygybés puses i§ 2m, turime lygybe

g
n
I8 cia iSplaukia, kad skaicius ¢ — j dalosi i§ n, bet 0 < i —j < n. Vadinasi, gavome prieStara
musu prielaidai, kad w; ir w; yra lygus skaiciai.

2. Parodysime, kad daugiau skirtingu skai¢iu wy néra. Tarkime, m yra bet kuris
sveikasis skaic¢ius. Irodysime, kad skaicius w,, sutampa su vienu is skai¢iu wy, kai k =
0,n — 1. Padaliname m i$ skai¢iaus n su lickana — m = ng+k, 0 < k < n—1. Pertvarkome
skaiciaus w,, iSraiska —

2 2
w, — w<cos¢+—”m +isin%f3+_W>
n

2 2
W(COSSD_F 7T(nq+k)+z’sin(’0+ ﬂ(nq+k))
n n

27k 27k
= W(cos(u +27Tq> + ¢ sin (u —|—27Tq>) =
n n

2k 27k
= W(co.s—gp4—n7T —Fisin—go—F il )Zwk- A

n
Panagrinékime n-tojo laipsnio vienetu Saknu aibe

2k 21k SR
G:{ak:cosl—l—isinl, k:O,n—l}.
n n

1.13. Teiginukas. Galioja tapatybé

oo — Ektl, kaik+1l<n
kosl €kt+l-n, kalk-+1>=n.

Irodymas. Pertvarkome sandauga ¢y, - £;:

2k . . 27k 2wl .. 2wl
ek-el:(cos—+zsm—)<cos——|—zsm—>:

n n n n
2m(k +1 2m(k +1
n n



Kai k+1 < n, paskutinioji iSraiska lygi x4;. Tarkime, k+1 > n. Kadangi 0 < k, [ <n—1,
tai k41 < 2n—2. Vadinasi, 0 < k+1—n <n—1. Is 1.12 Teiginio irodymo iSplaukia, kad
sandauga € - €] = €gqi—n- A-

1.14. Isvada. Vieneto Sakny aibé G sudaro multiplikacine grupe.

Irodymas. Is 1.13 teiginuko iSplaukia, kad Sioje aibéje yra apibrézta daugybos opera-
cija.

1) operacija asociatyvi (nes kompleksiniu skai¢iu daugyba yra asociatyvi);

2) aibei G priklauso vienetas — i$ tikruju, eg = cos0 + ¢sin0 = 1;

3) skaiciui gj atvirkstiniu skai¢iumi yra e, _g:
€k En—k = Ep—n =0 =1 (i8 1.13 teiginuko) A.

1.15. Apibrézimas. Primityviaja n-tojo laipsnio vieneto Saknimi vadinama Saknis

e, kurios visi laipsniai e',e2, ..., ™ i§semia n-tojo laipsnio vienety Sakny aibe.

1.16. Teoremeélé. Su kiekvienu naturaliuoju skaiciumi n egzistuoja to laipsnio prim-
ityviosios vieneto Saknys.

Irodymas. 1S tikruju, irodymas iSplaukia is tapatybes:

2 2w\ k -
slf:<cos—7r+isin—7r) =¢cr, (k=1,n—-1)
n n

iref =¢€9. A

P.S. Grupés, kuriose kurio nors elemento laipsniai iSsemia visa grupe, vadinamos cik-
linémas, o atitinkami elementai — grupés sudaromosiomis.

Duotu atveju elementas € yra grupés sudaromoji (ir ne tik jis — bet kokia Saknis ey,
kai (k,n) = 1, yra taip pat sudaromoji).

1.17. Pavyzdziai.

1. Parasysime kompleksinio skai¢iaus z = 1 — v/3i trigonometrine israiska:
12 + (—V3)2 = 2.

Vadinasi,

. 1 V3. S5t . . 5w
Z—l—\/§2—2<§—7Z>—2<COS?+ZSH1§>. A

2. Pakelsime kompleksini skai¢iu z = 1 + v/3i 200-uoju laipsniu.

Pirmiausia uzrasome skaic¢iaus z trigonometrine israiska:

) 1 V3. T .. T
z—1+\/§z—2(§+72) —2<COS§—|—’LSIH§).
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Keldami laipsniu, taikome Muavro formule:

200 200 2 2
200 _ 2200((:05 T 4 isin 7T> _ 2200<<C08667T + ?ﬂ) + 7 sin (667T + %)) =
2 2 1 3
= 2200((:05 —;T + isin %) = 2200( ~3 —H\/?_) =21%(~1 +Z\/§) L

3. Istrauksime i$ skaic¢iaus z = 1 + ¢ kubine Sakni. Skaic¢iaus z trigonometriné israiska

yra:

z=1+i—\/_<£—|—z£> :\/§<cos%+isin£>.

/ T+ 2mk T +2mk
%Zsﬁ(cosﬁ%+isinﬁ%), k=0,1,2.

1) Tarkime, k = 0. Tuomet

Vadinasi,

V2= f(cos——l—zsm—)

12
Kadangi
m (7r 77) 7 7r+,_7r_7r \/§+\/6
— = —— =)= = - in—sin— = — 4+ —
cos 75 =cos {7 = cos 7 €08 - +4sin = sin - 1 1
ir
. T ) <7r 7r) . 7 . T V6 V2
sin— =sin{— — —) =sin—cos— —sin—cos — = — — —
12 3 4 3 4 4 3 4 4’
tal

vio f(f [+(§-§)) L3(Va 4 VB4 (VB - VD).

2) Tarkime, k = 1. Tuomet
6 T 27 .. (T 2w
Yz="2 cos( +—>+zsm<ﬁ+—> =

123
_\/_(cos——l—zsin?%):% g+i72):%\6/§<—\/§+i\/§>.

N
|

3) Tarkime, k = 2. Tuomet

%/E:{)‘/E(cos(ﬂ +4—>+isin<12+4—7r>) =

12 3 3
_ 62( Vi V2 (§+§)) ~ Loa(va-VB-i(ve+va). &
4. Istrauksime 8-ojo laipsnio vieneto Sakni:
V1 = ¥cos0+isin0 = ey, :cos?—kisin%, kE=0,7.
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Paskaiciuosime visas 8-0jo laipsnio vieneto Saknu reikSmes:

1) ep=cos0+sin0=1;

2) slzcos%%—isin%:@%—i%i;

3) €2 =cosg +ising =i

4) 53:cos%+isin%:—§+i\/7§;
5) &4 =cosT+isinT = —1;

6) e5=cos2E +isin 3T = —¥2 V2
7) 56:cos3§+isin3§:—i;

8) er=cosF +isinTf =¥2 %2 4
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