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1 IVADAS

1 TVADAS.
SISTEMOS, MODELTAT, MODELIAVIMAS
IR MONTE-KARLO METODAS

Pirmiausia aptarsime savokas: sistema, modelis, modeliavimas ir Monte-
Karlo metodas. Mes nepateiksime griezty apibrézimy, bet paaiskinti Sias
savokas dar reikia ir dél to, kad literaturoje jos naudojamos nevisada ta
pacia prasme.

1.1 Sistemos

Sistermna suprantama kaip aibé susijusiy objekty, vadinamy tos aibés elemen-
tais.

Pavyzdziui ligoniné gali buti nagrinéjama kaip sistema. Sios sistemos ele-
mentai — gydytojai, seselés ir pacientai. Elementai (ar pati sistema) turi tam
tikrus atributus, kurie jgyja logines ir skaitines reikSmes. Musy pavyzdyje tai
galéty buti lovy skaicius, Rentgeno spinduliy aparaty skaicius, sugebéjimai,
kokybeé ir pan. Tarp elementy egzistuoja daug rysiy, ir, zinoma, elementai
saveikauja. Sie rysiai salygoja pasikeitimus sistemoje. Pavyzdziui. Ligoniné
turi Rentgeno aparatus ir operatoriy Siems aparatams. Jei ligoninéje opera-
toriaus neéra, tai gydytojai negali naudoti Rentgeno aparaty savo pacientams
gydyti. Kitokios, abstrakcios, sistemos pavyzdziu galéty buti tiesiné erdve su
apibréztomis sudéties ir daugybos i§ skaliaro operacijomis (vektoriné erdveé).

Rysiai gali buti vidiniai ir iSoriniai. Vidiniai rySiai yra ry$iai tarp elementy
sistemos viduje. ISoriniai ry8iai jungia elementus su aplinka (sistemos iSoréje).
Musy pavyzdyje vidiniai sistemos rySiai yra rySiai tarp gydytojy ir seseliy
arba tarp seseliy ir pacienty. ISorinis rySys, pavyzdziui, yra kelias, kaip
pacientas patenka j ligonine. Sistema galime pavaizduoti diagrama (zr. 1
pav.). Sistema yra jtakojama aplinkos per jéjima (input). Kai sistema sug-
eba reaguoti j savo busenos pasikeitimus, ji vadinama sistema su griZtamuoju
rysiu (feedback). Jei nesugeba, tai be griztamojo rysio. Griztamasis rysys
musy pavyzdyje galéty buti toks: kai ligoninéje pacienty skaicius virSija tam
tikra skaiciy, ligoniné gali padidinti etaty skaiciy.

1 pav. Sistemos grafinis vaizdas
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Sistemos elementy atributai apibrézia jos buseng (state). Musy pavyzdyje
pacienty skaicius ligonin¢je apibudina jos busena. Kai iSvyksta pacientas
arba atvyksta naujas, sistema jgyja nauja buseng. Jei elementy elgesys ne-
gali buti tiksliai numatytas, tai tada reikéty daryti atsitiktinius stebéjimus
ir paimti dydziy tikimybinius vidurkius. Sakoma, sistemos busena yra pusi-
ausvyroje (equilibrium) arba pastovi (steady), jei tikimybeé buti tam tikroje
busenoje nesikeicia laikui bégant. Tai reiskia, kad yra sistemoje rySiai, sis-
temos busenos gali keistis, bet peréjimo iS vienos busenos j kitg tikimybeés
nekinta, yra fiksuotos. Sios fiksuotos tikimybés yra ribinés tikimybeés, kurios
nusistovi (stabilizuojasi) po ilgo laiko tarpo ir jos nepriklauso nuo pradinés
sistemos busenos. Sistema vadinama stabilia, jei ji grizta i pusiausvyros
busena, kai patiria iSorinj Soka.

Sistemos gali buti klasifikuojamos jvairiai. Yra naturalios ir dirbtinés sis-
temos, yra adaptyviosios (prisitaikan¢ios) ir neadaptyviosios (neprisitaikan¢ios)
sistemos. Adaptyviosios sistemos reaguoja j iSorinius pasikeitimus, o neadap-
tyviosios nereaguoja. Tarkime, per tam tikra laika padidéjo pacienty skaicius.
Jei ligoniné padidina etaty skai¢iy, tai ligoniné yra adaptyvioji sistema.

1.2 Modeliai

Pirmas etapas tyrinéjant sistema yra modelio kurimas. Rozenblatas (A.Ro-
senbluth) ir Vineris (N.Wiener) ragé:

Jokia svarbi pasaulio sritis, dalis ar dalelé néra tokia paprasta, kad galéty buti
suprasta ir kontroliuojama be abstrakcijos. Abstrakcija pakeicia ja panaSios
bet paprastesnés strukturos modeliu, kurj galima tyrinéti. Taigi modeliai yra
moksliniy procedury butinybé.

Mokslinis modelis gali buti apibréztas kaip kazkokios realios sistemos ab-
strakcija, kuri gali buti panaudota sistemos prognozei ir kontrolei. Mokslinio
modelio tikslas yra tyréjo galéjimas atsakyti j klausima, kaip modeliuojamos
sistemos elementy ar atributy poky¢iai jvairiais aspektais jtakoja kitus siste-
mos aspektus ar visa sistema.

Esminis zingsnis, kontroliuojant modelj, yra tikslo funkcijos sudarymas.
Tikslo funkcija tai matematiné funkcija, kurios kintamieji yra sprendimai,
kurie gali buti priimti sistemoje.

Yra daug modeliy tipy. Keleta isskirkime.

e Portretiniai modeliai. Tokie, kurie vaizdziai apraso tam tikrus sistemos
aspektus.

e Zodiniai modeliai.

o Fiziniai (materialus) modeliai.



1.2  Modeliai 1 JVADAS

e Analoginiai modeliai. Tokie, kurie, remdamiesi vienomis sistemos savybémis,
paaiskina (iSveda) kitas savybes, kuriomis pasiZzymi sistema.

e Simboliniai (abstraktus, matematiniai) modeliai. Tokie, kuriems reikalin-
gos matematinés ar loginés operacijos ir jos gali buti panaudojamos formu-
luojant problemos sprendinj.

Mes nagrinésime tik simbolinius (abstrak¢iuosius siauraja prasme, matem-
atinius) modelius. Tokie modeliai, lyginant juos su kitais modeliais, turi daug
pranasumy.

Pirma, leidzia tyrinétojui atlikti empirinius sistemos tyrinéjimus, patikrinti
teorinius jsitikinimus, daryti tyrinéjimy logines iSvadas.

Antra, leidzia geriau suprasti visa sistema, detaliau jsivaizduoti sistemos
perspektyva ir atnaujinimo reikalinguma, testuoti pageidaujamas sistemos
modifikacijas.

Trecia, leidzia lengviau manipuliuoti, palyginus su pacia sistema. Galima
kontroliuoti daug daugiau tai ka keic¢iame, palyginus kai betarpiskai kei¢iama
pati sistema.

Ketvirta, matematiniai modeliai sistemg apraso glausciau, palyginus, pavyzdziui,
su zodiniais modeliais.

Penkta, bendrai paémus, maziau kainuoja negu pati sitema (sistemos
fizinis modelis).

Yra ir keletas islygy, kurias turime turéti galvoje kurdami modelj.

Pirma, néra jokiy garantijy, kad laikas ir pastangos, skirti modelio kurimui,
duos naudingg rezultata. Kartais pritruksta pastangy, juodo darbo, kartais
—idéjy.

Antra, tyréjas supranta problemg tendencingai, individualiai. Daznai
reikia daug pastangy ir praeina daug laiko, kol tyréjas gali tikétis gero rezul-
tato.

Tre¢ia, modelio naudingumas (prognoziskumas, pritaikomumas ir pan.)
priklauso nuo tyréjo kvalifikacijos.

Matematiniai modeliai gali buti jvairiai klasifikuojami. Vieni modeliai
yra statiniai, kiti dinaminiai. Statiniai modeliai tiesiogiai nepriklauso nuo
laiko, tuo tarpu kai dinaminiai tiesiogiai priklauso nuo laiko. Pavyzdziui,
Omo désnis yra statinio modelio pavyzdys, o Niutono judéjimo désnis yra
dinaminis désnis.

Kita modeliy klasifikacija buty: deterministiniai ir stochastiniai modeliai.
Deterministiniame modelyje matematiniai ir loginiai elementy rysiai nekinta,
yra fiksuoti. IS Siy rySiy kaip isvada iSplaukia sprendiniai. Stochastiniame
modelyje bent vienas kintamasis yra atsitiktinis.

Kad modelis buty naudingas, jame reikia suderinti du svarbius bet vienas
kitam priestaraujancius dalykus: realumgq ir paprastumg. 1S vienos puseés
modelis turi atstovauti realia sistema, atspindéti svarbiausius jos aspektus.
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I§ kitos pusés modelis neturi buti tiek sudétingas, kad negalétume jo suprasti
ir juo manipuliuoti. Taigi modelis butinai yra abstrakcija. Kartais galvo-
jame, kad kuo detalesnis modelis, tuo realiau ir tiksliau jis atspindi tikrove.
Bet detalumas padaro patj problemos sprendima sudétingu. Daznai analizinj
sprendima reikia keisti skaitiniu. Naudojami apytikslio skai¢iavimo meto-
dai, prarandamas tikslumas, prarandama informacija. Galy gale pasidaro
neaisku, ar detalumas davé naudos ar zalos.

Modelyje labai svarbu, kad buty didelé koreliacija (rySys) tarp prog-
nozés ir to kas realiai atsitikty su sistema. Norint jsitikinti ar Sis reikalav-
imas yra iSpildytas, svarbu modelj testuoti. Testavimas pradedamas pa-
sitikrinant problemos formulavima ir atskleidziant su tuo susijusius galimus
trukumus. Kitas tikrinimo kriterijus: ar matematinés iSraiSkos yra dimen-
siskai tvarkingos. Trecias testas: kei¢iami jéjimo parametrai ir tikrinama ar
iSéjimo parametrai keiciasi leidziamose ribose. Ketvirtas retrospektyvos tes-
tas: naudojant istorinius duomenis rekonstruojama praeitis ir tikrinama kaip
gautas sprendimas atitinka tikrove.

Kai modelis jau yra sukurtas ir testuotas, gaunamas modelio sprendinys
ar sprendiniai. Yra analiziniai ir skaitiniai sprendiniai. Analiziniai spren-
diniai paprastai pateikiami formule. Skaitinis sprendinys yra apskritai apytik-
slis ir gaunamas j modelio kintamyjy ir parametry reikSmes jstacius skaitines
reikSmes. Dauguma skaitiniy metody yra iteraciniai, t.y. kiekvienas paskes-
nis zingsnis sprendinyje naudoja ankstesnio zingsnio rezultatus. Specialus
skaitiniy metody tipai yra modeliavimas (simulation) ir Monte-Karlo meto-
dai.

1.3 Modeliavimas ir Monte-Karlo metodas

Angly kalboje yra du skirtingi zZodziai: modeling ir simulation. Pirmasis
reiskia tai apie kg jau kalbéjome — tai modelio kurimas. Simulation reigkia
sukurto modelio bandymus, eksperimentus, sistemos imitacija. Siame skyre-
lyje kalbésime apie modeliavima (simulation) — sukurto modelio bandyma,
sistemos imitacija, naudojant sukurtg modelj.

Modeliavimas (simulation) tai skai¢iavimai (bandymai, eksperimentai),
dazniausiai naudojant kompiuterines priemones, kurie naudoja matematinius
ir loginius modelius, aprasancius verslo, ekonominés ar kitokios sistemos
elgesj, ir tie skai¢iavimai atliekami realiame laiko tarpe. Apie modeliavima
Neiloras ir kt.! ragé (cituojame angligkai):

IT.J.Naylor, J.L.Balintfy, D.S.Burdick, K.Chu, Computer Simulation Techniques, Wi-
ley, New York, 1966.
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The fundamental rationale for using simulation is man’s unceasing quest
for knowledge about the future. This search for knowledge and the desire
to predict the future are as old as the history of mankind. But prior to
the seventeenth century the pursuit of predictive power was limited almost
entirely to the deductive methods of such philosophers as Plato, Aristotle,
Euclid and others.

Modeliavimas naudojamas bandant ir abstrakciuvosius ir fizinius modelius.
I modeliavimo procesa kaip realus proceso dalyviai gali buti jtraukti Zmones.
Du tokio modeliavimo tipus verta paminéti. Tai veiksmo Zaidimai (opera-
tional gaming) ir Zmogus-masina (man-machine).

Veiksmo zaidimy tipo modeliavimas charakterizuojamas taip. Modeli-
uojama tam tikra aplinka. Sudaromos konfliktinés situacijos tarp zaideéjy,
priimanciy galimus pasirenkamus sprendimus. Eksperimentatorius, bandy-
damas zaidéjus, gali ivertinti, prognozuoti jy elgesi arba net visos sistemos
elgesj. Tokie veiksmo Zaidimai placiai naudojami treniruojant kariskius, ver-
slo vadybos specialistus ir pan.

Zmogaus—maéinos tipo modeliavime néra jokiy zaidimy. Zmogus, ben-
draudamas su kompiuteriu, sutvarko gautus duomenis ir atlieka jy analize.

Dabar paminésime kelety situacijy, kuriose modeliavimas gali buti sekmingai
panaudojamas.

Pirma, kai nejmanoma arba labai brangu gauti duomenis i§ tam tikro
realaus proceso. Tai gali buti kokia nors ekonominé sistema ar raketa kosmose
ir pan. Tokiais atvejais modeliavimo duomenys yra butini prognoziy apie
sistema formulavimui.

Antra, tiriama sistema gali buti tokia sudétinga, kad apraSyti matem-
atinémis lygtimis, kurios turi analizinius sprendinius, nejmanoma. Dauguma
ekonominiy sistemy kaip tik tokios ir yra.

Trecia, kai sistema aprasyta matematiniu modeliu, bet, naudojant anal-
izine technika, nejmanoma gauti sprendinio.

Ketvirta, kai nejmanoma arba labai brangu atlikti matematinio sistemos
modelio eksperimentus. Tokiais atvejais modeliavimo duomenys gali buti
panaudojami testuojant alternatyvias hipotezes.

Visuose minétuose atvejuose modeliavimas yra vienintelis praktiskas jrankis
tinkamiems atsakymams (problemos sprendimams) gauti.

Paminékime keleta priezasciy, deél kuriy turety buti atliekama modeliav-
imo analizeé.

Pirma, galima tyrinéti sistema ar jos posistem] tik su tam tikry vidiniy
ry$iy rinkiniu, pasirinktu priklausomai nuo kylamy klausimy ar problemy.

Antra, galima tyrinéti vidiniy ir iSoriniy pasikeitimy jtaka sistemos elge-
siui.
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Trecia, detalus sistemos modeliavimo nagrinéjimas leidzia geriau suprasti
pacia sistema ir pasiulyti pagerinti ja kai kuriais aspektais.

Ketvirta, modeliavimas gali buti naudojamas pedagoginiais tikslais, ir
teoriniy dalyky ziniy gilinimui ir praktiniy discipliny mokymui. Ypac taikoma
verslo administravime, ekonomikoje, medicinoje, teiséje, karyboje.

Penkta, galima nustatyti kurie sistemos kintamieji yra svarbesni uz kitus
ir kaip Sie kintamieji saveikauja.

éeéta, kartais galima sudétinga sistema suskaidyti j dalis ir modeliuoti tas
dalis atskirai, padedant specialistams i$ ty sriciy, kurioms tos sistemos dalys
priklauso.

Septinta, dinamines sistemas galima tyrinéti realiame laike, sutrumpin-
tame (suspaustame) laike, prailgintame (iSpléstame) laike.

Kompiuterinis modeliavimas leidzia kopijuoti eksperimenta. Kopijavimas
reiskia eksperimento pakartojima, padarius sistemos parametry ar salygy
pakeitimus. Kompiuterinis modeliavimas daznai leidzia nustatyti koreliacijg
tarp atsitiktiniy skaiciy seky ir dél to pagerinti modeliavimo iSéjimo duomeny
statistine analize. Pavyzdziui, neigiama koreliacija yra gerai, kai dviejy
kopijy rezultatai sudedami, o teigiama yra geriau, kai rezultatai yra atimami
ar lyginami.

Daug programavimo kalby yra naudojama modeliavime. Yra sukurtos ir
specialios kalbos modeliavimo tikslams: GPSS, SIMSCRIPT, SIMULA.

Problemose, kuriose analiziné technika yra netinkama, modeliavimas yra
nejkainojamas, niekuo nepakei¢iamas. Modeliavimas yra netiksli technika
(priemoné). Jis pateikia ne tikslius rezultatus bet tik statistinius jvercius; jis
daznai tik palygina rezultatus, kai parametrai yra skirtingi, bet nesuranda op-
timalaus. Modeliavimas taip pat yra létas ir brangus problemos nagrinéjimo
budas. Modeliavimas pateikia tik skaitinius duomenis apie sistema, o detali
duomeny analizé yra gana brangi.

Mes modeliavima (simulation) apibrézéme kaip sistemos modelio pavyzdZiy
émimg (sampling experiments). Sis gana bendras apibréZzimas daznai nau-
dojamas modeliavimui placigja prasme. Modeliavimas siaurgja prasme arba
stochastinis modeliavimas apibréziamas kaip eksperimentavimas su modeliu
laike; jis naudojasi stochastiniy atsitiktiniy dydziy parinkimu.

Stochastinis modeliavimas dar vadinamas ir Monte-Karlo modeliavimu
arba modeliavimu Monte-Karlo metodu. Bet Monte-Karlo modeliavimas ir
stochastinis modeliavimas suprantami Siek tiek skirtingai. Stochastinis mod-
eliavimas yra bendresné savoka. Taigi Monte-Karlo metodas tai priemoneés,
kai naudojami atsitiktiniai ar pseudoatsitiktiniai skaiciai. Jie gali buti naudo-
jami modeliuojant sistema ar ieSkant sistemos modelio sprendinio, ar dar kaip
nors kitaip. Visas procesas susideda i$ trijy daliy: pirma, atsitiktinio dydzio
su duotu skirstiniu modeliavimas; antra, realios sistemos tikimybinio mod-
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elio sudarymas; trecia, statistinés jvertinimo teorijos uzdaviniai, leidziantys
ivertinti sudaryta uzdavinj jvairiais aspektais, atlikti modelio statistine anal-
ize.

Atsitiktiniy procesy modeliavimo idéja labai sena ir, kai kuriy autoriy
(pavyzdziui Haltono?) nuomone, siekia net Senovés Babilono ir Senojo Tes-
tamento laikus.

Vienas i$ seniausiy uzdaviniy, susijusiy su Monte-Karlo metodu, yra
jzymusis Biufono (G.L.L.Buffon) uzdavinys. [ ilgio adata yra atsitiktinai
metama ant popieriaus lapo, padalinto lygiagrec¢iomis tiesémis j d plocio ju-
ostas. Tikimybé, kad adata kirs ar lies tiese, yra lygi 2I/md. Si tikimybe
gali buti panaudota apytiksliam skai¢iaus 7 radimui. éi uzdavinj jau 1873
m. aprasé Holas®.

Praeito Simtmecio pradzioje Monte-Karlo metodas buvo naudojamas Bol-
cmano (L.Bolzmann) lygéiai tyrinéti. 1908 m. jzymus statistikas Stjudentas
(Student — W.S.Gosset) naudojo Monte-Karlo metoda savo t-skirstinio kore-
liacijos koeficientui jvertinti.

Pats Monte-Karlo pavadinimas jvestas Noimano (J.von Neumann) ir Ulamo
(S.Ulam) Antrojo pasaulinio karo metu. Buvo kuriama atominé bomba.
Sprendziami atomineés fizikos uzdaviniai. Juose buvo naudojamas stochasti-
nis modeliavimas. UZslaptinti darbai buvo pavadinti Monte-Karlo (Monako
miestas, garsus savo lo§imo namais) vardu, ir tas vardas prigijo.

Monte-Karlo metodas gali buti naudojamas ne tik stochastiniams bet ir
deterministiniams uzdaviniams spresti. Deterministinis uzdavinys gali buti
sprendziamas Monte-Karlo metodu, jei jo formali iSraiska yra tokia pati
kaip kokio nors stochastinio proceso. Naudojant Monte-Karlo metoda skaici-
uojami daugialypiai integralai, masinio aptarnavimo uzdaviniy parametrai,
sprendziamos integralinés ir diferencialinés lygtys.

Monte-Karlo metodas yra nepakeiciamas, kai reikia spresti sudétingus uz-
davinius. O Siandien realybé tokia, kad uzdaviniai yra labai sudétingi, prik-
lausantys nuo gausybeés parametry. Monte-Karlo metodo pritaikymuy sritis
vis pleciasi.

2J.H.Halton, A retrospective and prospective survey of the Monte-Carlo method, SIAM
Rev.(1970) 12, No 1, 1-63.
3A.Hall, On an experiment determination of 7w, Messeng.Math.(1873) 2, 113-114.
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2 ATSITIKTINIAI SKAICIAI

2  ATSITIKTINIAI SKAICIAI

Monte-Karlo metodas naudoja atsitiktinius skai¢ius (toliau naudosime trumpinj
a.s.), tiksliau atsitiktinius dydzius, kurie pasiskirste pagal reikiama pasiskirstymo
désnj. Kadangi i§ nepriklausomy, tolygiai pasiskirs¢iusiy intervale [0, 1] a.s.
galima sukonstruoti kitokius a.s., tai kalbésime apie a.s. i§ intervalo [0, 1].

Panagrinékime trijy tipy a.s.: tikruosius atsitiktinius skaicius, pseudoat-
sitiktinius skaicius ir kvaziatsitiktinius skaicius.

2.1 Tikrieji atsitiktiniai skaiciai

Tikrieji a.s. yra atsitiktiniai statistine prasme. Jokia a.s. serija nepriklauso
nuo anksciau gauty a.s. Tikryjy a.s. serijos nepasikartoja antra karta. Jie
negali buti atspejami.

Tikrieji a.s. gali buti generuoti atsitiktinio fizinio proceso metu. Pavyzdziui,
su ruletés pagalba (Zr. 2 pav.). Tarkime, ruletés rodyklé gali parodyti skait-
menis 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9 su vienodomis tikimybémis, lygiomis 1/10. No-
rimo tikslumo a.s. i§ intervalo [0, 1] gausime taip: pirma vieta po kablelio —
pirmas ruletés nurodytas skaicius, antra vieta — skaicius po antro ruletés pa-
sukimo ir t.t. Galima generuoti tikruosius a.s. métant moneta. Siuo atveju
buty patogu naudoti skaiciaus dvejetainj uzrasa. Generuoti a.s. galima
panaudoti ir radioaktyviyjy medziagy skilimo procesa, skai¢iuojant skilimuy
skaiciy per laiko vieneta.

2 pav. Atsitiktiniy skaiciy generavimas su ruletés pagalba

Anks¢iau mokslininkai, kuriems reikéjo a.s., konstruodavo juos maiSy-
dami kortas, mesdami loSimo kauliuka arba traukdami is deézés rutulius,
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2.2 Pseudoatsitiktiniai skaiciai 2 ATSITIKTINIAI SKAICIAI

pries tai juos gerai sumaiSe. Veliau buvo sukonstruotos specialios masi-
nos, su kuriy pagalba buvo gaunami a.s. Pirma tokia maSing 1939 m.
panaudojo Kendalas (M.G.Kendall) ir Babingtonas-Smitas (B.Babington-
Smith). Jie sudaré 100000 a.s. Dar véliau buvo sugalvota jvairiy a.s. gav-
imo mechanizmy, ir gana greity. Sukurti elektroniniai a.s. generatoriai
(pavyzdziui, ERNIE) buvo net tiesiogiai prijungiami prie kompiuterio.

Tikryjy a.s. trukumai:

e Jy generavimas reikalauja specialiy priemoniy.

e Juos generuoti reikia daug laiko.

e Jy negalima pakartoti. O modeliavime kartais prireikia pakartoti eksper-
imenta su ta pacia a.s. seka.

e Generatoriai gali turéti sisteminiy (konstravimo ir pan.) klaidy. Gali
pasirodyti, kad generuoti skaic¢iai jau ne visai atsitiktiniai, t.y. néra tikrieji
a.s.

2.2 Pseudoatsitiktiniai skaiciai

Pseudoatsitiktiniai skai¢iai (naudosime trumpinj p.a.s.) yra generuoti su
kokio nors algoritmo pagalba. Taigi kiekvienas paskesnis skaic¢ius priklauso
nuo ankstesniy skaiciy. Bet 8i priklausomybeé tokia, kad p.a.s. turi tas pacias
svarbias statistines savybes kaip ir tikrieji a.s.

Aigku, tos savybés negali buti visiskai tos pacios. Bet bet kurios neilgos
p.a.s. sekos statistinés savybés daugeliu aspekty turi buti labai panasSios j}
tikryjy a.s. savybes. Taikymuose paprastai to ir pakanka, jei prieS einantis
skai¢ius pakankamai sujaukiamas.

Reikalavimai, keliami a.s. generatoriams:

e Generuoti skaiciai turi buti tolygiai pasiskirste intervale [0, 1], nes taip
pasiskirste yra tikrieji a.s. Kitaip pasiskirste a.s. gali buti gauti i§ pastaryjy.

e Generuoti skaiciai turi buti statistiSkai nepriklausomi, kadangi atsi-
tiktinéje sekoje vieno skaic¢iaus reiksmeé neturi turéti jtakos kito skaiciaus
reikSmei.

e Generuojamy skaiciy seka turi buti atstatoma. Tai leidzia kartoti
eksperimentus.

e Bet kokio norimo ilgio seka neturi kartotis. Tai teoriskai nejmanoma,
bet praktinéms reikméms uztenka ilgy besikartojanciy cikly.

e Skaiciy generavimas turi buti greitas. Modeliavimo procese paprastai
rekia daug p.a.s. Jei generatorius létas, tai modeliavimo procesui gali prireikti
labai daug laiko, ir todél pats modeliavimas pasidarys brangus.

e P.a.s. generatoriuje naudojamas metodas turi naudoti kiek galima
maziau atminties. Pats modeliavimas paprastai uzima daug atminties, o
atmintis yra ribota.

12
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Kompiuterio atmintyje laikyti generuota p.a.s. seka néra tikslo. Reikéty
sugaisti daug laiko nuskaitant p.a.s., uzimty daug atminties vietos. Be to,
priklausomai nuo sprendziamy uzdaviniy, reikéty daug p.a.s. pavyzdziy.
Geriausia kompiuteryje turéti programa, kuri, naudodama tam tikrus algo-
ritmus, generuoty p.a.s. tada, kai jy prireikia pa¢iame modeliavimo procese.

Kai naudojami p.a.s., reikia ypac¢ buti jsitikinusiam, kad p.a.s. seka
sprendziamam uzdaviniui yra tikrai tinkama, t.y. pakankamai atsitiktine,
pakankamo ilgio nepasikartojantis ciklas ir kt. P.a.s. yra tokie svarbus mod-
eliavime, kad daug darbo turi buti atlikta testuojant p.a.s. algoritmus. Apie
Siuos dalykus pakalbésime kituose skyreliuose.

2.3 Kvaziatsitiktiniai skaic¢iai

Tai visiskai neatsitiktiniai skaiciai. Ilgos tokiy skaiciy sekos kai kuriems uz-
daviniams spresti yra geriau uz tikruosius a.s.

Yra daug skaic¢iavimy, naudojanciy Monte-Karlo metoda, kuriy rezultatai
indiferentigki gretimy a.s. koreliacijai. Kvaziatsitiktiniai skaiciai svarbus in-
tegruojant Monte-Karlo metodu. Jame naudojant a.s., kurie yra atsitiktiniai
statistine prasme, rezultato klaida yra proporcinga 1/ V/N. Naudojant kvazi-
atsitiktinius skai¢ius, gaunamas rezultatas, kurio klaida proporcinga 1/N.
Cia N — a.s. skaitius.

Yra kvaziatsitiktiniy skaiciy seky, kuriy gretimy skaiciy skirtumai yra pas-
tovus. Be jokios abejonés, koreliacija tarp Siy skai¢iy yra, bet jie pasiskirste
tolygiau uz tikruosius a.s.

2.3.1 Richtmajerio formulée
i-asis a.s. j-ojoje serijoje paskai¢iuojamas pagal formule*:
rij = 1S; mod 1.
Cia S; yra kvadratiné Saknis i$ j-ojo pirminio skaic¢iaus. Taigi skirtumas tarp
dviejy gretimy skai¢iy yra S;. Tai reiskia, kad koreliacija stipri.
2.3.2 Van der Korputo formulée

Siame skyrelyje pateiksime dar vieng kvaziatsitiktiniy skaic¢iy gavimo algo-
ritma®.

Procedura tokia. Imami i§ eilés einantys naturalieji b-tainés skai¢iavimo
sistemos skai¢iai. Pirmasis skai¢ius parenkamas. Po to skaitmeny tvarka

4Si formulé vadinama Richtmajerio (R.D.Richtmyer) formule.
% Algoritmas vadinamas van der Korputo (J.G.van der Corput) vardu.
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skaiCiuose pakei¢iama: skaitmenys suraSomi prieSinga tvarka. Padaromos
trupmenos, pridedant kairéje trupmenos taska. Pagaliau gautos trupmenos
paverciamos deSimtainémis. & pav. pateiktas pavyzdys, kai naudojama dve-
jetainé skaic¢iavimo sistema ir pirmas parinktas skaic¢ius yra lygus 1.

DeSimtainis | Dvejetainis | Dvejetaine | DeSimtainé
skaicius skaicius trupmena | trupmena
1 1 0.1 0.5
2 10 0.01 0.25
3 11 0.11 0.75
4 100 0.001 0.125
5 101 0.101 0.625
6 110 0.011 0.375
7 111 0.111 0.875
8 1000 0.0001 0.0625

3 pav. Van der Korputo formulé
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3 P.A.S. GENERAVIMAS

3 PSEUDOATSITIKTINIU SKAICIU
GENERAVIMAS

P.a.s. gaunami skaitiniy algoritmy pagalba. Bendriausias p.a.s. gavimo
algoritmas turi forma:

T+l = f(l’l,.ﬁﬂg, e ,xn).

Naudojant tokj algoritma, atmintyje reikéty laikyti visus generuotus skaicius,
pradedant pirmuoju. Tokia procedura uzimty per daug kompiuterio at-
minties.

Praktinéms reikméms paprastai uztenka paprastesniy algoritmy. Dau-
guma jy turi tokia forma:

(1) Tpi1 = [(Tn).

Funkcija f turi buti labai atidziai parinkta. Funkcija, pavaizduota 4 pav.,
aiskiai bloga. Taskai, kuriy koordinatés yra gretimi skaiciai

(33'1,.%'2), (.Tg,l’zl), <$5ax6)a R

yra kreives taskai, ir aiSku néra tolygiai pasiskirste vienetiniame kvadrate
{(z,9)|0 < x,y < 1}. (1) funkcijos grafikas turi padengti vienetinj kvadrata
kiek galima tolygiau (zr. 5 pav.). Tegul

(2) y = {gz};
¢ia g yra didelis skaicius, o skai¢iaus z trupmeniné dalis yra zymima {z}.

I$ 5 pav. matyti, kad (2) funkcijos, kai g = 19, grafikas vienetinj kvadrata
padengia tolygiai.
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3.1 Kvadrato vidurio metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

4 pav. Si funkcija vienetinj b pav. Si funkcija vienetinj
kvadrata uzdengia netolygiai kvadrata uzdengia tolygiai

3.1 Kvadrato vidurio metodas

Kvadrato vidurio metodas tai Noimano pasiulytas ir pirmas placiai naudotas
algoritminis metodas p.a.s. generuoti. Metodo idéja tokia. m-asis p.a.s. yra
gaunamas paémus vidurinius (n—1)-ojo p.a.s. kvadrato skaitmenis. Ziurékite
6 pav.

Kvadrato vidurio metodas néra geras. Yra skaiciy, kurie uzsiciklina. For-
saitas (G.E.Forsythe) patikrino 16 keturzenkliy skai¢iy. 12 i8 jy baigeési ciklu
6100, 2100, 4100, 8100, 6100, ... Dvi sekos tapo nulinémis. Ziurékite 7
pav. Metropolis (N.Metropolis), tyrinédamas §j metoda, émé dvejetainius 20
zenkly skaicius. Jis parodé, kad egzistuoja 13 cikly. Didziausio i§ jy perio-
das 142. Tyrinédamas 38 zenkly dvejetainius skai¢ius, surado 750 000 periodo
seka.
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3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

7o =0.1234 A2 = 0.01522756
= 0.5227 A2 = 0.27321529

e = 0.3215 2 = 0.10336225 2413
73 = 0.3362 ~3 = 0.11303044 1681
4 =0.3030 ~F = 0.09180900 4624
75 = 0.1809 2 = 0.03272481 3844
76 = 0.2724 42 = 0.07420176 7056
7 =0.4201 ~2 = 0.17648401 0025
g = 0.6484 2 = 0.42042256 0004
79 = 0.0422 3 = 0.00178084 0000
6 pav. Noimano 7 pav. Bloga kvadrato
kvadrato vidurio metodas vidurio metodu gauta seka

Uzfiksavus tokiy skai¢iy cikly pabaiga, galima procesa pradéti i naujo.
Floidas (R.Floyd) sugalvojo metoda, kaip tai padaryti. Sis metodas reikalauja
nedaug masinos atminties ir triskart daugiau laiko a.s. generuoti.

Taigi Noimano metodas néra geras. Pirma, jis labai nepatogus statistinei
analizei atlikti. Antra, sekos linke uzsiciklinti; seka labai priklauso nuo pir-
mojo skaic¢iaus parinkimo; jei sekoje pasitaiko nuliai, seka baigiasi. Trecia,
skaic¢iai generuojami ne pakankamai greitai.

Atsiradus geresniems generatoriams, o ypac¢ pradéjus naudoti tiesinj kongruentinj
metoda, kvadrato vidurio metodas nebenaudojamas. Jis liko istorijoje kaip
pirmas algoritminis p.a.s. generatorius.

3.2 Tiesinis kongruentinis metodas

Siandien p.a.s. dazniausiai gaunami taikant Lemerio (D.H.Lehmer) 1948 m.
pasiulytos schemos dalinius atvejus. Metodas vadinamas tiesiniu kongruen-
tiniu metodu. Siame skyrelyje ji ir panagrinésime.

P.a.s. seka apibréziama lyginiu:

(3) Xpi1 = (aX, +¢) modm, n>0.

Cia skaiciai:

Xo — pradiné reiksme, Xo >0,
(4) a — daugiklis, a >0,
c — prieauglis, c>0,

m  — modulis, m > Xg, m > a, m > c,
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3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

yra parenkami.
Tarkime, Xg =a =c =7, m = 10. Gausime seka

7,6,9 0, 7,6,9,0,....

Gauta seka néra gera.

Toliau panagrinésime principus, kaip gauti kuo ilgesnio ciklo (“geras”) at-
sitiktines sekas priklausomai nuo pradiniy parametry. Pasikartojanti p.a.s.
sekos dalis vadinama jos periodu. Tislas — gauti kuo ilgesnio periodo sekas.
Kai ¢ = 0, tiesines sekos gavimo metodas vadinamas multiplikatyviuoju. Mul-
tiplikatyviuoju atveju p.a.s. generavimo procesas vyksta grei¢iau. Apriboji-
mas ¢ = 0 sumazina sekos periodo ilgj, bet ir Siuo atveju galima gauti gana
ilgo periodo sekas. Taip pat zymésime b = a — 1 (bus patogiau). Atvejuy, kai
a = 0 ir a = 1, nenagrinésime, nes sekos gaunasi labai skurdzios ir, aisku,
mazai “atsitiktinés”. Taigi turésime galvoje, kad a > 2, b > 1.

I5 (3) lyginio turime, kad

Xpik=aXpip 1 +c=alaXp2+c)+c

=a*Xpyp_2 +cla+1) =a*(aXnyp_3 +c) +cla+1)

=d*Xp 3 +cd®+at+1l)=---=d" X, +cld + a4 1)
k
-1
=ad"'X, + M mod m
a—1
arba i
-1
Xosk = a" X, + c(ab) modm, k>0, n>0.
Paéme n = [k, gausime
k
-1
(5) Xupie = a" X + %5) modm, [>0.
Taigi seka X, Xi, Xo, ... — tai nauja tiesiné kongruentiné seka su daugikliu

a” ir prieaugliu c¢(a® — 1) /b.

3.2.1 Modulio parinkimas

Kadangi periodas negali buti didesnis uz m, tai m reikéty imti gana didelius.
Netgi jei mums reikia atsitiktinés sekos i§ nuliuky ir vienetuky, nereikia imti
m = 2, nes Siuo atveju daugiausiai gausime ... ,0, 1, 0, 1, ... arba blogiau,
tik vienetukus arba tik nuliukus.

Kitas faktorius, nulemiantis m parinkima, tai sekos elementy paskaici-
avimo greitis. Skaic¢iuojant kompiuteriu, patogu imti m, lygu zZodzio il-
giui (vienetu daugiau negu kompiuterio zodyje telpantis didziausias sveikas
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3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

skai¢ius). Tegul w — toks maksimalus sveikas skaitius. Siuo atveju labai
paprasta atlikti operacijas moduliu w, nes rezultatas gaunamas paskutinése
zodzio skiltyse ir kas netelpa tiesiog galima iSstumti kairén.

Bet Sitas metodas galima taikyti ne visuomet. Jis néra labai geras. Ir $tai
kodél. Paskutiniai skaiCiaus X, skaitmenys yra daug maziau “atsitiktiniai”
negu pirmieji. Sakykime,

dw ir Y, =X, modd.
Tada Y, yra paskutinieji skaiciaus X, skaitmenys. Kadangi
Xpi1 = aX,, + c modmgd,

tai
Y1 = X1 =aX, +c=aY, +cmodd.

Vadinasi paskutiniyjy skaitmeny periodas neilgesnis kaip d. Pavyzdziui, jeigu
w = 2!, tai paskutiniojo X,, skaitmens periodas lygus tik 2 (jeigu kodas dve-
jetainis). Taigi periodiskai kei¢iasi 0 su 1, arba tik 0, arba tik 1. Paskutiniyjy
dviejy skaitmeny periodas buty 22 = 4, paskutiniy trijy — 2% = 8 ir t.t.

Situacija visai kita, kai vietoje m pasirenkame didziausig pirminj skaiciy,
mazesnj uz w. Cia problemos iskyla (tiesa, jos nedidelés, nugalimos) su to
pirminio skaic¢iaus suradimu ir su sekos elementy greitu paskaic¢iavimu. Kuo
tas pirminis skaic¢ius artimesnis w, tuo greitesni skai¢iavimai.

Pakanka imti m = w £ 1, ir situacija taip pat Zymiai pageré¢ja. Paprastai
laikoma ¢ = 0. Kaip gaunamas algoritmas? Sakykime, m = w+1. Visuomet
galima uzrasyti:

aX =qw+r, 0<qr<w.

Paprastai dauginant a i§ X, liekana r uzims vieng zodj, o ¢ — kita zodj. Bet
aX =qw+1)+r—gq.

Taigi

% r—gq mod (w+ 1), jeir—gq>0,
aX =
r—q+w+1mod(w+1), jeir—qg<D0.

Uzrasytas proceduras atlikti su kompiuteriu labai paprasta. Kai aX = w,
nesunku numatyti programoje ir iSmesti tokia reikSme. Siuo atveju gauname
perpildyma (skai¢ius w netelpa viename zodyje). Taigi aisku, kaip skai¢iuoti
seka

Xpi1 = aX, mod (w+1).
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3.2.2 Daugiklio parinkimas

Siame skyrelyje parodysime kaip parinkti a, kad gautume maksimalaus peri-
odo p.a.s. Didelis periodas — tai tik vienas i§ butiny atsitiktinumo elementy.
Pavyzdziui, kai a = ¢ = 1, turésime maksimalaus ilgio visiSkai neatsitiktine
seka

Xni1 =X, +1 modm.

Kadangi seka gali jgyti tik m skirtingy reik§miy, tai maksimalaus periodo
ilgis yra, aiSku, nedidesnis kaip m. Kad tokio ilgio gali buti, rodo ka tik
pateiktas pavyzdys.

Pastaba. Kai periodo ilgis maksimalus (= m), kiekvienas skaicius nuo 0
ikt m — 1 periode sutinkamas vieng kartg. Po to periodas pasikartoja. Todél
visiSkat nesvarbu koky Xy bepasirinksime.

Pateiksime reikalingus faktus is skaiciy teorijos.

1lema Tegulp € P, [ € N, p! > 2. Jeigu
r=1modyp', z#1modp ™,

tai
2 =1 modp'™, 2P # 1 modp'™2

Jrodymas. Turime
T :qpl +1, (¢,p)=1.
IS ¢ia
oP = gPpPl + C«;qp—lp(p—l)l TS C’g_lqpl 41,
Niutono binomo koeficientas
pp—1)...(p—k+1)
k!

yra naturalusis skai¢ius. Kadangi k < p, tai po suprastinimo butinai liks pirminis daugiklis
p. Vadinasi p|CJ, ir todél

k
C, =

1 1
2P =1+ gp'tt <1 + , Cr2qp' + , Cr3¢p™ + ...

1 1
Loy L qp—lpoa—l)l)
P P

Reiskinio skliaustuose kiekvienas démuo, iSskyrus pirmajj, yra p kartotinis. Paskutinis
démuo dalijasi i§ p, nes p' > 2 ir todél (p — 1)I > 1. Taigi

P =14+¢p", (¢,p)=1.

Lema jrodyta. |
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2 lema Tegul
m:plf...pf;.

Tiesinés kongruentinés sekos (Xo, a,c, m) periodas A yra lygus seky
(Xo modp?,a modpé?,c modp?,p?), 1<j<t,

periody \; maziausiam bendram kartotiniui.

Irodymas. Pakanka jrodyti lema, kai (r,s) = 1, A — sekos (Xy, a, ¢, rs) pe-
riodas, A1, Ay —seky (Xo mod r,a mod r,cmodr, ), (Xg mods,amod s,cmods, s)
periodai. Pasinaudojus indukcija, i$ to jau iSplaukty lema.

Pazymeékime minéty seky elementus atitinkamai X,,, Y,,, Z,. Kadangi
Yy = X modr, tai

Yi=aYyg+c=aXy+ c= X; modr.

Pasinaudoje indukcija, gautume, kad Y,, = X,, modr. Analogiskas lyginys
teisingas ir sekai Z,,. Taigi

(6) Y, =X, modr, Z,=X, mods, Vn.
Irodysime, kad
(7) X, =X, <<= Y, =Y, ir Z,=2,.

I3 tikryjy, tegul X,, = Xj, tada i§ (6) gausime, kad Y,, = Y} ir Z,, = Z;.
Tegul dabar Y,, =Y} ir Z,, = Z;. 1§ (6) turésime, kad

X, =X +ru= X, + sv, ru=sv,

ir kadangi (r,s) = 1, tai u = suy, o v = rvy. Taigi X,, = X} +rsu;. Kadangi
visuomet imame mod rs, tai i§ ¢ia iSplaukia, kad X, = Xj;. (7) jrodyta.
Tegul N = MBK (A, \y). Kai n pakankamai didelis, n > p, turime
Xn=Xpnir, 088 (7)Y, =Y, ir Z,, = Z,, . Taigi A yra Ay ir Ay kartotinis.
Vadinasi A > X. I§ kitos pusés Y,, = Y, x ir Z,, = Z,, .y visiems pakankamai
dideliems n. I8 (7) iSplaukia, kad X,, = X,,,» visiems pakankamai dideliems
n. Taigi N > A. Gavome, kad A = \. Lema jrodyta. <

3 lema (MaZzoji Ferma teorema, 1640) Tegul p € P. Tuomet

a’ = a mod p.
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Irodymas. Jeigu a = 0 mod p, tai lemos tvirtinimas akivaizdus.

Tegul a # 0 mod p. Tuomet (a,p) =1 ir ax, x =0,1,...,p — 1, perbéga visas likiniy
klases mod p. I8 tikryjy, jei axy ir axo priklauso tai paciai likiniy klasei, tai axy = k1p +
I, avo =kop+1l = a(xy—ax2)=(k1—ka)p = x1—22=kp = 1x1=1o.
Taigi seka

0 modp, a modp, ..., (p—1)a modp

sudaryta i§ skirtingy skai¢iy: 0,1,...,p — 1. Todél
a-2a...(p—la=1-2...(p—1) modp.
Pastaraji lyginj padaugine i§ a, gausime
a”((p — 1Y) = a((p — 1)!) modp,

arba
a? = a mod p.

Lema jrodyta. <

4 lema Tegul p € P. Tuomet

l
a’ = a modp.

Irodymas. 1§ 3 lemos i8plaukia, kad a? = a + pt. Todél
a? = (aP)P = aP + C’;ap_lpt +o C;‘j_la(pt)p_1 + (pt)? = a? = a mod p.
Panaudoje indukcija gausime lemos jrodyma. <

5lema Tegul 1 < a < p!, p € P, 0o A\ — maziausias naturalusis skaicius,

kuriam
a* — 1

a —

= 0 mod p'.

Tuomet

N e a=1modp, kaip> 2,
a=1mod4, kaip=2.

Jrodymas. Butinumas. Tegul A = p'. Jeigu a # 1 mod p, tai

a”—1

a —

=0modp’ <= a"—1=0modp.

Jeigu l
a” =1 modyp,
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IS 4 lemos turésime

a’ =1 mod p.

a” = a mod p.
O i8 paskutiniyjy dviejy lyginiy gausime

a =1 mod p.
Gauta priestara jrodo, kad

a =1 mod p.
Jeigu p = 2 ir a = 3 mod 4, tai

(8)

a—1=2(2n-1).
Be to
a® = (4n +3)* = 16n* + 24n + 9 = 1 mod 8
Kadangi
r=1mod2 = 2%=n2"+1)>=n22% +n2"' +1=1mod2",
tai l
' =1mod16, ¢®=1mod32, ..., a*> =1mod2"";

@ —1=0mod2",
a2l71 o

5 = 0 mod 2.
I3 (8) turime, kad 2|(a — 1) ir 41 (a — 1). Todél

-1
a2

= 0 mod 2".
a—1
Gavome prie§targ \ apibrézimui. Taigi, kai A\ = p', turésime, kad

a=1+qp

p'>2, (¢,p)=1
Pakankamumas. Tegul

(9)

a=1+gq", p' >2.
Is 1 lemos turésime

a? = 1 mod p'*t,
ap

1 modpt*t2,  a”’ # 1 modp't3;
a”” =1 mod p'*ts,

a? # 1 mod p'*?;

a?” # 1 mod pt+stt,
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I$ pastaryjy lyginiy ir (9) gausime

a” —1=0modp™, a—1=0modyp.

Dabar aisku, kad

a” —1 a?” —
= 0 mod p°,

1 s+1
p— 7 # 0 mod p°™".

Vietoje s jstatome [. Tuomet

4

P P
a = 0 mod p', ail £ 0 mod p' .
a_

a —

Imkime tiesine kongruenting seka (0, a, 1, p'). I8 (5) formulés, paéme [ = 0

ir kK = n, gausime, kad
a” —1

X, = 1 mod p'.

Pagal A\ apibrézima, §ios sekos periodo ilgis lygus A, t.y. maziausiam skaiciui,
kuriam
at —1

a —

= 0 mod p',

nes tik §iuo atveju vél pasikartos Xy. Jei A — periodas, tai jis turi dalyti p',
nes ir p' periodas. Taigi \ = p°.
Jeigu s < [, tai

P’ _ 1
¢ = 0 mod p',
a—1
bet o4
aP’ —
# 0 mod p*,
a—1
ol>s+1.Si priestara jrodo, kad
A =pl.
Lema jrodyta. <

1 teorema Tiesinés kongruentinés sekos periodo ilgis lygus m <=
o (¢,m)=1,
e plm = pl(a—1),

e 4m = 4|(a—1).
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Irodymas. 13 2 lemos iSplaukia, kad teoremg pakanka jrodyti, kai m = P
Kai a = 1, teoremos jrodymas akivaizdus. Siuo atveju

X1 = Xo+cmodm, X = Xg+2cmodm, ..., X,, = Xog+mc = Xymodm.

Kadangi (¢, m) = 1, tai sandaugos ct, t =0, ..., m — 1, perbéga visa likiniy
klase mod m. Todél gausime skirtingus mod m skaic¢ius. IS viso jy yra m.

Sakykime, a > 1. Periodo ilgis lygus m < kai kiekvienas skaicius z,
0 <z < m, sutinkamas periodo ilgio sekos dalyje lygiai vieng kartg. Vadinasi
periodas lygus m < kai sekos, su Xy = 0, periodo ilgis lygus m. Paéme [ = 0,
k =n,i8 (5) lyginio turésime

m—1
ana 1cmodm.

Kai (¢, m) # 1 = X,, # 1 (skai¢ius 1 periodo ilgio sekos dalyje nebus sutinka-
mas). Dél to salyga (¢,m) = 1 butina. Periodas lygus m < kai maziausias
teigiamas skaicCius n, kuriam X, = Xy = 0, yra lygus m. Dabar, kadangi
(¢,m) =1, teoremos jrodymas isplaukia i§ 5 lemos. <

1 pavyzdys Pateiksime tiesinés kongruentinés sekos su maksimaliai galimu
periodu, lygiu 48, pavyzdj.

Kadangi m = 48 = 2% . 3, tai i§ 1 teoremos isplaukia, kad a ir ¢ gali buti
parinkti taip: a = 13, ¢ = 23. Tegul Xy = 0. Visa atsitiktiné seka atrodo
taip:

0, 23, 34, 33, 20, 43, 6, 5, 40, 15, 26, 25, 12, 35, 46, 45,
(10) 32,7, 18, 17, 4, 27, 38, 37, 24, 47, 10, 9, 44, 19, 30, 29,
16, 39, 2, 1, 36, 11, 22, 21, 8, 31, 42, 41, 28, 3, 14, 13.

|
Pateiktas pavyzdys néra geras. Mazas atsitiktinumo laipsnis. Kai kurie
sekos désningumai lengvai pastebimi. Autorius meégino parinkti kitokius a ir
¢, bet désningumai vis tiek buvo akivaizdus. Parinkti gera atsitiktine seka
néra paprasta. O ir parinkus reikia naudoti jvairius testus, ir jsitikinti, kad
seka tikrai gera ir tinka modeliavimui.
Is generuotos atsitiktines naturaliyjy skaiciy sekos lengvai galima sudaryti
tolygiai intervale [0, 1] pasiskirs¢iusia pseudoatsitiktine seka. Tai galima
padaryti, pavyzdziui, su formulés

(11) U, = ="

pagalba. Tolygiai pasiskirs¢iusios intervale [0, 1] sekos naudojamos kitaip
pasiskirs¢iusioms sekoms sudaryti. Apie tai kalbésime kituose skyriuose.
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2 pavyzdys I$ naturaliyjy atsitiktiniy skaiciy sekos (10) sukonstruokime
atsitiktiniy skaiciy, tolygiai pasiskirsciusiy intervale |0, 1], seka.

Naudodami (11) formule (10) sekai, gausime tokia tolygiai intervale [0, 1]
pasiskirséiusia seka (apvaliname iki 4 viety po kablelio tikslumu):

0 0,4792 0,7083 0,6877 0,4167 0,8958
0,125 0,1042 0,8333 0,3125 0,5417 0,5208
0,25 0,7292 0,9583 0,9375 0,6667 0,1458
0,375 0,3542 0,0833 0,5625 0,7917 0,7708
0,5 09792 02083 0,1875 0,9167 0,3958
0,625 0,6042 0,3333 0,8125 0,0417 0,0208
0,75 0,2292 04583 04375 0,1667 0,6458
0,875 0,8542 0,5833 0,0625 0,2917 0,2708

Sios sekos statistineés savybés kaip ir (10) naturaliyjy skai¢iy sekos néra geros.
Per mazas atsitiktinumo laipsnis. |

3.2.3 Multiplikatyvusis kongruentinis metodas

Tiesiné kongruentiné seka, kai ¢ = 0, vadinama multiplikatyvigja kongruen-
tine seka. I8 1 teoremos iSplaukia, kad Siuo atveju maksimalaus periodo ilgio
negausime. Bet sekos generavimas yra greitesnis.

Pirma jrodysime pagalbinj rezultata, o véliau iSsamiau panagrinésime
multiplikatyvigsias kongruentines sekas.

Tegul ¢(n) — Eulerio funkcija, lygi skaic¢iui skaiciy 0,1,2,...,n — 1, kurie
yra tarpusavyje pirminiai su n:

o(n) =#{i|(i,n)=1,i€{0,1,...,n—1}}.
6 lema (Eulerio teorema) Jei (a,m) =1, tai

a®™ modm = 1.

Irodymas. Jeigu (a1, m) = 11ir (ag,m) = 1, tai (a1a2 modm,m) = 1. Tegul

0<m1,...,Tpmm) <m — skirtingi tarpusavy pirminiai su m skaiciai.
Tada
ary modm, ..., arg,) modm — tie patys skaiciai, iSdéstyti, gal but, kita tvarka.
Taigi
ary modm - -+ ATg(m) MOAd M =T1 - ... * Ty(m),

26



3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

arba
a®™ modm = 1.

Lema jrodyta. <
Jei dlm ir d| X, tai d|X,+;, j = 1,2,... Todél, kai ¢ = 0, buty gerai, kad

(Xn,m)=1,n=1,2,... Tai, zinoma, taip pat riboja periodo ilgj.
Turédami omenyje 2 lemg, nemazindami bendrumo galime nagrinéti atvejj

X, =a"Xy modpl.

Jeigu pla, tai periodo ilgis nedidesnis uz [. Todél tegul (a,p) = 1. Periodas
lygus maziausiam sveikam A, kuriam

(12) Xy = a* Xy mod p'.
Sakykime,
(X07pl> = ps,
tuomet (12) ekvivalentu
a* =1 mod p'~*.

I8 Eulerio teoremos (6 lema) turime, kad
a®®™) = 1 mod p'~*.
Taigi
)\|¢(plfs) — plfs o plfsfl — plfsfl(p o 1)

Dabar pateiksime keleta skai¢iy teorijos apibrézimy. Tegul (a,m) = 1.
Maziausias naturalusis A, kuriam

a* =1 modm,

vadinamas rodikliv. mod m. Skaic¢ius a, kurj atitinka maksimaliai galimas
rodiklis mod m, vadinamas primityviuoju elementu® mod m.

Tegul A(m) — primityvaus elemento rodiklis, t.y. maksimaliai galimas
rodiklis mod m. Tuomet

AP e 1), kai (Xo,p) = 1.

Galima tiksliai paskaiciuoti, kad

l
p)=p"'p—1), kaip>2,

A2) =1,
A(4) =2,
(13) A(2Y) = 212, kai [ > 3,
(

A

6Primityvaus elemento nereikia painioti su primityviaja aknimi. Primityvios $aknys
egzistuoja ne visiems m.
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ir
(14) A@#-~p%==MBK(A@?%'u,A@?O~
Dabar galime suformuluoti Karmaiklo” teorema.

2 teorema (Karmaiklo teorema) Maultiplikatyviosios kongruencios sekos
maksimalus periodas yra lygus A(m), apibréztam (13) ir (14) formulémis.
Toks periodas gaunamas, kai

o (Xo,m)=1,

e a — primityvusis elementas mod m.

Pastebékime, jei m — pirminis skaicius, tai galima gauti periodo ilgj lygy
m — 1.

Kaip rasti primityviuosius elementus mod m? Teisinga tokia teorema.
3 teorema Skai¢ius a yra primityvusis elementas® mod p' <=

e p' =2, a — nelyginis skai¢ius;

e p' =4, amod4 = 3;

e p' =8, amod8=3,57;

e p=201>4, amod8=3,5;

ep>21=1 a#0modp, a? V%1 modp YgeP, q|(p—1);

e p>2 1>1, atenkina ankstesne salyga ir a?~! # 1 mod p?.

Jeigu reikia rasti primityvyjj elementa ¢ modm, m = p...pl, tai,
pasirodo, egzistuoja vienintelis toks a, kad a = a; modp;j, j=1,...,t
Cia a; — primityvusis elementas mod péj L

Kaim = 2!, 1 > 4, tai a = 3,5 mod8. Siuo atveju ketvirtoji dalis visy
galimy daugikliy duoda maksimaly perioda.

Antras svarbus atvejis, kai m = 10'. Siuo atveju teisinga tokia teorema.

4 teorema Tegul m = 10', [ > 5, (Xy,10) = 1. Multiplikatyviosios kongru-
entinés sekos periodas lygus 5712172 = 5. 1072 <= a mod 200 yra lygus
vienam is 32 skaiciy:
3,11,13,19,21,27,29,37,53,59,61,67,69,77,83,91, 109, 117,
123,131,133, 139, 141, 147, 163, 171, 173, 179, 181, 187, 189, 197.

"R.D.Carmichael, Bull. Amer. Math. Soc., 16, 1910, 232-238.
8Jeigu modulis yra 2, arba 22, arba p! (p > 2), tai primityvieji elementai bus ir primi-
tyviosiomis Saknimis.
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3.2.4 Tiesinés kongruentinés sekos galingumas

Jau zinome, kad maksimalus tiesinés kongruentinés sekos periodas gaunamas,
kai b = a — 1 yra visy pirminiy m dalikliy kartotinis ir 4 kartotinis, jei m
dalijasi i§ 4 (7r. 1 teorema). Tegul m = 2!. Tada daugiklis a tenkina minétus
reikalavimus, pavyzdziui, kai

(15) a=2"41, 2<k<l
Is 1 teoremos isplaukia, kad galime paimti ¢ = 1. Tuomet
Xp = (2" +1)X, + 1 mod 2.

Si formulé patogi skai¢iavimuose, nes galima iSvengti daugybos (kai zodzio
ilgis lygus 2'), pakeic¢iant ja postumiu ir sudétimi.

Ir vis tik (15) tipo daugikliy reikia vengti. Gautos sekos néra labai “atsi-
tiktines”. Kodél?

Tiesinés kongruentinés sekos su maksimaliu periodu galingumu vadinsime
maziausig naturalyjj skaiciy s, kuriam

b®* = 0 mod m.

Toks s visuomet egzistuoja, kai a tenkina 1 teoremos reikalavimus.
Nemazindami bendrumo galime paimti X, = 0. Tuomet i§ (5) turésime

(a™—1)c
b

I3skleide @™ —1 = (1+b)" — 1 pagal Niutono binomo formule, (kai n pakanka-
mai dideli, n > s) gausime

X, = mod m.

X, = c(n +C2b+ -+ CbeSl> mod m.

Narius su b°, b**! ir t.t. praleidziame, nes jie yra m kartotiniai.
Jeigu a = 1, galingumas s = 1, X,, = cn modm. Seka, aisku, neatsitik-
tiné. Tegul s = 2. Tuomet

X, = cn + ¢bC? mod m.
Ir Siuo atveju seka mazai atsitiktine:
X1 — X, = ¢+ cbn mod m.

Jeigu s = 3, seka, atrodo, labiau atsitiktine, bet X, X, 11, X,,1o dar vis
stipriai susije. Priimtini rezultatai gaunami, kai s = 4, bet dar ginc¢ytini.
Reikia siekti, kad s > 5.
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Pateikti samprotavimai ir paaisSkina sekos galingumo prasme. Galingu-
mas yra tik vienas i$ kriterijy parenkant daugiklj. Pabaigai pateiksime keleta
pavyzdziy.

Paimkime m = 2¥ ira = 2" +1 = b = 2%, Kai k > 18, b® = 2% yra
m kartotinis = s = 2. Kai k = 17,...,12 = s = 3. Kai k = 11,10,9 =
s = 4. Taigi reikéty imti £ < 8. Tada a < 257. Bet §iuo atveju daugiklis a
nedidelis. Vél gaunamos sekos, kuriy reikia vengti (jrodyta, kad sekos labiau
“atsitiktineés”, kai a dideli).

Kai m = w £ 1 (w — zodzio ilgis), tai, bendrai imant, m neissiskaido
1 auksto laipsnio pirminius daugiklius ir s nedidelis. Todél Siais atvejais
nereikéty naudotis maksimalaus periodo metodu, o imti ¢ = 0.

Veéliau nagrinésime spektrinj testa. Su jo pagalba bus galima jsitikinti,
kad daugiklis 223 + 2! 4+ 22 + 1, kai m = 2%, gana geras. Narys 22 padaro
daugiklj gana didelj, 22 uztikrina didelj galinguma, 2'* naudojamas, kad
daugiklis nebuty labai jau paprastas, o seka buty pakankamai “atsitiktiné”.

3.3 Tiesinis rekurentinis metodas

Tiesine rekurentine seka vadinama dvejetainé seka X,,, gaunama algoritmo
(16) Xp=aXy 1+ Xy o+ + X, mod2

pagalba. Kad algoritmas galéty veikti, turi buti parinkti pirmieji sekos nariai:
X1, X, ..., X, € {0,1} ir konstantos ¢y, ca,...,¢, € {0,1}. Kai konstanty

seka ci,..., ¢, yra fiksuota, X,, priklauso tik nuo p paskutiniyjy sekos nariy
Xp—1,...,Xpn_p. Todél tiesinés rekurentinés sekos periodo ilgis yra maziau-
sias skaicius (sekos nario indeksas), kai rinkinys X,,_1, ..., X,_, pasikartoja.

Jei rinkinj i§ eilés einanciy p nariy sudaro nuliukai, tai visi sekantys nariai
irgi bus nuliai. Todél sekos periodas negali buti didesnis uz 27 — 1.

5 teorema Tiesinés rekurentinés sekos (16) periodas yra maksimalus (lygus
2P — 1) <= daugianaris

fx)=1+c1z+ cox® + -+ + cpa?

yra primityvusis polinomas vir§ baigtinio polinomy, su koeficientais 0 arba
1, kuno (vir§ Galua kuno GF(2)).

3 pavyzdys Imdami primityvyjj polinoma f(z) = 1+x3+2°, sukonstruokime
tiesine rekurentine seka.

Atitinkama tiesiné rekurentiné seka yra

Xn = Xn,3 + Xn,5 mod 2.
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Paimkime pradine seka: X1 =1, Xo =1, X3=0, X4y =1, X5 =0. Tuomet
generuota seka atrodys taip:

(17) 11010 10000 10010 11001 11110 00110 1.

Toliau seka vél kartosis. Sekos periodas yra lygus 2° — 1 = 31. <
Yra daug budy is dvejetainés sekos gauti naturaliyjy skaiciy sekas. Tarkime,

bi, 1 =1,2,..., yra dvejetainé seka. Sekos

(18) Xi = (birbirs1 - - - biryr)a2,

(19) Yi= (bibi-i ... bi-u)2,

su pasirinktais k, L, [, t, yra naturaliyjy skaiciy sekos. Seka Y; gauta nau-
dojant metoda su vélavimais.

4 pavyzdys Dvejetaine seka (17) paverskime naturaliyju skaic¢iy sekomis
pagal (18) ir (19) formules.

Pasirinkime k =5, L = 4. 13 (18) formulés turésime
Xl = (b5bﬁb7bgb9)2 = 01000, = 8,

Xo = (b1gb11b12b13b14)2 = 010015 = 9,

X31 = (b31.5b31.5+1031.5+2031.54+3031.544)2 = (b3101b2b3bs)2 = 111015 = 29.

Visa seka atrodo taip:
8,9,12,31,3,28,20,8,22,15,17,23,10,2,11, 7,

24.27.21,1,5,19, 28,13, 26, 16, 18, 25, 30, 6, 29.
Parinke [ = 6, t = 4, i§ (19) formulés gausime

Y = (bibi—6bi—12bi18bi—24)2-
Paskaiciave, turésime

Y1 = (b1b_5b_11b_17b_23)2 = (b1bagbapb14bg)2 = 101104 = 22,

31



3.3 Tiesinis rekurentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

Yo = (babarba1b15b9)2 = 101005 = 20
ir t.t. Visa seka atrodo taip:
22,20,14,31,8,24,11,10,7,15,18,12, 5,21, 3,
23,25,6,2,26,17,27,28,19,1, 13,8, 29, 30,9, 16.

<

Is atsitiktinés binarinés sekos lengva padaryti atsitiktine seka i$ inter-

valo [0,1]. Jei binariné seka atsitiktiné, tai gauta seka intervale [0, 1] turéty

buti jame tolygiai pasiskirs¢iusi. Yra daug budy. Pavyzdziui, tolygiai pa-
siskirsciusi seka galéty buti gauta naudojant formule:

(20) Ui = (0, bikbikt1 - - - biktr)2,

su pasirinktais k ir L.

5 pavyzdys I35 dvejetainés sekos (17) gaukime tolygiai intervale [0,1] pa-
siskirsciusig sekq.

Naudodami (17) seka, (20) formuléje parinke k =5, L = 4, gautume
Uy = (0, bsbgbrbsbg)s = 0, 010005 = 0, 25,
U2 - (0, blob11b12b13b14)2 = 0, 010012 - O, 28125,

U31 — (0, b31b1b2[)3b4)2 = O, 111012 - 090625
Visa atsitiktiné seka i§ intervalo [0, 1] atrodyty taip:

0,25 0,28125 0,375  0,96875 0,09375 0,875
0,625 0,25 0,6875  0,46875 0,53125 0,71875
0,3125 0,0625 0,34375 0,21875 0,75 0,84375
0,65625 0,03125 0,15625 0,59375 0,875  0,40625
0,8125 0,5 0,5625 0,78125 0,9375  0,1875
0,90625

|
Tiesinio rekurentinio metodo, lyginant ji su tiesiniu kongruentiniu, pri-
valumai yra tokie. Pirma, tiesiné rekurentiné seka yra labai greitai generuo-
jama. Cia nereikia atlikti jokios daugybos tik sudétj mod 2 ir postumj,
rekurentiskai skai¢iuojant. Atminties irgi nereikia daug. Antra, periodo ilgis
néra susijes su kompiuterio Zodzio ilgiu. Galima generuoti labai ilgo pe-
riodo sekas (pavyzdziui, tokio ilgio 2251 — 1 > 106 ar dar ilgesnes). Sio
metodo trukumas, lyginant jj su tiesiniu kongruentiniu metodu, yra tai,
kad jis gerokai maziau iStirtas. Dél Sios priezasties kongruentinis metodas
patikimesnis ir pla¢iau taikomas.
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3.4 Kiti metodai

Yra daug p.a.s. generavimo metody. Bet tiesinis kongruentinis metodas geras
tuo, kad zinoma teorija ir galima garantuoti atsitiktinuma. Pavyzdziui, tegul

X1 = (aX, mod (m + 1) + ¢) modm.

Atrodo, kad seka labiau sujaukta negu tiesinio kongruentinio metodo. At-
sakymas toks: maziau atsitiktiné. Apskritai, jeigu generuojame X, .1 =
f(X,), tai funkcija f turi buti tiksliai apibrézta ir ne ypaé¢ sudétinga, kad
galétume kurti teorija. Yra daug tiesinio kongruentinio metodo apibendrinimy.
A)
Xni1 = dXZ + aX,, + ¢ modm

—metodas geras, yra ir 1 teoremos apibendrinimas, nusakantis kada gauname
maksimaly perioda lygy m; sunkiau realizuojamas kompiuteryje; reikia dau-
giau laiko generavimui.
B)
X1 = X, (X, +1) mod?2, X, =2mod4,

— geras. Pasinaudojus Sia seka galima gauti seka, kurios gavimas sutampa,
jei ja skai¢iuotume kvadrato vidurio metodu.
Imant X, ;1 = f(X,, X,,_1) modm, periodo ilgis gali buti < m?.
C)
X1 =X, + X1 modm

— Fibonaci seka; nepakankamai atsitiktiné; periodas Siek tiek > m.
D)
Xpi1 =X, + X, modm

— kai £ < 15, seka néra pakankamai atsitiktiné; kai £k = 16, atrodo, viskas
gerai. Periodas gali buti > m. Kitas privalumas — greitis; néra daugybos, tik
sudétis.
E)
Xon=a1 X1+ +a; X, modp

— tai ir tiesinio kongruentinio ir tiesinio rekurentinio metody apibendrinimas.
DidZiausias periodo ilgis p* — 1. Kai k = 1, gauname jau nagrinéta multip-
likatyvigja kongruentine seka. Atveju p = 2, gauname jau nagrinéta tiesine
rekurentine seka. Konstanty aq,...,a; parinkimas tik tuomet duoda lauki-

amg rezultaty, kai polinomas f(z) = 2% — a12*~! — - - - — a;, yra primityvusis
daugianaris mod p. Yra sukurta teorija kaip konstantas aq,...,a; atskirais
atvejais parinkti, bet tai gana sudétingas reikalas.

F)

Z,=X,+Y, modm
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— gaunami geri razultatai, tik reikia, kad seky X, ir Y,, periodai buty tar-
pusavyje pirminiai. Galimi ir kitokie dviejy tiesiniy kongruentiniy seky X,
ir Y, sumaisymo variantai.
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Labai svarbu, kad kokiu nors budu gauta p.a.s. seka buty panasi j atsi-
tiktine. Jau Zinome kaip gauti didelio periodo sekas, kad praktiniuose uz-
daviniuose nebuty sekos pasikartojimo. Bet ilgas periodas dar nereiskia,
kad seka pasizymi atsitiktinés sekos savybémis. RySj su sekos atsitiktinumu
turi anksciau aptartas sekos galingumas. Bet pats galingumas apibréziamas
ne statistiniais terminais. Galingumas apsprendzia gretimy tiesinés kongru-
entinés sekos nariy susijimo laipsnj. Didelis galingumas gerai, bet vis tiek
seka gali nebuti panasi j atsitiktine. Tai kaipgi nuspresti, ar seka pakankamai
atsitiktine?

Is dalies atsakyti j iSkelta klausima leidzia statistiné teorija. Tam yra
daugybé statistiniy testy. Siame skyriuje susipazinsime su testy teorijos
pagrindais. Nemazai konkreciy testy panagrinésime. Skaitytojas, kuriam
prireiks kitokiy testy, susipazines su testy pagrindais, jau galés pats taikyti
tam sukurtus testus. Daug aprasyty statistiniy testy galima rasti [7, 9, 14].

Jeigu p.a.s. seka sekmingai praéjo testy 77,715, ..., T, patikrinima, tai dar
negalima daryti iSvados, kad ji bus gerai jvertinta ir testo 7},;1, ir juo labiau,
kad ji pasizymi visomis atsitiktinés sekos savybémis. Taciau kiekvienas tes-
tas mus vis labiau jtikina, kad seka atsitiktine. Paprastai p.a.s. sekos tikri-
namos daugybe testy (priklausomai nuo sprendziamy uzdaviniy svarbumo,
nuo sekos taikymo intensyvumo ir t.t.). Jeigu testy rezultatai teigiami,
laikome seka atsitiktine (atsitiktine ji laikoma tol, kol su kokio nors testo
pagalba jrodomas jos “kaltumas”).

Yra kelios testy rusys.

Empiriniar testai — testai, kai kompiuteris, manipuliuodamas sekos skaiciy
grupémis ir naudodamas konkrec¢ius statistinius kriterijus, jvertina seka.

Teoriniai testai— testai, kai, naudojant skaiciy teorijos metodus ir rekuren-
tinj paciy p.a.s. generavimo sarysj, nustatomos kai kurios sekos charakteris-
tikos.

4.1 Universalieji testai

Panagrinésime tris dazniausiai naudojamus statistinius testus.

4.1.1 2 kriterijus

x? statistinis kriterijus pasiulytas 1900 m. Pirsono (C.Pearson). Jis yra gana
paprastas ir turbut placiausiai taikomas.
Teorinis x? testo pagrindimas yra 6 teorema.
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Tarkime, yra duotas atsitiktinis dydis £ su reikSmémis aibéje =. Aibé =
yra isskaidyta j tarpusavyje nesikertancius poaibius =1, Zs, ..., 2., Z;NE; = 0,
jei © # j. Toliau, tegul tikimybé, kad atsitiktinis dydis £ jgis reikSme i$
poaibio =Z; yra lygi p;:

P{éEEZ}:p“ i:1727"'7r7 p1+p2++p7“:1

Nagrinékime n nepriklausomy atsitiktinio dydzio £ realizacijy &1, &s, ..., &,.
Raide v; pazymékime skaiciy ty realizacijy &;, kurios pakliuva j poaibj =;.
Aigku, kad v; yra atsitiktinis dydis, o jo vidurkis Ev; = np;. Kai turime
konkrecias atsitiktinio dydzio £ realizacijas &1, &, ..., &,, tai santykiniai tan-
kiai v;/n skirsis nuo teoriniy tikimybiy p;. ISmatuoti $iam skirtumui galima
naudoti dydZius (v; — np;)?, arba tiksliau juy suma su svoriais. Teisinga tokia
teorema.

6 teorema (Pirsono) Atsitiktinis dydis

(21) 2= Z (v = npi)*
O np; ’

kai n — oo, konverguoja j x? skirstinj su r — 1 laisvés laipsniu:

T}ggopx < u) /er

gr-1(z) = (x?e_%) / <2T21F (T ; 1)) )

o I' Zzymi Oilerio gama funkcijg.

Cia

6 teoremos jrodyma galima rasti [9, ?].
Naudodami lygybes

(v; — npi)2 = Vi2 — 2np;v; + nzpf ;

ittty =mn,
prt+p2+--+p=1,
(21) formule galime uzrasyti tokiu budu:

(22) Z o

ni= Pi
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Daugeliu atvejy (22) formulé palengvina skaic¢iavimus.

Kaip praktiskai taikyti Pirsono teorema? Tarkime, kokio nors generatori-
aus pagalba gauti p.a.s. x1, e, ..., T,, priklausantys intervalui [a,b]. Mums
reikia patikrinti savo spéjimus, kad jie yra atsitiktiniai, vienodai pasiskirste,
0 jy tankio funkcija yra f(x). Isskaidome intervala [a,b] i r daliy

la,c1], [c1,¢aly oy [ero, B]

Tuomet v; yra generuoty p.a.s. xi,Zs,..., T, skaifius intervale [¢;_1,¢;], o
pi = [, f(x)dx. Paskaiciuokime statistika

L N2 r 2
oy i) s

i=1 np; n.3 Pi

Jeigu p.a.s. x1, 9, . .., x, pasiskirste pagal désnj su tankio funkcija f(x), tai
i 6 teoremos iSplaukia, kad statistika k2 asimptotiskai pasiskirsc¢iusi pagal
x? désnj su r — 1 laisvés laipsniu.

Pasirinkime patikimumo lygmeng 3 (paprastai § = 0.95). Dydis a« = 1—03
vadinamas kriterijaus reiksmingumo lygmeniu arba 1 rusies klaidos tikimybe.
Jeigu musy spéjimai teisingi, tai dydis

/ gr—1(x) dx
k2

neturéty buti labai mazas. Turédami reikSmingumo lygmenj «, apibrézkime
dydj x*(r — 1, «), vadinama kritine reiksme, pagal formule:

PGz -La) = [ gala)de=a.

x*(r—=1,0)

Geometriné dydziy a ir x*(r — 1, ) interpretacija pateikta 8 pav.
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8 pav. Skirstinio x?_; tankio funkcija

Jei teisinga nelygybeé
k?% < X2(T - 1,0&) )

tai galime tvirtinti, kad eksperimento duomenys nepriestarauja pradinei hipo-
tezei, t.y. kad atsitiktiniai dydziai x1, o, ..., x, pasiskirste pagal désnj su
tankio funkcija f(x).
Antraip, jei
ki > Xz(r o 1,0(),

tai hipotezé (su patikimumo lygmeniu /) atmetama.

Lentelése paprastai buna pateikta reikSmingumo lygmenys « ir juos atitin-
kancios kritinés reiksmés x*(r — 1, ). x? kriterijaus lenteles galima rasti |?].
Sias lenteles pateikia ir programy paketas STATISTIKA.

6 pavyzdys Sekos i$ intervalo [0, 1] tolygumo testas.

Reikia patikrinti hipoteze, kad generuota p.a.s. seka x1, o, ..., x,, prik-
lausanti intervalui [0, 1], yra pasiskirs¢iusi tolygiai.
Padaliname intervala, pavyzdziui, j 10 vienody intervaliuky (r = 10):

(23) 0,0.1], [0.1,0.2], ..., [0.9,1].

Tarkime, kad musy seka sudaro 1000 nariy (n = 1000). Tegul sekos 1, xo, . . .,
T1000 Dariy, pakliuvanc¢iy j intervalus (23), skaiciai eilés tvarka yra tokie:

83, 98, 104, 120, 117, 78, 95, 106, 89, 110.
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Kadangi tikriname hipoteze, kad seka pasiskirsciusi tolygiai, tai, aisku, tiki-
mybés p; = 0.1, s =1,2,...,10. Paskai¢iuojame statistika

10 2
) (z; — 1000 - 0.1)
Kioon = 2 1000 - 0.1

i=1
28944416+ 400 + 289 + 484 + 25 + 36 + 121 + 100 17 64
N 100 I
Pasirinkime reikSmingumo lygmenj a = 0.05. Tuomet klaidos tikimybé bus

lygi 0.05.
x? kriterijaus su 9 laisvés laipsniais duomeny eiluté, paimta i lentelés,
atrodo taip:

a=099 | =095 | =07 | =050 | =025 | a=0.05 | o =0.01
r=9 2.088 3.325 5.899 8.343 11.39 16.92 21.67

I§ lentelés matome, kad kritiné reiksme x2(9,0.05) = 16.92. Kadangi
17.64 > 16.92, tai iSkelta hipoteze, kad seka x1,w9,..., 21000 yra tolygiai
pasiskirsciusi intervale [0, 1] (su patikimumo lygmeniu 0.95) atmetame. <

Jeigu x? kriterijus naudojamas patikrinti kokiam nors

generatoriui daug karty ir generuotos sekos skirtingos, tai normalu, kad
kartais dydziai k2 buna dideli. Hipotezé gali biiti priimta, jei mazdaug de-
vyniolikai atvejy i§ dvidegimties k2 < x?(r — 1, ) (su patikimumo lygmeniu
B =0.95).

Pabaigai keletas pastaby.

x? kriterijus duoda geriausius rezultatus. Pirma, kai patekimo j poaibius
tikimybés p; yra lygios arba beveik lygios. Antra, kai realizacijy skaicius
pakankamai didelis: np; > 20.

Tuo atveju, kai x* kriterijus duoda labai gerus rezultatus (t.y. kai o =
0.99 ar panasiai), hipoteze irgi reikéty atmesti. Atmetimo argumentai tokie.
Mazdaug 99% atvejy dydzio, kuris turi x? skirstinj, reik§mé yra didesné
uz kritine reikdme x*(r — 1,0.99). PavyzdZiui, jeigu gauname seka, pa-
siskirs¢iusia labai tolygiai, tai irgi nenormalu (tokiy realizacijy tikimybeé ne-
didelé, vargu ar tokia seka atsitiktiné). Geriausia, kai reik§mingumo lygmuo
«, atitinkantis gauta k2 reik§me, pakliuva j intervala [0.05,0.95]. Jei eksperi-
mentas kartojamas daug karty, tai atsilenkimai nuo normos turéty buti. Ty
statistiky k2, kurioms a nepakliiiva j intervala [0.05,0.95], skaic¢ius turéty
apytikriai sudaryti vieng desimtaja dalj visy statistiky.

4.1.2 Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus

x? kriterijus taikomas tais atvejais, kai eksperimento rezultatai yra suskirstyti
] baigtinj skai¢iy r grupiy. Jeigu taip néra, tai reikia dirbtinai skirstyti
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eksperimento rezultatus j grupes. (6) pavyzdyje taip ir daréme. Dirbtinai
skirstydami j grupes netenkame dalies informacijos. Kai atsitiktiniai dydziai
gali jgauti be galo daug reiksmiy, daznai hipoteziy tikrinimui naudojami kiti
kriterijai, tarp ju ir Kolmogorovo-Smirnovo (KS) kriterijus.

KS kriterijus palygina empirine ir tikrgjq pasiskirstymo funkcijas. Tegul
nepriklausomy bandymy metu gautos atsitiktinio dydzio £ realizacijos &,
&, ..., &n. Tuomet funkcija

F,(x) :::L#{Hfiﬁx, i=1,2,...,n}

vadinama empirine atsitiktinio dydZio & pasiskirstymo funkcija. Jeigu atsi-

tiktinis dydis ¢ i§ tikryjy pasiskirstes pagal désnj F¢(x), tai dideliems n skir-

tumas tarp tikrosios pasiskirstymo funkcijos F¢(x) ir jos statistinio jvercio

F,(z) neturéty buti didelis, t.y. dydis |F,,(z) — F¢(z)| neturéty buti didelis.
Tegul

(24) D,, = sup |F(x) — Fe(x)].
Teisinga tokia teorema.

7 teorema (Kolmogorovo-Smirnovo) Kiekvienai tolydZiajai pasiskirsty-
mo funkcijai Fe(x)
lim P(v/nD, <z)= H(z).

Cia
0, jeix <0,
H(z) = 1-2 2(—1)"_1 exp(—2iz?), jeix > 0.
Pasiskirstymo funkcijos H () reik§més yra tabuliuotos ir praktinéms reik-
mems paprastai pakanka tikslumo, kai n > 35. KS kriterijy, skirtingai nuo
x? kriterijaus, galima taikyti visiems n, pradedant n = 1. Pats KS kriterijus
pritaikomas pagal ta pacia schemg kaip ir x? kriterijus. Daroma prielaida,
kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal tolydyjj désnj Fx(x) ((24) for-
muléje sutampa su Fg(z)). Pasirenkamas reik§mingumo lygmuo a (paprastai
a = 0.05). I8 lenteliy surandamas kritinis taskas x,. Naudojant (24) formule
paskaic¢iuojama statistika D,,. Jei

Vn Dy > x4,

tai hipoteze, kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal désnj Fx(z), (su
patikimumo lygmeniu 5 = 1 — a) atmetame. Jei

VnD, <z,
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tai galima tvirtinti (su patikimumo lygmeniu (), kad stebéjimo duomenys
nepriestarauja hipotezei.

Remdamiesi Siais rezultatais, galime sudaryti KS kriterijy tikrinti hipote-
zei, kad atsitiktiniy dydziy seka X, Xo, ..., X, yra pasiskirsciusi pagal désnj
F(z). Tarkime, kad X7, X5, ..., X} yra seka X1, Xo, ..., X, i8déstyta dide-
jimo tvarka. (24) D, statistika néra labai patogi skai¢iavimuose. Bet, rem-
damiesi tuo, kad F'(z) yra nemazéjanti funkcija, o F,,(x) turi baigtinj skaiciy
Suoliuky, (24) statistika galime paskai¢iuoti tokiu budu. Skaifiuojame statis-
tikas

. [
(25) D = max (£~ F(X))).
26 D~ = F(X? i1
(20) s = max (PO - 2.
Tada

D, = max(D}, D).

7 pavyzdys Patikrinkime hipoteze, kad 50 nariy seka Xi, Xs,..., X5 yra
tolygiai pasiskirsciusi intervale [0, 1]. Tegul 8i seka, uzrasyta didéjimo tvarka,
yra tokia

0.01 0.02 0.08 0.08 0.12 0.15 0.18 0.18 0.19 0.25
0.25 0.27 0.27 0.29 032 035 0.36 037 0.39 0.39
040 041 041 049 049 049 0.51 0.54 0.56 0.58
0.60 0.63 0.66 0.68 0.69 0.71 0.74 0.75 0.76 0.77
0.81 0.82 0.82 0.88 0.89 090 091 091 0.98 0.99

Siuo atveju pasiskirstymo funkcija F(z) (25) ir (26) formulése yra lygi .
Paskaiciave gauname, kad

1 50
D = mex (001 2 002 o) <o
do = max (o5 — 0,01, 25— 0.02, ..., =5 —0.99) = 0.05,
0 1 49
Dy = 01— —, 0.02——, ..., 099 — — ) = 0.07.
5 max(OO w5 002 5. .., 0.99 50) 0.07

Taigi Dsq = 0.07, o v50 D5y =~ 0.5. Pasirinke reikSmingumo lygmenj o =
0.05, gausime, kad kritine reikSmeé z,, ~ 13.3. Kadangi statistika

V50 D5y & 0.5 < 13.3,

tai darome isvada (su patikimumo lygmeniu § = 0.95), kad KS kriterijaus
rezultatai nepriestarauja iskeltai hipotezei, jog atsitiktiné seka Xy, X, ..., X5
pasiskirsciusi tolygiai intervale [0, 1]. <
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Taigi x? kriterijus taikomas tada, kai atsitiktiniai dydZziai yra suskirstyti
j grupes. Paprastai tolydiesiems dydziams x? kriterijus netaikomas, bet,
dirbtinai suskaidzius atsitiktinius dydzius j grupes, ji galima taikyti ir toly-
diesiems dydziams. Norint gauti gerus rezultatus su y? kriterijumi, imties
elementy skaicius n turi buti didelis.

KS kriterijus taikomas bet kokiems n. Zinoma, kai n didesnis — geriau.
Skirtingai nuo x? kriterijaus, KS kriterijus taikomas tik tolydiesiems atsitik-
tiniams dydziams. Juo tikrinama hipotezé, ar atsitiktiniai dydziai pasiskirste
pagal désnj su spéjama tolydziaja pasiskirstymo funkcija.

4.1.3 w? kriterijus

w? arba Kramero-fon Mizeso (C.H.Cramér ir R.E.von Mises) testas, panasiai
kaip ir KS testas, pagristas teorinés ir empirinés pasiskirstymo funkcijy ar-
tumu. Tegul atsitiktinis dydis £ yra pasiskirstes pagal tolyduyjj désnj F¢(x),
o F,(z) yra jo n nepriklausomy realizacijy pasiskirstymo funkcija. w? teste
naudojama statistika

—+00

(27) W= / (Fg(x) - Fn(x)>2dF§(x).

—0o0

Teisinga tokia teorema.

8 teorema Jei atsitiktinis dydis £ yra pasiskirstes pagal tolydyjj désnj Fe(z),
tai
lim P(w? < z) = a;(z).

n—oo

Funkcija a; (z) yra tabuliuota. Jeigu generuoty atsitiktiniy dydziy X, Xs,
.., X, pasiskirstymo funkcija yra F(z), tai jy empiriné pasiskirstymo funk-

cija F,,(x) turéty nedaug skirtis nuo F(x), kai n didelis. Analogiskai kaip ir
taikant KS kriterijy, reikia pasirinkti reikSmingumo lygmenj «, iS lenteliy
surasti kriting reik§me z,, suskaitiuoti statistikg w?. Jei w? > z,, tai
hipotezé, kad seka X1, Xo, ..., X, pasiskirs¢iusi pagal désnj F'(x) (su patiki-
mumo lygmeniu 3 = 1 — «), atmetama. Jei w? < x,, tai daroma i§vada
(su patikimumo lygmeniu (), kad eksperimento duomenys nepriestarauja
hipotezei, jog atsitiktiné seka X7, Xo, ..., X,, pasiskirsc¢iusi pagal désnj F'(z).

(27) formulé néra patogi skai¢iavimuose, todél daznai naudojama tokia
jos forma: ,
9 1 " o 21—1
no 12n+;(F(Xi>_ 2n ) '
Cia X*, X3,..., X" yra atsitiktiniy dydziy seka X1, X,, ..., X,, isragyta dide-
jimo tvarka.

w
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Su w? kriterijumi gaunami pakankamai geri rezultatai, kai n > 50.

w? privalumai ir trukumai yra faktigkai tie patys kaip ir KS kriterijaus.
Skirtumas tarp Siy kriteriju toks. KS kriterijus naudoja statistika D,,, kuri
paremta skirtumo (tarp tikrosios ir empirinés pasiskirstymo funkecijy) mod-
ulio maksimumu. Tuo tarpu w? kriterijus naudoja statistika w?, kuri paremta
skirtumo (tarp tikrosios ir empirinés pasiskirstymo funkcijy) kvadrato vidur-
kiu.

Yra ir daugiau universaliyjy hipoteziy tikrinimo testy. Nemazai jy galite
rasti |7, ?].

4.2 Empiriniai testai

Visi testai, kuriuos ¢ia pateiksime gali buti panaudoti p.a.s. sekos
(28) Ug, Uy, ..., U,, ...

tolygumui intervale [0, 1] patikrinti. Kai kurie testai tiesiogiai bus naudojami
sveiky p.a.s. sekos

(29) Yo, Y1,..., Y, ... (mod d)

tolygumui tarp O ir d — 1 patikrinti.
Seka (28) gali buti pakeista (29) tipo seka, pavyzdziui, naudojant formule:

(30) [dU;] — sveiky skaiciy i3 intervalo [0, d — 1] seka.

Aigku, jei (28) seka yra tolygiai pasiskirs¢iusi, tai ir (30) seka yra tokia
pati.

4.2.1 Tolygumo tikrinimas

Pirmasis svarbiausias reikalavimas (28) p.a.s. sekai yra jos nariy tolygus
pasiskirstymas intervale [0,1]. Patikrinti tolyguma galima dviem budais.
Pirma, naudojant KS arba w? kriterijy, palyginama empiriné pasiskirstymo
funkcija su tolygaus désnio intervale [0, 1] pasiskirstymo funkcija F'(z) = z,
0 < 2 < 1. Antra, naudojant X2 kriterijy. Siuo atveju intervala [0, 1] reikia
padalinti j r intervaliuky ir suskaiciuoti skaic¢ius sekos nariy, pakliuvanciy j
tuos intervaliukus. 6 ir 7 pavyzdziuose tikrinamas atsitiktinés sekos tolygu-
mas naudojant x? ir KS kriterijus.
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4.2.2 Serijy testas

Siuo testu tikrinamas (29) sekos gretimy pory tolygumas ir nepriklausomu-
mas. Paskai¢iuojama kiek karty yra sutinkama pora (Yo, Yori1) = (g, s),
0<k<n. Cia q ir s gali priimti bet kurias reikSmes nuo 0 iki d — 1. Po to
taikomas x? kriterijus su r = d* (galimy skirtingy pory skaicius) ir lygiomis
tikimybémis p; = 1/d?. n ir d turéty buti parinkti taip, kad x? kriterijus
duoty bent jau patenkinamus rezultatus. Tokie gaunami, kai np; > 5. Kai
np; > 20, gaunami labai geri patikimi rezultatai.

Buty klaidinga testa naudoti poroms (Yp, Y1), (Y1, Ys), ..., (Ya_1,Y,). Jos
yra stipriai priklausomos ir x? kriterijus joms negali buti taikomas. Zinoma,
vietoj pory (Yar, Yori1) galima imti poras (Yory1, Yorie), 0 < k < n — 1.
Galima tikrinti ir vienas ir kitas.

Sis testas gali buti apibendrintas trejetams, ketvertams ir t.t. Bet tuomet
d reikSmés turéty buti smarkiai sumazintos, kad buty islaikoma bent jau
salyga np; > 5. Todél junginiams i§ keturiy ir daugiau elementy naudojami
ne tokie tikslus testai. Apie juos pakalbésime kituose skyreliuose.

4.2.3 Intervaly testas

Siame teste paimamas intervalas [, 3) € [0, 1] ir (28) seka suskirstoma j dalis
(intervalus) U;,Ujyq, ..., Ujqk, kuriose tik paskutinis narys Ujy, € [o, 3).
Sakoma, kad tokia k£ + 1 skaiciaus seka apibrézia k ilgio intervala. Gener-
avimo proceso metu reikia generuoti tiek dydziy U;, kad turétume i§ viso
n intervaly. (Teoriskai toks procesas gali buti begalinis, nes intervalo ilgis
irgi gali buti kiek norima didelis. Dél to kartais apsiribojama generuotos
sekos ilgiu ir suskai¢iuojamas intervaly skaicius.) Pasirenkamas skai¢ius ¢ ir
suskai¢iuojama kiek yra 0 ilgio intervaly, kiek yra 1 ilgio intervaly, ir t.t.,
pagaliau, kiek yra t ilgio intervaly ir kiek yra intervaly, kuriy ilgis didesnis
uz t. Taigi suskirstome atsitiktinius dydzius (intervaly ilgius) j r = ¢t + 2
grupes. Pazymékime 3 — a = p. Nesunku suprasti, kad tikimybés p;, jog
intervalas turi ilgj ¢ yra lygios:

p; = P(intervalo ilgis = i) = p(1 —p)’, 0<i<t,

psi = P(intervalo ilgis > t) = (1 — p)
Intervaliuky skai¢iy 7 turime, tikimybes p; turime. Galima taikyti x? kriterijy,
tik reikia parinkti n ir ¢ taip, kad np; > 5.
Daznai imama o = 0 arba 3 = 1. Taip supaprastinami skai¢iavimai.
Daliniai atvejai, kai [a, 3) = [0,1/2) arba [a, 3) = [1/2,1) naudojami atsi-
tiktinés sekos nukrypimui nuo vidurkio j viena arba j kita puse patikrinti.
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4.2.4 Kéliniy testas

Pradiné seka suskaidoma j n grupiy po k elementy kiekvienoje i$ ju: (Ujg, Ujg+1,
oy Ujkpr-1), 0 < j < n. Turint galvoje skai¢iy iSsidéstyma grupéje (ju pa-
lyginimo prasme), i§ viso gali buti k! skirtingy varianty. Paskai¢iuojama
kiek karty kiekvienas konkretus déstinys sutinkamas tarp n grupiy. Tada
pritaikomas x? kriterijus su 7 = k! ir tikimybémis p; = 1/k!.

Pavyzdziui, kai k = 3, i$ viso yra 6 grupes:

arba Ugj < U3j+1 < U3j+2, arba Ugj < U3j+2 < U3j+1,

arba U3j+1 < Ugj < U3j+2, arba U3j+1 < U3j+2 < Ugj,
arba U3j+2 < Ugj < U3j+1, arba U3j+2 < U3j+1 < Ugj.

Taikant §j testa tariama, kad tiksli lygybe tarp dviejy sekos nariy negal-
ima. Teoriskai tokia tikimybé lygi nuliui. Praktiskai generuodami skaicius,
mes juos gauname su tam tikru tikslumu, ir lygybé pasidaro galima. Jei
generuojamy seky periodai ilgi, tai pervedant tuos skaicius j tolygiai pa-
siskirs¢iusius intervale [0, 1] ir apvalinant keleto Zenkly po kablelio tikslumu,
galima tikétis, kad lygybé pasitaikys itin retai. Tokias retai pasitaikancias
grupes galima iSmesti, o nagrinéti tik likusias.

4.2.5 Atstumy testas

Siame teste nagrinéjamos p.a.s. sekos Uy, Uy, ..., U, gretimos poros (Uy, Uy),
(U, Us)y ..., (Up—1,Uy). Sios poros £Oy koordinadiy sistemoje reigkia taskus
vienetiniame kvadrate 0 < x < 1, 0 < y < 1. Tarp kiekvienos poros tasky
paskai¢iuojamas atstumo kvadratas d?. Jei taskai (U;,U;y1) vienetiniame
kvadrate yra pasiskirste tikrai atsitiktinai, tai pasiskirstymo funkcija

8 3/2 2
U — 4 +u—, kai u <1,
3 2
1+ (m—2)u
(31) Fu)=P@<u)={ 3 S(u— 1)%/2
+4(u — 1)1/2+f
2
—%—4uarcsec\/ﬂ, kai 1 <u < 2.

Paskaic¢iuojama empiriné atstumy d? pasiskirstymo funkcija. Naudojant KS
arba w? kriterijy gauta empiriné funkcija palyginama su tikraja (31) pa-
siskirstymo funkcija.
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4.2.6 Skaitmeny testai

Sie testai susije su skaitmeny atsitiktinumu p.a.s. sekoje. Jeigu p.a.s. tikrai
atsitiktiniai, tai skaitmeny 0,1,...,9 pasirodymas deSimtainéje p.a.s. sekoje
turéty buti apytiksliai vienodas. Kadangi ¢ia eina kalba apie deSimtainiy
skaitmeny seka, tai tokig galime gauti i$ p.a.s. sekos surase, pavyzdziui, juos
eilés tvarka. Tik reikia pastebéti, jei generuojame penkiolikazenklius p.a.s.
X, tai visus ir rasome kaip penkiolikazenklius. Tuo atveju, kai gaunamas X;
su maziau negu 15 zenkly priraSome priekyje reikiama skaic¢iy nuliy.

1. Pirmo testo esmeé tokia. Tegul s vienas i§ deSimties skaitmeny 0,1,
...,9. Skai¢iuokime intervaly tarp dviejy gretimy s ilgius. Jei tarp dviejy
gretimy s yra k skaitmeny, nelygiy s, tai sakome, kad intervalo ilgis yra lygus
k. Jei stovi du s, vienas Salia kito, tai intervalo ilgis yra lygus nuliui. Jei
seka tikrai atsitiktiné, tai tikimybe, kad tarp dviejy gretimy s pasitaikys &
ilgio intervalas yra lygi

P(k) = (0.9)%0.1.

Dideliems k£ §i tikimybé yra maza, todél reikéty jungti didelius k j vieng grupe
(pavyzdziui, kai k > 20, P(> 20) = 0.9%° ~ 0.1216). Pritaikius x? kriterijy,
galima spresti apie sekos atsitiktinuma.

2. Kitas skaitmeny daznio tikrinimo testas dar paprastesnis. Reikia
suskaic¢iuoti skaitmeny 0,1,...,9 pasirodymo sekoje empirinius daznius ir,
naudojant 2 kriterijy, palyginti juos su teorinémis tikimybémis

P(skaitmens s pasirodymas) = 0 5= 0,1,...,9.

Praktika rodo, kad pastarasis testas yra gana silpnas.

4.2.7 Maksimumo testas (didZiausias i§ k)
Tegul
V} = maX(Ujk, Ujk+17 cey Ujk+k—1)a 0< 7 <n.

Jei dydziai U; nepriklausomi ir tolygiai pasiskirste intervale [0, 1], tai tikimybé
PV, <x)=PUj, < 2)-PUjk41 < )+ -P(Ujp—1 < ) = -2 - = "

Taigi dydziai Vy, Vi, ..., V,_ pasiskirste pagal désnj F(z) = 2%, 0 <z < 1.
Testavimui reikia paskaiciuoti empirine atsitiktinio dydZzio V; pasiskirstymo
funkcija ir taikyti KS arba w? kriterijy.

Vietoje dydziy V; galima tikrinti dydziy V', VF,... V¥ | tolyguma. Ne-

sunku parodyti, kad $ie dydziai turéty buti pasiskirste tolygiai intervale [0, 1].
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4.2.8 Kombinacijy tikrinimas (pokerio testas)

1. Klasikiniame pokerio teste sudaroma n grupiy po 5 skaicius (Ys;, Ys;41, - -
Y5;44), 0 < j < n. Isskiriami 7 kombinacijy tipai:

°

abcde  (visi skirtingi),
aabed  (viena pora),
aabbc  (dvi poros),

(
(
(
aaabc  (trys vienos rusies),
aaabb  (pilnas rinkinys),
aaaab  (keturi vienos rusies),
aaaaa (penki vienos rusies).
Su x? kriterijumi galima tikrinti ar kombinacijy daZniai atitinka teorines
tikimybes.

Kad buty lengvesni skai¢iavimai ir paprastesnis algoritmas nustatant kom-
binacijos tipa, testas supaprastinamas. Paliekami 5 kombinacijy tipai:

5 skirtingi = visi skirtingi,

4 skirtingi = viena pora,

3 skirtingi = dvi poros arba 3 vienos rusies,

2 skirtingi = pilnas rinkinys arba 4 vienos rusies,
néra skirtingy = 5 vienos rusies.

Testas nuo tokio jungimo beveik nepablogéja, nes jungiamos grupés su ma-
zomis tikimybémis, o skai¢iavimai Zymiai supaprastéja.

Dydziai Y; gali jgyti d skirtingy reik§miy, tai i§ viso gali buti d® skirtingy
rinkiniy po 5. PaskaiCiave visy 5 tipy tikimybes, turésime

d(d—1)...(d—4)

P(5 skirtingi) =

dd 7
P(4 skirtingi) = 2= 1>(dd; 2(d=3) 1.
P(3 skirtingi) = W9 1d)5<d =2 o5,
P(2 skirtingi) = d(ddgl) - 15,
P(néra skirtingy) = 7

Tipuy skai¢iy dar galime sumazinti (iS esmés nepabloginant testo) jungdami
dvi paskutines grupes, nes juy tikimybés yra labai mazos.
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2. Bendru atveju galime nagrinéti n grupiy po k elementy kiekvienoje
(Yik, Yiks1s -, Yikrn—1), 0 < j < n. Paskai¢iuojama grupiy, kuriose yra ¢
skirtingy skai¢iy, skai¢ius. Gauti statistiniai dazniai su x? kriterijaus pagalba
palyginami su teorinémis tikimybémis

dd—1)...(d—i+1)

Py = o o 1<i<k

Cia 0,?) yra antros ruSies Stirlingo skai¢iai. Stirlingo skai¢ius a,(f) yra lygus
k elementy aibés skirtingy suskaidymy j netuscius poaibius skaiciui. Jie gali

buti paskai¢iuoti naudojant formule:

i 1g i—j ik
o) = 3 (=1t
7j=1
Kadangi tikimybés p; ir py yra labai mazos, tai Sios dvi grupés gali buti
jungiamos ] viena.

4.2.9 Pilno rinkinio testas

Skai¢iuojama (29) sekos segmenty Y1, Yo, ..., Y4k, kuriuose yra pilnas
skai¢iy nuo 0 iki d — 1 rinkinys, ilgiai. Praktiskai tai daroma tokiu budu.
(29) seka suskirstoma j segmentus

(Yb7}/17 s 7Yj1)7 (}/jl+1>§/j1+27 s 7Y}2)7 R (Y}nfl-l—layjnfl-l—Qa s 7}/}n)a

kuriy kiekviename yra skai¢iy 0,1,...,d — 1 rinkinys. Nustatomi skaiciai
segmenty, turin¢iy ilgius d,d + 1,...,k — 1,> k (k > d). Taigi atsitiktinis
dydis — segmenty ilgis suskaidomas j 7 = k — d + 1 grupiy. Tada taikomas
x? kriterijus, lyginantis gautus daznius su teorinémis tikimybémis

d' (g1

Pz‘:EUz‘A )7 d<ui<k,

d
Pk = 1-— dkfl O]gjl.

Sios tikimybés gaunamos remiantis gana sudétingomis kombinatorikos for-
mulémis. Detalesnis paaiskinimas yra knygoje [9].
4.2.10 Monotoniskumo tikrinimas

Yra keletas monotoniSkumo tikrinimo testy. Pora jy detaliai aprasyti kny-
goje [9]. Jie naudoja gana sudétinga matematinj aparata, todél ¢ia mes
paaiskinsime tik Siy testy esme.

48



4.2 FEmpiriniai testai 4 STATISTINIAI TESTAI

1. Tarkime, duota seka, sudaryta i 10 skaitmeny 8137450296. Sus-
kirstome seka j didéjancius posekius:

18]137|45]02|9]6].

Gavome 6 posekius. Toliau reikéty nagrinéti ty didéjanciy posekiy ilgius.
Trijy posekiy ilgiai lygus 1, dviejy posekiy ilgiai lygus 2, ir vieno posekio ilgis
lygus 3. Skirtingai negu ankstesniems testams Siy posekiy ilgiams negalima
betarpiskai taikyti x? kriterijaus, nes tie ilgiai néra nepriklausomi atsitiktiniai
dydziai. Po ilgy posekiy dazniau pasirodo trumpi, o po trumpy dazniau
ilgi. Bet paskaiciavus seky ilgiy koreliacija, galima sudaryti statistika, kuri
pasiskirs¢iusi pagal x? désnj.
Lygiai taip pat galima tirti ir sekos mazéjancius posekius.

2. éia, neisvedinédami matematiniy formuliy, pateiksime viena monoto-
niskumo testa, atsizvelgiant] kartu ir ] mazéjancius ir j didéjanc¢ius inter-
valus. Tegul Xg, Xi,..., X, yra p.a.s. seka. Sudarykime n ilgio dvejetaine
seka tokiu budu. Kiekvienai gretimy nariy porai (X;_1, X;) priskirkime 0,
jei X1 < X, ir 1, jei X;_1 > X;. Gautoje sekoje k nuliuky, einanciy tarp
dviejy vienetuky, sudaro k ilgio nuliuky posekj. Lygiai taip pat sekoje yra
ir jvairiy ilgiy vienetuky posekiai. Prie posekiy priskai¢iuojami ir du dveje-
tainés sekos galuose esantys nuliuky ar vienetuky posekiai. Suskai¢iuokime
nuliuky ir vienetuky posekius, kuriy ilgiai lygus 1,2, ..., n. Jeigu p.a.s. seka
Xo, X1, ..., X, tikrai atsitiktiné, nuliuky ir vienetuky posekiai, kuriy ilgiai
lygus 1,2, ..., n, turéty vidutiniskai pasirodyti taip:

5 6
E(skai¢ius posekiy, kuriy ilgis = 1) = nl;_ ,

11n -3
E(skai¢ius posekiy, kuriy ilgis = 2) = 270 7

E(skai¢ius posekiy, kuriy ilgis = k | k < n)

_ 2[(k* + 3k + 1)n — (k* 4 2k* — 4k — 5)]

B (k + 3)! ’
2
(n+ 1)1

Turint Siuos vidurkius ir empirinius posekiy ilgiy pasirodymo p.a.s. sekoje
skai¢ius, galima pritaikyti x? kriterijy.

E(skai¢ius posekiy, kuriy ilgis = n) =
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8 pavyzdys Panaudodami monotoniskumo testa, patyrinékime sekos X, X1,
ce ,Xg[) =
0.61 0.18 0.93 0.65 0.36 0.24
0.97 0.30 0.74 0.83 0.02
0.45 0.17 0.06 0.95 0.49
0.54 0.71 0.80 0.37 0.12

atsitiktinuma.

Atitinkanti monotoniskumg dvejetainé seka yra
10111010010110100011.

Teoriniai vidurkiai ir empiriniai dvejetainés sekos intervaly ilgiy skaiciai yra
tokie:

Posekiy ilgis | Teorinis vidurkis | Empirinis skai¢ius
1 ~ 8.83 8
2 ~ 3.62 3
3 ~ 0.98 2
>3 ~ (.24 0

Cia teorinj vidurkj
E(skai¢ius posekiy, kuriy ilgis > 3)
paskai¢iavome remdamiesi (32) formule ir
E(ilgiai > 3) = E(visi ilgiai)— E(ilgiai = 1)—E(ilgiai = 2)—E(ilgiai = 3).
Dabar galima paskaic¢iuoti statistika

,  (883-18)2 (3.62—-3)%2 (0.98—2)%2 (0.24 — 0)>

- ~ 1.49.
X20 s83 7 362 7 098 7 om

I$ x2 su 3 laisvés laipsniais pasiskirstymo lentelés randame, kad

x*(3,0.05) ~ 7.8.
Taigi hipotezés, kad seka Xo, X1,..., Xg yra atsitiktiné (su reik§mingumo
lygmeniu 0.05) atmesti negalime. <

3. Sekos atsitiktinumo testas taip pat gali buti pagristas bendro sekos
monotoniskumo intervaly skai¢iaus tyrimu. Teorinis tokio skai¢iaus vidurkis
2n+1

(32) E(visy monotoniSskumo intervaly skaicius) = B
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Sekos atsitiktinumo hipotezé atmetama, kai visy monotoniskumo intervaly
skaiCius yra mazas. Tegul I yra visy monotoniskumo intervaly skaicius. Jei
seka tikrai atsitiktine, tai atsitiktinis dydis

2n +1
3
<16n-—13)1/2
90

I —

yra pasiskirstes pagal standartinj normalyjj désnj. Taigi gali buti sukonstruo-
tas dar vienas monotoniskumo tikrinimo testas.

4. Skyrelio pabaigoje pateiksime testa, kurj reikéty vadinti ne mono-
toniskumo testu, bet testu, kuris tiria kaip daznai p.a.s. seka Sokinéja apie
vidurkj.

Testo esmé tokia. P.a.s. sekai Uy, Uy, ..., U, apibrézkime dvejetaine seka
bo, b1, . .., b, tokiu budu:

p o [0, jeibi<1/2,
T 1, jeib > 1/2,

1 =0,1,...,n. Toliau kaip ir ankstesniame monotoniskumo teste skaic¢iuo-
jami dvejetainés sekos intervaly tarp gretimy nuliuky ir gretimy vienetuky
ilgiai. Jei seka Uy, Uy, ..., U, tikrai atsitiktine, tai k ilgio intervaly skai¢iaus
vidurkis

n—k+4

TESEt 1<k<n+1.

E(skaicius intervaly, kuriy ilgis = k) =

Visy intervaly skaic¢iaus vidurkis

o s n+2
E(visy intervaly skai¢ius) = 5

Paskai¢iuojama dvejetainés sekos by, by, ...,b, empiriniai £ ilgio intervaly
skai¢iai. Gauti rezultatai su y? kriterijaus pagalba lyginami su teoriniais
vidurkiais. Labai didelis arba labai mazas intervaly skaicius reiSkia, kad
p.a.s. seka nepasizymi atsitiktinés sekos savybémis.

4.2.11 Gretimy nariy koreliacija

Statistikoje daznai naudojamas koreliacijos koeficientas. Tarkime, turime du
skirtingy dydziy rinkinius Uy, Uy, ..., U,—1 ir Vi, V4, ..., V1. Juy koreliacijos
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koeficientas apibréziamas taip:

nE - (50) (57)

(e (S0)) (- (5v))

Koreliacijos koeficientas visuomet yra tarp —1 ir +1. Kai jis lygus nuliui
ar labai mazas, tai yra nuoroda j dydziy U; ir V; nepriklausomuma. Kai
C = &1, tai dydziai U; ir V; suristi tiesine priklausomybe: V; = a + bU;,
visiems ¢. Jeigu tikimasi, kad dydziai U; ir V; nepriklausomi, tai laukiama,
kad jy koreliacijos koeficientas buty nedidelis.

1. Statistika
(34)

(33) C:=

. n(UoUr + -+ Up2Up 1+ Uy 1Up) — (Ug+ Uy + -+ - 4+ Upq)?
nUg+ U2+ +U2,)— U+ Ui+ 4 Uy1)?

C, :

yra gretimy sekos Uy, Uy, ..., U,_1 nariy koreliacijos matas. (34) formulé
yra (33) formulés atskiras atvejis, vietoje sekos Vg, Vi,. .., V,_1 paémus seka
Uy, Us, ..., Up_1,Upy. Gerai, kai (34) formule apibréztas koreliacijos koeficien-
tas yra mazas. Praktiskai jis laikomas geru, kai

Ch € [tn — 200, i, + 20,].

Cia
1 1 n(n —3)

- = , > 2.
n—1 """ n-1\ nr1 "

Hn =

Faktigkai C,, reikdmé nurodytam intervalui turi priklausyti 95% visy atvejy.

Pageidautina, kad p.a.s. sekoje buty maza koreliacija ir tarp nariy U;,
Uiy, kait =1,2,... Tokia koreliacija visiskai pakanka nagrinéti, pavyzdziui,
kai t < 10. I8déstytas metodas tinka ir koreliacijai tarp U; ir U;y; nagrinéti.
Kuo t didesnis, tuo patenkinancios praktines reikmes koreliacijos koeficiento
C,, = C,(t) reiksmeés gali buti didesnés.

2. Siame skyrelyje pateiksime dar vieng koreliacijos tarp nariy U;, Ui
matg. Visa p.a.s. seka Uy, Uy, Us, ... suskirstoma j m grupiy po k elementy
kiekvienoje grupéje: (Ukj, Ugjt1,- .., Ugjrr—1), 0 < j < m — 1. Kiekvienai
grupei paskai¢iuojama statistika

1 k—t—1

Cyj = - > UjsiUrjrise -
i=0
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Jeigu tarp Ujjyi ir Uypjyiqe néra koreliacijos, tai dydis C}; apytiksliai pa-
siskirstes pagal normalyjj désnj

v (L V13k 19
4 12(k—t) )

Normaliskumui patikrinti reikéty sudaryti empirine pasiskirstymo funkcija ir
naudoti KS arba w? kriterijy. Gali buti naudojamas ir x? kriterijus, bet tada,
reikéty, naudojantis normaliuoju désniu, paskaic¢iuoti teorines Cy; pakliuvimo
1 sudarytus intervalus tikimybes.

4.2.12 Posekiy tikrinimas

Neretai modeliuose reikia ne vieno bet keleto p.a.s. rinkiniy. Pavyzdziui,
jeigu modelyje yra trys atsitiktiniai skaic¢iai X, Y, Z, tai, norint juos apibreézti,
reikia tris kartus generuoti p.a.s. Tokiuose taikymuose svarbu, kad geromis
atsitiktinémis sekomis buty sekos posekiai, minétu atveju imant kas trecia
generuotos sekos narj. Tokiu atveju pakanka generuoti vieng p.a.s. seka.
Jeigu modelyje kiekvieng karta reikia ¢ atsitiktiniy skaiciy, tai su testy pa-
galba reikia tikrinti ne pradine seka Uy, Uy, Us, ..., o atskirai jos posekius

Uo, Uy, Usgs - - 5 Ur, Ugir, Usgrs oo o5 oo Uge1, Usg1, U, - -

Patirtis rodo, kad, naudojant tiesine kongruentine seka, tokiy posekiy charak-
teristikos praktiskai niekada nebuna blogesnés negu pradinés sekos, iSskyrus
atvejus, kai skaicius ¢ ir tiesinés kongruentinés sekos modulis m turi didelj
bendra daliklj.

I8 visy aprasyty empiriniy testy tolygumo tikrinimo ir gretimy nariy ko-
reliacijos tikrinimo testai patys silpniausi. Silpniausi ta prasme, kad bandy-
muose Sie testai beveik visada duoda patenkinamus rezultatus. Palyginus
stiprus testas yra monotoniskumo testas. Maksimumo testas irgi néra silp-
nas testas.

4.3 Teoriniai testai

Nors kiekviena p.a.s. seka galima tikrinti su empiriniais testais, bet dar geriau
zinoti i§ anksto kokie bus to tyrimo rezultatai. Tokio tipo teoriniai rezultatai
leidzia geriau jvertinti p.a.s. sekas negu empiriniai tyrinéjimai.

Siame skyrelyje nagrinésime tik tiesines kongruentines sekas. Rezultatai,
lieciantys Sias sekas, pagrindinai gaunami atliekant viso sekos periodo statis-
tine analize. Pavyzdziui, tikrinant tokios sekos tolyguma, ji visada bus labai
tolygi. Bet patikrinti visa perioda tokiais empiriniais testais kaip serijy,
intervaly, kéliniy, gretimy nariy koreliacijos ir kitais tikslinga.
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4.3.1 Kéliniy testas

Sis testas priklauso teoriniams testams ir skiriasi nuo tokj pat pavadinima
turinc¢io empirinio testo. Testo esmé tokia. Jei p.a.s. seka gera, tai mazdaug
pusé pory (X, X,,+1) turi tenkinti nelygybe X, 11 < X,.

9 teorema Tegul (X, a,c,m) yra tiesiné kongruentiné seka su maksimaliu
periodu. Beto tegul d = (a — 1, m). Tuomet tikimybé

1
P(Xnp < Xn) =5+

Cia
2(¢cmod d) —d
r= .
2m
Taigi
< —.
<5

IS Sios teoremos iSplaukia, kad nelygybeé visame X, ; < X, periode pa-
sitaikys su laukiamu tikslumu kaip bepasirinktume a ir ¢, iSskyrus tuos atve-
jus, kai d yra didelis.

4.3.2 Gretimy nariy koreliacija

Gretimy nariy koreliacijos koeficientas rodo jy priklausomumo laipsnj. Jis
jau buvo apibréztas (34) formuléje.

10 teorema Tiesinés kongruentinés sekos (Xo, a,c,m) su maksimaliu peri-
odu gretimy nariy koreliacijos koeficientas

(35) Cwi<1—6;+6<;)2>.

Sios apytikslés formulés klaida yra nedidesné uz (a + 6)/m.

I (35) formulés galima padaryti keleta svarbiy igvady. Pirma, reikia
vengti mazy a reikSmiy. Antra, didelés a reik§més negarantuoja, kad bus
maza gretimy nariy koreliacija, nes (35) formulés paklaida gali iSaugti iki
a/m. Trecia, jei a =~ y/m, tai koreliacijos koeficiento modulis yra apréztas
dydziu 2/+/m.

Iki giol mes nieko nekalbéjome apie ¢ parinkima, isskyrus tai (zr. 1 teo-
rema), kad ¢ ir m turi buti tarpusavyje pirminiai. (35) lygybé padeda
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pasirinkti gerus c. Lygties 1 — 62 4+ 622 = 0 Saknys yra lygios 1 + é\/g

2
Todél pasirinke c taip, kad

1
£ + >4/3,

(36) 5

~
~

N —

gausime maza koreliacijos koeficientg.

Pageidautina, kad p.a.s. sekoje buty maza koreliacija ir tarp X, ir X,,40.
Apskritai neblogai, jei koreliacija nedidelé tarp X, ir X, ;, kai, sakykime,
1 <t <10. Anks¢iau buvo parodyta (zr. (5) formule), kad

Xnit = X,, + ¢, modm.
Cia
a; =a' modm,

(a' —1)c
a—1
Su §iy formuliy pagalba galima paskaiciuoti koreliacija tarp X, ir X, 14, jeigu
vietoje a ir ¢ paimsime a; ir ¢. Zinoma, ¢; parinkimui jau negalésime naudoti

(36) formulés.

mod m .

Cy

4.3.3 Spektrinis testas

Tai svarbus testas 1965 m. pasiulytas Koveju (R.R.Coveyou) ir Makfersono
(R.D.MacPherson). Sis testas geras tuo, kad visos Zinomos blogos p.a.s.
sekos buvo jo atmestos, o geros praéjo iSbandymus sékmingai. Tai, ko gero,
stipriausias ir tobuliausias i§ visy zinomy testy.

Teorinis testo pagrindimas naudojasi Furje spektrine analize ir kitu sude-
tingu matematiniu aparatu, todél mes jo detaliai nenagrinésime, tik iSdésty-
sime kai kuriuos esminius momentus.

Testas naudojamas tiesinés kongruentinés sekos (Xy, a, ¢, m) daugikliui a
parinkti.

11 teorema Tarkime, kad sy, $s,...,s; yra sveikieji skaiiai, |sy| < m/2,

1<k<l,

s(a) := s + spa + s3a® + - - - + s;a' 7,

(37) v, := min® \/5%4—3%4_..._'_8%_

Cia * reiskia, kad minimumas imamas pagal visus skaiciy rinkinius (s, Sa, - . .,
s1) # (0,0,...,0), tenkinancius salyga s(a) = 0 (mod m). Tuomet i$ tiesinés
kongruentinés sekos (Xo, a, c, m) su maksimaliu periodu m gautos sekos

Xo X1 Xy

38 = =
() m7m7m7
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tolygaus pasiskirstymo intervale [0, 1] laipsnis toks. Jei imame [ gretimy (38)
sekos nariy, tai tokie rinkiniai yra nepriklausomi 1 /v, “tikslumu” (vidurkinant
pagal visa perioda).

Surasti svarby tiesinés kongruentinés sekos skaiciy v; néra paprasta. I$ 11
teoremos iSplaukia, kad 1v; nepriklauso nei nuo tiesinés kongruentines sekos
pradineés reikSmes Xy, nei nuo prieauglio c. Yra algoritmai naudojantys gana
sudétingus algebros ir spektrinés analizés dalykus, su kuriy pagalba galima
surasti v (zr. [9]). Taip pat jrodyta, kad

(39) v S ’}/lml/l.
Cia i, kai k= 1,2,...,8, igyja tokias reikSmes:
]_7 (4/3)1/4’ 21/6’ 21/47 23/107 (64/3)1/12, 23/7, 21/2'
Kad geriau suprastume situacija, panagrinékime pavyzdj.

9 pavyzdys Tegul a = 3141592621, o m = 10*°. Panagrinékime sekos

Xo X7 X
(Uo,Ul,UQ,...): (0,1,2, )
m m m

gretimy nariy nepriklausomuma, naudodami spektrinj testa (11 teorema).

Naudojant sudétingus algoritmus, galima surasti, kad
vy = 67654,

vy ~ 1017,
v, =~ 250,
Vs~ 42,
Vg ~ 23.

Tai reiskia, kad viena po kitos einan¢ios poros (iSnaudojant visa perioda)
(Uo,U1), (Us, Us), ... arba (Uy,Us), (Us,Uy), ... yra nepriklausomos, jei ap-
siribosime tikslumu 1/67654. T.y. jei uzraSas desimtainis, tai 4-5 Zenklai po
kablelio nepriklausomi, jei dvejetainis, tai buty 16 zenkly po kablelio. Vienas
po kito einantys trejetai (Ug, Ugy1, Ugr2) bus nepriklausomi, jei apsiribosime
tikslumu 1/1017. Viena po kito einan¢ius ketvertus (Uy, Ugi1, Ugta, Ukys)
galima laikyti nepriklausomais, jei apsiribosime tikslumu 1/250. Penketai
nepriklausomi, apsiribojant tikslumu 1/42, o SeSetai, jei apsiribosime tik-
slumu 1/23. <
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Net teoriskai yra sunku pasakyti, kaip parinkti pacius geriausius daugik-
lius a, t.y. kada v; yra maksimaliai galimi. Labai gerai, kai v; yra artimi
nurodytai (39) formuléje ribai.

Spektrinis testas néra grynai teorinis. Jis turi daug empirinio testo bruozy.
Teorinis testo pagrindas yra 11 teorema. Bruozai, kurie bendri empiriniams
testams ir spektriniam testui yra tai, kad, naudojant algoritmus, reikia at-
likti kai kuriuos empirinius skaic¢iavimus. Praktiskai, v; reikia skaiciuoti ke-
liems parinktiems a, o paskui parinkti ta a, kurio rodikliai geresni. Aisku,
parenkant a svarbiau dvejety, trejety, tik po to ketverty, penkety, Sesety
nepriklausomumas. Septynety, aStuonety ar didesniy rinkiniy nepriklauso-
mumo laipsnis labai retai kada skai¢iuojamas.

Patirtis rodo, kad daugiklis a yra neblogas, jei

7'/ 2y

= —>0.
C= yim = O

kai | = 2,3,4. Cia

(Z)' = (Z) (Z — 1) (;) /7, kai n nelyginis.

Jei Oy, O3, Cy > 1, tai spektrinio testo rezultatai labai geri (a yra geras).

4.3.4 Gardelinis testas

Testas duoda labai panasSius rezultatus kaip ir spektrinis testas bei turi ir
teoriniy ir empiriniy testy bruozy. Testo pagrindines idéjas iSdéstysime
trumpai. Jis taikomas tiesinés kongruentinés sekos daugikliams palyginti
ir parinkti ta, kurio testo duomenys geresni. Aptarkime svarbiausius testo
momentus.

Tegul tiesiné kongruentiné seka (X, a,c, m) yra maksimalaus periodo.
Tada seka X, Xi,...,X,,_1 perbéga visus skai¢ius nuo 0 iki m — 1. Na-
grinékime koordinaciy sistema zOy ir kvadrata 0 < z < m, 0 < y < m joje.
Siame kvadrate yra m? tasky, kuriy koordinatés sveiki skai¢iai. Nagrinékime
poras (X;, X;11),i=0,1,...,m — 1. Sias poras galima pavaizduoti minéto
kvadrato tagkais. Kvadrate yra m? sveiky tasky, o pory i§ viso turime m.
Aigku, kad seka Xg, Xi,...,X,,_1 tuo geresné, kuo labiau issibarste taskai
(Xi, Xit1).

Kadangi visi taskai (X;, X;y1) yra ant lygiagreciy tiesiy, tai plok§tumoje
x0y galima gauti daug lygiagretainiy, imant jy virSunémis Siuos taskus. IS
geometriniy samprotavimy aisku, kad maziausio tokio lygiagretainio plotas
yra m. ldealu, kai tas maziausias lygiagretainis yra kvadratas. Tada seka
labiausiai panasi j atsitiktine.
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Jeigu nagrinétume visy vektoriy, jungianciy taskus (X;, X;11), aibe, tai
Si aibe, aisku, yra dvimateé. Jei parinksime du trumpiausius vektorius, kad
jie sudaryty baze, tai tie vektoriai ir bus minéto maziausio lygiagretainio
krastinémis. Kuo lygiagretainis artimesnis kvadratui, tuo seka Xg, Xy, ...,
X1 tolygiau iSsibars¢iusi ir labiau atsitiktiné. Tegul a; ir s — trumpiausi
baziniai vektoriai, |da| > |a4|. Atsitiktinumo matu laikomas dydis

Sis dydis nepriklauso nuo ¢, o priklauso tik nuo a. Jis gali buti panaudotas
ir tiesinéms kongruentinéms sekoms ne su maksimaliu periodu, tame tarpe ir
multiplikatyviosioms kongruentinéms sekoms. Naudojant algebros aparata,
galima tuos vektorius surasti. Mes neljsime j teorinius iSvedziojimus, bet
pabaigai pateiksime pavyzdj, kad buty lengviau suprantama tai kas iSdéstyta.

10 pavyzdys Istirkime tiesine kongruentine seka (Xo, a, 1,16). Kuris i$ dau-
gikliva=1,a=5,a=9 ar a = 10 yra geriausias (gardelinio testo prasme)?
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c)a=9 d)a=13
9 pav. Gardelinio testo pavyzdys

IS 1 teoremos isplaukia, kad tik salygoje minétiems a turésime tiesine kon-
gruentine seka (Xo, a,1,16) su maksimaliu periodu lygiu 16. Kiekvienam i3
minéty a pavaizduokime xOy plok§tumoje taskus (X;, X;11),9=0,1,...,15.
Ziurekite 9 pav. Naudojantis 9 pav. nesunkiai galima surasti trumpiausius
bazinius vektorius @ ir ds. Jie pavaizduoti paveiksléliuose. Paskaiciave
turime, kad



4.3 Teoriniai testai 4 STATISTINIAI TESTAI

V26
V3l
V26

Taigi vienodai geras a pasirinkimas buty 5 arba 13, blogiau 9, o blogiausias
atvejis 1.

Aigku, kai modulis m nedidelis, nesunku nustatyti, kuris daugiklis bus
geresnis (kai m = 16, geresnis daugiklis jau matosi i§ 9 pav.). Kai moduliai
m dideli, nustatyti blogus daugiklius a néra lengvas uzdavinys. Dideliems m
surasti R(a) ir palyginti skirtingus a padeda nors ir sudétingos bet pritaiko-
mos algebrinés proceduros.
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5 JVAIRIU ATSITIKTINIU DYDZIU MODE-
LIAVIMAS

Mes jau mokame gauti tolygiai pasiskirséiusius intervale [0, 1) atsitiktinius
dydzius Uy, Uy, ... Tarkime, kad jie elgiasi taip tarsi buty atsitiktiniai ir
nepriklausomai parinkti.

Praktiniams taikymams daznai reikia kitaip pasiskirsciusiy atsitiktiniy
dydziy rinkiniy. Mes parodysime kaip tai galima gauti. Yra daug gavimo
budy. Neieskosime geriausiy, nes jvertinti, kuris budas geresnis, buty kitas
— sunkesnis uzdavinys.

5.1
Sakykime, reikia gauti atsitiktinj skai¢iy X tarp 0 ir &k — 1(arba tarp 1 ir k),

jgyjantj visas Sitas reikSmes su vienoda tikimybe, lygia i Pakanka paimti

(40) X = [kU] (arba X = [kU] + 1).

5.2
Tarkime, reikia gauti atsitiktinj dydj X tokj, kad

X = x; su tikimybe pq,
X = x5 su tikimybe po,

X = zy, su tikimybe py,
p1 + -+ pr = 1. Tokiu bus dydis

r1, kai0<U < py,
(41) P ket kai py < U < p1 + po,

Tk, kaip1+---—|-pk_1§U<1.

5.3 Bendri metodai tolydziai pasiskirsc¢iusiems
dydziams gauti

Sakykime, reikia gauti dydj X, pasiskirs¢iusj pagal pasiskirstymo désnj F'(x),
o F(x) — didéjanti, tolydi pasiskirstymo funkcija. Tuomet egzistuoja atvirks-
tiné funkcija F'~!. Siuo atveju dydj X galima gauti taip:

(42) X = F(U).

61



5.4 A.d. gavimas 5 A.D. MODELIAVIMAS

Is tikryjy,
P(X <x)=P(F'U)<z)=PU < F(z)) = F(z).

Pateiksime keleta ziniy i tikimybiy teorijos, kuriomis naudojantis galima
patobulinti kai kuriy atsitiktiniy dydziy gavimo procesa.

Jeigu X; ir X5 — du nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su pasiskirstymo
funkcijomis Fi(z) ir Fy(x), tai

max (X, X) turi pasiskirstymo funkcija F(x) - Fp(x),
min(Xy, Xo) turi pasiskirstymo funkcija Fi(z) + Fa(x) — Fi(x) - Fy(z).
Taigi dydziai
X =VU ir Y =max(Uy,Us)

pasiskirste vienodai. Juy pasiskirstymo funkcija

0, kaiz <0,
F(x)=q2% kai0<uz<l,
1, kaiz>1.

Turbut paprasciau, tokiy dydziy gavimui naudoti antrajj atvejj. Nereikia
traukti Saknies.

Yra ir daugiau panagiy dalyky, bet reikia gerai zinoti tikimybiy teorijg ir
tuo naudotis. Panagrinékime taip vadinama sumaiSymo metoda. Tegul

(43) F(z) =pFi(z)+ (1 —p)Fr(z), 0<p<Ll
Galime sumodeliuoti atsitiktinj dydj X su pasiskirstymo funkcija F'(z) taip:

X pasiskirstes pagal Fi(x), jei U < p, ir

X pasiskirstes pagal Fy(x), jeip < U < 1.
Toliau konstruojame X, pasiskirsc¢iusj jau pagal F; ar Fh, imdami kita toly-
giai pasiskirs¢iusj dydj U;. Tai padaryti lengviau, negu i§ vieno dydzio U

modeliuoti X, ieSkant (43) funkcijos atvirkstinés funkcijos arba kokiu nors
kitu keliu, jei funkcijos Fi ir F3 yra paprastesnés uz F.

5.4 Jvairiy a.d.gavimas

Sio skyriaus tikslas yra iSsiaiskinti kaip gaunami jvairus a.d. i$ tolygiai pa-
siskirsciusio intervale [0,1) a.d. U. Egzistuoja keturi pagrindiniai bendrieji
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metodai: atvirkstiniy transformacijy (inverse transform) metodas, kompozi-
cijuy (composition) metodas, priemimo-atmetimo (acceptance-rejection) meto-
das ir tolygiuju dydziy santykio (ratio-of-unforms) metodas. Pla¢iai naudo-
jami ir jvairus Siy metody miSiniai. Yra ir kitokiy metody, bet jie ne tiek
daug taikomi kaip Sie keturi metodai.

Daznai konkreciam a.d. gauti galima naudoti ne viena metoda, bet
parenkant metodus galima efektyviau sugeneruoti norimus a.d., t.y. per
trumpesnj laika, arba gauti geresnj tiksluma, jei dydziai generuojami apytik-
sliai, arba sutaupyti kompiuterio atmintj. Dar platesniam susipazinimui su
jvairiy a.d. gavimu ziurékite Devroye [4] ir Fishman [6].

5.5 Bendrieji a.d. gavimo metodai

5.6 Atvirkstiniy transformacijy metodas

Atvirkstiniy transformacijy budas a.d. gauti yra gana bendras, pats trumpiau-
slas ir tiesioginis.

12 teorema Tegul F(z),a < z < b, yra pasiskirstymo funkcija, o
(44) F'(u) =inf{z € [a,b] : F(2) >u,0 <u<1}

jos atvirkstiné funkcija®. Tegul U yra tolygiai pasiskirstes a.d. intervale
[0,1). Tada a.d.

(45) 7 =F 1)
skirstinys yra F'.

Jrodymas.

5.6.1 Tolydieji skirstiniai

Siame skyrelyje pateiksime pagrindiniy tolydziyju skirstiniy atvirkstiniy funk-
cijy lentele. Tolydiesiems skirstiniams (44) formulé gali buti uzrasyta taip:

F_l(u) :min{z: /f(y)dyzu,()ﬁuﬁ 1}.

9Gi funkcija nevisada yra atvirkstiné pagal atvirkstinés funkcijos apibrézima, bet visada
egzistuoja, kadangi (44) formuléje imamas infimumas.
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Cia f yra tolydziojo skirstinio F' tankio funkcija.

Parametry

Skirstinys Skirstinio tankis F~(u)
kitimo sritys
_ - 1
U(a,b) — tolygusis a<z<b a+(b—a)u
intervale [a, b) b—a
Be(a, 1) — beta azo! >0 ut/e
0<z<1
0 1—(1—u)/?
Be(1, 3) — beta 1—2)85-1 B>
(1.5) g ) 0<2<1 (arba 1— ul/ﬁ)
£(9) [ 5> 0 “3hn(i— )
— eksponentinis g 2 >0 (arba — flnu)
L e~(z=)/B g>0 u
L(c, ) — logistinis BT e a2 | o < 2 < o a+ (1n -
1
C(a, 5) 5 5> 0 a+5t&nﬂ(uﬁ ;)
— necentruotas Kogi | (8% + (2 —a)?) | —00 < 2 < 00 <arba o+ >
tan mu
o 1 — 1/a
Pa(c, 3) — Pareto aﬁﬂ @ >0 B/ —w)
2 z2>06>0 (arba ﬁ/ul/o‘)
. —In(1 —u))V/
W(a, ) — Veibulo & a1e(=/8) 6 >0 A= (1 —u))
B z2>0 (arba B(—In u)l/o‘)
2 —(z=p)?/20° 2
N(Mag ) ‘ € 7 0 >0 p+ oH(u)
— normalusis (2mo?) —00 < z < 00

Lenteles paskutingje eilutéje, skaiciuojant normaliojo désnio atvirkStine

funkcija dydis H(u) gaunamas apytiksliai:

Hﬁ@:(a@(u—;)>G

t = (—2lnmin(u, 1 — u))?,
co = 2.515517, ¢; = 0.802853, co = 0.010328,

Co + Clt + CQtQ

_1+d¢+dﬂ%+@ﬁ>’

dy = 1.432788, dy = 0.189269, ds = 0.001308.

Apytikslio skai¢iavimo absoliutiné paklaida < 0.45 x 1073,

Tiems a.d. Z, kuriy skirstiniy atvirkstinés funkcijos gaunamos nesunkiai,
Sis metodas yra gana paprastas ir tiesioginis (ta prasme, kad nereikia nieko
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daugiau). Jeigu atvirkstine funkcija surasti gana sudétinga ar i§ viso negal-
ima, kartai galima naudoti apytikslio skaic¢iavimo metodus.
Pavyzdziui, sugeneravus U € U[0, 1), lygties

k(z)=F(2)—U=0

z atzvilgiu sprendimui galima naudoti skaitinius metodus. Apytikslis jos
sprendinys duos reikiamg a.d. Z =~ z. Jeigu z kitimo intervalas baigtinis,
tinka intervalo dalinimo pusiau metodas. Jeigu z kitimo intervalas begalinis
ir jame f(z) > 0, tai galima naudoti Niutono liestiniy metoda.

Tarkime F(z),a < z < b, yra a.d. Z tolydus skirstinys. Paimkime
modifikuoto (restricted) (kaip ir Z, tik sukoncentruoto mazesniame intervale)
a.d. Z* skirstinj

F !
F*(z):F(> a<d <z<¥b <b.

A.d. Z* lengva generuoti, jei mokame gauti a.d. Z. Pakanka a.d. U € U[0,1)
pakeisti a.d.

U=F@)+ (F@{)-F(d\U
ir imti

75 = F~Y ).

5.6.2 Diskretieji skirstiniai

Apie diskreciuosius skirstinius *** jau kalbéjome, o dabar pateiksime lentele
ir algorirma kaip generuoti kitus daznai pasitaikancius diskreciuosius skirs-
tinius.

Skirstinys p=P(Z =k) Parametry Do Prit c(k+1)
kitimo sritys Pk
k=0,1,...,r

B(r, p) <T> k —k P p(r —k)
p"(1—=p) eN L=p)" | 77—
~ binominis | W) 0P S Ty
O<p<1
Ge k=0,1,...
®) (1-pp* 1—p p
— geometrinis 0<p<l1
P(N) Are=A k=0,1,... o A
— Puasono k! A >0 k+1
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Algoritmas 1

Tikslas: diskretaus a.d. Z, jgyjancio reiksmes k = 0, 1, ... su tikimybémis
Do, P1, - - -, generavimas.

Ivestis: pg ir ¢(k + 1) i§ pateiktos lentelés.

ISvestis: Z.

Metodas:

P DPo, ¢ < po, Z 0.

Generuojame a.d. U € U0, 1).

KolU>q: Z—Z+1, p—pc(Z), ¢ q+p.

Atsakymas: Z.

Naudojant §j algoritma galima gauti ir daugiau diskreciyjy a.d., tame
tarpe hipergeometrinj ir neigiama binominj, zr. Fishman [7].

Naudojant Algoritma 1 galima gauti ir modifikuotus (restricted) diskreci-
uosius a.d. Z*, kurie jgyja reikSmes i siauresnés aibés k' = a’,a’ +1,...,V
su tikimybeémis

P(Z =k)= ¥
Dar + -+ Py
Siuo atveju Algoritme 1 pradinius duomenis reikéty jvesti tokius: p <«
Pary ¢ — (po+ -+ pa), Z < d, ir generuotyg a.d. U € U[0,1) pakeisti
ad. (po+ -+ po-1) +Upa + -+ py).

Pjuvio tasko (cutpoint) metodas. Minéto Algoritmo 1 trukumas,
kad a.d. reikSmiy mes ieskome i§ eilés, didéjimo tvarka. Jei U yra didelis
(artimas 1), tai algoritmas dirbs ilgai, paklaidos taip pat gausis didesnés,
nes jos priklauso nuo zingsniy skai¢iaus algoritme. Algoritmas 1 gali buti
pagerintas ta prasme, kad galime pradeéti procedura ne nuo a, bet nuo tasky,
kurie yra ar¢iau sprendinio Z, jei skai¢iuosime vidutiniskai (algoritme atlikty
zingsniy vidurkio prasme).

Pjuvio tagko metode a.d. reiksmiy aibé a,a+1,...,b padalinama tagkais

(46) ;o min(ipat e dpi > a<i<b), =0, m—1,
=

b? ]:m’

1 m intervaly. Intervalai parenkami taip, kad tikimybeés patekti j kiekviena i8
intervaly [/;,1;+1) buty kiek galima vienodesnés, ~ %, 7r. Fishman [7].
Pjuvio tasko metode a.d. generavimas susideda is dviejy daliy. Pirma,
generuojame U € U[0,1) ir parenkame sveika skai¢iy L = [mU]. Antra,
parenkame a.d. Z > [j.
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Algoritmas 2

Tikslas: diskretaus a.d. Z, igyjancio reikSmes k = a,a + 1,...,b su
tikimybeémis pg, Pat1, - - -, P, generavimas.

Ivestis: po,...,ppir Iy, ..., I,_1 iS pateiktos (46) formulés.

ISvestis: Z.

Metodas:

Generuojame a.d. U € U0, 1).

L — [mU].

Z— Iy, q—pat-+0pz

KolU >gq: Z — Z+ 1.

Atsakymas: Z.

5.7 Kompozicijy metodas

Tegul a.d. Z, su reik§meémis intervale [a, b], skirstinys F' iSsiskaido j suma:

(47) F(z)=wFi(z)+ -+ w.Fr.(2),
O<wy<l,i=1,...,r, w+ -+w-=1.
Cia Fi(z),i=1,...,r yrakito a.d. Z;, sureikémémis intervale [a;, b;] C [a, b],
skirstinys.
Siuo atveju a.d. Z generuoti gali buti naudojamas kompozicijy metodas.
Jo esmé tokia. Pirma, generuojamas a.d. €, jgyjantis reikSmes 1,...,r su
tikimybémis wy, ..., w,. Tarkime, {2 = I. Antra, generuojamas a.d. Z;. A.d.

Z paimamas lygus Z;,t.y. Z = Z;.

5.7.1 ISskyrimo j poras metodas

Siame skyrelyje pateiksime kompoziciju metodo varianta, iSskyrimo j poras
(alias) metoda, tinkantj bet kokiam diskre¢iam a.d. Z, jgyjanc¢iam baigtinj
skai¢iy reikSmiy 21, 29, . .., 2, su tikimybémis p1, ps, ..., p,. A.d. Z reiksmiy
aibé uzrasoma dviejy aibiy sajunga:

{21,22, e Zn} = {Al,AQ, R ,An} U {Bl, BQ, e Bn},
su priskirtomis tikimybémis P(A;) > 0 ir P(B;) = 1 — P(4;), tokiomis, kad
1 n IED(AJ), Jel Zi = Aj,
j=1
0 kitais atvejais.
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Taigi skirstinj [/ iSskaidéme:

1

F(z) = — F,.(2).

) LRG)

Cia F, a.d. Z;, igyjancio reik§mes A;, B; su tikimybémis P(A;), P(B;), skirstinys.
Teisinga tokia teorema.

13 teorema Bet kokio diskretaus a.d., jgyjancio baigtinj skaic¢iy n reikSmiy,
skirstinys F' gali buti iSskaidomas j n skirstiniy suma

kiekvienas is kuriy sukoncentruotas ne daugiau kaip dviejuose taskuose.

Teoremos jrodyma galite rasti knygoje [7]. Pateiktas jrodymas duoda
ir algoritma, su kuriuo galima surasti aibes {Aq,..., A,}, {B1,..., By} ir
tikimybes P(A;),...,P(4,). Sis algoritmas taip pat pateiktas Fishman [7].

Dabar pateiksime algoritma a.d. Z, jgyjanciam reikSmes zq, 22,..., 2,
su tikimybémis py, pa, . . ., pn, generuoti. Naudosime iSskyrimo j poras (alias)

metoda ir tarsime, kad aibés { Ay, ..., A,}, {B1,..., By} ir tikimybés P(A4,),...,P(A,)

yra Zinomos.

Algoritmas 3

Tikslas: diskretaus a.d. Z, jgyjancio reikSmes 21, 23, . . . , 2, su tikimybémis
D1, D2, - - -, Pn, gENeEravimas.

Ivestis: {Ay,..., A}, {B1,...,Bn}, P(A1),...,P(4,).

ISvestis: Z.

Metodas:

Generuojame a.d. U; € U[0,1).

Generuojame a.d. Uy € U[0,1).

Jei Uy <P(A)), Z «— Ay; antraip Z < By.

Atsakymas: Z.

Pabaigoje skyrelio pateiksime pora pavyzdziy kaip sudaryti aibes A;, B;
ir tikimybes P(A;) a.d., jgyjan¢iam 6 reikdmes.
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Zi | Di A; B; P(A;) | P(B;)
1101]A = B, = 0.6 0.4
2102 A=2|By,=3]| 0.8 0.2
3103 A3=4|B3=3| 06 0.4
4101 A;=5|By,=3| 06 0.4
5101 A5=3|B5=6]| 0.8 0.2
6102 A¢=6 1

Arba kitas variantas.

alp | A B, |P(4)]|P(B)
1101/ A,=1|B;=2| 06 0.4
2102|A,=2|By;,=6] 0.8 0.2
3103|A3=3 1

4101 Ay=4|Bs=3]| 0.6 0.4
5101|As5=5|Bs=3] 0.6 0.4
6(02| A5 =6 1

5.8 Normaliai pasiskirsc¢iusio atsitiktinio dydzZio gavi-
mas
1. Tegul, kaip visada, U; ir Us — nepriklausomi ir tolygiai pasiskirste intervale
[0,1) atsitiktiniai dydziai. Tuomet atsitiktiniai dydziai Vi =2U; — 1 ir V, =
2U, — 1 yra nepriklausomi ir tolygiai pasiskirste intervale [—1,1).
Pazymeékime

(48) S=V7+ V.

Jeigu S > 1, imkime naujus U; ir U bei generuokime S i$ naujo. Imkime
tik 0 < S < 1.
Parodysime, kad

[—21In S [—2In S
(49) XIZ‘/I S ) X2:‘/2 S

— nepriklausomi ir normaliai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, t.y.

1 7 t2
X1, X5 € N(0,1), su pasiskirstymo funkcija ®(x) = Wors / e~ zdt.
T
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5.8 Normalieji dydziai 5 A.D. MODELIAVIMAS

Pereikime prie poliniy koordinaciy

Vi = Rcosf, Vo= Rsinf
= S=R?
= X;=v-2InScosf, Xo =+v—2InSsinb.

Pazymeékime
R =+v—-2InS.
Dydziai R ir 6 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, kintantys vienetinio
skritulio viduje, nes V; ir V5 nepriklausomi. Tuomet R’ ir 0 taip pat neprik-
lausomi. Tikimybé papulti taskui j vienodo kampo skritulio iSpjovas vienoda
(geometrinés tikimybés), todél 6 yra tolygiai pasiskirstes intervale [0,2m).
Tikimybeé

PR <r)= P( —2InS < r) = P(—ZlnS < 1"2)

2 2
:P<ln5>—r2>:P<S>e_r2>:P(R2>e_

3
vl%e

2

:1—P<R2ge—3>:1_e—’;,

nes atsitiktinis dydis R? yra tolygiai pasiskirstes intervale [0,1). Tai lengva
isitikinti, paskaiciavus geometrine tikimybe:

skritulio, su spinduliu v/¢, plotas 7t
P(R*<t)=P(R<Vt)= : ’ =— =t
( ) ( \/—) skritulio, su spinduliu 1, plotas m ’
0<t<1.

Taigi atsitiktinio dydzio R’ pasiskirstymo funkcija

M

T

Fr(r):=P(R' <r)=1—e¢"2,r>0.

Jau min¢jome, kad dydis 0 pasiskirstes tolygiai intervale [0,27), todél jo
pasiskirstymo funkcija

Fe(w):ZP(9<s&)=§, 0<p<2m

Dydziai X; ir X3 bus nepriklausomi ir pasiskirste pagal N(0,1), jei

P(Xl < [L’l,XQ < .%'2) = P(Xl < xl)P(XQ < .1’2) = (I)(l'l)q)(.iljg)
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Isitikinsime, kad taip yra. Paskai¢iuokime

P(X; < 21, X3 < x3) = P(R cos < x1, R'sinf < x)
= // dFgg(r, 9)

{(r,p)|r cos p<wx1,rsin p<za}

R ir 0 nep:riklausomi // dFR/ (7") ng(gO)

{(r,)|r cos p<z1,rsin p<za}

7‘2 1
= // re 2 —drde
2T

{(r,)|r cos p<z1,rsinp<za}

T=rCOS gi gi 1 2? 4y?
— =T r ol — _ -
- Y=rsin @ @ @ - - 27T € 2 dx dy
or 9 {(zy)lz<ziy<wa}

(7o) (7)ot

2. Normalyji dydj galima gauti ir kitu budu. Sakykime,
(50) F(x) = piFi(x) + - + paFu(z),

Fy, ..., F, —pasiskirstymo funkcijos, p1+- - -+p, = 1. Taigi F' — pasiskirstymo
funkcija. Dydis X su tikimybe p; parenkamas pagal pasiskirstyma Fj;. Tai
daroma taip:

Fy, jei0<U < p,
F, jei < U< + ,
X pasiskirstes pagal 2, Jelpr = p1+ Po

F’m Jelp1++pn—1 §U< 1.
Perrasyta tankiams (50) lygybé atrodyty taip:

f(@) =pifi(@) + -+ puful@).

Tegul f(x) normalusis tankis. Paimkime n = 50 ir sukonstruokime
tankius f;(z) ir tikimybes p;. Tegul tankiai (7zr. 1 pav.) fi,..., fas yra toly-
gial pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy tankiai ir uzima didziaja dalj ploto
(p1 + -+ + paa > 0,9). Todél skai¢iuoti X reiksme pagal pasiskirstymus
Fos, ..., F5o retai kada reikés. Pastarieji pasiskirstymai ir daug sudétingesni.
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p37far’} posfos
./// >
/ N\
/ \,
N\
pas fas P36 f36
P50f50 P49 fa9
‘ : : 414 : ‘ >
f ] 1 2 f3
P24 f24 p13f13l p1f1 p12f12
1 pav.
Jeigu pasitaiko tankiai fos, ..., fis, tai jie paprastai kei¢iami apytikriai

trikampiais tankiais (Zzr. 2 ir 3 pav.). Kai tankiai trikampiai, ju pasiskirstymo
funkcijos paprastesnés.

D

2 pav. 3 pav.

4 pav.

Su paskutiniais tankiais fy9, f50 elgiamasi analogiskai. Jie irgi kei¢iami
trikampiais tankiais (7r. 4 pav.).

Uzprogramuoti tokia procedurg gana sudeétinga. Kadangi normalusis pa-
siskirstymas labai daznai pasitaiko, tai kompiuteryje tokia programa verta
turéeti.

3. Normalusis atsitiktinis dydis su vidurkiu p ir dispersija o2, o
taip pat koreliuoti normalieji dydZiai. Dydis

(51) Y =p+0X, X € NO,1),

yra pasiskirstes pagal N(u, o).
Tegul dydziai X, X5 € N(0, 1) yra nepriklausomi. Tuomet

(52) Yi=p +01X1, Yo =pp+ 09 <,0X1+ 1—P2X2> ,
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yra pasiskirste atitinkamai pagal N(ui,01) ir N(p2, 02), o jy koreliacijos ko-
eficientas lygus p (jie priklausomi).
Is tikryjy
DY, = of,
DY, = o3 (p*DX, + (1 - p*) DX5) = 03,

Y — Ys —
M(l p1 X2 MQ)

01 02

= M (X (pX0 4 T=02G) ) = pMXE 41— 2 MX, MY,

= pMX} = p(MX}? = (MX))?) = pDX; = p.

5.9 Eksponentinio atsitiktinio dydzio gavimas

Jei eksponentigkai pasiskirsciusio atsitiktinio dydzio X vidurkis M X = 1, tai
jo pasiskirstymo funkcija F(z) =1 —e " i

ir
(53) F~'(y) = —In(1—y).
Taigi
X =—-In(1-0).
Kadangi 1 — U taip pat tolygiai pasiskirstes intervale (0, 1], tai galima imti
X=—-InU.

Tik reikia arba iSmesti reikSmes, kai U = 0, arba jas pakeisti reikSmémis
U=1.
Ir ¢ia galima naudoti metoda, kurj naudojome normaliojo atsitiktinio
dydzio atveju. Skirstinj galima iSskaidyti j skirstiniy suma.
Taip pat pastebékime, jei X turi eksponentinj pasiskirstyma ir M X = 1,
tai
Y =pX

taip pat turés eksponentinj pasiskirstymg ir MY = p.

5.10 Atsitiktiniy dydziy, turinéiy x? skirstinj su v laisvés
laipsniy (arba /2 eilés gama skirstinj), gavimas

Atsitiktinio dydZio x2, su v laisvés laipsniy, pasiskirstymo funkcija
(54) F(z) = b /xtgleédt x> 0.
25T (%) 4
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Tokj atsitiktinj dydj galima gauti, turint nepriklausomy eksponentiskai pa-
siskirsciusiy atsitiktiniy dydziy rinkinj. Be to, jeigu v yra nelyginis skaicius,
reikalingas nepriklausomas nuo eksponentiniy dydziy atsitiktinis dydis, tur-
intis standartinj normalyjj skirstinj. Butent dydis

2(Y1+ -4 Y, kai v = 2k

(55) P Y1+ 4+ Y5), ai v ,
201+ -+ Yy + 2% kaiv=2k+1,

yra pasiskirstes pagal x? désnj su v laisvés laipsniy. Cia Yi,..., Yy — neprik-

lausomi eksponentiskai pasiskirste (su vidurkiu, lygiu 1) atsitiktiniai dydziai,
o Z € N(0,1) nepriklauso nuo Y; .

Atsitiktinis dydis, turintis (54) pasiskirstymo funkcija, dar vadinamas
atsitiktiniu dydZiu, turin¢iu /2 eilés gama pasiskirstyma.

5.11 Atsitiktiniy dydziy, turinc¢iy beta skirstinj su v, ir
vy laisves laipsniy, gavimas

Atsitiktinis dydis X turi beta pasiskirstyma su vy ir v, laisveés laipsniy, jei jo
pasiskirstymo funkcija

l/1 +l/2

(56)  Fla)= (2 /f”w—t**ﬁ 0<z<l.

V1

Taip pasiskirsciusj atsitiktinj dydj X galima gauti imant

. n
Y+

¢ia Y] ir Yy — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys x? pasiskirstyma
atitinkamai su vy ir 15 laisvés laipsniy.
Kitas metodas yra teisingas visoms v1, 5 reikSmeéms, nebutinai natura-
liosioms. Tegul
2 2
v v
i=U", Yo=U,"

¢ia Uy, Uy — tolygiai pasiskirste intervale [0,1) ir nepriklausomi. Procesa
reikia testi, pakol gauname, kad Y; + Y5 < 1. Tada dydis

RS

Y+ Y,

turi beta pasiskirstyma su vy ir v, laisvés laipsniy.
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5.12 Atsitiktiniy dydziy, turin¢iy F' skirstinj su v ir vy
laisveés laipsniy, gavimas

Atsitiktinis dydis X turi F' pasiskirstyma su v ir v, laisvés laipsniy, jei jo
pasiskirstymo funkcija

o2
V12 V22 F (V1+l/2

2
r(3)r(s)
Taip pasiskirsc¢iusj atsitiktinj dydj X galima gauti imant
2341 .
B Y’
¢ia Y] ir Y; — nepriklausomi atsitiktiniai dyd#iai, turintys x? pasiskirstyma
atitinkamai su vy ir 15 laisvés laipsniy.
F skirstinj taip pat turi ir dydis

(57) F(z) = ) / t7 Yy +mt) 2 Fdt, x> 0.
0

VQY )
1/1(1 — Y) ’

¢ia Y pasiskirstes pagal beta skirstinj su vy ir v, laisvés laipsniy.

X =

5.13 Atsitiktiniy dydziy, turinciy ¢ skirstinj su v laisves
laipsniy, gavimas

Atsitiktinis dydis X turi ¢ pasiskirstyma su v laisvés laipsniy, jei jo pa-
siskirstymo funkcija

(et z 12 —u
(58) F(:U):<2) / <1+> dt.
v T (%) e v
Tegul Y; € N(0,1), o Y nepriklauso nuo Y; ir pasiskirstes pagal x>
skirstinj su v laisvés laipsniy. Tada atsitiktinis dydis

1%
X=Y,—
WY,

turi ¢ pasiskirstyma su v laisveés laipsniy.

5.14 n-matés sferos, su spinduliu 1, atsitiktinis taskas

Tegul Xy,..., X, € N(0,1) nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Tuomet dy-
dis

X X
(1”) r= X2+ + X2,

r r
yra tolygiai pasiskirstes n-mateés sferos, su spinduliu lygiu 1, pavirsiuje.
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5.15 Geometrinj pasiskirstyma turinciy atsitiktiniy dy-
dziy gavimas

Tegul kazkoks atsitiktinis jvykis jvyksta su tikimybe p. Tikimybe, kad ivykis

pirmakart jvyks n-uoju bandymu, yra lygi (1 — p)" 'p. Su $iuo atsitiktiniu

jvykiu susiekime atsitiktinj dydj N. Sakykime, kad atsitiktinis dydis NV yra

lygus n, N = n, jei nagrinéjamas atsitiktinis jvykis jvyko n-uoju bandymu.

Tuomet

(59) P(N=n)=(1—-p)"'p, n=1,23,...

Atsitiktinis dydis NV, jgyjantis naturaligsias reik§mes su (59) tikimybeémis,
vadinamas atsitiktiniu dydziu, pasiskirs¢iusiu pagal geometrinj pasiskirstyma
su parametru p, 0 < p < 1.

Geometrinis atsitiktinis dydis gaunamas su formulés

o v =[aa ]
pagalba.
I8 tikryjy
InU
P(Nzn)zP(n—1<ln(1_p)§n>
=P((1-p"<U<Q=p" ) =0-p" ' =(1-p"=010-p"'p

Taigi (60) dydis pasiskirstes pagal geometrinj skirstinj su parametru p.

5.16 Binominiy atsitiktiniy dydzZiy gavimas

Tegul koks nors jvykis jvyksta su tikimybe p. Darome r nepriklausomy
eksperimenty. Tuomet tikimybé, kad jvykis jvyks n (N = n) karty, lygi
(61) P(N =n)=C/p"(1—p)""

Atsitiktinis dydis N, galintis jgyti reikSmes n € {0,1,...,r} su (61) tikimy-

bémis, vadinamas binominiu atsitiktiniu dydziu su parametrais r ir p.
Atsitiktiniam dydziui, kuris turi §j pasiskirstyma, gauti néra tiesioginio

metodo, kaip (60) formuléje. Bet, kai bandymy skai¢ius r didelis, binominis

skirstinys aproksimuojamas normaliuoju N (rp, Vrp(1 — p))
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5.17 Puasono atsitiktiniy dydziy gavimas

Nagrinékime tokius vienodus nepriklausomus jvykius. Kiekvienas atskiras
ivykis gali jvykti bet kuriuo laiko momentu. Sakykime, kad vidutiniskai per
laiko vieneta jvyksta p ivykiy. Tegul N yra su Siais atsitiktiniais jvykiais
suriStas atsitiktinis dydis — per laiko vieneta ivykusiy atsitiktiniy jvykiy
skaic¢ius. Tada tikimybe

(62) P(N =n) = &

n| ) nZO?

vadinama Puasono vardu ir sakoma, kad atsitiktinis dydis /N yra psiskirstes
pagal Puasono désnj su vidurkiu pu.

Atsitiktinis dydis N, pasiskirstes pagal Puasono désnj su vidurkiu u, gau-
namas tokiu budu. Tegul e ™" = p. Generuojame tolygiai intervale [0, 1)
pasiskirsciusj atsitiktinj dydj Uj.

Jei U; < p, tai N =0.
Jei Uy > p, tai generuojame U,.

Jei UiUy < p, tai N = 1.

Ir t.t.

Jei Uy >p, UhUs > p, ..., UyUsy...U, > p, tai generuojame U, 1.
Jei UyUs ... Upsq < p, tai N =n.

Ir t.t.
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Is tikryjy

P(N =n)
=P(U,>p, DUy >p, ..., UyUs... U, > p, U1Us...UUpy1 < p)
p b p
=P\Ui>2p, Uy>—, ..., U, > ——, Upy1 < ———
(1—’) 2= 1 U Uy, ™ Ul...Un>
1 1 1 i
= /dul/dUZ / du, / duy,q
P 2 0
uq UY Uy ]
1 1 1
1 1 1
Zp/fdul/*dﬂa / — du,
Ui U9 n
P p_
uq UY Uy ]
1 1 1
1 1 1 .
:p/—dul/—dug lnu1 Y 1dn—l
2 U1 5 U2 J Up—1 p
1 1 1
duy dug dty—2 Ui Up—1 Uy Up—1
:p/— / Uz / / In dIn
1 2 Up—2 p p
P P p p
YTy IR N
2 2 Ly U2 . J p Up—2

Taigi atsitiktinis dydis NV turi Puasono skirstinj su vidurkiu p.
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6 MGMK

6 Markovo grandiniy Monte Karlo metodas

6.1 Ivadas j MGMK metoda

Markovo grandinés yra atsitiktiniy procesy klasé, pasizyminti savybe: "mem-
oryless property" — "procesai, kuriuose pamirsta praeitis" — viskas priklauso
tik nuo esamos proceso busenos. Tokius procesus nagrinéja Markovo teorija
— viena i8 Siuolaikinés tikimybiy teorijos pagrindiniy sriciy. Sios srities ne-
gali nestudijuoti tie studentai, kurie uzsiimineés atsitiktiniy algoritmy dizainu
ir taikymais. Markovo grandinés yra pagrindiné sudétiné tokiy algoritmuy
dalis. Faktiskai kiekvienas atsitiktinis algoritmas gali buti traktuojamas kaip
Markovo grandine (MG).

Dabar pateiksiu keleta uzdaviniy, kuriy sprendimui gali buti sekmingai
taikomas Markovo grandiniy Monte Karlo metodas.

11 pavyzdys Keliaujanéio pirklio uzdavinys. Jsivaizduokime, kad
pirklys gyvena viename mieste ir turi aplankyti daug kity miesty, o po
to grizti namo. Kokia tvarka jis turi keliauti, kad bendras atstumas,
kurj jis nukeliauja, buty trumpiausias?

12 pavyzdys Grafo dalinimas pusiau. Tarkime, turime grafa,
kurio virSuniy aibe V sudaro 2k virSuniy. Grafo virfuniy aibe V
reikia padalyti j dvi lygias dalis V; ir V3, turindias po k virsuniy, kad
briauny, jungianciy virgunes, viena i§ kuriy yra aibéje Vi, o kita aibéje
Vs, skaicius buty minimalus. Sis uzdavinys yra, pavyzdziui, svarbus
projektuojant internetines priemones. V galéty buti aibé visy tinklo
puslapiy, kuriuose yra surastas pasirinktas konkretus zodis. Briaunos
reikS$ty nuorodas i§ vieno puslapio j kita. Tuomet Vj ir Vo turéty buti
svarbus aibés V' igskaidymas j dalis (8iuo atveju tikslinga atsisakyti
reikalavimo, kad V7 ir V5 yra vienodo dydzio aibés). Pavyzdziui, jeigu
ieSkomas zodis yra "foothall", tai galima tikétis, kad aibéje V1 bus pus-
lapiai daugiausia apie amerikietiska futbola, o aibéje Vo bus puslapiai
daugiausia apie méggéjiska futbols.

6.2 Kai kas i$ tikimybiy teorijos

Sakome, kad atsitiktiniai dydziai X;, X5,... yra nepriklausomi ir vien-
odai pasiskirste (n.v.p.), jei

e jie yra nepriklausomi:

PX,<z,X,<y)=PX;<2)P(X; <y) Vi, jirVz,y;
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6.3 Markovo grandinés 6 MGMK

e turi vienodus skirstinius:

P(X, <z)=P(X, <z) VijirVz.

Tegul X, — atsitiktinio dydzio X reikSmé diskreciu laiko momentu n =
1,2,... Tuomet seka (Xj,Xs,...) vadinama atsitiktiniu procesu arba
stochastiniu procesu.

6.3 Markovo grandinés

Pradékime nuo paprasto pavyzdzio. Sakykime, mieste A gatvés sudaro kvadrata,
t.y. yra keturios gatvés ir keturios sankryzos—kampai (7r. 1 pav.). Pazymékime
tas sankryzas vy, v, v3, v4. Tarkime, kad pradiniu 0-iu laiko momentu keleivis
stovi gatviy kampe v;. Jis meta moneta, ar eiti keliu pagal laikrodzio rodykle
(kai pasirodo herbas), ar eiti keliu prie§ laikrodzio rodykle (kai pasirodo
skai¢ius). Per laiko vieneta jis pereina visa gatve ir atsiduria arba virsunéje
Vg, arba v4. Tada jis vél meta moneta, ir priklausomai nuo to, pasirodo herbas
ar skaicius, jis eina keliu, pasirinktu laikrodzio rodyklés kryptimi, arba keliu,
pasirinktu prie§ laikrodzio rodykle. Ir t.t. Jis meta moneta laiko momentais
2,3, ... ir priklausomai nuo to pasirenka gatve laikrodzio rodyklés kryptimi
arba pries laikrodzio rodykle.

Tegul X,, zymi gatviy kampo, kuriame yra keleivis, indeksa n-uoju laiko
momentu. Taigi (Xo, X1,...) yra atsitiktinis procesas, priimantis reiksmes
is aibés {1,2,3,4}. Kadangi keleivis 0-iu laiko momentu stovi sankryzoje vy,
tai

P(Xo=1)=1.

Toliau su tikimybe % jis nueis i sankryza vs ir su tokia pat tikimybe j sankryza
vy. Taigi

(63) P(X, =2) =

Apskaic¢iuoti X,, skirstinj, kai n > 2, reikia Siek tiek daugiau pastangy.
Apskai¢iuosime véliau. O dabar panagrinékime salygines tikimybes. Tarkime,
kad n-uoju laiko momentu keleivis stovi sankryzoje vo. Tuomet mes turime
dvi salygines tikimybes:

1
P(Xn+1 = |Xn = Ug) = 5

ir
1
P(Xn+1 = Us ’Xn = UZ) = 5 )
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nes jas apibrézia monetos sankryzoje vy metimas. Faktiskai mes gauname
tas pacias salygines tikimybes, kai iSraSome visa proceso istorija:

. ) ) 1
P(Xn+1 =0 \ Xo =10, X1 =t1,..., Xp 1 =lp1, X, = U2) = 2

ir
P(X,1=v3| Xo =10, X1 =1i1,..., X1 =l 1, Xpy = 02) = ;

bet kokiam ig,%1,...,%,_1 rinkiniui. Taip yra todél, kad monetos metimas
n-uoju laiko momentu nepriklauso nuo visy ankstesniy monetos metimuy,
taigi nepriklauso nuo (Xo,..., X, _1). Toks reiskinys vadinamas reiskiniu,
neturinéiu atminties (pamir§tama praeitis), o tokia savybé — Markovo
savybe: dydis X1, gautas pazingsniui kaip sekos Xy, X1,..., X, sekan-
tis narys, priklauso tik nuo X,. Kitais Zodziais sakant, prognozuojant kas
atsitiks "rytoj" (laikas n+1), mums uztenka nagrinéti tik kas atsitinka "Sian-
dien", o "praeitis" (laikai 0, 1,...,n — 1) neduoda jokios papildomos naudin-
gos informacijos.

Kitas jdomus Sio atsitiktinio proceso bruozas yra, kad X,.; salyginis
skirstinys, kai X,, = v, (tarkime), yra toks pat visiems n (t.y. todél, kad
keleivio sprendimas kur eiti yra parenkamas taip pat bet kuriuo laiko mo-
mentu). Tokia savybé vadinama laiko homogeniSkumu arba tiesiog ho-
mogeniSkumu.

Pereikime prie bendro apibrézimo.

1 apibrézimas Tegul P yra k x k matrica su elementais {F,; : i,j =
1,...,k}. Atsitiktinis procesas (Xo, X1,...) su baigtine buseny aibe S =
{s1,..., 8k} vadinamas (homogenine) Markovo grandine su peréjimo
matrica P, jei Vn, Vi, j € {1,...,k} ir Vig,...,i,_1 € {1,...,k} teisinga
Iygybé

P(Xn—‘rl = Sj'XD = Sile = Si17' .. 7Xn—l = Sin_17Xn = Si)
= P(Xn+1 = Sj |Xn = Si) = -Pi,j'

Peréjimo matricos P elementai yra vadinami peréjimo tikimybémis.
Peréjimo tikimybé P;; yra salyginé tikimybeé: "rytoj" pereiti j busena s;,
jei "Siandien" esama bisenoje s;. Zodis homogeniné daznai praleidziamas,
bet turimas galvoje, kai kalbama apie Markovo garndines (MG). PavyzdZiui,
keleivio klaidziojimas gatvémis (ankstesniame pavyzdyje) yra Markovo grandiné

81



6.3 Markovo grandinés 6 MGMK

su buseny aibe {1,...,4} ir peréjimo matrica
1 1
03 03
1 1
p_|2 020
1 1
0 3 03
1 1
3 030

Kiekviena peréjimo matrica turi tenkinti dvi savybes:

(64) P;>0 Vije{l,...,k}
ir
k
(65) Y Pj=1 Vie{l,... k}.
j=1

Savybé (64) reiskia tik, kad tikimybés yra visuomet neneigiamos, o (65)
savybe, kad tikimybiy suma yra lygi 1, t.y.

P(Xn+1 = 51 |Xn = Si) +P(Xn+1 = S92 |Xn = Si) 4+ ...
+ P(Xn+1 = Sk | Xn = Si) =1.

Dabar panagrinékime kita svarbig Markovo grandiniy charakteristika —
pradinj skirstinj, kuris pasako kaip MG startuoja. Pradinis skirstinys yra
pateikiamas kaip vektorius—eiluteé:

PO = (2, 1 ) = (P(Xo = 51), P(Xo = 83), ..., P(Xo = s1)).

Kadangi (¥ yra tikimybinis skirstinys, tai

Keleivio klaidziojimo atveju turime
p® = (1,0,0,0),
nes P(Xo=1) = 1.

Analogigkai vektoriais—eilutémis p, 1@ pazymékime MG skirstinius
laiko momentais 1,2, ... Tuomet turésime, kad

:u(n) = (:u’gn)7 :U’gn)a R 7/JJ](cn)) = (P(XTL = 81)7P<Xn = 52)7 <o JP(XH = Sk))
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Keleivio pavyzdyje i§ (63) lygybiy isplaukia, kad

11
W = 00).
/"L <72772

I5 tikryjy, jei pradinis skirstinys (%) ir peréjimo matrica P yra Zinomi, tai
galima surasti skirstinius g™, u(?, ... tiesiog dauginant matricas.

14 teorema Tegul

(X0, X1,...) — Markovo grandiné,
{s1,...,s,} — MG busenu aibé,
p© — pradinis skirstinys,

P — peréjimo matrica.
Tuomet Markovo grandinés skirstinys n-uoju laiko momentu
(66) p™ = Opr,

Irodymas Tegul n = 1. Tuomet

k
i=1
k k
- ZP(XO = 5)P(X1=5;]Xo=s;) = ZMEO)PM = (M(O)]P’)j, Jg=1...k
i=1 i=1

Cia (uOP); Zymi vektoriaus-eilutés pOP j-ajj elementa. Taigi p() = pOP,

Lygybés (66) jrodymui bendruoju ayveju naudosime indukcijos metoda.
Fiksuokime m ir tarkime, kad (66) lygybé teisinga, kai n = m. Kain = m+1,
turime

k
W = P(Xir = 55) = 2P (X = 55, X1 = 55)
i=1
k k -
=Y P(Xp = )P (X1 = 55| Xon = 1) = D" Py = (W™P);.
i=1 i=1
Taigi p™*+) = p(™P. Bet pagal indukcine prielaida p™ = p@P™. Todél
,Lt(m+1) _ ’u(m)IP) _ M(O)Pmp _ M(O)Pm+1.
Teorema jrodyta. 0

Dabar panagrinékime kelis pavyzdzius.
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13 pavyzdys V (vidutinio pagal giedras ir apsiniaukusias dienas)

miesto oras. Kartais tvirtinama, kad geriausia spéti rytojaus ora

yra teigti, kad jis bus toks pat kaip Siandien (geriau negu pasitikéti

sinoptiky prognoze?). Jeigu mes tarsime, kad toks pasakymas korek-

tiskas, tai galésime pateikti oro modeli kaip MG. Paprastumui sakykime,
kad oras yra tik dviejy tipy: arba lyja, arba giedra. Jeigu musy tvir-

tinimas yra teisingas 75% atvejy (nepaisant koks Siandien oras, ar lyja,

ar giedra), tai turime ora atitinkan¢ia MG su buseny aibe S = {s1, sa2}

(s1 ="lyja”, sg = "giedra”) ir peréjimo matrica

P— 0,75 0,25
0,25 0,75/
Pastebékime, kad 13 pavyzdyje yra visiSka simetrija tarp "lyja" ir "giedra",
ta prasme, kad tikimybe, jog oras liks toks pat ar pasikeis, nepriklauso

nuo pacio oro. Aisku, kad tokiame mieste turéty mazdaug vienodai buti
ir lietingy, ir giedry dieny.

14 pavyzdys G (giedro) miesto oras. Miestui G palikime ta padia
buseny aibe S = {s1, s2} kaip ir miestui V', o peréjimo matrica pakeiski-

me tokia:
P 0,5 0,5 ’
0,1 0,9

kadangi ji labiau tinkama miestui, kuriame daug giedry dieny.
1 uzdavinys Sumodeliuokite MG L (lietingo) miesto orui.

15 pavyzdys Internetas — Markovo grandiné. Tarkime, kad mes
narSome po internetg ir kiekviena karta, kai atsiver¢iame nauja puslapj,
paspaudziame nuoroda pries tai atverstame puslapyje. Nuorodas spau-
dziame atsitiktinai (ir tolygiai, t.y. visoms puslapyje esan¢ioms nuoro-
doms paspausti tikimybé vienoda). Jei X, reigkia vietg internete po n
paspaudimy, tai (Xo, X1,...) gali buti aprasytas kaip MG su buseny
aibe S, lygia visy tinklo puslapiy internete aibei, ir peréjimo matrica
P su tikimybémis

P %, jei puslapis s; turi nuoroda j puslapj sj,
i ="
0  kitais atvejais;

Gia d; — nuorody skai¢ius puslapyje s;. Kad 8§ MG buty visigkai

apibrézta, numatomas ir atvejis, kai puslapis s; visai neturi nuorody.
Siuo atveju Pj; =1, 0 Pj; = 0, kai i # j. Toks atvejis reiskia, kad
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atsidure tokiame puslapyje toliau negalésime niekur eiti. Si MG yra
labai sudétinga (ypaé palyginus su 13 ir 14 pavyzdziais). Bet jvedus
eile supaprastinimy galima gauti jvairiy, jdomiy ir naudingy iSvady.

Sis modelis yra nagrinétas literaturoje. I modelj galima jtraukti ir

klaviso "atgal" panaudojima. Siuo atveju procesas (Xo, X1,...) jau
nebebus MG, kadangi tai kas atsitinka paspaudus klavisg "atgal" laiko
momentu n jau priklauso ir nuo praeities, t.y. nuo Xp,..., X,—1. Bet

ir toks modelis gali buti nagrinéjamas naudojant MG teorija.

Patogus budas pavaizduoti MG yra peréjimo grafas. Peréjimo grafa su-
daro mazgai, atitinkantys MG busenas, ir rodyklés tarp mazgy, atitinkancios
peréjimo tikimybes. Paprasciausia tai paaiskinti pavyzdziais (7r. x, y ir z
pav.).

Visuose pateiktuose pavyzdziuose, o taip pat ir 1 apibrézime taisykle,
gaunant X, i§ X, nesikeicia keiciantis laikui. Kai kuriose situacijose vaiz-
das bus realesnis, jei §i taisyklé keisis kei¢iantis laikui. Taip mes pereitume
prie nehomogeninés Markovo grandinés.

2 apibrézimas Tegul PV, PP ... —k x k matricy, tenkinanciy (64) ir (65)
salygas, seka. Atsitiktinis procesas (Xo, X1, ...) su baigtine buseny aibe S =
{s1,...,s,} vadinamas nehomogenine Markovo grandine su peréjimo
matricomis P P2 jeiVn, Vi, j € {1,...,k}irVig,...,in_1 € {1,...,k}
turime, kad

P(XnJrl = S]' ’Xo = Si07X1 = Si17 e 7Xn71 = S’L'n_an = 57,')
= P(X,1 = s;| X, = s;) = POV,

2%
16 pavyzdys Modifikuotas V miesto oro modelis. Yra daug
keliy 13 pavyzdyje pateikta modelj padaryti realistiSkesnj. Vienas ke-
lias buty atsizvelgti § mety laikus: kai prognozuojamas rytojaus oras
netaip pat, jei Siandien "sausis" ar "liepa". Todél prapletiame buseny
aibe S = {s1, s2,s3}; ¢a s ="lietus", so ="gledra", s3 ="sniegas".

Tegul
0,75 0,25 0 0,75 0,25 0
Pyasara = 0,25 0,75 0 ir Psema = 0,25 0,75 0
0,5 0,5 0 0,5 0,5 0

Taip pat tarkime, kad oras keiciasi geguze-rugséji pagal Pygsara ma-
trica, o spalj—balandj pagal Pjeme matrica. Turésime nehomogenine
MG. Pastebékime, kad geguze-rugséji modelis lieka toks pat kaip 13
pavyzdyje, iSskyrus geguzés 1 d., nes Sig dieng dar gali pasnigti.
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Dabar pateiksime 14 teoremos apibendrinima nehomogeninéms MG. Rem-
damiesi Sia teorema galésime paskaiciuoti nehomogeninés MG skirstinius
pM u® . laiko momentais 1,2, ..., kai duotas pradinis skirstinys p(© ir
peréjimo matricos P, P3)

15 teorema Tegul

(Xo, X1,...) — nehomogeniné Markovo grandiné,
{s1,...,sk} — MG busenu aibé,
19 — pradinis skirstinys,

IP’(l), ]P’(2), ... — peréjimo matricos.
Tuomet nehomogeninés Markovo grandinés skirstinys n-uoju laiko momentu

4 = JOPOPER  pin).

6.4 Markovo grandinés modeliavimas
Pradékime nuo melagingo teiginio:

Dauguma programavimo kalby turi generatorius, kurie sugeneruoja
nepriklausomy ir tolygiai pasiskirs¢iusiy intervale [0, 1] atsitiktiniy
dydziy seka Uy, Uy, . ..

Tai yra melas dél dviejy priezasciy.

1. Seka Uy, Uy, ..., gauta generatoriaus néra tolygiai pasiskirsc¢iusi inter-
vale [0, 1]. Paprastai Sie skai¢iai turi baigtinj dvejetainj (ar deSimtainj)
skleidinj, ir dél to yra racionalus. PrieSingai, galima jrodyti, kad atsi-
tiktinis dydis, kuris tikrai tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1] (faktiskai
net bet kuris tolydus atsitiktinis dydis) yra iracionalus su tikimybe 1.

2. Seka Uy, Uy, ... néra atsitiktine, kadangi ji gauta determinuotos procedu-
ros pagalba. Dél Sios priezasties atsitiktiniy skaiciy generatoriai kartais
vadinami (ir tai tiksliau) pseudoatsitiktiniy skaic¢iy generatoriais.

Pirmoji priezastis néra jau tokia svarbi problema, nes skai¢iy dvejetainés ar
desimtainés israiskos yra gana ilgos (sakykime, 32 bity). Per desimtmecius
daug pastangy jdéta j (pseudo)atsitiktiniy skai¢iy generatoriy sukurima, kurie
generuoja skaicius kiek galima panaSesnius j tikruosius nepriklausomus ir
tolygiai pasiskirsciusius intervale [0, 1]. Siandien yra sukurti generatoriai,
kurie Sig priezast] padaro nereikSmingg. Dél to mes darysime nekorektiska
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prielaida, kad generuoti dydziai Uy, Uy, ... yra nepriklausomi ir tolygiai pa-
siskirste intervale [0, 1] atsitiktiniai dydziai. Bet taip pat turésime galvoje,
kad sie dydziai gali buti potencialus klaidy Saltinis sukurtuose kompiuterini-
uose modeliuose.

Bet grizkime prie skyrelio temos. Mums reikia sugeneruoti Markovo
grandine (Xo, X1, ... ), su duota buseny aibe S = {sy, ..., sx}, pradiniu skirs-
tiniu 49 ir peréjimo matrica P. Pagrindinis ingredientas, kaip skaitytojas jau
gali nuspéti, yra atsitiktiniai dydziai Uy, Uy, ... Taip pat kiti pagrindiniai in-
gredientai yra dvi funkcijos, vadinamos inicijuojanéia (initiation) funkcija
ir duomeny atnaujinimo (update) funkcija.

Inicijuojanti funkcija v : [0, 1] — S yra naudojama pradinio MG dydzio
Xo generavimui. Ji turi tenkinti du reikalavimus:

(A) ¢ yra laiptuota funkcija, t.y. intervalas [0,1] gali buti igskaidytas j
baigtinj skaiciy intervaliuky, kuriuose ¥ yra konstanta;

(B) Vs € S bendras intervaliuky, kuriuose ¥ (z) = s, ilgis yra lygus u(®(s).

Savybé (B) gali buti uzrasyta ir Siek tiek formaliau:
1
(67) /Iw(x)zs}dzx = u(o)(s) Vs e S.
0

Cia Liy(2)=sy : [0,1] — {0, 1} yra vadinamas aibés {¢(x) = s} indikatoriumi
ir apibréziamas lygybe:

1, jeiY(z) =s,
Liy@)=sy = . o
0 Kkitais atvejais.

Kai jau turime funkcija 1 ir skaic¢iy Uy, galime generuoti X,. Tiesiog pakanka
paimti Xo = (Up). I8 tikryjy, Sitaip apibréztas Xy turi reikalingg skirstinj,
nes

P(Xy = 5) =P(y(Uy) = s) = (intervalu, kuriuose 1)(x) = s, bendras ilgis)

1
:/hW#Wm:MW@ Vs € 5.
0
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Inicijuojancia funkcija nesunku parinkti. Pavyzdziui, galima paimti, kad
ir tokia:

s1, kaiz € [0,40(s1)),
2, kalz € :M(O)(Sﬂaﬂ(o)(sl) + M(O)(32)) ;

s;, kaize€ _ 3;11 u(o)(sj), 2221 M(O)(Sj)) ;

sk, kaiz € K9 (s)), 1} :

Savybé (A) ¢ia yra akivaizdi, o (B) savybé lengvai patikrinama.

Dabar zinome kaip generuoti dydj Xo. Jei zinotume kaip generuoti X, ;
kiekvienam n (turint X,,), galétume 8ia procedura iteraciniu budu pritaikyti
visai grandinei (Xg, Xi,...). Kad gautume X,,;; turédami X,,, panaudosime
atsitiktinj dydj U,y ir duomeny atnaujinimo funkcija ¢ : S x [0,1] —
S. Panasiai kaip ir inicijuojanciai funkcijai v reikia, kad ¢ patenkinty du
reikalavimus. Butent,

(C) kiekvienam fiksuotam s; funkcija ¢(s;, z) yra laiptuota funkcija x atzvil-
giu;

(D) kiekvienai fiksuotai porai s;,s; € S bendras intervaliuky, kuriuose
o(si,x) = s;, ilgis yra lygus P, ;, arba, naudojant indikatoriy ir in-
tegrala, tai ekvivalentu uzrasymui:

1
/I{¢(Si7x):8j}d$ = Pi,j VS@,Sj € S.
0

Jei duomeny atnaujinimo funkcija ¢ tenkina (C) ir (D) reikalavimus, tai
pakanka paimti
Xn+1 - qb(Xna Un+1)-

éitaip apibréztas X, 1 pasiskirstes taip kaip reikia, nes

P( X1 = 55| Xy = 81) = P(0( Xy, Unp1) = 85| X = 54)

= P(¢(8:, Uns1) = s;) = (intervalu, kuriuose ¢(s;, z) = s;, bendras ilgis)

1
= /I{Qb(si,x):sj}da: = Pi:j Vsi, Sj € S.
0
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Belieka sukonstruoti konkre¢ia duomeny atnaujinimo funkcijg. Tai néra
sunku. Tokia funkcija, pavyzdziui, galéty buti funkcija, Vs; € S apibrézta
taip:
sy, kaix €[0,P;),

g, kaiw € [P1, Py + Pi2),

(68) o(si, ) = : i1 j
Sj7 kal x & [lel Pi,l7 Zl:l Pi,l) )

Sk, kaix € {Zfz_ll Py, 1} )

Savybé (C) yra akivaizdi, o (D) savybé lengvai patikrinama.

Taigi mes turime viska ko reikia MG generuoti. Sukonstrave inicijuojancia
ir duomenis atnaujinancia funkcijas, i sugeneruotos nepriklausomuy ir tolygiai
pasiskirséiusiy intervale [0, 1] dydziy sekos Uy, Uy, ... galime gauti MG:

Xo = ¢(Uy),

X1 = ¢(Xo, ),
Xp = (X3, Uy),
X3 = ¢(Xy,Us)

ir t.t.
Paziurékime kaip visa tai veikia paprastame pavyzdyje.

17 pavyzdys V miesto oro generavimas. Nagrinékime 13 pavyzdZzio
MG, kurios busény aibé S = {s1, s2}, s1 = "lietus”, sy = "giedra”, o

peréjimo matrica
P— 0,75 0,25 '
0,25 0,75

Tarkime, MG prasideda lietinga diena, t.y. x(® = (1,0). Kad sug-
eneruotume §ia MG, naudodami auksciau apraSyta schema, inicijuo-
jancig funkcija imame tokia:

P(x) =81 Ve,

o duomenis atnaujinancia funkcija apibrézta taip:

s1, kaix € (0,0.75), s1, kaix €10,0.25),
Ssr,z) = { 00T ysp,0) = { 0,02
s2, kaiz €[0.75,1], s2, kaix €[0.25,1].
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Sio skyrelio pabaigoje parodysime, kaip iSdeéstytas metodas gali buti pri-
taikytas nehomogeninei MG generuoti. Tegul (Xo, X7, ...) yra nehomogeniné
MG su baseny aibe S = {si,...,s;}, pradiniu skirstiniu p® ir peréjimo
matricomis P, P(?) . Inicijuojancia funkcija 1 ir pradinj dydj X, galima
gauti lygiai taip pat kaip ir homogeniniame atvejyje. Duomeny atnaujin-
imas gaunamas panasiai kaip ir homogeniniu atveju. Skirtumas toks, kad
MG yra nehomogeniné, todél reikia visos sekos skirtingy duomeny atnaujin-
imo funkcijy ¢, ¢ ... ir visos jos turi tenkinti (C) ir (D) reikalavimus.
Reikalavimas (D), suprantamai, truputj kei¢iasi j toki:

1
/I{¢<n>(si,m):sj}($)d$ = Pz(?) Vnir Vs;, s; € S.
0

Tokios funkcijos gali buti gautos, apibendrinus (68) lygybes:

51, kaix € -O,Pi(ff)) :
s2, kaiwe [P, P +PY)),

¢(n) (Si, .77) = _ .
s; kaixe [S PSS, PG,

sk, kalx € :Zf;ll f’é?), 1] :
Tokiu budu nehomogeniné MG generuojama imant
Xo = ¢(Uo),

Xl = ¢(1) (XO7 Ul);

Xz = (X1, Uy),

Xy = ¢ (Xa, U)

ir t.t.

6.5 Markovo garandinés II (neredukuojamumas, nepe-
riodiskumas, stacionarumas, apgreziamumas)

Kaip ir kitose matematikos 8akose (ir ne tik matematikos) i§ pradziy turime

surasti salygas. Tokias, kad jos buty gana grieztos ta prasme, kad galétume

jomis pasiréme gauti jdomias ir naudingas iSvadas. IS kitos pusés jos turi
buti ne per grieztos, kad galétume jas lengvai patikrinti daugeliui jdomiy

90



6.5 MG II 6 MGMK

pavyzdziy. Siame skyrelyje mes kalbésime apie tokias salygas MG. Ir Siame
skyrelyje ir véliau nagrinésime tik homogenines MG, nors galima buty na-
grinéti ir bendra atvejj (nehomogenines). Rezultatai buty panasus, esmé ta
pati, bet formulés, apibrézimai, samprotavimai ir pan. komplikuotesni.

Pradésime nuo neredukuojamumo savokos. Si savybe zodziais gali buti
pasakyta taip: "i$ bet kurios MG busenos galima pereiti j bet kurig kita". O
dabar pereikime prie tikslesniy apibrézimy. Nagrinékime MG (Xo, Xi,...)
su buseny aibe S = {s1, ..., s} ir peréjimo matrica P. Sakysime, kad busena
s; komunikuoja su busena s;, raSysime s; — s;, jei tikimybé kada nors
pasiekti MG buseng s;, kai startuojama busenoje s;, yra teigiama. Kitaip
sakant, s; komunikuoja su s;, jei egzistuoja toks n, kad

P(Xm+n = §j | X, = Si) > 0.

Is MG homogeniskumo i$plaukia, kad 8i tikimybé nepriklauso nuo m ir yra
lygi (P")i ;.

Jei s; — s; ir s; — s;, tai sakysime, kad s; ir s; abipuskomunikuoja,
ir rSysime s; < s;. Dabar galime apibrézti neredukuojamuma.

3 apibrézimas Markovo grandiné (X, X1, ... ) su buseny aibe S = {s1, ..., si}
ir peréjimo matrica IP vadinama neredukuojama, jei Vs;, s; € S turime, kad
s; < s5. Kitu atveju MG vadinama redukuojama.

Apibrézima galétume perfrazuoti ir taip: MG yra neredukuojama, jei
Vs;, s; € S ezistuoja n toks, kad (P");; > 0.

Lengvas kelias patikrinti ar MG yra neredukuojama yra toks: reikia
pasiziuréti ] MG grafg ir patikrinti, ar i§ kiekvienos busenos yra rodykliy
grandiné vedanti j kiekvieng kita busena. Zvilgsnis 1 XX, yy ir zz paveikslélius
leidzia jsitikinti, kad xx ,yy pavyzdziuose, o taip pat klaidziojancio keleivio
pavyzdyje MG yra neredukuojamos. Dabar pateiksime MG pavyzdj, kuri
néra neredukuojama.

18 pavyzdys Nagrinékime Markovo grandine (X, X1, ...) su buseny
aibe S = {1,2,3,4} ir peréjimo matrica

0,5 0,5 0 0
0,3 0,7 0 0
0O 0 02 08
0O 0 08 02

P =

Paziuréjus j grandinés peréjimo grafy (zr. xx pav.), i$ karto aisku, kad
grandinei startavus 1 arba 2 busenoje, ji tose busenose visam laikui
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ir pasilieka. Panagiai, jei grandiné startuoja 3 arba 4 busenoje, tai ji
niekada nepalieka buseny poaibio {3,4}. Taigi MG yra redukuojama.
Pastebékime, jei grandiné startuoja 1 ar 2 busenoje, tai ji elgiasi lygiai
taip pat lyg ji buty MG su buseny aibe {1, 2} ir peréjimo matrica

0,5 0,5
0,3 0,7)

Jei ji startuoja 3 ar 4 busenoje, ji elgiasi taip tarsi buty MG su buseny
aibe {3,4} ir peréjimo matrica

0,2 0,8
0,8 0,2)

Tai paaisSkina redukuojamos MG pavadinima "redukuojama': jei MG
yra redukuojama, tai jos elgesio tyrimas gali buti iSskaidytas j dviejy
arba daugiau MG su maZzesnémis buseny aibémis tyrima.

Pereikime prie neperiodiskumo savokos. Busenos s; € S periodas d(s;)
apibréziamas lygybe:

d(s;) == DBD{n >1:(P");; > 0};

¢ia DBD reiskia aibeés, nurodytos riestiniuose skliaustuose, didziausia bendrajj
daliklj. Sakant zodziais, s; periodas yra laiky, per kuriuos grandiné gali
sugrizti j buseng s;, aibés didziausias bendrasis daliklis. Jei d(s;) = 1, busena
s; vadinama neperiodine.

4 apibrézimas Markovo grandiné vadinama neperiodine, jei visos jos busenos
yra neperiodinés. Kitais atvejais grandiné avdinama periodine.

Prisiminkime 13 pavyzdj (V miesto oras). Lengva patikrinti, kad, kokj ora
mes Siandien beturétume, lietingg ar giedra, tikimybe islikti tokiam pat orui
dar n dieny yra teigiama: (P™)i,i > 0 Vn ir Vs;. Taigi MG 13 pavyzdyje yra
(G miesto oras) MG yra neperiodiné.

Panagrinékime klaidZiojancio keleivio modelj (Zr. xx pav.). Tegul keleivis
0-iu laiko momentu stovi sankryzoje v;. Aisku, jis turés padaryti lyginj
skai¢iy éjimy, kad veél grizty j vy. Tai reiskia, kad (P™);; > 0 tik lyginiams
n. Vadinasi,

DBD{n>1:(P");; >0} = DBD{2,4,6,...} =2.

Taigi 81 MG yra periodineé.
Svarbi ir naudinga yra tokia neperiodiskumo savybeé.
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16 teorema Tarkime, kad (Xo, X1,...) yra neperiodiné Markovo grandiné
su buseny aibe S = {s1, ..., s} ir peréjimo matrica P. Tuomet 3N toks, kad

(P")i,i >0 Vie{l,...,k}irVn> N.
Kitas svarbus rezultatas tesingas neperiodinéms ir neredukuojamoms MG.

17 teorema Tarkime, kad (X, X1,...) yra neredukuojama ir neperiodiné
Markovo grandiné su buseny aibe S = {si,...,s;} ir peréjimo matrica P.
Tuomet AM toks, kad

(P™)i,j>0 Vije{l,....k}irVn> M.

Panagrinékime kaip elgiasi MG per ilgg laiko tarpa, arba apie MG asimptotinj
elgesi. Pavyzdziui, jei P;; = 1, MG tampa visiSkai apibrézta, visada lieka
busenoje s;. Ar gali X, skirstinys turéti ribinj skirstinj (prie kurio artéja
laikui bégant)?

Grjzkime prie 14 pavyzdzio (G miesto oras). Jeigu vietoje pradinio skirs-
66
t.y. p™ = p© vn. Joks kitas skirstinys neturi tokios savybés. Skirstinys
(%, ZSL siai MG yra ypatingas ir vadinamas stacionariuoju skirstiniu. Dar
kartais vadinama invariantiniu arba pusiausvyros skirstiniu.

tinio u® paimtume p© = ( ), tai X, skirstinys iglikty visa laika nepasikeites,

5 apibrézimas Tegul (Xo, X1,...) yra Markovo grandiné su buseny aibe
S = {s1,...,s,} Ir peréjimo matrica P. Vektorius—eiluté m = (my,...,m)
yra vadinamas MG stacionariuoju skirstiniu, jei

(i) m >0 Vi=1,...,k ir ¥F m=1,
(i) 1P =m, ty. SF , mPj=m; Vj=1,... k.

Sabybé (i) paprasciausiai reiskia, kad 7 yra tikimybinis skirstinys aibéje
{s1,...,8,}. I8 (ii) savybés idplaukia, kad, pa¢mus pradinj skirstinj p(© lygy
7, ir skirstinys p(M liks nepasikeites:

/L(l) = M(O)]ID =7P=m.

Ir taip kiekvienam n: p™ = 7.

Kadangi stacionaraus skirstinio apibrézimas priklauso tik nuo peréjimo
matricos P, tai mes daznai sakysime, kad skirstinys 7, tenkinantis (i) ir (ii)
salygas, yra stacionarus matricai P (o ne MG).

Mums prireiks dar keleto naujy savoky. Tegul MG (X, X1, ... ) su buseny
aibe {s1,..., s} ir peréjimo matrica P startuoja busenoje s;. Tuomet dydis

T;; =min{n > 1: X, =s;}
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vadinamas s; busenos aplankymo laiku (hitting time), kai startuojama
busenoje s;. Dydis
7i; = E[Ti]

)

vadinamas busenos s; vidutiniu aplankymo laiku, kai startuojama busenoje
s;. Tai reiSkia, kad 7;; yra labiausiai tikétinas laikas, per kurj patenkama j
busena s;, kai startuojama busenoje s;. Tuo atveju, kai ¢« = j, dydis 7;;
vadinamas vidutiniu grjZimo j buseng s; laiku. Svarbesnes dydziy T; ; ir
7;; savybes pateiksime teoremoje.

18 teorema Tegul (Xo, X1,...) yra neredukuojama neperiodiné Markovo
grandiné su buseny aibe S = {si,..., S} ir peréjimo matrica P. Tuomet
Vsi, s; € S turime

P(ﬂJ < OO) = 17 E[EJ] < 0.

Prie§ nagrinéjant asimptotinj skirstinio p(™ elgesj, mes turime apibrézti,
ka reiskia tikimybiniy skirstiniy sekos ™", v(?)_ . konvergavimas j tikimybinj
skirstinj v. Taigi apibréSime atstuma tarp tlklmybiniq skirstiniy. Atstumai
gali buti jvairiai apibréziami. Mes pasirinksime viena, taip vadinama pilno-
sios variacijos atstuma (total variation distance).

6 apibrézimas Jei v() = (V{l), . (1)> ir v® = (1/9, e I/,(f)) yra aibeés
S ={s1,...,S} tikimybiniai skirst1111a1, tai pilnasis variacijos atstumas
tarp vV ir v® apibréziamas lygybe:

k
2

=1

m =)

l\D\r—t

(69) drv (v, 0?) =

Jei v v ir v yra aibés S = {s1,..., s} tikimybiniai skirstiniai, tai
sakysime, kad v") konverguoja j v pagal pilnaja variacija, kai n — oo,
ragysime v v, v, jei

lim dpy (V("), V) = 0.
n—oo
Konstanta % (69) formuléje sunormuoja pilnosios variacijos atstuma, t.y.

padaro, kad jis priimty reidmes tarp 0 ir 1. Jei dpy (v, v?)) = 0, tai
) — @)

Dabar galime suformuluoti pagrindinj rezultata, MG ribine teorema.

19 teorema Tegul (Xo, X, ...) yra neperiodiné ir neredukuojama Markovo
grandiné su buseny aibe S = {s1,..., Sk}, peréjimo matrica P ir bet kokiu
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pradiniu skirstiniu p®). Tuomet egzistuoja vienintelis MG stacionarusis
skirstinys m ir

(m 2V, -

i

Be to, sis ribinis skirstinys

T=(—,...,—|.
T1,1 Tk, k

Teorema sako, kad nepaisant koks buvo pradinis skirstinys, MG skirstinys
n-uoju laiko momentu yra artimas stacionariam skirstiniui 7, kai n yra
pakankamai didelis. Tai daznai pakei¢iama pasakymu, kad MG priartéja
prie pusiausvyros (equilibrium), kai n — oo.

Dabar pakalbékime apie dar vieng MG rusj, apgreziamas (reversible)
Markovo grandines. Jos vadinamos taip todeél, kad j jas galima ziureti kaip
i MG ne tik kai laikas eina pirmyn, bet ir laikui einant prieSinga kryptimi
(atgal).

7 apibrézimas Tegul (Xo, Xi,...) yra Markovo grandiné su buseny aibe
S ={s1,..., s} ir peréjimo matrica P. Tikimybinis skirstinys 7 aibéje S yra
vadinamas apgreziamu, jei ¥i,j € {1,...,k} teisinga lygybé:

(70) miP; = mi P,

Markovo grandiné vadinama apgreziama, jei yra tikimybinis skirstinys,
kuris yra apgreziamas Siai MG.

Formule (70) buty galbut galima paaiskinti taip: tikimybinés masés srautas,
einantis i$ busenos s; j busena s; (kairioji (70) lygybés puseé), yra lygus tikimy-
binés masés srautui, einan¢iam i§ busenos s; j busena s; (desinioji pusé). Ir
tai matyt reiSkia tam tikra pusiausvyra. Kad taip yra matyti ir i§ teoremos
apie apgreziamas MG.

20 teorema Tegul (Xy, X1, ...) yra Markovo grandiné su buseny aibe S =

{81,..., 8k} ir peréjimo matrica P. Jei w yra sios MG apgreziamas skirstinys,
tai jis yra ir stacionarus Sios MG skirstinys.

Irodymas Stacionaraus skirstinio apibrézimo (i) savybé yra akivaizdi. Tad
reikia patikrinti (i) savybe. Turime, kad Vj € {1,...,k}

k k . k
. . D apgreZiamumas D
mp=m ) Pa= mP = ) miby.
=1 =1 =1
Taigi m = 7P, ir 7 yra stacionarusis skirstinys. 0
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19 pavyzdys Atsitiktinis klaidZiojimas grafu. Sis pavyzdys yra
atsitiktinio klaidZiojimo miesto gatvémis, pateikto ?? pavyzdyje, apiben-
drinimas. Grafas G = (V,FE) susideda i§ vir§uniy aibés V =
{v1,...,v} ir briauny aibés F = {ej,...,¢}. Kiekviena briauna
jungia dvi virSunes. Briauna, jungianti virSunes v; ir v;, Zymima
(vi,vj). Viena virSuniy pora gali jungti tik viena briauna. Dvi vir§unés
vadinamos kaimynémis, jei jos yra sujungtos briauna.

Pavyzdziui grafas ?7? paveiksle turi vir§uniy aibe V' = {vq,...,vg} ir
briauny aibe

E= {<U17 U3>v <v1)v4>7 <7)271)3>, <U2,U5>, <UZ’ U6>v <U3>U4>7

(vs, v7), (vs, v8), (V4, V3), (5, V6), (V6, V7), (V7,V8) }.

Atsitiktinis klaidziojimas grafu G = (V,E) yra Markovo grandiné
su buseny aibe V' = {v1,...,v;} ir tokiu peréjimo mechanizmu: Jei
klaidZziotojas n-uoju laiko momentu stovi virSunéje v;, tai n + l-uoju
laiko momentu jis atsiduria vienoje i§ v; kaimyniy, pasirinkty atsitik-
tinai su vienodomis tikimybémis. Taigi, jei d; yra virsunés v; kaimyniy
skaicius, tal peréjimo matricos elementai

1
Pj={%
0  kitais atvejais.

jei v; ir vj yra kaimyneés,

Atsitiktinis klaidZiojimas grafu yra apgreziama MG su apgreziamu
skirstiniu

k

d dy
(71) ”:<d’“”d>’ d=>"d.

i=1
Lengva patikrinti, kad toks 7 parinkimas tenkina (70) formule:

dj 1 L . .
KJCTJ. =m;Pj;, jeiv;ir vj yra kaimynes,

d

1

N
Ul

mibij =

o &Lg.

R

i kitais atvejais.

Grafui, pavaizduotam xx paveiksle, (71) formulé tampa tokia:

__<?3 353233 5‘)
"o 2207200240 247 247 247 24 )

Taigi, nusistovéjus pusiausvyros padéciai, vs yra labiausiai tikétina
virsune, kurioje bus keleivis, tuo tarpu virSunés v; ir vs yra maZiausiai
tikétinos.
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20 pavyzdys Gimimo-mirties procesas. Tegul (X, X1,...) yra
Markovo grandiné su buseny aibe S = {s1,...,s;} ir peréjimo matrica
P. Be to, tegul matrica PP tenkina savybes:

(i) Pj>0,jeili—jl=1,ir

(ii) P;; =0, jei |i — j| > 2.
Tokia Markovo grandiné daznai vadinama gimimo-mirties procesu.
Jos peréjimo grafas yra pavaizduotas xx paveiksle (kai kuriy ar net visy
P; ;-"kilpy" gali nebuti). Tokios rusies MG visada yra apgreziama.
Sukonstruosime apgreziama skirstinj 7. Paimkime 7] lygy bet kokiam
teigiamam skaiciui a. I8 (70) salygos, kai i = 1, o j = 2, isplaukia, kad
aPi 2

Ty = 7P271 .
Taikydami (70) dar karta su i = 2 ir j = 3, gausime

w53 aPiaPag3
Ps9 P 1P39

Ty =

Tesdami taip toliau, turésime

i—1
af = a’Hl:l ‘Pl,l-i-l
(- |
H[:l Pl+1,l

Taigi 7* = (nf,...,7}) tenkina apgreziamo skirstinio reikalavimus,
i8skyrus, gal but, reikalavima, kad jis buty tikimybiniu skirstiniu, t.y.,
kad tikimybiy suma buty lygi 1. Tai lengva padaryti, padalijant visus
w7 i§ juy sumos. Galutinai gauname, kad

* *
7] iy
7T:(7T1,...,7Tk):< s TE *>
i

k
D=1 T

V.

yra apgreziamas skirstinys.

21 pavyzdys Neapgreziama Markovo grandiné. Nagrinékime
siek tiek modifikuota keleivio klaidziojimo gatvémis (xx paveikslas)
versija. Tarkime, kad kiekvienoje sankryZoje keleivis pasirenka kryptj
eiti pagal lgaikrodiio rodykle su tikimybe i ir pries laikrodzio rodykle su

tikimybe %. Turésime MG su perejimo grafu, pavaizduotu xx paveik-

sle. Siai MG stacionarus skirstinys bus 7 = (%, i, %, i) (patikrinkite!).
Kadangi §i MG yra neredukuojama ir neperiodiné, tai i§ 19 teoremos
iSplaukia, kad &is skirstinys bus vienintelis stacionarus Siai MG. Bet §i
MG néra apgreziama, nes

m P2 = =moFa 1.
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Intuityviai suprantama, kad § MG néra apgreziama todél, kad keleivis
dazniau juda prie§ laikrodzio rodykle negu atgal. Vyrauja judéjimo
prie§ laikrodzio rodykle tendencija. O jei mes judétume laiku atgal,
vyrauty judéjimo pagal laikrodZio rodykle tendencija. Taigi yra skir-
tumas kaip eina laikas, pirmyn ar atgal.

Baigdami kalba apie apgreziamas MG paminékime viena paprasta ir nuostaby
ekvivalentuma tarp apgreziamy MG ir rezistoriy sistemos. Naudojantis Siuo
panasumu elektriniai argumentai (tokie kaip nuoseklaus ir lygiagretaus jungimo
désniai) naudingi analizuojant MG, ir prieSingai, tikimybiniai argumentai
galimi studijuojant elektros sistemas. Gaila, bet tai nejeina j kurso pro-
grama.

6.6 Markovo grandiniy Monte Karlo metodas

Siame skyrelyje uzsiimsime tokia problema. Aibéje S = {sq,..., s} duo-
tas tikimybinis skirstinys 7. Kaip imituoti atsitiktinj objekta, pasiskirsciusj
pagal skirstinj 77 Pradésime nuo pavyzdzio.

22 pavyzdys Nuliy—vienety (hard-core) modelis. Tegul G =
(V,E) yra grafas su virSuniy aibe V' = {vy,..., v} ir briauny aibe
E = {ei,...,e}. Kiekvienai virgunei atsitiktinai priskirkime 0 arba
1 tokiu budu, kad jokioms dviems kaimyninéms (t.y. tarp kuriy yra
briauna) vir§unéms nebuty priskirti abu 1-tai. 0-iy ir 1-ty priskyrimai
virSunéms vadinami konfiguracijomis ir gali buti suprantami kaip
aibés {0,1}V elementai. Konfiguracijos, kuriose jokie du 1-tai neuzima
kaimyniniy virSuniy vadinamos galimomis. Atsitiktine konfiguracija
parinksime i§ visos galimy konfiguracijy aibés, imdami kiekvieng su
vienoda tikimybe. Apibrézéme tikimybe pg aibéje {0,1}V:

1 .. . — ..
-, jei & yra galima konfiguracija,
(72) ne(§) = | 7%
0 kitais atvejais;

Gia Zg yra visy galimy konfiguracijy skaicius grafe G. Atsitiktinai
parinktos konfiguracijos pavyzdj, kai grafas G yra kvadratiné 8 x 8
gardelé, 7r. xx paveiksle.

Sis modelis (kai grafas yra trimaté gardelé) buvo naudojamas statistinéje
fizikoje dujy savybiy tyrimui, taip pat telekomunikacijos situacijy mod-
eliavime.

Iskyla gana naturalus klausimas (modeliuose svarbus): Koks yra labi-
ausiai tikétinas 1-ty skaicius atsitiktinai parinktoje konfiguracijoje?
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Tegul n(§) yra vienety skaicius konfiguracijoje &, o X — atsitiktinai
parinkta konfiguracija. Tuomet tikimybinis vidurkis

1
(73) E[n(X)] = Z n(E)MG(S) = 7 Z TL(g)I{g yra galima}-
cefo,1}v @ eefopv

Suskaiciuoti Sita suma galima nebent tada, kai grafas labai mazas,
kadangi konfiguracijy skai¢ius (tuo paciu ir démeny skaicius sumoje)
auga eksponentiskai, palyginus su grafo matmenimis (pavyzdziui, skir-
tingy konfigiiracijy xx paveikslo grafe turésime 204 ~ 1.8-10'9; fizikini-
uose taikymuose paprastai sutinkami daug didesni grafai). Daliai vir§uniy,
Zinoma, priskirti 0-iai, bet 1-ty skaifius vis tiek auga eksponentigkai.
Taip pat pastebékime, kad suskaic¢iuoti dydj Zg néra paprasta.
Kadangi tiksliai suskaic¢iuoti (73) iSraiska nejmanoma, reikia kitokiy
idéjy. Viena i§ jy buty peréjimas prie imitacijos. Jei mes zinome kaip
imituoti atsitiktine konfiguracija, X su skirstiniu pg, tai mes galime
tai padaryti daug karty ir jvertinti E[n(X)] vidutiniu 1-ty skai¢iumi,
gautu imitacijoje. I8 didziyjy skaiciy deésnio iSplaukia, kad gautas
ivertis konverguos j E[n(X)], kai imitacijy skai¢ius augs | begalybe.
Todeél, naudojantis statistinémis proceduromis, galima sukonstruoti
pasikliautinuosius intervalus.

Turédami galvoje §j pavyzdj, pagalvokime kaip imituoti atsitiktinj dydj
X, pasiskirs¢iusj buseny aibéje S pagal duota tikimybinj skirstinj 7. IS tikryjy
tai labai paprasta: sunumeruokime aibés S elementus, s1, ..., sg; tada tegul

X =4(U);

¢ia U yra tolygus intervale [0, 1] atsitiktinis dydis, o funkcija ¢ : [0,1] — S
yra apibrézta lygybe:

s1, kaixz €[0,m(s1)),
sz, kai x € [m(s1),7(s1) + 7(s2))

s;, kaizx e {Zé;ll 7T<Sj)7 22:1 W(Sj)) )

sk, kaiz € {Zk_l 7(s;), 1} :

i=1

Praktiskai tai nejmanoma pritaikyti, nebent aibé S buty maza. Nagrinétame
nuliy—vienety modelyje, kai gardelés dydis 8 x 8 ar didesnis, funkcijos
apskaic¢iavimas pasidaro praktiskai negalimas.
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Tokioje situacijoje padeda Markovo grandiniy Monte Karlo (MGMK)
metodas. Metodas pradétas naudoti fizikoje apie 1950 metus. Veéliau jj
pradéta plac¢iai naudoti ir kitose srityse, ypatingai vaizdy analizéje nuo 1980
mety ir statistikos srityje, Zzinomoje Bajeso statistikos pavadinimu, nuo
1990 mety.

Idéja yra tokia. Tarkime, galime sukonstruoti neredukuojama ir nepe-
riodine MG (X, X7, ...), kurios (vienintelis) stacionarus skirstinys yra .
Siai MG, paéme bet kurj pradinj skirstinj, i konvergavimo 19 teoremos
gausime, kad MG skirstinys n-uoju laiko momentu m, konverguoja i m, kai
n — oo. Taigi, jei skai¢iuosime MG pakankamai ilgai (dideliems n), gausime
X, gana artimus skirstiniui 7. I§ tikryjy, tai tik aproksimacija, bet ji gali
buti pakankamai gera, imant didelius n.

Gali iskilti naturalus klausimas. Kodél sukonstruoti MG, su norimomis
savybémis, lengviau negu sukonstruoti tiesiogiai atsitiktinj dydj, pasiskirs¢iusj
pagal skirstinj 77 Kad buty aisku, pateiksime pavyzdj.

23 pavyzdys Markovo grandiniy Monte Karlo algoritmas nuliy—
vienety modeliui. Nagrinékime nuliy—vienety modelj, jau nagrinéta
22 pavyzdyje. Taigi G = (V, E) yra grafas (vienas i§ jo konkretiy
varianty pavaizduotas xx paveiksle) su virsuniy aibe V' = {vy,...,v;}.
Kad sukonstruotume Markovo grandiniy Monte Karlo (MGMK) al-
goritma Siam modeliui, mums reikia sukonstruoti MG, kurios buseny
aibé S yra galimos grafo GG konfiguracijos, t.y.

S ={6ec{0,1}V : ¢ yra galima}.
Taip pat reikia, kad MG buty neredukuojama ir neperiodiné, o taip
pat turéty stacionary skirstinj ug, apibrézta (72) lygybe.
MG su reikiamormis savybémis gali buti gauta naudojant tokj peréjimo
mechanizma. Laiko momentu n 4 1 elgiamasi taip:
1. Atsitiktinai (ir tolygiai) parenkame virsun v € V.
2. Metame moneta.

3. Jei iskrinta herbas ir visi virunés v kaimynai yra nuliai n-uoju
laiko momentu (X, (Vkaimynas) = 0), tai imame X, 1(v) = 1;
atraip imame X,,11(v) = 0.

4. Visas kitas vir§unes w, nesutampancias su v, paliekame nepakeis-
tas, t.y. Xpp1(w) = Xp(w), Yw # v.

Nesunku parodyti, kad si Markovo grandiné yra neredukuojama ir
neperiodiné. Reikia jsitikinti dar, kad skirstinys pg yra stacionarus.
IS xx teoremos iSplaukia, jog uztenka parodyti, kad pug yra apgrezia-
mas. Tegul Pe ¢ yra peréjimo tikimybé is busenos ¢ j busena & (kai
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naudojamas auk§¢iau apradytas peréjimo mechanizmas). Mums reikia
patikrinti, kad

(74) (&) Pegr = pa(€) Per e

kiekvienai galimai konfiguracijy porai &,£’. Tarkime, d = d(&,&’) yra
virguniy, kuriose £ ir ¢ nesutampa, skaic¢ius. ISskirkime tris atvejus
d=0,d=1ird > 2 Kaid =0, turime £ = &. Siuo atveju
(74) lygybé yra triviali. Atvejis d > 2 taip pat trivialus, kadangi
grandiné per laiko vieneta niekada nepasikei¢ia daugiau kaip vienoje
virSunéje ir Siuo atveju Pr¢ = Pe ¢ = 0. Belicka atvejis d = 1, kai
¢ ir ¢ nesutampa lygiai vienoje grafo virsunéje. Todél visi virunés
v kaimynai turi buti nuliai, antraip viena i§ dviejy konfiguracijy buty
negalima (kaimynais pasidaryty vienetai). Taigi turime

1 1
MG(f)Ps,g’ = 7@% = MG(f’)Pg',g;

¢ia k yra grafo vir§uniy skai¢ius. (74) lygybé teisinga, vadinasi, ug yra
apgreziamas (tuo paciu ir stacionarus) skirstinys.

Naudodami xx skyrelio metodus dabar galime imituoti MG. Duomeny
atnaujinimo funkcijos ¢ parinkimui patogu isskaidyti intervala [0, 1] }
lygaus ﬁ ilgio intervaliukus, atitinkanc¢ius pasirinkimus

(v1, herbas), (v, skai¢ius), (va, herbas), . . ., (vg, skai¢ius),

naudojamus auks¢iau aprasSytame peréjimo mechanizme. Jeigu mes
ilga laika (n didelis) imituosime MG, startuodami su bet kuria gal-
ima konfiguracija (pavyzdziui, su visais nuliais), tai gausime, kad X,
skirstinys yra artimas pg.

23 pavyzdzio MGMK algoritmas yra tipinis daugeliu aspekty. Pirma,
nors mums reikia, kad MG skirstinys buty stacionarus, randame net apgrezi-
amgy skirstinj. Tokia savybe pasizymi dauguma MGMK algoritmy. Priezastis
tame, kad lengviau patikrinti apgreziamumo (70) salyga, negu stacionaruma.
O jei skirstinys apgreziamas, tai ir stacionarus (zinoma, jei MG neredukuo-
jama ir neperiodiné).

Antra, 23 pavyzdzio MGMK algoritmas yra pavyzdys bendrai naudo-
jamos specialios MGMK algoritmy klasés, zinomos kaip Gibso modeliai.
Gibso modeliuose daroma taip. Buseny aibéje, kuri turi formg SV (¢ia S ir
V' yra baigtinés aibés) imituojamas tikimybinis skirstinys 7. Kitais zod7i-
ais tariant, turime baigtine virSuniy aibe V' su baigtine galimy reiksmiy S
aibe, o 7 yra koks nors atsitiktinis reikSmiy i§ S virSuniy aibéje V' skirstinys
(nuliy—vienety 22 pavyzdyje turéjome S = {0,1}). Gibso modelis yra MG,
kurioje n + 1-uoju laiko momentu atliekama:
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1. Atsitiktinai (ir tolygiai) parenkama vir§uné v € V.

2. X, +1 parenkamas priklausomai nuo salyginio 7 skirstinio, priklausancio
nuo v reiksSmes, laikant, kad visos kitos virSunés priima X,, reikSmes.

3. Imama, kad X, ;1(w) = X,,(w) Yw € V, w # v.

Nesunku parodyti, kad tokia MG yra neperiodiné, ir kad 7 yra apgreziamas
(taigi ir stacionarus) skirstinys. Jeigu MG yra dar ir neredukuojama, tai
$i MG yra korektiskas MGMK algoritmas, kurj galima naudoti atsitiktinio
dydzio su skirstiniu 7 imitavimui. Pateiksime dar viena pavyzdj.

24 pavyzdys MGMK algoritmas grafo atsitiktiniam g¢-spalvi-
nimui. Tegul G = (V,E) yra grafas, o ¢ € N,qg > 2. Grafo ¢-
spalvinimas yra grafo virSuniy spalvinimas skirtingomis spalvomis i
aibés {1,...,q} taip, kad dvi kaimyninés virsunés negali turéti tos
padios spalvos. Grafo G spalvinimas vadinamas atsitiktiniu, kai g-
spalvinimas parenkamas tolygiai i§ visos galimy g-spalvinimy aibés.
Atitinkama tikimybinj skirstinj!® aibéje SV Zymésime pg -
Paimkime virgune v € V. Simboliu ¢ pazymékime visy kity nuspalvinty
virSuniy rinkinj. Salyginis viSuneés v spalvos skirstinys pg 4 yra tolygus
aibéje visy spalvy, kuriy rinkinyje € neturi nei vienas v kaimynas. At-
sitiktinio g-spalvinimo Gibso modelis yra MG su reik§mémis i aibés
SV, kai kiekvienu laiko momentu n + 1, pasikeitimai vyksta taip:

1. Atsitiktinai (ir tolygiai) pasirenkama virsuné v € V.

2. X, 11(v) parenkamas pagal tolygy visy spalvy, kuriy neturi nei
vienas v kaimynas, skirstinj.

3. Visy kity virguniy spalvos paliekamos nepakeistos, t.y. X,41(w) =
Xn(w) Vw €V, w #v.

Si grandiné yra neperiodiné, o jos skirstinys pg 4 yra stacionarus. Ar
§i grandiné yra neredukuojama, priklauso nuo G ir ¢q. Yra netrivi-
ali problema tai nustatyti bendruoju atveju'!. Kai galime parodyti,
kad grandiné yra neredukuojama, Gibso modelis tampa naudingu ir
efektyviu MGMK algoritmu.

10Cia darome prielaida, kad nagrinéjamam grafui G egzistuoja bent vienas ¢
spalvinimas. Taip buna nevisuomet. Pavyzdziui, kai ¢ = 2, o grafa G sudaro trys vir§unés,
sujungtos trikampiu, tai jokio g-spalvinimo negalima surasti. Bendru atveju nustatyti, ar
egzistuoja g-spalvinimas pasirinktiems G ir ¢, yra sudétingas kombinatorikos uzdavinys.
Izymi keturiy spalvy teorema tvirtina, jei grafas G yra grafas plokstumoje (t.y. G gali
buti pavaizduotas plokstumoje tokiu budu, kad jokios dvi briaunos nekerta viena kitos),
tai pakanka paimti ¢ = 4.

HPalyginkite su ankstesne pastaba. Vienas dalykas, kurj nesunku parodyti, yra tai, kad
bet kuriam grafui G, MG yra neredukuojama, kai g yra pakankamai didelis.
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Benrai naudojamas Gibso modelio variantas yra toks. Vietoje to, kad
rinktumes ir keistume virsunes atsitiktinai, galime cikliskai pereiti per virSuniy
aibe. Pavyzdziui, kai V' = {vy,..., v}, galime nuspresti (pakeisti) virsunes
taip:

vy laiko momentais 1,k + 1,2k +1,...
vy  laiko momentais 2,k + 2,2k + 2, ...

(75)
v;  laiko momentais i, k + 7,2k + 1, . ..

v laiko momentais k, 2k, 3k, . ..

Tokia MG yra nehomogeniné, nes naudojama k skirtingy atnaujinimo (spalvy
keitimo) taisykliy, naudojamy skirtingu laiku. Ji yra neperiodiné ir turi
reikalaujama skirstinj, be to, dar ir apgreziama. Taip pat § MG yra nere-
dukuojama < pradinis Gibso modelis (pradinis virSuniy spalvy rinkinys)
yra neredukuojamas. Tai nejrodinésime. Sis Gibso modelio variantas yra
vadinamas sisteminiu Gibso modeliu (systematic sweep Gibbs sampler).

Kita svarbi bendra procedura, kaip gauti apgreziamas Markovo grandines
MGMK algoritmui, yra taip vadinamos Metropolio grandinés'? konstrav-
imas. Aprasykime buda (ne patj bendriausia) kaip sukonstruoti Metropo-
lio grandine, kuri imituoja duota tikimybinj skirstinj m = (7, ..., 7,) aibéje
S ={s1,...,sr}. Pirma, reikia sukonstruoti kazkokj grafa G su virsuniy aibe
S. Sio grafo briauny aibé (kaimyny struktura) gali buti bet kokia, isskyrus,
kad

e grafas turi buti jungus, kad buty uztikrintas gautos grandinés nere-
dukuojamumas,

e kiekviena virsuné neturi turéti per daug kaimyny, kadangi tokiu atveju
grandiné tampa per sudétinga skai¢iavimams atlikti ir imituoti.

Kaip visada, sakysime, kad s; ir s; yra kaimynai, jei grafas turi briauna
(si, s;), jungiancia Sias virsunes. Taip pat busenos s; kaimyny skai¢iy Zymésime
d;. Metropolio grandiné, atitinkanti pasirinkta grafa, turés tokias peréjimo

2Dar bendresné (ir placiau naudojama) MG klasé, naudojama MGMK imitacijoje, yra
Metropolio-Hastingso grandinés.
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tikimybes:
o pmds L ) )
+min{ 2% 1}, jei s; ir s; yra kaimynai,
(76) P = 0, jei s; # s; néra kaimynai,
1 3 7rld- e
1-— ; d—imm{md;,l}, jeii = 7.
S|~S8;

Cia simbolis ~ naudojamas kaimynams zymeéti. Peréjimo matrica atitinka
tokj peré¢jimo mechanizma. Tarkime, X,, = s;. Pirma, naudodami tolygy
skirstinj, i8 visos s; kaimyny aibés parinkime kaimyna s; (kiekvienas kaimynas
parenkamas su tikimybe d%) Tada paimkime

su tikimybe min{=% 1},

Tridj )
mid;
midj 1}

Sj
Xn+1 =
s; su tikimybe 1 — min{

Tokios MG skirstinys bus stacionarus, jei jis tenkins apgreziamumo salyga
(77) TPy =Py

visiems ¢ ir j. [rodydami pastaraja lygybe elgsimés kaip ir 23 pavyzdyje.
Pirma, pastebékime, kad (77) lygybé yra triviali, kai ¢ = j. Kai i # j, o s; ir
s; néra kaimynai, (77) lygybé teisinga, nes abi jos pusés yra lygios 0. Atvejj,
kai s; ir s; yra kaimynai, skirsime j du, kai % >1ir < 1. Jei ”f—jj > 1, tai

Ur

_ 1
P = Tig, s

P 1 mid; _ my

i = g md, — d

T

ir (77) lygybé teisinga. Panagiai, jei :ﬂgz < 1, tai
idj

ir (77) lygybé vél teisinga. Taigi m yra apgreZiamas (todél ir stacionarus)
Metropolio grandinés skirstinys, kuris gali buti panaudotas skirstinio 7 MGMK
imitacijoje.
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6.7 Veésinimo imitacija

Siame skyrelyje nagrinésime tokj uzdavinj. Tarkime, turime aibe S = {sy,..., sx}
ir funkcija f : S — R. Tikslas yra surasti s; € S, kuriame funkcija jgyja min-
imuma: fiin = f(s;) (kartais maksimuma: fi.x = f(s:)).

Kai k néra didelis, tai uzdavinys yra trivialus. Reikia tik skaic¢iuoti i$ eilés
f(s), i=1,... k, ir laikyti f(s;) atmintyje tol, kol nesurandame maZzesnés
reikSmeés. Mes turésime galvoje tokius uzdavinius, kai £ yra labai didelis,
ir kai minétas metodas praktiskai negali buti pritaikomas. Pateiksime du
pavyzdzius.

25 pavyzdys Optimalus pakavimas. Tegul G yra grafas su virsuniy
aibe V ir briauny aibe E. Tarkime, reikia patalpinti objektus &io grafo
vir§unése tokiu budu:

e kiekvienoje virunéje galima patalpinti ne daugiau kaip viena ob-
jekta ir

e jokie du objektai negali uzimti kaimyniniy virSuniy,

ir norime ty objekty sutalpinti kiek jmanoma daugiausiai. Pavaiz-
duokime objektus 1-ais, o tus¢ias virSunes 0-iais. Tuomet uzdavinys
tampa tokiu. Reikia surasti (naudojant xx pavyzdzio terminologija)
galima'? konfigiracija(as) ¢ € {0,1}V, kuri(ios) turi maksimaly skai¢iy
1-y'*. Kaip jau minéta xx pavyzdyje, galimy konfiguracijy skai¢ius
auga labai greitai (eksponentigkai) lyginant su grafo dydziu. Taigi
auksciau minétas paprastas reik§miy f(§) (Siuo atveju f(§) yra 1-y
skaicius konfiguracijoje &) skai¢iavimas visiems & praktiskai nejmanomas
net vidutinio dydzio grafams.

26 pavyzdys Keliaujanc¢io pirklio uzdavinys. Tarkime, kad yra
m miesty, o simetrinéje matricoje Dy,xm surasSyti atstumai tarp giy
miesty. Isivaizduokime pirklj, gyvenant] viename i §iy miesty, kuriam
reikia aplankyti kitus m — 1 miesta ir grizti namo. Kokia tvarka jis
turéty aplankyti visus miestus, kad nukeliauty trumpiausig atstuma?
Ekvivalentus uzdavinys yra toks. Reikia surasti aibés (1,...,m) kélinj
€= (&1, .., &m), kuriame funkcija

m—1

(78) f(g) = Z Dﬁu&iﬂ + D&m@l
=1

13Prisiminkim,kad konfiguracija ¢ € {0,1}V yra vadinama galima, jei jokios dvi
kaimyninés vir§unés néra 1-ai.

“Imant 8 x 8 gardele (xx bréz) optimalaus pakavimo uzdavinys yra trivialus.
Isivaizduokime virSunes kaip Sachmaty lentos langelius ir patalpinkime 1-us i 32 tam-
sius langelius. Nesunku suprasti, kad toks atvejis yra optimalus. Bet kitokioms grafy
strukturoms gali buti ne taip lengva surasti optimaly pakavima
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igyja minimuma. Paprastas reik§miy f(§) skaiciavimas gali buti pri-
taikytas tik tuo atveju, kai m nedidelis, nes skirtingy kéliniy & skaicius
yra m!l. O m! auga net grei¢iau negu eksponentigkai, lyginant su m.

Tokios rusies optimizacijos uzdaviniy sprendimui naudota daug metody.
Siame skyrelyje iSsiaiSkinsime vieng i$ tokiy metody: vésinimo imitacija.

Vésinimo imitacijos idéja yra tokia.Tarkime, MG su buseny aibe S turi
vienintelj stacionary skirstinj, tokj, kad busenos s € S tikimybé pati didzi-
ausia, o reikSmé f(s) maZa. Jeigu mes imituosime tokia grandine gana
ilga laika, tai tikétina, kad baigsime busenoje s. Tarkime, kad po to vél
imituojame kita MG. Ji turi vienintelj stacionary skirstinj su dar didesne
tikimybe patekti i busena s, kurioje f(s) igyja minimuma. Taigi po kazkokio
laiko su dar didesne tikimybe galime atsidurti funkcija minimizuojancioje
busenoje s. Tada imituojame dar kitag MG su dar didesnémis galimybémis
atsidurti minimizuojancioje busenoje s ir t.t. Jeigu tokia schema sukon-
struosime rupestingai, tai tikimybé, kad n-uoju laiko momentu busime f-
minimizuojancioje busenoje artés j 1, kai n — oo.

Jei pirmoji MG turi peréjimo matricg P’ ir imituojama laikg N, antroji
MG turi peréjimo matrica P” ir imituojama laikg Ny ir t.t., tai visas algorit-
mas yra nehomogeniné MG su peréjimo matricomis

P, kain=1,..., N,
P = P” kain=N;+1,...,N;+ Ny,

Yra bendras kelias pasirinkti tikimybinj skirstinj, kuris aibéje S turi didzi-
ausias tikimybes ty buseny s, kuriose f igyja mazas reikSmes, butent, taip
vadinama Bolcmano skirstinj, apibrézta zemiau. MG su bolecmano skirs-
tiniu, kaip vieninteliu stacionariu, gali buti sukonstruota naudojant MGMK
idéjas, i8déstytas 6.6 skyrelyje.

8 apibrézimas Bolcmano skirstiniu s baigtineje aibéje S su energi-
jos funkcija f : S — R ir temperaturos parametru T > 0 vadinamas
tikimybinis skirstinys aibéje S, kuris kiekvienam elementui s € S priskiria
tikimybe

(79) ) = 5o ( ‘f;S)) |
Cia
(80) Zir = z;exp <_];(S)>
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yra normuojanti konstanta, uztikrinanti lygybe:

Z 7Tf7T<S) =1
seS
Jeigu tikslas yra rasti ne funkcijos f minimuma, bet maksimuma, tai tada
vietoje Bolecmano skirstinio naudojamas modifikuotas Bolcmano skirstinys,
kuris gaunamas (79) ir (80) formulése eksponentes %(S) pakei¢iant j @
Dabar pateiksime rezultata, kuris tvirtina, kad Bolcmano skirstinys su
mazomis temperaturos parametro 7' reikSmeémis turi minétas savybes, t.y.

tikimybés didziausios tu elementy s, kurie minimizuoja f(s).

21 teorema Tegul S yra baigtiné aibé, o f : S — R bet kokia funkcija.
Tegul o(T), T > 0, yra tikimybé, kad atsitiktinis elementas Y, parinktas
pagal Bolcmano skirstinj 7y aibéje S, minimizuoja f:

F(Y) = min f(s).

seS

Tuomet

:lplin@a(T) =1.

Jrodymas. Trodysime tik tuo atveju, kai f turi vienintelj minimuma. Tegul
S = {s1,.... 84}, minges f(s)) = /(s) = a, mingeg\ f(') = b. Tuomet

T

ZS/ES exXp (%(S/))
_ exp ()
N eXp (—?a) + ZS’ES\{S} eXp (7f7(18/))
exp (’7“)
exp (%“) + (k—1)exp (%)
1

1+(k—1)exp(“7_b)'

1 —a exXp (_7(1)
ﬂ'f’T(S) = E exp ( > =

v

Kadangi a < b, tai
jl}Lr%)ﬂf,T(s) =1
OJ
Dabar isdéstysime algoritma, kaip gali buti surastas funkcijos f minimu-

mas aibéje S. Naudosime Bolcmano skirstinj m¢7 aibéje S. Tai atliksime
konstruodami Metropolio grandine (Zr. 6.6 skyrelj). Pirma, fiksuojama tem-

peratury seka 77 > T, > ..., kad T; e 0, (¢ia paaiskéja, kodél naudojamas
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vésinimo terminas) ir naturaliyjy skaiciy seka Ny, Na, ... Startuojama bet
kurioje aibés S busenoje. Imituojama MG su temperaturos parametru 7}
laika V1, po to su temperaturos parametru 75 laika Ny ir t.t.

Dydziy Ty, Ts, . .. ir N1, Na, ... parinkimas vadinamas vésinimo tvarkarasc¢iu
ir yra labai svarbus. Yra teoremos, tvirtinancios, kad jei temperatury seka
artéja j 0 pakankamai létai (tai ekvivalentu, jei laiky seka Ny, Na,... auga
pakankamai greitai), tai tikimybeé, kad n-uoju laiko momentu surasime f
minimuma artéja j 1, kai n — oo!®. Vésinimo tvarkarasciai, kurie garan-
tuoja konvergavima pagal Sias teoremas, daugeliu atvejy yra nerealus, nes
reikia astronominio laiko, kol temperatura pasidaro pakankamai maza ir,
kai jau easme beveik garantuoti, kad surastas f minimumas. Bet vésinimo
proceduros praktiniuose pritaikymuose paprastai yra greitesnes. Ir vis tik
iSlieka pavojus, jei védinsime per greitai, galime atsidurti ne absoliutaus
minimumo, bet lokaliojo minimumo taske. Dél to, sprendziant konkrecius
uzdavinius, reikia nemazai eksperimentuoti. Taigi tokie uzdaviniai kartais
tampa ne matematinio, bet inzinerinio pobudzio.

27 pavyzdys Veésinimo imitacija keliaujancio pirklio uzdavinyje.
Nagrinékime keliaujancio pirklio uzdavinj (26 pavyzdys). Ieskokime
aibés (1,...,m) kélinio £ = (&1,...,&mn), kuris minimizuoja atstuma
f(&), apibrézta (78) lygybe. Pirma, naudodami Bolcmano skirstinj
s, sukonstruokime Metropolio grandine aibés (1,. .., m) kéliniy aibéje.
Taigi reikia apibrézti peréjimo mechanizma tarp kéliniy, t.y. apibrézti
"kaimynus" tarp keéliniy. Vienas i§ paprastesniy budy galéty buti toks.
Du kélinius € ir £ vadinkime kaimynais, jei 34,5 € (1,...,m), i <
j, tokie, kad kélinys & gaunamas i§ kelinio & apgreZiant segmenta

(§i7 cee 76])

£ =&, 6m)
= (5176-2'-‘7§i—17€j5€j—17"')€i+17£i7€j+1>§j+27"‘7£m)'

Kelionés po miestus grafe tai atitikty dviejy briauny pakeitima kitomis
dviejomis briaunomis (tokiame keitime dalyvauja tik 4 virgunés), kad
gautysi kitokia kelioné. 7r. xx paveiksla. Tokia Metropolio grandine
atitinkanti peréjimo matrica gaunama Bolcmano skirstinio tikimybes

15Viena i3 tokiy teoremy (Gemano): Jei temperatura n-uoju laiko momentu 7" artéja
i 0 pakankamai létai, t.y.

k (maxses f(s) — minges f(S5))

T >
- logn

visiems pakankamai dideliems n, tai tikimybé, kad m-uoju laiko momentu surasime f
minimuma artéja j 1, kai n — oo.
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istacius j (76) formule:

e min {exp (L95160) 1}, jei £~ €,
I jei € £ i £ e,
1- Z; %min{exp (M) ,1}, jei & =¢.
§'~¢
Cia zenklas ~ reiskia kaimynus. Taigi turime tokj peréjimo mecha-
nizma. Pirma, pasirenkame i,7 € {1,...,m}, i < j. Renkames toly-
giai i§ visos galimy pasirinkimy aibés. Tada su tikimybe min {exp (M) , 1}

keélinj € pakei¢iame keéliniu &', o su tikimybe 1—min {exp (M) , 1}

palickame ta patj kélinj & kitam laikui (padidintam laiko vienetu).
Tokia grandiné turi Bolcmano skirstinj 7y 7. Jis yra apgreziamas (pa-
gal bendra Metropolio grandiniy teorija). Taip pat galima parodyti,
kad grandiné yra ir neredukuojama.

Belieka nuspresti kokj vésinimo tvarkarastj pasirinkti, t.y. pasirinkti
dvi sekas 11,715, ... ir N1, Na,... Galima tai atlikti ekperimentuojant.

Pastebékime viena aplinkybe. Pateiktame pavyzdyje, jstatant Bolcmano
skirstinio tikimybes j (76) formule, normuojancios konstantos Z r susiprastina.
Tai gana gerai, nes priesingu atveju reikéty skaiciuoti Z;p. (Suskaiciuoti
ju faktiskai nejmanoma.) Tai atsitinka visuomet, kai naudojami Bolcmano
skirstiniai Metropolio grandinei. Taigi tokia schema yra patogi skaiciavi-
mams atlikti.

Pateiksime dar viena pavyzdj, parodantj, kad per greitas vésinimas gali
neduoti gero rezultato.

28 pavyzdys Per greito vésinimo tvarkaraséio naudojimo rizika.
Tegul S = {s1, 2, 83,54}, 0 f : S — R yra tokia:

Tarkime, turime rasti f minimuma naudodami vésinimo imitacija.'6
Bolcmano skirstinio aibéje S (su temperatura 7') Metropolio grandinés

16Zinoma yra kvaila naudoti vésinimo imitacija tokiam uzdaviniui kaip 8is. Juk galime
nustatyti, kad minimumas f(s3) = 0, tiesiog palygindami visas f reikmes. Sis pavyzdys
yra parinktas tik tam, kad pailiustruotume kas gali atsitikti naudojant vésinimo imitacijos
algoritma zZymiai sudétingesniuose ir jdomesniuose uzdaviniuose.
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sukonstravimui turime apibrézti grafo struktura aibéje S. Tarkime,
turime grafy pavaizduota xx brézinyje. Istate myp i85 (79) formulés j
(76) formule gausime tokia peréjimo matrica:

1— e UT %e—l/T 0 %e—l/T
3 0 5 0
0 %6—2/T 1—e 2T %e—z/T
: 0 2 0

Toliau tarkime, kad generuojame MG Xy, X1, ... aibeje S pagal kazkokj
vésinimo tvarkarastj, startuodami su Xo = s;. Tegul T yra tem-
peratura n-uoju laiko momentu. Tegul A yra jvykis, kad grandiné
pasiliks busenoje s; visam laikui (taigi minimali reiksmé f(s3) niekada
nebus surasta). Turésime

P(A) = P(X; =s1,X2 =51,...)
= lim P(X1 :Sl,XQ 281,...,Xn :Sl)

n—oo

- nllnéoP(Xl = 51| Xo = 51)P(X2 = 51| X1 = 51)
. P(Xn = Sl‘Xn,1 = 81)

n oo
= lim 1 —e VT = 1— e YT,
i [T (1) = [T (- e7)
I# Gia aitku, kad P(A) = 0 < 2, e VT = co. Taigi, jei T
konverguoja j 0 per greitai, t.y. taip, kad eiluté > ;2 e~ UTY < 0,
tai P(A) > 0. Vadinasi su teigiama tikimybe grandiné gali pasilikti
busenoje s; visam laikui. Tai atsitinka, pavyzdziui, jei pasirinksime
T = % . Siuo atveju imituojamas vésinimo algoritmas gali nesurasti
tikrojo f minimumo f(s3). Tokia klaida gauta dél dviejy priezas¢iy:

e vésinimo tvarkarastis per greitas, ir

e busena s; yra lokaliojo minimumo taskas (ta prasme, kad f jgyja
didesnes reik§mes kaimyninése s; vir§uneése).

Skyriaus pradzioje pateiktame 12 pavyzdyje apie grafo dalinimg pusiau
vésinimo imitacija galéty buti séekmingai taikoma.

Paskutiniaisiais metais keletas mokslininky atsisaké vésinimo tvarkarascio
idéjos. Vietoje to sukonstravo Metropolio grandine fiksuotai temperaturai,
kuri buvo parinkta po kruopsc¢iy matematiniy paskaiciavimy. Pavyzdziui,
sprendziant grafo dalinimo pusiau uzdavinj, buvo sudarytas algoritmas, kuris
Ve > 0, jei k yra didelis, o T yra eilés n°/5t¢ per laika Ck>*¢ su didele
tikimybe (artéjancia j 1, kai k& — oo) suranda optimaly grafo padalinima
pusiau.
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6.8 Propo-Vilsono algoritmas

Nors MGMK metodas naudojamas modeliavime, ir ten yra labai naudingas,
paminékime du tokiy taikymy trukumus.

(A) Teorinis MGMK metodo pagrindas yra xx teorema, kuri garantuoja,
kad neredukuojamos ir neperiodinés MG skirstinys ;™ laiko momentu
n, nesvarbu kokia pradiné busena bebuty, konverguoja j stacionary
skirstinj 7, kai n — oco. Bet i§ to neigplaukia, kad x™ kada nors bus
lygus 7, bet tiktai, kad p(™ labai priartéja prie 7. I§ tikryjy, didziojoje
daugumoje pavyzdziy mes gauname, kad ™ # 7 visiems n. Vadinasi
kokj didelj n bepaimtume vis tiek bus kazkoks skirtumas tarp gauto
skirstinio 1™ ir ieskomo skirstinio 7.

(B) Norint padaryti paklaida, apie kuria kalbama (A) pastaboje, maza,
reikia Zinoti, kokj n turétume paimti, kad skirtumas (matuojamas pil-
nosios variacijos atstumu dry (1™, 7)) buty mazesnis negu duotas € >
0. Daugelyje situacijy yra labai sudétinga nustatyti kokius n reikia
paimti, kad gautume minéta skirtuma pakankamai maza. Daznai nus-
tatytos ribos neturi jokios praktinés naudos.!”

1996 m. 8ias problemas i§sprendé Propas(Propp) ir Vilsonas(Wilson).
Jie sugalvojo MGMK metodo patobulinimg, pateikdami algoritma, kuris
issprendé abi (A) ir (B) problemas:

(A*) ju algoritmas duoda tiksliai skirstinj 7 ir

(B*) automatiskai suranda laika, kada reikia sustoti, nereikalaudamas MG
konvergavimo greicio skai¢iavimy.

Sis algoritmas vadinamas Propo-Vilsono algoritmu. Apie jj ir kalbésime
siame skyrelyje. Nuo kity MGMK algoritmy jis skiriasi tuo, kad generuojama
ne viena MG, bet kelios MG kopijos'® su skirtingomis pradinémis reik§mémis.
Kitas svarbus (greitai suprasime kodél) bruozas yra tai, kad grandiné prade-
dama ne 0-iu laiku, bet nuo kazkurio laiko praeityje ir imituojama iki 0-io
laiko.

1"Bendrai, kruop§¢iai tiriant xx teoremos jrodyma, galime gauti vir§utine n riba (prik-
lausandia nuo e ir nuo grandinés). Tac¢iau daZnai tos ribos yra astronomonio dydZio,
pavyzdziui, tokios kaip "dgry (u(™,7) < 0.01, jei n > 10'°°". Tai visiskai nenaudinga,
nes MG 1010 zingsniy imitacija nesibaigty musy gyvenimo laiku. Tokiose situacijose mes
galime tik tikétis, kad konvergavimas yra daug greitesnis (kad, gal but, n = 10° uzteks),
bet jrodyti tai daznai buna pernelyg sudétinga.

18Dél priezaséiy, kurias isiaiskinsime, Propas ir Vilsonas pavadino savo algoritma
"dubliavimas praeityje" (coupling from the past).
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Turint omenyje (A*) savybe, Propo-Vilsono algoritmas daznai vadinamas
tiksliu ar tobulu imitavimo algoritmu.

Pereikime prie detalaus algoritmo aprasymo. Tarkime, reikia parinkti
elementa i$ aibés S = {s1,..., sk} pagal duota skirstinj 7. Kaip ir kituose
MGMK algoritmuose konstruojame apgreziama, neredukuojama ir neperiod-
ine MG su buseny aibe S ir stacionariu skirstiniu 7. Tegul PP yra peréjimo
matrica, o ¢ : S x [0,1] — S — kazkokia duomeny atnaujinimo funkcija.
Tegul Ny, N, ... yra didéjanti naturaliyjy skaic¢iy seka. Pasirinkimas, kurj
pagrisime buty (N7, No,...) = (1,2,4,8,...). Neigiami skaic¢iai — N7, —Na, . ..
bus naudojami kaip MG starto laiko momentai. Pagaliau tarkime, kad
Up,U_1,U_s, ... yra nepriklausomy ir tolygiai pasiskirs¢iusiy intervale [0, 1]
atsitiktiniy dydziy seka. Tuomet algoritmas veikia taip.

1. Tegul m = 1.

2. Kiekvienam s € {sj,...,s;} imituojame MG, laiko momentu —N,,
startuodami busenoje s, ir tesdami imitacijg iki O-inio laiko. Naudo-
jame duomeny atnaujinimo funkcija ¢ ir atsitiktinius skaicius
U_n,+1,U_nN,,+2,...,U_1,Uy. Pastarieji atsitiktiniai skai¢iai yra tie
patys visoms k grandiniy.

3. Jei visos k grandiniy 2-ame zingsnyje 0-iniu laiku baigiasi toje pacioje
busenoje §', tai iSéjimas yra §', ir procesa pabaigiame. Jei ne, pereiname
prie 4-0jo zingsnio.

4. Padidiname m vienetu ir pereiname prie 2-0jo zingsnio.

Yra svarbu, kad m-uoju laiku, kai ateiname ] 2-ajj zingsnj, naudojame atsi-
tiktinius skaicius U_n,, 11, U_n,, +2, ..., U_1, Up, kuriy dalis
U-n, +1,U-N,_,+2,...,U_1,Up jau naudota ankstesniame zingsnyje. Tai
yra butina, kad algoritmas dirbty korektiskai (zr. xx pavyzdj). Bet tai daro
uzdavinj gremeézdisku, nes reikia iSsaugoti, gal but, ilga atsitiktiniy dydziy
seka.1?

XX brézinyje nagrinéjamas pavyzdys, kai (N, No,...) = (1,2,4,8,...),
0 S = {s1, $2,83}. Kadangi N; = 1, startuojame su grandine prasidedancia
laiku —1 ir besibaigiancia laiku 0. Tarkime,

¢(817 Uo) = 51,
P(s2,Up) = 5o,
¢(33, Uo) = S1.

19Kaip apeiti §ig problemg diskutuosime véliau.
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Vadinasi, 0-iniu laiku turésime dvi skirtingas busenas (s; arba sq), priklau-
sancias nuo busenos —1l-uoju laiku. Todél turime startuoti dar karta laiku
—Ny = —2. Turime

¢(@(s1,U-1),Up) = ¢(s2, Up)
P(p(s2,U-1),Up) = #(s3, Up) = s1,
P(P(s3,U-1),Up) = ¢(s2,Up) = s2.

Ir vél 0-iniu laiku gauname dvi skirtingas busenas. Taigi turime dar karta
startuoti laiku — N3 = —4. Gauname

¢<¢(¢(¢(817 U—3)’ U—Q)a U—1>7 UO)
P(P(P(d(s2,U-3),U_2),U_1),Up)
¢(¢<¢(¢(S3a U*3)7 U*2)7 U*1>7 UO) == S2.

Taigi startuodami laiku —4, nepriklausomai nuo busenos tuo laiku, 0-iniu
laiku visada turime buseng s,. Algoritmas baigiasi, fiksuodamas i$éjime s,
busena. Pastebékime, kad, jei butume toliau imitave grandine, pradédami
laiku —8, —16 ir t.t., butume turéje ta pacia busena s, (iSéjime) 0-iniu laiku.
Taigi galime galvoti, kad busena s, butume tureje, jei butume pradéje im-
ituoti grandine laiku —oo, ir kad grandiné jgijo pusiausvyra. Tai Propo-
Vilsono algoritmo intuicija.

Pastebékime, kad, bendrai paémus, Propo-Vilsono algoritmas gali niekada
nesibaigti (neturime kolkas jokiy garantijy, kad Propo-Vilsono algoritmas
kada nors pasibaigs). I8 tikryjy, jis gali niekad nepasibaigti, jei duomeny
atnaujinimo funkcija parinkta blogai, zr. xx uzdavinj. IS kitos pusés daznai
galima parodyti, kad algoritmas turi pabaiga su tikimybe 1.2 Siuo atveju
iséjimas (atsitiktinis dydis, gautas O-iniu laiku) turi skirstinj 7. Tai suformu-
luosime kaip teorema.

52,

= --- = §9g,

= 5y,

22 teorema Tegul P yra neredukuojamos ir neperiodinés Markovo grandinés,
su buseny aibe S = {si,..., s} ir stacionariu skirstiniu 7 = (my,...,7g),
peréjimo matrica. Tegul ¢ yra duomeny atnaujinimo funkcija. Tarkime, im-
itacijai naudojamas Propo-Vilsono algoritmas su (N1, Na, ... ) = (1,2,4,8,...).
Taip pat tarkime, algoritmas baigiasi per baigtinj laika su tikimybe 1. Tegul
Y yra iséjimas O-iniu laiku. Tuomet ¥i € {1,... k} turime

P(Y:SZ) = 7.

20K ad tai parodytume galima naudotis taip vadinamu tikimybiniu nulio-vieneto désniu:
Propo-Vilsono algoritmas baigiasi per baigtinj laika tik su tikimybe O arba 1. Taigi, jei
pasisekty parodyti, kad Propo-Vilsono algoritmas baigiasi per baigtinj laika su teigiama
tikimybe, tai galétume daryti i§vada, kad jis baigiasi per baigtinj laika su tikimybe 1.
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Dabar dar negalime pasakyti, kad toks Propo-Vilsono algoritmas prak-
tiskai naudingas, nebent aibé S labai nedidelé.?! Kokia didelé aibé S gali
buti, kad galétume generuoti algoritma pradédami visose busenose s;7 Tai
uzimty per daug kompiuterio laiko net ne itin dideliems k.

Atsakymas gludi kitur. Galima surasti jvairiy idéjy, panaudojant MG
monotoniskumo savybe ir neimituoti visy varianty. Apie tai diskutuosime
vélesniuose skyreliuose.

Skyrelj baigsime pateikdami pora pavyzdziy, kuriuose bandoma supa-
prastinti Propo-Vilsono algoritma. Deja, Sie pavyzdziai nekorektiski.

29 pavyzdys Dubliavimas ateityje.(Coupling to the future.)

Sis pavyzdys atsakys j klausima, kodél Propo-Vilsono algo-
ritme startuojama vis toliau praeityje, o ne 0-iniu laiku ir
einama vis toliau j ateit;.

Nagrinékime tokj pavyzdj. Tegul Xg, X1,... yra MG su buseny aibe
S ={s1, $2} ir peréjimo matrica

0.5 0.5
P= .
1 0
Peréjimo grafas pavaizduotas xx brézinyje. Grandiné yra apgreziama
su stacionariu skirstiniu

(81) 7= (m1,7m) = (i;)

Tarkime, generuojame dvi grandinés kopijas, startuodami 0-iniu laiku,
vieng kopija pradédami busenoje s1, kita so. Jos susijungs (jgis ta
pacia reik§me) pirma karta kazkokiu atsitiktiniu laiku V. Nagrinékime
situacija, kai laikas yra N — 1. Siuo laiku viena i3 grandiniy yra
busenoje s2. Bet i§ peréjimo matricos iSplaukia, kad 8§ grandiné su
tikimybe 1 bus busenoje s; po vieno zingsnio, t.y. laiku N. Vadinasi
grandinés su tikimybe 1 pirma karta sutaps busenoje s;. Taigi §io mod-
ifikuoto Propo-Vilsono algoritmo i§éjimas yra s; su tikimybe 1. Tai
nesutampa su (81) stacionariu skirstiniu. Gauname, kad algoritmas
néra korektiskas.

30 pavyzdys Cia pateiktas kitas Propo-Vilsono algoritmo supapras-
tinimo pavyzdys.

21 Jeigu S nedidelé, Propo-Vilsono algoritmas irgi nereikalingas, nes tuomet galima mod-
eliuoti reikalinga dydj paciu elementariausiu budu.

114



6.8 Propo-Vilsono algoritmas 6 MGMK

Kai grandiné startuoja is naujo laiku — Ny, 41, anks¢iau nau-
doti atsitiktiniai dydziai U_n,, +1,U—nN,,+2,...,Up panau-
dojami vél. Kodél paprasc¢iausiai juos negeneruoti i§ naujo?

Veél naudokime tg pacdia MG kaip ir ankstesniame 29 pavyzdyje. Tarkime,
kad siai grandinei taikome Propo-Vilsono algoritma su (N1, Na,...) =
(1,2,4,8,...) ir duomeny atnaujinimo funkcija

s1, kaix €10,0.5),
¢(517$) = ! [ )
sy, kai z € [0.5,1],

¢(s2,2) =s1 Vo e[0,1].

Grandine atnaujinkime kiekvieng karta, generuodami vis naujus U;.
Tegul Y yra 8io modifikuoto algoritmo i8éjimas. Apibrézkime atsitiktinj
dydj M kaip didziausia i§ m, kuriems algoritmas nusprendzia startuoti
laiku —N,, (t.y. laikais —Nj; grandinés startuoja paskutinj karta).
Tiesioginiai skai¢iavimai duoda

m=1
>P(M=1Y =s1)+P(M=2Y =s)
= P(M = 1)P(Y = s;|M = 1)

+ P(M =2)P(Y = 5 |M = 2)
_ Ll y3.2.3.2

2 T8 37173

I8¢jimo Y skirstinys nesutampa su (81) skirstiniu 7. Taigi pateiktas
modifikuotas algoritmas néra korektigkas.
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7 MONTE KARLO METODO TAIKYMAI

7.1 Radioaktyviojo skilimo generavimas

Tarkime, turime NV; radioaktyviy atomy laiko momentu ¢. Suskilusiy atomuy
skai¢ius dN per laiko intervala (¢, t+dt) yra tiesiogiai proporcingas radioaktyviy
atomy skai¢iui Ny ir laiko intervalo ilgiui dt

(82) AN = —\N,dt.

Minuso zenklas reiskia, kad radioaktyviy atomy skaic¢ius mazéja (dalis suskyla,
ju nelieka). Konstanta A priklauso tik nuo radioaktyviosios medziagos. Jos
dimensija yra % A parodo kuri dalis atomy suskyla vidutiniskai per 1 sek.
(Tikimybé atomui suskilti per 1 sek.)

Jei laiko momentu ¢ = 0 radioaktyviy atomy yra Ny, o laiko momentu ¢
yra IV, tai i§ (82) gausime

Ny
Ny
In — = -\t
n NO s
(83) N; = Noe™

— radioaktyviy atomy skai¢iaus mazéjimo désnis.
Is tikryjy atomas gali gyventi nesuskiles labai ilgai. Jo gyvavimo laikas
t € (0,+00). Bet vidutinis gyvavimo laikas 7" baigtinis. Tegul T3, — ra-
T
dioaktyvaus atomo gyvavimo pusamzis T}, = 3 Tuomet po tiek laiko

suskils puse atomy:

% — Noe_/\Tl/Q,
2
In2 0.7
Ty = —=~—.
1/2 )\ )\

Skai¢ius atomy, suskylanc¢iy laiko intervale (¢,¢ + dt), yra (i§ (82) ir (83))
ANyt = ANge Mdt.

Siq suskilusiy atomy gyvavimo laikas ~ t (tarp ¢ ir ¢ + dt). Susumuojam
visus gyvavimo laikus:

+o00o
N,
Ty = / FAN e Mt = 70
0
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T
— yra vidutinis atomo gyvavimo laikas:
0

Ty 1T
No X 07

-
Tikimybeé, kad radioaktyvus atomas skils intervale (¢,¢ + dt) yra

suskilusiy intervale (¢,¢ + dt) atomy skaicius
visy atomy skaic¢ius N

 ANpe Mdt
=

1 _:
= —e ~dt = f(t)dt.
—etdr = £(1)

= e Mdt =

Cia f(t) yra eksponentinis tankis.
GRAFIKAS

Atsitiktiniam laikui ¢, momentams kuriais jvyksta radioaktyviyjy atomy
skilimai, generuoti galime naudoti procedura:

i _t
=—e 7 +1,
0

Galima pakeisti t
e =U.

Cia U yra tolygiai pasiskirstes intervale (0,1) atsitiktinis dydis. Toks yra ir
1 — U. Taigi atsitiktiniais laiko momentais

t=—7InU

ivyksta radioaktyvios medziagos skilimai. Tai laiko momenty modelis.

117



7.2 MK taikymo schema 7 MONTE KARLO METODO TAIKYMAI

7.2 Monte-Karlo metodo bendroji taikymo schema

Monte-Karlo (MK) metodo taikymuose labai svarbi yra centriné ribiné teo-
rema (CRT). Todél ja ir suformuluokime. Nepateiksime jos bendriausiu
atveju, o tik nesudétinga, paprasta varianta.

Iveskime pazymeéjimus. Tegul

§1,82, -+, &N
yra N nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy. Tarkime,
E§ =ES=---=FE{y =m,
ir
DE =D& = = Diy = b?

yra Siy dydziy vidurkiai ir dispersijos. Tegul

(84) py =& + &+ -+ &N
Tuomet
(85) Epy = Nm:=a, Dpy= Nb*:=o>

23 teorema (CRT) Tegul ¢ € N(a,c?) (normaliai pasiskirstes atsitiktinis
dydis su vidurkiu a ir dispersija o* ). Tuomet

B
Pla<py <)~ /pg(x) dx,

kai N pakankamai dideli. Cia

1 _(z—a)?

2ro

pe(w) =

yra atsitiktinio dydzio ( tankio funkcija.
Prireiks dar vienos teoremos.

24 teorema (30 taisyklé) Tegul ¢ € N(a,o0?). Tuomet

a+3c
/ pe(x) dr ~ 0.977.

a—30
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Dabar galime pereiti prie bendrosios MK metodo taikymo schemos.
Sakykime, reikia apskaic¢iuoti nezinoma dudj m. Reikéty sugalvoti tokj
atsitiktinj dydj &, kad E€ = m. Tegul D¢ = b2
Toliau nagrinékime N nepriklausomy atsitiktiniy dydziy &;,&., ..., &N,
kurie visi pasiskirste kaip ir dydis €. Laikykimeés pazyméjimy (105) ir (106).
Is CRT ir 30 taisyklés turésime, kad
P{la—30 < p,<a+30}~0.977,

kai NV pakankamai dideli. IS pastarosios formulés gauname, kad

30 PN 3b
Pim—-——<—<m+—=,~0977
{ VN N vN}
1 N
pll= _
szff "

Taigi teisinga tokia teorema.

arba

3b
< —— $ = 0.977.
N }

25 teorema

3b
< — = 0.977.
%!

Paskutinioji (107) formulé gana svarbi MK metode. Ji duoda algoritma,
kaip paskai¢iuoti m ir kartu paklaidos jvertinima. I§ (107) formulés, Zin-
odamo kokia paklaida galime daryti, surandame N, o po to ir m.

1 N
(86) P{sz::l@'—m
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7.3 Apibréztinio integralo skaiciavimas

Sakykime, reikia suskaiciuoti integrala

I= /bg(a:) dx.

Pasirinkime kokj nors atsitiktinj dydj &, turintj tankj pe(z) intervale (a,b):

b
/pwz(a:) dr = 1.

Kartu su atsitiktiniu dydziu £ nagrinékime kita atsitiktinj dydj
_ 9

T e

Tuomet atsitiktinio dydzio n vidurkis

En = /b (i((z))>pg(x) de = 1.

Dabar nagrinékime N vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy ny, 72, ..., N
ir jy sumai taikykime 3 teoremg. Gausime

1 Y Dn
87 P{l—= — 1| < 3y — ¢y = 0.977.
I§ ¢ia iSplaukia, kad jei mes paimame N reikSmiy &, &s, ..., &N, tai
1 Y :
N j=1 pe(&5)

Taip pat gauname, kad (88) apytikslés lygybés paklaida su labai didele tikimybe
nevirsija

(89) 3\/Dn/N.

7.3.1 Apibréztinio integralo skaiiavimo pavyzdys

31 pavyzdys Naudodami MK metodg suskai¢iuokime integrala

w/2
I = /sinxdx.
0
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1. Tegul
2
pe(x) = p

yra tolygiai intervale (0,7 /2) pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydzio £ tankis,

w/2
2

/ —dr =1.
T

0

Jeigu atsitiktinis dydis U yra tolygiai pasiskirstes intervale (0, 1), tai reikety
imti

T
=—U.
¢ 2
Taigi, gausime
T X
(90) I~ mj;smfj.

|
2. Pasirinkime kita atsitiktinj dydj &, pasiskirsciusj intervale (0,7/2)

pagal tiesinj tankj
8x 8x
pg = —71-2, O/ —dx =

Dydzio £ generavimui naudokimeés universaliu metodu, panaudokime dydzio
¢ skirstinj Fe. Tarkime, U yra tolygusis atsitiktinis dydis intervale (0, 1).

Tuomet
; 8
Fe(6)=U arba /72 dr = U.
)

Issprende pastaraja lygybe & atzvilgiu, gausime

s
525\/5

Taigi

s sin&;
1 I~ — .
(91) SN

&)

2 N _;
j=1
<

Kuris i§ parinkty tankiy geresnis? Antrasis, nes jis geriau aproksimuoja
(jo grafikas artimesnis) pointegrine funkcija (Zr. xx bréz.).
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MK metodas nenaudojamas tokiy paprasty integraly skai¢iavimui. Jis
nenaudojamas net ir sudétingiems vienalypiams integralams skaiciuoti, nes
yra geresni ir tikslesni metodai — kvadraturinés formulés. Bet kai reikia
suskaic¢iuoti daugialypius integralus, kvadraturinés formulés pasidaro labai
sudétingos. Lieka faktiskai vienintelis kelias integravimas MK metodu.
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7.4 Tiesiniy lygc¢iy sistemos sprendimas Monte Karlo
metodu

7.4.1 Tteracijy metodas. Ivadas

Nagrinékime tiesiniy lygciy sistema:

T = a1 + a127T9 + -+ ALy -+ bl,
(92) Ty =  A1%1 + QT2 + - - + Ao Ty + b,

Tp = @uT1+ Apala + + + QupTp + by, -
kurioje koeficientai ai1,aqs, ..., appn, b1, b2, ...,b, yra duoti, o kintamuosius
x1, %2, ..., T, reikia surasti. Naudodami matricas (92) lyg¢iy sistema galime

uzraSyti trumpiau:

(93) x=Ax+b;
¢ia
ay; a2 ... Qip bl T
ag1  A22 a2 by X2
A= ", b= , X=
Gnl Qp2 ... Qnn b, T,

Tarkime, kad x(© yra pradiné nezinomujy vektoriaus reik§mé, o vektorius
x(®) paskai¢iuojamas naudojantis lygtimis:

(94) x®) = Ax* Y 4 b, k=1,2,...
Tarkime taip pat, kad viena i§ dviejy nelygybiy
(95) ijZﬂ a;; <1 arba g%ﬁ; la;;| <1

yra patenkinta. Yra Zinoma, kad tuomet seka x¥), gauta naudojant (94)
iteracine procedura, konverguoja j (93) lygéiu sistemos sprendinj x*, t.y.

x* = AX* + b, klim xk) = x*.

Parinke pradinj vektoriy x(*) = b, apytikslj (93) lyg¢iy sistemos sprendinj
x(¥) galime uzradyti taip:

(96) x¥ = (E+A+A>+--- +Ab)b,
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¢ia E yra vienetiné matrica. I8 (96) formulés gauname, kad apytikslio spren-
dinio x*) i-0ji komponenté

(97) xz(k) =bi + Z aijlbjl + Z Z O’Ulajljébjz +oet

Jj1=1 J1=1j2=1

n n n
4+ Z Z e Z QAijy Ay gy - - .ajkiljkbjk.

J1=1j2=1 Jek=1

Net vidutiniams (neypa¢ dideliems) & ir n tokiy sumy skai¢iavimas gana
ilgas procesas. Sutrumpinti skai¢iavimams naudojamas Monte Karlo meto-
das. Kituose skyreliuose sukonstruosime atsitiktinj dydj, kurio vidurkis yra
lygus (97) iSraiskai ir i$siaiskinsime kaip panaudoti Monte Karlo metoda.

7.4.2 Monte Karlo metodo taikymas sumoms skai¢iuoti

Trumpai pakartosime Monte Karlo metodo esme. Tarkime, mums reikia bent
jau apytiksliai suskaiciuoti suma
m
S = Z C;.

=1

Tam tikslui parenkame tikimybes pi,pa, ..., pm: pi > 0,0 = 1,2,...,m,
™, p; = 1. Toliau apibrézkime diskretyji dydj &, igyjantj reiksmes d; = ¢;/p;
su tikimybémis p;, 1 =1,2,...,m, t.y.

P(fzdl):pl, i:1,2,...,m.
26 teorema Atsitiktinio dydzio & vidurkis yra lygus S.

Jrodymas. Jrodymas iSplaukia i$ atsitiktinio dydzio vidurkio apibrézimo

BE=> pidi=> ¢ =8S.
i=1 =1

<4

Taigi sumai S paskaiciuoti gali buti naudojamas Monte Karlo metodas.

Turime generuoti N atsitiktinio dydzio & realizacijy £ ir paimti jy aritmetinj
vidurkj

L&)
Sy = — 3¢,
N N;&

Tai ir bus sumos S apytikslé reiksmeé. Zinoma, tokia procedura verta nau-
doti, jei reikiamam tikslumui pasiekti uztenka N realizacijy, kai N < m,
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(pavyzdziui, m/N > 10). Atsitiktinio dydzio & dispersija

m n 2
(98) D% =Y pd? — B2(¢) =Y. ; — EX(9).
=1 =1 171

Reikéty taip parinkti tikimybes, kad dispersija buty kuo mazesné. I§ (98) dis-
persijos iSraiskos aigku, kad reikia minimizuoti dydzius ¢7/p;, i = 1,2,...,m.
Is tikimybiy teorijos zinome, kad geresni apytiksliai rezultatai gaunami tada,
kai atsitiktinio dydZio £ dispersija yra maza. Dazniausiai dydZziai ¢? néra 7i-
nomi. Bet kokia informacija apie dydziy ¢; elgesj gali buti naudinga parenkant
p; taip, kad dispersija D?(£) gautume kiek galima maZesne. Pavyzdziui, jei
seka yra ¢y, co, ..., ¢, monotoniskai mazéjanti, tai ir tikimybés pq, po, ..., Dm
turéty elgtis taip pat.

7.4.3 XXX

Ankstesniame skyrelyje aprasytas idéjas pritaikykime (97) sumy jvertinimui.
Paimkime matrica
P = Pn><n = (pij)v

kurios elementai p;; tenkina salygas:

dop=1,i=12,...,n,
(99) o . | |
— kiekvieno matricos stulpelio elementu suma lygi 1;

Dij > 0, jei Qjj 7& 0, ir Dij = 0, jei Qi = 0.

[liustruotame pavyzdyje mums uzteko vieno atsitiktinio dydzio. Dabar reikes
n atsitiktiniy dydziy ir jy skirstiniy. Skai¢ius d;; parinkime taip:

Qij . .

7]7 Jel aqg; 7é 07

0, Jel Q5 = 0.

Panasiai kaip ir ankstesniame skyrelyje pateiktame pavyzdyje (97) sumos
nariai generuojami su tam tikromis (specifinémis) tikimybémis. Dydis d;j,dj,, - - - dj,_, . Dji
parenkamas su tikimybe p = p;; D j, - - - Pj._j,- Galima tai suformuluoti ir ki-
taip — indeksy kalba. T.y. pakanka parinkti indeksy seky I = (4, j1, jo, - - -, Ji)
su tikimybe p, nes Sie indeksai vienareikSmiSkai apibrézia dydj d;;,d;, j, - - - dj, 5, 0j, -
Taigi mes galime apsiriboti klausimu: Kokia procedura tiks generuoti (parinkti)
I indeksy sekai su tikimybe p?
Jei indeksas j; parenkamas su tikimybe p;;, indeksas j» parenkamas
su tikimybe pj j,, ..., ir indeksas j, parenkamas su tikimybe p; ;. , tai
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I indeksy aibé yra parenkama su tikimybe p = pi;, pjijs - - - Pjr_1j.- Norédami
pademonstruoti indeksy generavimo procesa, panaudosime Markovo grandiniy
terminologija. Diskretieji atsitiktiniai dydziai &y, o, . . ., & gali jgyti reikSmes.
Jei & = j, tai sakoma, kad atsitiktinis taskas i-uoju momentu (i-ajame
zingsnyje) yra j-ojoje busenoje. Atsitiktiniai dydziai &;,&s, ..., & apraSo
atsitiktinj £ kelig, aplankant kazkiek buseny i§ n galimy. Ivykis, kad atsi-
tiktinis taskas pateks i§ r busenos j s buseng, tikimybé zZymima p,s ir vad-
inama peréjimo tikimybe. Sios tikimybeés nepriklauso nuo zingsniy, kurie
buvo padaryti iki patekimo j r» busena. T.y. kiekvienam ¢ turime, kad

(101) prs = P{&p1 =5l =1}, rs=12,...,n

Indeksy aibé I gali buti suprantama kaip atsitiktinis kelias, susidedantis is
k zingsniy, kai atsitiktinis taskas startuoja iS busenos ¢ ir po k zingsniy at-
siduria busenoje j; aplankydamas busenas ji,7j2,...,Jk_1. IS kitos puseés,
paémus pradine reikSme &, = 1, atsitiktiniy dydziy &, &, .. ., & realizacija
(gauta pagal (101) lygybes, naudojant peréjimo tikimybiy matrica P) duoda
indeksy seka I, ir 8i indeksy seka [ generuota tiksliai su tikimybe p =
PijiPjijz - -+ - Pir—1j -

Dabar reziumuokime tai apie ka kalbéjome Siuose skyreliuose. Lygties
(93) apytikslio sprendinio komponenté (vieno nezinomojo reiksmé) gali buti
paskaic¢iuota naudojant Monte Karlo metoda. Kad galétume tai padaryti,
turime

e paimti matrica P, tenkinancia (99) salygas,
e nustatyti indekso ¢ reikSme, t.y. to kintamojo, kurj skai¢iuosime,
e nustatyti dydj k, kuris apibrézia aproksimacijos tiksluma,

e nustatyti generuojamuy atsitiktiniy egzemplioriy skaic¢iy N, nuo kurio
priklauso Monte Karlo metodo padarytos klaidos dydis (tikslumas),

e naudodami (100) formule, paskai¢iuoti dydzius d;.

Taigi turésime parinkti /V atsitiktiniy keliy. r-asis atsitiktinis kelias apibreézia
indeksy seka I = (i, J1, J2, - - -, jr). Aisku, ji priklauso nuo r, t.y. I = I, bet
65 indeksl, kad nebuty labai griozdiski uzrasai, mes praleidziame. Toliau
gautai indeksy sekai I suskai¢iuojame suma

(102) SO = by + dij, by, + dijydjy by, + - + dijydyg, - d

Jk—1Jk

b,

Sios sumos generavimo tikimybé yra lygi p = pijiPjijo - - - Pjr_1js-
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Kai jau turime sugenerave N atsitiktiniy keliy, dydzio :L’Ek) aproksimacija

gauname paimdami sumy S aritmetinj vidurkj

® o L o)
oy — S\,
Y

27 teorema Suma

L& oo
(103) N;S

(k)

yra nepasislinkes dydzio x;’, apibrézto (97) formule, jvertinimas.

Irodymas. Sumos (103) (atsitiktinio dydzio) vidurkis yra lygus

(104) E (N > S(”) =¥ SE (Sm) —E (Sm)

3

n n n
+ 20 2 2 Ay di g b PP - P

Istate i (104) dydzius d;; i§ (100) formulés, turésime

1 N n n n
v (N ZS@) =bit D> by + > D Gipapby, o+
r=1

J1=1 J1=1j2=1
n n n
YD D iy -,
J1=1j2=1 Jr=1

Gauta suma sutampa su (97) formulés deSiniaja puse. <

Is tikryjy Monte Karlo metodas tiesiniy lygciy sistemoms spresti nau-
dojamas tik iSimtiniais atvejais. Pavyzdziui, tada, kai lygciy sistema sudaro
gana daug lygciy ir reikia surasti tik keleta nezinomyjy. Kitais atvejais geriau
naudoti skaitiniy metody deterministine technika.
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8 ATSITIKTINUMO SAMPRATA

8.1 k-sekos

Imkime aibe i§ N elementy Q = {wy,...,wy}.

9 apibrézimas Sakysime,kad seka

(105) Wiy Wigy -y Wy € Q,
yra tolygiai pasiskirsciusi aibéje €1, jeigu
- n(w) 1 .
106 1 =— Vi
(106) i

Cia n(w;) yra elementy w; skaicius tarp n pirmyju (105) sekos nariy.

10 apibrézimas Tolygiai pasiskirsciusia aibéje () seka taip pat vadinsime
1-seka.

11 apibrézimas (105) seka vadinsime 2-seka, jei

. n(wi,w; 1 .
(107) lim <nj) =¥z Vi, j.

Cian(w;,w;) rodo kiek yra pory (w;, w;) tarpn pirmyjy sekos (w;,, w;, ), (Wjy, Wy ), - - -

nariy.

12 apibrézimas (105) seka vadinsime k-seka, jei

n(wiy,s ..., wi,) 1

108 lim iy ik

( ) g n Nk 1 k

Cia n(w;,, . . .,w;, ) rodo kiek yra rinkiniy (w;, , . ..,w;,) tarp n pirmyjy sekos
(Wi -y wWi ), (Whyy - -+, Wiy ), - - - DALY,

Apibendrinkime Sias sgvokas, kai 2 néra diskreti. Tegul Q = [0, 1).
13 apibrézimas Seka
(109) L1, X2,y ooy Tpyeeoy Ty €10, 1),

vadinsime tolygiai pasiskirsciusia intervale [0,1), jei Vu,v € [0,1],u < v,

(110) lim n(fw, v)) =0 —u.

n—oo n

Cia n([u,v)) yra skai¢ius sekos (109) nariy i§ pirmyjuy n, kurie patenka j
intervalg [u,v).
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14 apibrézimas Tolygiai pasiskirsciusi intervale [0,1) (109) seka taip pat
vadinama 1-seka.

15 apibrézimas (109) seka vadinsime 2-seka, jei Yuy, vy, usz, vy € [0,1],u3 <
U1, Ug < Vg,

(111) iy 1, v1), [uz, v2))

L n = (Ul — ul)(vg — Ug).

Cia n(A, B) rodo kiek pory (xy,x2),(x2,3),...,(Zn, Tny1) priklauso aibei
A x B.

Panasiai yra apibréziamos k-sekos.

16 apibrézimas (109) seka vadinsime k-seka, jei Vuy, vy, ug, Vo, . .., Ug, Vg €
[07 1]7“’1 < Up,Uz < V2,...,U; < Vg,

(112) 7}1_{{}0 il o) [ 2:)7 SRIUSD) = (1 —ur)(v2 —u2) ... (Vp — up).
Cia n(Ay, Ay, ..., Ag) rodo kiek rinkiniy (z1,%s, ..., %), (T2, T3, ..., Tri1),
o (Tpy Tpy1y + - oy Tpgp—1) priklauso aibei Ay x Ag X -+ X Ag.

28 teorema k-seka yra ir (k-1)-seka.

Jrodymas. Paprastumo délei imkime k£ = 2.

TolydZiuoju atveju jrodymas gaunamas is (111) paémus us = 0,ve = 1.

Jeigu turime diskretyji atveji, tai galima jrodyti prieStaros budu. IS
tikryjy, jei wy pasikartoja dazniau uz wy, tai kazkurios poros (wg, -) pasikartos
dazniau uz poras (wy, ). Teorema jrodyta. |

17 apibrézimas (105) arba (109) seka vadinama co-seka, jeigu ji yra k-seka
Vk € N.

k-seky pavyzdziai...............
k-seky apibrézimuose vietoje riby galima rasyti tikimybes. Galime uzrasyti
4 apibrézimo analogg naudodami tikimybés sgvoka.

18 apibrézimas (105) seka vadinsime k-seka, jei

1 . .
(]_]_3) P((wil,...,wik) = W Vll,...,lk.
Cia P((ws, , ..., w;,)) yra rinkinio (w;,, . . . ,w;, ) pasirodymo daznis (arba tiki-

mybé) (105) sekoje.
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19 apibrézimas (109) seka vadinsime k-seka, jei Vuy, vy, ug, Vo, . .., Uk, Uy €
[0, 1], 41 < vy,ug < vg,...,uL < U,
(114) P(up < xp < v1,Ug < Tpgq < oy, U < Tpgp1 < Ug)

= (v1 —uq)(vg — ug) ... (vp —uyg).

Cia Pluy <z, <v,up < Tpypg < Voy vy Uy < Tpygo1 < vg) yra (109) sekos
paeiliui einanciy k elementy patekimo atitinkamai j intervalus [uq, v1), [uz, vs),
ooy [ug, vi) daznis (arba tikimybé).

Ar egzistuoja oo-sekos? Taip.

29 teorema (J.Franklin) Seka
z, =0" mod 1
yra oo-seka beveik visiems realiems 6 > 1.

Bet iki $iol nei vieno tokio 8 néra surasta.

1 pastaba Spéjama, kad skaiciaus w skaitmenys 3,1,4,1,5,9,... yra oo-
seka. Bet néra jrodyta, kad tai bent 1-seka.

Egzistuoja algoritmai, kuriy pagalba galima apskaic¢iuoti oco-sekas.

8.2 Atsitiktinumo samprata. 1

Kokias sekas reikéty vadinti atsitiktinémis sekomis? Jeigu seka yra 1-seka,
tai turbut dar neatsitiktine.

Pavyzdys.

Jeigu jau 2-seka, tai labiau atsitiktiné. Aisku,kad (7r. bréz....)

Paanalizuokime oco-sekas. Jeigu k& = 10'°, tai sekoje pasitaikys serijos i§
100 nuliuky. Sios serijos tikimybé labai ir labai maza. Bet jeigu toks atve-
jis pasitaiko eksperimente — problema ("tikriausiai negeras generatorius"!).
Jeigu tokio atvejo negali pasitaikyti net teoriskai, tai tokia seka jau negali
buti "labai" atsitiktiné.

Prie Sios problemos dar grjSime véliau.

8.3 Rysys tarp diskreciyjy ir tolydziyjy k-seky

Tegul Yp,Y),... — b-tainé seka (VY yra vienas i§ skai¢iy 0,1,...,b — 1).
Aigku, kad b-tainé seka yra k-seka, jeigu visiems b-tainiams skaiciy rinkiniams
(y17y27 R 7yk>

1
P((Yo,Yor1, - York1) = (Y1, 42, - -, Uk)) = bh
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30 teorema Tegul xg,xy, ... —k-seka i$ intervalo [0, 1). Tuomet [bxy], [bz1], . ..
— b-tainé k-seka.

Irodymas. Pasirenkam vy, ..., y;. Tegul

. 41
uj = Ll vj = Yi T Y, = [bz,).

b’ b
Tuomet
P((Yna Yn—i—la cee 7Yn+k—1) = (y17y2a s 7yk))

=Py <bwn <y + 1,y < by < yp +1)

= P(buy < bz, <bvy,...,bup < brpipg < bug)

= Pluy < xp <, U < Tyt < Ug)

:(Ul—ul)...(vk—uk):b—k.
Teorema jrodyta. <
31 teorema Tegul
(115) To, X1, " € [0,1)
Jeigu seka [/ zq), [("x1], . . . yra ¢-tainé k-seka kokiam norsc € N,c > 1, irVj €

N, tai (115) seka yra k-seka.

32 pavyzdys Pateiksime pavyzdj, parodantj, kad teoremos formulavime sg-
lyga Vj € N yra butina.

Nagrinékime seka

0.000, 0.100, 0.200, ..., 0.900, 0.000, 0.100, ...
Tokia seka néra net 1-seka. Tacdiau paéme ¢ = 10,5 = 1, gausime seka
0,1,2,...,9,0,1,.... Ji yra 10-tainé 1-seka. |

31 teoremos jrodymas. Reikia jrodyti, kad

Ew

P =Plu; <, <vp,..,up < Tpap1 < ) = | [ (vp — uy).
t=1
1. Tarkime, kad visi us,v4,t = 1,..., k, yra b-tainiai racionalus skai¢iai,
t.y. trupmenos su vardikliu lygiu b, o seka [bxo], [bz1], ... yra b-tainé k-seka.
Tuomet m S
t t
ut277 Utzga t:L 7k7
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1
P([bx,] =y1,. - [brpin1] = yp) = o

visiems y; € {0,1,...,b—1}. Zr. bré...... Taigi, turésime,kad

bt P(M < < O )
my + 1 m my + 1
:P( L < n 1b , 7T§xn+k—1 b )
S1 — S sp— 1 Sk

_|_..._|_P(1 <q:n<€1,..., 5 §$n+k1<b>
= P ([bxn] =ma,..., [bTpip—1 = mu)

ot P (b =51, s = )

1 1t
R RSN | (O

b b t=1

2. Tarkime,kad bent vienas is skai¢iy u;, v; néra b-racionalus. Pazymeékime
(Zr. bréz....) w; ir v; artimiausius b-racionalius skai¢ius tokius, kad

/ / 1 / / 1
utgut<ut+g, vtgvt<vt+g.

Be to, b (déka j) galime paimti tokj didelj, kad
1
w, + 5 < v,

Tuomet

1 1
P*SP(U/Ian<Ui+g,,u;chn+k_1<1);€+g)

Pasirinkime € > 0. b (j déka) galime paimti tokj didelj, kad antroji sandauga

1+ <l+e
t:l_[1< ('Ut—ut)b
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Todél

k
P*<H’Ut—ut 1+€ SHUt—Ut
t=1 t=1

Analogiskai samprotaudami turésime

/ /
Ula"'auk+g anJrkfl <Uk>

<
k k / / 1
1 v — U —
= v’—u’—): Lt b ) (g~
H<t t b H( Vg — Uy (t t)

I
I

I
I
~+~
i

I

Y Y
== ==
— —
& &
| |
S S
=
LS
A |
—
—~
S [\
L
g T
|
Q)

i
I
~+
i

I

Taigi, Ve > 0
k
|P*—H('Ut—ut) SE
t=1
Vadinasi .
P* = H(Ut — Ut)
=1

Kadangi galime imti b = ¢, ¢?,

<

., " — o0, kai n — oo, tai teorema jrodyta.

2 pastaba 3 teoremos tvirtinimas reiskia, kad realiy skaiciy i$ intervalo [0, 1)
seka bus k-seka, jei jy c-tainiy skleidiniy pirmieji skaitmenys sudaro k-seka,
pirmieji du skaitmenys sudaro k-seka ir .t.t.

33 pavyzdys Tarkime, 0.2453731...;0.4678902...;... yra seka is intervalo
[0,1).

Ji bus k-seka, jei

seka 2,4, ... yra k-seka,
seka 24,46, ... yra k-seka,
seka 245,467, ... yra k-seka, ir t.t.
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8.4 k-seky savybeés

32 teorema Tegul xo,x1,... yra k-seka i$ intervalo [0,1), f(yi,...,yx) —
integruojama Rymano prasme funkcija. Tuomet
(116)

1 1
1
lim — Z f(xj;xj+la~“axj+k—1):/~-/f(ylw'-ayk)dylu-dyk'
0

n—oo 7, -
0<j<n 0

Jrodymas. 15 k-sekos apibrézimo isplaukia, kad teorema teisinga kai

1, kaiwu <y <o, u, <y < g,
0  kitais atvejais,

nes Siuo atveju

1
llm . Z f(xjvxj—f—l,...,l'j_i_k_l)

TN iy
iy Mun o), [ug,va), - gy v))
n—oo n

(116) lygybé yra teisinga ir laiptuotai funkcijai
f:a1f1+"'+amfm;

¢ia f; yra funkcijos, jgyjancios tik dvi reikSmes 0 ir 1 (kaip formuléje (117)),
o0 a; yra pastovus daugikliai.

Jeigu f yraintegruojama Rymano prasme funkcija, o € > 0, tai egzistuoja
dvi laiptuotos funkcijos f ir f, f < f < f ir skirtumas tarp integraly [ f, [ f
yra nedidesnis negu e. Taigi

L Yo flag, o wiea)

N o<i<n
1
(118) <= 2 flmme)
0<j<n
1 _
<= > flwy, w1
" o<j<n
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Integralams, aisku, yra teisinga nelygybé

1

/.../lf(yh...,yk)dyl...dyk
0

0

IN

1
-~-/f(yl,--~,yk)dy1..-dyk
0

IA

o O

?(yb e >yk) dy . .. dys.

o _

Kadangi pirmosios sumos i§ (118) formulés riba, kai n — oo, yra pirmasis
integralas, o treCiosios sumos riba — treciasis integralas. Be to, Sie integraly
skirtumas ne didesnis uz €, ir € galime pasirinkti bet kokj teigiama skaiciy, tai
vidurinés sumos i§ (118) formulés riba, kai n — oo, yra vidurinis integralas,
t.y.

1

1
1
lim — Z f(xjw--wrj—',-k—l):/--‘/f(yla---ayk>dyl--‘dyk-
0 0

"M gien
Teorema jrodyta. |

1 i§vada Jeigu seka w1, x9,... i§ intervalo [0,1) yra k-seka, tai ji tenkina
k-tos eilés kéliniy testy:

1
ﬁ .

P(.Tn+p1_1 < Ln4py—1 < e < xn-l—pk—l) =

Cia p1,---,Pr bet koks skaiciy 1,..., k kélinys.

Irodymas. Isvada iSplaukia i§ 4 teoremos, paémus

1, kaiy, <y, < - <Yy,
f(yl,,yk) — p1 D2 Pk
0  kitais atvejais,
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nes Siuo atveju

P(Tpipi—1 < Tnapy-1 <+ < Tgpy—1)
1

:/.../lf(yl,...,yk)dyl...dyk

0 0

0§?Jp1 <Ypo < <Ypy, <1

1 Ypy, Yps Ypo
= / dypk / dypkq / dpr / dym
0 0 0 0

yp k yp4 2

Y
dypk /dypkﬂ"'/%dypa’
0 0

<

3 pastaba oo-sekos tenkina daug kity testy.

8.5 Atsitiktinumo samprata. 11
Pateiksime pavyzdj, rodantj, kad ir k-sekas negalima laikyti atsitiktinémis.
34 pavyzdys 0,0,0,1, 0,0,0,1, 1,1,0,1, 1,1,0,1, 0,0,0,1, ...

Sios sekos periodas yra 16 ir ji yra 3-seka (nesunku patikrinti). Paimkime
lyginius ir nelyginius sekos narius:

0,1,0,1, 1,1,1,1, 0,1,0,1, 1,1,1,1,... — lyginiai sekos nariai
0,0,0,0, 1,0,1,0, 0,0,0,0, 1,0,1,0,... — nelyginiai sekos nariai.

Pirmuoju atveju dazniau pasirodo vienetukai, antruoju — nuliukai. Taigi
posekiai {xo,} ir {xs, 1} jau nebéra net 1-sekos. <

136



8.6 (m,k)-sekos 8 ATSITIKTINUMO SAMPRATA

8.6 (m,k)-sekos

20 apibrézimas Seka z1, s, ... vadinama (m, k)-seka intervale [0,1), jei
P(uy < Tpngj < V1, Uk < Topjipk—1 < U) = (01 —ug) ... (v — uy)
visiems u;, v; € [0,1], u; < vy, ir visiems j, 0 < j < m.

33 teorema (A.Nieven, X.Zuckermann) oo-seka yra (m, k)-seka visiems
naturiniams m ir k.

Tai grazus nelauktas rezultatas.

8.7 Atsitiktinumo samprata. 111

Taigi k-sekas,tur but, nevisada galime laikyti atsitiktinémis. O kaip bus su
oo-sekomis?

Ar ekvivalentus teiginiai: "oo-seka' ir "atsitiktiné seka'.

Dabar pateiksime daug atsitiktiniy seky apibrézimy ir paanalizuosime
juos.

21 apibrézimas Seka i$ intervalo [0,1) vadinama atsitiktine, jei ji yra oco-
seka.

Bendrai paémus, jeigu seka tikrai atsitiktine, taigalimas variantas, kad
ji net netolygiai pasiskirs¢iusi intervale [0,1). Bet, tikriausiai, su tikimybe
lygia 1 ji yra oo-seka. Kokig bepaimtume seka atsitiktiniy skaiciy, ji turi buti
lygiaverté kitai tokiai sekai, net sekai vien i nuliuky.

Bet gal galéetume atsisakyti minéty seky. Mums likty pakanakmai daug
gery seky.

Bet, sakykime, turime atsitiktine pagal 12 apibrézima seka. Jos posekis

Loy L1, L4y L9y yLp2,...
taip pat turi buti atsitiktinis. Jeigu paimtume minéto posekio visus narius
lygius nuliui, tai seka vis tiek buty atsitiktiné pagal 12 apibrézima, nes Siy
nariy yra palyginti retai ir ribiniam skaiciy pasiskirstymui jie jtakos neturi.

Taigi 12 apibrézimas néra geras.

22 apibrézimas Seka iS intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei kiekvienas
Jjos begalinis posekis yra co-seka.
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Sitas apibrézimas tikrai per grieztas, nes nebelieka atsitiktiniy seky. Juk
i§ kiekvienos apréztos sekos galime i8skirti monotoninj (ir net grieztai) posekj,
kuris nebus oo-seka.

Vadinasi reikia taip apriboti oo-sekas, kad posekius galétume imti ne vi-
sus, o tik pagal kokias nors taisykles.

23 apibrézimas Seka i$ intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei bet kokiu
efektyviu algoritmu apibréztas jos begalinis posekis yra oo-seka.
Cia efektyvus = konkretus, t.y. gali buti sudaryta programa, kuri nustato
naturaliyjy skaiciy posek].

Sis apibrézimas irgi nekoks. Pavyzdziui, métome moneta: H, H,S, S, H, ...
Norime gauti posekj, kuris gaunamas, kai imami nariai po dviejy herby
pasirodymo arba kas nors panasSaus.

24 apibrézimas Tegul funkcijos

fo, filxr), fa(1, @), .oy fu(xr, o x), - .

tokios, kad

o fi, i1 =1,2,..., yra efektyviai apskaic¢iuojamos;

o fi, i=1,2,..., igyja tik dvi reiksmes 0 ir 1.

Sekos xg,x1,... 1+ 1-3jj narj paliekane, jei f; = 1, ir i + 1-3jj narj
iSmetame, jei f; = 0.

Taip gauta nauja seka vadinama sekos xq, 1, ... retiniu.

25 apibrézimas Seka iS intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei kiekvienas

Sios sekos retinys yra oo-seka.

35 pavyzdys Jei

1, kai k lyginis,

fi=
0, kai k nelyginis,

tai paliekami tik nelyginiai sekos nariai.

36 pavyzdys Meétome moneta. Jei

1, xpg9=xp-98 =+ =1 =H,
Je(zr,zo, o k) = fr(@h—99, Thos, - - -, T) =
0, kitais atvejais,
tai paliekami tik sekos nariai po 100 herby pasirodymo.
Daznai seky, apibrézty kaip atsitiktiniy su 16 apibrézimu, pakanka, nors
yra prigalvota ir kitokiy apibrézimn.
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8.8 Baigtineés atsitiktines sekos

Turbut aisku, kad seka 011101001 daugiau atsitiktiné nei seka 010101010,
o pastaroji labiau atsitiktiné nei seka 000000000. Pateikime pora baigtinés
sekos atsitiktinumo apibrézimo varianty.

26 apibrézimas b-taine baigtine seka X1, Xo, ..., Xy vadinsime k-seka, jeigu

1 1
P (KXot Xai) = (wma,om)) = | €
visiems b-tainiams skaiciy rinkiniams x,,xs, ..., .
v(N) 1 1
(Arba ‘% N T < TN )
1
Kodél —=7

VN

27 apibréZzimas N ilgio b-tainé seka vadinama atsitiktine, jeigu ji yra k-
seka visiems k < log, N.

37 pavyzdys Suraskime visas atsitiktines (pagal pateikta apibrézima) dve-
Jjetaines sekas, kuriy ilgiai Iygus 11.

Jeigu nagrinétume dvejetaines sekas, kuriy ilgiai lygus 11, tai pagal pateik-
ta apibrézima i visy tokiy seky (i§ viso jy yra 2'' = 2048) neatsitiktiniy bus
170. Kadangi

3 <log, 11 < 4,

tai reikia patikrinti ar nagrinéjamos sekos yra 1-sekos, 2-sekos ir 3-sekos su

tikslumu
1 1

— = —— =~ 0.3
VN V11
Visos sekos, kuriose yra maziau kaip 2 vienetukai arba maziau kaip 2
nuliukai nebus net 1-sekos. Pavyzdziui, 11000000000. Siuo atveju vienetuko
tikimybé 2/11, todél
1 2 1
PX,=1)—=|=|——= 3.
‘ (=D =35|= |77 ~3/>03
Sekos, kuriose yra 7 vienetukai ar 7 nuliukai i$ eilés nebus 2-sekomis. Pavyzdziui,
00000001110. Siuo atveju poros 00 tikimybé yra 6/10, todél

’P((Xn, Xp41) = (0,0)) — - i’ =0.35 > 0.3.

1_‘6
41 110
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2 uzdavinys Ar sekos 00000111111, 01010101010, 00011100011, is seky
minimy 6 pavyzdyje, yra atsitiktinés pagal pateikta apibrézimag?

3 uzdavinys Pabaikite spresti 6 pavyzdj. Suraskite visas 170 seky, kurios
néra atsitiktinés pagal pateikta apibrézima.

28 apibrézimas b-tainé baigtiné seka X1, X, ..., Xy vadinama (n, €)-atsi-
tiktine algoritmuy aibés A atzvilgiu, jeigu kiekvienam algoritmu is aibés A
apibréztam posekiui Xy, , Xy,, ..., Xy, teisinga viena i nelygybiy:

m<n
arba 1 1
— V(X Xy, Xy,) — = <€ Va, 0<a<b.
m b
Cia Vo(x1,...,2y) yra skai¢iaus a pasirodymuy skaicius sekoje x1, ..., Tp.

Kitais 7odziais tariant, kiekvienas pakankamai ilgas posekis (apibréztas
algoritmo i§ A pagalba) turi buti apytikriai tolygiai pasiskirstes. Aibé A,
zinoma, turéty buti sudaryta iS palyginti nesudétingy algoritmy.

38 pavyzdys Nagrinékime baigtine dvejetaine sekg X, ..., Xg ir algoritmuy
aibe A:

1. visa seka,
2. nelyginiai sekos nariai,
3. sekos nariai, einantys po 0,
4. sekos nariai, einantys po 1.
Kada tokia seka yra (4, %)—atsitjktiné?
Seka Xi,..., Xg yra (4, é)—atsitiktiné, jei

1.
1 1 1
Xy Xyt X)) — o < =
‘8(1+ 2+ Xs) = o)< o

t.y. jeigu sekoje yra 3, 4 arba 5 vienetukai;

2.
’1()( b Xyt X5+ Xr) — o] <
1A 3 5 TS

t.y. 2 vienetukai yra nelyginése vietose;
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3. tarp X1, Xa,..., X7 yra (1, 6 ir 7 nuliuky atvejus nenagrinéjame, nes
tada neispildyta 1 salyga)

(a) 2 arba 3 nuliukai, tai m < n = 4 ir nieko tikrinti nereikia;

(b) 4 nuliukai, tai uz jy turi stovéti 2 nuliukai ir 2 vienetukai: X, , Xy,,
th, Xt4; kad

1 1 1
'4(Xt1 + Xp, + Xy + Xy,) — 2' < g%
(¢) 5 nuliukai, tai uz jy turi stovéti 2 arba 3 nuliukai ir kiti vienetukai:

tha Xt2> Xt37 Xt47 Xt57 ka‘d

1 1 1
‘(th +Xt2+Xt3+Xt4+Xt5)_‘ S )
5 2 8
4. visiskai analogiskai 3 salygai. <
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