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1 I�VADAS

1 I�VADAS.
SISTEMOS, MODELIAI, MODELIAVIMAS
IR MONTE-KARLO METODAS

Pirmiausia aptarsime s¡vokas: sistema, modelis, modeliavimas ir Monte-
Karlo metodas. Mes nepateiksime grieºtu� apibr
eºimu�, bet paai²kinti ²ias
s¡vokas dar reikia ir d
el to, kad literat	uroje jos naudojamos nevisada ta
pa£ia prasme.

1.1 Sistemos
Sistema suprantama kaip aib
e susijusiu� objektu�, vadinamu� tos aib
es elemen-
tais.

Pavyzdºiui ligonin
e gali b	uti nagrin
ejama kaip sistema. �ios sistemos ele-
mentai � gydytojai, sesel
es ir pacientai. Elementai (ar pati sistema) turi tam
tikrus atributus, kurie i�gyja logines ir skaitines reik²mes. M	usu� pavyzdyje tai
gal
etu� b	uti lovu� skai£ius, Rentgeno spinduliu� aparatu� skai£ius, sugeb
ejimai,
kokyb
e ir pan. Tarp elementu� egzistuoja daug ry²iu�, ir, ºinoma, elementai
s¡veikauja. �ie ry²iai s¡lygoja pasikeitimus sistemoje. Pavyzdºiui. Ligonin
e
turi Rentgeno aparatus ir operatoriu� ²iems aparatams. Jei ligonin
eje opera-
toriaus n
era, tai gydytojai negali naudoti Rentgeno aparatu� savo pacientams
gydyti. Kitokios, abstrak£ios, sistemos pavyzdºiu gal
etu� b	uti tiesin
e erdv
e su
apibr
eºtomis sud
eties ir daugybos i² skaliaro operacijomis (vektorin
e erdv
e).

Ry²iai gali b	uti vidiniai ir i²oriniai. Vidiniai ry²iai yra ry²iai tarp elementu�
sistemos viduje. I²oriniai ry²iai jungia elementus su aplinka (sistemos i²or
eje).
M	usu� pavyzdyje vidiniai sistemos ry²iai yra ry²iai tarp gydytoju� ir seseliu�
arba tarp seseliu� ir pacientu�. I²orinis ry²ys, pavyzdºiui, yra kelias, kaip
pacientas patenka i� ligonin¦. Sistem¡ galime pavaizduoti diagrama (ºr. 1
pav.). Sistema yra i�takojama aplinkos per i�
ejim¡ (input). Kai sistema sug-
eba reaguoti i� savo b	usenos pasikeitimus, ji vadinama sistema su gri�ºtamuoju
ry²iu (feedback). Jei nesugeba, tai be gri�ºtamojo ry²io. Gri�ºtamasis ry²ys
m	usu� pavyzdyje gal
etu� b	uti toks: kai ligonin
eje pacientu� skai£ius vir²ija tam
tikr¡ skai£iu�, ligonin
e gali padidinti etatu� skai£iu�.

1 pav. Sistemos gra�nis vaizdas

4



1.2 Modeliai 1 I�VADAS

Sistemos elementu� atributai apibr
eºia jos b	usen¡ (state). M	usu� pavyzdyje
pacientu� skai£ius ligonin
eje apib	udina jos b	usen¡. Kai i²vyksta pacientas
arba atvyksta naujas, sistema i�gyja nauj¡ b	usen¡. Jei elementu� elgesys ne-
gali b	uti tiksliai numatytas, tai tada reik
etu� daryti atsitiktinius steb
ejimus
ir paimti dydºiu� tikimybinius vidurkius. Sakoma, sistemos b	usena yra pusi-
ausvyroje (equilibrium) arba pastovi (steady), jei tikimyb
e b	uti tam tikroje
b	usenoje nesikei£ia laikui b
egant. Tai rei²kia, kad yra sistemoje ry²iai, sis-
temos b	usenos gali keistis, bet per
ejimo i² vienos b	usenos i� kit¡ tikimyb
es
nekinta, yra �ksuotos. �ios �ksuotos tikimyb
es yra ribin
es tikimyb
es, kurios
nusistovi (stabilizuojasi) po ilgo laiko tarpo ir jos nepriklauso nuo pradin
es
sistemos b	usenos. Sistema vadinama stabilia, jei ji gri�ºta i� pusiausvyros
b	usen¡, kai patiria i²orini� ²ok¡.

Sistemos gali b	uti klasi�kuojamos i�vairiai. Yra nat	uralios ir dirbtin
es sis-
temos, yra adaptyviosios (prisitaikan£ios) ir neadaptyviosios (neprisitaikan£ios)
sistemos. Adaptyviosios sistemos reaguoja i� i²orinius pasikeitimus, o neadap-
tyviosios nereaguoja. Tarkime, per tam tikr¡ laik¡ padid
ejo pacientu� skai£ius.
Jei ligonin
e padidina etatu� skai£iu�, tai ligonin
e yra adaptyvioji sistema.

1.2 Modeliai
Pirmas etapas tyrin
ejant sistem¡ yra modelio k	urimas. Rozenblatas (A.Ro-
senbluth) ir Vineris (N.Wiener) ra²
e:

Jokia svarbi pasaulio sritis, dalis ar dalel
e n
era tokia paprasta, kad gal
etu� b	uti
suprasta ir kontroliuojama be abstrakcijos. Abstrakcija pakei£ia j¡ pana²ios
bet paprastesn
es strukt	uros modeliu, kuri� galima tyrin
eti. Taigi modeliai yra
moksliniu� proced	uru� b	utinyb
e.

Mokslinis modelis gali b	uti apibr
eºtas kaip kaºkokios realios sistemos ab-
strakcija, kuri gali b	uti panaudota sistemos prognozei ir kontrolei. Mokslinio
modelio tikslas yra tyr
ejo gal
ejimas atsakyti i� klausim¡, kaip modeliuojamos
sistemos elementu� ar atributu� poky£iai i�vairiais aspektais i�takoja kitus siste-
mos aspektus ar vis¡ sistem¡.

Esminis ºingsnis, kontroliuojant modeli�, yra tikslo funkcijos sudarymas.
Tikslo funkcija tai matematin
e funkcija, kurios kintamieji yra sprendimai,
kurie gali b	uti priimti sistemoje.

Yra daug modeliu� tipu�. Kelet¡ i²skirkime.
• Portretiniai modeliai. Tokie, kurie vaizdºiai apra²o tam tikrus sistemos

aspektus.
• �odiniai modeliai.
• Fiziniai (material	us) modeliai.
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1.2 Modeliai 1 I�VADAS

•Analoginiai modeliai. Tokie, kurie, remdamiesi vienomis sistemos savyb
emis,
paai²kina (i²veda) kitas savybes, kuriomis pasiºymi sistema.

• Simboliniai (abstrakt	us,matematiniai)modeliai. Tokie, kuriems reikalin-
gos matematin
es ar login
es operacijos ir jos gali b	uti panaudojamos formu-
luojant problemos sprendini�.

Mes nagrin
esime tik simbolinius (abstrak£iuosius siaur¡ja prasme, matem-
atinius) modelius. Tokie modeliai, lyginant juos su kitais modeliais, turi daug
prana²umu�.

Pirma, leidºia tyrin
etojui atlikti empirinius sistemos tyrin
ejimus, patikrinti
teorinius i�sitikinimus, daryti tyrin
ejimu� logines i²vadas.

Antra, leidºia geriau suprasti vis¡ sistem¡, detaliau i�sivaizduoti sistemos
perspektyv¡ ir atnaujinimo reikalingum¡, testuoti pageidaujamas sistemos
modi�kacijas.

Tre£ia, leidºia lengviau manipuliuoti, palyginus su pa£ia sistema. Galima
kontroliuoti daug daugiau tai k¡ kei£iame, palyginus kai betarpi²kai kei£iama
pati sistema.

Ketvirta, matematiniai modeliai sistem¡ apra²o glaus£iau, palyginus, pavyzdºiui,
su ºodiniais modeliais.

Penkta, bendrai pa
emus, maºiau kainuoja negu pati sitema (sistemos
�zinis modelis).

Yra ir keletas i²lygu�, kurias turime tur
eti galvoje kurdami modeli�.
Pirma, n
era jokiu� garantiju�, kad laikas ir pastangos, skirti modelio k	urimui,

duos nauding¡ rezultat¡. Kartais pritr	uksta pastangu�, juodo darbo, kartais
� id
eju�.

Antra, tyr
ejas supranta problem¡ tendencingai, individualiai. Daºnai
reikia daug pastangu� ir praeina daug laiko, kol tyr
ejas gali tik
etis gero rezul-
tato.

Tre£ia, modelio naudingumas (prognozi²kumas, pritaikomumas ir pan.)
priklauso nuo tyr
ejo kvali�kacijos.

Matematiniai modeliai gali b	uti i�vairiai klasi�kuojami. Vieni modeliai
yra statiniai, kiti dinaminiai. Statiniai modeliai tiesiogiai nepriklauso nuo
laiko, tuo tarpu kai dinaminiai tiesiogiai priklauso nuo laiko. Pavyzdºiui,
Omo d
esnis yra statinio modelio pavyzdys, o Niutono jud
ejimo d
esnis yra
dinaminis d
esnis.

Kita modeliu� klasi�kacija b	utu�: deterministiniai ir stochastiniai modeliai.
Deterministiniame modelyje matematiniai ir loginiai elementu� ry²iai nekinta,
yra �ksuoti. I² ²iu� ry²iu� kaip i²vada i²plaukia sprendiniai. Stochastiniame
modelyje bent vienas kintamasis yra atsitiktinis.

Kad modelis b	utu� naudingas, jame reikia suderinti du svarbius bet vienas
kitam prie²taraujan£ius dalykus: realum¡ ir paprastum¡. I² vienos pus
es
modelis turi atstovauti reali¡ sistem¡, atspind
eti svarbiausius jos aspektus.

6



1.3 Modeliavimas ir Monte-Karlo metodas 1 I�VADAS

I² kitos pus
es modelis neturi b	uti tiek sud
etingas, kad negal
etume jo suprasti
ir juo manipuliuoti. Taigi modelis b	utinai yra abstrakcija. Kartais galvo-
jame, kad kuo detalesnis modelis, tuo realiau ir tiksliau jis atspindi tikrov¦.
Bet detalumas padaro pati� problemos sprendim¡ sud
etingu. Daºnai analizini�
sprendim¡ reikia keisti skaitiniu. Naudojami apytikslio skai£iavimo meto-
dai, prarandamas tikslumas, prarandama informacija. Galu� gale pasidaro
neai²ku, ar detalumas dav
e naudos ar ºalos.

Modelyje labai svarbu, kad b	utu� didel
e koreliacija (ry²ys) tarp prog-
noz
es ir to kas realiai atsitiktu� su sistema. Norint i�sitikinti ar ²is reikalav-
imas yra i²pildytas, svarbu modeli� testuoti. Testavimas pradedamas pa-
sitikrinant problemos formulavim¡ ir atskleidºiant su tuo susijusius galimus
tr	ukumus. Kitas tikrinimo kriterijus: ar matematin
es i²rai²kos yra dimen-
si²kai tvarkingos. Tre£ias testas: kei£iami i�
ejimo parametrai ir tikrinama ar
i²
ejimo parametrai kei£iasi leidºiamose ribose. Ketvirtas retrospektyvos tes-
tas: naudojant istorinius duomenis rekonstruojama praeitis ir tikrinama kaip
gautas sprendimas atitinka tikrov¦.

Kai modelis jau yra sukurtas ir testuotas, gaunamas modelio sprendinys
ar sprendiniai. Yra analiziniai ir skaitiniai sprendiniai. Analiziniai spren-
diniai paprastai pateikiami formule. Skaitinis sprendinys yra apskritai apytik-
slis ir gaunamas i� modelio kintamu�ju� ir parametru� reik²mes i�sta£ius skaitines
reik²mes. Dauguma skaitiniu� metodu� yra iteraciniai, t.y. kiekvienas paskes-
nis ºingsnis sprendinyje naudoja ankstesnio ºingsnio rezultatus. Special	us
skaitiniu� metodu� tipai yra modeliavimas (simulation) ir Monte-Karlo meto-
dai.

1.3 Modeliavimas ir Monte-Karlo metodas
Anglu� kalboje yra du skirtingi ºodºiai: modeling ir simulation. Pirmasis
rei²kia tai apie k¡ jau kalb
ejome � tai modelio k	urimas. Simulation rei²kia
sukurto modelio bandymus, eksperimentus, sistemos imitacij¡. �iame skyre-
lyje kalb
esime apie modeliavim¡ (simulation) � sukurto modelio bandym¡,
sistemos imitacij¡, naudojant sukurt¡ modeli�.

Modeliavimas (simulation) tai skai£iavimai (bandymai, eksperimentai),
daºniausiai naudojant kompiuterines priemones, kurie naudoja matematinius
ir loginius modelius, apra²an£ius verslo, ekonomin
es ar kitokios sistemos
elgesi�, ir tie skai£iavimai atliekami realiame laiko tarpe. Apie modeliavim¡
Neiloras ir kt.1 ra²
e (cituojame angli²kai):

1T.J.Naylor, J.L.Balintfy, D.S.Burdick, K.Chu, Computer Simulation Techniques, Wi-
ley, New York, 1966.
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1.3 Modeliavimas ir Monte-Karlo metodas 1 I�VADAS

The fundamental rationale for using simulation is man's unceasing quest
for knowledge about the future. This search for knowledge and the desire
to predict the future are as old as the history of mankind. But prior to
the seventeenth century the pursuit of predictive power was limited almost
entirely to the deductive methods of such philosophers as Plato, Aristotle,
Euclid and others.

Modeliavimas naudojamas bandant ir abstrak£iuosius ir �zinius modelius.
I� modeliavimo proces¡ kaip real	us proceso dalyviai gali b	uti i�traukti ºmon
es.
Du tokio modeliavimo tipus verta pamin
eti. Tai veiksmo ºaidimai (opera-
tional gaming) ir ºmogus-ma²ina (man-machine).

Veiksmo ºaidimu� tipo modeliavimas charakterizuojamas taip. Modeli-
uojama tam tikra aplinka. Sudaromos kon�iktin
es situacijos tarp ºaid
eju�,
priiman£iu� galimus pasirenkamus sprendimus. Eksperimentatorius, bandy-
damas ºaid
ejus, gali i�vertinti, prognozuoti ju� elgesi� arba net visos sistemos
elgesi�. Tokie veiksmo ºaidimai pla£iai naudojami treniruojant kari²kius, ver-
slo vadybos specialistus ir pan.

�mogaus-ma²inos tipo modeliavime n
era jokiu� ºaidimu�. �mogus, ben-
draudamas su kompiuteriu, sutvarko gautus duomenis ir atlieka ju� analiz¦.

Dabar pamin
esime kelet¡ situaciju�, kuriose modeliavimas gali b	uti s
ekmingai
panaudojamas.

Pirma, kai nei�manoma arba labai brangu gauti duomenis i² tam tikro
realaus proceso. Tai gali b	uti kokia nors ekonomin
e sistema ar raketa kosmose
ir pan. Tokiais atvejais modeliavimo duomenys yra b	utini prognoziu� apie
sistem¡ formulavimui.

Antra, tiriama sistema gali b	uti tokia sud
etinga, kad apra²yti matem-
atin
emis lygtimis, kurios turi analizinius sprendinius, nei�manoma. Dauguma
ekonominiu� sistemu� kaip tik tokios ir yra.

Tre£ia, kai sistema apra²yta matematiniu modeliu, bet, naudojant anal-
izin¦ technik¡, nei�manoma gauti sprendinio.

Ketvirta, kai nei�manoma arba labai brangu atlikti matematinio sistemos
modelio eksperimentus. Tokiais atvejais modeliavimo duomenys gali b	uti
panaudojami testuojant alternatyvias hipotezes.

Visuose min
etuose atvejuose modeliavimas yra vienintelis prakti²kas i�rankis
tinkamiems atsakymams (problemos sprendimams) gauti.

Pamin
ekime kelet¡ prieºas£iu�, d
el kuriu� tur
etu� b	uti atliekama modeliav-
imo analiz
e.

Pirma, galima tyrin
eti sistem¡ ar jos posistemi� tik su tam tikru� vidiniu�
ry²iu� rinkiniu, pasirinktu priklausomai nuo kylamu� klausimu� ar problemu�.

Antra, galima tyrin
eti vidiniu� ir i²oriniu� pasikeitimu� i�tak¡ sistemos elge-
siui.
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1.3 Modeliavimas ir Monte-Karlo metodas 1 I�VADAS

Tre£ia, detalus sistemos modeliavimo nagrin
ejimas leidºia geriau suprasti
pa£i¡ sistem¡ ir pasi	ulyti pagerinti j¡ kai kuriais aspektais.

Ketvirta, modeliavimas gali b	uti naudojamas pedagoginiais tikslais, ir
teoriniu� dalyku� ºiniu� gilinimui ir praktiniu� disciplinu� mokymui. Ypa£ taikoma
verslo administravime, ekonomikoje, medicinoje, teis
eje, karyboje.

Penkta, galima nustatyti kurie sistemos kintamieji yra svarbesni uº kitus
ir kaip ²ie kintamieji s¡veikauja.

�e²ta, kartais galima sud
eting¡ sistem¡ suskaidyti i� dalis ir modeliuoti tas
dalis atskirai, padedant specialistams i² tu� sri£iu�, kurioms tos sistemos dalys
priklauso.

Septinta, dinamines sistemas galima tyrin
eti realiame laike, sutrumpin-
tame (suspaustame) laike, prailgintame (i²pl
estame) laike.

Kompiuterinis modeliavimas leidºia kopijuoti eksperiment¡. Kopijavimas
rei²kia eksperimento pakartojim¡, padarius sistemos parametru� ar s¡lygu�
pakeitimus. Kompiuterinis modeliavimas daºnai leidºia nustatyti koreliacij¡
tarp atsitiktiniu� skai£iu� seku� ir d
el to pagerinti modeliavimo i²
ejimo duomenu�
statistin¦ analiz¦. Pavyzdºiui, neigiama koreliacija yra gerai, kai dvieju�
kopiju� rezultatai sudedami, o teigiama yra geriau, kai rezultatai yra atimami
ar lyginami.

Daug programavimo kalbu� yra naudojama modeliavime. Yra sukurtos ir
specialios kalbos modeliavimo tikslams: GPSS, SIMSCRIPT, SIMULA.

Problemose, kuriose analizin
e technika yra netinkama, modeliavimas yra
nei�kainojamas, niekuo nepakei£iamas. Modeliavimas yra netiksli technika
(priemon
e). Jis pateikia ne tikslius rezultatus bet tik statistinius i�ver£ius; jis
daºnai tik palygina rezultatus, kai parametrai yra skirtingi, bet nesuranda op-
timalaus. Modeliavimas taip pat yra l
etas ir brangus problemos nagrin
ejimo
b	udas. Modeliavimas pateikia tik skaitinius duomenis apie sistem¡, o detali
duomenu� analiz
e yra gana brangi.

Mes modeliavim¡ (simulation) apibr
eº
eme kaip sistemos modelio pavyzdºiu�

emim¡ (sampling experiments). �is gana bendras apibr
eºimas daºnai nau-
dojamas modeliavimui pla£i¡ja prasme. Modeliavimas siaur¡ja prasme arba
stochastinis modeliavimas apibr
eºiamas kaip eksperimentavimas su modeliu
laike; jis naudojasi stochastiniu� atsitiktiniu� dydºiu� parinkimu.

Stochastinis modeliavimas dar vadinamas ir Monte-Karlo modeliavimu
arba modeliavimu Monte-Karlo metodu. Bet Monte-Karlo modeliavimas ir
stochastinis modeliavimas suprantami ²iek tiek skirtingai. Stochastinis mod-
eliavimas yra bendresn
e s¡voka. Taigi Monte-Karlo metodas tai priemon
es,
kai naudojami atsitiktiniai ar pseudoatsitiktiniai skai£iai. Jie gali b	uti naudo-
jami modeliuojant sistem¡ ar ie²kant sistemos modelio sprendinio, ar dar kaip
nors kitaip. Visas procesas susideda i² triju� daliu�: pirma, atsitiktinio dydºio
su duotu skirstiniu modeliavimas; antra, realios sistemos tikimybinio mod-
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elio sudarymas; tre£ia, statistin
es i�vertinimo teorijos uºdaviniai, leidºiantys
i�vertinti sudaryt¡ uºdavini� i�vairiais aspektais, atlikti modelio statistin¦ anal-
iz¦.

Atsitiktiniu� procesu� modeliavimo id
eja labai sena ir, kai kuriu� autoriu�
(pavyzdºiui Haltono2) nuomone, siekia net Senov
es Babilono ir Senojo Tes-
tamento laikus.

Vienas i² seniausiu� uºdaviniu�, susijusiu� su Monte-Karlo metodu, yra
i�ºymusis Biufono (G.L.L.Bu�on) uºdavinys. l ilgio adata yra atsitiktinai
metama ant popieriaus lapo, padalinto lygiagre£iomis ties
emis i� d plo£io ju-
ostas. Tikimyb
e, kad adata kirs ar lies ties¦, yra lygi 2l/πd. �i tikimyb
e
gali b	uti panaudota apytiksliam skai£iaus π radimui. �i� uºdavini� jau 1873
m. apra²
e Holas3.

Praeito ²imtme£io pradºioje Monte-Karlo metodas buvo naudojamas Bol-
cmano (L.Bolzmann) lyg£iai tyrin
eti. 1908 m. i�ºymus statistikas Stjudentas
(Student � W.S.Gosset) naudojo Monte-Karlo metod¡ savo t-skirstinio kore-
liacijos koe�cientui i�vertinti.

Pats Monte-Karlo pavadinimas i�vestas Noimano (J.von Neumann) ir Ulamo
(S.Ulam) Antrojo pasaulinio karo metu. Buvo kuriama atomin
e bomba.
Sprendºiami atomin
es �zikos uºdaviniai. Juose buvo naudojamas stochasti-
nis modeliavimas. Uºslaptinti darbai buvo pavadinti Monte-Karlo (Monako
miestas, garsus savo lo²imo namais) vardu, ir tas vardas prigijo.

Monte-Karlo metodas gali b	uti naudojamas ne tik stochastiniams bet ir
deterministiniams uºdaviniams spr¦sti. Deterministinis uºdavinys gali b	uti
sprendºiamas Monte-Karlo metodu, jei jo formali i²rai²ka yra tokia pati
kaip kokio nors stochastinio proceso. Naudojant Monte-Karlo metod¡ skai£i-
uojami daugialypiai integralai, masinio aptarnavimo uºdaviniu� parametrai,
sprendºiamos integralin
es ir diferencialin
es lygtys.

Monte-Karlo metodas yra nepakei£iamas, kai reikia spr¦sti sud
etingus uº-
davinius. O ²iandien realyb
e tokia, kad uºdaviniai yra labai sud
etingi, prik-
lausantys nuo gausyb
es parametru�. Monte-Karlo metodo pritaikymu� sritis
vis ple£iasi.

2J.H.Halton, A retrospective and prospective survey of the Monte-Carlo method, SIAM
Rev.(1970) 12, No 1, 1-63.

3A.Hall, On an experiment determination of π, Messeng.Math.(1873) 2, 113-114.
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2 ATSITIKTINIAI SKAI�IAI

2 ATSITIKTINIAI SKAI�IAI
Monte-Karlo metodas naudoja atsitiktinius skai£ius (toliau naudosime trumpini�
a.s.), tiksliau atsitiktinius dydºius, kurie pasiskirst¦ pagal reikiam¡ pasiskirstymo
d
esni�. Kadangi i² nepriklausomu�, tolygiai pasiskirs£iusiu� intervale [0, 1] a.s.
galima sukonstruoti kitokius a.s., tai kalb
esime apie a.s. i² intervalo [0, 1].

Panagrin
ekime triju� tipu� a.s.: tikruosius atsitiktinius skai£ius, pseudoat-
sitiktinius skai£ius ir kvaziatsitiktinius skai£ius.

2.1 Tikrieji atsitiktiniai skai£iai
Tikrieji a.s. yra atsitiktiniai statistine prasme. Jokia a.s. serija nepriklauso
nuo anks£iau gautu� a.s. Tikru�ju� a.s. serijos nepasikartoja antr¡ kart¡. Jie
negali b	uti atsp
ejami.

Tikrieji a.s. gali b	uti generuoti atsitiktinio �zinio proceso metu. Pavyzdºiui,
su rulet
es pagalba (ºr. 2 pav.). Tarkime, rulet
es rodykl
e gali parodyti skait-
menis 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 su vienodomis tikimyb
emis, lygiomis 1/10. No-
rimo tikslumo a.s. i² intervalo [0, 1] gausime taip: pirma vieta po kablelio �
pirmas rulet
es nurodytas skai£ius, antra vieta � skai£ius po antro rulet
es pa-
sukimo ir t.t. Galima generuoti tikruosius a.s. m
etant monet¡. �iuo atveju
b	utu� patogu naudoti skai£iaus dvejetaini� uºra²¡. Generuoti a.s. galima
panaudoti ir radioaktyviu�ju� medºiagu� skilimo proces¡, skai£iuojant skilimu�
skai£iu� per laiko vienet¡.

2 pav. Atsitiktiniu� skai£iu� generavimas su rulet
es pagalba
Anks£iau mokslininkai, kuriems reik
ejo a.s., konstruodavo juos mai²y-

dami kortas, mesdami lo²imo kauliuk¡ arba traukdami i² d
eº
es rutulius,
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prie² tai juos gerai sumai²¦. V
eliau buvo sukonstruotos specialios ma²i-
nos, su kuriu� pagalba buvo gaunami a.s. Pirm¡ toki¡ ma²in¡ 1939 m.
panaudojo Kendalas (M.G.Kendall) ir Babingtonas-Smitas (B.Babington-
Smith). Jie sudar
e 100 000 a.s. Dar v
eliau buvo sugalvota i�vairiu� a.s. gav-
imo mechanizmu�, ir gana greitu�. Sukurti elektroniniai a.s. generatoriai
(pavyzdºiui, ERNIE) buvo net tiesiogiai prijungiami prie kompiuterio.

Tikru�ju� a.s. tr	ukumai:
• Ju� generavimas reikalauja specialiu� priemoniu�.
• Juos generuoti reikia daug laiko.
• Ju� negalima pakartoti. O modeliavime kartais prireikia pakartoti eksper-

iment¡ su ta pa£ia a.s. seka.
• Generatoriai gali tur
eti sisteminiu� (konstravimo ir pan.) klaidu�. Gali

pasirodyti, kad generuoti skai£iai jau ne visai atsitiktiniai, t.y. n
era tikrieji
a.s.

2.2 Pseudoatsitiktiniai skai£iai
Pseudoatsitiktiniai skai£iai (naudosime trumpini� p.a.s.) yra generuoti su
kokio nors algoritmo pagalba. Taigi kiekvienas paskesnis skai£ius priklauso
nuo ankstesniu� skai£iu�. Bet ²i priklausomyb
e tokia, kad p.a.s. turi tas pa£ias
svarbias statistines savybes kaip ir tikrieji a.s.

Ai²ku, tos savyb
es negali b	uti visi²kai tos pa£ios. Bet bet kurios neilgos
p.a.s. sekos statistin
es savyb
es daugeliu aspektu� turi b	uti labai pana²ios i�
tikru�ju� a.s. savybes. Taikymuose paprastai to ir pakanka, jei prie² einantis
skai£ius pakankamai sujaukiamas.

Reikalavimai, keliami a.s. generatoriams:
• Generuoti skai£iai turi b	uti tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1], nes taip

pasiskirst¦ yra tikrieji a.s. Kitaip pasiskirst¦ a.s. gali b	uti gauti i² pastaru�ju�.
• Generuoti skai£iai turi b	uti statisti²kai nepriklausomi, kadangi atsi-

tiktin
eje sekoje vieno skai£iaus reik²m
e neturi tur
eti i�takos kito skai£iaus
reik²mei.

• Generuojamu� skai£iu� seka turi b	uti atstatoma. Tai leidºia kartoti
eksperimentus.

• Bet kokio norimo ilgio seka neturi kartotis. Tai teori²kai nei�manoma,
bet praktin
ems reikm
ems uºtenka ilgu� besikartojan£iu� ciklu�.

• Skai£iu� generavimas turi b	uti greitas. Modeliavimo procese paprastai
rekia daug p.a.s. Jei generatorius l
etas, tai modeliavimo procesui gali prireikti
labai daug laiko, ir tod
el pats modeliavimas pasidarys brangus.

• P.a.s. generatoriuje naudojamas metodas turi naudoti kiek galima
maºiau atminties. Pats modeliavimas paprastai uºima daug atminties, o
atmintis yra ribota.
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2.3 Kvaziatsitiktiniai skai£iai 2 ATSITIKTINIAI SKAI�IAI

Kompiuterio atmintyje laikyti generuot¡ p.a.s. sek¡ n
era tikslo. Reik
etu�
sugai²ti daug laiko nuskaitant p.a.s., uºimtu� daug atminties vietos. Be to,
priklausomai nuo sprendºiamu� uºdaviniu�, reik
etu� daug p.a.s. pavyzdºiu�.
Geriausia kompiuteryje tur
eti program¡, kuri, naudodama tam tikrus algo-
ritmus, generuotu� p.a.s. tada, kai ju� prireikia pa£iame modeliavimo procese.

Kai naudojami p.a.s., reikia ypa£ b	uti i�sitikinusiam, kad p.a.s. seka
sprendºiamam uºdaviniui yra tikrai tinkama, t.y. pakankamai atsitiktin
e,
pakankamo ilgio nepasikartojantis ciklas ir kt. P.a.s. yra tokie svarb	us mod-
eliavime, kad daug darbo turi b	uti atlikta testuojant p.a.s. algoritmus. Apie
²iuos dalykus pakalb
esime kituose skyreliuose.

2.3 Kvaziatsitiktiniai skai£iai
Tai visi²kai neatsitiktiniai skai£iai. Ilgos tokiu� skai£iu� sekos kai kuriems uº-
daviniams spr¦sti yra geriau uº tikruosius a.s.

Yra daug skai£iavimu�, naudojan£iu� Monte-Karlo metod¡, kuriu� rezultatai
indiferenti²ki gretimu� a.s. koreliacijai. Kvaziatsitiktiniai skai£iai svarb	us in-
tegruojant Monte-Karlo metodu. Jame naudojant a.s., kurie yra atsitiktiniai
statistine prasme, rezultato klaida yra proporcinga 1/

√
N . Naudojant kvazi-

atsitiktinius skai£ius, gaunamas rezultatas, kurio klaida proporcinga 1/N .
�ia N � a.s. skai£ius.

Yra kvaziatsitiktiniu� skai£iu� seku�, kuriu� gretimu� skai£iu� skirtumai yra pas-
tov	us. Be jokios abejon
es, koreliacija tarp ²iu� skai£iu� yra, bet jie pasiskirst¦
tolygiau uº tikruosius a.s.

2.3.1 Richtmajerio formul
e
i-asis a.s. j-ojoje serijoje paskai£iuojamas pagal formul¦4:

rij = iSj mod 1.

�ia Sj yra kvadratin
e ²aknis i² j-ojo pirminio skai£iaus. Taigi skirtumas tarp
dvieju� gretimu� skai£iu� yra Sj. Tai rei²kia, kad koreliacija stipri.

2.3.2 Van der Korputo formul
e
�iame skyrelyje pateiksime dar vien¡ kvaziatsitiktiniu� skai£iu� gavimo algo-
ritm¡5.

Proced	ura tokia. Imami i² eil
es einantys nat	uralieji b-tain
es skai£iavimo
sistemos skai£iai. Pirmasis skai£ius parenkamas. Po to skaitmenu� tvarka

4�i formul
e vadinama Richtmajerio (R.D.Richtmyer) formule.
5Algoritmas vadinamas van der Korputo (J.G.van der Corput) vardu.
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skai£iuose pakei£iama: skaitmenys sura²omi prie²inga tvarka. Padaromos
trupmenos, pridedant kair
eje trupmenos ta²k¡. Pagaliau gautos trupmenos
paver£iamos de²imtain
emis. 3 pav. pateiktas pavyzdys, kai naudojama dve-
jetain
e skai£iavimo sistema ir pirmas parinktas skai£ius yra lygus 1.

De²imtainis Dvejetainis Dvejetain
e De²imtain
e
skai£ius skai£ius trupmena trupmena

1 1 0.1 0.5
2 10 0.01 0.25
3 11 0.11 0.75
4 100 0.001 0.125
5 101 0.101 0.625
6 110 0.011 0.375
7 111 0.111 0.875
8 1000 0.0001 0.0625
· · · · · · · · · · · ·

3 pav. Van der Korputo formul
e
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3 P.A.S. GENERAVIMAS

3 PSEUDOATSITIKTINIU� SKAI�IU�
GENERAVIMAS

P.a.s. gaunami skaitiniu� algoritmu� pagalba. Bendriausias p.a.s. gavimo
algoritmas turi form¡:

xn+1 = f(x1, x2, . . . , xn).

Naudojant toki� algoritm¡, atmintyje reik
etu� laikyti visus generuotus skai£ius,
pradedant pirmuoju. Tokia proced	ura uºimtu� per daug kompiuterio at-
minties.

Praktin
ems reikm
ems paprastai uºtenka paprastesniu� algoritmu�. Dau-
guma ju� turi toki¡ form¡:

(1) xn+1 = f(xn).

Funkcija f turi b	uti labai atidºiai parinkta. Funkcija, pavaizduota 4 pav.,
ai²kiai bloga. Ta²kai, kuriu� koordinat
es yra gretimi skai£iai

(x1, x2), (x3, x4), (x5, x6), . . . ,

yra kreiv
es ta²kai, ir ai²ku n
era tolygiai pasiskirst¦ vienetiniame kvadrate
{(x, y)|0 ≤ x, y < 1}. (1) funkcijos gra�kas turi padengti vienetini� kvadrat¡
kiek galima tolygiau (ºr. 5 pav.). Tegul

(2) y = {gx};

£ia g yra didelis skai£ius, o skai£iaus z trupmenin
e dalis yra ºymima {z}.
I² 5 pav. matyti, kad (2) funkcijos, kai g = 19, gra�kas vienetini� kvadrat¡
padengia tolygiai.
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3.1 Kvadrato vidurio metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

4 pav. �i funkcija vienetini� 5 pav. �i funkcija vienetini�
kvadrat¡ uºdengia netolygiai kvadrat¡ uºdengia tolygiai

3.1 Kvadrato vidurio metodas
Kvadrato vidurio metodas tai Noimano pasi	ulytas ir pirmas pla£iai naudotas
algoritminis metodas p.a.s. generuoti. Metodo id
eja tokia. n-asis p.a.s. yra
gaunamas pa
emus vidurinius (n−1)-ojo p.a.s. kvadrato skaitmenis. �i	ur
ekite
6 pav.

Kvadrato vidurio metodas n
era geras. Yra skai£iu�, kurie uºsiciklina. For-
saitas (G.E.Forsythe) patikrino 16 keturºenkliu� skai£iu�. 12 i² ju� baig
esi ciklu
6100, 2100, 4100, 8100, 6100, ... Dvi sekos tapo nulin
emis. �i	ur
ekite 7
pav. Metropolis (N.Metropolis), tyrin
edamas ²i� metod¡, 
em
e dvejetainius 20
ºenklu� skai£ius. Jis parod
e, kad egzistuoja 13 ciklu�. Didºiausio i² ju� perio-
das 142. Tyrin
edamas 38 ºenklu� dvejetainius skai£ius, surado 750 000 periodo
sek¡.
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3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

γ0 = 0.1234 γ2
0 = 0.01522756

γ1 = 0.5227 γ2
1 = 0.27321529

γ2 = 0.3215 γ2
2 = 0.10336225

γ3 = 0.3362 γ2
3 = 0.11303044

γ4 = 0.3030 γ2
4 = 0.09180900

γ5 = 0.1809 γ2
5 = 0.03272481

γ6 = 0.2724 γ2
6 = 0.07420176

γ7 = 0.4201 γ2
7 = 0.17648401

γ8 = 0.6484 γ2
8 = 0.42042256

γ9 = 0.0422 γ2
9 = 0.00178084

. . . . . . . . . . . .

6 pav. Noimano
kvadrato vidurio metodas

2413
1681
4624
3844
7056
0025
0004
0000

. . . . . .

7 pav. Bloga kvadrato
vidurio metodu gauta seka

Uº�ksavus tokiu� skai£iu� ciklu� pabaig¡, galima proces¡ prad
eti i² naujo.
Floidas (R.Floyd) sugalvojo metod¡, kaip tai padaryti. �is metodas reikalauja
nedaug ma²inos atminties ir triskart daugiau laiko a.s. generuoti.

Taigi Noimano metodas n
era geras. Pirma, jis labai nepatogus statistinei
analizei atlikti. Antra, sekos link¦ uºsiciklinti; seka labai priklauso nuo pir-
mojo skai£iaus parinkimo; jei sekoje pasitaiko nuliai, seka baigiasi. Tre£ia,
skai£iai generuojami ne pakankamai greitai.

Atsiradus geresniems generatoriams, o ypa£ prad
ejus naudoti tiesini� kongruentini�
metod¡, kvadrato vidurio metodas nebenaudojamas. Jis liko istorijoje kaip
pirmas algoritminis p.a.s. generatorius.

3.2 Tiesinis kongruentinis metodas
�iandien p.a.s. daºniausiai gaunami taikant Lemerio (D.H.Lehmer) 1948 m.
pasi	ulytos schemos dalinius atvejus. Metodas vadinamas tiesiniu kongruen-
tiniu metodu. �iame skyrelyje ji� ir panagrin
esime.

P.a.s. seka apibr
eºiama lyginiu:

(3) Xn+1 ≡ (aXn + c) mod m, n ≥ 0.

�ia skai£iai:

(4)
X0 � pradin
e reik²m
e, X0 ≥ 0,
a � daugiklis, a ≥ 0,
c � prieauglis, c ≥ 0,
m � modulis, m > X0, m > a, m > c,
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yra parenkami.
Tarkime, X0 = a = c = 7, m = 10. Gausime sek¡

7, 6, 9, 0, 7, 6, 9, 0, . . . .

Gauta seka n
era gera.
Toliau panagrin
esime principus, kaip gauti kuo ilgesnio ciklo (�geras�) at-

sitiktines sekas priklausomai nuo pradiniu� parametru�. Pasikartojanti p.a.s.
sekos dalis vadinama jos periodu. Tislas � gauti kuo ilgesnio periodo sekas.
Kai c = 0, tiesin
es sekos gavimo metodas vadinamas multiplikatyviuoju. Mul-
tiplikatyviuoju atveju p.a.s. generavimo procesas vyksta grei£iau. Apriboji-
mas c = 0 sumaºina sekos periodo ilgi�, bet ir ²iuo atveju galima gauti gana
ilgo periodo sekas. Taip pat ºym
esime b = a− 1 (bus patogiau). Atveju�, kai
a = 0 ir a = 1, nenagrin
esime, nes sekos gaunasi labai skurdºios ir, ai²ku,
maºai �atsitiktin
es�. Taigi tur
esime galvoje, kad a ≥ 2, b ≥ 1.

I² (3) lyginio turime, kad

Xn+k ≡ aXn+k−1 + c ≡ a(aXn+k−2 + c) + c

= a2Xn+k−2 + c(a + 1) ≡ a2(aXn+k−3 + c) + c(a + 1)

= a3Xn+k−3 + c(a2 + a + 1) ≡ · · · ≡ akXn + c(ak−1 + ak−2 + · · ·+ 1)

= akXn +
c(ak − 1)

a− 1
mod m

arba
Xn+k ≡ akXn +

c(ak − 1)

b
mod m, k ≥ 0, n ≥ 0.

Pa
em¦ n = lk, gausime

(5) X(l+1)k ≡ akXlk +
c(ak − 1)

b
mod m, l ≥ 0.

Taigi seka X0, Xk, X2k, . . . � tai nauja tiesin
e kongruentin
e seka su daugikliu
ak ir prieaugliu c(ak − 1)/b.

3.2.1 Modulio parinkimas
Kadangi periodas negali b	uti didesnis uº m, tai m reik
etu� imti gana didelius.
Netgi jei mums reikia atsitiktin
es sekos i² nuliuku� ir vienetuku�, nereikia imti
m = 2, nes ²iuo atveju daugiausiai gausime . . . , 0, 1, 0, 1, . . . arba blogiau,
tik vienetukus arba tik nuliukus.

Kitas faktorius, nulemiantis m parinkim¡, tai sekos elementu� paskai£i-
avimo greitis. Skai£iuojant kompiuteriu, patogu imti m, lygu� ºodºio il-
giui (vienetu daugiau negu kompiuterio ºodyje telpantis didºiausias sveikas
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skai£ius). Tegul w � toks maksimalus sveikas skai£ius. �iuo atveju labai
paprasta atlikti operacijas moduliu w, nes rezultatas gaunamas paskutin
ese
ºodºio skiltyse ir kas netelpa tiesiog galima i²stumti kair
en.

Bet ²itas metodas galima taikyti ne visuomet. Jis n
era labai geras. Ir ²tai
kod
el. Paskutiniai skai£iaus Xn skaitmenys yra daug maºiau �atsitiktiniai�
negu pirmieji. Sakykime,

d|w ir Yn ≡ Xn mod d.

Tada Yn yra paskutinieji skai£iaus Xn skaitmenys. Kadangi

Xn+1 ≡ aXn + c mod m1d,

tai
Yn+1 ≡ Xn+1 ≡ aXn + c ≡ aYn + c mod d.

Vadinasi paskutiniu�ju� skaitmenu� periodas neilgesnis kaip d. Pavyzdºiui, jeigu
w = 2l, tai paskutiniojo Xn skaitmens periodas lygus tik 2 (jeigu kodas dve-
jetainis). Taigi periodi²kai kei£iasi 0 su 1, arba tik 0, arba tik 1. Paskutiniu�ju�
dvieju� skaitmenu� periodas b	utu� 22 = 4, paskutiniu� triju� � 23 = 8 ir t.t.

Situacija visai kita, kai vietoje m pasirenkame didºiausi¡ pirmini� skai£iu�,
maºesni� uº w. �ia problemos i²kyla (tiesa, jos nedidel
es, nugalimos) su to
pirminio skai£iaus suradimu ir su sekos elementu� greitu paskai£iavimu. Kuo
tas pirminis skai£ius artimesnis w, tuo greitesni skai£iavimai.

Pakanka imti m = w± 1, ir situacija taip pat ºymiai pager
eja. Paprastai
laikoma c = 0. Kaip gaunamas algoritmas? Sakykime, m = w+1. Visuomet
galima uºra²yti:

aX = qw + r, 0 ≤ q, r < w.

Paprastai dauginant a i² X, liekana r uºims vien¡ ºodi�, o q � kit¡ ºodi�. Bet

aX = q(w + 1) + r − q.

Taigi

aX ≡




r − q mod (w + 1), jei r − q ≥ 0,

r − q + w + 1 mod (w + 1), jei r − q < 0.

Uºra²ytas proced	uras atlikti su kompiuteriu labai paprasta. Kai aX = w,
nesunku numatyti programoje ir i²mesti toki¡ reik²m¦. �iuo atveju gauname
perpildym¡ (skai£ius w netelpa viename ºodyje). Taigi ai²ku, kaip skai£iuoti
sek¡

Xn+1 ≡ aXn mod (w + 1).
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3.2.2 Daugiklio parinkimas
�iame skyrelyje parodysime kaip parinkti a, kad gautume maksimalaus peri-
odo p.a.s. Didelis periodas � tai tik vienas i² b	utinu� atsitiktinumo elementu�.
Pavyzdºiui, kai a = c = 1, tur
esime maksimalaus ilgio visi²kai neatsitiktin¦
sek¡

Xn+1 ≡ Xn + 1 mod m.

Kadangi seka gali i�gyti tik m skirtingu� reik²miu�, tai maksimalaus periodo
ilgis yra, ai²ku, nedidesnis kaip m. Kad tokio ilgio gali b	uti, rodo k¡ tik
pateiktas pavyzdys.

Pastaba. Kai periodo ilgis maksimalus (= m), kiekvienas skai£ius nuo 0
iki m− 1 periode sutinkamas vien¡ kart¡. Po to periodas pasikartoja. Tod
el
visi²kai nesvarbu koki� X0 bepasirinksime.

Pateiksime reikalingus faktus i² skai£iu� teorijos.

1 lema Tegul p ∈ P, l ∈ N, pl > 2. Jeigu

x ≡ 1 mod pl, x 6≡ 1 mod pl+1,

tai
xp ≡ 1 mod pl+1, xp 6≡ 1 mod pl+2.

I�rodymas. Turime
x = qpl + 1, (q, p) = 1.

I² £ia
xp = qpppl + C1

pqp−1p(p−1)l + · · ·+ Cp−1
p qpl + 1.

Niutono binomo koe�cientas

Ck
p =

p(p− 1) . . . (p− k + 1)
k!

yra nat	uralusis skai£ius. Kadangi k < p, tai po suprastinimo b	utinai liks pirminis daugiklis
p. Vadinasi p|Ck

p , ir tod
el

xp = 1 + qpl+1

(
1 +

1
p

Cp−2
p qpl +

1
p

Cp−3
p q2p2l + . . .

+
1
p

C1
pqp−2p(p−2)l +

1
p

qp−1p(p−1)l

)
.

Rei²kinio skliaustuose kiekvienas d
emuo, i²skyrus pirm¡ji�, yra p kartotinis. Paskutinis
d
emuo dalijasi i² p, nes pl > 2 ir tod
el (p− 1)l > 1. Taigi

xp = 1 + q′pl+1, (q′, p) = 1.

Lema i�rodyta. J
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2 lema Tegul
m = pl1

1 . . . plt
t .

Tiesin
es kongruentin
es sekos (X0, a, c, m) periodas λ yra lygus seku�
(
X0 mod p

lj
j , a mod p

lj
j , c mod p

lj
j , p

lj
j

)
, 1 ≤ j ≤ t,

periodu� λj maºiausiam bendram kartotiniui.

I�rodymas. Pakanka i�rodyti lem¡, kai (r, s) = 1, λ � sekos (X0, a, c, rs) pe-
riodas, λ1, λ2 � seku� (X0 mod r, a mod r, c mod r, r), (X0 mod s, a mod s, c mod s, s)
periodai. Pasinaudojus indukcija, i² to jau i²plauktu� lema.

Paºym
ekime min
etu� seku� elementus atitinkamai Xn, Yn, Zn. Kadangi
Y0 ≡ X0 mod r, tai

Y1 ≡ aY0 + c ≡ aX0 + c ≡ X1 mod r.

Pasinaudoj¦ indukcija, gautume, kad Yn ≡ Xn mod r. Analogi²kas lyginys
teisingas ir sekai Zn. Taigi

(6) Yn ≡ Xn mod r, Zn ≡ Xn mod s, ∀n.

I�rodysime, kad

(7) Xn = Xk ⇐⇒ Yn = Yk ir Zn = Zk.

I² tikru�ju�, tegul Xn = Xk, tada i² (6) gausime, kad Yn = Yk ir Zn = Zk.
Tegul dabar Yn = Yk ir Zn = Zk. I² (6) tur
esime, kad

Xn = Xk + ru = Xk + sv, ru = sv,

ir kadangi (r, s) = 1, tai u = su1, o v = rv1. Taigi Xn = Xk + rsu1. Kadangi
visuomet imame mod rs, tai i² £ia i²plaukia, kad Xn = Xk. (7) i�rodyta.

Tegul λ′ = MBK(λ1, λ2). Kai n pakankamai didelis, n ≥ µ, turime
Xn = Xn+λ, o i² (7) Yn = Yn+λ ir Zn = Zn+λ. Taigi λ yra λ1 ir λ2 kartotinis.
Vadinasi λ ≥ λ′. I² kitos pus
es Yn = Yn+λ′ ir Zn = Zn+λ′ visiems pakankamai
dideliems n. I² (7) i²plaukia, kad Xn = Xn+λ′ visiems pakankamai dideliems
n. Taigi λ′ ≥ λ. Gavome, kad λ = λ′. Lema i�rodyta. J

3 lema (Maºoji Ferma teorema, 1640) Tegul p ∈ P. Tuomet

ap ≡ a mod p.
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I�rodymas. Jeigu a ≡ 0 mod p, tai lemos tvirtinimas akivaizdus.
Tegul a 6≡ 0 mod p. Tuomet (a, p) = 1 ir ax, x = 0, 1, . . . , p− 1, perb
ega visas likiniu�

klases mod p. I² tikru�ju�, jei ax1 ir ax2 priklauso tai pa£iai likiniu� klasei, tai ax1 = k1p +
l, ax2 = k2p + l =⇒ a(x1 − x2) = (k1 − k2)p =⇒ x1 − x2 = kp =⇒ x1 = x2.
Taigi seka

0 mod p, a mod p, . . . , (p− 1)a mod p

sudaryta i² skirtingu� skai£iu�: 0, 1, . . . , p− 1. Tod
el

a · 2a . . . (p− 1)a ≡ 1 · 2 . . . (p− 1) mod p.

Pastar¡ji� lygini� padaugin¦ i² a, gausime

ap((p− 1)!) ≡ a((p− 1)!) mod p,

arba
ap ≡ a mod p.

Lema i�rodyta. J

4 lema Tegul p ∈ P. Tuomet

apl ≡ a mod p.

I�rodymas. I² 3 lemos i²plaukia, kad ap = a + pt. Tod
el

ap2
= (ap)p = ap + C1

pap−1pt + · · ·+ Cp−1
p a(pt)p−1 + (pt)p ≡ ap ≡ a mod p.

Panaudoj¦ indukcij¡ gausime lemos i�rodym¡. J

5 lema Tegul 1 < a < pl, p ∈ P, o λ � maºiausias nat	uralusis skai£ius,
kuriam

aλ − 1

a− 1
≡ 0 mod pl.

Tuomet
λ = pl ⇐⇒





a ≡ 1 mod p, kai p > 2,

a ≡ 1 mod 4, kai p = 2.

I�rodymas. B	utinumas. Tegul λ = pl. Jeigu a 6≡ 1 mod p, tai

an − 1

a− 1
≡ 0 mod pl ⇐⇒ an − 1 ≡ 0 mod pl.

Jeigu
apl ≡ 1 mod pl,
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tai ir
apl ≡ 1 mod p.

I² 4 lemos tur
esime
apl ≡ a mod p.

O i² paskutiniu�ju� dvieju� lyginiu� gausime

a ≡ 1 mod p.

Gauta prie²tara i�rodo, kad
a ≡ 1 mod p.

Jeigu p = 2 ir a ≡ 3 mod 4, tai

(8) a− 1 = 2(2n− 1).

Be to
a2 = (4n + 3)2 = 16n2 + 24n + 9 ≡ 1 mod 8.

Kadangi

x ≡ 1 mod 2l =⇒ x2 = (n2l + 1)2 = n222l + n2l+1 + 1 ≡ 1 mod 2l+1,

tai
a4 ≡ 1 mod 16, a8 ≡ 1 mod 32, . . . , a2l−1 ≡ 1 mod 2l+1;

a2l−1 − 1 ≡ 0 mod 2l+1,

a2l−1 − 1

2
≡ 0 mod 2l.

I² (8) turime, kad 2|(a− 1) ir 4 - (a− 1). Tod
el

a2l−1 − 1

a− 1
≡ 0 mod 2l.

Gavome prie²tar¡ λ apibr
eºimui. Taigi, kai λ = pl, tur
esime, kad

a = 1 + qpt, pt > 2, (q, p) = 1.

Pakankamumas. Tegul

(9) a = 1 + qpt, pt > 2.

I² 1 lemos tur
esime
ap ≡ 1 mod pt+1, ap 6≡ 1 mod pt+2;

ap2 ≡ 1 mod pt+2, ap2 6≡ 1 mod pt+3;
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

aps ≡ 1 mod pt+s, aps 6≡ 1 mod pt+s+1.

23



3.2 Tiesinis kongruentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

I² pastaru�ju� lyginiu� ir (9) gausime

aps − 1 ≡ 0 mod pt+s, a− 1 ≡ 0 mod pt.

Dabar ai²ku, kad

aps − 1

a− 1
≡ 0 mod ps,

aps − 1

a− 1
6≡ 0 mod ps+1.

Vietoje s i�statome l. Tuomet

apl − 1

a− 1
≡ 0 mod pl,

apl − 1

a− 1
6≡ 0 mod pl+1.

Imkime tiesin¦ kongruentin¦ sek¡ (0, a, 1, pl). I² (5) formul
es, pa
em¦ l = 0
ir k = n, gausime, kad

Xn ≡ an − 1

a− 1
mod pl.

Pagal λ apibr
eºim¡, ²ios sekos periodo ilgis lygus λ, t.y. maºiausiam skai£iui,
kuriam

aλ − 1

a− 1
≡ 0 mod pl,

nes tik ²iuo atveju v
el pasikartos X0. Jei λ � periodas, tai jis turi dalyti pl,
nes ir pl periodas. Taigi λ = ps.

Jeigu s < l, tai
aps − 1

a− 1
≡ 0 mod pl,

bet
aps − 1

a− 1
6≡ 0 mod ps+1,

o l ≥ s + 1. �i prie²tara i�rodo, kad

λ = pl.

Lema i�rodyta. J

1 teorema Tiesin
es kongruentin
es sekos periodo ilgis lygus m ⇐⇒
• (c,m) = 1,

• p|m ⇒ p|(a− 1),

• 4|m ⇒ 4|(a− 1).
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I�rodymas. I² 2 lemos i²plaukia, kad teorem¡ pakanka i�rodyti, kai m = pl.
Kai a = 1, teoremos i�rodymas akivaizdus. �iuo atveju

X1 ≡ X0+c mod m, X2 ≡ X0+2c mod m, . . . , Xm ≡ X0+mc ≡ X0 mod m.

Kadangi (c,m) = 1, tai sandaugos ct, t = 0, . . . , m− 1, perb
ega vis¡ likiniu�
klas¦ modm. Tod
el gausime skirtingus modm skai£ius. I² viso ju� yra m.

Sakykime, a > 1. Periodo ilgis lygus m ⇔ kai kiekvienas skai£ius x,
0 ≤ x < m, sutinkamas periodo ilgio sekos dalyje lygiai vien¡ kart¡. Vadinasi
periodas lygus m⇔ kai sekos, su X0 = 0, periodo ilgis lygus m. Pa
em¦ l = 0,
k = n, i² (5) lyginio tur
esime

Xn ≡ an − 1

a− 1
c mod m.

Kai (c,m) 6= 1 ⇒ Xn 6= 1 (skai£ius 1 periodo ilgio sekos dalyje nebus sutinka-
mas). D
el to s¡lyga (c,m) = 1 b	utina. Periodas lygus m ⇔ kai maºiausias
teigiamas skai£ius n, kuriam Xn = X0 = 0, yra lygus m. Dabar, kadangi
(c,m) = 1, teoremos i�rodymas i²plaukia i² 5 lemos. J

1 pavyzdys Pateiksime tiesin
es kongruentin
es sekos su maksimaliai galimu
periodu, lygiu 48, pavyzdi�.

Kadangi m = 48 = 24 · 3, tai i² 1 teoremos i²plaukia, kad a ir c gali b	uti
parinkti taip: a = 13, c = 23. Tegul X0 = 0. Visa atsitiktin
e seka atrodo
taip:

(10)
0, 23, 34, 33, 20, 43, 6, 5, 40, 15, 26, 25, 12, 35, 46, 45,
32, 7, 18, 17, 4, 27, 38, 37, 24, 47, 10, 9, 44, 19, 30, 29,
16, 39, 2, 1, 36, 11, 22, 21, 8, 31, 42, 41, 28, 3, 14, 13.

J
Pateiktas pavyzdys n
era geras. Maºas atsitiktinumo laipsnis. Kai kurie

sekos d
esningumai lengvai pastebimi. Autorius m
egino parinkti kitokius a ir
c, bet d
esningumai vis tiek buvo akivaizd	us. Parinkti ger¡ atsitiktin¦ sek¡
n
era paprasta. O ir parinkus reikia naudoti i�vairius testus, ir i�sitikinti, kad
seka tikrai gera ir tinka modeliavimui.

I² generuotos atsitiktin
es nat	uraliu�ju� skai£iu� sekos lengvai galima sudaryti
tolygiai intervale [0, 1] pasiskirs£iusi¡ pseudoatsitiktin¦ sek¡. Tai galima
padaryti, pavyzdºiui, su formul
es

(11) Un =
Xn

m

pagalba. Tolygiai pasiskirs£iusios intervale [0, 1] sekos naudojamos kitaip
pasiskirs£iusioms sekoms sudaryti. Apie tai kalb
esime kituose skyriuose.
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2 pavyzdys I² nat	uraliu�ju� atsitiktiniu� skai£iu� sekos (10) sukonstruokime
atsitiktiniu� skai£iu�, tolygiai pasiskirs£iusiu� intervale [0, 1], sek¡.

Naudodami (11) formul¦ (10) sekai, gausime toki¡ tolygiai intervale [0, 1]
pasiskirs£iusi¡ sek¡ (apvaliname iki 4 vietu� po kablelio tikslumu):

0 0,4792 0,7083 0,6877 0,4167 0,8958
0,125 0,1042 0,8333 0,3125 0,5417 0,5208
0,25 0,7292 0,9583 0,9375 0,6667 0,1458
0,375 0,3542 0,0833 0,5625 0,7917 0,7708
0,5 0,9792 0,2083 0,1875 0,9167 0,3958
0,625 0,6042 0,3333 0,8125 0,0417 0,0208
0,75 0,2292 0,4583 0,4375 0,1667 0,6458
0,875 0,8542 0,5833 0,0625 0,2917 0,2708

�ios sekos statistin
es savyb
es kaip ir (10) nat	uraliu�ju� skai£iu� sekos n
era geros.
Per maºas atsitiktinumo laipsnis. J

3.2.3 Multiplikatyvusis kongruentinis metodas
Tiesin
e kongruentin
e seka, kai c = 0, vadinama multiplikatyvi¡ja kongruen-
tine seka. I² 1 teoremos i²plaukia, kad ²iuo atveju maksimalaus periodo ilgio
negausime. Bet sekos generavimas yra greitesnis.

Pirma i�rodysime pagalbini� rezultat¡, o v
eliau i²samiau panagrin
esime
multiplikatyvi¡sias kongruentines sekas.

Tegul φ(n) � Eulerio funkcija, lygi skai£iui skai£iu� 0, 1, 2, . . . , n− 1, kurie
yra tarpusavyje pirminiai su n:

φ(n) = #{i | (i, n) = 1, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}.

6 lema (Eulerio teorema) Jei (a,m) = 1, tai

aφ(m) mod m = 1.

I�rodymas. Jeigu (a1,m) = 1 ir (a2,m) = 1, tai (a1a2 mod m,m) = 1. Tegul

0 ≤ x1, . . . , xφ(m) < m − skirtingi tarpusavy pirminiai su m skaičiai.

Tada

ax1 mod m, . . . , axφ(m) modm − tie patys skaičiai, ǐsdėstyti, gal būt, kita tvarka.

Taigi
ax1 mod m · · · · · axφ(m) modm = x1 · . . . · xφ(m),
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arba
aφ(m) modm = 1.

Lema i�rodyta. J
Jei d|m ir d|Xn, tai d|Xn+j, j = 1, 2, . . . Tod
el, kai c = 0, b	utu� gerai, kad

(Xn,m) = 1, n = 1, 2, . . . Tai, ºinoma, taip pat riboja periodo ilgi�.
Tur
edami omenyje 2 lem¡, nemaºindami bendrumo galime nagrin
eti atveji�

Xn ≡ anX0 mod pl.

Jeigu p|a, tai periodo ilgis nedidesnis uº l. Tod
el tegul (a, p) = 1. Periodas
lygus maºiausiam sveikam λ, kuriam
(12) X0 ≡ aλX0 mod pl.

Sakykime,
(X0, p

l) = ps,

tuomet (12) ekvivalentu
aλ ≡ 1 mod pl−s.

I² Eulerio teoremos (6 lema) turime, kad

aφ(pl−s) ≡ 1 mod pl−s.

Taigi
λ|φ(pl−s) = pl−s − pl−s−1 = pl−s−1(p− 1).

Dabar pateiksime kelet¡ skai£iu� teorijos apibr
eºimu�. Tegul (a,m) = 1.
Maºiausias nat	uralusis λ, kuriam

aλ ≡ 1 mod m,

vadinamas rodikliu modm. Skai£ius a, kuri� atitinka maksimaliai galimas
rodiklis modm, vadinamas primityviuoju elementu6 modm.

Tegul λ(m) � primityvaus elemento rodiklis, t.y. maksimaliai galimas
rodiklis modm. Tuomet

λ(pl)|pl−1(p− 1), kai (X0, p) = 1.

Galima tiksliai paskai£iuoti, kad

(13)





λ(2) = 1,

λ(4) = 2,

λ(2l) = 2l−2, kai l ≥ 3,

λ(pl) = pl−1(p− 1), kai p > 2,
6Primityvaus elemento nereikia painioti su primityvi¡ja ²aknimi. Primityvios ²aknys

egzistuoja ne visiems m.
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ir
(14) λ(pl1

1 . . . plt
t ) = MBK

(
λ(pl1

1 ), . . . , λ(plt
t )

)
.

Dabar galime suformuluoti Karmaiklo7 teorem¡.

2 teorema (Karmaiklo teorema) Multiplikatyviosios kongruen£ios sekos
maksimalus periodas yra lygus λ(m), apibr
eºtam (13) ir (14) formul
emis.
Toks periodas gaunamas, kai

• (X0,m) = 1,

• a � primityvusis elementas modm.
Pasteb
ekime, jei m � pirminis skai£ius, tai galima gauti periodo ilgi� lygu�

m− 1.
Kaip rasti primityviuosius elementus modm? Teisinga tokia teorema.

3 teorema Skai£ius a yra primityvusis elementas8 mod pl ⇐⇒
• pl = 2, a � nelyginis skai£ius;

• pl = 4, a mod 4 = 3;

• pl = 8, a mod 8 = 3, 5, 7;

• p = 2, l ≥ 4, a mod 8 = 3, 5;

• p > 2, l = 1, a 6≡ 0 mod p, a(p−1)/q 6≡ 1 mod p ∀q ∈ P, q|(p− 1);

• p > 2, l > 1, a tenkina ankstesn¦ s¡lyg¡ ir ap−1 6≡ 1 mod p2.
Jeigu reikia rasti primityvu�ji� element¡ a modm, m = pl1

1 . . . plt
t , tai,

pasirodo, egzistuoja vienintelis toks a, kad a ≡ aj mod p
lj
j , j = 1, . . . , t.

�ia aj � primityvusis elementas mod p
lj
j .

Kai m = 2l, l ≥ 4, tai a = 3, 5 mod8. �iuo atveju ketvirtoji dalis visu�
galimu� daugikliu� duoda maksimalu� period¡.

Antras svarbus atvejis, kai m = 10l. �iuo atveju teisinga tokia teorema.

4 teorema Tegul m = 10l, l ≥ 5, (X0, 10) = 1. Multiplikatyviosios kongru-
entin
es sekos periodas lygus 5l−12l−2 = 5 · 10l−2 ⇐⇒ a mod 200 yra lygus
vienam i² 32 skai£iu�:

3, 11, 13, 19, 21, 27, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 69, 77, 83, 91, 109, 117,

123, 131, 133, 139, 141, 147, 163, 171, 173, 179, 181, 187, 189, 197.

7R.D.Carmichael, Bull. Amer. Math. Soc., 16, 1910, 232-238.
8Jeigu modulis yra 2, arba 22, arba pl (p > 2), tai primityvieji elementai bus ir primi-

tyviosiomis ²aknimis.
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3.2.4 Tiesin
es kongruentin
es sekos galingumas
Jau ºinome, kad maksimalus tiesin
es kongruentin
es sekos periodas gaunamas,
kai b = a − 1 yra visu� pirminiu� m dalikliu� kartotinis ir 4 kartotinis, jei m
dalijasi i² 4 (ºr. 1 teorem¡). Tegul m = zl. Tada daugiklis a tenkina min
etus
reikalavimus, pavyzdºiui, kai

(15) a = zk + 1, 2 ≤ k < l.

I² 1 teoremos i²plaukia, kad galime paimti c = 1. Tuomet

Xn+1 ≡ (zk + 1)Xn + 1 mod zl.

�i formul
e patogi skai£iavimuose, nes galima i²vengti daugybos (kai ºodºio
ilgis lygus zl), pakei£iant j¡ post	umiu ir sud
etimi.

Ir vis tik (15) tipo daugikliu� reikia vengti. Gautos sekos n
era labai �atsi-
tiktin
es�. Kod
el?

Tiesin
es kongruentin
es sekos su maksimaliu periodu galingumu vadinsime
maºiausi¡ nat	uralu�ji� skai£iu� s, kuriam

bs ≡ 0 mod m.

Toks s visuomet egzistuoja, kai a tenkina 1 teoremos reikalavimus.
Nemaºindami bendrumo galime paimti X0 = 0. Tuomet i² (5) tur
esime

Xn ≡ (an − 1)c

b
mod m.

I²skleid¦ an−1 = (1+b)n−1 pagal Niutono binomo formul¦, (kai n pakanka-
mai dideli, n > s) gausime

Xn ≡ c
(
n + C2

nb + · · ·+ Cs
nbs−1

)
mod m.

Narius su bs, bs+1 ir t.t. praleidºiame, nes jie yra m kartotiniai.
Jeigu a = 1, galingumas s = 1, Xn ≡ cn mod m. Seka, ai²ku, neatsitik-

tin
e. Tegul s = 2. Tuomet

Xn ≡ cn + cbC2
n mod m.

Ir ²iuo atveju seka maºai atsitiktin
e:

Xn+1 −Xn ≡ c + cbn mod m.

Jeigu s = 3, seka, atrodo, labiau atsitiktin
e, bet Xn, Xn+1, Xn+2 dar vis
stipriai susij¦. Priimtini rezultatai gaunami, kai s = 4, bet dar gin£ytini.
Reikia siekti, kad s ≥ 5.

29



3.3 Tiesinis rekurentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

Pateikti samprotavimai ir paai²kina sekos galingumo prasm¦. Galingu-
mas yra tik vienas i² kriteriju� parenkant daugikli�. Pabaigai pateiksime kelet¡
pavyzdºiu�.

Paimkime m = 235 ir a = 2k + 1 ⇒ b = 2k. Kai k ≥ 18, b2 = 22k yra
m kartotinis ⇒ s = 2. Kai k = 17, . . . , 12 ⇒ s = 3. Kai k = 11, 10, 9 ⇒
s = 4. Taigi reik
etu� imti k ≤ 8. Tada a ≤ 257. Bet ²iuo atveju daugiklis a
nedidelis. V
el gaunamos sekos, kuriu� reikia vengti (i�rodyta, kad sekos labiau
�atsitiktin
es�, kai a dideli).

Kai m = w ± 1 (w � ºodºio ilgis), tai, bendrai imant, m nei²siskaido
i� auk²to laipsnio pirminius daugiklius ir s nedidelis. Tod
el ²iais atvejais
nereik
etu� naudotis maksimalaus periodo metodu, o imti c = 0.

V
eliau nagrin
esime spektrini� test¡. Su jo pagalba bus galima i�sitikinti,
kad daugiklis 223 + 214 + 22 + 1, kai m = 235, gana geras. Narys 223 padaro
daugikli� gana dideli�, 22 uºtikrina dideli� galingum¡, 214 naudojamas, kad
daugiklis neb	utu� labai jau paprastas, o seka b	utu� pakankamai �atsitiktin
e�.

3.3 Tiesinis rekurentinis metodas
Tiesine rekurentine seka vadinama dvejetain
e seka Xn, gaunama algoritmo

(16) Xn ≡ c1Xn−1 + c2Xn−2 + · · ·+ cpXn−p mod 2

pagalba. Kad algoritmas gal
etu� veikti, turi b	uti parinkti pirmieji sekos nariai:
X1, X2, . . . , Xp ∈ {0, 1} ir konstantos c1, c2, . . . , cp ∈ {0, 1}. Kai konstantu�
seka c1, . . . , cp yra �ksuota, Xn priklauso tik nuo p paskutiniu�ju� sekos nariu�
Xn−1, . . . , Xn−p. Tod
el tiesin
es rekurentin
es sekos periodo ilgis yra maºiau-
sias skai£ius (sekos nario indeksas), kai rinkinys Xn−1, . . . , Xn−p pasikartoja.
Jei rinkini� i² eil
es einan£iu� p nariu� sudaro nuliukai, tai visi sekantys nariai
irgi bus nuliai. Tod
el sekos periodas negali b	uti didesnis uº 2p − 1.

5 teorema Tiesin
es rekurentin
es sekos (16) periodas yra maksimalus (lygus
2p − 1) ⇐⇒ daugianaris

f(x) = 1 + c1x + c2x
2 + · · ·+ cpx

p

yra primityvusis polinomas vir² baigtinio polinomu�, su koe�cientais 0 arba
1, k	uno (vir² Galua k	uno GF (2)).

3 pavyzdys Imdami primityvu�ji� polinom¡ f(x) = 1+x3+x5, sukonstruokime
tiesin¦ rekurentin¦ sek¡.

Atitinkama tiesin
e rekurentin
e seka yra

Xn = Xn−3 + Xn−5 mod 2.

30



3.3 Tiesinis rekurentinis metodas 3 P.A.S. GENERAVIMAS

Paimkime pradin¦ sek¡: X1 = 1, X2 = 1, X3 = 0, X4 = 1, X5 = 0. Tuomet
generuota seka atrodys taip:

(17) 11010 10000 10010 11001 11110 00110 1.

Toliau seka v
el kartosis. Sekos periodas yra lygus 25 − 1 = 31. J
Yra daug b	udu� i² dvejetain
es sekos gauti nat	uraliu�ju� skai£iu� sekas. Tarkime,

bi, i = 1, 2, . . . , yra dvejetain
e seka. Sekos

(18) Xi = (bikbik+1 . . . bik+L)2,

(19) Yi = (bibi−l . . . bi−lt)2,

su pasirinktais k, L, l, t, yra nat	uraliu�ju� skai£iu� sekos. Seka Yi gauta nau-
dojant metod¡ su v
elavimais.

4 pavyzdys Dvejetain¦ sek¡ (17) paverskime nat	uraliu�ju� skai£iu� sekomis
pagal (18) ir (19) formules.

Pasirinkime k = 5, L = 4. I² (18) formul
es tur
esime

X1 = (b5b6b7b8b9)2 = 010002 = 8,

X2 = (b10b11b12b13b14)2 = 010012 = 9,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X7 = (b35b36b37b38b39)2 = (b4b5b6b7b8)2 = 101002 = 20,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X31 = (b31·5b31·5+1b31·5+2b31·5+3b31·5+4)2 = (b31b1b2b3b4)2 = 111012 = 29.

Visa seka atrodo taip:

8, 9, 12, 31, 3, 28, 20, 8, 22, 15, 17, 23, 10, 2, 11, 7,

24, 27, 21, 1, 5, 19, 28, 13, 26, 16, 18, 25, 30, 6, 29.

Parink¦ l = 6, t = 4, i² (19) formul
es gausime

Yi = (bibi−6bi−12bi−18bi−24)2.

Paskai£iav¦, tur
esime

Y1 = (b1b−5b−11b−17b−23)2 = (b1b26b20b14b8)2 = 101102 = 22,
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Y2 = (b2b27b21b15b9)2 = 101002 = 20

ir t.t. Visa seka atrodo taip:
22, 20, 14, 31, 8, 24, 11, 10, 7, 15, 18, 12, 5, 21, 3,

23, 25, 6, 2, 26, 17, 27, 28, 19, 1, 13, 8, 29, 30, 9, 16.

J
I² atsitiktin
es binarin
es sekos lengva padaryti atsitiktin¦ sek¡ i² inter-

valo [0, 1]. Jei binarin
e seka atsitiktin
e, tai gauta seka intervale [0, 1] tur
etu�
b	uti jame tolygiai pasiskirs£iusi. Yra daug b	udu�. Pavyzdºiui, tolygiai pa-
siskirs£iusi seka gal
etu� b	uti gauta naudojant formul¦:
(20) Ui = (0, bikbik+1 . . . bik+L)2,

su pasirinktais k ir L.

5 pavyzdys I² dvejetain
es sekos (17) gaukime tolygiai intervale [0, 1] pa-
siskirs£iusi¡ sek¡.

Naudodami (17) sek¡, (20) formul
eje parink¦ k = 5, L = 4, gautume
U1 = (0, b5b6b7b8b9)2 = 0, 010002 = 0, 25,

U2 = (0, b10b11b12b13b14)2 = 0, 010012 = 0, 28125,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

U31 = (0, b31b1b2b3b4)2 = 0, 111012 = 0.90625.

Visa atsitiktin
e seka i² intervalo [0, 1] atrodytu� taip:
0,25 0,28125 0,375 0,96875 0,09375 0,875
0,625 0,25 0,6875 0,46875 0,53125 0,71875
0,3125 0,0625 0,34375 0,21875 0,75 0,84375
0,65625 0,03125 0,15625 0,59375 0,875 0,40625
0,8125 0,5 0,5625 0,78125 0,9375 0,1875
0,90625

J
Tiesinio rekurentinio metodo, lyginant ji� su tiesiniu kongruentiniu, pri-

valumai yra tokie. Pirma, tiesin
e rekurentin
e seka yra labai greitai generuo-
jama. �ia nereikia atlikti jokios daugybos tik sud
eti� mod 2 ir post	umi�,
rekurenti²kai skai£iuojant. Atminties irgi nereikia daug. Antra, periodo ilgis
n
era susij¦s su kompiuterio ºodºio ilgiu. Galima generuoti labai ilgo pe-
riodo sekas (pavyzdºiui, tokio ilgio 2251 − 1 > 10156 ar dar ilgesnes). �io
metodo tr	ukumas, lyginant ji� su tiesiniu kongruentiniu metodu, yra tai,
kad jis gerokai maºiau i²tirtas. D
el ²ios prieºasties kongruentinis metodas
patikimesnis ir pla£iau taikomas.
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3.4 Kiti metodai
Yra daug p.a.s. generavimo metodu�. Bet tiesinis kongruentinis metodas geras
tuo, kad ºinoma teorija ir galima garantuoti atsitiktinum¡. Pavyzdºiui, tegul

Xn+1 ≡ (aXn mod (m + 1) + c) mod m.

Atrodo, kad seka labiau sujaukta negu tiesinio kongruentinio metodo. At-
sakymas toks: maºiau atsitiktin
e. Apskritai, jeigu generuojame Xn+1 =
f(Xn), tai funkcija f turi b	uti tiksliai apibr
eºta ir ne ypa£ sud
etinga, kad
gal
etume kurti teorij¡. Yra daug tiesinio kongruentinio metodo apibendrinimu�.

A)
Xn+1 ≡ dX2

n + aXn + c mod m

� metodas geras, yra ir 1 teoremos apibendrinimas, nusakantis kada gauname
maksimalu� period¡ lygu� m; sunkiau realizuojamas kompiuteryje; reikia dau-
giau laiko generavimui.

B)
Xn+1 ≡ Xn(Xn + 1) mod 2l, X0 ≡ 2 mod 4,

� geras. Pasinaudojus ²ia seka galima gauti sek¡, kurios gavimas sutampa,
jei j¡ skai£iuotume kvadrato vidurio metodu.

Imant Xn+1 = f(Xn, Xn−1) mod m, periodo ilgis gali b	uti ≤ m2.
C)

Xn+1 ≡ Xn + Xn−1 mod m

� Fibona£i seka; nepakankamai atsitiktin
e; periodas ²iek tiek > m.
D)

Xn+1 ≡ Xn + Xn−k mod m

� kai k ≤ 15, seka n
era pakankamai atsitiktin
e; kai k = 16, atrodo, viskas
gerai. Periodas gali b	uti > m. Kitas privalumas � greitis; n
era daugybos, tik
sud
etis.

E)
Xn ≡ a1Xn−1 + · · ·+ akXn−k mod p

� tai ir tiesinio kongruentinio ir tiesinio rekurentinio metodu� apibendrinimas.
Didºiausias periodo ilgis pk − 1. Kai k = 1, gauname jau nagrin
et¡ multip-
likatyvi¡j¡ kongruentin¦ sek¡. Atveju p = 2, gauname jau nagrin
et¡ tiesin¦
rekurentin¦ sek¡. Konstantu� a1, . . . , ak parinkimas tik tuomet duoda lauki-
am¡ rezultat¡, kai polinomas f(x) = xk − a1x

k−1− · · · − ak yra primityvusis
daugianaris mod p. Yra sukurta teorija kaip konstantas a1, . . . , ak atskirais
atvejais parinkti, bet tai gana sud
etingas reikalas.

F )
Zn ≡ Xn + Yn mod m
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� gaunami geri razultatai, tik reikia, kad seku� Xn ir Yn periodai b	utu� tar-
pusavyje pirminiai. Galimi ir kitokie dvieju� tiesiniu� kongruentiniu� seku� Xn

ir Yn sumai²ymo variantai.
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4 STATISTINIAI TESTAI
Labai svarbu, kad kokiu nors b	udu gauta p.a.s. seka b	utu� pana²i i� atsi-
tiktin¦. Jau ºinome kaip gauti didelio periodo sekas, kad praktiniuose uº-
daviniuose neb	utu� sekos pasikartojimo. Bet ilgas periodas dar nerei²kia,
kad seka pasiºymi atsitiktin
es sekos savyb
emis. Ry²i� su sekos atsitiktinumu
turi anks£iau aptartas sekos galingumas. Bet pats galingumas apibr
eºiamas
ne statistiniais terminais. Galingumas apsprendºia gretimu� tiesin
es kongru-
entin
es sekos nariu� susijimo laipsni�. Didelis galingumas gerai, bet vis tiek
seka gali neb	uti pana²i i� atsitiktin¦. Tai kaipgi nuspr¦sti, ar seka pakankamai
atsitiktin
e?

I² dalies atsakyti i� i²kelt¡ klausim¡ leidºia statistin
e teorija. Tam yra
daugyb
e statistiniu� testu�. �iame skyriuje susipaºinsime su testu� teorijos
pagrindais. Nemaºai konkre£iu� testu� panagrin
esime. Skaitytojas, kuriam
prireiks kitokiu� testu�, susipaºin¦s su testu� pagrindais, jau gal
es pats taikyti
tam sukurtus testus. Daug apra²ytu� statistiniu� testu� galima rasti [7, 9, 14].

Jeigu p.a.s. seka s
ekmingai pra
ejo testu� T1, T2, . . . , Tn patikrinim¡, tai dar
negalima daryti i²vados, kad ji bus gerai i�vertinta ir testo Tn+1, ir juo labiau,
kad ji pasiºymi visomis atsitiktin
es sekos savyb
emis. Ta£iau kiekvienas tes-
tas mus vis labiau i�tikina, kad seka atsitiktin
e. Paprastai p.a.s. sekos tikri-
namos daugybe testu� (priklausomai nuo sprendºiamu� uºdaviniu� svarbumo,
nuo sekos taikymo intensyvumo ir t.t.). Jeigu testu� rezultatai teigiami,
laikome sek¡ atsitiktine (atsitiktine ji laikoma tol, kol su kokio nors testo
pagalba i�rodomas jos �kaltumas�).

Yra kelios testu� r	u²ys.
Empiriniai testai � testai, kai kompiuteris, manipuliuodamas sekos skai£iu�

grup
emis ir naudodamas konkre£ius statistinius kriterijus, i�vertina sek¡.
Teoriniai testai � testai, kai, naudojant skai£iu� teorijos metodus ir rekuren-

tini� pa£iu� p.a.s. generavimo s¡ry²i�, nustatomos kai kurios sekos charakteris-
tikos.

4.1 Universalieji testai
Panagrin
esime tris daºniausiai naudojamus statistinius testus.

4.1.1 χ2 kriterijus
χ2 statistinis kriterijus pasi	ulytas 1900 m. Pirsono (C.Pearson). Jis yra gana
paprastas ir turb	ut pla£iausiai taikomas.

Teorinis χ2 testo pagrindimas yra 6 teorema.
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Tarkime, yra duotas atsitiktinis dydis ξ su reik²m
emis aib
eje Ξ. Aib
e Ξ
yra i²skaidyta i� tarpusavyje nesikertan£ius poaibius Ξ1, Ξ2, . . . , Ξr, Ξi

⋂
Ξj = ∅,

jei i 6= j. Toliau, tegul tikimyb
e, kad atsitiktinis dydis ξ i�gis reik²m¦ i²
poaibio Ξi yra lygi pi:

P{ξ ∈ Ξi} =: pi, i = 1, 2, . . . , r, p1 + p2 + · · ·+ pr = 1.

Nagrin
ekime n nepriklausomu� atsitiktinio dydºio ξ realizaciju� ξ1, ξ2, . . . , ξn.
Raide νi paºym
ekime skai£iu� tu� realizaciju� ξi, kurios pakli	uva i� poaibi� Ξi.
Ai²ku, kad νi yra atsitiktinis dydis, o jo vidurkis Eνi = npi. Kai turime
konkre£ias atsitiktinio dydºio ξ realizacijas ξ1, ξ2, . . . , ξn, tai santykiniai tan-
kiai νi/n skirsis nuo teoriniu� tikimybiu� pi. I²matuoti ²iam skirtumui galima
naudoti dydºius (νi− npi)

2, arba tiksliau ju� sum¡ su svoriais. Teisinga tokia
teorema.

6 teorema (Pirsono) Atsitiktinis dydis

(21) χ2
n :=

r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi

,

kai n →∞, konverguoja i� χ2 skirstini� su r − 1 laisv
es laipsniu:

lim
n→∞P (χ2

n < u) =

u∫

0

gr−1(x) dx .

�ia
gr−1(x) =

(
x

r−3
2 e−

x
2

) / (
2

r−1
2 Γ

(
r − 1

2

))
,

o Γ ºymi Oilerio gama funkcij¡.

6 teoremos i�rodym¡ galima rasti [9, ?].
Naudodami lygybes

(νi − npi)
2 = ν2

i − 2npiνi + n2p2
i ,

ν1 + ν2 + · · ·+ νr = n ,

p1 + p2 + · · ·+ pr = 1 ,

(21) formul¦ galime uºra²yti tokiu b	udu:

(22) χ2
n =

1

n

r∑

i=1

ν2
i

pi

− n .
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Daugeliu atveju� (22) formul
e palengvina skai£iavimus.
Kaip prakti²kai taikyti Pirsono teorem¡? Tarkime, kokio nors generatori-

aus pagalba gauti p.a.s. x1, x2, . . . , xn, priklausantys intervalui [a, b]. Mums
reikia patikrinti savo sp
ejimus, kad jie yra atsitiktiniai, vienodai pasiskirst¦,
o ju� tankio funkcija yra f(x). I²skaidome interval¡ [a, b] i� r daliu�

[a, c1], [c1, c2], . . . , [cr−1, b] .

Tuomet νi yra generuotu� p.a.s. x1, x2, . . . , xn skai£ius intervale [ci−1, ci], o
pi =

∫ ci
ci−1

f(x) dx. Paskai£iuokime statistik¡

k2
n =

r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi

=
1

n

r∑

i=1

ν2
i

pi

− n .

Jeigu p.a.s. x1, x2, . . . , xn pasiskirst¦ pagal d
esni� su tankio funkcija f(x), tai
i² 6 teoremos i²plaukia, kad statistika k2

n asimptoti²kai pasiskirs£iusi pagal
χ2 d
esni� su r − 1 laisv
es laipsniu.

Pasirinkime patikimumo lygmeni� β (paprastai β = 0.95). Dydis α = 1−β
vadinamas kriterijaus reik²mingumo lygmeniu arba I r	u²ies klaidos tikimybe.
Jeigu m	usu� sp
ejimai teisingi, tai dydis

∞∫

k2
n

gr−1(x) dx

netur
etu� b	uti labai maºas. Tur
edami reik²mingumo lygmeni� α, apibr
eºkime
dydi� χ2(r − 1, α), vadinam¡ kritine reik²me, pagal formul¦:

P (χ2 ≥ χ2(r − 1, α)) =

∞∫

χ2(r−1,α)

gr−1(x) dx = α .

Geometrin
e dydºiu� α ir χ2(r − 1, α) interpretacija pateikta 8 pav.
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8 pav. Skirstinio χ2
r−1 tankio funkcija

Jei teisinga nelygyb
e
k2

n < χ2(r − 1, α) ,

tai galime tvirtinti, kad eksperimento duomenys neprie²tarauja pradinei hipo-
tezei, t.y. kad atsitiktiniai dydºiai x1, x2, . . . , xn pasiskirst¦ pagal d
esni� su
tankio funkcija f(x).

Antraip, jei
k2

n ≥ χ2(r − 1, α) ,

tai hipotez
e (su patikimumo lygmeniu β) atmetama.
Lentel
ese paprastai b	una pateikta reik²mingumo lygmenys α ir juos atitin-

kan£ios kritin
es reik²m
es χ2(r− 1, α). χ2 kriterijaus lenteles galima rasti [?].
�ias lenteles pateikia ir programu� paketas STATISTIKA.

6 pavyzdys Sekos i² intervalo [0, 1] tolygumo testas.

Reikia patikrinti hipotez¦, kad generuota p.a.s. seka x1, x2, . . . , xn, prik-
lausanti intervalui [0, 1], yra pasiskirs£iusi tolygiai.

Padaliname interval¡, pavyzdºiui, i� 10 vienodu� intervaliuku� (r = 10):

(23) [0, 0.1], [0.1, 0.2], . . . , [0.9, 1] .

Tarkime, kad m	usu� sek¡ sudaro 1000 nariu� (n = 1000). Tegul sekos x1, x2, . . . ,
x1000 nariu�, pakli	uvan£iu� i� intervalus (23), skai£iai eil
es tvarka yra tokie:

83, 98, 104, 120, 117, 78, 95, 106, 89, 110.
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Kadangi tikriname hipotez¦, kad seka pasiskirs£iusi tolygiai, tai, ai²ku, tiki-
myb
es pi = 0.1, i = 1, 2, . . . , 10. Paskai£iuojame statistik¡

k2
1000 =

10∑

i=1

(xi − 1000 · 0.1)2

1000 · 0.1

=
289 + 4 + 16 + 400 + 289 + 484 + 25 + 36 + 121 + 100

100
= 17.64 .

Pasirinkime reik²mingumo lygmeni� α = 0.05. Tuomet klaidos tikimyb
e bus
lygi 0.05.

χ2 kriterijaus su 9 laisv
es laipsniais duomenu� eilut
e, paimta i² lentel
es,
atrodo taip:

α = 0.99 α = 0.95 α = 0.75 α = 0.50 α = 0.25 α = 0.05 α = 0.01
r = 9 2.088 3.325 5.899 8.343 11.39 16.92 21.67

I² lentel
es matome, kad kritin
e reik²m
e χ2(9, 0.05) = 16.92. Kadangi
17.64 > 16.92, tai i²kelt¡ hipotez¦, kad seka x1, x2, . . . , x1000 yra tolygiai
pasiskirs£iusi intervale [0, 1] (su patikimumo lygmeniu 0.95) atmetame. J

Jeigu χ2 kriterijus naudojamas patikrinti kokiam nors
generatoriui daug kartu� ir generuotos sekos skirtingos, tai normalu, kad

kartais dydºiai k2
n b	una dideli. Hipotez
e gali b	uti priimta, jei maºdaug de-

vyniolikai atveju� i² dvide²imties k2
n < χ2(r − 1, α) (su patikimumo lygmeniu

β = 0.95).
Pabaigai keletas pastabu�.
χ2 kriterijus duoda geriausius rezultatus. Pirma, kai patekimo i� poaibius

tikimyb
es pi yra lygios arba beveik lygios. Antra, kai realizaciju� skai£ius
pakankamai didelis: npi > 20.

Tuo atveju, kai χ2 kriterijus duoda labai gerus rezultatus (t.y. kai α =
0.99 ar pana²iai), hipotez¦ irgi reik
etu� atmesti. Atmetimo argumentai tokie.
Maºdaug 99% atveju� dydºio, kuris turi χ2 skirstini�, reik²m
e yra didesn
e
uº kritin¦ reik²m¦ χ2(r − 1, 0.99). Pavyzdºiui, jeigu gauname sek¡, pa-
siskirs£iusi¡ labai tolygiai, tai irgi nenormalu (tokiu� realizaciju� tikimyb
e ne-
didel
e, vargu ar tokia seka atsitiktin
e). Geriausia, kai reik²mingumo lygmuo
α, atitinkantis gaut¡ k2

n reik²m¦, pakli	uva i� interval¡ [0.05, 0.95]. Jei eksperi-
mentas kartojamas daug kartu�, tai atsilenkimai nuo normos tur
etu� b	uti. Tu�
statistiku� k2

n, kurioms α nepakli	uva i� interval¡ [0.05, 0.95], skai£ius tur
etu�
apytikriai sudaryti vien¡ de²imt¡j¡ dali� visu� statistiku�.

4.1.2 Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus
χ2 kriterijus taikomas tais atvejais, kai eksperimento rezultatai yra suskirstyti
i� baigtini� skai£iu� r grupiu�. Jeigu taip n
era, tai reikia dirbtinai skirstyti
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eksperimento rezultatus i� grupes. (6) pavyzdyje taip ir dar
eme. Dirbtinai
skirstydami i� grupes netenkame dalies informacijos. Kai atsitiktiniai dydºiai
gali i�gauti be galo daug reik²miu�, daºnai hipoteziu� tikrinimui naudojami kiti
kriterijai, tarp ju� ir Kolmogorovo-Smirnovo (KS) kriterijus.

KS kriterijus palygina empirin¦ ir tikr¡j¡ pasiskirstymo funkcijas. Tegul
nepriklausomu� bandymu� metu gautos atsitiktinio dydºio ξ realizacijos ξ1,
ξ2, . . . , ξn. Tuomet funkcija

Fn(x) :=
1

n
#{i | ξi ≤ x, i = 1, 2, . . . , n}

vadinama empirine atsitiktinio dydºio ξ pasiskirstymo funkcija. Jeigu atsi-
tiktinis dydis ξ i² tikru�ju� pasiskirst¦s pagal d
esni� Fξ(x), tai dideliems n skir-
tumas tarp tikrosios pasiskirstymo funkcijos Fξ(x) ir jos statistinio i�ver£io
Fn(x) netur
etu� b	uti didelis, t.y. dydis |Fn(x)− Fξ(x)| netur
etu� b	uti didelis.

Tegul

(24) Dn := sup
x
|Fn(x)− Fξ(x)|.

Teisinga tokia teorema.

7 teorema (Kolmogorovo-Smirnovo) Kiekvienai tolydºiajai pasiskirsty-
mo funkcijai Fξ(x)

lim
n→∞P (

√
nDn ≤ x) = H(x).

�ia

H(x) =





0, jei x ≤ 0,

1− 2
∞∑
i=1

(−1)i−1 exp(−2ix2), jei x > 0.

Pasiskirstymo funkcijos H(x) reik²m
es yra tabuliuotos ir praktin
ems reik-
m
ems paprastai pakanka tikslumo, kai n > 35. KS kriteriju�, skirtingai nuo
χ2 kriterijaus, galima taikyti visiems n, pradedant n = 1. Pats KS kriterijus
pritaikomas pagal t¡ pa£i¡ schem¡ kaip ir χ2 kriterijus. Daroma prielaida,
kad atsitiktinis dydis X pasiskirst¦s pagal tolydu�ji� d
esni� FX(x) ((24) for-
mul
eje sutampa su Fξ(x)). Pasirenkamas reik²mingumo lygmuo α (paprastai
α = 0.05). I² lenteliu� surandamas kritinis ta²kas xα. Naudojant (24) formul¦
paskai£iuojama statistika Dn. Jei

√
nDn > xα,

tai hipotez¦, kad atsitiktinis dydis X pasiskirst¦s pagal d
esni� FX(x), (su
patikimumo lygmeniu β = 1− α) atmetame. Jei

√
nDn ≤ xα,
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tai galima tvirtinti (su patikimumo lygmeniu β), kad steb
ejimo duomenys
neprie²tarauja hipotezei.

Remdamiesi ²iais rezultatais, galime sudaryti KS kriteriju� tikrinti hipote-
zei, kad atsitiktiniu� dydºiu� seka X1, X2, . . . , Xn yra pasiskirs£iusi pagal d
esni�
F (x). Tarkime, kad X∗

1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n yra seka X1, X2, . . . , Xn i²d
estyta did
e-

jimo tvarka. (24) Dn statistika n
era labai patogi skai£iavimuose. Bet, rem-
damiesi tuo, kad F (x) yra nemaº
ejanti funkcija, o Fn(x) turi baigtini� skai£iu�
²uoliuku�, (24) statistik¡ galime paskai£iuoti tokiu b	udu. Skai£iuojame statis-
tikas

(25) D+
n = max

1≤i≤n

(
i

n
− F (X∗

i )
)

,

(26) D−
n = max

1≤i≤n

(
F (X∗

i )− i− 1

n

)
.

Tada
Dn = max(D+

n , D−
n ).

7 pavyzdys Patikrinkime hipotez¦, kad 50 nariu� seka X1, X2, . . . , X50 yra
tolygiai pasiskirs£iusi intervale [0, 1]. Tegul ²i seka, uºra²yta did
ejimo tvarka,
yra tokia

0.01 0.02 0.08 0.08 0.12 0.15 0.18 0.18 0.19 0.25
0.25 0.27 0.27 0.29 0.32 0.35 0.36 0.37 0.39 0.39
0.40 0.41 0.41 0.49 0.49 0.49 0.51 0.54 0.56 0.58
0.60 0.63 0.66 0.68 0.69 0.71 0.74 0.75 0.76 0.77
0.81 0.82 0.82 0.88 0.89 0.90 0.91 0.91 0.98 0.99

�iuo atveju pasiskirstymo funkcija F (x) (25) ir (26) formul
ese yra lygi x.
Paskai£iav¦ gauname, kad

D+
50 = max

(
1

50
− 0.01,

2

50
− 0.02, . . . ,

50

50
− 0.99

)
= 0.05,

D−
50 = max

(
0.01− 0

50
, 0.02− 1

50
, . . . , 0.99− 49

50

)
= 0.07.

Taigi D50 = 0.07, o
√

50 D50 ≈ 0.5. Pasirink¦ reik²mingumo lygmeni� α =
0.05, gausime, kad kritin
e reik²m
e xα ≈ 13.3. Kadangi statistika

√
50 D50 ≈ 0.5 < 13.3,

tai darome i²vad¡ (su patikimumo lygmeniu β = 0.95), kad KS kriterijaus
rezultatai neprie²tarauja i²keltai hipotezei, jog atsitiktin
e seka X1, X2, . . . , X50

pasiskirs£iusi tolygiai intervale [0, 1]. J
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Taigi χ2 kriterijus taikomas tada, kai atsitiktiniai dydºiai yra suskirstyti
i� grupes. Paprastai tolydiesiems dydºiams χ2 kriterijus netaikomas, bet,
dirbtinai suskaidºius atsitiktinius dydºius i� grupes, ji� galima taikyti ir toly-
diesiems dydºiams. Norint gauti gerus rezultatus su χ2 kriterijumi, imties
elementu� skai£ius n turi b	uti didelis.

KS kriterijus taikomas bet kokiems n. �inoma, kai n didesnis � geriau.
Skirtingai nuo χ2 kriterijaus, KS kriterijus taikomas tik tolydiesiems atsitik-
tiniams dydºiams. Juo tikrinama hipotez
e, ar atsitiktiniai dydºiai pasiskirst¦
pagal d
esni� su sp
ejama tolydºi¡ja pasiskirstymo funkcija.

4.1.3 ω2 kriterijus
ω2 arba Kramero-fon Mizeso (C.H.Cramér ir R.E.von Mises) testas, pana²iai
kaip ir KS testas, pagri�stas teorin
es ir empirin
es pasiskirstymo funkciju� ar-
tumu. Tegul atsitiktinis dydis ξ yra pasiskirst¦s pagal tolydu�ji� d
esni� Fξ(x),
o Fn(x) yra jo n nepriklausomu� realizaciju� pasiskirstymo funkcija. ω2 teste
naudojama statistika

(27) ω2
n := n

+∞∫

−∞

(
Fξ(x)− Fn(x)

)2

dFξ(x).

Teisinga tokia teorema.

8 teorema Jei atsitiktinis dydis ξ yra pasiskirst¦s pagal tolydu�ji� d
esni� Fξ(x),
tai

lim
n→∞P (ω2

n < x) = a1(x).

Funkcija a1(x) yra tabuliuota. Jeigu generuotu� atsitiktiniu� dydºiu� X1, X2,
. . . , Xn pasiskirstymo funkcija yra F (x), tai ju� empirin
e pasiskirstymo funk-
cija Fn(x) tur
etu� nedaug skirtis nuo F (x), kai n didelis. Analogi²kai kaip ir
taikant KS kriteriju�, reikia pasirinkti reik²mingumo lygmeni� α, i² lenteliu�
surasti kritin¦ reik²m¦ xα, suskai£iuoti statistik¡ ω2

n. Jei ω2
n > xα, tai

hipotez
e, kad seka X1, X2, . . . , Xn pasiskirs£iusi pagal d
esni� F (x) (su patiki-
mumo lygmeniu β = 1 − α), atmetama. Jei ω2

n ≤ xα, tai daroma i²vada
(su patikimumo lygmeniu β), kad eksperimento duomenys neprie²tarauja
hipotezei, jog atsitiktin
e seka X1, X2, . . . , Xn pasiskirs£iusi pagal d
esni� F (x).

(27) formul
e n
era patogi skai£iavimuose, tod
el daºnai naudojama tokia
jos forma:

ω2
n =

1

12n
+

n∑

i=1

(
F (X∗

i )− 2i− 1

2n

)2

.

�ia X∗
1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n yra atsitiktiniu� dydºiu� seka X1, X2, . . . , Xn i²ra²yta did
e-

jimo tvarka.
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Su ω2 kriterijumi gaunami pakankamai geri rezultatai, kai n ≥ 50.
ω2 privalumai ir tr	ukumai yra fakti²kai tie patys kaip ir KS kriterijaus.

Skirtumas tarp ²iu� kriteriju� toks. KS kriterijus naudoja statistik¡ Dn, kuri
paremta skirtumo (tarp tikrosios ir empirin
es pasiskirstymo funkciju�) mod-
ulio maksimumu. Tuo tarpu ω2 kriterijus naudoja statistik¡ ω2

n, kuri paremta
skirtumo (tarp tikrosios ir empirin
es pasiskirstymo funkciju�) kvadrato vidur-
kiu.

Yra ir daugiau universaliu�ju� hipoteziu� tikrinimo testu�. Nemaºai ju� galite
rasti [?, ?].

4.2 Empiriniai testai
Visi testai, kuriuos £ia pateiksime gali b	uti panaudoti p.a.s. sekos

(28) U0, U1, . . . , Un, . . .

tolygumui intervale [0, 1] patikrinti. Kai kurie testai tiesiogiai bus naudojami
sveiku� p.a.s. sekos

(29) Y0, Y1, . . . , Yn, . . . (mod d)

tolygumui tarp 0 ir d− 1 patikrinti.
Seka (28) gali b	uti pakeista (29) tipo seka, pavyzdºiui, naudojant formul¦:

(30) [dUi] � sveiku� skai£iu� i² intervalo [0, d− 1] seka.

Ai²ku, jei (28) seka yra tolygiai pasiskirs£iusi, tai ir (30) seka yra tokia
pati.

4.2.1 Tolygumo tikrinimas
Pirmasis svarbiausias reikalavimas (28) p.a.s. sekai yra jos nariu� tolygus
pasiskirstymas intervale [0, 1]. Patikrinti tolygum¡ galima dviem b	udais.
Pirma, naudojant KS arba ω2 kriteriju�, palyginama empirin
e pasiskirstymo
funkcija su tolygaus d
esnio intervale [0, 1] pasiskirstymo funkcija F (x) = x,
0 ≤ x ≤ 1. Antra, naudojant χ2 kriteriju�. �iuo atveju interval¡ [0, 1] reikia
padalinti i� r intervaliuku� ir suskai£iuoti skai£ius sekos nariu�, pakli	uvan£iu� i�
tuos intervaliukus. 6 ir 7 pavyzdºiuose tikrinamas atsitiktin
es sekos tolygu-
mas naudojant χ2 ir KS kriterijus.
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4.2.2 Seriju� testas
�iuo testu tikrinamas (29) sekos gretimu� poru� tolygumas ir nepriklausomu-
mas. Paskai£iuojama kiek kartu� yra sutinkama pora (Y2k, Y2k+1) = (q, s),
0 ≤ k < n. �ia q ir s gali priimti bet kurias reik²mes nuo 0 iki d− 1. Po to
taikomas χ2 kriterijus su r = d2 (galimu� skirtingu� poru� skai£ius) ir lygiomis
tikimyb
emis pi = 1/d2. n ir d tur
etu� b	uti parinkti taip, kad χ2 kriterijus
duotu� bent jau patenkinamus rezultatus. Tokie gaunami, kai npi > 5. Kai
npi > 20, gaunami labai geri patikimi rezultatai.

B	utu� klaidinga test¡ naudoti poroms (Y0, Y1), (Y1, Y2), . . . , (Yn−1, Yn). Jos
yra stipriai priklausomos ir χ2 kriterijus joms negali b	uti taikomas. �inoma,
vietoj poru� (Y2k, Y2k+1) galima imti poras (Y2k+1, Y2k+2), 0 ≤ k < n − 1.
Galima tikrinti ir vienas ir kitas.

�is testas gali b	uti apibendrintas trejetams, ketvertams ir t.t. Bet tuomet
d reik²m
es tur
etu� b	uti smarkiai sumaºintos, kad b	utu� i²laikoma bent jau
s¡lyga npi > 5. Tod
el junginiams i² keturiu� ir daugiau elementu� naudojami
ne tokie tiksl	us testai. Apie juos pakalb
esime kituose skyreliuose.

4.2.3 Intervalu� testas
�iame teste paimamas intervalas [α, β) ∈ [0, 1] ir (28) seka suskirstoma i� dalis
(intervalus) Uj, Uj+1, . . . , Uj+k, kuriose tik paskutinis narys Uj+k ∈ [α, β).
Sakoma, kad tokia k + 1 skai£iaus seka apibr
eºia k ilgio interval¡. Gener-
avimo proceso metu reikia generuoti tiek dydºiu� Ui, kad tur
etume i² viso
n intervalu�. (Teori²kai toks procesas gali b	uti begalinis, nes intervalo ilgis
irgi gali b	uti kiek norima didelis. D
el to kartais apsiribojama generuotos
sekos ilgiu ir suskai£iuojamas intervalu� skai£ius.) Pasirenkamas skai£ius t ir
suskai£iuojama kiek yra 0 ilgio intervalu�, kiek yra 1 ilgio intervalu�, ir t.t.,
pagaliau, kiek yra t ilgio intervalu� ir kiek yra intervalu�, kuriu� ilgis didesnis
uº t. Taigi suskirstome atsitiktinius dydºius (intervalu� ilgius) i� r = t + 2
grupes. Paºym
ekime β − α = p. Nesunku suprasti, kad tikimyb
es pi, jog
intervalas turi ilgi� i yra lygios:

pi = P (intervalo ilgis = i) = p(1− p)i, 0 ≤ i ≤ t,

p>i = P (intervalo ilgis > t) = (1− p)t+1.

Intervaliuku� skai£iu� r turime, tikimybes pi turime. Galima taikyti χ2 kriteriju�,
tik reikia parinkti n ir t taip, kad npi > 5.

Daºnai imama α = 0 arba β = 1. Taip supaprastinami skai£iavimai.
Daliniai atvejai, kai [α, β) = [0, 1/2) arba [α, β) = [1/2, 1) naudojami atsi-
tiktin
es sekos nukrypimui nuo vidurkio i� vien¡ arba i� kit¡ pus¦ patikrinti.
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4.2.4 K
eliniu� testas
Pradin
e seka suskaidoma i� n grupiu� po k elementu� kiekvienoje i² ju�: (Ujk, Ujk+1,
. . . , Ujk+k−1), 0 ≤ j < n. Turint galvoje skai£iu� i²sid
estym¡ grup
eje (ju� pa-
lyginimo prasme), i² viso gali b	uti k! skirtingu� variantu�. Paskai£iuojama
kiek kartu� kiekvienas konkretus d
estinys sutinkamas tarp n grupiu�. Tada
pritaikomas χ2 kriterijus su r = k! ir tikimyb
emis pi = 1/k!.

Pavyzdºiui, kai k = 3, i² viso yra 6 grup
es:

arba U3j < U3j+1 < U3j+2, arba U3j < U3j+2 < U3j+1,

arba U3j+1 < U3j < U3j+2, arba U3j+1 < U3j+2 < U3j,

arba U3j+2 < U3j < U3j+1, arba U3j+2 < U3j+1 < U3j.

Taikant ²i� test¡ tariama, kad tiksli lygyb
e tarp dvieju� sekos nariu� negal-
ima. Teori²kai tokia tikimyb
e lygi nuliui. Prakti²kai generuodami skai£ius,
mes juos gauname su tam tikru tikslumu, ir lygyb
e pasidaro galima. Jei
generuojamu� seku� periodai ilgi, tai pervedant tuos skai£ius i� tolygiai pa-
siskirs£iusius intervale [0, 1] ir apvalinant keleto ºenklu� po kablelio tikslumu,
galima tik
etis, kad lygyb
e pasitaikys itin retai. Tokias retai pasitaikan£ias
grupes galima i²mesti, o nagrin
eti tik likusias.

4.2.5 Atstumu� testas
�iame teste nagrin
ejamos p.a.s. sekos U0, U1, . . . , Un gretimos poros (U0, U1),
(U2, U3), . . . , (Un−1, Un). �ios poros xOy koordina£iu� sistemoje rei²kia ta²kus
vienetiniame kvadrate 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Tarp kiekvienos poros ta²ku�
paskai£iuojamas atstumo kvadratas d2. Jei ta²kai (Ui, Ui+1) vienetiniame
kvadrate yra pasiskirst¦ tikrai atsitiktinai, tai pasiskirstymo funkcija

(31) F (u) = P (d2 < u) =





πu− 8u3/2

3
+

u2

2
, kai u ≤ 1,

1

3
+ (π − 2)u

+4(u− 1)1/2 +
8(u− 1)3/2

3

−u2

2
− 4u arcsec

√
u , kai 1 < u ≤ 2.

Paskai£iuojama empirin
e atstumu� d2 pasiskirstymo funkcija. Naudojant KS
arba ω2 kriteriju� gauta empirin
e funkcija palyginama su tikr¡ja (31) pa-
siskirstymo funkcija.
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4.2.6 Skaitmenu� testai
�ie testai susij¦ su skaitmenu� atsitiktinumu p.a.s. sekoje. Jeigu p.a.s. tikrai
atsitiktiniai, tai skaitmenu� 0, 1, . . . , 9 pasirodymas de²imtain
eje p.a.s. sekoje
tur
etu� b	uti apytiksliai vienodas. Kadangi £ia eina kalba apie de²imtainiu�
skaitmenu� sek¡, tai toki¡ galime gauti i² p.a.s. sekos sura²¦, pavyzdºiui, juos
eil
es tvarka. Tik reikia pasteb
eti, jei generuojame penkiolikaºenklius p.a.s.
Xi, tai visus ir ra²ome kaip penkiolikaºenklius. Tuo atveju, kai gaunamas Xi

su maºiau negu 15 ºenklu� prira²ome priekyje reikiam¡ skai£iu� nuliu�.
1. Pirmo testo esm
e tokia. Tegul s vienas i² de²imties skaitmenu� 0, 1,

. . . , 9. Skai£iuokime intervalu� tarp dvieju� gretimu� s ilgius. Jei tarp dvieju�
gretimu� s yra k skaitmenu�, nelygiu� s, tai sakome, kad intervalo ilgis yra lygus
k. Jei stovi du s, vienas ²alia kito, tai intervalo ilgis yra lygus nuliui. Jei
seka tikrai atsitiktin
e, tai tikimyb
e, kad tarp dvieju� gretimu� s pasitaikys k
ilgio intervalas yra lygi

P (k) = (0.9)k0.1 .

Dideliems k ²i tikimyb
e yra maºa, tod
el reik
etu� jungti didelius k i� vien¡ grup¦
(pavyzdºiui, kai k ≥ 20, P (≥ 20) = 0.920 ≈ 0.1216). Pritaikius χ2 kriteriju�,
galima spr¦sti apie sekos atsitiktinum¡.

2. Kitas skaitmenu� daºnio tikrinimo testas dar paprastesnis. Reikia
suskai£iuoti skaitmenu� 0, 1, . . . , 9 pasirodymo sekoje empirinius daºnius ir,
naudojant χ2 kriteriju�, palyginti juos su teorin
emis tikimyb
emis

P (skaitmens s pasirodymas) =
1

10
, s = 0, 1, . . . , 9 .

Praktika rodo, kad pastarasis testas yra gana silpnas.

4.2.7 Maksimumo testas (didºiausias i² k)
Tegul

Vj = max(Ujk, Ujk+1, . . . , Ujk+k−1), 0 ≤ j < n.

Jei dydºiai Ui nepriklausomi ir tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1], tai tikimyb
e

P (Vj < x) = P (Ujk < x)·P (Ujk+1 < x)·· · ··P (Ujk+k−1 < x) = x·x·· · ··x = xk.

Taigi dydºiai V0, V1, . . . , Vn−1 pasiskirst¦ pagal d
esni� F (x) = xk, 0 ≤ x ≤ 1.
Testavimui reikia paskai£iuoti empirin¦ atsitiktinio dydºio Vj pasiskirstymo
funkcij¡ ir taikyti KS arba ω2 kriteriju�.

Vietoje dydºiu� Vj galima tikrinti dydºiu� V k
0 , V k

1 , . . . , V k
n−1 tolygum¡. Ne-

sunku parodyti, kad ²ie dydºiai tur
etu� b	uti pasiskirst¦ tolygiai intervale [0, 1].

46



4.2 Empiriniai testai 4 STATISTINIAI TESTAI

4.2.8 Kombinaciju� tikrinimas (pokerio testas)
1. Klasikiniame pokerio teste sudaroma n grupiu� po 5 skai£ius (Y5j, Y5j+1, . . . ,
Y5j+4), 0 ≤ j < n. I²skiriami 7 kombinaciju� tipai:

abcde (visi skirtingi),
aabcd (viena pora),
aabbc (dvi poros),
aaabc (trys vienos r	u²ies),
aaabb (pilnas rinkinys),
aaaab (keturi vienos r	u²ies),
aaaaa (penki vienos r	u²ies).

Su χ2 kriterijumi galima tikrinti ar kombinaciju� daºniai atitinka teorines
tikimybes.

Kad b	utu� lengvesni skai£iavimai ir paprastesnis algoritmas nustatant kom-
binacijos tip¡, testas supaprastinamas. Paliekami 5 kombinaciju� tipai:

5 skirtingi = visi skirtingi,
4 skirtingi = viena pora,
3 skirtingi = dvi poros arba 3 vienos r	u²ies,
2 skirtingi = pilnas rinkinys arba 4 vienos r	u²ies,

n
era skirtingu� = 5 vienos r	u²ies.

Testas nuo tokio jungimo beveik nepablog
eja, nes jungiamos grup
es su ma-
ºomis tikimyb
emis, o skai£iavimai ºymiai supaprast
eja.

Dydºiai Yi gali i�gyti d skirtingu� reik²miu�, tai i² viso gali b	uti d5 skirtingu�
rinkiniu� po 5. Paskai£iav¦ visu� 5 tipu� tikimybes, tur
esime

P (5 skirtingi) =
d(d− 1) . . . (d− 4)

d5
,

P (4 skirtingi) =
d(d− 1)(d− 2)(d− 3)

d5
· 10 ,

P (3 skirtingi) =
d(d− 1)(d− 2)

d5
· 25 ,

P (2 skirtingi) =
d(d− 1)

d5
· 15 ,

P (n
era skirtingu�) =
d

d5
.

Tipu� skai£iu� dar galime sumaºinti (i² esm
es nepabloginant testo) jungdami
dvi paskutines grupes, nes ju� tikimyb
es yra labai maºos.

47



4.2 Empiriniai testai 4 STATISTINIAI TESTAI

2. Bendru atveju galime nagrin
eti n grupiu� po k elementu� kiekvienoje
(Yjk, Yjk+1, . . . , Yjk+k−1), 0 ≤ j < n. Paskai£iuojama grupiu�, kuriose yra i
skirtingu� skai£iu�, skai£ius. Gauti statistiniai daºniai su χ2 kriterijaus pagalba
palyginami su teorin
emis tikimyb
emis

pi =
d(d− 1) . . . (d− i + 1)

dk
σ

(i)
k , 1 ≤ i ≤ k.

�ia σ
(i)
k yra antros r	u²ies Stirlingo skai£iai. Stirlingo skai£ius σ

(i)
k yra lygus

k elementu� aib
es skirtingu� suskaidymu� i� netu²£ius poaibius skai£iui. Jie gali
b	uti paskai£iuoti naudojant formul¦:

σ
(i)
k =

1

i!

i∑

j=1

(−1)i−jCj
i j

k .

Kadangi tikimyb
es p1 ir p2 yra labai maºos, tai ²ios dvi grup
es gali b	uti
jungiamos i� vien¡.

4.2.9 Pilno rinkinio testas
Skai£iuojama (29) sekos segmentu� Yj+1, Yj+2, . . . , Yj+k, kuriuose yra pilnas
skai£iu� nuo 0 iki d − 1 rinkinys, ilgiai. Prakti²kai tai daroma tokiu b	udu.
(29) seka suskirstoma i� segmentus

(Y0, Y1, . . . , Yj1), (Yj1+1, Yj1+2, . . . , Yj2), . . . , (Yjn−1+1, Yjn−1+2, . . . , Yjn),

kuriu� kiekviename yra skai£iu� 0, 1, . . . , d − 1 rinkinys. Nustatomi skai£iai
segmentu�, turin£iu� ilgius d, d + 1, . . . , k − 1,≥ k (k > d). Taigi atsitiktinis
dydis � segmentu� ilgis suskaidomas i� r = k − d + 1 grupiu�. Tada taikomas
χ2 kriterijus, lyginantis gautus daºnius su teorin
emis tikimyb
emis

pi =
d!

di
σ

(d−1)
i−1 , d ≤ i < k,

pk = 1− d!

dk−1
σ

(d)
k−1.

�ios tikimyb
es gaunamos remiantis gana sud
etingomis kombinatorikos for-
mul
emis. Detalesnis paai²kinimas yra knygoje [9].

4.2.10 Monotoni²kumo tikrinimas
Yra keletas monotoni²kumo tikrinimo testu�. Pora ju� detaliai apra²yti kny-
goje [9]. Jie naudoja gana sud
eting¡ matematini� aparat¡, tod
el £ia mes
paai²kinsime tik ²iu� testu� esm¦.
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1. Tarkime, duota seka, sudaryta i² 10 skaitmenu� 8 1 3 7 4 5 0 2 9 6. Sus-
kirstome sek¡ i� did
ejan£ius posekius:

| 8 | 1 3 7 | 4 5 | 0 2 | 9 | 6 | .

Gavome 6 posekius. Toliau reik
etu� nagrin
eti tu� did
ejan£iu� posekiu� ilgius.
Triju� posekiu� ilgiai lyg	us 1, dvieju� posekiu� ilgiai lyg	us 2, ir vieno posekio ilgis
lygus 3. Skirtingai negu ankstesniems testams ²iu� posekiu� ilgiams negalima
betarpi²kai taikyti χ2 kriterijaus, nes tie ilgiai n
era nepriklausomi atsitiktiniai
dydºiai. Po ilgu� posekiu� daºniau pasirodo trumpi, o po trumpu� daºniau
ilgi. Bet paskai£iavus seku� ilgiu� koreliacij¡, galima sudaryti statistik¡, kuri
pasiskirs£iusi pagal χ2 d
esni�.

Lygiai taip pat galima tirti ir sekos maº
ejan£ius posekius.
2. �ia, nei²vedin
edami matematiniu� formuliu�, pateiksime vien¡ monoto-

ni²kumo test¡, atsiºvelgianti� kartu ir i� maº
ejan£ius ir i� did
ejan£ius inter-
valus. Tegul X0, X1, . . . , Xn yra p.a.s. seka. Sudarykime n ilgio dvejetain¦
sek¡ tokiu b	udu. Kiekvienai gretimu� nariu� porai (Xi−1, Xi) priskirkime 0,
jei Xi−1 < Xi, ir 1, jei Xi−1 > Xi. Gautoje sekoje k nuliuku�, einan£iu� tarp
dvieju� vienetuku�, sudaro k ilgio nuliuku� poseki�. Lygiai taip pat sekoje yra
ir i�vairiu� ilgiu� vienetuku� posekiai. Prie posekiu� priskai£iuojami ir du dveje-
tain
es sekos galuose esantys nuliuku� ar vienetuku� posekiai. Suskai£iuokime
nuliuku� ir vienetuku� posekius, kuriu� ilgiai lyg	us 1, 2, . . . , n. Jeigu p.a.s. seka
X0, X1, . . . , Xn tikrai atsitiktin
e, nuliuku� ir vienetuku� posekiai, kuriu� ilgiai
lyg	us 1, 2, . . . , n, tur
etu� vidutini²kai pasirodyti taip:

E(skai£ius posekiu�, kuriu� ilgis = 1) =
5n + 6

12
,

E(skai£ius posekiu�, kuriu� ilgis = 2) =
11n− 3

60
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E(skai£ius posekiu�, kuriu� ilgis = k | k < n)

=
2[(k2 + 3k + 1)n− (k3 + 2k2 − 4k − 5)]

(k + 3)!
,

E(skai£ius posekiu�, kuriu� ilgis = n) =
2

(n + 1)!
.

Turint ²iuos vidurkius ir empirinius posekiu� ilgiu� pasirodymo p.a.s. sekoje
skai£ius, galima pritaikyti χ2 kriteriju�.
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8 pavyzdys Panaudodami monotoni²kumo test¡, patyrin
ekime sekos X0, X1,
. . . , X20 =

0.61 0.18 0.93 0.65 0.36 0.24
0.97 0.30 0.74 0.83 0.02
0.45 0.17 0.06 0.95 0.49
0.54 0.71 0.80 0.37 0.12

atsitiktinum¡.

Atitinkanti monotoni²kum¡ dvejetain
e seka yra

1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 .

Teoriniai vidurkiai ir empiriniai dvejetain
es sekos intervalu� ilgiu� skai£iai yra
tokie:

Posekiu� ilgis Teorinis vidurkis Empirinis skai£ius
1 ≈ 8.83 8
2 ≈ 3.62 3
3 ≈ 0.98 2

> 3 ≈ 0.24 0

�ia teorini� vidurki�

E(skai£ius posekiu�, kuriu� ilgis > 3)

paskai£iavome remdamiesi (32) formule ir

E(ilgiai > 3) = E(visi ilgiai)−E(ilgiai = 1)−E(ilgiai = 2)−E(ilgiai = 3).

Dabar galima paskai£iuoti statistik¡

χ2
20 =

(8.83− 8)2

8.83
+

(3.62− 3)2

3.62
+

(0.98− 2)2

0.98
+

(0.24− 0)2

0.24
≈ 1.49.

I² χ2 su 3 laisv
es laipsniais pasiskirstymo lentel
es randame, kad

χ2(3, 0.05) ≈ 7.8.

Taigi hipotez
es, kad seka X0, X1, . . . , X20 yra atsitiktin
e (su reik²mingumo
lygmeniu 0.05) atmesti negalime. J

3. Sekos atsitiktinumo testas taip pat gali b	uti pagri�stas bendro sekos
monotoni²kumo intervalu� skai£iaus tyrimu. Teorinis tokio skai£iaus vidurkis

(32) E(visu� monotoni²kumo intervalu� skai£ius) =
2n + 1

3
.
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Sekos atsitiktinumo hipotez
e atmetama, kai visu� monotoni²kumo intervalu�
skai£ius yra maºas. Tegul I yra visu� monotoni²kumo intervalu� skai£ius. Jei
seka tikrai atsitiktin
e, tai atsitiktinis dydis

Z :=
I − 2n + 1

3(
16n− 13

90

)1/2

yra pasiskirst¦s pagal standartini� normalu�ji� d
esni�. Taigi gali b	uti sukonstruo-
tas dar vienas monotoni²kumo tikrinimo testas.

4. Skyrelio pabaigoje pateiksime test¡, kuri� reik
etu� vadinti ne mono-
toni²kumo testu, bet testu, kuris tiria kaip daºnai p.a.s. seka ²okin
eja apie
vidurki�.

Testo esm
e tokia. P.a.s. sekai U0, U1, . . . , Un apibr
eºkime dvejetain¦ sek¡
b0, b1, . . . , bn tokiu b	udu:

bi :=

{
0, jei bi < 1/2 ,
1, jei bi > 1/2 ,

i = 0, 1, . . . , n. Toliau kaip ir ankstesniame monotoni²kumo teste skai£iuo-
jami dvejetain
es sekos intervalu� tarp gretimu� nuliuku� ir gretimu� vienetuku�
ilgiai. Jei seka U0, U1, . . . , Un tikrai atsitiktin
e, tai k ilgio intervalu� skai£iaus
vidurkis

E(skai£ius intervalu�, kuriu� ilgis = k) =
n− k + 4

2k+1
, 1 ≤ k ≤ n + 1.

Visu� intervalu� skai£iaus vidurkis

E(visu� intervalu� skai£ius) =
n + 2

2
.

Paskai£iuojama dvejetain
es sekos b0, b1, . . . , bn empiriniai k ilgio intervalu�
skai£iai. Gauti rezultatai su χ2 kriterijaus pagalba lyginami su teoriniais
vidurkiais. Labai didelis arba labai maºas intervalu� skai£ius rei²kia, kad
p.a.s. seka nepasiºymi atsitiktin
es sekos savyb
emis.

4.2.11 Gretimu� nariu� koreliacija
Statistikoje daºnai naudojamas koreliacijos koe�cientas. Tarkime, turime du
skirtingu� dydºiu� rinkinius U0, U1, . . . , Un−1 ir V0, V1, . . . , Vn−1. Ju� koreliacijos
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koe�cientas apibr
eºiamas taip:

(33) C :=
n

n−1∑
i=0

(UiVi)−
(

n−1∑
i=0

Ui

) (
n−1∑
i=0

Vi

)

√√√√
(
n

n−1∑
i=0

U2
i −

(
n−1∑
i=0

Ui

)2
) (

n
n−1∑
i=0

V 2
i −

(
n−1∑
i=0

Vi

)2
) .

Koreliacijos koe�cientas visuomet yra tarp −1 ir +1. Kai jis lygus nuliui
ar labai maºas, tai yra nuoroda i� dydºiu� Ui ir Vi nepriklausomum¡. Kai
C = ±1, tai dydºiai Ui ir Vi suri²ti tiesine priklausomybe: Vi = a + bUi,
visiems i. Jeigu tikimasi, kad dydºiai Ui ir Vi nepriklausomi, tai laukiama,
kad ju� koreliacijos koe�cientas b	utu� nedidelis.

1. Statistika
(34)

Cn :=
n(U0U1 + · · ·+ Un−2Un−1 + Un−1U0)− (U0 + U1 + · · ·+ Un−1)

2

n(U2
0 + U2

1 + · · ·+ U2
n−1)− (U0 + U1 + · · ·+ Un−1)2

yra gretimu� sekos U0, U1, . . . , Un−1 nariu� koreliacijos matas. (34) formul
e
yra (33) formul
es atskiras atvejis, vietoje sekos V0, V1, . . . , Vn−1 pa
emus sek¡
U1, U2, . . . , Un−1, U0. Gerai, kai (34) formule apibr
eºtas koreliacijos koe�cien-
tas yra maºas. Prakti²kai jis laikomas geru, kai

Cn ∈ [µn − 2σn, µn + 2σn].

�ia
µn = − 1

n− 1
, σn =

1

n− 1

√
n(n− 3)

n + 1
, n > 2 .

Fakti²kai Cn reik²m
e nurodytam intervalui turi priklausyti 95% visu� atveju�.
Pageidautina, kad p.a.s. sekoje b	utu� maºa koreliacija ir tarp nariu� Ui,

Ui+t, kai t = 1, 2, . . . Toki¡ koreliacij¡ visi²kai pakanka nagrin
eti, pavyzdºiui,
kai t ≤ 10. I²d
estytas metodas tinka ir koreliacijai tarp Ui ir Ui+t nagrin
eti.
Kuo t didesnis, tuo patenkinan£ios praktines reikmes koreliacijos koe�ciento
Cn = Cn(t) reik²m
es gali b	uti didesn
es.

2. �iame skyrelyje pateiksime dar vien¡ koreliacijos tarp nariu� Ui, Ui+t

mat¡. Visa p.a.s. seka U0, U1, U2, . . . suskirstoma i� m grupiu� po k elementu�
kiekvienoje grup
eje: (Ukj, Ukj+1, . . . , Ukj+k−1), 0 ≤ j < m − 1. Kiekvienai
grupei paskai£iuojama statistika

Ctj :=
1

k − t

k−t−1∑

i=0

Ukj+iUkj+i+t .
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Jeigu tarp Ukj+i ir Ukj+i+t n
era koreliacijos, tai dydis Cjt apytiksliai pa-
siskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni�

N

(
1

4
,

√
13k − 19t

12(k − t)

)
.

Normali²kumui patikrinti reik
etu� sudaryti empirin¦ pasiskirstymo funkcij¡ ir
naudoti KS arba ω2 kriteriju�. Gali b	uti naudojamas ir χ2 kriterijus, bet tada
reik
etu�, naudojantis normaliuoju d
esniu, paskai£iuoti teorines Ctj pakliuvimo
i� sudarytus intervalus tikimybes.

4.2.12 Posekiu� tikrinimas
Neretai modeliuose reikia ne vieno bet keleto p.a.s. rinkiniu�. Pavyzdºiui,
jeigu modelyje yra trys atsitiktiniai skai£iai X, Y, Z, tai, norint juos apibr
eºti,
reikia tris kartus generuoti p.a.s. Tokiuose taikymuose svarbu, kad geromis
atsitiktin
emis sekomis b	utu� sekos posekiai, min
etu atveju imant kas tre£i¡
generuotos sekos nari�. Tokiu atveju pakanka generuoti vien¡ p.a.s. sek¡.
Jeigu modelyje kiekvien¡ kart¡ reikia q atsitiktiniu� skai£iu�, tai su testu� pa-
galba reikia tikrinti ne pradin¦ sek¡ U0, U1, U2, . . . , o atskirai jos posekius

U0, Uq, U2q, . . . ; U1, Uq+1, U2q+1, . . . ; . . . ; Uq−1, U2q−1, U3q−1, . . .

Patirtis rodo, kad, naudojant tiesin¦ kongruentin¦ sek¡, tokiu� posekiu� charak-
teristikos prakti²kai niekada neb	una blogesn
es negu pradin
es sekos, i²skyrus
atvejus, kai skai£ius q ir tiesin
es kongruentin
es sekos modulis m turi dideli�
bendr¡ dalikli�.

I² visu� apra²ytu� empiriniu� testu� tolygumo tikrinimo ir gretimu� nariu� ko-
reliacijos tikrinimo testai patys silpniausi. Silpniausi ta prasme, kad bandy-
muose ²ie testai beveik visada duoda patenkinamus rezultatus. Palyginus
stiprus testas yra monotoni²kumo testas. Maksimumo testas irgi n
era silp-
nas testas.

4.3 Teoriniai testai
Nors kiekvien¡ p.a.s. sek¡ galima tikrinti su empiriniais testais, bet dar geriau
ºinoti i² anksto kokie bus to tyrimo rezultatai. Tokio tipo teoriniai rezultatai
leidºia geriau i�vertinti p.a.s. sekas negu empiriniai tyrin
ejimai.

�iame skyrelyje nagrin
esime tik tiesines kongruentines sekas. Rezultatai,
lie£iantys ²ias sekas, pagrindinai gaunami atliekant viso sekos periodo statis-
tin¦ analiz¦. Pavyzdºiui, tikrinant tokios sekos tolygum¡, ji visada bus labai
tolygi. Bet patikrinti vis¡ period¡ tokiais empiriniais testais kaip seriju�,
intervalu�, k
eliniu�, gretimu� nariu� koreliacijos ir kitais tikslinga.
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4.3.1 K
eliniu� testas
�is testas priklauso teoriniams testams ir skiriasi nuo toki� pat pavadinim¡
turin£io empirinio testo. Testo esm
e tokia. Jei p.a.s. seka gera, tai maºdaug
pus
e poru� (Xn, Xn+1) turi tenkinti nelygyb¦ Xn+1 < Xn.

9 teorema Tegul (X0, a, c,m) yra tiesin
e kongruentin
e seka su maksimaliu
periodu. Beto tegul d = (a− 1,m). Tuomet tikimyb
e

P (Xn+1 < Xn) =
1

2
+ r.

�ia
r =

2(c mod d)− d

2m
.

Taigi
|r| ≤ d

2m
.

I² ²ios teoremos i²plaukia, kad nelygyb
e visame Xn+1 < Xn periode pa-
sitaikys su laukiamu tikslumu kaip bepasirinktume a ir c, i²skyrus tuos atve-
jus, kai d yra didelis.

4.3.2 Gretimu� nariu� koreliacija
Gretimu� nariu� koreliacijos koe�cientas rodo ju� priklausomumo laipsni�. Jis
jau buvo apibr
eºtas (34) formul
eje.

10 teorema Tiesin
es kongruentin
es sekos (X0, a, c, m) su maksimaliu peri-
odu gretimu� nariu� koreliacijos koe�cientas

(35) C ≈ 1

a

(
1− 6

c

m
+ 6

(
c

m

)2
)

.

�ios apytiksl
es formul
es klaida yra nedidesn
e uº (a + 6)/m.

I² (35) formul
es galima padaryti kelet¡ svarbiu� i²vadu�. Pirma, reikia
vengti maºu� a reik²miu�. Antra, didel
es a reik²m
es negarantuoja, kad bus
maºa gretimu� nariu� koreliacija, nes (35) formul
es paklaida gali i²augti iki
a/m. Tre£ia, jei a ≈ √

m, tai koreliacijos koe�ciento modulis yra apr
eºtas
dydºiu 2/

√
m.

Iki ²iol mes nieko nekalb
ejome apie c parinkim¡, i²skyrus tai (ºr. 1 teo-
rem¡), kad c ir m turi b	uti tarpusavyje pirminiai. (35) lygyb
e padeda
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pasirinkti gerus c. Lygties 1 − 6x + 6x2 = 0 ²aknys yra lygios 1
2
± 1

6

√
3.

Tod
el pasirink¦ c taip, kad

(36) c

m
≈ 1

2
± 1

6

√
3 ,

gausime maº¡ koreliacijos koe�cient¡.
Pageidautina, kad p.a.s. sekoje b	utu� maºa koreliacija ir tarp Xn ir Xn+2.

Apskritai neblogai, jei koreliacija nedidel
e tarp Xn ir Xn+t, kai, sakykime,
1 ≤ t ≤ 10. Anks£iau buvo parodyta (ºr. (5) formul¦), kad

Xn+t ≡ atXn + ct mod m.

�ia
at ≡ at mod m,

ct ≡ (at − 1)c

a− 1
mod m.

Su ²iu� formuliu� pagalba galima paskai£iuoti koreliacij¡ tarp Xn ir Xn+t, jeigu
vietoje a ir c paimsime at ir ct. �inoma, ct parinkimui jau negal
esime naudoti
(36) formul
es.

4.3.3 Spektrinis testas
Tai svarbus testas 1965 m. pasi	ulytas Koveju (R.R.Coveyou) ir Makfersono
(R.D.MacPherson). �is testas geras tuo, kad visos ºinomos blogos p.a.s.
sekos buvo jo atmestos, o geros pra
ejo i²bandymus s
ekmingai. Tai, ko gero,
stipriausias ir tobuliausias i² visu� ºinomu� testu�.

Teorinis testo pagrindimas naudojasi Furje spektrine analize ir kitu sud
e-
tingu matematiniu aparatu, tod
el mes jo detaliai nenagrin
esime, tik i²d
esty-
sime kai kuriuos esminius momentus.

Testas naudojamas tiesin
es kongruentin
es sekos (X0, a, c, m) daugikliui a
parinkti.

11 teorema Tarkime, kad s1, s2, . . . , sl yra sveikieji skai£iai, |sk| ≤ m/2,
1 ≤ k ≤ l,

s(a) := s1 + s2a + s3a
2 + · · ·+ sla

l−1,

(37) νl := min∗
√

s2
1 + s2

2 + · · ·+ s2
l .

�ia * rei²kia, kad minimumas imamas pagal visus skai£iu� rinkinius (s1, s2, . . . ,
sl) 6= (0, 0, . . . , 0), tenkinan£ius s¡lyg¡ s(a) ≡ 0 (mod m). Tuomet i² tiesin
es
kongruentin
es sekos (X0, a, c, m) su maksimaliu periodu m gautos sekos

(38) X0

m
,
X1

m
,
X2

m
, . . .
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tolygaus pasiskirstymo intervale [0, 1] laipsnis toks. Jei imame l gretimu� (38)
sekos nariu�, tai tokie rinkiniai yra nepriklausomi 1/νl �tikslumu� (vidurkinant
pagal vis¡ period¡).

Surasti svarbu� tiesin
es kongruentin
es sekos skai£iu� νl n
era paprasta. I² 11
teoremos i²plaukia, kad νl nepriklauso nei nuo tiesin
es kongruentin
es sekos
pradin
es reik²m
es X0, nei nuo prieauglio c. Yra algoritmai naudojantys gana
sud
etingus algebros ir spektrin
es analiz
es dalykus, su kuriu� pagalba galima
surasti νl (ºr. [9]). Taip pat i�rodyta, kad

(39) νl ≤ γlm
1/l.

�ia γk, kai k = 1, 2, . . . , 8, i�gyja tokias reik²mes:

1, (4/3)1/4, 21/6, 21/4, 23/10, (64/3)1/12, 23/7, 21/2.

Kad geriau suprastume situacij¡, panagrin
ekime pavyzdi�.

9 pavyzdys Tegul a = 3141592621, o m = 1010. Panagrin
ekime sekos

(U0, U1, U2, . . . ) =
(

X0

m
,
X1

m
,
X2

m
, . . .

)

gretimu� nariu� nepriklausomum¡, naudodami spektrini� test¡ (11 teorema).
Naudojant sud
etingus algoritmus, galima surasti, kad

ν2 ≈ 67654,

ν3 ≈ 1017,

ν4 ≈ 250,

ν5 ≈ 42,

ν6 ≈ 23.

Tai rei²kia, kad viena po kitos einan£ios poros (i²naudojant vis¡ period¡)
(U0, U1), (U2, U3), . . . arba (U1, U2), (U3, U4), . . . yra nepriklausomos, jei ap-
siribosime tikslumu 1/67654. T.y. jei uºra²as de²imtainis, tai 4-5 ºenklai po
kablelio nepriklausomi, jei dvejetainis, tai b	utu� 16 ºenklu� po kablelio. Vienas
po kito einantys trejetai (Uk, Uk+1, Uk+2) bus nepriklausomi, jei apsiribosime
tikslumu 1/1017. Vien¡ po kito einan£ius ketvertus (Uk, Uk+1, Uk+2, Uk+3)
galima laikyti nepriklausomais, jei apsiribosime tikslumu 1/250. Penketai
nepriklausomi, apsiribojant tikslumu 1/42, o ²e²etai, jei apsiribosime tik-
slumu 1/23. J
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Net teori²kai yra sunku pasakyti, kaip parinkti pa£ius geriausius daugik-
lius a, t.y. kada νl yra maksimaliai galimi. Labai gerai, kai νl yra artimi
nurodytai (39) formul
eje ribai.

Spektrinis testas n
era grynai teorinis. Jis turi daug empirinio testo bruoºu�.
Teorinis testo pagrindas yra 11 teorema. Bruoºai, kurie bendri empiriniams
testams ir spektriniam testui yra tai, kad, naudojant algoritmus, reikia at-
likti kai kuriuos empirinius skai£iavimus. Prakti²kai, νl reikia skai£iuoti ke-
liems parinktiems a, o paskui parinkti t¡ a, kurio rodikliai geresni. Ai²ku,
parenkant a svarbiau dvejetu�, trejetu�, tik po to ketvertu�, penketu�, ²e²etu�
nepriklausomumas. Septynetu�, a²tuonetu� ar didesniu� rinkiniu� nepriklauso-
mumo laipsnis labai retai kada skai£iuojamas.

Patirtis rodo, kad daugiklis a yra neblogas, jei

Cl :=
πl/2νl

l

(l/2)! m
≥ 0.1 ,

kai l = 2, 3, 4. �ia
(

n

2

)
! =

(
n

2

) (
n

2
− 1

)
. . .

(
1

2

)√
π , kai n nelyginis.

Jei C2, C3, C4 ≥ 1, tai spektrinio testo rezultatai labai geri (a yra geras).

4.3.4 Gardelinis testas
Testas duoda labai pana²ius rezultatus kaip ir spektrinis testas bei turi ir
teoriniu� ir empiriniu� testu� bruoºu�. Testo pagrindines id
ejas i²d
estysime
trumpai. Jis taikomas tiesin
es kongruentin
es sekos daugikliams palyginti
ir parinkti t¡, kurio testo duomenys geresni. Aptarkime svarbiausius testo
momentus.

Tegul tiesin
e kongruentin
e seka (X0, a, c, m) yra maksimalaus periodo.
Tada seka X0, X1, . . . , Xm−1 perb
ega visus skai£ius nuo 0 iki m − 1. Na-
grin
ekime koordina£iu� sistem¡ xOy ir kvadrat¡ 0 ≤ x < m, 0 ≤ y < m joje.
�iame kvadrate yra m2 ta²ku�, kuriu� koordinat
es sveiki skai£iai. Nagrin
ekime
poras (Xi, Xi+1), i = 0, 1, . . . , m − 1. �ias poras galima pavaizduoti min
eto
kvadrato ta²kais. Kvadrate yra m2 sveiku� ta²ku�, o poru� i² viso turime m.
Ai²ku, kad seka X0, X1, . . . , Xm−1 tuo geresn
e, kuo labiau i²sibarst¦ ta²kai
(Xi, Xi+1).

Kadangi visi ta²kai (Xi, Xi+1) yra ant lygiagre£iu� tiesiu�, tai plok²tumoje
xOy galima gauti daug lygiagretainiu�, imant ju� vir²	un
emis ²iuos ta²kus. I²
geometriniu� samprotavimu� ai²ku, kad maºiausio tokio lygiagretainio plotas
yra m. Idealu, kai tas maºiausias lygiagretainis yra kvadratas. Tada seka
labiausiai pana²i i� atsitiktin¦.
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Jeigu nagrin
etume visu� vektoriu�, jungian£iu� ta²kus (Xi, Xi+1), aib¦, tai
²i aib
e, ai²ku, yra dvimat
e. Jei parinksime du trumpiausius vektorius, kad
jie sudarytu� baz¦, tai tie vektoriai ir bus min
eto maºiausio lygiagretainio
kra²tin
emis. Kuo lygiagretainis artimesnis kvadratui, tuo seka X0, X1, . . . ,
Xm−1 tolygiau i²sibars£iusi ir labiau atsitiktin
e. Tegul ~α1 ir ~α2 � trumpiausi
baziniai vektoriai, |~α2| ≥ |~α1|. Atsitiktinumo matu laikomas dydis

R(a) =
|~α2|
|~α1| .

�is dydis nepriklauso nuo c, o priklauso tik nuo a. Jis gali b	uti panaudotas
ir tiesin
ems kongruentin
ems sekoms ne su maksimaliu periodu, tame tarpe ir
multiplikatyviosioms kongruentin
ems sekoms. Naudojant algebros aparat¡,
galima tuos vektorius surasti. Mes neli�sime i� teorinius i²vedºiojimus, bet
pabaigai pateiksime pavyzdi�, kad b	utu� lengviau suprantama tai kas i²d
estyta.

10 pavyzdys I²tirkime tiesin¦ kongruentin¦ sek¡ (X0, a, 1, 16). Kuris i² dau-
gikliu� a = 1, a = 5, a = 9 ar a = 10 yra geriausias (gardelinio testo prasme)?
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a) a = 1 b) a = 5

c) a = 9 d) a = 13
9 pav. Gardelinio testo pavyzdys

I² 1 teoremos i²plaukia, kad tik s¡lygoje min
etiems a tur
esime tiesin¦ kon-
gruentin¦ sek¡ (X0, a, 1, 16) su maksimaliu periodu lygiu 16. Kiekvienam i²
min
etu� a pavaizduokime xOy plok²tumoje ta²kus (Xi, Xi+1), i = 0, 1, . . . , 15.
�i	ur
ekite 9 pav. Naudojantis 9 pav. nesunkiai galima surasti trumpiausius
bazinius vektorius ~α1 ir ~α2. Jie pavaizduoti paveiksl
eliuose. Paskai£iav¦
turime, kad

R(1) =

√
128√
2

= 8,
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R(5) =

√
26√
10
≈ 1.61,

R(9) =

√
34√
8
≈ 2.06,

R(13) =

√
26√
10
≈ 1.61.

Taigi vienodai geras a pasirinkimas b	utu� 5 arba 13, blogiau 9, o blogiausias
atvejis 1.

Ai²ku, kai modulis m nedidelis, nesunku nustatyti, kuris daugiklis bus
geresnis (kai m = 16, geresnis daugiklis jau matosi i² 9 pav.). Kai moduliai
m dideli, nustatyti blogus daugiklius a n
era lengvas uºdavinys. Dideliems m
surasti R(a) ir palyginti skirtingus a padeda nors ir sud
etingos bet pritaiko-
mos algebrin
es proced	uros.
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5 A.D. MODELIAVIMAS

5 I�VAIRIU� ATSITIKTINIU� DYD�IU� MODE-
LIAVIMAS

Mes jau mokame gauti tolygiai pasiskirs£iusius intervale [0, 1) atsitiktinius
dydºius U0, U1, . . . Tarkime, kad jie elgiasi taip tarsi b	utu� atsitiktiniai ir
nepriklausomai parinkti.

Praktiniams taikymams daºnai reikia kitaip pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu�
dydºiu� rinkiniu�. Mes parodysime kaip tai galima gauti. Yra daug gavimo
b	udu�. Neie²kosime geriausiu�, nes i�vertinti, kuris b	udas geresnis, b	utu� kitas
� sunkesnis uºdavinys.

5.1
Sakykime, reikia gauti atsitiktini� skai£iu� X tarp 0 ir k − 1(arba tarp 1 ir k),
i�gyjanti� visas ²itas reik²mes su vienoda tikimybe, lygia 1

k
. Pakanka paimti

(40) X = [kU ] (arba X = [kU ] + 1).

5.2
Tarkime, reikia gauti atsitiktini� dydi� X toki�, kad

X = x1 su tikimybe p1,
X = x2 su tikimybe p2,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
X = xk su tikimybe pk,

p1 + · · ·+ pk = 1. Tokiu bus dydis

(41) X =





x1, kai 0 ≤ U < p1,

x2, kai p1 ≤ U < p1 + p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk, kai p1 + · · ·+ pk−1 ≤ U < 1.

5.3 Bendri metodai tolydºiai pasiskirs£iusiems
dydºiams gauti

Sakykime, reikia gauti dydi� X, pasiskirs£iusi� pagal pasiskirstymo d
esni� F (x),
o F (x) � did
ejanti, tolydi pasiskirstymo funkcija. Tuomet egzistuoja atvirk²-
tin
e funkcija F−1. �iuo atveju dydi� X galima gauti taip:
(42) X = F−1(U).
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I² tikru�ju�,

P (X < x) = P (F−1(U) < x) = P (U < F (x)) = F (x).

Pateiksime kelet¡ ºiniu� i² tikimybiu� teorijos, kuriomis naudojantis galima
patobulinti kai kuriu� atsitiktiniu� dydºiu� gavimo proces¡.

Jeigu X1 ir X2 � du nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai su pasiskirstymo
funkcijomis F1(x) ir F2(x), tai

max(X1, X2) turi pasiskirstymo funkcij¡ F1(x) · F2(x),

min(X1, X2) turi pasiskirstymo funkcij¡ F1(x) + F2(x)− F1(x) · F2(x).

Taigi dydºiai
X =

√
U ir Y = max(U1, U2)

pasiskirst¦ vienodai. Ju� pasiskirstymo funkcija

F (x) =





0, kai x < 0,

x2, kai 0 ≤ x < 1,

1, kai x ≥ 1.

Turb	ut papras£iau, tokiu� dydºiu� gavimui naudoti antr¡ji� atveji�. Nereikia
traukti ²aknies.

Yra ir daugiau pana²iu� dalyku�, bet reikia gerai ºinoti tikimybiu� teorij¡ ir
tuo naudotis. Panagrin
ekime taip vadinam¡ sumai²ymo metod¡. Tegul

(43) F (x) = pF1(x) + (1− p)F2(x), 0 < p < 1.

Galime sumodeliuoti atsitiktini� dydi� X su pasiskirstymo funkcija F (x) taip:

X pasiskirst¦s pagal F1(x), jei U < p, ir
X pasiskirst¦s pagal F2(x), jei p ≤ U < 1.

Toliau konstruojame X, pasiskirs£iusi� jau pagal F1 ar F2, imdami kit¡ toly-
giai pasiskirs£iusi� dydi� U1. Tai padaryti lengviau, negu i² vieno dydºio U
modeliuoti X, ie²kant (43) funkcijos atvirk²tin
es funkcijos arba kokiu nors
kitu keliu, jei funkcijos F1 ir F2 yra paprastesn
es uº F .

5.4 I�vairiu� a.d.gavimas
�io skyriaus tikslas yra i²siai²kinti kaip gaunami i�vair	us a.d. i² tolygiai pa-
siskirs£iusio intervale [0, 1) a.d. U . Egzistuoja keturi pagrindiniai bendrieji
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metodai: atvirk²tiniu� transformaciju� (inverse transform) metodas, kompozi-
ciju� (composition) metodas, pri
emimo-atmetimo (acceptance-rejection) meto-
das ir tolygiu�ju� dydºiu� santykio (ratio-of-unforms) metodas. Pla£iai naudo-
jami ir i�vair	us ²iu� metodu� mi²iniai. Yra ir kitokiu� metodu�, bet jie ne tiek
daug taikomi kaip ²ie keturi metodai.

Daºnai konkre£iam a.d. gauti galima naudoti ne vien¡ metod¡, bet
parenkant metodus galima efektyviau sugeneruoti norimus a.d., t.y. per
trumpesni� laik¡, arba gauti geresni� tikslum¡, jei dydºiai generuojami apytik-
sliai, arba sutaupyti kompiuterio atminti�. Dar platesniam susipaºinimui su
i�vairiu� a.d. gavimu ºi	ur
ekite Devroye [4] ir Fishman [6].

5.5 Bendrieji a.d. gavimo metodai
5.6 Atvirk²tiniu� transformaciju� metodas
Atvirk²tiniu� transformaciju� b	udas a.d. gauti yra gana bendras, pats trumpiau-
sias ir tiesioginis.

12 teorema Tegul F (z), a ≤ z ≤ b, yra pasiskirstymo funkcija, o
(44) F−1(u) = inf{z ∈ [a, b] : F (z) ≥ u, 0 ≤ u ≤ 1}
jos atvirk²tin
e funkcija9. Tegul U yra tolygiai pasiskirst¦s a.d. intervale
[0, 1). Tada a.d.
(45) Z = F−1(U)

skirstinys yra F .
I�rodymas.

P(Z ≤ z) = P(F−1 ≤ z) = P(U ≤ F (z)) = F (z).

¤

5.6.1 Tolydieji skirstiniai
�iame skyrelyje pateiksime pagrindiniu� tolydºiu�ju� skirstiniu� atvirk²tiniu� funk-
ciju� lentel¦. Tolydiesiems skirstiniams (44) formul
e gali b	uti uºra²yta taip:

F−1(u) = min



z :

z∫

−∞
f(y)dy ≥ u, 0 ≤ u ≤ 1



 .

9�i funkcija nevisada yra atvirk²tin
e pagal atvirk²tin
es funkcijos apibr
eºim¡, bet visada
egzistuoja, kadangi (44) formul
eje imamas in�mumas.
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�ia f yra tolydºiojo skirstinio F tankio funkcija.

Skirstinys Skirstinio tankis Parametru�
kitimo sritys

F−1(u)

U(a, b)− tolygusis
intervale [a, b)

1

b− a
a ≤ z ≤ b a + (b− a)u

Be(α, 1)− beta αzα−1 α > 0

0 ≤ z ≤ 1
u1/α

Be(1, β)− beta β(1− z)β−1 β > 0

0 ≤ z ≤ 1

1− (1− u)1/β

(
arba 1− u1/β

)

E(β)

− eksponentinis
1

β
e−z/β β > 0

z ≥ 0

−β ln(1− u)

(arba − β ln u)

L(α, β)− logistinis e−(z−α)/β

β(1 + e−(z−α)/β)2

β > 0

−∞ < z < ∞ α + β ln
u

1− u

C(α, β)

− necentruotas Ko²i
β

π(β2 + (z − α)2)

β > 0

−∞ < z < ∞
α + β tan π

(
u− 1

2

)
(
arba α +

β

tan πu

)

Pa(α, β)− Pareto αβα

zα+1

α > 0

z ≥ β > 0

β/(1− u)1/α

(
arba β/u1/α

)

W(α, β)− Veibulo α

βα
zα−1e−(z/β)α α, β > 0

z ≥ 0

β(− ln(1− u))1/α

(
arba β(− ln u)1/α

)

N (µ, σ2)

− normalusis
e−(z−µ)2/2σ2

(2πσ2)−1/2

σ2 > 0

−∞ < z < ∞ µ + σH(u)

Lentel
es paskutin
eje eilut
eje, skai£iuojant normaliojo d
esnio atvirk²tin¦
funkcij¡ dydis H(u) gaunamas apytiksliai:

H(u) =
(
sign

(
u− 1

2

)) (
t− c0 + c1t + c2t

2

1 + d1t + d2t2 + d3t3

)
,

t = (−2 ln min(u, 1− u))1/2 ,

c0 = 2.515517, c1 = 0.802853, c2 = 0.010328,

d1 = 1.432788, d2 = 0.189269, d3 = 0.001308.

Apytikslio skai£iavimo absoliutin
e paklaida < 0.45× 10−3.
Tiems a.d. Z, kuriu� skirstiniu� atvirk²tin
es funkcijos gaunamos nesunkiai,

²is metodas yra gana paprastas ir tiesioginis (ta prasme, kad nereikia nieko
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daugiau). Jeigu atvirk²tin¦ funkcij¡ surasti gana sud
etinga ar i² viso negal-
ima, kartai galima naudoti apytikslio skai£iavimo metodus.

Pavyzdºiui, sugeneravus U ∈ U [0, 1), lygties

k(z) = F (z)− U = 0

z atºvilgiu sprendimui galima naudoti skaitinius metodus. Apytikslis jos
sprendinys duos reikiam¡ a.d. Z ≈ z. Jeigu z kitimo intervalas baigtinis,
tinka intervalo dalinimo pusiau metodas. Jeigu z kitimo intervalas begalinis
ir jame f(z) > 0, tai galima naudoti Niutono liestiniu� metod¡.

Tarkime F (z), a ≤ z ≤ b, yra a.d. Z tolydus skirstinys. Paimkime
modi�kuoto (restricted) (kaip ir Z, tik sukoncentruoto maºesniame intervale)
a.d. Z∗ skirstini�

F ∗(z) =
F (z)− F (a′)
F (b′)− F (a′)

a ≤ a′ ≤ z ≤ b′ ≤ b.

A.d. Z∗ lengva generuoti, jei mokame gauti a.d. Z. Pakanka a.d. U ∈ U [0, 1)
pakeisti a.d.

U ′ = F (a′) + (F (b′)− F (a′)U

ir imti
Z∗ = F−1(U ′).

5.6.2 Diskretieji skirstiniai
Apie diskre£iuosius skirstinius *** jau kalb
ejome, o dabar pateiksime lentel¦
ir algorirm¡ kaip generuoti kitus daºnai pasitaikan£ius diskre£iuosius skirs-
tinius.

Skirstinys pk = P(Z = k)
Parametru�
kitimo sritys

p0
pk+1

pk

= c(k + 1)

B(r, p)

− binominis

(
r

k

)
pk(1− p)r−k

k = 0, 1, . . . , r

r ∈ N
0 < p < 1

(1− p)r p(r − k)

(1− p)(k + 1)

Ge(p)

− geometrinis
(1− p)pk k = 0, 1, . . .

0 < p < 1
1− p p

P(λ)

− Puasono
λke−λ

k!

k = 0, 1, . . .

λ > 0
e−λ λ

k + 1
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Algoritmas 1

Tikslas: diskretaus a.d. Z, i�gyjan£io reik²mes k = 0, 1, . . . su tikimyb
emis
p0, p1, . . ., generavimas.

I�vestis: p0 ir c(k + 1) i² pateiktos lentel
es.
I²vestis: Z.
Metodas:
p ← p0, q ← p0, Z ← 0.
Generuojame a.d. U ∈ U [0, 1).
Kol U > q : Z ← Z + 1, p ← pc(Z), q ← q + p.
Atsakymas: Z.

Naudojant ²i� algoritm¡ galima gauti ir daugiau diskre£iu�ju� a.d., tame
tarpe hipergeometrini� ir neigiam¡ binomini�, ºr. Fishman [7].

Naudojant Algoritm¡ 1 galima gauti ir modi�kuotus (restricted) diskre£i-
uosius a.d. Z∗, kurie i�gyja reik²mes i² siauresn
es aib
es k′ = a′, a′ + 1, . . . , b′

su tikimyb
emis
P(Z∗ = k′) =

pk′

pa′ + · · ·+ pb′
.

�iuo atveju Algoritme 1 pradinius duomenis reik
etu� i�vesti tokius: p ←
pa′ , q ← (p0 + · · · + pa′), Z ← a′, ir generuot¡ a.d. U ∈ U [0, 1) pakeisti
a.d. (p0 + · · ·+ pa′−1) + U(pa′ + · · ·+ pb′).

Pj	uvio ta²ko (cutpoint) metodas. Min
eto Algoritmo 1 tr	ukumas,
kad a.d. reik²miu� mes ie²kome i² eil
es, did
ejimo tvarka. Jei U yra didelis
(artimas 1), tai algoritmas dirbs ilgai, paklaidos taip pat gausis didesn
es,
nes jos priklauso nuo ºingsniu� skai£iaus algoritme. Algoritmas 1 gali b	uti
pagerintas ta prasme, kad galime prad
eti proced	ur¡ ne nuo a, bet nuo ta²ku�,
kurie yra ar£iau sprendinio Z, jei skai£iuosime vidutini²kai (algoritme atliktu�
ºingsniu� vidurkio prasme).

Pj	uvio ta²ko metode a.d. reik²miu� aib
e a, a+1, . . . , b padalinama ta²kais

(46) Ij =





min(i : pa + · · ·+ pi > j
m

, a ≤ i ≤ b), j = 0, . . . ,m− 1,

b, j = m,

i� m intervalu�. Intervalai parenkami taip, kad tikimyb
es patekti i� kiekvien¡ i²
intervalu� [Ij, Ij+1) b	utu� kiek galima vienodesn
es, ≈ 1

m
, ºr. Fishman [7].

Pj	uvio ta²ko metode a.d. generavimas susideda i² dvieju� daliu�. Pirma,
generuojame U ∈ U [0, 1) ir parenkame sveik¡ skai£iu� L = [mU ]. Antra,
parenkame a.d. Z ≥ IL.
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Algoritmas 2

Tikslas: diskretaus a.d. Z, i�gyjan£io reik²mes k = a, a + 1, . . . , b su
tikimyb
emis pa, pa+1, . . . , pb, generavimas.

I�vestis: pa, . . . , pb ir I0, . . . , Im−1 i² pateiktos (46) formul
es.
I²vestis: Z.
Metodas:
Generuojame a.d. U ∈ U [0, 1).
L ← [mU ].
Z ← IL, q ← pa + · · ·+ pZ .
Kol U > q : Z ← Z + 1.
Atsakymas: Z.

5.7 Kompoziciju� metodas
Tegul a.d. Z, su reik²m
emis intervale [a, b], skirstinys F i²siskaido i� sum¡:

(47) F (z) = ω1F1(z) + · · ·+ ωrFr(z),

0 < ωi < 1, i = 1, . . . , r, ω1 + · · ·+ ωr = 1.

�ia Fi(z), i = 1, . . . , r, yra kito a.d. Zi, su reik²m
emis intervale [ai, bi] ⊂ [a, b],
skirstinys.

�iuo atveju a.d. Z generuoti gali b	uti naudojamas kompoziciju� metodas.
Jo esm
e tokia. Pirma, generuojamas a.d. Ω, i�gyjantis reik²mes 1, . . . , r su
tikimyb
emis ω1, . . . , ωr. Tarkime, Ω = I. Antra, generuojamas a.d. ZI . A.d.
Z paimamas lygus ZI ,t.y. Z = ZI .

5.7.1 I²skyrimo i� poras metodas
�iame skyrelyje pateiksime kompoziciju� metodo variant¡, i²skyrimo i� poras
(alias) metod¡, tinkanti� bet kokiam diskre£iam a.d. Z, i�gyjan£iam baigtini�
skai£iu� reik²miu� z1, z2, . . . , zn su tikimyb
emis p1, p2, . . . , pn. A.d. Z reik²miu�
aib
e uºra²oma dvieju� aibiu� s¡junga:

{z1, z2, . . . , zn} = {A1, A2, . . . , An} ∪ {B1, B2, . . . , Bn},
su priskirtomis tikimyb
emis P(Ai) > 0 ir P(Bi) = 1− P(Ai), tokiomis, kad

pi =
1

n

n∑

j=1

fj(i), fj(i) =





P(Aj), jei zi = Aj,

P(Bj), jei zi = Bj,

0 kitais atvejais.
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Taigi skirstini� F i²skaid
eme:

F (z) =
1

n
F1(z) + · · ·+ 1

n
Fn(z).

�ia Fi, a.d. Zi, i�gyjan£io reik²mes Ai, Bi su tikimyb
emis P(Ai),P(Bi), skirstinys.
Teisinga tokia teorema.

13 teorema Bet kokio diskretaus a.d., i�gyjan£io baigtini� skai£iu� n reik²miu�,
skirstinys F gali b	uti i²skaidomas i� n skirstiniu� sum¡

F (z) =
1

n
F1(z) + · · ·+ 1

n
Fn(z),

kiekvienas i² kuriu� sukoncentruotas ne daugiau kaip dviejuose ta²kuose.

Teoremos i�rodym¡ galite rasti knygoje [7]. Pateiktas i�rodymas duoda
ir algoritm¡, su kuriuo galima surasti aibes {A1, . . . , An}, {B1, . . . , Bn} ir
tikimybes P(A1), . . . ,P(An). �is algoritmas taip pat pateiktas Fishman [7].

Dabar pateiksime algoritm¡ a.d. Z, i�gyjan£iam reik²mes z1, z2, . . . , zn

su tikimyb
emis p1, p2, . . . , pn, generuoti. Naudosime i²skyrimo i� poras (alias)
metod¡ ir tarsime, kad aib
es {A1, . . . , An}, {B1, . . . , Bn} ir tikimyb
es P(A1), . . . ,P(An)
yra ºinomos.

Algoritmas 3

Tikslas: diskretaus a.d. Z, i�gyjan£io reik²mes z1, z2, . . . , zn su tikimyb
emis
p1, p2, . . . , pn, generavimas.

I�vestis: {A1, . . . , An}, {B1, . . . , Bn}, P(A1), . . . ,P(An).
I²vestis: Z.
Metodas:
Generuojame a.d. U1 ∈ U [0, 1).
I ← 1 + [nU1].
Generuojame a.d. U2 ∈ U [0, 1).
Jei U2 ≤ P(AI), Z ← AI ; antraip Z ← BI .
Atsakymas: Z.

Pabaigoje skyrelio pateiksime pora pavyzdºiu� kaip sudaryti aibes Ai, Bi

ir tikimybes P(Ai) a.d., i�gyjan£iam 6 reik²mes.
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zi pi Ai Bi P(Ai) P(Bi)

1 0.1 A1 = 1 B1 = 2 0.6 0.4

2 0.2 A2 = 2 B2 = 3 0.8 0.2

3 0.3 A3 = 4 B3 = 3 0.6 0.4

4 0.1 A4 = 5 B4 = 3 0.6 0.4

5 0.1 A5 = 3 B5 = 6 0.8 0.2

6 0.2 A6 = 6 1

Arba kitas variantas.

zi pi Ai Bi P(Ai) P(Bi)

1 0.1 A1 = 1 B1 = 2 0.6 0.4

2 0.2 A2 = 2 B2 = 6 0.8 0.2

3 0.3 A3 = 3 1

4 0.1 A4 = 4 B4 = 3 0.6 0.4

5 0.1 A5 = 5 B5 = 3 0.6 0.4

6 0.2 A6 = 6 1

5.8 Normaliai pasiskirs£iusio atsitiktinio dydºio gavi-
mas

1. Tegul, kaip visada, U1 ir U2 � nepriklausomi ir tolygiai pasiskirst¦ intervale
[0, 1) atsitiktiniai dydºiai. Tuomet atsitiktiniai dydºiai V1 = 2U1 − 1 ir V2 =
2U2 − 1 yra nepriklausomi ir tolygiai pasiskirst¦ intervale [−1, 1).

Paºym
ekime

(48) S = V 2
1 + V 2

2 .

Jeigu S ≥ 1, imkime naujus U1 ir U2 bei generuokime S i² naujo. Imkime
tik 0 ≤ S < 1.

Parodysime, kad

(49) X1 = V1

√
−2 ln S

S
, X2 = V2

√
−2 ln S

S

� nepriklausomi ir normaliai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai, t.y.

X1, X2 ∈ N(0, 1), su pasiskirstymo funkcija Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞
e− t2

2 dt.
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Pereikime prie poliniu� koordina£iu�

V1 = R cos θ, V2 = R sin θ

⇒ S = R2

⇒ X1 =
√
−2 ln S cos θ, X2 =

√
−2 ln S sin θ.

Paºym
ekime
R′ =

√
−2 ln S.

Dydºiai R ir θ yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, kintantys vienetinio
skritulio viduje, nes V1 ir V2 nepriklausomi. Tuomet R′ ir θ taip pat neprik-
lausomi. Tikimyb
e papulti ta²kui i� vienodo kampo skritulio i²pjovas vienoda
(geometrin
es tikimyb
es), tod
el θ yra tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 2π).
Tikimyb
e

P (R′ < r) = P
(√
−2 ln S < r

)
= P

(
−2 ln S < r2

)

= P

(
ln S > −r2

2

)
= P

(
S > e− r2

2

)
= P

(
R2 > e− r2

2

)

= 1− P
(
R2 ≤ e− r2

2

)
= 1− e− r2

2 ,

nes atsitiktinis dydis R2 yra tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 1). Tai lengva
i�sitikinti, paskai£iavus geometrin¦ tikimyb¦:

P
(
R2 < t

)
= P

(
R <

√
t
)

=
skritulio, su spinduliu

√
t, plotas

skritulio, su spinduliu 1, plotas =
πt

π
= t,

0 < t ≤ 1.

Taigi atsitiktinio dydºio R′ pasiskirstymo funkcija

FR′(r) := P (R′ < r) = 1− e− r2

2 , r ≥ 0.

Jau min
ejome, kad dydis θ pasiskirst¦s tolygiai intervale [0, 2π), tod
el jo
pasiskirstymo funkcija

Fθ(ϕ) := P (θ < ϕ) =
ϕ

2π
, 0 ≤ ϕ < 2π.

Dydºiai X1 ir X2 bus nepriklausomi ir pasiskirst¦ pagal N(0, 1), jei

P (X1 < x1, X2 < x2) = P (X1 < x1)P (X2 < x2) = Φ(x1)Φ(x2).
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I�sitikinsime, kad taip yra. Paskai£iuokime

P (X1 < x1, X2 < x2) = P (R′ cos θ < x1, R
′ sin θ < x2)

=
∫∫

{(r,ϕ)|r cos ϕ<x1,r sin ϕ<x2}
dFR′,θ(r, ϕ)

R′ ir θ nepriklausomi
=

∫∫

{(r,ϕ)|r cos ϕ<x1,r sin ϕ<x2}
dFR′(r) dFθ(ϕ)

=
∫∫

{(r,ϕ)|r cos ϕ<x1,r sin ϕ<x2}
re− r2

2
1

2π
dr dϕ

=


 x=r cos ϕ

y=r sin ϕ

∣∣∣∣∣∣

∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣
= r


 =

1

2π

∫∫

{(x,y)|x<x1,y<x2}
e−x2+y2

2 dx dy

=


 1√

2π

x1∫

−∞
e−x2

2 dx





 1√

2π

x2∫

−∞
e− y2

2 dy


 = Φ(x1)Φ(x2).

2. Normalu�ji� dydi� galima gauti ir kitu b	udu. Sakykime,

(50) F (x) = p1F1(x) + · · ·+ pnFn(x),

F1, . . . , Fn � pasiskirstymo funkcijos, p1+· · ·+pn = 1. Taigi F � pasiskirstymo
funkcija. Dydis X su tikimybe pi parenkamas pagal pasiskirstym¡ Fi. Tai
daroma taip:

X pasiskirst¦s pagal





F1, jei 0 ≤ U < p1,

F2, jei p1 ≤ U < p1 + p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn, jei p1 + · · ·+ pn−1 ≤ U < 1.

Perra²yta tankiams (50) lygyb
e atrodytu� taip:

f(x) = p1f1(x) + · · ·+ pnfn(x).

Tegul f(x) normalusis tankis. Paimkime n = 50 ir sukonstruokime
tankius fi(x) ir tikimybes pi. Tegul tankiai (ºr. 1 pav.) f1, . . . , f24 yra toly-
giai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� tankiai ir uºima didºi¡j¡ dali� ploto
(p1 + · · · + p24 > 0, 9). Tod
el skai£iuoti X reik²m¦ pagal pasiskirstymus
F25, . . . , F50 retai kada reik
es. Pastarieji pasiskirstymai ir daug sud
etingesni.
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-

6

p24f24 p13f13 p1f1 p12f12

1 2 36
6 6

6

p50f50

p48f48

p37f37 p25f25

p36f36

p49f49

? ?? ?

? ?

1 pav.
Jeigu pasitaiko tankiai f25, . . . , f48, tai jie paprastai kei£iami apytikriai

trikampiais tankiais (ºr. 2 ir 3 pav.). Kai tankiai trikampiai, ju� pasiskirstymo
funkcijos paprastesn
es.

HHHHHHHH

2 pav.

HHHHHHHH

3 pav.

HHHHHHHH

4 pav.

Su paskutiniais tankiais f49, f50 elgiamasi analogi²kai. Jie irgi kei£iami
trikampiais tankiais (ºr. 4 pav.).

Uºprogramuoti toki¡ proced	ur¡ gana sud
etinga. Kadangi normalusis pa-
siskirstymas labai daºnai pasitaiko, tai kompiuteryje toki¡ program¡ verta
tur
eti.

3. Normalusis atsitiktinis dydis su vidurkiu µ ir dispersija σ2, o
taip pat koreliuoti normalieji dydºiai. Dydis

(51) Y = µ + σX, X ∈ N(0, 1),

yra pasiskirst¦s pagal N(µ, σ).
Tegul dydºiai X1, X2 ∈ N(0, 1) yra nepriklausomi. Tuomet

(52) Y1 = µ1 + σ1X1, Y2 = µ2 + σ2

(
ρX1 +

√
1− ρ2X2

)
,
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yra pasiskirst¦ atitinkamai pagal N(µ1, σ1) ir N(µ2, σ2), o ju� koreliacijos ko-
e�cientas lygus ρ (jie priklausomi).

I² tikru�ju�
DY1 = σ2

1,

DY2 = σ2
2

(
ρ2DX1 +

(
1− ρ2

)
DX2

)
= σ2

2,

M
(

Y1 − µ1

σ1

· Y2 − µ2

σ2

)

= M
(
X1

(
ρX1 +

√
1− ρ2X2

))
= ρMX2

1 +
√

1− ρ2 MX1 MX2

= ρMX2
1 = ρ

(
MX2

1 − (MX1)
2
)

= ρDX1 = ρ.

5.9 Eksponentinio atsitiktinio dydºio gavimas
Jei eksponenti²kai pasiskirs£iusio atsitiktinio dydºio X vidurkis MX = 1, tai
jo pasiskirstymo funkcija F (x) = 1− e−x ir

(53) F−1(y) = − ln(1− y).

Taigi
X = − ln(1− U).

Kadangi 1− U taip pat tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1], tai galima imti

X = − ln U.

Tik reikia arba i²mesti reik²mes, kai U = 0, arba jas pakeisti reik²m
emis
U = 1.

Ir £ia galima naudoti metod¡, kuri� naudojome normaliojo atsitiktinio
dydºio atveju. Skirstini� galima i²skaidyti i� skirstiniu� sum¡.

Taip pat pasteb
ekime, jei X turi eksponentini� pasiskirstym¡ ir MX = 1,
tai

Y = µX

taip pat tur
es eksponentini� pasiskirstym¡ ir MY = µ.

5.10 Atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu� χ2 skirstini� su ν laisv
es
laipsniu� (arba ν/2 eil
es gama skirstini�), gavimas

Atsitiktinio dydºio χ2, su ν laisv
es laipsniu�, pasiskirstymo funkcija

(54) F (x) =
1

2
ν
2 Γ

(
ν
2

)
x∫

0

t
ν
2
−1e− t

2dt, x ≥ 0.
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Toki� atsitiktini� dydi� galima gauti, turint nepriklausomu� eksponenti²kai pa-
siskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� rinkini�. Be to, jeigu ν yra nelyginis skai£ius,
reikalingas nepriklausomas nuo eksponentiniu� dydºiu� atsitiktinis dydis, tur-
intis standartini� normalu�ji� skirstini�. B	utent dydis

(55) X =





2(Y1 + · · ·+ Yk), kai ν = 2k,

2(Y1 + · · ·+ Yk) + Z2, kai ν = 2k + 1,

yra pasiskirst¦s pagal χ2 d
esni� su ν laisv
es laipsniu�. �ia Y1, . . . , Yk � neprik-
lausomi eksponenti²kai pasiskirst¦ (su vidurkiu, lygiu 1) atsitiktiniai dydºiai,
o Z ∈ N(0, 1) nepriklauso nuo Yi .

Atsitiktinis dydis, turintis (54) pasiskirstymo funkcij¡, dar vadinamas
atsitiktiniu dydºiu, turin£iu ν/2 eil
es gama pasiskirstym¡.

5.11 Atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu� beta skirstini� su ν1 ir
ν2 laisv
es laipsniu�, gavimas

Atsitiktinis dydis X turi beta pasiskirstym¡ su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�, jei jo
pasiskirstymo funkcija

(56) F (x) =
Γ

(
ν1+ν2

2

)

Γ
(

ν1

2

)
Γ

(
ν2

2

)
x∫

0

t
ν1
2
−1(1− t)

ν2
2
−1dt, 0 ≤ x ≤ 1.

Taip pasiskirs£iusi� atsitiktini� dydi� X galima gauti imant

X =
Y1

Y1 + Y2

;

£ia Y1 ir Y2 � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, turintys χ2 pasiskirstym¡
atitinkamai su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�.

Kitas metodas yra teisingas visoms ν1, ν2 reik²m
ems, neb	utinai nat	ura-
liosioms. Tegul

Y1 = U
2

ν1
1 , Y2 = U

2
ν2
2 ;

£ia U1, U2 � tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1) ir nepriklausomi. Proces¡
reikia t¦sti, pakol gauname, kad Y1 + Y2 ≤ 1. Tada dydis

X =
Y1

Y1 + Y2

turi beta pasiskirstym¡ su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�.
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5.12 Atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu� F skirstini� su ν1 ir ν2

laisv
es laipsniu�, gavimas
Atsitiktinis dydis X turi F pasiskirstym¡ su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�, jei jo
pasiskirstymo funkcija

(57) F (x) =
ν

ν1
2

1 ν
ν2
2

2 Γ
(

ν1+ν2

2

)

Γ
(

ν1

2

)
Γ

(
ν2

2

)
x∫

0

t
ν1
2
−1(ν2 + ν1t)

− ν1
2
− ν2

2 dt, x ≥ 0.

Taip pasiskirs£iusi� atsitiktini� dydi� X galima gauti imant

X =
ν2Y1

ν1Y2

;

£ia Y1 ir Y2 � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, turintys χ2 pasiskirstym¡
atitinkamai su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�.

F skirstini� taip pat turi ir dydis

X =
ν2Y

ν1(1− Y )
;

£ia Y pasiskirst¦s pagal beta skirstini� su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu�.

5.13 Atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu� t skirstini� su ν laisv
es
laipsniu�, gavimas

Atsitiktinis dydis X turi t pasiskirstym¡ su ν laisv
es laipsniu�, jei jo pa-
siskirstymo funkcija

(58) F (x) =
Γ

(
ν+1
2

)

√
πν Γ

(
ν
2

)
x∫

−∞

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2

dt.

Tegul Y1 ∈ N(0, 1), o Y2 nepriklauso nuo Y1 ir pasiskirst¦s pagal χ2

skirstini� su ν laisv
es laipsniu�. Tada atsitiktinis dydis

X = Y1

√
ν

Y2

turi t pasiskirstym¡ su ν laisv
es laipsniu�.

5.14 n-mat
es sferos, su spinduliu 1, atsitiktinis ta²kas
Tegul X1, . . . , Xn ∈ N(0, 1) nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. Tuomet dy-
dis (

X1

r
, . . . ,

Xn

r

)
, r =

√
X2

1 + · · ·+ X2
n ,

yra tolygiai pasiskirst¦s n-mat
es sferos, su spinduliu lygiu 1, pavir²iuje.
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5.15 Geometrini� pasiskirstym¡ turin£iu� atsitiktiniu� dy-
dºiu� gavimas

Tegul kaºkoks atsitiktinis i�vykis i�vyksta su tikimybe p. Tikimyb
e, kad i�vykis
pirm¡kart i�vyks n-uoju bandymu, yra lygi (1 − p)n−1p. Su ²iuo atsitiktiniu
i�vykiu susiekime atsitiktini� dydi� N . Sakykime, kad atsitiktinis dydis N yra
lygus n, N = n, jei nagrin
ejamas atsitiktinis i�vykis i�vyko n-uoju bandymu.
Tuomet

(59) P (N = n) = (1− p)n−1p, n = 1, 2, 3, . . .

Atsitiktinis dydis N , i�gyjantis nat	urali¡sias reik²mes su (59) tikimyb
emis,
vadinamas atsitiktiniu dydºiu, pasiskirs£iusiu pagal geometrini� pasiskirstym¡
su parametru p, 0 < p < 1.

Geometrinis atsitiktinis dydis gaunamas su formul
es

(60) N =

⌈
ln U

ln(1− p)

⌉

pagalba.
I² tikru�ju�

P (N = n) = P

(
n− 1 <

ln U

ln(1− p)
≤ n

)

= P
(
(1− p)n ≤ U < (1− p)n−1

)
= (1− p)n−1 − (1− p)n = (1− p)n−1p.

Taigi (60) dydis pasiskirst¦s pagal geometrini� skirstini� su parametru p.

5.16 Binominiu� atsitiktiniu� dydºiu� gavimas
Tegul koks nors i�vykis i�vyksta su tikimybe p. Darome r nepriklausomu�
eksperimentu�. Tuomet tikimyb
e, kad i�vykis i�vyks n (N = n) kartu�, lygi

(61) P (N = n) = Cn
r pn(1− p)r−n.

Atsitiktinis dydis N , galintis i�gyti reik²mes n ∈ {0, 1, . . . , r} su (61) tikimy-
b
emis, vadinamas binominiu atsitiktiniu dydºiu su parametrais r ir p.

Atsitiktiniam dydºiui, kuris turi ²i� pasiskirstym¡, gauti n
era tiesioginio
metodo, kaip (60) formul
eje. Bet, kai bandymu� skai£ius r didelis, binominis
skirstinys aproksimuojamas normaliuoju N

(
rp,

√
rp(1− p)

)
.
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5.17 Puasono atsitiktiniu� dydºiu� gavimas
Nagrin
ekime tokius vienodus nepriklausomus i�vykius. Kiekvienas atskiras
i�vykis gali i�vykti bet kuriuo laiko momentu. Sakykime, kad vidutini²kai per
laiko vienet¡ i�vyksta µ i�vykiu�. Tegul N yra su ²iais atsitiktiniais i�vykiais
suri²tas atsitiktinis dydis � per laiko vienet¡ i�vykusiu� atsitiktiniu� i�vykiu�
skai£ius. Tada tikimyb
e

(62) P (N = n) =
e−µµn

n!
, n ≥ 0,

vadinama Puasono vardu ir sakoma, kad atsitiktinis dydis N yra psiskirst¦s
pagal Puasono d
esni� su vidurkiu µ.

Atsitiktinis dydis N , pasiskirst¦s pagal Puasono d
esni� su vidurkiu µ, gau-
namas tokiu b	udu. Tegul e−µ = p. Generuojame tolygiai intervale [0, 1)
pasiskirs£iusi� atsitiktini� dydi� U1.

Jei U1 < p, tai N = 0.

Jei U1 ≥ p, tai generuojame U2.

Jei U1U2 < p, tai N = 1.

Ir t.t.
Jei U1 ≥ p, U1U2 ≥ p, . . . , U1U2 . . . Un ≥ p, tai generuojame Un+1.

Jei U1U2 . . . Un+1 < p, tai N = n.

Ir t.t.
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I² tikru�ju�

P (N = n)

= P (U1 ≥ p, U1U2 ≥ p, . . . , U1U2 . . . Un ≥ p, U1U2 . . . UnUn+1 < p)

= P

(
U1 ≥ p, U2 ≥ p

U1

, . . . , Un ≥ p

U1 . . . Un−1

, Un+1 <
p

U1 . . . Un

)

=

1∫

p

du1

1∫

p
u1

du2 . . .

1∫

p
u1...un−1

dun

p
u1...un∫

0

dun+1

= p

1∫

p

1

u1

du1

1∫

p
u1

1

u2

du2 . . .

1∫

p
u1...un−1

1

un

dun

= p

1∫

p

1

u1

du1

1∫

p
u1

1

u2

du2 . . .

1∫

p
u1...un−2

1

un−1

ln
u1 . . . un−1

p
dun−1

= p

1∫

p

du1

u1

1∫

p
u1

du2

u2

. . .

1∫

p
u1...un−3

dun−2

un−2

1∫

p
u1...un−2

ln
u1 . . . un−1

p
d ln

u1 . . . un−1

p

=
p

2

1∫

p

du1

u1

1∫

p
u1

du2

u2

. . .

1∫

p
u1...un−3

(
ln

u1 . . . un−2

p

)2 dun−2

un−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

=
p

(n− 2)!

1∫

p

du1

u1

1∫

p
u1

(
ln

u1u2

p

)n−2 du2

u2

=
p

(n− 1)!

1∫

p

(
ln

u1

p

)n−1 du1

u1

=
p

n!

(
ln

1

p

)n

=
e−µ

n!
µn.

Taigi atsitiktinis dydis N turi Puasono skirstini� su vidurkiu µ.
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6 MGMK

6 Markovo grandiniu� Monte Karlo metodas
6.1 I�vadas i� MGMK metod¡
Markovo grandin
es yra atsitiktiniu� procesu� klas
e, pasiºyminti savybe: "mem-
oryless property" � "procesai, kuriuose pamir²ta praeitis" � viskas priklauso
tik nuo esamos proceso b	usenos. Tokius procesus nagrin
eja Markovo teorija
� viena i² ²iuolaikin
es tikimybiu� teorijos pagrindiniu� sri£iu�. �ios srities ne-
gali nestudijuoti tie studentai, kurie uºsiimin
es atsitiktiniu� algoritmu� dizainu
ir taikymais. Markovo grandin
es yra pagrindin
e sud
etin
e tokiu� algoritmu�
dalis. Fakti²kai kiekvienas atsitiktinis algoritmas gali b	uti traktuojamas kaip
Markovo grandin
e (MG).

Dabar pateiksiu kelet¡ uºdaviniu�, kuriu� sprendimui gali b	uti s
ekmingai
taikomas Markovo grandiniu� Monte Karlo metodas.

11 pavyzdys Keliaujan£io pirklio uºdavinys. I�sivaizduokime, kad
pirklys gyvena viename mieste ir turi aplankyti daug kitu� miestu�, o po
to gri�ºti namo. Kokia tvarka jis turi keliauti, kad bendras atstumas,
kuri� jis nukeliauja, b	utu� trumpiausias?

12 pavyzdys Grafo dalinimas pusiau. Tarkime, turime graf¡,
kurio vir²	uniu� aib¦ V sudaro 2k vir²	uniu�. Grafo vir²	uniu� aib¦ V
reikia padalyti i� dvi lygias dalis V1 ir V2, turin£ias po k vir²	uniu�, kad
briaunu�, jungian£iu� vir²	unes, viena i² kuriu� yra aib
eje V1, o kita aib
eje
V2, skai£ius b	utu� minimalus. �is uºdavinys yra, pavyzdºiui, svarbus
projektuojant internetines priemones. V gal
etu� b	uti aib
e visu� tinklo
puslapiu�, kuriuose yra surastas pasirinktas konkretus ºodis. Briaunos
reik²tu� nuorodas i² vieno puslapio i� kit¡. Tuomet V1 ir V2 tur
etu� b	uti
svarbus aib
es V i²skaidymas i� dalis (²iuo atveju tikslinga atsisakyti
reikalavimo, kad V1 ir V2 yra vienodo dydºio aib
es). Pavyzdºiui, jeigu
ie²komas ºodis yra "football", tai galima tik
etis, kad aib
eje V1 bus pus-
lapiai daugiausia apie amerikieti²k¡ futbol¡, o aib
eje V2 bus puslapiai
daugiausia apie m
eg
eji²k¡ futbol¡.

6.2 Kai kas i² tikimybiu� teorijos
Sakome, kad atsitiktiniai dydºiai X1, X2, . . . yra nepriklausomi ir vien-
odai pasiskirst¦ (n.v.p.), jei

• jie yra nepriklausomi:

P(Xi < x,Xj < y) = P(Xi < x)P(Xj < y) ∀i, j ir ∀x, y;
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• turi vienodus skirstinius:

P(Xi < x) = P(Xj < x) ∀i, j ir ∀x.

Tegul Xn � atsitiktinio dydºio X reik²m
e diskre£iu laiko momentu n =
1, 2, . . . Tuomet seka (X1, X2, . . . ) vadinama atsitiktiniu procesu arba
stochastiniu procesu.

6.3 Markovo grandin
es
Prad
ekime nuo paprasto pavyzdºio. Sakykime, mieste A gatv
es sudaro kvadrat¡,
t.y. yra keturios gatv
es ir keturios sankryºos�kampai (ºr. 1 pav.). Paºym
ekime
tas sankryºas v1, v2, v3, v4. Tarkime, kad pradiniu 0-iu laiko momentu keleivis
stovi gatviu� kampe v1. Jis meta monet¡, ar eiti keliu pagal laikrodºio rodykl¦
(kai pasirodo herbas), ar eiti keliu prie² laikrodºio rodykl¦ (kai pasirodo
skai£ius). Per laiko vienet¡ jis pereina vis¡ gatv¦ ir atsiduria arba vir²	un
eje
v2, arba v4. Tada jis v
el meta monet¡, ir priklausomai nuo to, pasirodo herbas
ar skai£ius, jis eina keliu, pasirinktu laikrodºio rodykl
es kryptimi, arba keliu,
pasirinktu prie² laikrodºio rodykl¦. Ir t.t. Jis meta monet¡ laiko momentais
2, 3, . . . ir priklausomai nuo to pasirenka gatv¦ laikrodºio rodykl
es kryptimi
arba prie² laikrodºio rodykl¦.

Tegul Xn ºymi gatviu� kampo, kuriame yra keleivis, indeks¡ n-uoju laiko
momentu. Taigi (X0, X1, . . . ) yra atsitiktinis procesas, priimantis reik²mes
i² aib
es {1, 2, 3, 4}. Kadangi keleivis 0-iu laiko momentu stovi sankryºoje v1,
tai

P(X0 = 1) = 1.

Toliau su tikimybe 1
2
jis nueis i� sankryº¡ v2 ir su tokia pat tikimybe i� sankryº¡

v4. Taigi

(63) P(X1 = 2) =
1

2
ir P(X1 = 4) =

1

2
.

Apskai£iuoti Xn skirstini�, kai n ≥ 2, reikia ²iek tiek daugiau pastangu�.
Apskai£iuosime v
eliau. O dabar panagrin
ekime s¡lygines tikimybes. Tarkime,
kad n-uoju laiko momentu keleivis stovi sankryºoje v2. Tuomet mes turime
dvi s¡lygines tikimybes:

P(Xn+1 = v1 |Xn = v2) =
1

2

ir
P(Xn+1 = v3 |Xn = v2) =

1

2
,
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nes jas apibr
eºia monetos sankryºoje v2 metimas. Fakti²kai mes gauname
tas pa£ias s¡lygines tikimybes, kai i²ra²ome vis¡ proceso istorij¡:

P(Xn+1 = v1 |X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = v2) =
1

2

ir
P(Xn+1 = v3 |X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = v2) =

1

2

bet kokiam i0, i1, . . . , in−1 rinkiniui. Taip yra tod
el, kad monetos metimas
n-uoju laiko momentu nepriklauso nuo visu� ankstesniu� monetos metimu�,
taigi nepriklauso nuo (X0, . . . , Xn−1). Toks rei²kinys vadinamas rei²kiniu,
neturin£iu atminties (pamir²tama praeitis), o tokia savyb
e � Markovo
savybe: dydis Xn+1, gautas paºingsniui kaip sekos X0, X1, . . . , Xn sekan-
tis narys, priklauso tik nuo Xn. Kitais ºodºiais sakant, prognozuojant kas
atsitiks "rytoj" (laikas n+1), mums uºtenka nagrin
eti tik kas atsitinka "²ian-
dien", o "praeitis" (laikai 0, 1, . . . , n− 1) neduoda jokios papildomos naudin-
gos informacijos.

Kitas i�domus ²io atsitiktinio proceso bruoºas yra, kad Xn+1 s¡lyginis
skirstinys, kai Xn = v2 (tarkime), yra toks pat visiems n (t.y. tod
el, kad
keleivio sprendimas kur eiti yra parenkamas taip pat bet kuriuo laiko mo-
mentu). Tokia savyb
e vadinama laiko homogeni²kumu arba tiesiog ho-
mogeni²kumu.

Pereikime prie bendro apibr
eºimo.

1 apibr
eºimas Tegul P yra k × k matrica su elementais {Pi,j : i, j =
1, . . . , k}. Atsitiktinis procesas (X0, X1, . . . ) su baigtine b	usenu� aibe S =
{s1, . . . , sk} vadinamas (homogenine) Markovo grandine su per
ejimo
matrica P, jei ∀n, ∀ i, j ∈ {1, . . . , k} ir ∀ i0, . . . , in−1 ∈ {1, . . . , k} teisinga
lygyb
e

P(Xn+1 = sj |X0 = si0 , X1 = si1 , . . . , Xn−1 = sin−1 , Xn = si)

= P(Xn+1 = sj |Xn = si) = Pi,j.

Per
ejimo matricos P elementai yra vadinami per
ejimo tikimyb
emis.
Per
ejimo tikimyb
e Pi,j yra s¡lygin
e tikimyb
e: "rytoj" pereiti i� b	usen¡ sj,
jei "²iandien" esama b	usenoje si. �odis homogenin
e daºnai praleidºiamas,
bet turimas galvoje, kai kalbama apie Markovo garndines (MG). Pavyzdºiui,
keleivio klaidºiojimas gatv
emis (ankstesniame pavyzdyje) yra Markovo grandin
e
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su b	usenu� aibe {1, . . . , 4} ir per
ejimo matrica

P =




0 1
2

0 1
2

1
2

0 1
2

0

0 1
2

0 1
2

1
2

0 1
2

0




.

Kiekviena per
ejimo matrica turi tenkinti dvi savybes:

(64) Pi,j ≥ 0 ∀ i, j ∈ {1, . . . , k}

ir

(65)
k∑

j=1

Pi,j = 1 ∀i ∈ {1, . . . , k}.

Savyb
e (64) rei²kia tik, kad tikimyb
es yra visuomet neneigiamos, o (65)
savyb
e, kad tikimybiu� suma yra lygi 1, t.y.

P(Xn+1 = s1 |Xn = si) + P(Xn+1 = s2 |Xn = si) + . . .

+ P(Xn+1 = sk |Xn = si) = 1.

Dabar panagrin
ekime kit¡ svarbi¡ Markovo grandiniu� charakteristik¡ �
pradini� skirstini�, kuris pasako kaip MG startuoja. Pradinis skirstinys yra
pateikiamas kaip vektorius�eilut
e:

µ(0) = (µ
(0)
1 , µ

(0)
2 , . . . , µ

(0)
k ) = (P(X0 = s1),P(X0 = s2), . . . ,P(X0 = sk)).

Kadangi µ(0) yra tikimybinis skirstinys, tai
n∑

i=1

µ
(0)
i = 1.

Keleivio klaidºiojimo atveju turime

µ(0) = (1, 0, 0, 0),

nes P(X0 = 1) = 1.
Analogi²kai vektoriais�eilut
emis µ(1), µ(2), . . .paºym
ekime MG skirstinius

laiko momentais 1, 2, . . . Tuomet tur
esime, kad

µ(n) = (µ
(n)
1 , µ

(n)
2 , . . . , µ

(n)
k ) = (P(Xn = s1),P(Xn = s2), . . . ,P(Xn = sk)).
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Keleivio pavyzdyje i² (63) lygybiu� i²plaukia, kad

µ(1) =
(
0,

1

2
, 0,

1

2

)
.

I² tikru�ju�, jei pradinis skirstinys µ(0) ir per
ejimo matrica P yra ºinomi, tai
galima surasti skirstinius µ(1), µ(2), . . . tiesiog dauginant matricas.

14 teorema Tegul

(X0, X1, . . . ) − Markovo grandin
e,
{s1, . . . , sk} − MG b	usenu� aib
e,

µ(0) − pradinis skirstinys,
P − per
ejimo matrica.

Tuomet Markovo grandin
es skirstinys n-uoju laiko momentu

(66) µ(n) = µ(0)Pn.

I�rodymas Tegul n = 1. Tuomet

µ
(1)
j = P(X1 = sj) =

k∑

i=1

P(X0 = si, X1 = sj)

=
k∑

i=1

P(X0 = si)P(X1 = sj |X0 = si) =
k∑

i=1

µ
(0)
i Pi,j = (µ(0)P)j, j = 1, . . . , k.

�ia (µ(0)P)j ºymi vektoriaus�eilut
es µ(0)P j-¡ji� element¡. Taigi µ(1) = µ(0)P.
Lygyb
es (66) i�rodymui bendruoju ayveju naudosime indukcijos metod¡.

Fiksuokime m ir tarkime, kad (66) lygyb
e teisinga, kai n = m. Kai n = m+1,
turime

µ
(m+1)
j = P(Xm+1 = sj) =

k∑

i=1

P(Xm = si, Xm+1 = sj)

=
k∑

i=1

P(Xm = si)P(Xm+1 = sj |Xm = si) =
k∑

i=1

µ
(m)
i Pi,j = (µ(m)P)j.

Taigi µ(m+1) = µ(m)P. Bet pagal indukcin¦ prielaid¡ µ(m) = µ(0)Pm. Tod
el

µ(m+1) = µ(m)P = µ(0)PmP = µ(0)Pm+1.

Teorema i�rodyta. ¤
Dabar panagrin
ekime kelis pavyzdºius.
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13 pavyzdys V (vidutinio pagal giedras ir apsiniaukusias dienas)
miesto oras. Kartais tvirtinama, kad geriausia sp
eti rytojaus or¡
yra teigti, kad jis bus toks pat kaip ²iandien (geriau negu pasitik
eti
sinoptiku� prognoze?). Jeigu mes tarsime, kad toks pasakymas korek-
ti²kas, tai gal
esime pateikti oro modeli� kaip MG. Paprastumui sakykime,
kad oras yra tik dvieju� tipu�: arba lyja, arba giedra. Jeigu m	usu� tvir-
tinimas yra teisingas 75% atveju� (nepaisant koks ²iandien oras, ar lyja,
ar giedra), tai turime or¡ atitinkan£i¡ MG su b	usenu� aibe S = {s1, s2}
(s1 = ”lyja”, s2 = ”giedra”) ir per
ejimo matrica

P =

(
0, 75 0, 25
0, 25 0, 75

)
.

Pasteb
ekime, kad 13 pavyzdyje yra visi²ka simetrija tarp "lyja" ir "giedra",
ta prasme, kad tikimyb
e, jog oras liks toks pat ar pasikeis, nepriklauso
nuo pa£io oro. Ai²ku, kad tokiame mieste tur
etu� maºdaug vienodai b	uti
ir lietingu�, ir giedru� dienu�.

14 pavyzdys G (giedro) miesto oras. Miestui G palikime t¡ pa£i¡
b	usenu� aib¦ S = {s1, s2} kaip ir miestui V , o per
ejimo matric¡ pakeiski-
me tokia:

P =

(
0, 5 0, 5
0, 1 0, 9

)
,

kadangi ji labiau tinkama miestui, kuriame daug giedru� dienu�.

1 uºdavinys Sumodeliuokite MG L (lietingo) miesto orui.

15 pavyzdys Internetas � Markovo grandin
e. Tarkime, kad mes
nar²ome po internet¡ ir kiekvien¡ kart¡, kai atsiver£iame nauj¡ puslapi�,
paspaudºiame nuorod¡ prie² tai atverstame puslapyje. Nuorodas spau-
dºiame atsitiktinai (ir tolygiai, t.y. visoms puslapyje esan£ioms nuoro-
doms paspausti tikimyb
e vienoda). Jei Xn rei²kia viet¡ internete po n
paspaudimu�, tai (X0, X1, . . . ) gali b	uti apra²ytas kaip MG su b	usenu�
aibe S, lygia visu� tinklo puslapiu� internete aibei, ir per
ejimo matrica
P su tikimyb
emis

Pi,j =





1
di

, jei puslapis si turi nuorod¡ i� puslapi� sj ,

0 kitais atvejais;

£ia di � nuorodu� skai£ius puslapyje si. Kad ²i MG b	utu� visi²kai
apibr
eºta, numatomas ir atvejis, kai puslapis si visai neturi nuorodu�.
�iuo atveju Pi,i = 1, o Pi,j = 0, kai i 6= j. Toks atvejis rei²kia, kad
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atsid	ur¦ tokiame puslapyje toliau negal
esime niekur eiti. �i MG yra
labai sud
etinga (ypa£ palyginus su 13 ir 14 pavyzdºiais). Bet i�vedus
eil¦ supaprastinimu� galima gauti i�vairiu�, i�domiu� ir naudingu� i²vadu�.

�is modelis yra nagrin
etas literat	uroje. I� modeli� galima i�traukti ir
klavi²o "atgal" panaudojim¡. �iuo atveju procesas (X0, X1, . . . ) jau
nebebus MG, kadangi tai kas atsitinka paspaudus klavi²¡ "atgal" laiko
momentu n jau priklauso ir nuo praeities, t.y. nuo X0, . . . , Xn−1. Bet
ir toks modelis gali b	uti nagrin
ejamas naudojant MG teorij¡.

Patogus b	udas pavaizduoti MG yra per
ejimo grafas. Per
ejimo graf¡ su-
daro mazgai, atitinkantys MG b	usenas, ir rodykl
es tarp mazgu�, atitinkan£ios
per
ejimo tikimybes. Papras£iausia tai paai²kinti pavyzdºiais (ºr. x, y ir z
pav.).

Visuose pateiktuose pavyzdºiuose, o taip pat ir 1 apibr
eºime taisykl
e,
gaunant Xn+1 i² Xn, nesikei£ia kei£iantis laikui. Kai kuriose situacijose vaiz-
das bus realesnis, jei ²i taisykl
e keisis kei£iantis laikui. Taip mes pereitume
prie nehomogenin
es Markovo grandin
es.

2 apibr
eºimas Tegul P(1),P(2), . . . � k× k matricu�, tenkinan£iu� (64) ir (65)
s¡lygas, seka. Atsitiktinis procesas (X0, X1, . . . ) su baigtine b	usenu� aibe S =
{s1, . . . , sk} vadinamas nehomogenine Markovo grandine su per
ejimo
matricomis P(1),P(2), . . ., jei ∀n, ∀ i, j ∈ {1, . . . , k} ir ∀ i0, . . . , in−1 ∈ {1, . . . , k}
turime, kad

P(Xn+1 = sj |X0 = si0 , X1 = si1 , . . . , Xn−1 = sin−1 , Xn = si)

= P(Xn+1 = sj |Xn = si) = P
(n+1)
i,j .

16 pavyzdys Modi�kuotas V miesto oro modelis. Yra daug
keliu� 13 pavyzdyje pateikt¡ modeli� padaryti realisti²kesni�. Vienas ke-
lias b	utu� atsiºvelgti i� metu� laikus: kai prognozuojamas rytojaus oras
netaip pat, jei ²iandien "sausis" ar "liepa". Tod
el praple£iame b	usenu�
aib¦ S = {s1, s2, s3}; £ia s1 ="lietus", s2 ="giedra", s3 ="sniegas".
Tegul

Pvasara =




0, 75 0, 25 0
0, 25 0, 75 0
0, 5 0, 5 0


 ir Pºiema =




0, 75 0, 25 0
0, 25 0, 75 0
0, 5 0, 5 0


 .

Taip pat tarkime, kad oras kei£iasi geguº¦�rugs
eji� pagal Pvasara ma-
tric¡, o spali��balandi� pagal Pºiema matric¡. Tur
esime nehomogenin¦
MG. Pasteb
ekime, kad geguº¦�rugs
eji� modelis lieka toks pat kaip 13
pavyzdyje, i²skyrus geguº
es 1 d., nes ²i¡ dien¡ dar gali pasnigti.
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Dabar pateiksime 14 teoremos apibendrinim¡ nehomogenin
ems MG. Rem-
damiesi ²ia teorema gal
esime paskai£iuoti nehomogenin
es MG skirstinius
µ(1), µ(2), . . . laiko momentais 1, 2, . . ., kai duotas pradinis skirstinys µ(0) ir
per
ejimo matricos P(1),P(2), . . .

15 teorema Tegul

(X0, X1, . . . ) − nehomogenin
e Markovo grandin
e,
{s1, . . . , sk} − MG b	usenu� aib
e,

µ(0) − pradinis skirstinys,
P(1),P(2), . . . − per
ejimo matricos.

Tuomet nehomogenin
es Markovo grandin
es skirstinys n-uoju laiko momentu

µ(n) = µ(0)P(1)P(2) . . .P(n).

6.4 Markovo grandin
es modeliavimas
Prad
ekime nuo melagingo teiginio:

Dauguma programavimo kalbu� turi generatorius, kurie sugeneruoja
nepriklausomu� ir tolygiai pasiskirs£iusiu� intervale [0, 1] atsitiktiniu�
dydºiu� sek¡ U0, U1, . . .

Tai yra melas d
el dvieju� prieºas£iu�.

1. Seka U0, U1, . . ., gauta generatoriaus n
era tolygiai pasiskirs£iusi inter-
vale [0, 1]. Paprastai ²ie skai£iai turi baigtini� dvejetaini� (ar de²imtaini�)
skleidini�, ir d
el to yra racional	us. Prie²ingai, galima i�rodyti, kad atsi-
tiktinis dydis, kuris tikrai tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 1] (fakti²kai
net bet kuris tolydus atsitiktinis dydis) yra iracionalus su tikimybe 1.

2. Seka U0, U1, . . . n
era atsitiktin
e, kadangi ji gauta determinuotos proced	u-
ros pagalba. D
el ²ios prieºasties atsitiktiniu� skai£iu� generatoriai kartais
vadinami (ir tai tiksliau) pseudoatsitiktiniu� skai£iu� generatoriais.

Pirmoji prieºastis n
era jau tokia svarbi problema, nes skai£iu� dvejetain
es ar
de²imtain
es i²rai²kos yra gana ilgos (sakykime, 32 bitu�). Per de²imtme£ius
daug pastangu� i�d
eta i� (pseudo)atsitiktiniu� skai£iu� generatoriu� suk	urim¡, kurie
generuoja skai£ius kiek galima pana²esnius i� tikruosius nepriklausomus ir
tolygiai pasiskirs£iusius intervale [0, 1]. �iandien yra sukurti generatoriai,
kurie ²i¡ prieºasti� padaro nereik²ming¡. D
el to mes darysime nekorekti²k¡
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prielaid¡, kad generuoti dydºiai U0, U1, . . . yra nepriklausomi ir tolygiai pa-
siskirst¦ intervale [0, 1] atsitiktiniai dydºiai. Bet taip pat tur
esime galvoje,
kad ²ie dydºiai gali b	uti potencialus klaidu� ²altinis sukurtuose kompiuterini-
uose modeliuose.

Bet gri�ºkime prie skyrelio temos. Mums reikia sugeneruoti Markovo
grandin¦ (X0, X1, . . . ), su duota b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk}, pradiniu skirs-
tiniu µ(0) ir per
ejimo matrica P. Pagrindinis ingredientas, kaip skaitytojas jau
gali nusp
eti, yra atsitiktiniai dydºiai U0, U1, . . . Taip pat kiti pagrindiniai in-
gredientai yra dvi funkcijos, vadinamos inicijuojan£ia (initiation) funkcija
ir duomenu� atnaujinimo (update) funkcija.

Inicijuojanti funkcija ψ : [0, 1] → S yra naudojama pradinio MG dydºio
X0 generavimui. Ji turi tenkinti du reikalavimus:

(A) ψ yra laiptuota funkcija, t.y. intervalas [0, 1] gali b	uti i²skaidytas i�
baigtini� skai£iu� intervaliuku�, kuriuose ψ yra konstanta;

(B) ∀s ∈ S bendras intervaliuku�, kuriuose ψ(x) = s, ilgis yra lygus µ(0)(s).

Savyb
e (B) gali b	uti uºra²yta ir ²iek tiek formaliau:

(67)
1∫

0

I{ψ(x)=s}dx = µ(0)(s) ∀s ∈ S.

�ia I{ψ(x)=s} : [0, 1] → {0, 1} yra vadinamas aib
es {ψ(x) = s} indikatoriumi
ir apibr
eºiamas lygybe:

I{ψ(x)=s} =





1, jei ψ(x) = s,

0 kitais atvejais.

Kai jau turime funkcij¡ ψ ir skai£iu� U0, galime generuoti X0. Tiesiog pakanka
paimti X0 = ψ(U0). I² tikru�ju�, ²itaip apibr
eºtas X0 turi reikaling¡ skirstini�,
nes

P(X0 = s) = P(ψ(U0) = s) = (intervalu�, kuriuose ψ(x) = s, bendras ilgis)

=

1∫

0

I{ψ(x)=s}dx = µ(0)(s) ∀s ∈ S.
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Inicijuojan£i¡ funkcij¡ nesunku parinkti. Pavyzdºiui, galima paimti, kad
ir toki¡:

ψ(x) =





s1, kai x ∈
[
0, µ(0)(s1)

)
,

s2, kai x ∈
[
µ(0)(s1), µ

(0)(s1) + µ(0)(s2)
)
,

. . .

si, kai x ∈
[∑i−1

j=1 µ(0)(sj),
∑i

j=1 µ(0)(sj)
)
,

. . .

sk, kai x ∈
[∑k−1

j=1 µ(0)(sj), 1
]
.

Savyb
e (A) £ia yra akivaizdi, o (B) savyb
e lengvai patikrinama.
Dabar ºinome kaip generuoti dydi� X0. Jei ºinotume kaip generuoti Xn+1

kiekvienam n (turint Xn), gal
etume ²i¡ proced	ur¡ iteraciniu b	udu pritaikyti
visai grandinei (X0, X1, . . . ). Kad gautume Xn+1 tur
edami Xn, panaudosime
atsitiktini� dydi� Un+1 ir duomenu� atnaujinimo funkcij¡ φ : S × [0, 1] →
S. Pana²iai kaip ir inicijuojan£iai funkcijai ψ reikia, kad φ patenkintu� du
reikalavimus. B	utent,

(C) kiekvienam �ksuotam si funkcija φ(si, x) yra laiptuota funkcija x atºvil-
giu;

(D) kiekvienai �ksuotai porai si, sj ∈ S bendras intervaliuku�, kuriuose
φ(si, x) = sj, ilgis yra lygus Pi,j, arba, naudojant indikatoriu� ir in-
tegral¡, tai ekvivalentu uºra²ymui:

1∫

0

I{φ(si,x)=sj}dx = Pi,j ∀si, sj ∈ S.

Jei duomenu� atnaujinimo funkcija φ tenkina (C) ir (D) reikalavimus, tai
pakanka paimti

Xn+1 = φ(Xn, Un+1).

�itaip apibr
eºtas Xn+1 pasiskirst¦s taip kaip reikia, nes

P(Xn+1 = sj |Xn = si) = P(φ(Xn, Un+1) = sj |Xn = si)

= P(φ(si, Un+1) = sj) = (intervalu�, kuriuose φ(si, x) = sj, bendras ilgis)

=

1∫

0

I{φ(si,x)=sj}dx = Pi,j ∀si, sj ∈ S.
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Belieka sukonstruoti konkre£i¡ duomenu� atnaujinimo funkcij¡. Tai n
era
sunku. Tokia funkcija, pavyzdºiui, gal
etu� b	uti funkcija, ∀si ∈ S apibr
eºta
taip:

(68) φ(si, x) =





s1, kai x ∈ [0, Pi,1) ,

s2, kai x ∈ [Pi,1, Pi,1 + Pi,2) ,

. . .

sj, kai x ∈
[∑j−1

l=1 Pi,l,
∑j

l=1 Pi,l

)
,

. . .

sk, kai x ∈
[∑k−1

l=1 Pi,l, 1
]
.

Savyb
e (C) yra akivaizdi, o (D) savyb
e lengvai patikrinama.
Taigi mes turime visk¡ ko reikia MG generuoti. Sukonstrav¦ inicijuojan£i¡

ir duomenis atnaujinan£i¡ funkcijas, i² sugeneruotos nepriklausomu� ir tolygiai
pasiskirs£iusiu� intervale [0, 1] dydºiu� sekos U0, U1, . . . galime gauti MG:

X0 = ψ(U0),

X1 = φ(X0, U1),

X2 = φ(X1, U2),

X3 = φ(X2, U3)

ir t.t.
Paºi	ur
ekime kaip visa tai veikia paprastame pavyzdyje.

17 pavyzdys V miesto oro generavimas. Nagrin
ekime 13 pavyzdºio
MG, kurios b	us
enu� aib
e S = {s1, s2}, s1 = ”lietus”, s2 = ”giedra”, o
per
ejimo matrica

P =

(
0, 75 0, 25
0, 25 0, 75

)
.

Tarkime, MG prasideda lietinga diena, t.y. µ(0) = (1, 0). Kad sug-
eneruotume ²i¡ MG, naudodami auk²£iau apra²yt¡ schem¡, inicijuo-
jan£i¡ funkcij¡ imame toki¡:

ψ(x) = s1 ∀x,

o duomenis atnaujinan£i¡ funkcij¡ apibr
eºt¡ taip:

φ(s1, x) =





s1, kai x ∈ [0, 0.75),

s2, kai x ∈ [0.75, 1],
φ(s2, x) =





s1, kai x ∈ [0, 0.25),

s2, kai x ∈ [0.25, 1].
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�io skyrelio pabaigoje parodysime, kaip i²d
estytas metodas gali b	uti pri-
taikytas nehomogeninei MG generuoti. Tegul (X0, X1, . . . ) yra nehomogenin
e
MG su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk}, pradiniu skirstiniu µ(0) ir per
ejimo
matricomis P(1),P(2), . . . Inicijuojan£i¡ funkcij¡ ψ ir pradini� dydi� X0 galima
gauti lygiai taip pat kaip ir homogeniniame atvejyje. Duomenu� atnaujin-
imas gaunamas pana²iai kaip ir homogeniniu atveju. Skirtumas toks, kad
MG yra nehomogenin
e, tod
el reikia visos sekos skirtingu� duomenu� atnaujin-
imo funkciju� φ(1), φ(2), . . ., ir visos jos turi tenkinti (C) ir (D) reikalavimus.
Reikalavimas (D), suprantamai, truputi� kei£iasi i� toki�:

1∫

0

I{φ(n)(si,x)=sj}(x)dx = P
(n)
i,j ∀n ir ∀si, sj ∈ S.

Tokios funkcijos gali b	uti gautos, apibendrinus (68) lygybes:

φ(n)(si, x) =





s1, kai x ∈
[
0, P

(n)
i,1

)
,

s2, kai x ∈
[
P

(n)
i,1 , P

(n)
i,1 + P

(n)
i,2

)
,

. . .

sj, kai x ∈
[∑j−1

l=1 P
(n)
i,l ,

∑j
l=1 P

(n)
i,l

)
,

. . .

sk, kai x ∈
[∑k−1

l=1 P
(n)
i,l , 1

]
.

Tokiu b	udu nehomogenin
e MG generuojama imant

X0 = ψ(U0),

X1 = φ(1)(X0, U1),

X2 = φ(2)(X1, U2),

X3 = φ(3)(X2, U3)

ir t.t.

6.5 Markovo garandin
es II (neredukuojamumas, nepe-
riodi²kumas, stacionarumas, apgr¦ºiamumas)

Kaip ir kitose matematikos ²akose (ir ne tik matematikos) i² pradºiu� turime
surasti s¡lygas. Tokias, kad jos b	utu� gana grieºtos ta prasme, kad gal
etume
jomis pasir
em¦ gauti i�domias ir naudingas i²vadas. I² kitos pus
es jos turi
b	uti ne per grieºtos, kad gal
etume jas lengvai patikrinti daugeliui i�domiu�
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pavyzdºiu�. �iame skyrelyje mes kalb
esime apie tokias s¡lygas MG. Ir ²iame
skyrelyje ir v
eliau nagrin
esime tik homogenines MG, nors galima b	utu� na-
grin
eti ir bendr¡ atveji� (nehomogenines). Rezultatai b	utu� pana²	us, esm
e ta
pati, bet formul
es, apibr
eºimai, samprotavimai ir pan. komplikuotesni.

Prad
esime nuo neredukuojamumo s¡vokos. �i savyb
e ºodºiais gali b	uti
pasakyta taip: "i² bet kurios MG b	usenos galima pereiti i� bet kuri¡ kit¡". O
dabar pereikime prie tikslesniu� apibr
eºimu�. Nagrin
ekime MG (X0, X1, . . . )
su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Sakysime, kad b	usena
si komunikuoja su b	usena sj, ra²ysime si → sj, jei tikimyb
e kada nors
pasiekti MG b	usen¡ sj, kai startuojama b	usenoje si, yra teigiama. Kitaip
sakant, si komunikuoja su sj, jei egzistuoja toks n, kad

P(Xm+n = sj |Xm = si) > 0.

I² MG homogeni²kumo i²plaukia, kad ²i tikimyb
e nepriklauso nuo m ir yra
lygi (P n)i,j.

Jei si → sj ir sj → si, tai sakysime, kad si ir sj abipuskomunikuoja,
ir r²ysime si ↔ sj. Dabar galime apibr
eºti neredukuojamum¡.

3 apibr
eºimas Markovo grandin
e (X0, X1, . . . ) su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk}
ir per
ejimo matrica P vadinama neredukuojama, jei ∀si, sj ∈ S turime, kad
si ↔ sj. Kitu atveju MG vadinama redukuojama.

Apibr
eºim¡ gal
etume perfrazuoti ir taip: MG yra neredukuojama, jei
∀si, sj ∈ S ezistuoja n toks, kad (P n)i,j > 0.

Lengvas kelias patikrinti ar MG yra neredukuojama yra toks: reikia
pasiºi	ur
eti i� MG graf¡ ir patikrinti, ar i² kiekvienos b	usenos yra rodykliu�
grandin
e vedanti i� kiekvien¡ kit¡ b	usen¡. �vilgsnis i� xx, yy ir zz paveiksl
elius
leidºia i�sitikinti, kad xx ,yy pavyzdºiuose, o taip pat klaidºiojan£io keleivio
pavyzdyje MG yra neredukuojamos. Dabar pateiksime MG pavyzdi�, kuri
n
era neredukuojama.

18 pavyzdys Nagrin
ekime Markovo grandin¦ (X0, X1, . . . ) su b	usenu�
aibe S = {1, 2, 3, 4} ir per
ejimo matrica

P =




0, 5 0, 5 0 0
0, 3 0, 7 0 0
0 0 0, 2 0, 8
0 0 0, 8 0, 2




.

Paºi	ur
ejus i� grandin
es per
ejimo graf¡ (ºr. xx pav.), i² karto ai²ku, kad
grandinei startavus 1 arba 2 b	usenoje, ji tose b	usenose visam laikui
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ir pasilieka. Pana²iai, jei grandin
e startuoja 3 arba 4 b	usenoje, tai ji
niekada nepalieka b	usenu� poaibio {3, 4}. Taigi MG yra redukuojama.
Pasteb
ekime, jei grandin
e startuoja 1 ar 2 b	usenoje, tai ji elgiasi lygiai
taip pat lyg ji b	utu� MG su b	usenu� aibe {1, 2} ir per
ejimo matrica

(
0, 5 0, 5
0, 3 0, 7

)
.

Jei ji startuoja 3 ar 4 b	usenoje, ji elgiasi taip tarsi b	utu� MG su b	usenu�
aibe {3, 4} ir per
ejimo matrica

(
0, 2 0, 8
0, 8 0, 2

)
.

Tai paai²kina redukuojamos MG pavadinim¡ "redukuojama": jei MG
yra redukuojama, tai jos elgesio tyrimas gali b	uti i²skaidytas i� dvieju�
arba daugiau MG su maºesn
emis b	usenu� aib
emis tyrim¡.

Pereikime prie neperiodi²kumo s¡vokos. B	usenos si ∈ S periodas d(si)
apibr
eºiamas lygybe:

d(si) := DBD{n ≥ 1 : (P n)i,i > 0};
£ia DBD rei²kia aib
es, nurodytos riestiniuose skliaustuose, didºiausi¡ bendr¡ji�
dalikli�. Sakant ºodºiais, si periodas yra laiku�, per kuriuos grandin
e gali
sugri�ºti i� b	usen¡ si, aib
es didºiausias bendrasis daliklis. Jei d(si) = 1, b	usena
si vadinama neperiodine.

4 apibr
eºimas Markovo grandin
e vadinama neperiodine, jei visos jos b	usenos
yra neperiodin
es. Kitais atvejais grandin
e avdinama periodine.

Prisiminkime 13 pavyzdi� (V miesto oras). Lengva patikrinti, kad, koki� or¡
mes ²iandien betur
etume, lieting¡ ar giedr¡, tikimyb
e i²likti tokiam pat orui
dar n dienu� yra teigiama: (P n)i, i > 0 ∀n ir ∀si. Taigi MG 13 pavyzdyje yra
neperiodin
e. Taip pat argumentuodami i�sitikintume, kad ir 14 pavyzdyºio
(G miesto oras) MG yra neperiodin
e.

Panagrin
ekime klaidºiojan£io keleivio modeli� (ºr. xx pav.). Tegul keleivis
0-iu laiko momentu stovi sankryºoje v1. Ai²ku, jis tur
es padaryti lygini�
skai£iu� 
ejimu�, kad v
el gri�ºtu� i� v1. Tai rei²kia, kad (P n)1,1 > 0 tik lyginiams
n. Vadinasi,

DBD{n ≥ 1 : (P n)i,i > 0} = DBD{2, 4, 6, . . . } = 2.

Taigi ²i MG yra periodin
e.
Svarbi ir naudinga yra tokia neperiodi²kumo savyb
e.
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16 teorema Tarkime, kad (X0, X1, . . . ) yra neperiodin
e Markovo grandin
e
su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Tuomet ∃N toks, kad

(P n)i, i > 0 ∀i ∈ {1, . . . , k} ir ∀n ≥ N.

Kitas svarbus rezultatas tesingas neperiodin
ems ir neredukuojamoms MG.

17 teorema Tarkime, kad (X0, X1, . . . ) yra neredukuojama ir neperiodin
e
Markovo grandin
e su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P.
Tuomet ∃M toks, kad

(P n)i, j > 0 ∀i, j ∈ {1, . . . , k} ir ∀n ≥ M.

Panagrin
ekime kaip elgiasi MG per ilg¡ laiko tarp¡, arba apie MG asimptotini�
elgesi�. Pavyzdºiui, jei Pi,i = 1, MG tampa visi²kai apibr
eºta, visada lieka
b	usenoje si. Ar gali Xn skirstinys tur
eti ribini� skirstini� (prie kurio art
eja
laikui b
egant)?

Gri�ºkime prie 14 pavyzdºio (G miesto oras). Jeigu vietoje pradinio skirs-
tinio µ(0)paimtume µ(0) =

(
1
6
, 5

6

)
, tai Xn skirstinys i²liktu� vis¡ laik¡ nepasikeit¦s,

t.y. µ(n) = µ(0) ∀n. Joks kitas skirstinys neturi tokios savyb
es. Skirstinys(
1
6
, 5

6

)
²iai MG yra ypatingas ir vadinamas stacionariuoju skirstiniu. Dar

kartais vadinama invariantiniu arba pusiausvyros skirstiniu.

5 apibr
eºimas Tegul (X0, X1, . . . ) yra Markovo grandin
e su b	usenu� aibe
S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Vektorius�eilut
e π = (π1, . . . , πk)
yra vadinamas MG stacionariuoju skirstiniu, jei
(i) πi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , k ir ∑k

i=1 πi = 1,

(ii) πP = π, t.y. ∑k
i=1 πiPi,j = πj ∀j = 1, . . . , k.

Sabyb
e (i) papras£iausiai rei²kia, kad π yra tikimybinis skirstinys aib
eje
{s1, . . . , sk}. I² (ii) savyb
es i²plaukia, kad, pa
emus pradini� skirstini� µ(0) lygu�
π, ir skirstinys µ(1) liks nepasikeit¦s:

µ(1) = µ(0)P = πP = π.

Ir taip kiekvienam n: µ(n) = π.
Kadangi stacionaraus skirstinio apibr
eºimas priklauso tik nuo per
ejimo

matricos P, tai mes daºnai sakysime, kad skirstinys π, tenkinantis (i) ir (ii)
s¡lygas, yra stacionarus matricai P (o ne MG).

Mums prireiks dar keleto nauju� s¡voku�. Tegul MG (X0, X1, . . . ) su b	usenu�
aibe {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P startuoja b	usenoje si. Tuomet dydis

Ti,j = min{n ≥ 1 : Xn = sj}
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vadinamas sj b	usenos aplankymo laiku (hitting time), kai startuojama
b	usenoje si. Dydis

τi,j = E[Ti,j]

vadinamas b	usenos sj vidutiniu aplankymo laiku, kai startuojama b	usenoje
si. Tai rei²kia, kad τi,j yra labiausiai tik
etinas laikas, per kuri� patenkama i�
b	usen¡ sj, kai startuojama b	usenoje si. Tuo atveju, kai i = j, dydis τi,i

vadinamas vidutiniu gri�ºimo i� b	usen¡ si laiku. Svarbesnes dydºiu� Ti,j ir
τi,j savybes pateiksime teoremoje.

18 teorema Tegul (X0, X1, . . . ) yra neredukuojama neperiodin
e Markovo
grandin
e su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Tuomet
∀si, sj ∈ S turime

P(Ti,j < ∞) = 1, E[Ti,j] < ∞.

Prie² nagrin
ejant asimptotini� skirstinio µ(n) elgesi�, mes turime apibr
eºti,
k¡ rei²kia tikimybiniu� skirstiniu� sekos ν(1), ν(2), . . . konvergavimas i� tikimybini�
skirstini� ν. Taigi apibr
e²ime atstum¡ tarp tikimybiniu� skirstiniu�. Atstumai
gali b	uti i�vairiai apibr
eºiami. Mes pasirinksime vien¡, taip vadinam¡ pilno-
sios variacijos atstum¡ (total variation distance).

6 apibr
eºimas Jei ν(1) =
(
ν

(1)
1 , . . . , ν

(1)
k

)
ir ν(2) =

(
ν

(2)
1 , . . . , ν

(2)
k

)
yra aib
es

S = {s1, . . . , sk} tikimybiniai skirstiniai, tai pilnasis variacijos atstumas
tarp ν(1) ir ν(2) apibr
eºiamas lygybe:

(69) dTV

(
ν(1), ν(2)

)
=

1

2

k∑

i=1

∣∣∣ν(1)
i − ν

(2)
i

∣∣∣ .

Jei ν(1), ν(2), . . . ir ν yra aib
es S = {s1, . . . , sk} tikimybiniai skirstiniai, tai
sakysime, kad ν(n) konverguoja i� ν pagal piln¡j¡ variacij¡, kai n → ∞,
ra²ysime ν(n) TV−→ ν, jei

lim
n→∞ dTV

(
ν(n), ν

)
= 0.

Konstanta 1
2
(69) formul
eje sunormuoja pilnosios variacijos atstum¡, t.y.

padaro, kad jis priimtu� rei²mes tarp 0 ir 1. Jei dTV (ν(1), ν(2)) = 0, tai
ν(1) = ν(2).

Dabar galime suformuluoti pagrindini� rezultat¡, MG ribin¦ teorem¡.

19 teorema Tegul (X0, X1, . . . ) yra neperiodin
e ir neredukuojama Markovo
grandin
e su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk}, per
ejimo matrica P ir bet kokiu
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pradiniu skirstiniu µ(0). Tuomet egzistuoja vienintelis MG stacionarusis
skirstinys π ir

µ(n) TV−→ π.

Be to, ²is ribinis skirstinys

π =

(
1

τ1,1

, . . . ,
1

τk,k

)
.

Teorema sako, kad nepaisant koks buvo pradinis skirstinys, MG skirstinys
n-uoju laiko momentu yra artimas stacionariam skirstiniui π, kai n yra
pakankamai didelis. Tai daºnai pakei£iama pasakymu, kad MG priart
eja
prie pusiausvyros (equilibrium), kai n →∞.

Dabar pakalb
ekime apie dar vien¡ MG r	u²i�, apgr¦ºiamas (reversible)
Markovo grandines. Jos vadinamos taip tod
el, kad i� jas galima ºi	ur
eti kaip
i� MG ne tik kai laikas eina pirmyn, bet ir laikui einant prie²inga kryptimi
(atgal).

7 apibr
eºimas Tegul (X0, X1, . . . ) yra Markovo grandin
e su b	usenu� aibe
S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Tikimybinis skirstinys π aib
eje S yra
vadinamas apgr¦ºiamu, jei ∀i, j ∈ {1, . . . , k} teisinga lygyb
e:

(70) πiPi,j = πjPj,i.

Markovo grandin
e vadinama apgr¦ºiama, jei yra tikimybinis skirstinys,
kuris yra apgr¦ºiamas ²iai MG.

Formul¦ (70) b	utu� galb	ut galima paai²kinti taip: tikimybin
es mas
es srautas,
einantis i² b	usenos si i� b	usen¡ sj (kairioji (70) lygyb
es pus
e), yra lygus tikimy-
bin
es mas
es srautui, einan£iam i² b	usenos sj i� b	usen¡ si (de²inioji pus
e). Ir
tai matyt rei²kia tam tikr¡ pusiausvyr¡. Kad taip yra matyti ir i² teoremos
apie apgr¦ºiamas MG.

20 teorema Tegul (X0, X1, . . . ) yra Markovo grandin
e su b	usenu� aibe S =
{s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica P. Jei π yra ²ios MG apgr¦ºiamas skirstinys,
tai jis yra ir stacionarus ²ios MG skirstinys.

I�rodymas Stacionaraus skirstinio apibr
eºimo (i) savyb
e yra akivaizdi. Tad
reikia patikrinti (ii) savyb¦. Turime, kad ∀j ∈ {1, . . . , k}

πj = πj

k∑

i=1

Pj,i =
k∑

i=1

πjPj,i
apgr¦ºiamumas

=
k∑

i=1

πiPi,j.

Taigi π = πP, ir π yra stacionarusis skirstinys. ¤

95



6.5 MG II 6 MGMK

19 pavyzdys Atsitiktinis klaidºiojimas grafu. �is pavyzdys yra
atsitiktinio klaidºiojimo miesto gatv
emis, pateikto ?? pavyzdyje, apiben-
drinimas. Grafas G = (V,E) susideda i² vir²	uniu� aib
es V =
{v1, . . . , vk} ir briaunu� aib
es E = {e1, . . . , el}. Kiekviena briauna
jungia dvi vir²	unes. Briauna, jungianti vir²	unes vi ir vj , ºymima
〈vi, vj〉. Vien¡ vir²	uniu� por¡ gali jungti tik viena briauna. Dvi vir²	un
es
vadinamos kaimyn
emis, jei jos yra sujungtos briauna.
Pavyzdºiui grafas ?? paveiksle turi vir²	uniu� aib¦ V = {v1, . . . , v8} ir
briaunu� aib¦

E = {〈v1, v3〉, 〈v1, v4〉, 〈v2, v3〉, 〈v2, v5〉, 〈v2, v6〉, 〈v3, v4〉,
〈v3, v7〉, 〈v3, v8〉, 〈v4, v8〉, 〈v5, v6〉, 〈v6, v7〉, 〈v7, v8〉}.

Atsitiktinis klaidºiojimas grafu G = (V, E) yra Markovo grandin
e
su b	usenu� aibe V = {v1, . . . , vk} ir tokiu per
ejimo mechanizmu: Jei
klaidºiotojas n-uoju laiko momentu stovi vir²	un
eje vi, tai n + 1-uoju
laiko momentu jis atsiduria vienoje i² vi kaimyniu�, pasirinktu� atsitik-
tinai su vienodomis tikimyb
emis. Taigi, jei di yra vir²	un
es vi kaimyniu�
skai£ius, tai per
ejimo matricos elementai

Pi,j =





1
di

, jei vi ir vj yra kaimyn
es,
0 kitais atvejais.

Atsitiktinis klaidºiojimas grafu yra apgr¦ºiama MG su apgr¦ºiamu
skirstiniu

(71) π =
(

d1

d
, . . . ,

dk

d

)
, d =

k∑

i=1

di.

Lengva patikrinti, kad toks π parinkimas tenkina (70) formul¦:

πiPi,j =





di
d

1
di

= 1
d = dj

d
1
dj

= πjPj,i, jei vi ir vj yra kaimyn
es,

0 = πjPj,i kitais atvejais.

Grafui, pavaizduotam xx paveiksle, (71) formul
e tampa tokia:

π =
(

2
24

,
3
24

,
5
24

,
3
24

,
2
24

,
3
24

,
3
24

,
3
24

)
.

Taigi, nusistov
ejus pusiausvyros pad
e£iai, v3 yra labiausiai tik
etina
vir²	un
e, kurioje bus keleivis, tuo tarpu vir²	un
es v1 ir v5 yra maºiausiai
tik
etinos.
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20 pavyzdys Gimimo-mirties procesas. Tegul (X0, X1, . . . ) yra
Markovo grandin
e su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir per
ejimo matrica
P. Be to, tegul matrica P tenkina savybes:

(i) Pi,j > 0, jei |i− j| = 1, ir
(ii) Pi,j = 0, jei |i− j| ≥ 2.

Tokia Markovo grandin
e daºnai vadinama gimimo-mirties procesu.
Jos per
ejimo grafas yra pavaizduotas xx paveiksle (kai kuriu� ar net visu�
Pi,i-"kilpu�" gali neb	uti). Tokios r	u²ies MG visada yra apgr¦ºiama.
Sukonstruosime apgr¦ºiam¡ skirstini� π. Paimkime π∗1 lygu� bet kokiam
teigiamam skai£iui a. I² (70) s¡lygos, kai i = 1, o j = 2, i²plaukia, kad

π∗2 =
aP1,2

P2,1
.

Taikydami (70) dar kart¡ su i = 2 ir j = 3, gausime

π∗3 =
π∗2P2,3

P3,2
=

aP1,2P2,3

P2,1P3,2
.

T¦sdami taip toliau, tur
esime

π∗i =
a

∏i−1
l=1 Pl,l+1∏i−1

l=1 Pl+1,l

∀i.

Taigi π∗ = (π∗1, . . . , π∗k) tenkina apgr¦ºiamo skirstinio reikalavimus,
i²skyrus, gal b	ut, reikalavim¡, kad jis b	utu� tikimybiniu skirstiniu, t.y.,
kad tikimybiu� suma b	utu� lygi 1. Tai lengva padaryti, padalijant visus
π∗i i² ju� sumos. Galutinai gauname, kad

π = (π1, . . . , πk) =

(
π∗1∑k

i=1 π∗i
, . . . ,

π∗k∑k
i=1 π∗i

)

yra apgr¦ºiamas skirstinys.

21 pavyzdys Neapgr¦ºiama Markovo grandin
e. Nagrin
ekime
²iek tiek modi�kuot¡ keleivio klaidºiojimo gatv
emis (xx paveikslas)
versij¡. Tarkime, kad kiekvienoje sankryºoje keleivis pasirenka krypti�
eiti pagal laikrodºio rodykl¦ su tikimybe 1

4 ir prie² laikrodºio rodykl¦ su
tikimybe 3

4 . Tur
esime MG su per
ejimo grafu, pavaizduotu xx paveik-
sle. �iai MG stacionarus skirstinys bus π =

(
1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4

)
(patikrinkite!).

Kadangi ²i MG yra neredukuojama ir neperiodin
e, tai i² 19 teoremos
i²plaukia, kad ²is skirstinys bus vienintelis stacionarus ²iai MG. Bet ²i
MG n
era apgr¦ºiama, nes

π1P1,2 =
1
4
· 1
4

=
1
16

<
3
16

=
1
4
· 3
4

= π2P2,1.
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Intuityviai suprantama, kad ²i MG n
era apgr¦ºiama tod
el, kad keleivis
daºniau juda prie² laikrodºio rodykl¦ negu atgal. Vyrauja jud
ejimo
prie² laikrodºio rodykl¦ tendencija. O jei mes jud
etume laiku atgal,
vyrautu� jud
ejimo pagal laikrodºio rodykl¦ tendencija. Taigi yra skir-
tumas kaip eina laikas, pirmyn ar atgal.

Baigdami kalb¡ apie apgr¦ºiamas MG pamin
ekime vien¡ paprast¡ ir nuostabu�
ekvivalentum¡ tarp apgr¦ºiamu� MG ir rezistoriu� sistemos. Naudojantis ²iuo
pana²umu elektriniai argumentai (tokie kaip nuoseklaus ir lygiagretaus jungimo
d
esniai) naudingi analizuojant MG, ir prie²ingai, tikimybiniai argumentai
galimi studijuojant elektros sistemas. Gaila, bet tai nei�eina i� kurso pro-
gram¡.

6.6 Markovo grandiniu� Monte Karlo metodas
�iame skyrelyje uºsiimsime tokia problema. Aib
eje S = {s1, . . . , sk} duo-
tas tikimybinis skirstinys π. Kaip imituoti atsitiktini� objekt¡, pasiskirs£iusi�
pagal skirstini� π? Prad
esime nuo pavyzdºio.

22 pavyzdys Nuliu��vienetu� (hard-core) modelis. Tegul G =
(V, E) yra grafas su vir²	uniu� aibe V = {v1, . . . , vk} ir briaunu� aibe
E = {e1, . . . , el}. Kiekvienai vir²	unei atsitiktinai priskirkime 0 arba
1 tokiu b	udu, kad jokioms dviems kaimynin
ems (t.y. tarp kuriu� yra
briauna) vir²	un
ems neb	utu� priskirti abu 1-tai. 0-iu� ir 1-tu� priskyrimai
vir²	un
ems vadinami kon�g	uracijomis ir gali b	uti suprantami kaip
aib
es {0, 1}V elementai. Kon�g	uracijos, kuriose jokie du 1-tai neuºima
kaimyniniu� vir²	uniu� vadinamos galimomis. Atsitiktin¦ kon�g	uracij¡
parinksime i² visos galimu� kon�g	uraciju� aib
es, imdami kiekvien¡ su
vienoda tikimybe. Apibr
eº
eme tikimyb¦ µG aib
eje {0, 1}V :

(72) µG(ξ) =





1
ZG

, jei ξ yra galima kon�g	uracija,
0 kitais atvejais;

£ia ZG yra visu� galimu� kon�g	uraciju� skai£ius grafe G. Atsitiktinai
parinktos kon�g	uracijos pavyzdi�, kai grafas G yra kvadratin
e 8 × 8
gardel
e, ºr. xx paveiksle.
�is modelis (kai grafas yra trimat
e gardel
e) buvo naudojamas statistin
eje
�zikoje duju� savybiu� tyrimui, taip pat telekomunikacijos situaciju� mod-
eliavime.
I²kyla gana nat	uralus klausimas (modeliuose svarbus): Koks yra labi-
ausiai tik
etinas 1-tu� skai£ius atsitiktinai parinktoje kon�g	uracijoje?
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Tegul n(ξ) yra vienetu� skai£ius kon�g	uracijoje ξ, o X � atsitiktinai
parinkta kon�g	uracija. Tuomet tikimybinis vidurkis

(73) E[n(X)] =
∑

ξ∈{0,1}V

n(ξ)µG(ξ) =
1

ZG

∑

ξ∈{0,1}V

n(ξ)I{ξ yra galima}.

Suskai£iuoti ²it¡ sum¡ galima nebent tada, kai grafas labai maºas,
kadangi kon�g	uraciju� skai£ius (tuo pa£iu ir d
emenu� skai£ius sumoje)
auga eksponenti²kai, palyginus su grafo matmenimis (pavyzdºiui, skir-
tingu� kon�g	uraciju� xx paveikslo grafe tur
esime 264 ≈ 1.8·1019; �zikini-
uose taikymuose paprastai sutinkami daug didesni grafai). Daliai vir²	uniu�,
ºinoma, priskirti 0-iai, bet 1-tu� skai£ius vis tiek auga eksponenti²kai.
Taip pat pasteb
ekime, kad suskai£iuoti dydi� ZG n
era paprasta.
Kadangi tiksliai suskai£iuoti (73) i²rai²k¡ nei�manoma, reikia kitokiu�
id
eju�. Viena i² ju� b	utu� per
ejimas prie imitacijos. Jei mes ºinome kaip
imituoti atsitiktin¦ kon�g	uracij¡ X su skirstiniu µG, tai mes galime
tai padaryti daug kartu� ir i�vertinti E[n(X)] vidutiniu 1-tu� skai£iumi,
gautu imitacijoje. I² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio i²plaukia, kad gautas
i�vertis konverguos i� E[n(X)], kai imitaciju� skai£ius augs i� begalyb¦.
Tod
el, naudojantis statistin
emis proced	uromis, galima sukonstruoti
pasikliautinuosius intervalus.

Tur
edami galvoje ²i� pavyzdi�, pagalvokime kaip imituoti atsitiktini� dydi�
X, pasiskirs£iusi� b	usenu� aib
eje S pagal duot¡ tikimybini� skirstini� π. I² tikru�ju�
tai labai paprasta: sunumeruokime aib
es S elementus, s1, . . . , sk; tada tegul

X = ψ(U);

£ia U yra tolygus intervale [0, 1] atsitiktinis dydis, o funkcija ψ : [0, 1] → S
yra apibr
eºta lygybe:

ψ(x) =





s1, kai x ∈ [0, π(s1)) ,

s2, kai x ∈ [π(s1), π(s1) + π(s2)) ,

. . .

si, kai x ∈
[∑i−1

j=1 π(sj),
∑i

j=1 π(sj)
)
,

. . .

sk, kai x ∈
[∑k−1

j=1 π(sj), 1
]
.

Prakti²kai tai nei�manoma pritaikyti, nebent aib
e S b	utu� maºa. Nagrin
etame
nuliu��vienetu� modelyje, kai gardel
es dydis 8 × 8 ar didesnis, funkcijos ψ
apskai£iavimas pasidaro prakti²kai negalimas.
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Tokioje situacijoje padedaMarkovo grandiniu� Monte Karlo (MGMK)
metodas. Metodas prad
etas naudoti �zikoje apie 1950 metus. V
eliau ji�
prad
eta pla£iai naudoti ir kitose srityse, ypatingai vaizdu� analiz
eje nuo 1980
metu� ir statistikos srityje, ºinomoje Bajeso statistikos pavadinimu, nuo
1990 metu�.

Id
eja yra tokia. Tarkime, galime sukonstruoti neredukuojam¡ ir nepe-
riodin¦ MG (X0, X1, . . . ), kurios (vienintelis) stacionarus skirstinys yra π.
�iai MG, pa
em¦ bet kuri� pradini� skirstini�, i² konvergavimo 19 teoremos
gausime, kad MG skirstinys n-uoju laiko momentu πn konverguoja i� π, kai
n →∞. Taigi, jei skai£iuosime MG pakankamai ilgai (dideliems n), gausime
Xn gana artimus skirstiniui π. I² tikru�ju�, tai tik aproksimacija, bet ji gali
b	uti pakankamai gera, imant didelius n.

Gali i²kilti nat	uralus klausimas. Kod
el sukonstruoti MG, su norimomis
savyb
emis, lengviau negu sukonstruoti tiesiogiai atsitiktini� dydi�, pasiskirs£iusi�
pagal skirstini� π? Kad b	utu� ai²ku, pateiksime pavyzdi�.

23 pavyzdys Markovo grandiniu� Monte Karlo algoritmas nuliu��
vienetu� modeliui. Nagrin
ekime nuliu��vienetu� modeli�, jau nagrin
et¡
22 pavyzdyje. Taigi G = (V, E) yra grafas (vienas i² jo konkre£iu�
variantu� pavaizduotas xx paveiksle) su vir²	uniu� aibe V = {v1, . . . , vk}.
Kad sukonstruotume Markovo grandiniu� Monte Karlo (MGMK) al-
goritm¡ ²iam modeliui, mums reikia sukonstruoti MG, kurios b	usenu�
aib
e S yra galimos grafo G kon�g	uracijos, t.y.

S = {ξ ∈ {0, 1}V : ξ yra galima}.
Taip pat reikia, kad MG b	utu� neredukuojama ir neperiodin
e, o taip
pat tur
etu� stacionaru� skirstini� µG, apibr
eºt¡ (72) lygybe.
MG su reikiamomis savyb
emis gali b	uti gauta naudojant toki� per
ejimo
mechanizm¡. Laiko momentu n + 1 elgiamasi taip:

1. Atsitiktinai (ir tolygiai) parenkame vir²	un v ∈ V .
2. Metame monet¡.
3. Jei i²krinta herbas ir visi vir²	un
es v kaimynai yra nuliai n-uoju

laiko momentu (Xn(vkaimynas) = 0), tai imame Xn+1(v) = 1;
atraip imame Xn+1(v) = 0.

4. Visas kitas vir²	unes w, nesutampan£ias su v, paliekame nepakeis-
tas, t.y. Xn+1(w) = Xn(w), ∀w 6= v.

Nesunku parodyti, kad ²i Markovo grandin
e yra neredukuojama ir
neperiodin
e. Reikia i�sitikinti dar, kad skirstinys µG yra stacionarus.
I² xx teoremos i²plaukia, jog uºtenka parodyti, kad µG yra apgr¦ºia-
mas. Tegul Pξ,ξ′ yra per
ejimo tikimyb
e i² b	usenos ξ i� b	usen¡ ξ′ (kai
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naudojamas auk²£iau apra²ytas per
ejimo mechanizmas). Mums reikia
patikrinti, kad

(74) µG(ξ)Pξ,ξ′ = µG(ξ′)Pξ′,ξ

kiekvienai galimai kon�g	uraciju� porai ξ, ξ′. Tarkime, d = d(ξ, ξ′) yra
vir²	uniu�, kuriose ξ ir ξ′ nesutampa, skai£ius. I²skirkime tris atvejus
d = 0, d = 1 ir d ≥ 2. Kai d = 0, turime ξ = ξ′. �iuo atveju
(74) lygyb
e yra triviali. Atvejis d ≥ 2 taip pat trivialus, kadangi
grandin
e per laiko vienet¡ niekada nepasikei£ia daugiau kaip vienoje
vir²	un
eje ir ²iuo atveju Pξ,ξ′ = Pξ′,ξ = 0. Belieka atvejis d = 1, kai
ξ ir ξ′ nesutampa lygiai vienoje grafo vir²	un
eje. Tod
el visi vir²	un
es
v kaimynai turi b	uti nuliai, antraip viena i² dvieju� kon�g	uraciju� b	utu�
negalima (kaimynais pasidarytu� vienetai). Taigi turime

µG(ξ)Pξ,ξ′ =
1

ZG

1
2k

= µG(ξ′)Pξ′,ξ;

£ia k yra grafo vir²	uniu� skai£ius. (74) lygyb
e teisinga, vadinasi, µG yra
apgr¦ºiamas (tuo pa£iu ir stacionarus) skirstinys.
Naudodami xx skyrelio metodus dabar galime imituoti MG. Duomenu�
atnaujinimo funkcijos φ parinkimui patogu i²skaidyti interval¡ [0, 1] i�
lygaus 1

2k ilgio intervaliukus, atitinkan£ius pasirinkimus

(v1, herbas), (v1, skai£ius), (v2, herbas), . . . , (vk, skai£ius),

naudojamus auk²£iau apra²ytame per
ejimo mechanizme. Jeigu mes
ilg¡ laik¡ (n didelis) imituosime MG, startuodami su bet kuria gal-
ima kon�g	uracija (pavyzdºiui, su visais nuliais), tai gausime, kad Xn

skirstinys yra artimas µG.

23 pavyzdºio MGMK algoritmas yra tipinis daugeliu aspektu�. Pirma,
nors mums reikia, kad MG skirstinys b	utu� stacionarus, randame net apgr¦ºi-
am¡ skirstini�. Tokia savybe pasiºymi dauguma MGMK algoritmu�. Prieºastis
tame, kad lengviau patikrinti apgr¦ºiamumo (70) s¡lyg¡, negu stacionarum¡.
O jei skirstinys apgr¦ºiamas, tai ir stacionarus (ºinoma, jei MG neredukuo-
jama ir neperiodin
e).

Antra, 23 pavyzdºio MGMK algoritmas yra pavyzdys bendrai naudo-
jamos specialios MGMK algoritmu� klas
es, ºinomos kaip Gibso modeliai.
Gibso modeliuose daroma taip. B	usenu� aib
eje, kuri turi form¡ SV (£ia S ir
V yra baigtin
es aib
es) imituojamas tikimybinis skirstinys π. Kitais ºodºi-
ais tariant, turime baigtin¦ vir²	uniu� aib¦ V su baigtine galimu� reik²miu� S
aibe, o π yra koks nors atsitiktinis reik²miu� i² S vir²	uniu� aib
eje V skirstinys
(nuliu��vienetu� 22 pavyzdyje tur
ejome S = {0, 1}). Gibso modelis yra MG,
kurioje n + 1-uoju laiko momentu atliekama:
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1. Atsitiktinai (ir tolygiai) parenkama vir²	un
e v ∈ V .

2. Xn+1 parenkamas priklausomai nuo s¡lyginio π skirstinio, priklausan£io
nuo v reik²m
es, laikant, kad visos kitos vir²	un
es priima Xn reik²mes.

3. Imama, kad Xn+1(w) = Xn(w) ∀w ∈ V, w 6= v.
Nesunku parodyti, kad tokia MG yra neperiodin
e, ir kad π yra apgr¦ºiamas
(taigi ir stacionarus) skirstinys. Jeigu MG yra dar ir neredukuojama, tai
²i MG yra korekti²kas MGMK algoritmas, kuri� galima naudoti atsitiktinio
dydºio su skirstiniu π imitavimui. Pateiksime dar vien¡ pavyzdi�.

24 pavyzdys MGMK algoritmas grafo atsitiktiniam q-spalvi-
nimui. Tegul G = (V,E) yra grafas, o q ∈ N, q ≥ 2. Grafo q-
spalvinimas yra grafo vir²	uniu� spalvinimas skirtingomis spalvomis i²
aib
es {1, . . . , q} taip, kad dvi kaimynin
es vir²	un
es negali tur
eti tos
pa£ios spalvos. Grafo G spalvinimas vadinamas atsitiktiniu, kai q-
spalvinimas parenkamas tolygiai i² visos galimu� q-spalvinimu� aib
es.
Atitinkam¡ tikimybini� skirstini�10 aib
eje SV ºym
esime ρG,q.
Paimkime vir²	un¦ v ∈ V . Simboliu ξ paºym
ekime visu� kitu� nuspalvintu�
vir²	uniu� rinkini�. S¡lyginis vi²	un
es v spalvos skirstinys ρG,q yra tolygus
aib
eje visu� spalvu�, kuriu� rinkinyje ξ neturi nei vienas v kaimynas. At-
sitiktinio q-spalvinimo Gibso modelis yra MG su reik²m
emis i² aib
es
SV , kai kiekvienu laiko momentu n + 1, pasikeitimai vyksta taip:

1. Atsitiktinai (ir tolygiai) pasirenkama vir²	un
e v ∈ V .
2. Xn+1(v) parenkamas pagal tolygu� visu� spalvu�, kuriu� neturi nei

vienas v kaimynas, skirstini�.
3. Visu� kitu� vir²	uniu� spalvos paliekamos nepakeistos, t.y. Xn+1(w) =

Xn(w) ∀w ∈ V, w 6= v.

�i grandin
e yra neperiodin
e, o jos skirstinys ρG,q yra stacionarus. Ar
²i grandin
e yra neredukuojama, priklauso nuo G ir q. Yra netrivi-
ali problema tai nustatyti bendruoju atveju11. Kai galime parodyti,
kad grandin
e yra neredukuojama, Gibso modelis tampa naudingu ir
efektyviu MGMK algoritmu.

10�ia darome prielaid¡, kad nagrin
ejamam grafui G egzistuoja bent vienas q-
spalvinimas. Taip b	una nevisuomet. Pavyzdºiui, kai q = 2, o graf¡ G sudaro trys vir²	un
es,
sujungtos trikampiu, tai jokio q-spalvinimo negalima surasti. Bendru atveju nustatyti, ar
egzistuoja q-spalvinimas pasirinktiems G ir q, yra sud
etingas kombinatorikos uºdavinys.
I�ºymi keturiu� spalvu� teorema tvirtina, jei grafas G yra grafas plok²tumoje (t.y. G gali
b	uti pavaizduotas plok²tumoje tokiu b	udu, kad jokios dvi briaunos nekerta viena kitos),
tai pakanka paimti q = 4.

11Palyginkite su ankstesne pastaba. Vienas dalykas, kuri� nesunku parodyti, yra tai, kad
bet kuriam grafui G, MG yra neredukuojama, kai q yra pakankamai didelis.
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Benrai naudojamas Gibso modelio variantas yra toks. Vietoje to, kad
rinktum
es ir keistume vir²	unes atsitiktinai, galime cikli²kai pereiti per vir²	uniu�
aib¦. Pavyzdºiui, kai V = {v1, . . . , vk}, galime nuspr¦sti (pakeisti) vir²	unes
taip:

(75)





v1 laiko momentais 1, k + 1, 2k + 1, . . .

v2 laiko momentais 2, k + 2, 2k + 2, . . .

. . .

vi laiko momentais i, k + i, 2k + i, . . .

. . .

vk laiko momentais k, 2k, 3k, . . .

Tokia MG yra nehomogenin
e, nes naudojama k skirtingu� atnaujinimo (spalvu�
keitimo) taisykliu�, naudojamu� skirtingu laiku. Ji yra neperiodin
e ir turi
reikalaujam¡ skirstini�, be to, dar ir apgr¦ºiam¡. Taip pat ²i MG yra nere-
dukuojama ⇔ pradinis Gibso modelis (pradinis vir²	uniu� spalvu� rinkinys)
yra neredukuojamas. Tai nei�rodin
esime. �is Gibso modelio variantas yra
vadinamas sisteminiu Gibso modeliu (systematic sweep Gibbs sampler).

Kita svarbi bendra proced	ura, kaip gauti apgr¦ºiamas Markovo grandines
MGMK algoritmui, yra taip vadinamos Metropolio grandin
es12 konstrav-
imas. Apra²ykime b	ud¡ (ne pati� bendriausi¡) kaip sukonstruoti Metropo-
lio grandin¦, kuri imituoja duot¡ tikimybini� skirstini� π = (π1, . . . , πk) aib
eje
S = {s1, . . . , sk}. Pirma, reikia sukonstruoti kaºkoki� graf¡ G su vir²	uniu� aibe
S. �io grafo briaunu� aib
e (kaimynu� strukt	ura) gali b	uti bet kokia, i²skyrus,
kad

• grafas turi b	uti jungus, kad b	utu� uºtikrintas gautos grandin
es nere-
dukuojamumas,

• kiekviena vir²	un
e neturi tur
eti per daug kaimynu�, kadangi tokiu atveju
grandin
e tampa per sud
etinga skai£iavimams atlikti ir imituoti.

Kaip visada, sakysime, kad si ir sj yra kaimynai, jei grafas turi briaun¡
〈si, sj〉, jungian£i¡ ²ias vir²	unes. Taip pat b	usenos si kaimynu� skai£iu� ºym
esime
di. Metropolio grandin
e, atitinkanti pasirinkt¡ graf¡, tur
es tokias per
ejimo

12Dar bendresn
e (ir pla£iau naudojama) MG klas
e, naudojama MGMK imitacijoje, yra
Metropolio-Hastingso grandin
es.
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tikimybes:

(76) Pi,j =





1
di

min{πjdi

πidj
, 1}, jei si ir sj yra kaimynai,

0, jei si 6= sj n
era kaimynai,
1− ∑

l
sl∼si

1
di

min{πldi

πidl
, 1}, jei i = j.

�ia simbolis ∼ naudojamas kaimynams ºym
eti. Per
ejimo matrica atitinka
toki� per
ejimo mechanizm¡. Tarkime, Xn = si. Pirma, naudodami tolygu�
skirstini�, i² visos si kaimynu� aib
es parinkime kaimyn¡ sj (kiekvienas kaimynas
parenkamas su tikimybe 1

di
). Tada paimkime

Xn+1 =





sj su tikimybe min{πjdi

πidj
, 1},

si su tikimybe 1−min{πjdi

πidj
, 1}.

Tokios MG skirstinys bus stacionarus, jei jis tenkins apgr¦ºiamumo s¡lyg¡

(77) πiPi,j = πjPj,i

visiems i ir j. I�rodydami pastar¡j¡ lygyb¦ elgsim
es kaip ir 23 pavyzdyje.
Pirma, pasteb
ekime, kad (77) lygyb
e yra triviali, kai i = j. Kai i 6= j, o si ir
sj n
era kaimynai, (77) lygyb
e teisinga, nes abi jos pus
es yra lygios 0. Atveji�,
kai si ir sj yra kaimynai, skirsime i� du, kai πjdi

πidj
≥ 1 ir < 1. Jei πjdi

πidj
≥ 1, tai





πiPi,j = πi
1
di

,

πjPj,i = πj
1
dj

πidj

πjdi
= πi

di
,

ir (77) lygyb
e teisinga. Pana²iai, jei πjdi

πidj
< 1, tai





πiPi,j = πi
1
di

πjdi

πidj
= πj

dj
,

πjPj,i = πj
1
dj

,

ir (77) lygyb
e v
el teisinga. Taigi π yra apgr¦ºiamas (tod
el ir stacionarus)
Metropolio grandin
es skirstinys, kuris gali b	uti panaudotas skirstinio π MGMK
imitacijoje.
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6.7 V
esinimo imitacija
�iame skyrelyje nagrin
esime toki� uºdavini�. Tarkime, turime aib¦ S = {s1, . . . , sk}
ir funkcij¡ f : S → R. Tikslas yra surasti si ∈ S, kuriame funkcija i�gyja min-
imum¡: fmin = f(si) (kartais maksimum¡: fmax = f(si)).

Kai k n
era didelis, tai uºdavinys yra trivialus. Reikia tik skai£iuoti i² eil
es
f(si), i = 1, . . . , k, ir laikyti f(si) atmintyje tol, kol nesurandame maºesn
es
reik²m
es. Mes tur
esime galvoje tokius uºdavinius, kai k yra labai didelis,
ir kai min
etas metodas prakti²kai negali b	uti pritaikomas. Pateiksime du
pavyzdºius.

25 pavyzdys Optimalus pakavimas. Tegul G yra grafas su vir²	uniu�
aibe V ir briaunu� aibe E. Tarkime, reikia patalpinti objektus ²io grafo
vir²	un
ese tokiu b	udu:

• kiekvienoje vir²	un
eje galima patalpinti ne daugiau kaip vien¡ ob-
jekt¡ ir

• jokie du objektai negali uºimti kaimyniniu� vir²	uniu�,

ir norime tu� objektu� sutalpinti kiek i�manoma daugiausiai. Pavaiz-
duokime objektus 1-ais, o tu²£ias vir²	unes 0-iais. Tuomet uºdavinys
tampa tokiu. Reikia surasti (naudojant xx pavyzdºio terminologij¡)
galim¡13 kon�g	uracij¡(as) ξ ∈ {0, 1}V , kuri(ios) turi maksimalu� skai£iu�
1-u�14. Kaip jau min
eta xx pavyzdyje, galimu� kon�g	uraciju� skai£ius
auga labai greitai (eksponenti²kai) lyginant su grafo dydºiu. Taigi
auk²£iau min
etas paprastas reik²miu� f(ξ) (²iuo atveju f(ξ) yra 1-u�
skai£ius kon�g	uracijoje ξ) skai£iavimas visiems ξ prakti²kai nei�manomas
net vidutinio dydºio grafams.

26 pavyzdys Keliaujan£io pirklio uºdavinys. Tarkime, kad yra
m miestu�, o simetrin
eje matricoje Dm×m sura²yti atstumai tarp ²iu�
miestu�. I�sivaizduokime pirkli�, gyvenanti� viename i² ²iu� miestu�, kuriam
reikia aplankyti kitus m − 1 miest¡ ir gri�ºti namo. Kokia tvarka jis
tur
etu� aplankyti visus miestus, kad nukeliautu� trumpiausi¡ atstum¡?
Ekvivalentus uºdavinys yra toks. Reikia surasti aib
es (1, . . . , m) k
elini�
ξ = (ξ1, . . . , ξm), kuriame funkcija

(78) f(ξ) =
m−1∑

i=1

Dξi,ξi+1 + Dξm,ξ1

13Prisiminkim,kad kon�g	uracija ξ ∈ {0, 1}V yra vadinama galima, jei jokios dvi
kaimynin
es vir²	un
es n
era 1-ai.

14Imant 8 × 8 gardel¦ (xx br
eº.) optimalaus pakavimo uºdavinys yra trivialus.
I�sivaizduokime vir²	unes kaip ²achmatu� lentos langelius ir patalpinkime 1-us i� 32 tam-
sius langelius. Nesunku suprasti, kad toks atvejis yra optimalus. Bet kitokioms grafu�
strukt	uroms gali b	uti ne taip lengva surasti optimalu� pakavim¡
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i�gyja minimum¡. Paprastas reik²miu� f(ξ) skai£iavimas gali b	uti pri-
taikytas tik tuo atveju, kai m nedidelis, nes skirtingu� k
eliniu� ξ skai£ius
yra m!. O m! auga net grei£iau negu eksponenti²kai, lyginant su m.

Tokios r	u²ies optimizacijos uºdaviniu� sprendimui naudota daug metodu�.
�iame skyrelyje i²siai²kinsime vien¡ i² tokiu� metodu�: v
esinimo imitacij¡.

V
esinimo imitacijos id
eja yra tokia.Tarkime, MG su b	usenu� aibe S turi
vieninteli� stacionaru� skirstini�, toki�, kad b	usenos s ∈ S tikimyb
e pati didºi-
ausia, o reik²m
e f(s) maºa. Jeigu mes imituosime toki¡ grandin¦ gana
ilg¡ laik¡, tai tik
etina, kad baigsime b	usenoje s. Tarkime, kad po to v
el
imituojame kit¡ MG. Ji turi vieninteli� stacionaru� skirstini� su dar didesne
tikimybe patekti i� b	usen¡ s, kurioje f(s) i�gyja minimum¡. Taigi po kaºkokio
laiko su dar didesne tikimybe galime atsidurti funkcij¡ minimizuojan£ioje
b	usenoje s. Tada imituojame dar kit¡ MG su dar didesn
emis galimyb
emis
atsidurti minimizuojan£ioje b	usenoje s ir t.t. Jeigu toki¡ schem¡ sukon-
struosime r	upestingai, tai tikimyb
e, kad n-uoju laiko momentu b	usime f -
minimizuojan£ioje b	usenoje art
es i� 1, kai n →∞.

Jei pirmoji MG turi per
ejimo matric¡ P′ ir imituojama laik¡ N1, antroji
MG turi per
ejimo matric¡ P′′ ir imituojama laik¡ N2 ir t.t., tai visas algorit-
mas yra nehomogenin
e MG su per
ejimo matricomis

P(n) =





P′, kai n = 1, . . . , N1,

P′′, kai n = N1 + 1, . . . , N1 + N2,

. . .

Yra bendras kelias pasirinkti tikimybini� skirstini�, kuris aib
eje S turi didºi-
ausias tikimybes tu� b	usenu� s, kuriose f i�gyja maºas reik²mes, b	utent, taip
vadinam¡ Bolcmano skirstini�, apibr
eºt¡ ºemiau. MG su bolcmano skirs-
tiniu, kaip vieninteliu stacionariu, gali b	uti sukonstruota naudojant MGMK
id
ejas, i²d
estytas 6.6 skyrelyje.

8 apibr
eºimas Bolcmano skirstiniu πf,T baigtineje aib
eje S su energi-
jos funkcija f : S → R ir temperat	uros parametru T > 0 vadinamas
tikimybinis skirstinys aib
eje S, kuris kiekvienam elementui s ∈ S priskiria
tikimyb¦

(79) πf,T (s) =
1

Zf,T

exp

(−f(s)

T

)
.

�ia

(80) Zf,T =
∑

s∈S

exp

(−f(s)

T

)
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yra normuojanti konstanta, uºtikrinanti lygyb¦:
∑

s∈S

πf,T (s) = 1

Jeigu tikslas yra rasti ne funkcijos f minimum¡, bet maksimum¡, tai tada
vietoje Bolcmano skirstinio naudojamasmodi�kuotas Bolcmano skirstinys,
kuris gaunamas (79) ir (80) formul
ese eksponentes −f(s)

T
pakei£iant i� f(s)

T
.

Dabar pateiksime rezultat¡, kuris tvirtina, kad Bolcmano skirstinys su
maºomis temperat	uros parametro T reik²m
emis turi min
etas savybes, t.y.
tikimyb
es didºiausios tu� elementu� s, kurie minimizuoja f(s).

21 teorema Tegul S yra baigtin
e aib
e, o f : S → R bet kokia funkcija.
Tegul α(T ), T > 0, yra tikimyb
e, kad atsitiktinis elementas Y , parinktas
pagal Bolcmano skirstini� πf,T aib
eje S, minimizuoja f :

f(Y ) = min
s∈S

f(s).

Tuomet
lim
T→0

α(T ) = 1.

I�rodymas. I�rodysime tik tuo atveju, kai f turi vieninteli� minimum¡. Tegul
S = {s1, . . . , sk}, mins′∈S f(s′) = f(s) = a, mins′∈S\{s} f(s′) = b. Tuomet

πf,T (s) =
1

Zf,T

exp
(−a

T

)
=

exp
(
−a
T

)

∑
s′∈S exp

(−f(s′)
T

)

=
exp

(
−a
T

)

exp
(
−a
T

)
+

∑
s′∈S\{s} exp

(−f(s′)
T

)

≥
exp

(
−a
T

)

exp
(
−a
T

)
+ (k − 1) exp

(
−b
T

)

=
1

1 + (k − 1) exp
(

a−b
T

) .

Kadangi a < b, tai
lim
T→0

πf,T (s) = 1.

¤
Dabar i²d
estysime algoritm¡, kaip gali b	uti surastas funkcijos f minimu-

mas aib
eje S. Naudosime Bolcmano skirstini� πf,T aib
eje S. Tai atliksime
konstruodami Metropolio grandin¦ (ºr. 6.6 skyreli�). Pirma, �ksuojama tem-
perat	uru� seka T1 > T2 > . . ., kad Ti

i→∞→ 0, (£ia paai²k
eja, kod
el naudojamas
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v
esinimo terminas) ir nat	uraliu�ju� skai£iu� seka N1, N2, . . . Startuojama bet
kurioje aib
es S b	usenoje. Imituojama MG su temperat	uros parametru T1

laik¡ N1, po to su temperat	uros parametru T2 laik¡ N2 ir t.t.
Dydºiu� T1, T2, . . . ir N1, N2, . . . parinkimas vadinamas v
esinimo tvarkara²£iu

ir yra labai svarbus. Yra teoremos, tvirtinan£ios, kad jei temperat	uru� seka
art
eja i� 0 pakankamai l
etai (tai ekvivalentu, jei laiku� seka N1, N2, . . . auga
pakankamai greitai), tai tikimyb
e, kad n-uoju laiko momentu surasime f
minimum¡ art
eja i� 1, kai n → ∞15. V
esinimo tvarkara²£iai, kurie garan-
tuoja konvergavim¡ pagal ²ias teoremas, daugeliu atveju� yra nereal	us, nes
reikia astronominio laiko, kol temperat	ura pasidaro pakankamai maºa ir,
kai jau easme beveik garantuoti, kad surastas f minimumas. Bet v
esinimo
proced	uros praktiniuose pritaikymuose paprastai yra greitesn
es. Ir vis tik
i²lieka pavojus, jei v
edinsime per greitai, galime atsidurti ne absoliutaus
minimumo, bet lokaliojo minimumo ta²ke. D
el to, sprendºiant konkre£ius
uºdavinius, reikia nemaºai eksperimentuoti. Taigi tokie uºdaviniai kartais
tampa ne matematinio, bet inºinerinio pob	udºio.

27 pavyzdys V
esinimo imitacija keliaujan£io pirklio uºdavinyje.
Nagrin
ekime keliaujan£io pirklio uºdavini� (26 pavyzdys). Ie²kokime
aib
es (1, . . . , m) k
elinio ξ = (ξ1, . . . , ξm), kuris minimizuoja atstum¡
f(ξ), apibr
eºt¡ (78) lygybe. Pirma, naudodami Bolcmano skirstini�
πf,T , sukonstruokime Metropolio grandin¦ aib
es (1, . . . , m) k
eliniu� aib
eje.
Taigi reikia apibr
eºti per
ejimo mechanizm¡ tarp k
eliniu�, t.y. apibr
eºti
"kaimynus" tarp k
eliniu�. Vienas i² paprastesniu� b	udu� gal
etu� b	uti toks.
Du k
elinius ξ ir ξ′ vadinkime kaimynais, jei ∃ i, j ∈ (1, . . . ,m), i <
j, tokie, kad k
elinys ξ′ gaunamas i² k
elinio ξ apgr¦ºiant segment¡
(ξi, . . . , ξj):

ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
m)

= (ξ1, ξ2 . . . , ξi−1, ξj , ξj−1, . . . , ξi+1, ξi, ξj+1, ξj+2, . . . , ξm).

Kelion
es po miestus grafe tai atitiktu� dvieju� briaunu� pakeitim¡ kitomis
dviejomis briaunomis (tokiame keitime dalyvauja tik 4 vir²	un
es), kad
gautu�si kitokia kelion
e. �r. xx paveiksl¡. Toki¡ Metropolio grandin¦
atitinkanti per
ejimo matrica gaunama Bolcmano skirstinio tikimybes

15Viena i² tokiu� teoremu� (Gemano): Jei temperat	ura n-uoju laiko momentu T (n) art
eja
i� 0 pakankamai l
etai, t.y.

T (n) ≥ k (maxs∈S f(s)−mins∈S f(S))
log n

visiems pakankamai dideliems n, tai tikimyb
e, kad n-uoju laiko momentu surasime f
minimum¡ art
eja i� 1, kai n →∞.
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i�sta£ius i� (76) formul¦:

Pξ,ξ′ =





2
m(m−1) min

{
exp

(
f(ξ)−f(ξ′)

T

)
, 1

}
, jei ξ ∼ ξ′,

0, jei ξ 6= ξ′ ir ξ � ξ′,

1− ∑
ξ′′

ξ′′∼ξ

2
m(m−1) min

{
exp

(
f(ξ)−f(ξ′′)

T

)
, 1

}
, jei ξ = ξ′.

�ia ºenklas ∼ rei²kia kaimynus. Taigi turime toki� per
ejimo mecha-
nizm¡. Pirma, pasirenkame i, j ∈ {1, . . . ,m}, i < j. Renkam
es toly-
giai i² visos galimu� pasirinkimu� aib
es. Tada su tikimybe min

{
exp

(
f(ξ)−f(ξ′)

T

)
, 1

}

k
elini� ξ pakei£iame k
eliniu ξ′, o su tikimybe 1−min
{
exp

(
f(ξ)−f(ξ′)

T

)
, 1

}

paliekame t¡ pati� k
elini� ξ kitam laikui (padidintam laiko vienetu).
Tokia grandin
e turi Bolcmano skirstini� πf,T . Jis yra apgr¦ºiamas (pa-
gal bendr¡ Metropolio grandiniu� teorij¡). Taip pat galima parodyti,
kad grandin
e yra ir neredukuojama.
Belieka nuspr¦sti koki� v
esinimo tvarkara²ti� pasirinkti, t.y. pasirinkti
dvi sekas T1, T2, . . . ir N1, N2, . . . Galima tai atlikti ekperimentuojant.

Pasteb
ekime vien¡ aplinkyb¦. Pateiktame pavyzdyje, i�statant Bolcmano
skirstinio tikimybes i� (76) formul¦, normuojan£ios konstantos Zf,T susiprastina.
Tai gana gerai, nes prie²ingu atveju reik
etu� skai£iuoti Zf,T . (Suskai£iuoti
ju� fakti²kai nei�manoma.) Tai atsitinka visuomet, kai naudojami Bolcmano
skirstiniai Metropolio grandinei. Taigi tokia schema yra patogi skai£iavi-
mams atlikti.

Pateiksime dar vien¡ pavyzdi�, parodanti�, kad per greitas v
esinimas gali
neduoti gero rezultato.

28 pavyzdys Per greito v
esinimo tvarkara²£io naudojimo rizika.
Tegul S = {s1, s2, s3, s4}, o f : S → R yra tokia:





f(s1) = 1,

f(s2) = 2,

f(s3) = 0,

f(s4) = 2.

Tarkime, turime rasti f minimum¡ naudodami v
esinimo imitacij¡.16
Bolcmano skirstinio aib
eje S (su temperat	ura T ) Metropolio grandin
es

16�inoma yra kvaila naudoti v
esinimo imitacij¡ tokiam uºdaviniui kaip ²is. Juk galime
nustatyti, kad minimumas f(s3) = 0, tiesiog palygindami visas f reik²mes. �is pavyzdys
yra parinktas tik tam, kad pailiustruotume kas gali atsitikti naudojant v
esinimo imitacijos
algoritm¡ ºymiai sud
etingesniuose ir i�domesniuose uºdaviniuose.
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sukonstravimui turime apibr
eºti grafo strukt	ur¡ aib
eje S. Tarkime,
turime graf¡ pavaizduot¡ xx br
eºinyje. I�stat¦ πf,T i² (79) formul
es i�
(76) formul¦ gausime toki¡ per
ejimo matric¡:




1− e−1/T 1
2e−1/T 0 1

2e−1/T

1
2 0 1

2 0
0 1

2e−2/T 1− e−2/T 1
2e−2/T

1
2 0 1

2 0




.

Toliau tarkime, kad generuojame MG X0, X1, . . . aibeje S pagal kaºkoki�
v
esinimo tvarkara²ti�, startuodami su X0 = s1. Tegul T (n) yra tem-
perat	ura n-uoju laiko momentu. Tegul A yra i�vykis, kad grandin
e
pasiliks b	usenoje s1 visam laikui (taigi minimali reik²m
e f(s3) niekada
nebus surasta). Tur
esime

P (A) = P (X1 = s1, X2 = s1, . . . )
= lim

n→∞P (X1 = s1, X2 = s1, . . . , Xn = s1)

= lim
n→∞P (X1 = s1|X0 = s1)P (X2 = s1|X1 = s1)

. . . P (Xn = s1|Xn−1 = s1)

= lim
n→∞

n∏

i=1

(
1− e−1/T (i)

)
=

∞∏

i=1

(
1− e−1/T (i)

)
.

I² £ia ai²ku, kad P (A) = 0 ⇔ ∑∞
i=1 e−1/T (i)

= ∞. Taigi, jei T (n)

konverguoja i� 0 per greitai, t.y. taip, kad eilut
e ∑∞
i=1 e−1/T (i)

< ∞,
tai P (A) > 0. Vadinasi su teigiama tikimybe grandin
e gali pasilikti
b	usenoje s1 visam laikui. Tai atsitinka, pavyzdºiui, jei pasirinksime
T (n) = 1

n . �iuo atveju imituojamas v
esinimo algoritmas gali nesurasti
tikrojo f minimumo f(s3). Tokia klaida gauta d
el dvieju� prieºas£iu�:

• v
esinimo tvarkara²tis per greitas, ir
• b	usena s1 yra lokaliojo minimumo ta²kas (ta prasme, kad f i�gyja

didesnes reik²mes kaimynin
ese s1 vir²	un
ese).

Skyriaus pradºioje pateiktame 12 pavyzdyje apie grafo dalinim¡ pusiau
v
esinimo imitacija gal
etu� b	uti s
ekmingai taikoma.

Paskutiniaisiais metais keletas mokslininku� atsisak
e v
esinimo tvarkara²£io
id
ejos. Vietoje to sukonstravo Metropolio grandin¦ �ksuotai temperat	urai,
kuri buvo parinkta po kruop²£iu� matematiniu� paskai£iavimu�. Pavyzdºiui,
sprendºiant grafo dalinimo pusiau uºdavini�, buvo sudarytas algoritmas, kuris
∀ε > 0, jei k yra didelis, o T yra eil
es n5/6+ε, per laik¡ Ck2+ε su didele
tikimybe (art
ejan£ia i� 1, kai k → ∞) suranda optimalu� grafo padalinim¡
pusiau.
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6.8 Propo-Vilsono algoritmas
Nors MGMK metodas naudojamas modeliavime, ir ten yra labai naudingas,
pamin
ekime du tokiu� taikymu� tr	ukumus.

(A) Teorinis MGMK metodo pagrindas yra xx teorema, kuri garantuoja,
kad neredukuojamos ir neperiodin
es MG skirstinys µ(n) laiko momentu
n, nesvarbu kokia pradin
e b	usena beb	utu�, konverguoja i� stacionaru�
skirstini� π, kai n → ∞. Bet i² to nei²plaukia, kad µ(n) kada nors bus
lygus π, bet tiktai, kad µ(n) labai priart
eja prie π. I² tikru�ju�, didºiojoje
daugumoje pavyzdºiu� mes gauname, kad µ(n) 6= π visiems n. Vadinasi
koki� dideli� n bepaimtume vis tiek bus kaºkoks skirtumas tarp gauto
skirstinio µ(n) ir ie²komo skirstinio π.

(B) Norint padaryti paklaid¡, apie kuri¡ kalbama (A) pastaboje, maºa,
reikia ºinoti, koki� n tur
etume paimti, kad skirtumas (matuojamas pil-
nosios variacijos atstumu dTV (µ(n), π)) b	utu� maºesnis negu duotas ε >
0. Daugelyje situaciju� yra labai sud
etinga nustatyti kokius n reikia
paimti, kad gautume min
et¡ skirtum¡ pakankamai maº¡. Daºnai nus-
tatytos ribos neturi jokios praktin
es naudos.17

1996 m. ²ias problemas i²sprend
e Propas(Propp) ir Vilsonas(Wilson).
Jie sugalvojo MGMK metodo patobulinim¡, pateikdami algoritm¡, kuris
i²sprend
e abi (A) ir (B) problemas:

(A*) ju� algoritmas duoda tiksliai skirstini� π ir

(B*) automati²kai suranda laik¡, kada reikia sustoti, nereikalaudamas MG
konvergavimo grei£io skai£iavimu�.

�is algoritmas vadinamas Propo-Vilsono algoritmu. Apie ji� ir kalb
esime
²iame skyrelyje. Nuo kitu� MGMK algoritmu� jis skiriasi tuo, kad generuojama
ne viena MG, bet kelios MG kopijos18 su skirtingomis pradin
emis reik²m
emis.
Kitas svarbus (greitai suprasime kod
el) bruoºas yra tai, kad grandin
e prade-
dama ne 0-iu laiku, bet nuo kaºkurio laiko praeityje ir imituojama iki 0-io
laiko.

17Bendrai, kruop²£iai tiriant xx teoremos i�rodym¡, galime gauti vir²utin¦ n rib¡ (prik-
lausan£i¡ nuo ε ir nuo grandin
es). Ta£iau daºnai tos ribos yra astronomonio dydºio,
pavyzdºiui, tokios kaip "dTV (µ(n), π) < 0.01, jei n ≥ 10100". Tai visi²kai nenaudinga,
nes MG 10100 ºingsniu� imitacija nesibaigtu� m	usu� gyvenimo laiku. Tokiose situacijose mes
galime tik tik
etis, kad konvergavimas yra daug greitesnis (kad, gal b	ut, n = 105 uºteks),
bet i�rodyti tai daºnai b	una pernelyg sud
etinga.

18D
el prieºas£iu�, kurias i²siai²kinsime, Propas ir Vilsonas pavadino savo algoritm¡
"dubliavimas praeityje" (coupling from the past).
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Turint omenyje (A*) savyb¦, Propo-Vilsono algoritmas daºnai vadinamas
tiksliu ar tobulu imitavimo algoritmu.

Pereikime prie detalaus algoritmo apra²ymo. Tarkime, reikia parinkti
element¡ i² aib
es S = {s1, . . . , sk} pagal duot¡ skirstini� π. Kaip ir kituose
MGMK algoritmuose konstruojame apgr¦ºiam¡, neredukuojam¡ ir neperiod-
in¦ MG su b	usenu� aibe S ir stacionariu skirstiniu π. Tegul P yra per
ejimo
matrica, o φ : S × [0, 1] → S � kaºkokia duomenu� atnaujinimo funkcija.
Tegul N1, N2, . . . yra did
ejanti nat	uraliu�ju� skai£iu� seka. Pasirinkimas, kuri�
pagri�sime b	utu� (N1, N2, . . . ) = (1, 2, 4, 8, . . . ). Neigiami skai£iai−N1,−N2, . . .
bus naudojami kaip MG starto laiko momentai. Pagaliau tarkime, kad
U0, U−1, U−2, . . . yra nepriklausomu� ir tolygiai pasiskirs£iusiu� intervale [0, 1]
atsitiktiniu� dydºiu� seka. Tuomet algoritmas veikia taip.

1. Tegul m = 1.

2. Kiekvienam s ∈ {s1, . . . , sk} imituojame MG, laiko momentu −Nm

startuodami b	usenoje s, ir t¦sdami imitacij¡ iki 0-inio laiko. Naudo-
jame duomenu� atnaujinimo funkcij¡ φ ir atsitiktinius skai£ius
U−Nm+1, U−Nm+2, . . . , U−1, U0. Pastarieji atsitiktiniai skai£iai yra tie
patys visoms k grandiniu�.

3. Jei visos k grandiniu� 2-ame ºingsnyje 0-iniu laiku baigiasi toje pa£ioje
b	usenoje s′, tai i²
ejimas yra s′, ir proces¡ pabaigiame. Jei ne, pereiname
prie 4-ojo ºingsnio.

4. Padidiname m vienetu ir pereiname prie 2-ojo ºingsnio.

Yra svarbu, kad m-uoju laiku, kai ateiname i� 2-¡ji� ºingsni�, naudojame atsi-
tiktinius skai£ius U−Nm+1, U−Nm+2, . . . , U−1, U0, kuriu� dalis
U−Nm−1+1, U−Nm−1+2, . . . , U−1, U0 jau naudota ankstesniame ºingsnyje. Tai
yra b	utina, kad algoritmas dirbtu� korekti²kai (ºr. xx pavyzdi�). Bet tai daro
uºdavini� grem
ezdi²ku, nes reikia i²saugoti, gal b	ut, ilg¡ atsitiktiniu� dydºiu�
sek¡.19

XX br
eºinyje nagrin
ejamas pavyzdys, kai (N1, N2, . . . ) = (1, 2, 4, 8, . . . ),
o S = {s1, s2, s3}. Kadangi N1 = 1, startuojame su grandine prasidedan£ia
laiku −1 ir besibaigian£ia laiku 0. Tarkime,





φ(s1, U0) = s1,

φ(s2, U0) = s2,

φ(s3, U0) = s1.

19Kaip apeiti ²i¡ problem¡ diskutuosime v
eliau.
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Vadinasi, 0-iniu laiku tur
esime dvi skirtingas b	usenas (s1 arba s2), priklau-
san£ias nuo b	usenos −1-uoju laiku. Tod
el turime startuoti dar kart¡ laiku
−N2 = −2. Turime





φ(φ(s1, U−1), U0) = φ(s2, U0) = s2,

φ(φ(s2, U−1), U0) = φ(s3, U0) = s1,

φ(φ(s3, U−1), U0) = φ(s2, U0) = s2.

Ir v
el 0-iniu laiku gauname dvi skirtingas b	usenas. Taigi turime dar kart¡
startuoti laiku −N3 = −4. Gauname





φ(φ(φ(φ(s1, U−3), U−2), U−1), U0) = · · · = s2,

φ(φ(φ(φ(s2, U−3), U−2), U−1), U0) = · · · = s2,

φ(φ(φ(φ(s3, U−3), U−2), U−1), U0) = · · · = s2.

Taigi startuodami laiku −4, nepriklausomai nuo b	usenos tuo laiku, 0-iniu
laiku visada turime b	usen¡ s2. Algoritmas baigiasi, �ksuodamas i²
ejime s2

b	usen¡. Pasteb
ekime, kad, jei b	utume toliau imitav¦ grandin¦, prad
edami
laiku −8,−16 ir t.t., b	utume tur
ej¦ t¡ pa£i¡ b	usen¡ s2 (i²
ejime) 0-iniu laiku.
Taigi galime galvoti, kad b	usen¡ s2 b	utume tur
ej¦, jei b	utume prad
ej¦ im-
ituoti grandin¦ laiku −∞, ir kad grandin
e i�gijo pusiausvyr¡. Tai Propo-
Vilsono algoritmo intuicija.

Pasteb
ekime, kad, bendrai pa
emus, Propo-Vilsono algoritmas gali niekada
nesibaigti (neturime kolkas jokiu� garantiju�, kad Propo-Vilsono algoritmas
kada nors pasibaigs). I² tikru�ju�, jis gali niekad nepasibaigti, jei duomenu�
atnaujinimo funkcija parinkta blogai, ºr. xx uºdavini�. I² kitos pus
es daºnai
galima parodyti, kad algoritmas turi pabaig¡ su tikimybe 1.20 �iuo atveju
i²
ejimas (atsitiktinis dydis, gautas 0-iniu laiku) turi skirstini� π. Tai suformu-
luosime kaip teorem¡.

22 teorema Tegul P yra neredukuojamos ir neperiodin
es Markovo grandin
es,
su b	usenu� aibe S = {s1, . . . , sk} ir stacionariu skirstiniu π = (π1, . . . , πk),
per
ejimo matrica. Tegul φ yra duomenu� atnaujinimo funkcija. Tarkime, im-
itacijai naudojamas Propo-Vilsono algoritmas su (N1, N2, . . . ) = (1, 2, 4, 8, . . . ).
Taip pat tarkime, algoritmas baigiasi per baigtini� laik¡ su tikimybe 1. Tegul
Y yra i²
ejimas 0-iniu laiku. Tuomet ∀i ∈ {1, . . . , k} turime

P (Y = si) = πi.

20Kad tai parodytume galima naudotis taip vadinamu tikimybiniu nulio-vieneto d
esniu:
Propo-Vilsono algoritmas baigiasi per baigtini� laik¡ tik su tikimybe 0 arba 1. Taigi, jei
pasisektu� parodyti, kad Propo-Vilsono algoritmas baigiasi per baigtini� laik¡ su teigiama
tikimybe, tai gal
etume daryti i²vad¡, kad jis baigiasi per baigtini� laik¡ su tikimybe 1.
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Dabar dar negalime pasakyti, kad toks Propo-Vilsono algoritmas prak-
ti²kai naudingas, nebent aib
e S labai nedidel
e.21 Kokia didel
e aib
e S gali
b	uti, kad gal
etume generuoti algoritm¡ prad
edami visose b	usenose si? Tai
uºimtu� per daug kompiuterio laiko net ne itin dideliems k.

Atsakymas gl	udi kitur. Galima surasti i�vairiu� id
eju�, panaudojant MG
monotoni²kumo savyb¦ ir neimituoti visu� variantu�. Apie tai diskutuosime
v
elesniuose skyreliuose.

Skyreli� baigsime pateikdami pora pavyzdºiu�, kuriuose bandoma supa-
prastinti Propo-Vilsono algoritm¡. Deja, ²ie pavyzdºiai nekorekti²ki.

29 pavyzdys Dubliavimas ateityje.(Coupling to the future.)

�is pavyzdys atsakys i� klausim¡, kod
el Propo-Vilsono algo-
ritme startuojama vis toliau praeityje, o ne 0-iniu laiku ir
einama vis toliau i� ateiti�.

Nagrin
ekime toki� pavyzdi�. Tegul X0, X1, . . . yra MG su b	usenu� aibe
S = {s1, s2} ir per
ejimo matrica

P =

(
0.5 0.5
1 0

)
.

Per
ejimo grafas pavaizduotas xx br
eºinyje. Grandin
e yra apgr¦ºiama
su stacionariu skirstiniu

(81) π = (π1, π2) =
(

2
3

,
1
3

)
.

Tarkime, generuojame dvi grandin
es kopijas, startuodami 0-iniu laiku,
vien¡ kopij¡ prad
edami b	usenoje s1, kit¡ s2. Jos susijungs (i�gis t¡
pa£i¡ reik²m¦) pirm¡ kart¡ kaºkokiu atsitiktiniu laiku N . Nagrin
ekime
situacij¡, kai laikas yra N − 1. �iuo laiku viena i² grandiniu� yra
b	usenoje s2. Bet i² per
ejimo matricos i²plaukia, kad ²i grandin
e su
tikimybe 1 bus b	usenoje s1 po vieno ºingsnio, t.y. laiku N . Vadinasi
grandin
es su tikimybe 1 pirm¡ kart¡ sutaps b	usenoje s1. Taigi ²io mod-
i�kuoto Propo-Vilsono algoritmo i²
ejimas yra s1 su tikimybe 1. Tai
nesutampa su (81) stacionariu skirstiniu. Gauname, kad algoritmas
n
era korekti²kas.

30 pavyzdys �ia pateiktas kitas Propo-Vilsono algoritmo supapras-
tinimo pavyzdys.

21Jeigu S nedidel
e, Propo-Vilsono algoritmas irgi nereikalingas, nes tuomet galima mod-
eliuoti reikaling¡ dydi� pa£iu elementariausiu b	udu.
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Kai grandin
e startuoja i² naujo laiku−Nm+1, anks£iau nau-
doti atsitiktiniai dydºiai U−Nm+1, U−Nm+2, . . . , U0 panau-
dojami v
el. Kod
el papras£iausiai juos negeneruoti i² naujo?

V
el naudokime t¡ pa£i¡ MG kaip ir ankstesniame 29 pavyzdyje. Tarkime,
kad ²iai grandinei taikome Propo-Vilsono algoritm¡ su (N1, N2, . . . ) =
(1, 2, 4, 8, . . . ) ir duomenu� atnaujinimo funkcija

φ(s1, x) =





s1, kai x ∈ [0, 0.5),

s2, kai x ∈ [0.5, 1],

φ(s2, x) = s1 ∀x ∈ [0, 1].

Grandin¦ atnaujinkime kiekvien¡ kart¡, generuodami vis naujus Ui.
Tegul Y yra ²io modi�kuoto algoritmo i²
ejimas. Apibr
eºkime atsitiktini�
dydi� M kaip didºiausi¡ i² m, kuriems algoritmas nusprendºia startuoti
laiku −Nm (t.y. laikais −NM grandin
es startuoja paskutini� kart¡).
Tiesioginiai skai£iavimai duoda

P (Y = s1) =
∞∑

m=1

P (M = m,Y = s1)

≥ P (M = 1, Y = s1) + P (M = 2, Y = s1)
= P (M = 1)P (Y = s1|M = 1)

+ P (M = 2)P (Y = s1|M = 2)

=
1
2
· 1 +

3
8
· 2
3

=
3
4

>
2
3

.

I²
ejimo Y skirstinys nesutampa su (81) skirstiniu π. Taigi pateiktas
modi�kuotas algoritmas n
era korekti²kas.
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7 MONTE KARLO METODO TAIKYMAI
7.1 Radioaktyviojo skilimo generavimas
Tarkime, turime Nt radioaktyviu� atomu� laiko momentu t. Suskilusiu� atomu�
skai£ius dN per laiko interval¡ (t, t+dt) yra tiesiogiai proporcingas radioaktyviu�
atomu� skai£iui Nt ir laiko intervalo ilgiui dt

(82) dN = −λNtdt.

Minuso ºenklas rei²kia, kad radioaktyviu� atomu� skai£ius maº
eja (dalis suskyla,
ju� nelieka). Konstanta λ priklauso tik nuo radioaktyviosios medºiagos. Jos
dimensija yra 1

s
. λ parodo kuri dalis atomu� suskyla vidutini²kai per 1 sek.

(Tikimyb
e atomui suskilti per 1 sek.)
Jei laiko momentu t = 0 radioaktyviu� atomu� yra N0, o laiko momentu t

yra Nt, tai i² (82) gausime

dN

Nt

= −λdt,

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

ln
Nt

N0

= −λt,

(83) Nt = N0e
−λt

� radioaktyviu� atomu� skai£iaus maº
ejimo d
esnis.
I² tikru�ju� atomas gali gyventi nesuskil¦s labai ilgai. Jo gyvavimo laikas

t ∈ (0, +∞). Bet vidutinis gyvavimo laikas T baigtinis. Tegul T1/2 � ra-
dioaktyvaus atomo gyvavimo pusamºis T1/2 =

T

2
. Tuomet po tiek laiko

suskils pus
e atomu�:
N0

2
= N0e

−λT1/2 ,

T1/2 =
ln 2

λ
≈ 0.7

λ
.

Skai£ius atomu�, suskylan£iu� laiko intervale (t, t + dt), yra (i² (82) ir (83))

λNtdt = λN0e
−λtdt.

�iu� suskilusiu� atomu� gyvavimo laikas ≈ t (tarp t ir t + dt). Susumuojam
visus gyvavimo laikus:

TΣ =

+∞∫

0

tλN0e
−λtdt =

N0

λ
.

116



7.1 Radioaktyvusis skilimas 7 MONTE KARLO METODO TAIKYMAI

TΣ

N0

yra vidutinis atomo gyvavimo laikas:

τ =
TΣ

N0

=
1

λ
≈ T1/2

0.7
≈ 1.4T1/2.

Tikimyb
e, kad radioaktyvus atomas skils intervale (t, t + dt) yra

suskilusiu� intervale (t, t + dt) atomu� skai£ius
visu� atomu� skai£ius =

=
λN0e

−λtdt

N0

= λe−λtdt =

=
1

τ
e−

t
τ dt = f(t)dt.

�ia f(t) yra eksponentinis tankis.

GRAFIKAS

Atsitiktiniam laikui t, momentams kuriais i�vyksta radioaktyviu�ju� atomu�
skilimai, generuoti galime naudoti proced	ur¡:

U =
1

τ

∫
e−

s
τ ds =

(
−e−

t
τ

)∣∣∣
t

0
= −e−

t
τ + 1,

e−
t
τ = 1− U.

Galima pakeisti
e−

t
τ = U.

�ia U yra tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1) atsitiktinis dydis. Toks yra ir
1− U . Taigi atsitiktiniais laiko momentais

t = −τ ln U

i�vyksta radioaktyvios medºiagos skilimai. Tai laiko momentu� modelis.
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7.2 Monte-Karlo metodo bendroji taikymo schema
Monte-Karlo (MK) metodo taikymuose labai svarbi yra centrin
e ribin
e teo-
rema (CRT). Tod
el j¡ ir suformuluokime. Nepateiksime jos bendriausiu
atveju, o tik nesud
eting¡, paprast¡ variant¡.

I�veskime paºym
ejimus. Tegul

ξ1, ξ2, . . . , ξN

yra N nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu�. Tarkime,

Eξ1 = Eξ2 = · · · = EξN = m,

ir
Dξ1 = Dξ2 = · · · = DξN = b2

yra ²iu� dydºiu� vidurkiai ir dispersijos. Tegul

(84) ρN = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN .

Tuomet

(85) EρN = Nm := a, DρN = Nb2 := σ2.

23 teorema (CRT) Tegul ζ ∈ N(a, σ2) (normaliai pasiskirst¦s atsitiktinis
dydis su vidurkiu a ir dispersija σ2 ). Tuomet

P (α < ρN < β) ≈
β∫

α

pζ(x) dx,

kai N pakankamai dideli. �ia

pζ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2

yra atsitiktinio dydºio ζ tankio funkcija.

Prireiks dar vienos teoremos.

24 teorema (3σ taisykl
e) Tegul ζ ∈ N(a, σ2). Tuomet
a+3σ∫

a−3σ

pζ(x) dx ≈ 0.977.

118



7.2 MK taikymo schema 7 MONTE KARLO METODO TAIKYMAI

Dabar galime pereiti prie bendrosios MK metodo taikymo schemos.
Sakykime, reikia apskai£iuoti neºinom¡ dudi� m. Reik
etu� sugalvoti toki�

atsitiktini� dydi� ξ, kad Eξ = m. Tegul Dξ = b2.
Toliau nagrin
ekime N nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� ξ1, ξ2, . . . , ξN ,

kurie visi pasiskirst¦ kaip ir dydis ξ. Laikykim
es paºym
ejimu� (105) ir (106).
I² CRT ir 3σ taisykl
es tur
esime, kad

P{a− 3σ < ρn < a + 3σ} ≈ 0.977,

kai N pakankamai dideli. I² pastarosios formul
es gauname, kad

P

{
m− 3b√

N
<

ρN

N
< m +

3b√
N

}
≈ 0.977

arba
P





∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

ξj −m

∣∣∣∣∣∣
<

3b√
N



 ≈ 0.977.

Taigi teisinga tokia teorema.

25 teorema

(86) P





∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

ξj −m

∣∣∣∣∣∣
<

3b√
N



 ≈ 0.977.

Paskutinioji (107) formul
e gana svarbi MK metode. Ji duoda algoritm¡,
kaip paskai£iuoti m ir kartu paklaidos i�vertinim¡. I² (107) formul
es, ºin-
odamo koki¡ paklaid¡ galime daryti, surandame N , o po to ir m.
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7.3 Apibr
eºtinio integralo skai£iavimas
Sakykime, reikia suskai£iuoti integral¡

I =

b∫

a

g(x) dx.

Pasirinkime koki� nors atsitiktini� dydi� ξ, turinti� tanki� pξ(x) intervale (a, b):
b∫

a

pxi(x) dx = 1.

Kartu su atsitiktiniu dydºiu ξ nagrin
ekime kit¡ atsitiktini� dydi�

η =
g(ξ)

pξ(ξ)
.

Tuomet atsitiktinio dydºio η vidurkis

Eη =

b∫

a

(
g(x)

pξ(x)

)
pξ(x) dx = I.

Dabar nagrin
ekime N vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� η1, η2, . . . , ηN

ir ju� sumai taikykime 3 teorem¡. Gausime

(87) P





∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

ηj − I

∣∣∣∣∣∣
< 3

√
Dη

N



 ≈ 0.977.

I² £ia i²plaukia, kad jei mes paimame N reik²miu� ξ1, ξ2, . . . , ξN , tai

(88) 1

N

N∑

j=1

g(ξj)

pξ(ξj)
≈ I.

Taip pat gauname, kad (88) apytiksl
es lygyb
es paklaida su labai didele tikimybe
nevir²ija

(89) 3
√

Dη/N.

7.3.1 Apibr
eºtinio integralo skai£iavimo pavyzdys
31 pavyzdys Naudodami MK metod¡ suskai£iuokime integral¡

I =

π/2∫

0

sin x dx.
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1. Tegul
pξ(x) =

2

π

yra tolygiai intervale (0, π/2) pasiskirs£iusio atsitiktinio dydºio ξ tankis,

π/2∫

0

2

π
dx = 1.

Jeigu atsitiktinis dydis U yra tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1), tai reik
etu�
imti

ξ =
π

2
U.

Taigi, gausime

(90) I ≈ π

2N

N∑

j=1

sin ξj.

J
2. Pasirinkime kit¡ atsitiktini� dydi� ξ, pasiskirs£iusi� intervale (0, π/2)

pagal tiesini� tanki�

pξ =
8x

π2
,

π/2∫

0

8x

π2
dx = 1.

Dydºio ξ generavimui naudokim
es universaliu metodu, panaudokime dydºio
ξ skirstini� Fξ. Tarkime, U yra tolygusis atsitiktinis dydis intervale (0, 1).
Tuomet

Fξ(ξ) = U arba
ξ∫

0

8x

π2
dx = U.

I²sprend¦ pastar¡j¡ lygyb¦ ξ atºvilgiu, gausime

ξ =
π

2

√
U.

Taigi

(91) I ≈ π2

8N

N∑

j=1

sin ξj

ξj

.

J
Kuris i² parinktu� tankiu� geresnis? Antrasis, nes jis geriau aproksimuoja

(jo gra�kas artimesnis) pointegrin¦ funkcij¡ (ºr. xx br
eº.).
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MK metodas nenaudojamas tokiu� paprastu� integralu� skai£iavimui. Jis
nenaudojamas net ir sud
etingiems vienalypiams integralams skai£iuoti, nes
yra geresni ir tikslesni metodai � kvadrat	urin
es formul
es. Bet kai reikia
suskai£iuoti daugialypius integralus, kvadrat	urin
es formul
es pasidaro labai
sud
etingos. Lieka fakti²kai vienintelis kelias integravimas MK metodu.
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7.4 Tiesiniu� lyg£iu� sistemos sprendimas Monte Karlo
metodu

7.4.1 Iteraciju� metodas. I�vadas
Nagrin
ekime tiesiniu� lyg£iu� sistem¡:

(92)

x1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + b1,

x2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + bn, .

kurioje koe�cientai a11, a12, . . . , ann, b1, b2, . . . , bn yra duoti, o kintamuosius
x1, x2, . . . , xn reikia surasti. Naudodami matricas (92) lyg£iu� sistem¡ galime
uºra²yti trumpiau:

(93) x = Ax + b ;

£ia

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann




, b =




b1

b2

. .

bn




, x =




x1

x2

. .

xn




.

Tarkime, kad x(0) yra pradin
e neºinomu�ju� vektoriaus reik²m
e, o vektorius
x(k) paskai£iuojamas naudojantis lygtimis:

(94) x(k) = Ax(k−1) + b, k = 1, 2, . . .

Tarkime taip pat, kad viena i² dvieju� nelygybiu�

(95)
n∑

i,j=1

a2
ij < 1 arba max

1≤i≤n

n∑

j=1

|aij| < 1

yra patenkinta. Yra ºinoma, kad tuomet seka x(k), gauta naudojant (94)
iteracin¦ proced	ur¡, konverguoja i� (93) lyg£iu� sistemos sprendini� x∗, t.y.

x∗ = Ax∗ + b, lim
k→∞

x(k) = x∗.

Parink¦ pradini� vektoriu� x(0) = b, apytiksli� (93) lyg£iu� sistemos sprendini�
x(k) galime uºra²yti taip:

(96) x(k) = (E + A + A2 + · · ·+ Ak)b,
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£ia E yra vienetin
e matrica. I² (96) formul
es gauname, kad apytikslio spren-
dinio x(k) i -oji komponent
e

(97) x
(k)
i = bi +

n∑

j1=1

aij1bj1 +
n∑

j1=1

n∑

j2=1

aij1aj1j2bj2 + · · ·+

+
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

aij1aj1j2 . . . ajk−1jk
bjk

.

Net vidutiniams (neypa£ dideliems) k ir n tokiu� sumu� skai£iavimas gana
ilgas procesas. Sutrumpinti skai£iavimams naudojamas Monte Karlo meto-
das. Kituose skyreliuose sukonstruosime atsitiktini� dydi�, kurio vidurkis yra
lygus (97) i²rai²kai ir i²siai²kinsime kaip panaudoti Monte Karlo metod¡.

7.4.2 Monte Karlo metodo taikymas sumoms skai£iuoti
Trumpai pakartosime Monte Karlo metodo esm¦. Tarkime, mums reikia bent
jau apytiksliai suskai£iuoti sum¡

S =
m∑

i=1

ci.

Tam tikslui parenkame tikimybes p1, p2, . . . , pm: pi > 0, i = 1, 2, . . . , m,∑m
i=1 pi = 1. Toliau apibr
eºkime diskretu�ji� dydi� ξ, i�gyjanti� reik²mes di = ci/pi

su tikimyb
emis pi, i = 1, 2, . . . , m, t.y.

P (ξ = di) = pi, i = 1, 2, . . . , m.

26 teorema Atsitiktinio dydºio ξ vidurkis yra lygus S.

I�rodymas. I�rodymas i²plaukia i² atsitiktinio dydºio vidurkio apibr
eºimo

Eξ =
m∑

i=1

pidi =
m∑

i=1

ci = S.

J
Taigi sumai S paskai£iuoti gali b	uti naudojamas Monte Karlo metodas.

Turime generuoti N atsitiktinio dydºio ξ realizaciju� ξ(i) ir paimti ju� aritmetini�
vidurki�

SN =
1

N

N∑

i=1

ξ(i).

Tai ir bus sumos S apytiksl
e reik²m
e. �inoma, toki¡ proced	ur¡ verta nau-
doti, jei reikiamam tikslumui pasiekti uºtenka N realizaciju�, kai N ¿ m,
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(pavyzdºiui, m/N > 10). Atsitiktinio dydºio ξ dispersija

(98) D2ξ =
m∑

i=1

pid
2
i − E2(ξ) =

n∑

i=1

c2
i

pi

− E2(ξ).

Reik
etu� taip parinkti tikimybes, kad dispersija b	utu� kuo maºesn
e. I² (98) dis-
persijos i²rai²kos ai²ku, kad reikia minimizuoti dydºius c2

i /pi, i = 1, 2, . . . , m.
I² tikimybiu� teorijos ºinome, kad geresni apytiksliai rezultatai gaunami tada,
kai atsitiktinio dydºio ξ dispersija yra maºa. Daºniausiai dydºiai c2

i n
era ºi-
nomi. Bet kokia informacija apie dydºiu� ci elgesi� gali b	uti naudinga parenkant
pi taip, kad dispersij¡ D2(ξ) gautume kiek galima maºesn¦. Pavyzdºiui, jei
seka yra c1, c2, . . . , cm monotoni²kai maº
ejanti, tai ir tikimyb
es p1, p2, . . . , pm

tur
etu� elgtis taip pat.

7.4.3 XXX
Ankstesniame skyrelyje apra²ytas id
ejas pritaikykime (97) sumu� i�vertinimui.
Paimkime matric¡

P = Pn×n = (pij),

kurios elementai pij tenkina s¡lygas:
n∑

j=1

pij = 1, i = 1, 2, . . . , n,

� kiekvieno matricos stulpelio elementu� suma lygi 1;
pij > 0, jei aij 6= 0, ir pij = 0, jei aij = 0.

(99)

Iliustruotame pavyzdyje mums uºteko vieno atsitiktinio dydºio. Dabar reik
es
n atsitiktiniu� dydºiu� ir ju� skirstiniu�. Skai£ius dij parinkime taip:

(100) dij =





aij

pij

, jei aij 6= 0,

0, jei aij = 0.

Pana²iai kaip ir ankstesniame skyrelyje pateiktame pavyzdyje (97) sumos
nariai generuojami su tam tikromis (speci�n
emis) tikimyb
emis. Dydis dij1dj1j2 . . . djk−1jk

bjk

parenkamas su tikimybe p = pij1pj1j2 . . . pjk−1jk
. Galima tai suformuluoti ir ki-

taip � indeksu� kalba. T.y. pakanka parinkti indeksu� sek¡ I = (i, j1, j2, . . . , jk)
su tikimybe p, nes ²ie indeksai vienareik²mi²kai apibr
eºia dydi� dij1dj1j2 . . . djk−1jk

bjk
.

Taigi mes galime apsiriboti klausimu: Kokia proced	ura tiks generuoti (parinkti)
I indeksu� sekai su tikimybe p?

Jei indeksas j1 parenkamas su tikimybe pij1 , indeksas j2 parenkamas
su tikimybe pj1j2 , . . . , ir indeksas jk parenkamas su tikimybe pjk−1jk

, tai
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I indeksu� aib
e yra parenkama su tikimybe p = pij1pj1j2 . . . pjk−1jk
. Nor
edami

pademonstruoti indeksu� generavimo proces¡, panaudosime Markovo grandiniu�
terminologij¡. Diskretieji atsitiktiniai dydºiai ξ1, ξ2, . . . , ξk gali i�gyti reik²mes.
Jei ξi = j, tai sakoma, kad atsitiktinis ta²kas i-uoju momentu (i-ajame
ºingsnyje) yra j-ojoje b	usenoje. Atsitiktiniai dydºiai ξ1, ξ2, . . . , ξk apra²o
atsitiktini� k keli¡, aplankant kaºkiek b	usenu� i² n galimu�. I�vykis, kad atsi-
tiktinis ta²kas pateks i² r b	usenos i� s b	usen¡, tikimyb
e ºymima prs ir vad-
inama per
ejimo tikimybe. �ios tikimyb
es nepriklauso nuo ºingsniu�, kurie
buvo padaryti iki patekimo i� r b	usen¡. T.y. kiekvienam i turime, kad

(101) prs = P{ξi+1 = s|ξi = r}, r, s = 1, 2, . . . , n.

Indeksu� aib
e I gali b	uti suprantama kaip atsitiktinis kelias, susidedantis i²
k ºingsniu�, kai atsitiktinis ta²kas startuoja i² b	usenos i ir po k ºingsniu� at-
siduria b	usenoje jk aplankydamas b	usenas j1, j2, . . . , jk−1. I² kitos pus
es,
pa
emus pradin¦ reik²m¦ ξ0 = i, atsitiktiniu� dydºiu� ξ1, ξ2, . . . , ξk realizacija
(gauta pagal (101) lygybes, naudojant per
ejimo tikimybiu� matric¡ P) duoda
indeksu� sek¡ I, ir ²i indeksu� seka I generuota tiksliai su tikimybe p =
pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

.
Dabar reziumuokime tai apie k¡ kalb
ejome ²iuose skyreliuose. Lygties

(93) apytikslio sprendinio komponent
e (vieno neºinomojo reik²m
e) gali b	uti
paskai£iuota naudojant Monte Karlo metod¡. Kad gal
etume tai padaryti,
turime

• paimti matric¡ P , tenkinan£i¡ (99) s¡lygas,

• nustatyti indekso i reik²m¦, t.y. to kintamojo, kuri� skai£iuosime,

• nustatyti dydi� k, kuris apibr
eºia aproksimacijos tikslum¡,

• nustatyti generuojamu� atsitiktiniu� egzemplioriu� skai£iu� N , nuo kurio
priklauso Monte Karlo metodo padarytos klaidos dydis (tikslumas),

• naudodami (100) formul¦, paskai£iuoti dydºius dij.

Taigi tur
esime parinkti N atsitiktiniu� keliu�. r-asis atsitiktinis kelias apibr
eºia
indeksu� sek¡ I = (i, j1, j2, . . . , jk). Ai²ku, ji priklauso nuo r, t.y. I = Ir, bet
65 indeks1, kad neb	utu� labai griozdi²ki uºra²ai, mes praleidºiame. Toliau
gautai indeksu� sekai I suskai£iuojame sum¡

(102) S(r) = bi + dij1bj1 + dij1dj1j2bj2 + · · ·+ dij1dj1j2 . . . djk−1jk
bjk

.

�ios sumos generavimo tikimyb
e yra lygi p = pij1pj1j2 . . . pjk−1jk
.
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Kai jau turime sugenerav¦ N atsitiktiniu� keliu�, dydºio x
(k)
i aproksimacij¡

gauname paimdami sumu� S(r) aritmetini� vidurki�

x
(k)
i ≈ 1

N

N∑

r=1

S(r).

27 teorema Suma

(103) 1

N

N∑

r=1

S(r)

yra nepasislink¦s dydºio x
(k)
i , apibr
eºto (97) formule, i�vertinimas.

I�rodymas. Sumos (103) (atsitiktinio dydºio) vidurkis yra lygus

(104) E

(
1

N

N∑

r=1

S(r)

)
=

1

N

N∑

r=1

E
(
S(r)

)
= E

(
S(r)

)

=
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

S(r) · pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

=
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

bi · pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

+
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

dij1b1 · pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

+
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

dij1dj1j2bj2 · pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

dij1dj1j2 . . . djk−1jk
bjk
· pij1pj1j2 . . . pjk−1jk

.

I�stat¦ i� (104) dydºius dij i² (100) formul
es, tur
esime

E

(
1

N

N∑

r=1

S(r)

)
= bi +

n∑

j1=1

aij1bj1 +
n∑

j1=1

n∑

j2=1

aij1aj1j2bj2 + · · ·+

+
n∑

j1=1

n∑

j2=1

· · ·
n∑

jk=1

aij1aj1j2 . . . ajk−1jk
bjk

.

Gauta suma sutampa su (97) formul
es de²ini¡ja puse. J
I² tikru�ju� Monte Karlo metodas tiesiniu� lyg£iu� sistemoms spr¦sti nau-

dojamas tik i²imtiniais atvejais. Pavyzdºiui, tada, kai lyg£iu� sistem¡ sudaro
gana daug lyg£iu� ir reikia surasti tik kelet¡ neºinomu�ju�. Kitais atvejais geriau
naudoti skaitiniu� metodu� deterministin¦ technik¡.
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8 ATSITIKTINUMO SAMPRATA
8.1 k-sekos

Imkime aib¦ i² N elementu� Ω = {ω1, . . . , ωN}.
9 apibr
eºimas Sakysime,kad seka

(105) ωj1 , ωj2 , . . . , ωji
∈ Ω,

yra tolygiai pasiskirs£iusi aib
eje Ω, jeigu

(106) lim
n→∞

n(ωi)

n
=

1

N
∀i.

�ia n(ωi) yra elementu� ωi skai£ius tarp n pirmu�ju� (105) sekos nariu�.

10 apibr
eºimas Tolygiai pasiskirs£iusi¡ aib
eje Ω sek¡ taip pat vadinsime
1-seka.

11 apibr
eºimas (105) sek¡ vadinsime 2-seka, jei

(107) lim
n→∞

n(ωi, ωj)

n
=

1

N2
∀i, j.

�ia n(ωi, ωj) rodo kiek yra poru� (ωi, ωj) tarp n pirmu�ju� sekos (ωj1 , ωj2), (ωj2 , ωj3), . . .
nariu�.

12 apibr
eºimas (105) sek¡ vadinsime k-seka, jei

(108) lim
n→∞

n(ωi1 , . . . , ωik)

n
=

1

Nk
∀i1, . . . , ik.

�ia n(ωi1 , . . . , ωik) rodo kiek yra rinkiniu� (ωi1 , . . . , ωik) tarp n pirmu�ju� sekos
(ωj1 , . . . , ωjk

), (ωj2 , . . . , ωjk+1
), . . . nariu�.

Apibendrinkime ²ias s¡vokas, kai Ω n
era diskreti. Tegul Ω = [0, 1).

13 apibr
eºimas Sek¡

(109) x1, x2, . . . , xn, . . . , xn ∈ [0, 1),

vadinsime tolygiai pasiskirs£iusia intervale [0, 1), jei ∀u, v ∈ [0, 1], u < v,

(110) lim
n→∞

n([u, v))

n
= v − u.

�ia n([u, v)) yra skai£ius sekos (109) nariu� i² pirmu�ju� n, kurie patenka i�
interval¡ [u, v).
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14 apibr
eºimas Tolygiai pasiskirs£iusi intervale [0, 1) (109) seka taip pat
vadinama 1-seka.

15 apibr
eºimas (109) sek¡ vadinsime 2-seka, jei ∀u1, v1, u2, v2 ∈ [0, 1], u1 <
v1, u2 < v2,

(111) lim
n→∞

n([u1, v1), [u2, v2))

n
= (v1 − u1)(v2 − u2).

�ia n(A,B) rodo kiek poru� (x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn, xn+1) priklauso aibei
A×B.

Pana²iai yra apibr
eºiamos k-sekos.

16 apibr
eºimas (109) sek¡ vadinsime k-seka, jei ∀u1, v1, u2, v2, . . . , uk, vk ∈
[0, 1], u1 < v1, u2 < v2, . . . , uk < vk,

(112) lim
n→∞

n([u1, v1), [u2, v2), . . . , [uk, vk))

n
= (v1− u1)(v2− u2) . . . (vk − uk).

�ia n(A1, A2, . . . , Ak) rodo kiek rinkiniu� (x1, x2, . . . , xk), (x2, x3, . . . , xk+1),
. . . , (xn, xn+1, . . . , xn+k−1) priklauso aibei A1 × A2 × · · · × Ak.

28 teorema k-seka yra ir (k-1)-seka.

I�rodymas. Paprastumo d
elei imkime k = 2.
Tolydºiuoju atveju i�rodymas gaunamas i² (111) pa
emus u2 = 0, v2 = 1.
Jeigu turime diskretu�ji� atveji�, tai galima i�rodyti prie²taros b	udu. I²

tikru�ju�, jei ωk pasikartoja daºniau uº ωl, tai kaºkurios poros (ωk, ·) pasikartos
daºniau uº poras (ωl, ·). Teorema i�rodyta. J

17 apibr
eºimas (105) arba (109) seka vadinama∞-seka, jeigu ji yra k-seka
∀k ∈ N.

k-seku� pavyzdºiai...............
k-seku� apibr
eºimuose vietoje ribu� galima ra²yti tikimybes. Galime uºra²yti

4 apibr
eºimo analog¡ naudodami tikimyb
es s¡vok¡.

18 apibr
eºimas (105) sek¡ vadinsime k-seka, jei

(113) P ((ωi1 , . . . , ωik) =
1

Nk
∀i1, . . . , ik.

�ia P ((ωi1 , . . . , ωik)) yra rinkinio (ωi1 , . . . , ωik) pasirodymo daºnis (arba tiki-
myb
e) (105) sekoje.
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19 apibr
eºimas (109) sek¡ vadinsime k-seka, jei ∀u1, v1, u2, v2, . . . , uk, vk ∈
[0, 1], u1 < v1, u2 < v2, . . . , uk < vk,

(114) P (u1 ≤ xn < v1, u2 ≤ xn+1 < v2, . . . , uk ≤ xn+k−1 < vk)

= (v1 − u1)(v2 − u2) . . . (vk − uk).

�ia P (u1 ≤ xn < v1, u2 ≤ xn+1 < v2, . . . , uk ≤ xn+k−1 < vk) yra (109) sekos
paeiliui einan£iu� k elementu� patekimo atitinkamai i� intervalus [u1, v1), [u2, v2),
. . . , [uk, vk) daºnis (arba tikimyb
e).

Ar egzistuoja ∞-sekos? Taip.

29 teorema (J.Franklin) Seka
xn = θn mod 1

yra ∞-seka beveik visiems realiems θ > 1.
Bet iki ²iol nei vieno tokio θ n
era surasta.

1 pastaba Sp
ejama, kad skai£iaus π skaitmenys 3, 1, 4, 1, 5, 9, . . . yra ∞-
seka. Bet n
era i�rodyta, kad tai bent 1-seka.

Egzistuoja algoritmai, kuriu� pagalba galima apskai£iuoti ∞-sekas.

8.2 Atsitiktinumo samprata. I
Kokias sekas reik
etu� vadinti atsitiktin
emis sekomis? Jeigu seka yra 1-seka,
tai turb	ut dar neatsitiktin
e.

Pavyzdys.
Jeigu jau 2-seka, tai labiau atsitiktin
e. Ai²ku,kad (ºr. br
eº....)
Paanalizuokime ∞-sekas. Jeigu k = 1010, tai sekoje pasitaikys serijos i²

1010 nuliuku�. �ios serijos tikimyb
e labai ir labai maºa. Bet jeigu toks atve-
jis pasitaiko eksperimente � problema ("tikriausiai negeras generatorius"!).
Jeigu tokio atvejo negali pasitaikyti net teori²kai, tai tokia seka jau negali
b	uti "labai" atsitiktin
e.

Prie ²ios problemos dar gri�²ime v
eliau.

8.3 Ry²ys tarp diskre£iu�ju� ir tolydºiu�ju� k-seku�
Tegul Y0, Y1, . . . � b-tain
e seka (∀Yn yra vienas i² skai£iu� 0, 1, . . . , b − 1).
Ai²ku, kad b-tain
e seka yra k-seka, jeigu visiems b-tainiams skai£iu� rinkiniams
(y1, y2, . . . , yk)

P ((Yn, Yn+1, . . . , Yn+k−1) = (y1, y2, . . . , yk)) =
1

bk
.
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30 teorema Tegul x0, x1, . . . � k-seka i² intervalo [0, 1). Tuomet [bx0], [bx1], . . .
� b-tain
e k-seka.

I�rodymas. Pasirenkam y1, . . . , yk. Tegul

uj =
yj

b
, vj =

yj + 1

b
, Yn = [bxn].

Tuomet

P ((Yn, Yn+1, . . . , Yn+k−1) = (y1, y2, . . . , yk))

= P (y1 ≤ bxn < y1 + 1, . . . , yk ≤ bxk < yk + 1)

= P (bu1 ≤ bxn < bv1, . . . , buk ≤ bxn+k−1 < bvk)

= P (u1 ≤ xn < v1, . . . , uk ≤ xn+k−1 < vk)

= (v1 − u1) . . . (vk − uk) =
1

bk
.

Teorema i�rodyta. J

31 teorema Tegul

(115) x0, x1, · · · ∈ [0, 1).

Jeigu seka [cjx0], [c
jx1], . . . yra cj-tain
e k-seka kokiam nors c ∈ N, c > 1, ir ∀j ∈

N, tai (115) seka yra k-seka.

32 pavyzdys Pateiksime pavyzdi�, parodanti�, kad teoremos formulavime s¡-
lyga ∀j ∈ N yra b	utina.

Nagrin
ekime sek¡

0.000, 0.100, 0.200, . . . , 0.900, 0.000, 0.100, . . .

Tokia seka n
era net 1-seka. Ta£iau pa
em¦ c = 10, j = 1, gausime sek¡
0, 1, 2, . . . , 9, 0, 1, . . .. Ji yra 10-tain
e 1-seka. J

31 teoremos i�rodymas. Reikia i�rodyti, kad

P ∗ = P (u1 ≤ xn < v1, . . . , uk ≤ xn+k−1 < vk) =
k∏

t=1

(vt − ut).

1. Tarkime, kad visi ut, vt, t = 1, . . . , k, yra b-tainiai racional	us skai£iai,
t.y. trupmenos su vardikliu lygiu b, o seka [bx0], [bx1], . . . yra b-tain
e k-seka.
Tuomet

ut =
mt

b
, vt =

st

b
, t = 1, . . . , k,
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o
P ([bxn] = y1, . . . , [bxn+k−1] = yk) =

1

bk

visiems yj ∈ {0, 1, . . . , b− 1}. �r. br
eº...... Taigi, tur
esime,kad

P ∗ = P
(

m1

b
≤ xn <

m1 + 1

b
, ·

)
+ P

(
m1 + 1

b
≤ xn <

m1 + 2

b
, ·

)

+ · · ·+ P
(

s1 − 1

b
≤ xn <

s1

b
, ·

)
= . . .

= P
(

m1

b
≤ xn <

m1 + 1

b
, . . . ,

mk

b
≤ xn+k−1 <

mk + 1

b

)

+ · · ·+ P
(

s1 − 1

b
≤ xn <

s1

b
, . . . ,

sk − 1

b
≤ xn+k−1 <

sk

b

)

= P ([bxn] = m1, . . . , [bxn+k−1 = mk)

+ · · ·+ P ([bxn] = s1, . . . , [bxn+k−1 = sk)

=
1

bk
+ · · ·+ 1

bk
=

k∏

t=1

(vt − ut).

2. Tarkime,kad bent vienas i² skai£iu� ut, vt n
era b-racionalus. Paºym
ekime
(ºr. br
eº....) u′t ir v′t artimiausius b-racionalius skai£ius tokius, kad

u′t ≤ ut < u′t +
1

b
, v′t ≤ vt < v′t +

1

b
.

Be to, b (d
eka j) galime paimti toki� dideli�, kad

u′t +
1

b
< v′t.

Tuomet

P ∗ ≤ P (u′1 ≤ xn < v′1 +
1

b
, . . . , u′k ≤ xn+k−1 < v′k +

1

b
)

=
k∏

t=1

(
v′t − u′t +

1

b

)
=

k∏

t=1

(
v′t − u′t + 1

b

vt − ut

)
(vt − ut)

≤
k∏

t=1

(vt − ut)
k∏

t=1

(
1 +

2

(vt − ut)b

)
.

Pasirinkime ε > 0. b (j d
eka) galime paimti toki� dideli�, kad antroji sandauga

k∏

t=1

(
1 +

2

(vt − ut)b

)
≤ 1 + ε.
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Tod
el
P ∗ ≤

k∏

t=1

(vt − ut)(1 + ε) ≤
k∏

t=1

(vt − ut) + ε.

Analogi²kai samprotaudami tur
esime

P ∗ ≥ P (u′1 +
1

b
≤ xn < v′1, . . . , u

′
k +

1

b
≤ xn+k−1 < v′k)

=
k∏

t=1

(
v′t − u′t −

1

b

)
=

k∏

t=1

(
v′t − u′t − 1

b

vt − ut

)
(vt − ut)

≥
k∏

t=1

(vt − ut)
k∏

t=1

(
1− 2

(vt − ut)b

)

≥
k∏

t=1

(vt − ut)(1− ε) ≤
k∏

t=1

(vt − ut)− ε.

Taigi, ∀ε > 0 ∣∣∣∣∣P
∗ −

k∏

t=1

(vt − ut)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Vadinasi
P ∗ =

k∏

t=1

(vt − ut).

Kadangi galime imti b = c, c2, . . . , cn →∞, kai n →∞, tai teorema i�rodyta.
J

2 pastaba 3 teoremos tvirtinimas rei²kia,kad realiu� skai£iu� i² intervalo [0, 1)
seka bus k-seka, jei ju� c-tainiu� skleidiniu� pirmieji skaitmenys sudaro k-sek¡,
pirmieji du skaitmenys sudaro k-sek¡ ir .t.t.

33 pavyzdys Tarkime, 0.2453731...; 0.4678902...; . . . yra seka i² intervalo
[0, 1).

Ji bus k-seka, jei

seka 2, 4, . . . yra k-seka,
seka 24, 46, . . . yra k-seka,
seka 245, 467, . . . yra k-seka, ir t.t.

J
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8.4 k-seku� savyb
es
32 teorema Tegul x0, x1, . . . yra k-seka i² intervalo [0, 1), f(y1, . . . , yk) �
integruojama Rymano prasme funkcija. Tuomet
(116)

lim
n→∞

1

n

∑

0≤j<n

f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1) =

1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk.

I�rodymas. I² k-sekos apibr
eºimo i²plaukia, kad teorema teisinga kai

(117) f(y1, . . . , yk) =





1, kai u1 ≤ y1 < v1, . . . , uk ≤ yk < vk,

0 kitais atvejais,

nes ²iuo atveju

lim
n→∞

1

n

∑

0≤j<n

f(xj, xj+1, . . . , xj+k−1)

= lim
n→∞

n([u1, v1), [u2, v2), . . . , [uk, vk))

n
= (v1 − u1)(v2 − u2) . . . (vk − uk)

=

1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk.

(116) lygyb
e yra teisinga ir laiptuotai funkcijai

f = a1f1 + · · ·+ amfm;

£ia fj yra funkcijos, i�gyjan£ios tik dvi reik²mes 0 ir 1 (kaip formul
eje (117)),
o aj yra pastov	us daugikliai.

Jeigu f yra integruojama Rymano prasme funkcija, o ε > 0 , tai egzistuoja
dvi laiptuotos funkcijos f ir f , f ≤ f ≤ f ir skirtumas tarp integralu� ∫

f,
∫

f
yra nedidesnis negu ε. Taigi

1

n

∑

0≤j<n

f(xj, . . . , xj+k−1)

≤ 1

n

∑

0≤j<n

f(xj, . . . , xj+k−1)

≤ 1

n

∑

0≤j<n

f(xj, . . . , xj+k−1).

(118)
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Integralams, ai²ku, yra teisinga nelygyb
e
1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk

≤
1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk

≤
1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk.

Kadangi pirmosios sumos i² (118) formul
es riba, kai n → ∞, yra pirmasis
integralas, o tre£iosios sumos riba � tre£iasis integralas. Be to, ²ie integralu�
skirtumas ne didesnis uº ε, ir ε galime pasirinkti bet koki� teigiam¡ skai£iu�, tai
vidurin
es sumos i² (118) formul
es riba, kai n →∞, yra vidurinis integralas,
t.y.

lim
n→∞

1

n

∑

0≤j<n

f(xj, . . . , xj+k−1) =

1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk.

Teorema i�rodyta. J

1 i²vada Jeigu seka x1, x2, . . . i² intervalo [0, 1) yra k-seka, tai ji tenkina
k-tos eil
es k
eliniu� test¡:

P (xn+p1−1 < xn+p2−1 < · · · < xn+pk−1) =
1

k!
.

�ia p1, . . . , pk bet koks skai£iu� 1, . . . , k k
elinys.

I�rodymas. I²vada i²plaukia i² 4 teoremos, pa
emus

f(y1, . . . , yk) =





1, kai yp1 < yp2 < · · · < ypk
,

0 kitais atvejais,
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nes ²iuo atveju

P (xn+p1−1 < xn+p2−1 < · · · < xn+pk−1)

=

1∫

0

. . .

1∫

0

f(y1, . . . , yk) dy1 . . . dyk

=
∫∫

. . .
∫

0≤yp1<yp2<···<ypk
<1

dy1dy2 . . . dyk

=

1∫

0

dypk

ypk∫

0

dypk−1
. . .

yp3∫

0

dyp2

yp2∫

0

dyp1

=

1∫

0

dypk

ypk∫

0

dypk−1
. . .

yp3∫

0

yp2 dyp2

=

1∫

0

dypk

ypk∫

0

dypk−1
. . .

yp4∫

0

y2
p3

2
dyp3

=

1∫

0

dypk

ypk∫

0

yk−2
pk−1

(k − 2)!
dypk−1

=

1∫

0

yk−1
pk

(k − 1)!
dypk

=
1

k!
.

J

3 pastaba ∞-sekos tenkina daug kitu� testu�.

8.5 Atsitiktinumo samprata. II
Pateiksime pavyzdi�, rodanti�, kad ir k-sekas negalima laikyti atsitiktin
emis.

34 pavyzdys 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, . . .

�ios sekos periodas yra 16 ir ji yra 3-seka (nesunku patikrinti). Paimkime
lyginius ir nelyginius sekos narius:

0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, . . . − lyginiai sekos nariai
0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, . . . − nelyginiai sekos nariai.

Pirmuoju atveju daºniau pasirodo vienetukai, antruoju � nuliukai. Taigi
posekiai {x2n} ir {x2n−1} jau neb
era net 1-sekos. J
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8.6 (m,k)-sekos
20 apibr
eºimas Seka x1, x2, . . . vadinama (m, k)-seka intervale [0, 1), jei

P (u1 ≤ xmn+j < v1, . . . , uk ≤ xmn+j+k−1 < vk) = (v1 − u1) . . . (vk − uk)

visiems ui, vi ∈ [0, 1], ui < vi, ir visiems j, 0 ≤ j < m.

33 teorema (A.Nieven, X.Zuckermann) ∞-seka yra (m, k)-seka visiems
nat	uriniams m ir k.

Tai graºus nelauktas rezultatas.

8.7 Atsitiktinumo samprata. III
Taigi k-sekas,tur b	ut, nevisada galime laikyti atsitiktin
emis. O kaip bus su
∞-sekomis?

Ar ekvivalent	us teiginiai: "∞-seka" ir "atsitiktin
e seka".
Dabar pateiksime daug atsitiktiniu� seku� apibr
eºimu� ir paanalizuosime

juos.

21 apibr
eºimas Seka i² intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei ji yra ∞-
seka.

Bendrai pa
emus, jeigu seka tikrai atsitiktin
e, taigalimas variantas, kad
ji net netolygiai pasiskirs£iusi intervale [0, 1). Bet, tikriausiai, su tikimybe
lygia 1 ji yra∞-seka. Koki¡ bepaimtume sek¡ atsitiktiniu� skai£iu�, ji turi b	uti
lygiavert
e kitai tokiai sekai, net sekai vien i² nuliuku�.

Bet gal gal
etume atsisakyti min
etu� seku�. Mums liktu� pakanakmai daug
geru� seku�.

Bet, sakykime, turime atsitiktin¦ pagal 12 apibr
eºim¡ sek¡. Jos posekis

x0, x1, x4, x9, . . . , xn2 , . . .

taip pat turi b	uti atsitiktinis. Jeigu paimtume min
eto posekio visus narius
lygius nuliui, tai seka vis tiek b	utu� atsitiktin
e pagal 12 apibr
eºim¡, nes ²iu�
nariu� yra palyginti retai ir ribiniam skai£iu� pasiskirstymui jie i�takos neturi.

Taigi 12 apibr
eºimas n
era geras.

22 apibr
eºimas Seka i² intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei kiekvienas
jos begalinis posekis yra ∞-seka.
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�itas apibr
eºimas tikrai per grieºtas, nes nebelieka atsitiktiniu� seku�. Juk
i² kiekvienos apr
eºtos sekos galime i²skirti monotonini� (ir net grieºtai) poseki�,
kuris nebus ∞-seka.

Vadinasi reikia taip apriboti ∞-sekas, kad posekius gal
etume imti ne vi-
sus, o tik pagal kokias nors taisykles.

23 apibr
eºimas Seka i² intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei bet kokiu
efektyviu algoritmu apibr
eºtas jos begalinis posekis yra ∞-seka.
�ia efektyvus = konkretus, t.y. gali b	uti sudaryta programa, kuri nustato
nat	uraliu�ju� skai£iu� poseki�.

�is apibr
eºimas irgi nekoks. Pavyzdºiui, m
etome monet¡: H, H, S, S,H, . . .
Norime gauti poseki�, kuris gaunamas, kai imami nariai po dvieju� herbu�
pasirodymo arba kas nors pana²aus.

24 apibr
eºimas Tegul funkcijos

f0, f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn), . . .

tokios, kad
• fi, i = 1, 2, . . . , yra efektyviai apskai£iuojamos;
• fi, i = 1, 2, . . . , i�gyja tik dvi reik²mes 0 ir 1.
Sekos x0, x1, . . . i + 1-¡ji� nari� paliekane, jei fi = 1, ir i + 1-¡ji� nari�

i²metame, jei fi = 0.
Taip gauta nauja seka vadinama sekos x0, x1, . . . retiniu.

25 apibr
eºimas Seka i² intervalo [0, 1) vadinama atsitiktine, jei kiekvienas
²ios sekos retinys yra ∞-seka.

35 pavyzdys Jei

fk =





1, kai k lyginis,
0, kai k nelyginis,

tai paliekami tik nelyginiai sekos nariai.

36 pavyzdys M
etome monet¡. Jei

fk(x1, x2, . . . , xk) = fk(xk−99, xk−98, . . . , xk) =





1, xk−99 = xk−98 = · · · = xk = H,

0, kitais atvejais,

tai paliekami tik sekos nariai po 100 herbu� pasirodymo.
Daºnai seku�, apibr
eºtu� kaip atsitiktiniu� su 16 apibr
eºimu, pakanka, nors

yra prigalvota ir kitokiu� apibr
eºimu�.
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8.8 Baigtin
es atsitiktin
es sekos
Turb	ut ai²ku, kad seka 011101001 daugiau atsitiktin
e nei seka 010101010,
o pastaroji labiau atsitiktin
e nei seka 000000000. Pateikime pora baigtin
es
sekos atsitiktinumo apibr
eºimo variantu�.

26 apibr
eºimas b-tain¦ baigtin¦ sek¡ X1, X2, . . . , XN vadinsime k-seka, jeigu
∣∣∣∣P ((Xn, Xn+1, . . . , Xn+k−1) = (x1, x2, . . . , xk))− 1

bk

∣∣∣∣ ≤
1√
N

visiems b-tainiams skai£iu� rinkiniams x1, x2, . . . , xk.
(
Arba

∣∣∣∣∣≈
ν(N)

N
− 1

bk

∣∣∣∣∣ ≤
1√
N

.

)

Kod
el 1√
N

?

27 apibr
eºimas N ilgio b-tain
e seka vadinama atsitiktine, jeigu ji yra k-
seka visiems k ≤ logb N .

37 pavyzdys Suraskime visas atsitiktines (pagal pateikt¡ apibr
eºim¡) dve-
jetaines sekas, kuriu� ilgiai lyg	us 11.

Jeigu nagrin
etume dvejetaines sekas, kuriu� ilgiai lyg	us 11, tai pagal pateik-
t¡ apibr
eºim¡ i² visu� tokiu� seku� (i² viso ju� yra 211 = 2048) neatsitiktiniu� bus
170. Kadangi

3 < log2 11 < 4,

tai reikia patikrinti ar nagrin
ejamos sekos yra 1-sekos, 2-sekos ir 3-sekos su
tikslumu

1√
N

=
1√
11
≈ 0.3.

Visos sekos, kuriose yra maºiau kaip 2 vienetukai arba maºiau kaip 2
nuliukai nebus net 1-sekos. Pavyzdºiui, 11000000000. �iuo atveju vienetuko
tikimyb
e 2/11, tod
el

∣∣∣∣P (Xn = 1)− 1

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
2

11
− 1

2

∣∣∣∣ > 0.3.

Sekos, kuriose yra 7 vienetukai ar 7 nuliukai i² eil
es nebus 2-sekomis. Pavyzdºiui,
00000001110. �iuo atveju poros 00 tikimyb
e yra 6/10, tod
el

∣∣∣∣P ((Xn, Xn+1) = (0, 0))− 1

4

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
6

10
− 1

4

∣∣∣∣ = 0.35 > 0.3.

J
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2 uºdavinys Ar sekos 00000111111, 01010101010, 00011100011, i² seku�
minimu� 6 pavyzdyje, yra atsitiktin
es pagal pateikt¡ apibr
eºim¡?

3 uºdavinys Pabaikite spr¦sti 6 pavyzdi�. Suraskite visas 170 seku�, kurios
n
era atsitiktin
es pagal pateikt¡ apibr
eºim¡.

28 apibr
eºimas b-tain
e baigtin
e seka X1, X2, . . . , XN vadinama (n, ε)-atsi-
tiktine algoritmu� aib
es A atºvilgiu, jeigu kiekvienam algoritmu i² aib
es A
apibr
eºtam posekiui Xt1 , Xt2 , . . . , Xtm teisinga viena i² nelygybiu�:

m < n

arba ∣∣∣∣
1

m
νa(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtm)− 1

b

∣∣∣∣ ≤ ε ∀a, 0 ≤ a < b.

�ia νa(x1, . . . , xm) yra skai£iaus a pasirodymu� skai£ius sekoje x1, . . . , xm.

Kitais ºodºiais tariant, kiekvienas pakankamai ilgas posekis (apibr
eºtas
algoritmo i² A pagalba) turi b	uti apytikriai tolygiai pasiskirst¦s. Aib
e A,
ºinoma, tur
etu� b	uti sudaryta i² palyginti nesud
etingu� algoritmu�.

38 pavyzdys Nagrin
ekime baigtin¦ dvejetain¦ sek¡ X1, . . . , X8 ir algoritmu�
aib¦ A:

1. visa seka,

2. nelyginiai sekos nariai,

3. sekos nariai, einantys po 0,

4. sekos nariai, einantys po 1.

Kada tokia seka yra (4, 1
8
)-atsitiktin
e?

Seka X1, . . . , X8 yra (4, 1
8
)-atsitiktin
e, jei

1. ∣∣∣∣
1

8
(X1 + X2 + · · ·+ X8)− 1

2

∣∣∣∣ ≤
1

8
,

t.y. jeigu sekoje yra 3, 4 arba 5 vienetukai;

2. ∣∣∣∣
1

4
(X1 + X3 + X5 + X7)− 1

2

∣∣∣∣ ≤
1

8
,

t.y. 2 vienetukai yra nelygin
ese vietose;
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3. tarp X1, X2, . . . , X7 yra (1, 6 ir 7 nuliuku� atvejus nenagrin
ejame, nes
tada nei²pildyta 1 s¡lyga)

(a) 2 arba 3 nuliukai, tai m < n = 4 ir nieko tikrinti nereikia;
(b) 4 nuliukai, tai uº ju� turi stov
eti 2 nuliukai ir 2 vienetukai: Xt1 , Xt2 ,

Xt3 , Xt4 , kad
∣∣∣∣
1

4
(Xt1 + Xt2 + Xt3 + Xt4)−

1

2

∣∣∣∣ ≤
1

8
;

(c) 5 nuliukai, tai uº ju� turi stov
eti 2 arba 3 nuliukai ir kiti vienetukai:
Xt1 , Xt2 , Xt3 , Xt4 , Xt5 , kad

∣∣∣∣
1

5
(Xt1 + Xt2 + Xt3 + Xt4 + Xt5)−

1

2

∣∣∣∣ ≤
1

8
;

4. visi²kai analogi²kai 3 s¡lygai. J
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