IIT. MATRICOS. DETERMINANTAI

3.1 Matricos

Realiuju skaiciu lentele

ai; a2 A1n
A— a1  A22 A2n
Am1 Am2 ... Amn

vadinsime m X n eilés matrica. Trumpai Sia lentele Zzymeésime taip:

A= <aij>;(i:1,...,m), (G=1,...,n).

Kartais matricas zymesime ir taip:

aq
A= = (ﬁla . ) Bn)a
Am
Cia
a; (1=1,...,m)
yra n— maciai vektoriai eilutes, o
Bja (] = 17 7”)
yra m— maciai vektoriai stulpeliai.
Vektorius eilute (al, e ,an) yra 1 x n, o stulpelis
b1
oo | —mx1
bm

eilés, matricos.

Matrica, kurios eiluciy ir stulpeliy skai¢ius vienodas, vadinsime kvadratine. Kvadratinés
matricos eile vadinsime eiluc¢iy arba stulpeliu skaiciu.

Kvadratinés matricos elementai aqq, ass ..., a,, vadinami pagrindinés istrizainés elemen-
tais, o elementai ay,, as,_1 ..., a,1— Salutinés istrizainés elementais.

Matricuy aibéje, panasiai kaip ir vektoriu aibéje, yra apibréziama transponavimo operacija.
Tarkime, kad duota matrica

a1 a2 ... Qip
A _ 21 a929 e QAon,
Am1 Am2 - .. Amn,
Tada matrica
a1 a921 e A1
AT — Q12 Q22 ... (py2
A1p A2 ... Amn
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vadinsime, matricos A, transponuotaja matrica. Nesunku pastebéti, kad transponavimo op-
eracija sukeicia pradinés matricos eilutes ir stulpelius vietomis. Taigi, jei pradinés matricos eile
m X n, tai transponuotosios matricos eilé yra n x m.

Kvadratiné matrica turinti savybe:

Qi = Qs iajzla"wn
vadinama simetrine, o matrica, kurios elementams galioja sarysiai
Aif = — Qg Z,]:]_,...ﬂ’b

vadinama asimetrine.
Matrica, kurios visi elementai lygts nuliui, vadinsime nuline ir Zymeésime simboliu O.
Kvadratine matrica, kurios visi pagrindinés istrizainés elementai lygts vienam, o kiti el-
ementai lygtis nuliui, vadinsime vienetine. Ja zymeésime simboliu F,, kur indeksas apacioje
reiskia matricos eile, taigi

1 0 . 0
B = 01 . 0
0 0 . 1

3.2 Matricu veiksmai

Aibe m x n eilés matricuy, kuriu elementai realus skaiciai, zymeésime simboliu

Rixn = {(ai); (i =1,...,m), (j=1,...,n)}.

Dvi tos pat eilés matricas vadinsime lygiomis, jeigu ju atitinkami elementai yra lygts ir
atvirkééiai, ty (aij) = (blj) tada ir tik tada, kai Q55 = le

Dvieju matricy A = (aij), B = (bij) € Ruxn suma vadinsime matrica C' = (c,-j) € Rixn,
kurios elementai nusakyti tokiu budu:

(cij) = (aik +bz-k); (i=1,....m), (j=1,...,n).
Matricos A = (aij) ir realaus skaic¢iaus [ sandauga vadinsime matrica
1A= (la;); (i=1,...,m), j=1,...,n).

Taigi, aibé R,,«, yra uzdara Sios aibés elementu sudéties ir daugybos is skaiciaus atzvilgiu.
Nurodysime kai kurias matricu veiksmu savybes. Sias savybes irodyti sitilome paciam skaity-
tojui.

1) Matricu sudétis yra komutatyvi sudéties atzvilgiu:

A+ B =B+ A.
2) Matricu sudétis asociatyvi:
(A+B)+C=A+(B+0).

3) Matriciné lygtis
A+X =B

turi vieninteli sprendinj
X = (bw—am), (Z: 1,...,m), (j: 1,...,’/’L>.

Nesunku matyti, kad A + O = A, A+ (—1)A = O. Kitaip tariant, matricu aibéje galioja
analogiska "kelimo i kita puse keic¢iant zenkla priesingu” taisyklé, kaip ir skaiciy aibéje.
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4) Matricos ir realaus skai¢iaus sandauga komutatyvi: (A = Al.
5) Tarkime, kad [,t € R ir A, B kokios tai tos pacios eilés matricos. Tuomet teisingi sarySiai:
a) l(A+B) — 1A+ 1B,
b) (I +t)A=1A+1B,
) (1) A = I(tA).

Tarkime, kad A = (aij) yram X s eilés, o B = (bij) yra s X n eilés, matricos. Tada matricu
A ir B sandauga, zymeésime AB, vadinsime matrica C' = AB = (cij); (i=1,...,m), (j =
1,...,n), cia elementas ¢;; skai¢iuojamas tokiu budu:

Cij :Zaikbkj; (7/: 17-"am)>(j:17"'7n)'
k=1

Taigi, norint apskaiciuoti matricos C' elementa c;; mums teks matricos A, ¢— osios eilutes el-
ementus, padauginti is atitinkamuy matricos B j—osios eilutés elementu, o po to visas sandaugas
sudéti.

Is paskutiniojo apibrézimo aisku, kad daugybos operacija galima tik tarp matricu, kurios
turi savybe: pirmojo daugiklio stulpeliu skaicius yra lygus antrojo daugiklio eiluciu skaiciui. IS
pastaryju samprotavimuy aisku, kad kvadratiniy matricy aibé uzdara ir daugybos atzvilgiu.

Daugyba priesingai negu sudétis, bendrai paémus, néra komutatyvi t.y., AB # BA. Situlome
skaitytojui tuo isitikinti, atlikus daugybos operacija tarp dvieju, zemiau pateiktu matricy:

(o= (1 )

1 Teorema Bet kokiai n—os eilés matricai teisinga lygybé:

AE, = E,A=A.

Be to, vienetiné matrica yra vienintele.

S
Pazymeékime
1, k=j,
bu=4 "7
0, k#j.
Tuomet vienetine n— os eilé matrica galime pazyméti taip

Ateityje kvadratinés matricos indeksy kitimo aibés nenurodysime, laikydami, kad i, k,j €
{1,...,n}. Tad tarkime, kad A = (aik).
Pazyméje AE, = (czk) turime, kad
Cile — Z az‘j(sjk = aikékk = Ak, (Z, k= 1, . ,n).
j=1
Antra vertus, pazymeéje

turime, kad
n
dz’k = Zéijajk = (5nazk = Ak, (Z, k= 1, . ,n).
j=1
Is paskutiniujuy lygybiu isplaukia pirmosios teoremos dalies irodymas.
Parodysime, kad vienetiné matrica n— os eilés matricu aibéje yra vienintelé.
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Tarkime prieSingai, t.y. egzistuoja kita matrica, pazymékime ja F = (eij) tokia, kad
AFE = FA = A. Pasirinkime matrica A taip, kad visi jos elementai butu lygus nuliui, iSskyrus
pagrindinés istrizainés elementus t.y. ass # 0. Tuomet is lygybés AE = A gauname

n .
- _Jaiex =0, 1 # k,
Qi = E ;€41 =

=1 A€ = Ay, 1= k.

Vadinasi, e;; = 0 kai i # k ir e;; = 1. Antra vertus, i$ lygybés FA = A gauname

n .
B _ Jessais =0, 1 # s,
Qjs = E €ijtjs =
J=1

€sslss = Qgs, 1=s.

Todeél e;s = 0, kai tik ¢ # s. Imdami s = 1,...,n, gauname, kad matricos E visi pagrindinés
istrizainés elementai yra vienetai, o like - nuliai. O tai reiskia, kad E,, = E.
@

2 Teorema Kvadratiniy matricy daugyba yra asociatyvi, bei distributyvi, t.y.

(AB)C = A(BC) ir A(B+C)=AB+ BC.

©
Pazymékime, AB = (lkm) Aisku, kad [, =

J

(AB)O - (dpq)'

ak;ibim. Tegu,
1

n

Tuomet . N N
dpg = Z lpjCjq = Z (Z aptbtj)ch (1)
j=1 j=1 t=1
= Z Z Qpy (btjch) .

=1 t=1

Pazymékime, BC = ( fkm) Taigi
fkm = Z bkjcjm~
j=1
Be to, pazymeéje
A(BC) = (giq) turesime, ¢;q = Z Qip fog =
p=1

n

Z aipz bpjCiq = Z Z Qip (bpjch)
j=1

p=1 p=1 j=1
I$ paskutinosios ir (1) lygybiu isplaukia, kad kvadratiniu matricu daugyba yra asociatyvi.
Distributyvumo savybe sitilome skaitytojui irodyti savarankiskai.
S

3 Teorema Bet kokios eilés matricu aibéje teisinga lygybé
(AB)" = BT A",

S
Tarkime, kad matrica A yra m x s eilés, o matrica B yra s x n eilés. Pazymékime
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(AB)" = D = (dy) it AB = C = (cy).
Atkreipsime démesi, kad di, = cx; (1 =1,...,n, k=1,...,m). Be to ¢;; = i ay;bji.
Dauginame matricas BT ir AT. Visu pirma pazymékime "~
BTA" = (ha,).
Tuomet

n n
hir = E bijaj, = E bjiay;,
J=1 J=1

¢ia by, @ yra atitinkami matricu BT, AT elementai. Gavome, kad h,, = di;. Bet tai ir reikéjo
irodyti.
S5

4 Teorema Teisinga nelygybe
rang (AB) < min{rang A, rang B}.
S

Tarkime, kad matricos A = (aij) eilé yra m x s, o matricos B = (bjk) eile s x n. Pazymékime
matricu A, B, ir AB rangus raidémis r 4, rg ir r, atitinkamai. Kadangi

Cz‘jzzaikbk]‘; (i=1,...,m), (j=1,...,n)
=1

tai
S
> aigby;
Clj k‘?l
e | | D0 awbiy |
= | =1 =
ij s
> kb,
k=1
C1k
S
Cok .
E brj , (J=1,...,n).
k=1
Cmk

Is paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad matricos AB stulpeliai yra matricos A stulpeliy tiesiniai
dariniai. Kadangi matricos A rangas lygus r4, o visi matricos AB stulpeliai yra matricos A
stulpeliu tiesiniai dariniai, tai iS rango apibrézimo iSplaukia, kad bet kurie r4 4+ 1 matricos
stulpeliai yra tiesiskai priklausomi. Taigi r < r4. Analogiskai

S S S

(cinscizs s Cin) = (Zaikbkl»zaikbk% . ->Zaikbkn) =

k=1 k=1 k=1

S
Zaik(bkl, bkg, ey bkn); (Z = 1, e ,m).
k=1
Paskutiniosios lygybés reiskia, kad matricos AB eilutés yra matricos B eiluciu tiesiniai dariniai.
Vadinasi, r < rp.

%)
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3.3 Kvadratiniu matricu determinantai

Pirmos eilés matricos (a) determinantu vadinsime skaiciu a.
Antros eilés kvadratinés matricos

11 Q12
A=
21 A22

determinantu, kurj zymeésime tokiu budu:

11 Q12
Al =
ag1  A22
vadinsime skai¢iu
‘A| = Q11022 — A12G2].
Trecios eilés kvadratinés matricos
ail a2 as
A= laxn axp ax
a3y azz as3
determinantu, kuri zymesime
a1; Qa2 Qi3
|A| = |G21 Q22 Q23
az1 asz 33
vadinsime skaic¢iu

|A| = a11a92a33 + a12a23a31 + a13a91a30—

(a13a22a31 + 1202133 + a11a23a32).

Tarkime, kad duota n— os eilés kvadratiné matrica

a;; a2 ... Q1
A _ 21 QA2 ... Ao,
Ap1 Gp2 ... dpp

Tada Sios matricos determinanta zymeésime simboliu

a1 a2 ... Qi1n

agy @22 ... Qa2
Al = !

Ap1 Ap2 ... Qpp

Pries nurodydami n— os eilés determinanto skaic¢iavimo taisykles, pateiksime keleta savoku.

Apibrézimas n— os eilés matricos determinanto |A| elemento a;; minoru (zymésime M;;
) vadinsime determinanta, kuris lieka i$ Sios matricos determinanto isbraukus i— aja eilute bei
j—aji stulpeli.

Pavyzdziui
a1 ... Qin
Ao2 ... (Qap
My, =
Ap2 ... Qpp

Apibrézimas Matricos elemento a;; adjunktu vadinsime skaiciu
Ay = (1) M.

52



Tarkime, kad duota n— os eilés matrica. Tada jos determinantu vadinsime skaiciu
Al = a1jA1; + agjAgj + -+ + anj Ay = ajAj + apdjp + -+ jnAjn,

(7 =1,...,n) jeigu jis egzistuoja. Beje, pastarosios lygybés vadinamos determinanto skleidimu
pagal j—aji stulpeli arba j— aja eilutes, atitinkamai.

Siuo "neefektyviu ” apibrézimu mes siek tiek rizikuojame, kadangi neatsakome i klausima
ar Sis apibrézimas néra tuscias ir antra, ar skai¢iuojant visuomet reikia skaic¢iuoti sumas visiems

(j =1,...,n). Is karto nuraminsime skaitytoja, patvirtindami, kad taip i3 tiesu Sis apibrézimas
yra turiningas ir kas svarbiausia, kad minimas skai¢ius i ties yra vienintelis visiems (j =
1,...,n). Apie tai placiau, jei skaitytojas susidométu, galima rasti A. Matuliauskas ” Algebra”

arba P. Survilos ir K. Bulotos knygoje ” Algebra ir skaiciu teorija”.
Determinantu savybés.

1. I8 pastarojo apibrézimo isplaukia, kad |A| = |AT].

2. Aisku, kad jei bent vienos determinanto eilutés arba stulpelio visi elementai lygus nuliui,
tai 8is determinantas lygus nuliui.

3. Sukeitus determinanto eilutes vietomis, determinanto zenklas pasikeicia i prieSinga, taciau
absoliuti jo reiksmeé nesikeicia. Tai isplaukia i$ tokiu samprotavimu. Zinome, kad

|A] = a1y My — a1aMyg + - + (—=1)"1"ay,, My,,.

Sukeite determinanto eilutes vietomis, tarkime pirmaja su antraja, ir skaiciuodami determinanto
reikSme pagal antraja eilute turime, kad

Q21 Q22 ... Q2n
]A| _ |91 12 ... Qin| _
Qp1 QAp2 ... Qpp
—an My + aipMiy — -+ -+ (=1)" a1, Mi,.

Tai ir irodo nagrinéjamo teiginio teisinguma.

4. Jei determinantas turi bent dvi vienodas eilutes arba stulpelius tai jo reiksmé lygi nuliui.
Pastarasis tvirtinimas yra tiesioginé 3. savybes iSvada. Pastebésime, kad sukeite dvi vienodas
eilutes vietomis gausime determinanta, kuris turi skirtis nuo pradinio zenklu, taciau akivaizdu,
kad tuo pat metu jo reikdme turi buti tokia pat kaip ir pradinio (juk sukeitéme vienodas eilutes)
determinanto. Vadinasi Sijuo atveju lygybé galima vieninteliu atvejis, t.y. kai determinanto
reiksme lygi nuliui.

5. I8 determinanto eilutés (stulpelio) galime iskelti bendra daugikli. Tai iSplaukia i$ deter-
minanto apibrézimo.

6. Apibendrindami dvi paskutiniasias savybes galime tvirtinti, kad jei determinantas turi
dvi proporcingas eilutes (stulpelius), tai jo reikdmeé lygi nuliui.

7. Jei vienos determinanto eilutés elementus padauginsime i§ kitos eilutés adjunktuy ir
sudésime, tai §i suma bus lygi nuliui, pavyzdziui

aprAj + -+ ainAjn = 0.
Zinome, kad

Al = ajnAj1 + apdjp + -+ anAjn.

Uzrasykime suma
D = aklAﬂ + akQAjQ +---+ ak:nAjn'

Nesunku suprasti, kad paskutinioji suma reiskia determinanta, kurio j— oji ir k— oji eilutes
sutampa. Bet zinome, kad toks determinantas lygus nuliui.
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8. Jeigu determinanto kokia norw eilute (stulpeli) padauginsime is skai¢iaus nelygaus nuliui
ir sudésime su kita eilute (stulpeliu) tai naujai gautas determinantas lygus pradiniam. Pastara-
sis tvirtinimas yra tiesioginé 6. savybeés iSvada. Sitloma ja patikrinti skaitytojui paciam.

8. Paskutiniaja iSvada galime papildyti tokiu teiginiu: Jei determinanto kokia nors eiluté
yra kity eiluc¢iu tiesinis darinys, tai Sis determinantas lygus nuliui.

Determinanto skaiciavimas remiantis jo savybémis.

Determinanto eiluciu (stulpeliu) elemetariaisiais pertvarkiais vadinsime a) eilu¢iu (stulpe-
liu) keitima vietomis, b) eiluciu (stulpeliu) dauginima i$ skaiciaus nelygaus nuliui ir ¢) eiluciu
(stulpeliu) sudéti. Remdamiesi aukséiau isvardintomis savybémis galime tvirtinti, kad elemen-
tarieji pertvarkiai matrica keicia kita ir tokia, kad pradinés ir pakeistosios matricos determi-
nantai sutampa.

Skaitytojui paliekame isitikinti, kad matricos A determinanta visuomet galime perrasyti
zemiau nurodytu budu:

ay;; a2 ... Qip a1 0 0
n
0 Q22 ... Q2n| |G21 dA22 ... 0 o 9
= =11 % (2)
0 0 ... aum Apl Qp2 - .. Gpp

3.4 Atvirkstiné matrica. Kramerio metodas

Apibrézimas Sakysime, kad kvadratiné matrica yra reguliari, jeigu jos rangas lygus ma-
tricos eilei. Priesingu atveju sakoma, kad matrica singuliari.
Apibrézimas Matrica A~! vadinsime matricai A atvirkstine matrica, jeigu

ATTA=AAT = E.

Taigi, norint rasti matricos atvirkstine tenka spresti tokia lygciu sistema:

AX =FE, (1) 3)
YA=E,, (2)
¢ia X ir Y nezinomos matricos. Vadinasi, jei paskutiniosios lygéiu sistemos sprendiniai sutampa,
tai atvirkstine egzistuoja. Pasirodo, kad teisinga tokia
5 Teorema Jeigu egzistuoja (3 ) sistemos bent vienos i$ lygéiu sprendinys, tai egzistuoja
ir kitos lygties sprendinys. Dar daugiau, Sie sprendiniai sutampa.
S
Sakykime, kad egzistuoja (3) sistemos (1) lygties sprendinys X = A’. Padauginkime, is
matricos A, (2)- aja Sios sistemos lygti i§ desinés. Gauname

YAA = E,A.

Bet AA'=FE, ir YE, =Y. Taigi, Y = A’. Samprotaudami analogiskai galime parodyti, kad ir
X=A.

S

Kyla klausimas, ar kiekviena matrica turi atvirkstine?

6 Teorema Tam, kad matrica turétu atvirkstine butina ir pakankama, kad ji butu reguliari.

& Tarkime, kad atvirkstine matrica egzistuoja. Zinome, kad matricos E, rangas lygus n.
Remdamiesi 4 teorema gauname, kad rang(AA™!) < rangA. Taigi, n < rangA. Antra vertus,
kvadratinés matricos rangas ne didesnis uz jos eile. Gauname, kad matricos A rangas lygus n,
taigi, matrica A reguliari.
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Irodysime atvirkstini teiginj. Tarkime, kad matricos A rangas lygus n. Matricine lygti
AX = FE uzrasykime taip:

n n
20T e ) G1iTn
i=1 i=1 1 0
n n O 1
2 GnjTin o ) AnjTn
=1 j=1

Naudodamiesi matricu lygybeés apibrézimu, pakeiskime pastaraja lygybe tokia lygciu sis-
tema:

Yoz =0y 1 £k, (i=1,...,m),
j=1

n (4)
Yoagjzg=1; (k=1,...,n).
j=1

Pastaroji sistema reiskia n tiesiniu lygciy sistemuy su n nezinomaisiais, aibe. Pastebékime, kad

visy 8iu sistemu koeficientu matricos sutampa ir lygios matricai A. Kadangi matricos A rangas

yra lygus n, tai visos Sios sistemos turi sprendinius, tarkime

(leaxj%---axjn); (j = 1,...,’/2).

Siuos sprendinius surade i matrica ir turésime ieskomaja atvirkstine matrica.

@

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad paskutinioji teorema pasiulo metoda, kaip butu
galima apskaic¢iuoti matricos atvirkstine. Bet Sis metodas turi ir trikuma, kadangi norint rasti,
kad ir trecios eilés matricos atvirkstine, tektu spresti tris lygciu sistemas. Taciau néra to blogo
kas neiseitu i gera! Prisiminkime modifikuota Gauso metoda tiesiniu lygciu sistemoms spresti ir
tai kas buvo auksciau pasakyta. Visos musu lygciu sistemos turi tas pacias matricas ir sistemos
skiriasi tik laisvuju nariu stulpeliais. O tai reiskia, kad visoms sistemoms atlieckami tie patys
eleminavimo zingsniai (suvedimas i trikampi pavidala) skiriasi tik operaciju rezultatai atliekami
su laisvuju nariu stulpeliais. Tikimés, kad skaitytojas nesunkiai supras, kad (4) sistemu visuma
galime perrasyti taip:

aiy; aig ... A1np 1 0 ... 0
ao1 A22 ... QAo 0 1 ... 0
Ap1 Gpo .. Ann 0 0 ... 1

Kitaip tariant prie sistemuy bendrosios matricos Salia priraséme vienetine matrica. Beje, kiekvienas
vienetinés matricos stulpelis kartu su sistemos matrica nusako tam tikra t.l. sistema. Gautoji
matrica yra n x 2n eilés. Jau zinome, kad eiluciu elementariuju pertvarkiu déka, pastaraja
matrica galime pertvarkyti i tokia:

1 0 ce 0 Cci1 €Cg2 ... Cip
0 1 e 0 Cy1 C22 ... Cop
0 0 ... 1 Cpl Cpa --- Cpn

C11 C12 Cin
A1 = Ca1 (22 Con
Cn1 Cp2 Cnn

(kodél?).
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7 Teorema Jeigu egzistuoja matricu A, ir B atvirkstinés matricos, tai egzistuoja ir ju
sandaugos atvirkstine, kuri skai¢iuojama tokiu budu:

1

(AB) ' = BlAt,

S
Patikrinkime, ar i§ tiesu B~'A~! yra matricos AB atvirkstiné. Taigi, pakanka suskai¢iuoti

(AB)(B'A™Y) = A(BBY)A™' = AA™ = E,.

%)

8 Teorema Jeigu egzistuoja matricos A atvirkstine, tai egzistuoja ir jos transponuotosios
matricos atvirkstine. Be to, transponuotosios atvirkstiné yra lygi atvirkstinés transponuotajai,
trumpai

(AT) = (A"

o
Aisku, kad
(AA Y = ET.
Todeél (A_I)TAT = ET = E,. Tuo ir baigiame teoremos irodyma.
S

9 Teorema Jei tiesineés lygciu sistemos matrica reguliari, tai jos sprendinys yra skai¢iuojamas
tokiu budu:

by
X=A1]... ,
by,
arba
XT — <b17 7bn) (Ail)Ta
¢la

yra laisvuju nariu stulpelis.
S/
Nesunku suprasti, kad tiesiniy lygciy sistema, naudodami matricas, galime perrasyti taip

AX = [, kur X nezinomuju stulpelis.

Kadangi matrica A reguliari, tai ji turi atvirkstine. IS ¢ia ir iSplaukia teoremos irodymas.

S
Pasirodo, matricos reguliarumas priklauso nuo to ar matricos determinantas nulis ar ne.

10 Teorema Matrica A yra reguliari tada ir tik tada, kai |A| # 0.

S

Tarkime, kad matrica reguliari. Tuomet jos rangas lygus n. Dar daugiau, elementariyjuy
pertvarkiy déka, sia matrica galime transformuoti i matrica

10 0
0 1 0
0 O 1

Jau zinome, kad paskutiniosios matricos determinantas yra lygus 1 (zr. (2) lygybe).
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[rodysime atvirkstini teigini. Tarkime, kad matricos determinantas nelygus nuliui. Elementariyju
pertvarkiu pagalba matricos determinanta galime transformuoti i determinanta

al; a2 ... A1p

0 929 ... Aon,
9

0 0 ... aum

kuris lygus pradinés matricos determinantui, beje, pagrindinés istrizainés visi elementai nelygis
nuliui. Pastebésime, kad paskutiniji determinanta atstovaujanti matrica

al; aip ... QA1n
0 gy ... Qgn
0 0 ... aun

reguliari, kadangi jos rangas lygus n.
S
Isvada Jei matrica singuliari, tai jos determinantas lygus nuliui.

Remdamiesi paskutiniaja teorema, 6 teorema perrasome taip:
11 Teorema Matrica A turi atvirkstine tada ir tik tada, kai |A] # 0. Dar daugiau,
atvirkstine gali biti skaic¢iuojama tokios formulés pagalba

A11 Agl e Anl
I | A A ... A
Afl - 12 22 n2
Al o
Aln AQn S Ann

S/

Pirmoji teoremos dalis tiesioginé 10 teoremos iSvada. Parodykime, kad pateiktoji matrica i§
tiesy yra matricai A atvirkstiné. Tam pakanka parodyti, kad matricos A ir nurodytos matricos
sandauga yra vienetiné matrica. Skaic¢iuokime:

ay;p a2 ... Qip A A o0 A
Q21 Q22 ... Qopn | L A A .. Ao _
Al
Ap1 Ap2 ... QApn Aln Agn e Ann
1 & ‘
(mzaijAkj> :5ik; (l,k: 1,...,’”).
j=1

Is paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad nurodyta matrica yra atvirkstine.
@

Tarkime, kad turime tiesiniu lygciu sistema

Zajia:i = b], (] = 1,...,%),
i=1

kurios matricos determinantas nelygus nuliui. Pastebésime, kad pastaraja lygciu sistema galime
uzrasyti matricine forma taip:

T by

AX =8, X=|...|,8=1|...]. (5)

Tn bn
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Kadangi matricos determinantas nelygus nuliui, tai egzistuoja §ios matricos atvirkstine A=1.
(5) lygybeés abi puses padaugine i§ kairés i$ atvirkStinés matricos gauname,

I bl
— Al
T, b,
Antra vertus,
by An An Ant by
A1 _ L Ay A Ana _
bn Aln AQn Ann bn
A
) J; J1Yj T
Al oL = .
Z%Ajnbj
J:
Is paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad
1 ¢ | Al
=—Y Aubi=— k=1,...,n.
‘/L‘k |A|jzl ]k} J |A| ) ) 7n (6)

Apibendrindami pastebésime, kad k— asis nezinomasis yra lygus t.l.sistemos matricos, ku-
rios k—asis koeficientu stulpelis pakeistas laisvuju nariu stulpeliu, determinanto (kuri pazyméjome
simboliu Ay ) ir tiesiniu lygé¢iu sistemos matricos determinanto, santykiui, k = 1,...,n.

(6) formulés yra vadinamos Kramerio formulémis lygéiu sistemai spresti.

Ir pabaigai pastebesime, kad homogeniné t.l.s. turi nenulini sprendinj tada ir tik tada, kai
jos matricos determinantas yra lygus nuliui. Sios pastabos irodyma paliekame skaitytojui.

3.5 Leontjevo modelis

Laikysime, kad gamybine sistema sudaro n tkio subjektuy, kuriuos pazymeékime simboliais

Ui,...,U,. Kiekvienas i§ $iu subjektu gamina kokia nors viena produkcijos rusi, Pj; (j =
1,...,n). Gaminamos produkcijos kiekius pazymékime x1, ..., z, atitinkamai. Tada vektoriu
x
T o L
o= , vadinsime gamybos plano vektoriumi.
Tn

Papildomai tarkime, kad gamybos technologija yra tokia, kad dalis gaminamos produkcijos
yra sunaudojama vietinéms reikmems. Tarkime, kad Sie sunaudojami kiekiai yra y1, v, ..., Yn
atitinkamai. Tada

U1
Y2

£ = , vadinsime produkcijos sanaudu vektoriumi.
Yn

Skirtuma o — 8 = « vadinsime grynosios produkcijos vektoriumi, t.y.

1 —W

T2 — Y2
’y:

xn_yn

o8



Tarkime, kad minétosios produkcijos poreikiai yra tokie c¢q,...,c,. Tada

0= , vadinsime paklausos vektoriumi.
C’Vl

Atsakykime, i toki klausima: kada ekonominé sistema yra subalansuota, t.y. kada grynosios
produkcijos kiekiai sutampa su paklausa? Kitaip tariant, kada v = §7

Tarkime, kad produkcijos P; vienetui pagaminti, kuris naudojamas ekonominés sistemos
vidaus poreikiams, yra sunaudojama visos produkcijos P; dalis a;; ¢ia 4,7 = 1,...,n. Skaiciai
a;; yra vadinami technologiniais koeficientais, o matrica

ai; a1 ... QAip

o1 Q@22 ... Q2
A= ",

Ap1 Gp2 ... dpp

vadinama technologine matrica. Taigi, norint kad gamyba fukcionuotu, vidiniam vartojimui
reikalingas toks produkcijos kiekis:
b = Aa.

Tada grynosios produkcijos vektoriu galime isreiksti taip:

Prisiminkime, kad o = E,«a. Tada a — Ao = E,a — Aa = (En — A)a. Taigi, balanso lygti
v = 0 galime perraSyti taip

(En — A)a =.
Bet paskutinioji lygybé reiskia tokia lygciu sistema:
(1 - all)xl — Q122 — + - — A1 Ty = Cq,
—ag121 + (1 — ag)zy — -+ - — a2y, = Co,
— A1 @1 — ApaZ2 — -+ (1 = Qpn)n = ¢4

Galime padaryti tokia iSvada: norint sudaryti subalansuota ekonomineés sistemos gamybinés
veiklos plana @, reikia iSspresti paskutiniaja lyg¢iu sistema. Pastarosios sistemos sprendinys
ir galétu buti laikomas planu @ = (77,...,7,), jeigu visos sprendinio komponentés z;, (j =
1,...,n) yra neneigiamos. Neigiamos komponentés turédamos matematine prasme, Sia savybe
nepasizymi ekonomikoje. Tad planas @ turi buti ne tik lygties (En — A)a = ¢ sprendiniu,
bet ir visos sprendinio komponenteés turi btiti neneigiamos. Apibendrinkime tai. Sakysime, kad
ekonomineé sistema, su technologine matrica A yra produktyvi, jeigu balanso lygtis (En —A)& =
0 turi sprendinj @, kurio visos komponentés neneigiamos, koks bebutu produkcijos paklausos
vektorius d. Mes zinome, kad butina ir pakankama balanso lygties sprendinio egzistavimo salyga
yra tokia: balanso lygties matrica yra reguliari. Yra zinoma, kad

12 Teorema ekonominé sistema, kurios technologiné matrica A, yra produktyvi tada ir tik
tada, kai atvirkstiné matrica (En — A) - egzistuoja ir visi Sios matricos elementai yra teigiami.

Ekonominés sistemos produktyvumo paieskos uzdavinys yra vadinamas Leontjevo modeliu.

Auksciau aptartas ekonominis modelis buvo isvystytas amerikieciy ekonomisto W. W. Leon-
teff. Technologiné matrica nurodo sarysius tarp jvairiu ekonominiy subjektu per tam tikra
laiko momenta. Beje, Sie sarysiai yra iSreiksti procentiniai santykiais. Kiek kitaip apzvelkime
auksciau formalizuota tkine sistema. Tarkime, kad tkine sistema sudaro trys gamybiniai sub-
jektai A, B, C kurie tuo pat metu yra ir gamintojai ir vartotojai. Be siu subjektu galimi ir kiti
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iSoriniai vartotojai, nepriklausantys Siai gamintoju sistemai. Kita vertus be §iuy triju gamintoju
gali buti ir kiti Siai triju gamintoju sistemai nepriklausantys gamintojai, beje Sie gtamintojai
savo produkcija sitilo vartotojams, bet subjektai A, B, C §ios pagamintos produkcijos nevartoja.
Vartotoju sektorius kaip ir gamintoju sektorius sutampa. Tai gali biiti zemés tikis, atskiro pra-
moneés Sakos, namuy ukis, vyriausybé ir kt. Aptarta modeli aprasome tokia matrica:

A 50 70 200 | 360
90 30 270 | 320
C 120 | 240 | 100 | 1050
KG | 420 | 370 | 940 | 4960

us]

¢ia KV- kiti vartotojai ir KG- kiti gamintojai. Matricos eilutése nurodoma, kaip atitinkamu
gamybiniy subjektu produkcija yra vartojama kity subjektu. Pavyzdziui, gamybinio subjekto
A 50 salyginiu vienety suvartoja pats subjektas A, 70 vienetu suvartoja subjektas B, 200 viene-
tus subjektas C' ir 360— kiti vartotojai. Matricos stulpeliuose yra nurodoma kiek, kity gamybos
sektoriu, produkcijos suvartoja fiksuotas sektorius. Pavyzdziui subjektas B suvartoja 70 sub-
jekto A produkto salyginiu vienetu, 30- subjekto B (paties) vienetu, 240- subjekto C' vienetu ir
370 kity gamintoju gaminamos produkcijos vienetu. Jei nagrinéjama sistema subalansuota, tai
eilutés bei atitinkamuose stulpeliuose bendra produkty vienety suma turi sutapti. Atkreipsime
démesi, kad pirmosios eilutés bei pirmojo stulpelio sumos lygios 680. Akivaizdu, kad padid-
inus vieno kurio nors subjekto gamybinius pajégumus turi augti ir kity subjekty gamybiniai
pajégumai, o tuo paciu ir vartojimas ir atvirksciai, jei ukiné sistema yra subalansuota.

Pastebésime, kad pateiktos tikinés sistemos technologiné matrica yra tokia:

5 7T 20
698 731 12571
Tle o ow
1224 10
68 71 151

Ukinéje sistemoje yra gamintojai ir vartotojai. Beje, gamintojai tuo paciu ir vartotojai. Tech-
nologinéje matricoje koeficientai nurodo kokia visos pagamintos produkcijos dali suvartoja,
gamybos procese, tukinis subjektas. Atkreipsime démesi, kad KG (kiti gamintojai) tenkina tik
tikines sistemos poreikius ir nedalyvauja iSoriniy poreikiu tenkinimo procese. Vadinasi padidéjus
vartojimui tuo paciu turi didéti ir gamyba, tuo tarpu technologinés matricos koeficientai, esant
subalansuotai ekonominei sistemai turi islikti pastovis, kadangi salyginiam vienetui pagaminti
reikalinga kituy produktu dalis nepasikei¢ia. Tad galima teigti, kad technologiné matrica yra
ukine sistema charakterizuojantis dydis. Tad norint nustatyti gamybos lygi (plana), padidéjus
vartojimui tereikia iSspresti balanso lygti.

Panagrinékime aptarta teorine konstrukcija konkreciu pavyzdziu. Tarkime tkine sistema
sudaro du gamybiniai subjektai, o sistema aprasoma tokia matrica:
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A B Kiti poreikiai | Galutiniai poreikiai
A 240 500 460 1200
B 360 200 940 1500
Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —

Bendra apimtis 1200 1500

Matome, kad Sios tkinés sistemos produkcijos iSoriniai poreikiai yra tokie: A produkcijos
460, o produkcijos B— 940.
Sudarykime Sios sistemos technologine matrica. Turime, kad

11

— (3 3
A_ i 1 .

10 15

Tarkim, kad A produktu poreikis padidéjo nuo 460 iki 500, o produktu B poreikis nuo 940 iki
1200. Panagrinékime kaip pasikeis gamybos apimtis.
Aisku, kad siuo atveju atitinkamu gaminamu produktu skai¢ius (poreikis) X4, Xp gali buti
uzrasytas tokiomis lygtimis:
1

1
XA: EXA+§XB+5OO;

3 5
— O X, 12X, 4 1200,
oA T e 1200

Uzrasykime §ia sistema matricine lygtimi. Turime, kad
X i1 X 500
()= (5 1) () ().
B 10 15 B

B (X4 (500
xoaxve x- (%), oo (I,

Xp

arba

Spresdami Sia matricy lygti gauname plano lygti:

X = (E— A)'C.

Tesdami skai¢iavimus gauname, kad

1 0 1 _1 4 1
=G )-(h 9= D)
01) \-% i 1
130 50
(E - A>_1 = <_§ 18290) .

Tada

BB 500 1404.5
X=<E—A>-1C=(zg o)( ~ |
% s 1200 1871
Sudarykime technologine lentele esant naujam gamybos planui. Turime, kad
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A B Kiti poreikiai | Galutiniai poreikiai
A 280,9 623, 6 500 1404, 5
B 421,35 | 249,5 1200 1871
Kiti gamybos faktoriai | 702,25 1003, 1 —
Bendra apimtis 1404, 5 1871

3.6 Maziausiu kvadratu metodas
Tarkime, kad tiesiné lygciy sistema
AX =Y
yra nesuderinta. Tada tiesiné lygciu sistema
ATAX = ATY

yra vadinama sistemos AX =Y normaligja sistema. Jei normalioji sistema yra suderinta, tai
Sios sistemos sprendiniai yra vadinami sistemos AX = B maziausiu kvadraty sprendiniais.

Pavyzdys Tarkime plokStumoje duoti n tasku
(@1, 01)5 - (s Yn)-
Problema tokia: rasti k— ojo laipsnio polinoma
Y= akxk + ak_lack_l + a1x + ag

"geriausiai” reprezentuojanti siuos duomenis. Kitaip tariant rasime k— ojo laipsnio polinoma
toki, kad atstumuy nuo Siu tasky iki polinomo grafiko kadraty suma bty minimali.

Sudarome lygciu sistema polinomo koeficientams rasti darydami prielaida, kad Siam polino-
mui priklauso mineéti taskai.

k k—1 _
apTy + ag—1xy  + a1+ ao = Y,

k k—1 _
ATy + Qg—1Ty ~ + A1T2 + Ao = Y2,

ap®h + ap_1 28 + ayx, + ag = Y.
UzraSe matricy lygtimi turime, kad AX =Y, cia

k k—1 1

Ty Xy R A ar Y1
k k—1

Trs X .o 1 Ap_1 9

A = 2 2 2 s X = k s Y = y
k k—1

T, T, ooz, 1 ag Un

Idomu tai, kad si sistema, bendrai nagrinéjant, sprendiniy neturi, kadangi laisvai pasirinkus
taskus plokstumoje nereikia tikeétis, kad sSie taskai priklausys polinomo grafikui. Sudarome Sios
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sistemos normaliaja sistema, kuri jau turés sprendinius, o sprendiniai kaip tik ir bus ieskomi
polinomo koeficientai. Normalioji sistema yra tokia:

zk R N T |

OX — ATY O — ATA _ Q?lfil .’L’I;il c. I’Z_l .Z'g .’L";_l N ) 1
Y

1 | ok gkt o, 1

Tada ieskomus koeficientus randame tokiu budu:

ay
ar—1
=CtATY.
3]
Qo

Panagrinékime pavyzdi.

Pavyzdys Duoti trys taskai (1,1); (2,3); (3,2). Naudodami maziausiu kvadratu metoda
raskite tiesés lygti ax + b = y geriausiai aproksimuojancia Siuos duomenis.

Sudarome sistema AX =Y, dia:

a+b=1,
2a+b=3
3a+ b =2;

arba
1 1 1
2 92 (Z): 3
3 1 2

Padaugine abi lygybés puses i§ matricos A7 gauname:

(123)‘ - .(a)_<123).;
1 11 31 b 1 11 9

Atlike matricu aritmetinius veiksmus gauname

¢ 90-¢)

Tada

Arba

gauname, kad maziausiy kvadraty tiesé yra tokia:

L
=—x+1
y=3
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Temos teoriniai klausimai

1. Matricy veiksmai. Veiksmu savybeés.

2. Kvadratiniu matricu determinantai. Determinantu eiluciu (stulpeliu) savybés.

2. Reguliarios (siguliarios) matricos. Atvirkstinés matricos egzistavimo salygos.

3. Matricu lygtys.

4 Teorema apie matricy sandaugos ranga.

5. Tiesiniu lygciu sistemu sprendimas taikant atvirkstines matricos metoda ir Kramerio
metoda.

6. Leontjevo modelis.

7. Maziausiu kvadratu metodas.

Uzdaviniai savarankiskam darbui

Matricos ir determinantai

1. Duota matrica

7 -2 14 6
6 2 3 -2
A:5 4 1 0
8 0 2 0

a) Nustatykite matricos eile.
b) Kam lygi suma

a1 + azq + agz + ass”?
c¢) Raskite sios matrios pagrindinés ir Salutinés istrizainiu elementu skirtuma.

Ats: a) matricos eilé 4 x 4 arba tiesiog ketvirtos eilés matrica.
b) 7.
c) -11.

2. Tarkime, kad matrica A yra 3 x 4 eilés, kurios elementai apibrézti tokiu budu:
A= (ag); ay = (~1)(2i +3).
Sudarykite sia matrica.
Ats:
5 =8 11 -—-14

A=|-7 10 -13 16
9 -—-12 15 -18

3. Kompanija parduoda triju rusiu kilimeélius A, B, C, kurie be to yra raudonos, zalios,
melynos bei violetinés spalvos. Ménesio pardavimu ataskaita kompanija suraso i matrica, ku-
rios eilutése raso atitinkamu rusiu A, B, C pardavimu kiekius, o stulpeliuose nurodo spalvos
koda- raudona, zalia, mélyna, violetini, atitinkamai. Zemiau yra pateiktos Sausio bei Vasario
pardavimu ataskaitos:

2.6 1 2 02 4 4
S=(0o 135, v=[23 3 2
2 76 0 40 2 6

a) Kiek zaliu B rusies kiliméliu buvo parduota Sausio ménesi?
b) Kiek B rusies kiliméliu buvo parduota vasario ménesi?
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c¢) Kuri ménesi buvo daugiausia parduota violetiniu kilimeéliu?

d) Kurios rusies ir kurios spalvos kiliméliu buvo parduota vienodai per abu ménesius?

e) Kuri ménesi daugiausia parduota B rusies kilimeéliu?

f) Kiek i viso buvo parduota kiliméliu sausio ménesi?

g) Sudarykite abieju meénesiu pardavimu matrica G.

h) Raskite metiniu pardavimu matrica M, jei zinoma, kad ji sudaroma tokiu budu: 100%
didesni visu rusiu ir spalvy sausio pardavimai plius 200% didesni vasario ménesio pardavimai.

Ats: a) 7; b) 3; ¢) Vasario; d) B; mélynie) Vasario; f) 35;

g)
285 6
G=12 467
6 7 8 6
h)
4 18 14 16
sS=116 11 15 16
16 14 18 18

4. Apskaiciuokite AB, BA bei, jei imanoma AB — BA, kai

0 3
1 -2 3
a) A-(Q 1 _1>,B— 5 —7

0 1
2 —1 -2 1
(7))
2 3 1 -2 4 1
¢c) A=1[|-2 0 3], B=|0 20
1 -1 1 -3 10
Isitikinkite, kad
(AB)T = BT AT,

Ats: a) skirtumas negalimas b)

4 5 4 22 -9
b) AB—BA:(_19 4> b) AB—BA=|-1 -5 -8
3 12 1
5. Jei imanoma apskaiciuokite sandaugas AB, kai
> 1 s 0 3 0
a) A= , B=11 —4 4],
-1 3 4 5 5 1 3
1 4 5 2



1 3 0 1 0 2
d) A=[-2 2 1],B=5 -1 3];
1 0 4 2 1 2
Ats: a) sandauga negalima. b) (32).
1 6 16 -3 11
o (2 12] @ (10 =1 0
3 18 -7 —4 10

6. Apskaiciuokite A(BC) jei
10
1 =2 30 —1
@) A_(—S 4)’B_<1 1 2)’0_ (1) f

Isitikinkite, kad A(BC') = (AB)C.
Ats:

4 -9
6 19 )°
7. Apskaiciuokite A(B + C) jei

1169 0= (2 - (2)

Isitikinkite, kad A(B + C) = AB + BC.

Ats:
—4 1
-5 17)°

8. Raskite matrica 3(A — 2I), jei I vienetiné antros eilés matrico, o
3 2
= ()

3(A —21) = (g g) .

9. Tarkime, kad duotos matricos:

1

1 -2 -2 3 0
a=(y 5 = ). c={o s
0 3 1 -4 1 9 4

Ats:

Atlikite tokius matricy veiksmus:

66



a) AB; b) CF; c¢) DG; d) EC;
e) D[—%G; f) 3A—-2BC; g) 2[—%GH; h) (DO)A.

Ats:

0 0 0 0 0 0
e) [0 =1 1|; f) |0 =1 1];
1 2 0 1 2 0
200 -1 5
-1 —= 2
g) (_é 2?,)0) h)y [0 2 1); ¢ (2 17
00 2 1 31

10. Remiantis sutartimi firma privalo pastatyti 5 rastinius (RA), 7 karkasinius (KA) bei
12 miriniu (MU) namu. Sia sutarti galima apibrézti matrica A = (5 7  12). Siems pas-
tatams pastatyti reikia metalo (M), medienos (W), stiklo (S), gipso gaminiu (G), darbo jégos
(D). Trumpiniais zymime atitinkamu poreikiu vienetu skai¢iu. Susiekime kiekviena pastata su
medziagu poreikiais tokia matrica

MW | S |G| D
RA | 5 20 16 | 7 | 17
KA | 7 18 12 19 | 21
MU | 6 25 | 8 o | 13

a) Apskaiciuokite visu medziagu bendruosius poreikius.

b) Nustatykite kiekvieno namo bendraja samatine verte, jeigu M vienetas kainuoja 1500 Lt,
W- 800 Lt, S- 500 Lt,G- 100 Lt, D-1000 Lt.

c¢) Nustatykite visu namu bendrasias statybos islaidas.

Ats: a) 146 526 260 158 388; b) 49200 52800 46500 c¢) 1173600.

11. Panagrinékime supaprastinta ekonomine sistema, kuria sudaro trys pramones Sakos,
tarkime zemés ukis (Z), pramoné (P) bei aptarnavimo sfera (A) bei trys salyginiai vartotojai
1,2, 3. Nesunku suprasti, kad ne tik iSoriniai vartotojai, bet ir Sios atskiros pramoneés Sakos gali
biti kity saky produktu vartotojai. Siuo atveju laikome, kad pramonés saka néra savo produk-
cijos vartotoja, bet nesunju suprast, kad bendrai paémus taip galéty buti. Tegu Dy, Do, D3—
yra triju vartotoju poreikiu matricos, o Dz, Dp, Ds— yra pramoneés Sakuy 1 x 3 eilés vartojimo
matricos. Pavyzdziui tarkime, kad

Di=(325), Dy=(0 17 1), D3=(4 6 12)
ir
Dz=(0 1 4), D;=(20 0 8), D3=(30 5 0).

Tarkime, kad salyginis zemés produkcijos kainuoja 10000 Lt, pramoneés- 20000 Lt, o aptar-
navimo sferos - 40000L7T".
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a) Nustatykite bendra visu pramoneés saku gaminamos produkcijos poreikiu matrica.

b) Nustatykite kokias islaidas turi kiekviena atitinkama ukio Saka bei atitinkami iSoriniai
vartotojai esant nurodytoms salyginiu vienetu kainoms bei pirkimu kiekiams;

c¢) Nustatykite kiekvienos pramonés sakos gauta pelna.

Ats:

a) (57 31 30); b) (180000 520000 400000); (270000 380000 640000),

c¢) (390000 100000 800000) .

12. Apskaiciuokite AX + B — C, kai

2 3 1 1 21

A=|o =1 2|, B=[1 1 1],

3 2 2 -2 3 1

2 31 1 12 =27 11

c={o 1 o], x=5-[-3 18 -5

0 0 2 -6 -5 7
000
Ats: a) O=10 0 0
000

13. a) Raskite visas antros eilés matricas, kuriu kvadratas yra lygus nulinei matricai. b)
Raskite visas antros eilés matricas, kuriu kvadratas lygus vienetinei matricai.

Ats: a)
Go) G0 (5 Jm) (0 )
Cha) (s

14. Raskite pateiktu matricu atvirkstines, naudodami Gauso-Zordano metoda, jeigu egzis-
tuoja:

2 3 4 > 0 1 12
a) A= 5 3 2|, b)B=|3 2 4| ¢ C=
c 0 o 1021
1012
Ats:

, (10 14 -6 . (17T 9 =3
a)A‘lz—E- -12 8 16 |; b) B‘1:—§- -7 12 4 |;
-7 1 -9 ~10 0 9

3 0 1 -5

1 | -6 2 4 10

-1
JC=5 1 01
-10 -1 3
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15. Isspreskite matricy lygti AX = B, naudodami Gauso-Zordano metoda:

w
ot

W = W N

2 1 3 -1 2 1
A=12 2 -3];B=10 10
10 2 2 01
Ats:
1 22 —6 5
X:g- -31 13 -5
-6 3 0
16. Apskaic¢iuokite determinantus:
2 3 4 2 01 4 3
a)|5 3 2[;b0)3 2 4;¢)12 5 —1
-1 -2 2 5 0 2 1 2
2 3 2 9 2 4 35 g (1) 2 g
-5 6 10 -—11 21 3 4
d>004 —7’)1534’f)28;;
0 0 -3 2 3 2 3 2 30 4 9
Ats: a) —44; b) -2 ¢) 47. d) —-351; e) 33 f) 24.
17. Apskaic¢iuokite determinantus:
5 3 4 6 9 4 2 01 3 5
2 3 24 2 3
L3 5 62 2 -1 2 2 -1 2
a)|-2 4 10 =3 4|; b .
31 24 3 5
-4 3 2 1 1
9 3 6 —6 -9 4 2 3 4 2 3
11 01 1 1

Ats: a) 106; b) —108

18.  Apskaic¢iuokite matricos atvirkstine, naudodamiesi atvirkstinés

formule (naudojant adjunktus):

L
a) A=(3 1 0,0 B=
19 3 -1 20 1
1 221
Ats:
-2
3 -5 =2
1 1 |-
a) A l=——-[-3 4 6 |; a) B'== 10
1 \y 4 5 8 | -2 2
10 -2

19. Isspreskite pateiktas matricu lygtis:

matricos skai¢iavimo

1 1
0 4
-5 3
9 -7

a) AB2XA’+B—FE, A:<1 2), B:(2 3).

0 2
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(@)
—

2 1
¢) AX+B=C, A=[12 1
3 2

|
w

Sy

|
— DN
— W DN
_ o O
S = O

Ats: .
a) X =B?A(E - B)A* = .

|
VR
| =
-3 N
|

@OO
N——

1 /— _
b) X:B_lA_lBQA_lB:Z-( 98 169).

34 99

. (-6 7 23

c) X:A‘l(C—B):—l—O- 12 6 -—16
2 11 9

20. Naudodami Kramerio metoda apskaiciuokite:

dor + 2y — 2 =5,
b) ¢z —3y+8z=-T1,

{2x + 3y = —11,
a)
=51 —y+ 2= —6;

3r—4y =9,

dr 42y — 2+t =11,

20 —y+82—1=09,

—5x + 13y + 2z — 4t = =3,
r+y+3z+t=8.

dor +y—32 =3,
c) sx—3y+52=0, d)
Tr 4+ 3y — 9z = —4;

Ats: a) (—1,-3); b) (1,0,—1); ¢) (1,2,1); d) (2,1,1,2).

21. Naudodami Kramerio metoda nustatykite, kokios turi buti parametru m,n reikSmes,
kad sistema

3 — 2y + 2= -2,
1) T —y+4z =n,
ST +my — 2z = —3;
turétu a) vieninteli sprendini, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu begalo daug sprendiniu?
Ats: a) m#-3; b) m=-3 n#—-1;¢) m=-3, n=—1.

22. Kokia turi biiti parametro reikSme, kad sistema turéetu vieninteli sprendini

T+y+z+mu=>5,
r+y+mz+u=1,
T+my+z+u=1,
mr+y+z+u=1

2)

Ats: m # 1.

23. Tarkime, kad ekonomine sistema sudaro du gamintojai. Ju produkcijos paklausos
matrica ir technologiné matrica, atitinkamai, yra tokie
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560\ (0.7 0.2
a) C= (780)’ (0.3 0.5)’

520 0.7 0.5
b) €= (640) ’ <0.2 0.4) '
Ar egzistuoja gamybos optimalus planas? Jei taip raskite si plana. Sudarykite su 6iuo planu
susieta technologine lentele.

4844 7900
Ats: ) (4466) b) (3700)'

24. Tarkime, kad ekonominés sistemos gamintoju technologinés ir atitinkamos poreikiu
matricos yra tokios:

05 0 05 100

a) A=[05 0 0425, C=[200];
0 075 0.5 300
0.6 0.1 0.2 200

b) A= (01 04 01], Cc= (300
0.2 0.2 0.6 400

Raskite gamybos planus esant nurodytiems poreikiams. Sudarykite technologines lenteles,
kurios biitu susietos su naujais poreikiais.

Ats:)
3 87000 2222
a) X="2.[7000| o) X~ /(1333
72000 2777

25. Tarkime, kad tukine sistema sudaro du gamintojai, A ir B. Gamybos rysiu matrica
apibrézta tokiu budu:

A B Kiti poreikiai | Galutiniai poreikiai
A 200 500 500 1200
B 400 200 900 1500
Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —
Bendra apimtis 1200 1500

Raskite Sios tikinés sistemos technologine matrica. Raskite tkiniy Sakuy A ir B pagamintos
produkcijos kiekius X4 ir Xp (gamybos plana), jei zinoma, kad produkcijos A poreikiai pakis
nuo 500 iki 600, o produkcijos B poreikiai pakis nuo 900 iki 805. Raskite KG (kitos gamybos
faktoriu) kastus K.

Ats:  a) X4 21290, Xp=~1425. K = 1405.

26. Tarkime, kad tkine sistema sudaro trys gamintojai, A B ir C. Gamybos rysiu matrica
apibrézta tokiu budu:
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A B C | Kiti poreikiai

A 18 130 | 45 | 15
B 27 |1 30 | 60 | 3
C 54 | 40 | 60 | 26

Kiti gamybos faktoriai | 9 20 | 15 | —

Raskite sios ukinés sistemos technologine matrica. Raskite ukiniy saku A, B ir C' pagamintos
produkcijos kiekius X4 ir Xp, X (gamybos plana), jei zinoma, kad

a) produkcijos A poreikiai pakis iki 50, produkcijos B poreikiai pakis iki 40 ir produkcijos
C poreikiai pakis iki 30.

b) produkcijos A poreikiai pakis iki 10, produkcijos B poreikiai pakis iki 10 ir produkcijos
C poreikiai pakis iki 24.

Ats:  a) X4 =298, Xp=350, X¢ = 443;
b) Xa~102, Xp=125 X~ 175.

27. Uzpildykite matricas taip, kad ikiné sistema bititu subalansuota

a)

A B Kiti poreikiai | Galutiniai poreikiai
A 400 Yy 300 1400
B 400 600 x 1500
Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —
Bendra apimtis 1400 1500

Ats: a) x =500, y =700

28. Naudodami maziausiu kvadratu metoda (matricine forma) raskite lenteléje pateiktus
taskus geriausiai aproksimuojancia tiesinés regresijos lygti:

Ats: y= %.

29. Naudodami maziausiu kvadratu metoda, raskite kvadratinés regresijos lygti, jei duomenu
aibé tokia: (1;3), (2;3), (3;7), (—1;2), (—2;8).

Ats:
o141, 144 +259
TV T R
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30. Naudodami maziausiu kvadratu metoda, raskite kvadratinés regresijos lygti, jei duomenu
aibé tokia: (—1;0), (—2;4), (0;—2), (1;4), (2;1).
Ats:
12 , 1 71

Uzduotys namu darbams

Matricos ir determinantai

1. Apskaiciuokite AB — BA, kai

33 4 5 6 —2
A=|52 1]|,B=[3 —2 1
31 -1 4 2 3

2. Issprende lygtiA+ B+ X = 2B — %A, apskaic¢iuokite matricos X determinanta, jei

1 -1 2 1 1 2
A=12 2 =3|,B=\|1 3 2
1 1 2 2 =2 3

3. Apskaiciuokite visas imanomas matricy sandaugas, kai

2_12_31;1 0 3 0 1 -1 3 4 0 3 0

a) A= ,B=[1 -4 4);: Cc=(2 2 2 3|,D= .
-3 45 2 1 3 1 2 3 4 -4
1 4 5 2

5. Isspreskite matricu lygtis:
1) A2 BXAB™! = ABA, kai

) a=( =)

2) Raskite | X2, jei BAT'XABA+ B = A, kai

2as( ()

6. Apskaiciuokite determinantus:

4 3 2 21

4 2 3 gggg 4 2 4 3 2
a)426;b)77377c)42 2 11
2 1 2 3 4 5 5 2 2 31 2
3 -1 1 31
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7. Apskaic¢iuokite matricos atvirkstine, naudodamiesi atvirkstinés matricos skai¢iavimo for-
mule (naudojant adjunktus):

4 oo 1 2311
2 2 1 2

3 1 -5,

5 4 o 3123
3521

8. Apskaic¢iuokite matricos atvirkstine, naudodamiesi Gauso-Zordano bidu:

oy (hr

a) [2 -2 1 |,b)
3 2 —10 vzl
3222

9. Naudodami Kramerio metoda apskaic¢iuokite:

20 +3y+224+t=6
T+ 4y + 32+ 2t =8,
o +2y+2+1=17,
T+ 2y+32+1t=60.

2r+y+z2=17,
a) (4r+3y+22=16, b) ¢
20 —y — 3z = —9;

10. Duota gamybos- sanaudu matrica. Raskite tikinés sistemos technologine matrica bei
gamybos plana, kai esami galutiniai atitinkamu saku poreikiai pasikeis i poreikius 200, 300.

A B Poreikiai
A 40 120 | 40
B 120 | 90 90
Kiti Faktoriai | 40 90

Sudarykite nauja gamybos sanaudu matrica, kai poreikiai yra pakite.

11. Duota gamybos- sanaudu matrica. Raskite tikinés sistemos technologine matrica bei
gamybos plana, kai esami galutiniai atitinkamu Saku poreikiai pasikeis i poreikius 50, 40, 30.

A B C Poreikiai

A 18 | 30 | 45 | 15
B 27 |1 30 | 60 | 3
C 54 | 40 | 60 | 26

Kiti Faktoriai | 9 20 15

Sudarykite nauja gamybos sanaudu matrica, kai poreikiai yra pakite.
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12. Duota gamybos- sanaudu matrica. Raskite tikinés sistemos technologine matrica bei
gamybos plana, kai esami galutiniai atitinkamu Saku poreikiai pasikeis i poreikius 500, 160, 240.

A B C Poreikiai
A 100 | 400 | 240 | 260
B 100 | 80 480 | 140
C 300 | 160 | 240 | 500
Kiti Faktoriai | 500 160 | 240

Sudarykite nauja gamybos sanaudu matrica, kai poreikiai yra pakite.

13. Naudodami maziausiu kvadratu metoda (matricine forma) raskite lenteléje pateiktus

taskus geriausiai aproksimuojancia tiesinés regresijos lygti:

14. Tarkime, kad y yra produkto vieneto vidutiniai kastai, kai buvo pagaminta x produkty.
Lenteléje zemiau pateikiami vidutiniy kasty bei pagamintos produkcijos kiekio priklausomybe.
Rade kvadratine regresijos lygti nustatykite, kokie apytiksliai kastai buvo tuo atveju, kai buvo

gaminami 7 produktai.

10
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