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I. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS

1.1 Tiesiniu lygciu sistemos. Elementarieji pertvarkiai
Keletas svarbiu zymeéjimu:

3

n
ay + as + asg = E ayg, a;+as+az+---+a, = E ay,
k=1 k=1

¢ia n naturalusis skaicius. Apibendrinkime Siuos zymeéjimus

m Qp + Apyy + -+ + ap, kai m > n,
E ar = { ap, kaim =n,
k=n 0,kai m < n.

Ateityje raidemis N, Z, Q, R zymésime naturaliyju, sveikujuy, racionaliyju, bei realiuju
skaiciy aibes.

Apibrézimas Tiesine lygtimi (toliau trumpinsime t.1.) su n nezinomuju vadinsime lygybe:

Zajxj = b, (1)
j=1

¢ia aj,b € R. Skaiciai a;, (j = 1,...,n) vadinami lygties koeficientais, skai¢ius b— lygties
laisvuoju nariu, x; (j = 1,...,n)— lygties nezinomaisiais.

Apibrézimas Racionaliyju skai¢iu rinkini (I4,...[,) vadinsime t. 1. sprendiniu, jeigu

i Cljlj =b.
j=1

Kitaip tariant, minétasis rinkinys vadinamas t.l. sprendiniu, jeigu (1) lygtyje, nezinomu-
ju vietoje, irase Sio rinkinio atitinkamus narius gauname tapatybe (abiejose lygybés pusése ta
pacia skaitine reiksme).

Sakysime, kad du t.l. sprendiniai (I, ls,...,1,) ir (1,12, ...1,) yra lygus, jeigu l; =t; (j =
1,...,n). Nesunku matyti, kad jei a; = 0, (j = 1,...,n) ir b # 0, tai (1) lygtis sprendiniu
neturi.

Apibrézimas Tiesine lygti, kurios laisvasis narys lygus nuliui, vadinsime homogenine.

Pastebésime, kad homogeniné lygtis visuomet turi sprendinij.

Apibrézimas Tiesiniy lygciu aibe:

1171 + ajpxs + - + a1, T, = by,

2171 + Q22%9 + -+ + GopTy = bo,

(2)
Am1T1 + A2l + -+ - + QppTn = bma

vadinsime m tiesiniu lyg¢iu, su n nezinomaisiais, sistema (trumpai t.l.s.). Simbolius a;; € R
vadinsime t.1.s-mos koeficientais, b; € R— t.1.s-mos laisvaisiais nariais, x;;— t.l.s-mos nezinomaisiais,
(t=1,....m), (j=1,...,n).

(2) lygciu sistema galime uzrasyti ir tokiu budu:

Zaijxj = bi, (Z = 1,. o ,m).
j=1
Sakysime, kad t.l.s. yra homogeniné, jeigu b; =0, (i =1,...,m).
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Apibrézimas Skai¢iu rinkini (I4,...,[,) vadinsime t.l.s-mos (2) sprendiniu, jeigu teisingos
tapatybes:

Zaijlj = bl(l = 1, e ,m).
j=1

Apibrézimas Jeigu t.l.s- os sprendiniu aibé netuscia, tai Sia sistema vadinsime suderinta.
Kitu atveju, t.y. jei t.l.s. sprendiniu neturi, tai ja vadinsime nesuderinta.

Apibrézimas Suderinta t.l.s-ma vadinsime apibrézta, jei sprendiniu aibéje yra vienintelis
elementas. Kitu atveju suderinta t.l.s. bus vadinama neapibrézta.

Atkreipsime démesj, kad homogeniné t.l.s. visuomet suderinta.

Sakykime, kad duotos dvi tiesinés lygtys, su tuo paciu nezinomuju skaic¢iumi:

n n

Zajxj = bl,ZCjIj = b2.

J=1 J=1

Sakysime, kad dvi tiesinés nehomogenines lygtys yra lygios, jeigu a;/c; = b1 /by, i =1...n.
Dvi homogenines t.l.s. laikysime lygiomis, jei egzistuoja realusis skaic¢ius 0 # k € R, toks, kad
a;fci=k, i=1...n.

Tiesinés lygties, tarkime pirmosios, ir realaus skaiciaus k sandauga vadinsime tokia tiesine

lygti
Z kajxj = kbl
j=1

Dvieju tiesiniu lygc¢iu suma vadinsime lygti

n
Z (aj + Cj)$j = bl + bQ.
j=1
Daznai sprendziant uzdavinius, jei imanoma, bandoma juos pertvarkyti taip, kad uzduoties
sprendimas buitu paprastesnis ir tuo paciu pradinés ir pertvarkytos uzduoties atsakymai butu
tie patys.

Apibrézimas Sakysime, kad dvi t.l.s-mos yra ekvivalencios, jeigu ju sprendiniuy aibés
sutampa.

Apibrésime lygéiuy veiksmus sistemoje, kuriuos taikant, kaip matysime véliau, lygciu sistema
keiciame kita sistema, tuo paciu nekeisdami sprendiniuy aibés.

Tiesiniy lygciu elementariaisiais pertvarkiais vadinsime tokius lygc¢iy veiksmus:

1) sistemos lygéiu keitima vietomis;

2) bet kurios sistemos lygties dauginima i$ skaiciaus nelygaus nuliui;

3) bet kokiu dvieju sistemos lygciu sudéti.

1 Teorema Tiesiniy lygciu sistema elementariaisiais pertvarkiais kei¢iame i sistema, kuri
ekvivalenti pradinei.

S

Panagrinékime pirmaja operacija. Nesunku suprasti, kad sukeitus lygtis vietomis (2) siste-
moje gausime sistema, kurioje bus tos pacios lygtys, tik skirsis lygciu iSsideéstymo tvarka. Jeigu
(I1,...,1,) yra pradinés lygéiu sistemos sprendinys, tai akivaizdu, kad 8is skai¢iu rinkinys tinka
ir naujosios sistemos visoms lygtims. Taigi gavome, kad lygciy keitimas vietomis sprendiniu
aibes nekeicia. Kitaip tariant pradine ir pakeistoji lygéiu sistemos yra ekvivalencios.

Panagrinékime antraja, t.y. daugybos is skai¢iaus nelygaus nuliui, operacija. Padauginkime
(2) sistemos bet kokia lygti, tarkim k—aja, i$ skaiciaus c. Gausime t.1.s.



n
Yoayr;=2b,(1=1,...,m),i #k;
j=1

Cap T + CapaTso + -+ -+ + cappxy, = Ccby.

Irase (2) lygties sprendini (y,...,1,) 1 (2)’ gauname

bi=b,(i=1,...,m),i #k;
C(lell + (lk2l2 + -+ almln) = Cbk.

Taigi tas pat rinkinys tinka ir pakeistajai t.l.s. Teisingas ir atvirkscias teiginys. T.y. jeigu
(t1,...,t,) yra t.l.s. (2)" sprendinys, tai tada turime sarysius:

Yoat;=bi,(i=1,...,m),1 #k;
7j=1
Cakltl + CGthQ + 4+ Cakntn = Cbk.

Jau zinome, kad daugindami t.1. is skaiciaus nelygaus nuliui, lygties sprendiniu aibés nepakeic¢iame,
todél padaugine k— aja lygtiis 1/c ir vietoje nezinomuju irase sios sistemos sprendini gauname

tapatybiu sistema
n

Zaijtj =b, i=1,...,m).
j=1
Taigi ir atvirkscias teiginys teisingas. Vadinasi, pradinés lygciu sistemos ir sistemos, kuri buvo
gauta i$ pradineés sistemos, jos lygti padauginus i$ nelygaus nuliui skaiciaus, sprendiniy aibeés
sutampa.
Parodysime, kad ir trecioji operacija tiesiniu lygc¢iu sistema transformuoja i jai ekvivalencia
t.l.s-ma.
Prie (2) t.l.s-mos [— osios lygties pridékime k— aja. Tuomet naujoji t.l.s. atrodys taip:

Zaljxj :bz,(Z: 1,,m)727£l7
j=1

n (2)//
Z (alj + akj)xj = bl + bk
j=1

Pastebésime, kad jeigu (t1,...,t,) yra (2) sistemos sprendinys, tai $is rinkinys yra pirmuju

n—1, (2)” sistemos, lygéiu sprendinys. Tada

n

Z (CLlj —+ (I]q)]fj = Z aljtj -+ Z Clkjtj =b + b.

J=1 Jj=1 J=1

Taigi, minétasis skai¢iu rinkinys yra (2)” sistemos sprendinys.

Irodykime atvirkstini teigini. Sakykime, kad (t1,...,t,) yra (2)” sistemos sprendinys.
Kadangi n — 1 sistemu (2) ir (2)” lygtys yra vienodos, tai telieka patikrinti, kad $is skaiciu
rinkinys tinka (2) sistemos [—ajai lygéiai. Turime

n

Z (al]- + akj)tj =b + bg.

j=1

Pasinaudokime jau irodytais faktais. Zinome, kad padaugine sistemos lygti i§ skai¢iaus
bei pridéje prie kitos sistemos lygties gausime nauja sistema, ekvivalenc¢ia pradinei. Taigi,
padauginkime k—taja lygti i —1 ir pridékime prie paskutiniosios lygybés. Gauname

Z CLljt]’ = bl-
j=1
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Taigi, atvirkscias teiginys taip pat teisingas. Vadinasi ir Siuo atveju teorema teisinga.

S5
Parodéme, kad elementarieji pertvarkiai lygciu sistema pakeicia jai ekvivalencia sistema.

1.2 Gauso algoritmas. Tiesiniu lygciu sistemu suderinamumas
Tiesine lygciu sistema

(
a1 T + ajpxs + - -+ ATy = by,

A22T2 + A23T3 + -+ + AopTp = ba,

kaia; #0, i =1,...,r, vadinsime daugiakampe t.l.sistema.
Tiesiniy lygc¢iu sistema

11T + a2 + - -+ a1 Ty = by,

A22T2 + A23%3 + -+ + AopTp = ba,

ApnLn = bna
a; #0 (i =1,...n) vadinsime trikampe tls.

Apibrézimas Daugiakampe tiesiniy lygciy sistema vadinsime trapecine jei Sios sistemos
forma yra tokia:

1171 + ajpxs + -+ ajp Ty, = by,

A29T2 + A23%3 + -+ - + AopTy = bo,

(3)

ciaa; # 01 =1,...,r. Pastebésime, kad trikampé t.Ls. yra trapecinés sistemos atskiras atvejis.
Biutent, jei r = n, tai trapeciné t.l. sistema sutampa su trikampe, butent:

1171 + ajpxe + -+ ATy, = by,

A29T2 + A23%3 + - - + Aop Ty = bo,

Teisinga tokia teorema.

2 Teorema DBet kuri trapeciné t.l.s. yra suderinta. Jeigu r = n (trikampé t.Ls.), tai
sistema apibrézta, jeigu r < n, tai sistema neapibrézta. Daugiakampé t.l.s. yra suderinta, jeigu
lygties koeficientai turi savybe: b; =0, visiemsi=1r+1,...,m.

S/
1. Tarkime i$ pradziu, kad r = n. Trumpai Sia sistema galime uzrasyti taip:



n
E aijxj:bi,z:l,...,n.
j=i

Kadangi a,, # 0, tai gauname
bn

Ty = — = lp.
QAnn

Priespaskutinioje lygtyje isreiske kintamaji x,,_; gauname tokia lygybe:

1

Tpoq1 = ————(bp—1 — An_1nlpn) = ln_1.

1= ( 1 1 ) 1

Elgdamiesi visiskai analogiskai gauname, kad bet kokiam ¢ = 1,...n teisingos lygybés:
T, = _(bi — Qi lipn — - — Gmln) =l,i1=1,....n—1, x, = .

Qg

Paskutinioji lygybiu sistema yra trikampés lygéiu sistemos sprendinys. Ar jis vienintelis?
Tarkime priesingai. T.y. egzistuoja kitas sprendinys (t1, ..., t,) toks, kad

n
E aijtiji,?::L...,n.
j=i

Pakartoje ankstesnius samprotavimus gauname, kad

Bet tuomet ¢, = [,,. IS pries paskutinés lygties gauname, kad ¢,_; = [,,_; ir t.t. Analogiskai
samprotaudami gauname, kad t; = [;, = n—2,...,1. Matome, kad i§ tiesut; =[;, 1 =1,...,n.
Vadinasi sprendinys yra vienintelis.

2. Panagrinékime atveji, kai r < n. (3) sistemos visose lygtyse narius su kintamaisiais
ZTyit,-- -, T, perkelkime i desine puse. Tuomet pazymeéje

/ .
bi:bi—air+1$r+1—"'—ain$n,Z:1,...,?",

naudodamiesi (2.3) sistema gausime tokia t.l. sistema

T

/ .
E ajjr; =by, i =1,...,7

j=i

Gavome trikampe t.l. sistema. Pakartoje 1. dalies samprotavimus gauname, kad x; =
ly,...,z, = I!. Be to aisku, kad I = ll(z,41,...,2,),7 = 1,...,n. Suteike kintamiesiems
r; € R,i = r+1,...,n konkrecias reikSmes, gausime skaitines dydziu [},...,[. reikSmes.
Vadinasi sistemos (r < n ) sprendinys turi toki pavidala:

(U, Uty tn), ERi=r+1,...,n. (4)

Pasirinktdami skaicius ¢;, ¢ = r + 1,...,n, (juos vadinsime laisvaisiais kintamaisiais) gauname
skaitinius sprendinius. Taigi, §iuo atveju t. 1. sistema turi begalo daug sprendiniu. (4)
sprendinys paprastai vadinamas t.l. sistemos bendruoju sprendiniu. Tuo atveju, kai bendra-
jame sprendinyje parenkame konkrecias laisvuju kintamuju reikSmes, Si sprendini vadiname
atskiruoju t.l. sistemos sprendiniu. Sprendinys, gaunamas laisvuju nezinomuju vietoje irasius
nulines reikSmes bus vadinamas baziniu sprendiniu.

@

Rasime t.l.s. sprendinius, kai sistema yra specialios formos.



Pavyzdys Isspreskime trikampe t.l.s sistema

201 + x9 + 23 = 1,
31’2 — T3 = 3,
2x3:6.

Pastebékime, kad i§ paskutiniosios lygties iSplaukia, kad z3 = 3. Irase Sia x3 reikSme i
antraja lygti gauname, kad 3z, — 3 = 3 arba xo = 2. Turimas z, ir z3 reikSmes iraSe i pirmaja
lygti gauname, kad 2x; + 2 + 3 = 1 arba z; = —2. Gavome, kad duotoji trikampé sistema turi
vienintelj sprendini (—2, 2, 3). Patikrinkite ar §is rinkinys yra sprendinys!

Pavyzdys Raskime trapecineés tiesinés lygéiu sistemos sprendinius.

21’1+$2+£IZ’3—51’4+£L’5 22, (Ll)
3]32 - 6I3 - 6ZL’4 + 3.%’5 = 3, (Lg)
T3+ 31’4 + 35(75 =3. (Lg)

Pastebésime, kad spresdami trapecines t.l.s-mas mes elgsimeés analogiskai kaip ir spresda-
mi trikampes sistemas, tik pries tai trapecinéje sistemoje, pradédami nuo paskutinés lygties,
palikdami viena nezinomayji kairéje puséje, likusius nezinomuosius keliame i desine puse ir visas
sistemos lygtis pertvarkome taip, kad i§ apacios i virsy kairéje puséje buty po viena nezinomaji
daugiau, o deSiné¢je puseje buitu skaiciai ir paprastai tie patys nezinomieji visose lygtyse, kurie
bus vadinami laisvaisiais nezinomaisias.

Taigi, nezinomaji x3 iSreiskiame per z4 ir x5, x4, r5 yra laisvieji nezinomieji. Pertvarky-
dami lygtis iS apacios i virsy, visose lygtyse laisvaisiais nezinomaisiais laikydami tuos pacius
kintamuosius gauname sistema

2?[)1 —+ x9 + T3 = 2 + 51‘4 — Is, (Ll)
3xg — 63 = 3 + 624 — 3x5, (L)
T3 = 3— 31’4 + 3375. (Lg)

Tiesa, kai kuriose lygtyse, kai kurie laisvieji nezinomieji gali buiti su nuliniais koeficientais.
Pastebésime, kad lygtyje Lo, nezinomaji xo galime isreiksti tokiu budu:

31’2 =3+ 6[E3 + 6ZE4 — 3£L‘5.

Padaugine abi Sios lygybés puses is 1/3 gauname, kad xo = 1 + 2x3 + 224 — 5.

Irase i paskutine lygti aukséiau gauta z3 reikSme gauname: xo = 1 + 2(3 — 3z4 — 3z5) +
204 — x5 =7 — 4oy — Txs.

Is pirmosios lygties, isreiske x; likusias nezinomaisias ir irase gautasias nezinomuju xs, o
reikSmes turime lygti

201y = 2 — T+ 4wy + Txs — 3 + 3wy — 325 + bxry — x5. Sutrauke panasius narius, o po to
padaugine abi lygybeés puses i§ 1/2 gausime lygti 1 = —4 + 6x4 + (3/2)xs.

Taigi, Sios sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

3
(—4 + 6ZL’4 + =5, 7 — 4.%’4 - 7(135, 3— 31’4 — 31’5, 134,.1‘5), Xy, T5 € R.

2
Matome, kad Siuo atveju trapeciné t.l.s. turi begalo daug sprendiniy, kurie priklauso nuo
Z4,T5 € R parinkimo. Pavyzdziui, parinke x4 = 1,25 = 0 gauname atskiraji sprendini
(2,3,0,1,0).

Nagrinéjamu atveju, baziniai nezinomieji yra x1, xo, 3, o laisvieji nezinomieji- x4, x5. Parinke
x4 = x5 = 0 gauname bazini sprendini

(_4a 77 37 07 O)



Panagrinékime daugiakampe tls. Akivaizdu, kad daugiakampé t.l.s. yra nesuderinta, jei
sistemoje egzistuoja lygtis, tarkime ¢ — oji, kurios laisvasis narys b; # 0. Pavyzdziui lygtis
O0x3 = 5 sprendiniy neturi. O jei lygtyse Ox; = b;, visi b; = 0,i =r + 1,...,m tai daugiakampe
sistema tampa trapecine, kadangi siuo atveju visas Sias lygtis galima praleisti, nes jas tenkina
bet kokie realiyju skaiciy rinkiniai. Kitaip tariant, sprendiniu aibés Sios lygtys neriboja.

Pavyzdys [Sspreskime daugiakampe t.1.s.

2[E1 + To + T3 — 5I4 = 2, (Ll)
61’4 = 3, (Lg)

Padaugine treciaja lygti is -2 ir pridéje Sia lygti prie antrosios gauname sistema:

2271 + X2 + T3 — 55134 = 2, (L1>
Oxy = _37 (L2>
31‘4 = 3. (Lg)

Matome, kad Sios sistemos antrosios lygties netenkina joks skaic¢iu rinkinys taigi, Si sistema
sprendiniy neturi.

Parodysime, kad bet kokia tiesiniy lygciy sistema, naudodami elementariuosius pertvark-
ius, galime transformuoti i trapecine. Kitaip tariant bet kokiai t.l. sistemai galime nurodyti
ekvivalencia trapecine t.l. sistema.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad nehomogeniné t.l.s. yra nesuderinta, jeigu kurios
nors lygties, tarkime ¢— osios, visi koeficientai lygtis nuliui, o laisvasis narys b; # 0. Todél, jeigu
sistemoje yra tokia lygtis, tai $i sistema nesuderinta. Jeigu sistemoje yra lygtis (tarkime i—oji
), kurios visi koeficientai a;; =0, (i =1,...,m),(j = 1,...,n) ir b; = 0 tai tokia lygti galime
praleisti, nes Sios lygties sprendiniais gali buiti bet kokie realiyju skaiciu rinkiniai.

Gauso metodas. Nagrinésime (2) t.1. sistema. Nemazindami bendrumo galime laikyti,
kad a1; # 0. Aisku, kad jeigu a;; = 0, tai sukeite pirmaja lygti su sistemos kokia nors lygtimi, ku-
rios pirmasis koeficientas, sakykime a;; # 0, kokiam nors ¢ = 2...,m ir perzyméje koeficientus
gausime, kad pirmosios lygties pirmasis koeficientas nelygus nuliui. Visi a;; =0, (i =1,...,m)
negali buti, nes tuomet nagrinéjamoji t.l.s. turétu maziau kintamuju negu (2) sistema.

Taigi, laikome, kad a;; # 0. Tuomet padaugine pirmaja (2) t.l.s-mos lygti i§ skaiciu —(a;1/
aj1), i = 2,...,mir sudéje su antraja, treciaja ir t.t. m—aja sistemos lygtimis, gausime pradinei
t.l.s- mai ekvivalencia lygciu sistema

( _ b(l)
1171 + a12T2 + -+ - + ATy = 07 7,

aéIQ)xQ + -+ a&)xn = bgl),

a%)xg + -4 aéi)a:n = bg), (5)
\ a%éﬂ:g + o alha, = 05,
Cia a a
G,Sj) = Qjj i Q14, b} = bj A bl,

1=2,...m,j]=2,...n.

Pastebésime, kad (5) sistemos m — 1 lygtys neturi z; nezinomojo. Eliminavimo procesa
tesiame toliau. Analogiskai kaip ir pirmajame zingsnyje nemazindami bendrumo galime laikyti,
kad koeficientas agy # 0. Tuomet, padaugine (5) sistemos antraja lygti i$ daugiklio —ag) / a%)
ir gauta rezultata pridéje prie lygcéiu ¢ = 3,4, ..., m gauname sistema



( 1)
a11r1 + a9 + - - - + aypT, = bl s

ag12)$2 + -+ Clgl)lﬂn - bgl)a
a:(fg)a;g + -+ agi):vn = béZ),
\ a%xg tootaPa, = bg),

¢la

(2) (1) a%) 1) 22 1) aly 1
4 = Qi — —ay a5 s bj =b"' — D by, i =3,.
Qo9 Qg9

Samprotaudami visiskai analogiskai, po m — 1, jeigum = n zingnio gausime tokia t.l.s- ma:

..m, ) =3,...n.

( (1)
a1171 + @192 + - - - + a1, = by,
a%):)sg + -+ agl)xn = bgl),
aé?xg + -+ agi)xn = bgz),

(k=1) - _
Qp. Tp+ -+ a,, Tp

o jeigu m < n, tai tada gauname sistema

( 1)
a1171 + @192 + -+ + a1, = by,
agl2)l"2 _|_ e + agil)xn = bg”)
a%)xg + et agi)a:n = b§2), (7)
\ alm Vs + -+ al Vg, = b,
ir visais atvejais
o a-yay D oay o ey 6y e
_ (-1 il -1 _ =1 il -1
i =0~y b =0T = b
ay ay

i=14+1,...m,7=1+1,...,n. Pastebésime, kad indeksas virsuje vir§ koeficienty parodo kelis
kartus buvo ”paveiktas” koeficientas.

Pastebésime, kad tuo atveju, kai m > n, t.y. sistemoje lyg¢iu daugiau negu nezinomuju,
atlike n zingsniu gauname sistema:

(
anzy + -+ a1x, = by,

al D, =Y,

e (8)
0= ba(wrll)?

Be to, atliekant t.l.s-mos elementariuosius pertvarkius gali atsitikti taip, kad kokiame nors



r < m zingsnyje gauname tokia sistema:
(
a1 + a1z + -+ + A1 Ty = by,

arri Tp+ -+ agzil)xn = b7(“r71)7

- (9)
0= b£+1l)7
O_ bg_l) ...................... ,

Apibendrinkime gautus rezultatus. Jeigu pertvarkydami (2) t.l.s- ma gavome (6) arba (7)
sistema, tai pradiné t.l. sistema turi sprendini, t.y. ji suderinta. Jeigu gavome (8) arba

(9) sistemas, tai pradiné sistema suderinta tik tuo aveju, kai bén_l) =0 ir by_l) =0,5 =
r+1,....m, k=n+1,....,m.
Pateiksime kelis, §io metodo taikymo, pavyzdzius.

Pavyzdys

2.%1 + X9+ 23 = 2, (Ll)
1+ 3xy — w3 =3, (L2)
3.T1 + 2ZL'2 + 4%3 = 6. (Lg)

Sukeite (Lq) lygti su (L) lygtimi (tai elementarusis pertvarkis) gauname tokia sistema:

1+ 39 — w3 =3, (Lo)
2r1 +x9+x3 =2, (L)
3z + 2x9 + 4x3 = 6. (L3)
Pastebesime, kad spresdami t.1. sistemas mes galime lygc¢iu sistemoje vietomis nekeisti, tik
siuo atveju reikia atkreipti démesi, kad galutiné t.l.sistemos (trapeciné ar daugiakampé) forma
nebus tokia kokia buvo nurodyta 1 Teoremoje, bet atsakymas nuo to nepriklausys.

Atlikime tokius elementariuosius pertvarkius: —2Lo+ Ly = L ir —3L;+ L3 = Lé. Gauname
pradinei t.l.s-mai ekvivalencia sistema:

1+ 3xy — a3 =3, (Lo)
—5xy + 3wz = —4, (L})
—Txo + Txz = —3. (L)

Atlike elementaruji pertvarki 7L) — 5L = L2 gauname, sistema

1+ 3xy — w3 =3, (Lo)
—5y + 3wz = —4, (L)
—14x3 = —13. (L3)
Matome, kad paskutinioji t.l.s. yra trikampé. Taigi, Si sistema turi vieninteli sprendini. Ne-
sunkiai randame, kad (—743/14,19,13/14).
Pavyzdys ISspreskime tokia sistema:
T + 3.172 — T3 = 3, (LQ)
271 + w9 + 23 =2, (L1)
3x1 + 9z — 3w3 = 1. (L3)

Atlike elementariuosius pertvarkius —2L; + Ly = L} ir —3L; + L3 = L}, gauname pradinei
t.l.s-ai ekvivalencia t.l.s-a:
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T + 3ZL'2 — T3 = 3, (LQ)
—51‘2 + 31’3 = —4, (L%)
0=1. (L}

Paskutinioji sistema yra issigimusi (nesuderinta) trapeciné t.l.s., taigi, si lygéiu sistema sprendiniu
neturi.

Pavyzdys Isspreskime dar viena t.l.s-a. Turime

T + 31’2 — T3 = 3, (LQ)
2ZL‘1+JZ2+ZE3 :2, (Ll)
3.231 + 9$2 - 31‘3 =9. (L3)

Atlike elementariuosius pertvarkius: —2L; + Ly = L} ir —3L; + L3 = L} gauname tokia
t.l.s-a

1+ 3xy — x5 =3, (Lo)
—5xy + 3wz = —4, (L))
0=0.(L})
Paskutiniaja lygti praleidziame, kadangi ji visada suderinta. Matome, kad paskutinioji

sistema yra trapeciné. ISsprende Sia sistema gauname, kad Sios sistemos bendrasis sprendinys
yra
(g — %xg,xg, ?4 + gl’g), x9 €R.

Reikétu atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad savoka ”trapecine” (trikampé ar daugiakampé)
nereikia suprasti paraidziui kaip parasyta. T.y. pertvarkant lygtis nebtutinai reikia laikytis
kintamuju eliminavimo tvarkos kuri buvo atliekama teoriskai samprotaujant ir atlickama pateikiant
pavyzdzius. Svarbu suprasti, kad esminis momentas tainat $j algoritma yra tai, kad kiekvienoje

zemiau esanciose lygtyje turi likti grieztai maziau nezinomuju negu auksciau esanciose.

Pavyzdys Panagrinekime t.l.sistema

3z, + 3z — 223 = 3, (L1)

2xy — 229 + 3w3 = —4, (Ls)

221 + 3wy — w3 = 0. (L3)
Pastebésime, kad generaline eilute galime pasirinkti trecia lygti, o generaliniu elementu koeficienta
prie z3. Paeiliui atlike veiksmus 3Lz + Lo = L3 ir —2L3 + Ly = L} bei treciaja lygti perrase
pirmosios vietoje gauname sistema

2[E1 + 31‘2 — XT3 = 0. (Lg)
8$1 + 7ZE2 = —4, (L%)

Dabar generaline eilute pasirenkame L} lygti, o generaliniu koeficientu —1 esanti prie z;.
Atlike operacija 8L + L} = L2 gauname sistema

211 + 3z —x3 = 0. (L3)
—17zy =20, (L)
—zy — 3z = 3. (L})
Bet paskutinioji sistema yra trikampé. Taigi, ji turi vieninteli sprendini, kuri rasti sitilome
skaitytojui.
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1.3 Gauso - Zordano metodas
Siame trumpame skyrelyje paminésime dar viena tiesiniu lygéiu sistemu sprendimo buda,
kuris supaprastina tiesiniu lygciuy sistemuy uzrasymo buda, kuomet sprendziant t.l.s. néra
perrasinéjami nezinomieji.
Tarkime, kad duota tiesiniy lygé¢iu sistema

Zaijxj = bi, (Z = 1,...,m).
j=1

Surasykime i dvi lenteles Sios sistemos koeficientus:

11 Q12 ... Qin
A— a921 29 ... QAo :
Am1 Am2 ... Omn
a alp ... Q1 ‘bl
B — 921 a29 ... Ao, ‘bg
Am1 Am2 ... Qmnp |bn

Lentelé A vadinama tiesiniu lygciy sistemos matrica, o lentelé B vadinama ispléstine tiesiniu
lygéiu sistemos matrica. Taigi t.1. sistemas galime uzradyti ispléstinémis matricomis. Siuo
atveju laikysime, kad vertikalus briksnys t.l.s. matricoje atitinka lygybeés zenkla.

Pavyzdys Sistema

41’1 + 31’2 + 21’3 = 2,
To — T3 = —3,
T3 = 3.

naudojant iSpléstine matrica galime buti uzrasyti tokiu budu:

Uzrasykime t.1.

Jj=1
iSpléstine matrica.
ail a2 e A1p |bl
B— G21 dg22 ... dgp |b2
Al Gm2 - Qg by

T.l.s. matricos (iSpléstinés matricos) eilu¢iu elementariaisias veiksmais vadinsime

1) matricos eiluciu keitima vietomis;

2) bet kokios eilutés dauginima is skai¢iaus nelygaus nuliui;

3) bet kokiu dvieju eilu¢iu sudeéti.

Atkreipsime skaitytojo démesi, kad atlike matricos eilu¢iy elementariuosius veiksmus gausime
kita matrica (skaic¢iu lentele) kuria atitinkanti t.1.s. bus ekvivalenti pradinei t.1.s.

Nesunku suprasti, kad atliekant matricos eilu¢iu elementariuosius veiksmus (analogiskus
t.l.s. eiluc¢iu veiksmams ) gausime matrica

12



a1 a12 e Q1n |b1

1 1 1
0 aéQ) . agn) |b§ )
0
o 0 ... 0 [pY
o 0 ... 0 gV

Jeigu perrasytume gautaja matrica i lygéiu sistema, gautume jau nagrinéta atveji (zr. 2.2
skyreli, (9) sarysi) daugiakampe t.Ls.

Teskime t.l.s., uzrasytos matricine forma analize. Tegu bg:ll) = ... =Y =0, Priesingu
atveju t.l.s. butu nesuderinta (kodél?).

Pertvarkykime $ia matrica tokiu biidu, kad ji reprezentuotu trikampe t.1.s.. Sio pertvakymo
esmeé- perkeliame visose t.l.s. lygtyse visus démenis pradedant r+1 i desine puse (tuo pac¢iu ma-

tricos eilutése uz bruksnio i desine puse keliame visus elementus keisdami ju zenklus). Gauname
tokia matrica

aj; a2 ... iy ’bl Q141 - —Ain

1 1 1 1 1

0 a§2) . aé) |b§ ) —agr)ﬂ . —aén)
0 ... 0 a5V U ey o =l

Matome, kad desiniosios matricos (tuo paciu ir t.l.s. lygybés pusés) priklauso nuo nezinomuju
Tra1, - - -, Tn. Pazymekime

Ci = =11 Tpg1 — 0 — Qipp, 1= 1,...,7.

Tada gauname sistema:

ai; aig ... A1n |Cl
(1) (1)
-1

0 ... 0 ai" e

Paskutiniaja eilute daugindami i§ atitinkamu daugikliu ir sudédami su auks¢iau esanciomis
. . . . . .. —1 - . e . .
eilutémis galime gauti, kad virs elemento a"™Y esanciame stulpelyje bus nuliniai elementai, o

kiti matricos elementai (isskyrus desiniasias puses) nesikeicia, t.y. t.y.

aip a2 c. 0 ’C(l)l
0 aglz) . 0 |cgl)
0 ... a0 el
0o ... 0 ali ™V e,

Atlikdami analogiskus eliminavimo zingsnius su antraja, treCiaja ir t.t. prieSpaskutiniaja
nuo r— osios eilutés esanciomis eilutémis gausime tokia matrica

a1 0 Ce 0 ‘Cgril)
0 a ... 0 |
0 ... 0 o |

. . . . . . o —1 .
Padaline kiekviena ¢— aja eilute is elemento al™Y gauname matrica

(23
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r=2)
0 1 0 2
oD
22
Cr
O IEs
UZzrase Sios matricos t.l.s. gauname sistemos sprendini:
~1 -2
SRS
) Trt1y- -5 Tn-
1 Y —1 9
a1 ag; a% )

Jei r = n, tai sprendinys vienintelis, kitu atveju sprendiniu begalo daug, kadangi gautasis
sprendinys priklauso nuo laisvuju nezinomuju z,y1, ..., Z,.

Sis aptartas metodas vadinamas Gauso-Zordano metodu.

Pavyzdys ISspreskime sistema

T+ X9 = 1,
2$2+ZE2+$3 :4,
3ZE1 + 21’3 =8.

Gauso-Zordano budu.
PerraSe Sia sistema matriciniu budu gauname

110 [1
2 1 1 |4
302 |8

Spreskime §ia sistema atlikdami eilu¢iu elementariuosius pertvarkius (veiksmus).
Atlike matricos eilu¢iu veiksmus —2L; + Lo ir —3L; + L3 gauname tokia t.l.sistemos matrica:

1 1 0 |1
0 -1 1 |2
0 -3 2 |5
Sudéje —3Lg + L3 turésime
11 0 |1
0 -1 1 |2
0 0 -1 |—-1
Sudéje L3 + Lo gauname
1 1 0 |1
0 -1 0 11

0 0 -1 ]-1

Atlike paskutinj veiksma Ly + Ly ir padaugine antraja ir treciaja eilutes i —1 gauname:

Tada paskutiniosios trikampés sistemos sprendinys yra toks:
lL‘1:2, ZEQZ—]_, 1'3:]_.
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Pavyzdys Isspreskime minétu budu dar viena t.l.s. Tarkime duota sistema is karto
uzraSyta matricine forma:

2 113 |1
3201 |2
531 4 |3

Atlike eiluciu veiksma L3 — Lo gauname tokia lygéiu sistemos matrica:

2 113 |1
2 113 |1
531 4 |3

Atlike veiksma Ly — Ly gauname sistema

2 113 |1
0000 |0
531 4 |3

Bet antroji eiluté- nuliné, taigi ja galima praleisti, kadangi Sia eilute atitinkanti lygtis visada
turi sprendinj. Taigi, praleide mineéta eilute ir atlike eiluciy veiksma L; — L3 gauname tokia

sistemos matrica:
2 1 1 3 |1
-3 -2 0 -1 |—2)°

Kadangi gautoje sistemoje lygéiu maziau negu nezinomujuy, tai kairéje puséje paliekame tiek
nezinomuju, kiek yra lygéiu, o likusius nezinomuosius (visose lygybése tuos pacius) keliame i
desine puse. Paprastai kairéje puseéje palieckami paprastesni koeficientai. Miusu nagrinéjamu
atveju patogu butu palikti koeficientus prie xs, 3. Gauname sistema:

1 1 |1 -3 =2
-2 0 |-2 1 3 )
Laikinai, i deSinés pusés narius ziurésime kaip laisvaji nari. Tada, atlike veiksma 2L; + Lo
gauname sistema:
11 1 =3 =2
02 |0 =5 —1 ’
Padaugine sistemos antraja lygti is % gauname sistema

11 |1 =3 =2
o1l -5 -1 )

Paskutinis veiksmas bus toks:— Ly + L;. Gauname

10 —5 =3
010 - -1 )

Rasant sistemos bendraji sprendini buitina zinoti, kokioje vietoje yra sistemos nezinomuju
koeficientai. Taigi, turédami tai omenyje gauname, kad

]IS

1 1 3 5 1
To=1— x4y — -21, T3=—=-Ty — =T1.
2 5T4— 5, I3 54— 51

Tada, sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

3 5 1
(xh 11— §$4 — 5301, —§$4 — §$17$4), x1, x4 € R.
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Temos teoriniai klausimai

1. Tiesiniu lygciu sistemos. Elementarieji pertvarkiai

2. Tiesiniy lygéiu sistemu ekvivalentumas. Mokeéti irodyti, kad elementariaisiais pertvarkiais
tiesiniu lygciu sistema pakeiciame ekvivalencia pradinei sistemai.

3. Gauso algoritmas. Tiesiniu lygé¢iu sistemu suderinamumas.

4. Gauso-Zordano metodas tiesinéms lygéiuy sistemoms spresti.

5. Tiesiniu lygé¢iu sistemu su parametrais sprendimas.

6. Mokéti formalizuoti tekstinius uzdavinius tiesiniy lygéiu sistemomis.

Uzdaviniai savarankiSkam darbui

1. Sudarykite nurodytas tiesiniu lygciu sistemas:

a) 4 x 4 eilés sistema, turinéia vieninteli sprendini (2; 3; 1; 4);

b) 3 x 5 sistema, turinc¢ia begalo daug sprendiniu ir tarp kuriu yra sprendinys (2; 3; 1; 4);

¢) 5 x 4 sistema, neturincia sprendiniu.

d) 6 x 4 sistema, turincia tik viena sprendini, pavyzdziui (1, 3, 0, -2).

e) 7 x 4 sistema, neturinc¢ia begalo daug sprendiniu.

2. Naudodami Gauso metoda iSspreskite pateiktasias tiesiniy lygciu sistemas. Atsakymu
teisingumu isitikinate tikrindami sprendinius.

211 + 19 — 313 = —12,
21) 4.7}1 + Ty — T3 = 0,
2[E1+I’2+[E3 = 0.

Ats: (1,0, 4)

201+ T+ a3+ 14 =17,
T1+ 3T+ 13 — 314 = 1,
T1+ To + 0x3 + x4 = 5,
2x1 4+ 319 — 3x3 — 224 = 3.

2.2)

Ats: (2, 1,0, 2)

r$1 — ZTo+ T3 — 2%4 = —5,
2$1+I2-[E3+2[E4 :57
24) —X1 + X9 — 3!173 + x4 = 4:,

1 — 31’2 + T3 — 31’4 = —12,

\33:1 — 229 — 23 — 214 = —8.

Ats: (0, 3,0, 1)

2&31 — Zo + X3 —2LU4 = —1,
$1+$2—J]3+2$4:5,
25) —T1 + Ty — 31’3 + x4 = 0,

211 — 3x9 + 13 — 314 = —1,

\6131 — 2372 — X4 = 1.

Ats: Sprendiniu néra
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201 + 29+ 24 =0,

211 + 4x9 — Hag + 314 = —11,
—3x1 — D%y + 623 + 14 = 13,
—3x9 + brs — 214 = 11.

Ats: (1 + 2433’4, -2 — 49113’4, 1-— 29.274, .T4)
3. Kokios turi biiti parametruy m, n reikSmes, kad sistema

2.6)

r1 — 9 — X3 = 5,
3.1) dr1 + 229 — 313 = N,
T+ mxg — 21’3 = 1,

turétu a) vieninteli, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu be galo daug sprendiniu?

Ats: a) m# —T;b)m= -7, n# —24;¢) m=-7, n=24.

3x1 —mxy —x3 =1,
32) —2ZE1 —f- T + 41’3 =n,
X1+ Ty — T3 = 2,

turétu a) vieninteli, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu be galo daug sprendiniu?

Ats: a) m # —6; b) m = —6, n# —9;b) m=—6, n=—-9.
4. Isspreskite duotasias tiesiniu lygéiu sistemas Gauso- Zordano budu:

2[L‘1 + 31‘2 + 21’3 + 61’4 = 10,
41) i) + 2.’1}'3 + Ty — 2,
3:131 — 31’3 + 6.’154 =09.

Ats: (—2.5z4 +4,0,—0.524 + 1, 24)

(321 + 4o + 573 + 324 — a5 = 1,
211 — 319 — 623 + 224 + 325 = —3,
4.2) { w1+ 2w9 + 3w3 — x4 — b5 = 3,

611 + 39 + 203 + 4y — 325 = 1,
(21— 5xg — 9x3 + 314 + 825 = —6.

AtS (g + %ZL’4 + 91’5, —15 — 14ZE4 — 29I5, % + %ZIM + 181‘5), Ta, IL‘5)

(l'1+$2+l‘3—|—$4+1‘5 =1,

211 — 229 + 3x3 — 314 — 225 = 0,
4.3) 4wy — 9 — dx3 + 204 + 325 = 1,
3x1 — x9 + 4wy — 204 — x5 = 4,
2x1 4 229 — Tx3 4+ dxy + by = 3.

Ats: Sprendiniy néra

5. Gamykla gamina triju rusiu produkcija, tarkime A, B, C. Pardavus siu produktu vieneta
yra gaunamas 4, 2,5 Lt pelnas, atitinkamai. Fiksuoti gamybos kastai yra 40000Lt per metus,
o minétu produktu vieneto gamybos (kintamieji) kastai sudaro 5,6,7 Lt atitinkamai. Kitais
metais numatoma pagaminti 9000 vienetu, visu triju rusiy, produktu. Yra zinoma, kad jie bus
realizuoti, ir bendras pelnas turétu sudaryti 34000 Lt. Kiek kiekvienos risies produktu reiketu

pagaminti, jeigu bendrosios islaidos sudarys 96000 Lt?
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Ats: (2000, 3000, 4000)

6. Tarkime, kad firma stato triju tipu namus. Kiekvieno tipo namui pastatyti reikalingos
islaidos medienos, stiklo, plytu bei apdailos darbu salyginiams vienetams numatyti. Pavyzdziui
plytu salyginis vienetas- kiibinis plytu metras, medienos salyginis vienetas- grinduy kvadrati-
nis metras ir t.t. Architektas turi paruosti namu projektus, zinodamas, kad kiekvieno namo
statybos savikaina yra 96000, 84000, 71000 Lt, o medziagu kainas jis gali varijuoti. Pirmaji
nama susiekime su rinkiniu (6;4;12;8), kurio prasmé tokia: $iam namui turi buti skirta 6
salyginiai vienetai medienos, 4 salyginiai vienetai stiklo dirbiniy, 12 salyginiu vienetu plyty ir
8 salyginiai vienetai kitu medziagu. Antraji nama atitinkantis rinkinys yra (5;4;8; 10), treciaji
nama atitinkantis rinkinys yra (3;4;9;6). Nustatykite siilomu kainu formules, kuriomis turétu
remtis klientas isigydamas medziagas.

Ats: (4,5, 3, 2)

7. Zinoma, kad mokyklos atlyginimu fondas priklauso nuo susirinkusiu i mokykla mokiniy
skai¢iaus (krepseliu skaiciaus).

Tarkime, kad pirmoji mokykla surinko 1.32 mlIn. litu, antroji 1.932 mln. litu, o trecioji 1.488
mln. litu. Mokykloje dirba triju kategoriju darbuotojai: Administracijos darbuotojai, moky-
tojai bei aptarnaujantis personalas. Zinoma, kad pirmoje mokykloje dirba 5 administracijos
atstovai, keturiasdesimt mokytoju bei penkiolika aptarnaujancio personalo, trumpai (5, 40, 15),
antroje (7, 60, 20) ir trecioje (4, 50, 12). Visos mokyklos priklauso tam paciam regionui, tad
atitinkamuy kategoriju asmenu atlyginimai turi buti vienodi. Nustatykite kiekvienos kategorijos
darbuotojo ménesio atlyginimo dydi. Nustatykite atlyginimu dydzius, jei krepSeliai padideés
20%.

Ats: (3000, 2000, 1000).

Uzduotys namu darbams
Tiesiniu lygéiu sistemu sprendimas Gauso-Zordano bidu
1. Naudodami Gauso-Zordano metoda isspreskite pateiktasias tiesiniy lygéiu sistemas:
2.T1 + Ty — 31‘3 = —12,

CL) 4$1+I2—$3:07
2$1+£L‘2+$3:6.

200 + o+ 13+ x4 =7,
T1+ 3T + 23 — 314 = 1,
T1 + To + Ox3 + x4 = O,
21 + 319 — 313 — 224 = 3.

b)

'2:1:1 —To+ 13 — 204 = —1,
T1+ Ty — T3+ 224 = 5,

¢) R —ax1+x9 — 313+ 134 =0,
2x1 — 3x0 + 3 — 314 = —1,

3ZE1 —21’2 — Ty = 1.

201 + 290+ 24 =0,

211 + 4x9 — dx3 + 314 = —11,
—3x1 — 9%y + 63 + 14 = 13,
—3T9 + dxg — 214 = 11.
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3. Kokios turi buti parametro a reiksmeés, kad tls. turétu a) viena sprendini, b) begalo daug
sprendiniu, ¢) sprendiniu neturétu.

((1+a)zy — (a+1)zy =0,
a) x4+ (a+ 1D)zy+ (a—2)x3 =0,
\—91’1 + 4%2 — 5x3 =0.

(321 + Tag + x5 — 204 = 21,
b) 2.CE1 + 4.2132 — 3.233 + 5.%’4 = 18,

k—:c1+9:c2+x3—ax4:1—a.

neturi

4. Kokios turi buiti parametry m, n reikSmes, kad sistema

1'1—513'2—5133:5,
4x1 4 229 — 323 = N,

T+ mxo —2.173 = 1,

turétu a) vieninteli, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu be galo daug sprendiniu?

5. Gamykla gamina triju rusiu produkcija, tarkime A, B, C. Pardavus siu produkty vieneta
yra gaunamas 3, 6,8 Lt pelnas, atitinkamai. Fiksuoti gamybos kastai yra 50000Lt per metus,
o minétu produktu vieneto gamybos (kintamieji) kastai sudaro 4,5,3 Lt atitinkamai. Kitais
metais numatoma pagaminti 25000 vienetu, visu triju rusiu, produktu. Yra zinoma, kad jie bus
realizuoti, ir bendras pelnas turétu sudaryti 4000 Lt. Kiek kiekvienos rusies produktu reikétu
pagaminti, kad bendrosios islaidos sudarytuy 106000 Lt?

6. Penkioms pramoneés sakoms pi, p, Ps, P4, Ps yra skiriama parama is penkiu fondu. Zinoma,
kad Lietuva i$ pirmojo fondo gali gauti 55 mln., antrojo- 70 mln., tre¢iojo- 48 mln., ketvirtojo-
60 mln., penktojo- 44 mln. litu. Pramonés Saku ivairus imoniu skai¢ius pretenduoja i siu fondu
lésas. Rinkinys (7,2, 3,2, 1) reiskia, kad p; sakos kiekviena imoné siekia gauti po 7min. suma is
pirmojo fondo, py Sakos kiekviena imoné siekia gauti po 2mlin. suma is antrojo fondo, p3 Sakos
kiekviena imoné siekia gauti po 3min. suma is trec¢iojo fondo, p, Sakos kiekviena imoné siekia
gauti po 2min. suma i$ pirmojo fondo ir p; Sakos kiekviena imoneé siekia gauti po 1mlin. suma is
pirmojo fondo. Analogiskai, rinkiniai (4,4,3,4,1), (3,3,1,5,3), (5,1,5,3,5),ir (4,7,2,3,2)
reiskia pinigy dalybas gautas i$ antrojo, treciojo, ketvirtojo ir penktojo fondy. Nustatykite,
kiek kiekvienos pramoneés Sakos imoniy galétu pasidalinti fondy pinigus, jei tai jimanoma?

7. Zinoma, kad mokyklos bendrosios pajamos priklauso nuo susirinkusiu i mokykla mokiniu
skaiciaus (krepseliu skai¢iaus).

Tarkime, kad pirmoji mokykla surinko 2,5 mln. lituy, antroji 3 mln. litu, o trecioji 1,8 mln.
lity. Mokykloje dirba triju kategoriju darbuotojai: Administracijos darbuotojai, mokytojai bei
aptarnaujantis personalas. Zinoma, kad pirmoje mokykloje dirba 5 administracijos atstovai,
keturiasdesimt mokytoju bei penkiolika aptarnaujancio personalo, trumpai (4, 50, 12), antroje
(6, 60, 10) ir trecioje (7, 50, 18). Visos mokyklos priklauso tam pac¢iam regionui, tad atitinkamu
kategoriju asmenu atlyginimai turi buti vienodi. Nustatykite kiekvienos kategorijos darbuotojo
meénesio atlyginimo dydzi. Nustatykite, atlyginimu dydzius, jei krepseliai padidés 10%.
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