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I. Dinaminis diskretaus laiko rizikos modelis

1.1 Disktetaus laiko rizikos modelio sudedamosios dalys

Diskretaus laiko rizikos modelis yra paprasciausias modelis aprasantis
draudiko kapitalo kitima bégant laikui. Pazymékime simboliu Uy(n) draudiko
valdoma turta laiko momentu n € {0} UN. Pagal diskretaus laiko rizikos
modelj bet kuriam tokiam n

Uyn) =u+cn—>_ Z.

=1

Paskutinéje lygybeéje:

e u = Uy(0) yra draudiko pradinis turtas t.y. draudiko turtas pradiniu
laiko momentu n = 0.

® /y, /s, Zs, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami atsitik-
tiniai dydziai. Atsitiktinis dydis Z; nusako draudiko zalos dydj i-tuoju laiko
momentu.

e c yra premijy surinkimo greitis per laiko vieneta. Laikome, kad Sis
greitis yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko.

Indeksa d uzrase Uy(n) naudojame norédami pabrézti proceso U diskre-
tuma. Siame skyriuje toliau nagrinésime supaprastinta diskretaus laiko rizi-
kos modelj. Laikome, kad

Ui(n) =u+n— f: Z; (1)

1=1

ir tenkinami tokie apribojimai:

ee Draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = Uy(0) yra neneigiamas
sveikasis skaicius, t.y. v € {0} UN.

ee Zalos 4y, Ly, 43, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami
sveikareikSmiai atsitiktiniai dydziai, kuriems

P(Zl == /{3) - hk, ]{Z == 0, 1,2,3, ceey

Hax) =P(Z <2)= > h

ke{0,1,2,...}
k<z



ir

oo

EZ, = Z k’hk < 1.
k=1
I5 (1) lygybés nusakancios supaprastinta diskretaus laiko rizikos mode-

li nesunku pastebeéti, kad premijy surinkimo greitis jame lygus 1. Reika-
lavimas EZ; < 1 reiskia, kad premijy surinkimo greitis yra didesnis uz
gresiancios zalos vidurkj. Vadinasi, supaprastinto diskretaus laiko rizikos
modelio atveju 1 = (1 + #)EZ; su teigiamu apsaugos koeficijentu 6. Su-
paprastintas diskretaus laiko modelis, be abejo, yra paprastesnis uz modelj
apraSyta skyrelio pradzioje. Nesunku pastebéti, kad esant patenkintiems is-
vardintiems apribojimams, supaprastintas procesas Uy(n) jgyja tik neneigia-
mas sveikas reikSmes. Antra vertus, tiek bendras diskretaus laiko rizikos
procesas, tiek ir supaprastintas diskretaus laiko dinaminis rizikos procesas
gali buti taikomi draudimo jmonés veiklos aprasymui. Aisku, kad norint pri-
taikyti supaprastinta rizikos modelj reikia tinkamai parinkti turto matavimo
ir laiko matavimo vienetus. Proceso Uy(n) vystymosi budingas grafikas turi
tokj pavidalg

Per laiko vieneta draudiko turtas gali padidéti vienetu, jeigu zala buvo
lygi 0, gali nepasikeisti, jeigu ivyko zala lygi 1, gali sumazéti sveiku turto
vienety skai¢iumi, jeigu jvyko zala didesné uz vieneta.



1.2 Bankroto tikimybé diskretaus laiko
rizikos modelyje

Sakykime, kad draudiko turto kitima apraso diskretaus laiko rizikos mo-
delis nusakytas (1) lygybe, t.y.

Usn) =u+n->_Z.

=1

Jeigu kokiu nors laiko momentu n > 1 draudiko turto verté Uy(n) nukrito
iki 0, arba tapo neigiama, tai laikysime, kad jvyko bankrotas. Laiko mo-
menta, kai draudiko turtas pirma karta nukrito iki 0, arba tapo neigiamas,
vadinsime bankroto laiku ir zymeésime Ty,. Aisku, kad Ty, yra atsitiktinis
dydis. Be to,

Tuw =min{n > 1: Uy(n) <0}

ir Ty, = 00, jeigu Uy(n) > 0 visiems n =1,2,3, ...
Zemiau nubréztos dvi diskretaus laiko rizikos proceso Uy(n) su bankrotu
trajektorijos.
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Pirmame grafike matosi, kad bankrotas laiko momentu 75 = 9 jvyksta
dél to, kad draudiko kapitalas Siuo momentu pasibaigia. Antras grafikas rodo,
kad bankrotas jvyksta laiko momentu 7y 3 = 26, nes Siuo momentu draudiko
turtas pirma karta tampa neigiamas. Pirmuoju atveju bankrota sukelia zala
Zg = 3, o antruoju atveju draudika pribaigia zala Zss = 5. Tikimybé

/(ﬂd(u) = P(Tdu < OO)

= P (u +n—> Z; <0 kazkokiam n € N) (2)

i=1

vadinama bankroto tikimybe diskretaus laiko rizikos procesui. Aigku, kad
bankroto tikimybeé priklauso nuo pradinio draudiko kapitalo w ir nuo atsitik-
tiniy dydziy 23, Zs, Z3, ... Pagrindiniu kintamuoju laikomas u, todél bankroto
tikimybe zZymime simboliu ¥4(u). Indeksas d pridedamas norint pabreézti, kad
tai yra bankroto tikimybé diskrec¢iajam rizikos modeliui.

1.3 Bankroto tikimybés skaiiavimas diskretaus
laiko rizikos modelyje

Siame skyrelyje iSvesime keleta lygybiy, kurias tenkina diskretaus rizikos
proceso bankroto tikimybé. Remiantis gautomis lygybémis galima paskai-
¢iuoti minéta bankroto tikimybe esant zinomam zalos Z; skirstiniui.

1.3.1 Lema. Sakykime 1¥4(u) yra bankroto tikimybé disreciame rizikos
modelyje, apibrézta (2) lygybe. Sakykime, be to, patenkintos 1.1 skyrelyje
w$Svardintos sqlygos:

e pradinis kapitalas u € {0} UN,
o atsitiktiniar dydziar 2y, Zs, Zs, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirste, 19y-
jantys reikimes aibéje {0} UN,
e P(Zy =k)=hy, kai k =0,1,2,3, ....
Tada visitems uw = 0,1,2,3, ... teisinga lygybe

u+1

Ya(u) =D hyp1—rha(r) + 1 — H(u), (3)

¢ia H(u) yra atsitiktinio dydzio Z; pasiskirstymo funkcija, t.y.



A Kadangi atsitiktinis dydis Z; jgyja tik sveikas neneigiamas reikSmes,
tai bet kuriam neneigiamam u

Ya(u) =

_|_

]P(u—i—n—ZZi <0 kaikokiamnéN)

i=1

]P(u—i—n—ZZi < 0 kazkokiam n € N, Z; <u>

i=1

]P(u—i—n—ZZi < 0 kazkokiam n € N, Z; >u>
i=1
ZIP’ (u—l—n—ZZi < 0 kazkokiam n € N, Z; :j>
7=0 =1

]P’Zl>u

NIEIS

p<u+n_j_ZZi<0 kazkokiam n > 2, Z1:j>
0 =

’“Ti
E
S

Atsitiktiniai dydziai Z,, Zs, Z3, ... yra vienodai pasiskirste ir nepriklauso-

mi. Vadinasi,

P u+n—j—ZZ 0 kazkokiam n > 2, Zl—.7>

u+n—j—Y Z; <0 kazkokiam n > 2>P(Zl—3)

m

n—1
(u—i—n—j— ZZi < 0 kazkokiam n > 2) h;
i=1

Plu+1—74+m— X:ZZ 0 kaikokiamméN)hj

Paskutiniaja lygybe jstate j ankstesniaja, gauname

u

= ulut 1= )y +1— Hu)

Sioje lygybeje pakeite sumavimo kintamaji 7 i 7 = v+ 1 — j, gauname
lemos (3) lygybe . A



1.3.2 Lema. Sakykime ¥4(u) yra bankroto tikimybé disreciame rizikos
modelyje, apibrézta (2) lygybe. Jeigu patenkintos 1.3.1 lemos salygos, tai bet

kuriam w = 0,1,2,3, ...

teisinga lygybé

w—1

a(w) = 1Pg(0) + iwd('r') (1-H(w-r))— Z (1—H(r)).

r=0

(4)

Cia, kaip ir anksciau, H (w) yra atsitiktinio dydZio Zy pasiskirstymo funk-

cija, 0 Suma

>,

j=a

kai b < a, latkoma lygi nuliu.
A 18 1.3.1 lemoje jrodytos (3) lygybeés isplaukia, kad

io Ya(u)

nes

Taigi,

@ZJd(UJ + ].)h()

w u+1 w

uzz% 7; huyr—ta(r) + ;}(1 — H(u))
21% uirjlhuﬂ T+Z (1-H
T:illwd(ﬂﬂ(w +1-7)+ uzzjo(l — H(u))
> () H(w + 1= 1) gl + Do
30— Hw).

HO0)= > hg=ho
ke{0,1,2,...}
k<0

<

w

+de Hw+1-r))=> (1— H(u)).

u=0

Antra vertus, i§ tos pacios (3) lygybés nesunku pastebéti, kad

Ya(w) =

w41

Z huwi1-ba(r) +1 — H(w)

hota(w + 1 +Zhw+1 a(r) + 1 — H(w).

(5)



Vadinasi,
Ya(w + 1)ho = Zhw+1 ra(r) — (1 — H(w)) (6)

Sulygine (5) ir (6) lygybiu deSiniasias puses, gauname

Ya(w) = —|—Z¢d Hw+1-r))

3 b ) - iou — H(w) + (1 - H(w)

= +de Hw+1—=7)4 hyi1_,)

- w;)u—H(u))

— a(0) + zf:lwdm (1— Hw—) —2(1 ~ H(u)),

1—Hw+1=r)+hys1—r = > hi+hpii,
k>w+1—r
= Y h=1-H(w-r).

A

1.3.3 Lema. Sakykime patenkintos 1.3.1 lemos sqglygos ir atsitiktinio
dydzio Z; vidurkis

EZIZZkhk:<1

k=1

Tada visoms pradinio kapitalo reiksmems u = 0,1,2,3, ... bankroto tiki-
mybé q(u) mazZesné uz vienetq:

a(u) < 1. (7)

A 18 1.3.2 lemos lygybés bet kuriam w = 0, 1,2, ... turime:

w—1

Ya(w) ) + Z% MMpp<wy (1 = Hw —7)) = > (1= H(r))  (8)

r=0



Pagal apibrézima (7r. (2))

Yi(w) = P <w +n—> Z; <0 kazkokiam n € N)

i=1

- P’(gﬁ;%—”w)
= 1—P<Supzn:(Zi—1)<w>

n>1 i=1

Kadangi
]EZl —1= —u < 0,
tai pagal stipry didziyjy skaiciy désnj

n

Z(Zi—l)—>—,u<0

i=1

S

1
n n

beveik visur.
I§ ¢ia iSplaukia, kad

S,
P (Sup
m>=n

m+u‘<g> — 1.

m n—00

Taciau
P (ﬁn{sm < 0}) > P ( N {Sm < —’;m}>

Sm
+,u’<”>.
m 2

> P (sup

mz=n

Vadinasi, bet kokiam teigiamam ¢ atsiras naturalusis V., kuriam

p(mfi{sm@}) > 1-¢

visiems n > N,.
Aigku, kad bet kuriam teigiamam w

P <i1;1? S, < w> = P ((ij {Sp < w}) N (méva {Sm < w}>>

> P(Nﬁl{8m<w}>+IP’( N {Sm<0}> 1

m=1 m=N¢



N.—1
>IP>< N {Sm<w}) —e.
m=1
Sioje nelygybéje peréje prie ribos kai w artéja i begakybe, gauname, kad
lim P(SupSn < w) >1—¢
wW—00 n>1

bet kuriam teigiamam e¢.
Vadinasi,

wW—00 n>1

lim P (Sup Sp < w) =1
ir

Tim_gy(w) = 0. (9)

Kadangi zalos Z; vidurkio egzistavimas leidZia pereiti prie ribos (kai w

artéja i begalybe) po pirmuoju sumos Zenklu (8) lygybéje, tai i§ (8) ir (9)
lygybiy isplaukia, kad

a(0) = i (= H) =S khy < 1.

Tuo labiau
Ya(u) < q(0) < 1.
1.

bet kuriai pradinio kapitalo reikSmei u >

1.3.1 Teorema. Sakykime patenkintos 1.3.1 lemos sqglygos:
e pradinis kapitalas u € {0} UN,
o atsitiktiniar dydziar 2y, Zy, Z3, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirste, 19y-
jantys reikimes aibéje {0} UN,
o P(Zy =k)=hy, kai k =0,1,2,3,.... Teqgul, be to, atsitiktinio dydzio Z,
vidurkis -
EZ, = Z khy <1
k=1

Tada visiems w = 0,1,2,3, ... bankroto tikimybé 1b4(u) tenkina lygybe

balu) = z (1= H@) dalu—y)+ > (1 — H(y)) (10)

10



A Bet kuriam y = 0,1, 2, ... apibréziame dydzius

ga(y) =P ({Td,o <oo}N {po - fZi = —y}) :

i=1
Dydis g4(y) lygus tikimybei, kad bankrotas diskretaus laiko rizikos mode-
lyje su nuliniu pradiniu kapitalu jvyks ir bankroto momentu draudiko turimo

kapitalo deficitas bus lygus y.
Pradzioje jrodysime, kad bet kuriam u = 0,1,2, ... teisinga tokia lygybeé

ng Ya(u —y +§:9d(y)- (11)

Kai v = 0, tai i$ tikimybiy savybiy gauname

Pa(0) = P(Tyo < 00)

= P ([j {{Td,(] < OO}ﬂ {Td,O _%Zz = —y}}>

= ip<{ng<OO}m{Tdo—%)Z })

ZZ(y

Jeigu pradinis draudiko kapitalas u > 1, tai analogiskai

Ya(u) = P (u +n— Z Z; <0 kazkokiam n € N)

=1

= (O Hae )

_ 1@( U {n—ﬁjzig—u}}mmo@o})

WU {5 ]

Ta,0
N {Td’() < OO} N {Td,O — Z Zz = —y}})
i=1

11



- 2 (Ut B

Ta,0
N {Td70 < OO} N {Td’() — Z ZZ = —y})
=1

y=0 n=1 i=1

Ta,0
Tao < o0, Tyo— Z Zi = —y}) . (12)

i=1

Jeigu y > u, tai
0o n Ta,0
P U n—zzié—u, Thp < 00, Td,O_ZZi:_y
n=1 i=1 i=1
i=1

Ta,0
=P (Td,o < 00, Tgo — Z Zi = —y) = ga(y).

O jeigu y < u, tai i§ lemos salygy ir tikimybiy savybiy iSplaukia:

00 n Ta,0
Pl U {n— Zi < —u, Typ < 00, Td,O_ZZi:_y}>
n=1 i—1 iz1

(2

o n Ta,0
= P U {H—ZZZ < —u, Td70<OO, ngo—ZZZ_—y})
=1

n:Td’0+1 =1

=Pl U {”—Tdvo—. Y. Zi<—(u—y),

n:Td’0+1

Ta,0
Tap < 00, Tyo — Z Zi=—y

i=1

TLZTd’O-‘rl iZTd70+l

Ta,0
N Tyo < o0, Tyo— > Zi =—y

i=1

12



= P ({ {n —Tyo — "fw Z; < —(u— y)}} N{Tup < oo})

P({Td0<oo Tdo—ZTdZ;Z ——y})
= (ml{m 2 > Zi < (u—y)}>9d(y)

= Ya(u—y) ()

Gautasias iSraiskas sustate j (12) formule gauname (11) lygybe.
Kadangi

= i 9a(y)

tai (11) lygybe galima perraSyti Sitaip:

Ya(u) = ng Ja(u —y) + 1q(0 ng

= ¥q(0) + Z:lgd(u —y)a(y) — Z:Ogd(y)- (13)
1.3.2 lemoje buvo jrodyta panasi (4) lygybé:
balu) = 6a(0) + zwd Hu-y) =3 (1= H@). (1)

Abi gautos lygybés teisingos visiems v = 0,1,2,.... Pasirinke u = 1,
gauname

$a(1) = ¢a(0) +¢a(1)(1 = H(0)) — (1 — H(0))
Ya(1) = ¥a(0) + ¥a(1)ga(0) — 9a(0)
I§ cia:
(¢a(1) = 1)(1 — H(0) — ga(0)) = 0.
Kadangi ¢4(1) < 1 (ziurékite 1.3.3 lemos (7) nelygybe), tai i§ paskutinés

lygybés gauname,kad
94(0) =1 = H(0).

(13) ir (14) lygybése pasirinke u = 2, gauname
Ya(2) = ©a(0) +¥a(1)(1 = H(1)) +a(2)(1 — H(0))
- (1-H(0) -1 —-H(1))
Ya(2) = %a(0) + va(1)ga(1) + ¥a(2)ga(0) — 9a(0) — ga(1)

13



Vadinasi,
(ta(1) = 1)(1 = H(1) — ga(1)) =0
ir
94(1) =1—H(1).
Tesdami pradéta procesa gausime, kad

ga(u) =1 — H(u)

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u = 0,1, 2, ... . Istate Siag gautaja funkcijos
ga(u) i8raigka j (13) lygybe gauname teoremos tvirtinima. A

1.3.1 teoremoje grodyta (10)israiska jgalina apskaiciuoti bankroto tikimy-
bes visoms pradinio kapitalo u vertéms. IS tiesy, pasirinke u reiksmes dide-
jancia tvarka, gauname:

[e.9]

Ya(0) = > (1—H(y)) =EZ,

y=0

Gl) = (L= HO)ut) + (1~ H()),

Ya(2) = (1= H(0))va(2) + (1 = H(1))ha(1) + i(l — H{(y)),
$a(3) = (1= H(0))¢a(3) + (1 = H(1))1a(2) + (1 = H(2))¥a(3)

[e.e]

+ 2_:3(1 — H{(y)),

u—1

Ya(w) = D (1= H(y)valu—y)+ > (1 - H(y)).
y=0 y=u

Formulése, kaip ir anksciau, H(u) yra atsitiktinio dydzio Z, pasiskirstymo

funkecija. IS uZraSyty lygybiy matosi, kad bankroto tikimybes q(u) reikia

skaiciuoti paeiliui. PradZioje randame 14(0), po to ¥4(1), po to ¥q(2) ir t.t.

Tokia bankroto tikimybiy skaiciavimo procedura gprastai vadinama rekursija.

Toliau Siame skyrelyje pateiksime kelis bankroto tikimybiy skaic¢iavimo
pavyzdzius.

1.3.1 Pavyzdys. Sakykime Zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal toks désng:

Zi 0| 2
P‘p‘l—p

14



su parametru p € (%, 1). Rasime bankroto tikimybés ¥q(u) israiskq.
A Kadangi nagrinéjamu atveju
EZ = 2(1—p) < 1,

tai pagal 1.3.1 teoremoje iSvesta lygybe
$a(0) = > (1= H(y)) =EZ = 2(1 - p).
y=0
Nesunku pastebeti, kad nagrinéjamu atveju
H(O) = »p,
H(l) = p,
HEk) = 1, k>2.

Vadinasi, i§ 1.3.1 teoremoje jrodytos lygybés gauname
Ya(l) = (1= H(0))a(1) + > (1 - H(y))
y=1

= (1—p)a(l)+ (1 -p)

Taigi .
— P
1) =
Ya(1) )
Analogiskai, bet kuriam v = 2,3, ... i§ (10) lygybés gauname
u—1 o0
Ya(w) = Y (1= H(y))balu—y)+ > (1 - H(y)
y=0 y=u
= (1 =p)ta(u) + (1 = p)ga(u—1)
Is cia 1
wd(u) = pwd(u — 1)

Todél bet kuriam naturaligjam v > 2

I Sl
Ya(u) = p Ya(u — 1)

_ (“pfw_z): (H’>3¢d<u—s>=.--

p



Taigi, nagrinéjamu atveju

) = {2(1 —p), jeiguu =0,

(%)u, jeigu u > 1.

A

1.3.2 Pavyzdys. Sakykime Zala supaprastintame diskretaus latko rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal apibendrintg geometring désnyg, t.y.:

P(Z,=0)=p, P(Zi=k)=(1—-p)(1—-a)ad" k=123, ..
su parametrais p € (0,1) ir o € (0,p) . Rasime bankroto tikimybés 1q(u)
1Sraiskq.
A Pradzioje rasime pasiskirstymo funkcijos H (k) reik§mes sveikiems ne-
neigiamiems k. I$ atsitiktinio dydzio Z; skirstinio gauname:
H0) = P(Z1=0)=p=1-(1—-p),
H(1) = P(Z1=04+P(Z1=1)=1—(1-p)a,
HEk) = P(Z1=0)+P(Z1=1)+..+P(Z, =k)
= p+(1—-p(l—a)l+a+a®+..+a"1)
1—(1—p)®, k=2

Vadinasi,
o 1 .
EZ =Y (1-HkE)=-—2L <1,
—n l—a

Gauname, kad tenkinamos 1.3.1 teoremos salygos. I§ tos teoremos pa-
grindinés (10) lygybeés, pasirinke joje u = 0, gauname
l—p
1—a

Yy(0) =EZ; =

Antra vertus jstate j (10) lygybe pasiskirstymo funkcijos H(y) israiska
bet kokioms pradinio kapitalo u > 0 reikSméms gauname

u—1

) = 3 (1= ) vl =) + i (- H)
- “gou  p)a¥au—y) + 3 (1 - p)a?
- (=D + (-0 S (19

16



Pakeite paskutinéje lygybéje u j u + 1 gauname

u+1
Ya(u+1) = p) D o y(y p >
y=1 y=u+1

O padaugine (15) lygybe i§ a gauname

u

o) = (1=p) 0" () + (1) 3 av,

y=1 y=u+1

Paskutiniaja lygybe atéme iS prieSpaskutinés turime
Ya(u+1) — atpg(u) = (1 = p)a(u+1).

Vadinasi, visiems u > 0
«

Todél bet kuriam v > 1

balu) = Zl/}d(u—l):(Z)de(u—Q):...

S ERET

Prisimine 14(0) israiska pagaliau galime uzrasyti, kad

Ya(u) = P <a>“

l—al\p

visoms pradinio kapitalo reikSméms v =0,1,2, ... . JAN

1.4 Baigtinio laiko bankroto tikimybé diskretaus
laiko rizikos modelyje

Sakykime draudiko kapitalas bégant laikui kinta pagal supaprastinta dis-

kretaus laiko rizikos modelj aprasyta 1.1 skyrelyje, t.y. draudiko kapitalas
laiko momentu n uzrasomas lygybe

Us(n) =u+n—-> Z.

i=1
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Be to tenkinami tokie apribojimai:

ee Draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = Uy(0) yra neneigiamas
sveikasis skaicius, t.y. v € {0} UN.

e Zalos Z1, 72, Zs, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami
sveikareikSmiai atsitiktiniai dydziai, kuriems

]P)(Zl = ]{) - hk, k’ = 0, 1,2,3, ceey
Hz)=P(Z <z)= Y. M

ke{0,1,2,...}
k<z
ir -
EZ, = Z kh, < 1.
k=1
Sakykime T}, yra bankroto laikas nusakytas 1.2 skyrelyje. Butent:

Tyn =min{n > 1: Uy(n) <0},

ir Ty, = 00, jeigu Uy(n) > 0 visiems n = 1,2,3, ... .
Bet kokiai sveikai laiko reikSmei ¢ > 1 dydis

Ud(uq t) =P (Td,u < t) (16)

vadinamas baigtinio laiko bankroto tikimybe diskretaus laiko rizikos mode-
lyje.

Aigku, kad baigtinio laiko bankroto tikimybé priklauso nuo pradinio drau-
diko kapitalo u ir nuo laiko ¢, iki kurio stebimas procesas Uy(n). Taip pat
aisku, kad

tllgé Qﬁd(% t) = ¢d(U),
ir .
Ya(u,t) =P <u—|—n—ZZi < 0 kazkokiam 1< n < t) )

=1

1.5 Rekursinis baigtinio laiko bankroto
tikimybés skai¢iavimas

Nesunku pastebeti, kad laiko momentui ¢t = 1

Ya(u,1) = Plu+1—2,<0)=P(Z >u+1)
— Y h=1-H(w). an

k=u+1
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Tuo tarpu, laiko momentui t = 2

wd(u,Z) = P({u—Fl—ZlSO}U{U+2—(Z1+ZQ)<0})
= PH{Zi2u+ 1} U{{Z1+ Zo 2 u+2} N{Z, < u}})
P({

>

+ P U{{ZI+ZQ>u+2}ﬂ{lek}}>

1)+ Y P (Z > ut2— K)P(Z = k)
k=0

) Y P(Z s (it 1= k) 1) by
k=0

= Yq(u, 1)+ Xu: Ya(u+1—Fk,1)h. (18)

k=0

Na o bet kuriam laiko momentui ¢ > 2 galioja toks tvirtinimas.

1.5.1 Teorema. Sakykime patenkintos supaprastinto diskretaus laiko
rizikos modelio sqlygos:
e pradinis kapitalas u € {0} UN,
o atsitiktiniar dydziar 2y, 2y, Zs, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirste, 1gy-
jantys reikimes aibéje {0} UN,
e P(Zy=k)=hg, kai k=0,1,2,3, ...

Tada visiems v = 0,1,2,3,... wrt = 2,3,4,... baigtinio latko bankroto

tikimybé q(u,t) tenkina lygybe

u

d)d(u, t) - ¢d(u7 1) + Z zﬁd(u +1— k;t — 1>hk (19)
k=0

A Teoremos lygybés jrodymas analogiskas (18) lygybeés jrodymui. I8 tiesy,
taikydami tikimybiy savybes, bet kuriam ¢ > 2 gauname:

Ya(u,t) =P (u +n— Y Z; <0 kazkokiam n € {1,2,3, ...,t}>

=1
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=P <Z1 >u+1l,u+n— ZZi < 0 kazkokiam n € {1, 2, 3, ...,t})
i=1
+ P <Z1 <u,u+n— ZZi < 0 kazkokiam n € {1, 2, 3, ...,t})
i=1
+ P
k=0 i=2

U {Zl =k,u+n—k—>_ Z; <0 kazkokiam n € {2,3, ,t}})
)

P u+1—k—|—m—ZZ,~ < 0 kazkokiam m € {1,2,3,...,75—1})
i=1

= wd(u, 1) —|— zu: ¢d(u —f- 1 — k’,t — 1)hk
k=0

A
Su (17) ir (19) formuliy pagalba galima rekursiskai paskaic¢iuoti baigtinio
laiko bankroto tikimybes 14(u,t) bet kurioms pradinio kapitalo w ir laiko
intervalo ¢ reikSmeéms.
Sakykime, pavyzdziui, norime surasti bankroto tikimybe 14(10,4).
1§ (19) formulés turime:

10

¥q(10,4) = a(10,1) + > a(11 — k, 3)hy; (20)

k=0

11—k

Va(11 = k,3) = (1l =k, 1)+ Y va(12—k—1,2)h;,  (21)

=0

visiems k£ =0,1,2, ..., 10;

Ya(12 = (K +1),2) = ¢a(12 = (k+1),1)
12— (k-+1)
+ Z+ Va(13 — (k+1) —m, Dhy, (22)

m=0

visiems k+1=20,1,2,....11.
O 1§ (17) formulés matome , kad

ba(13— (k+1+m),1) = 1—H(13— (k+1+m)) (23)
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visiems k+1l+m =20,1,2,...,12.

Taigi, norint apskaic¢iuoti 14(10, 4) pradzioje reikia surasti ¥4(u, 1) visoms
pradinio kapitalo reiksméms u € {1, 2, ..., 13} pagal (23) formule, po to pagal
(22) formule reikia surasti ¢4(u, 2) visoms pradinio kapitalo v € {1, 2, ..., 12}
reik§méms, po to pagal (21) formule reikia surasti 14(u, 3) visoms pradinio
kapitalo u € {1,2, ..., 11} reikSméms, tada, pagaliau, pagal (20) lygybe rasime
norima bankroto tikimybés 14(10,4) reiksme.

Norint suskaic¢iuoti 14(u,t) dideléms wu ir ¢ reikSméms reikia atlikti ne-
mazai skai¢iavimy. Operacijy skai¢iy galima zenkliai sumazinti, jeigu skai-
¢iavimo metu atsirandancias mazas tikimybes laikysime lygiomis nuliui. To-
liau siame skyrelyje apraSysime procedura zenkliai sumazinancia skai¢iavimo
operacijy skaic¢iy. Aisku naudojant Zemiau apraSyta procedura randama tik
apytikré baigtinio laiko bankroto tikimybeés reikSmé. Taciau norima tiksluma
galima nusistatyti iS anksto, todél praktiniuose skaiiavimuose aprasytoji
procedura daznai taikoma.

Sakykime ¢ yra teigiamas mazas (¢ < 1) skai¢ius. Sakykime k; yra mazi-
ausia i k reiksmiy, kurioms H (k) > 1 — e, t.y.

Apibrézkime:
hg, jeigu k=0,1,2,... k
hi _ ks qe?gu 5 Ly Ly ey IVl (24)
0, jeigu k=k + 1,k +2, ..,
. 1—H(u), jeigu u=0,1,2, ... kq,
Ui, 1) = LA 1 (25)
0, jeigu k=Fki+ 1,k +2,....
O bet kuriam laiko momentui ¢ > 2 tegul:
1)+ S hes(u+1—kt—1) u=01,2 .k,
srtun) = [t 1+ 3 nii ) S,

0, u=ki+ 1,k +2,...,
kur naturalusis k; yra maziausias i$ ty k kuriems 5(k,t) < e, t.y.
Wolkirt) < < sl — L,0).
Pasirodo, tokiai 15(u,t) konstrukcijai galioja toks jvertis.

1.5.1 Lema. Sakykime 14(u,t) yra baigtinio laiko bankroto tikimybé su-
paprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje, € € (0,1), o ¥5(u,t) visiems
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u=0,1,2,....t = 1,2,3,... yra dydZiai apibrézti (24)-(26) lygybémis. Tada
bet kuriam u = 0 ir bet kuriam laiko momentui t > 1

5(u,t) < Yau, t) < 5(u,t) + te. (27)
A Teiginj jrodysime matematinés indukcijos metodu. Indukcija taikysime
pagal laika ¢. Kai ¢t =1 i§ (18) ir (25) formuliy gauname

dalu, 1) = (1= H(u)Lusk,y
1 — H(u) = g(u, 1).

N

Antra vertus,

Ya(u,1) = (1 — H(u))

( H(U))H{u<k1} + ( H( ))]I{u>k1}
= Ya(u, 1) + (1 = H(uw)Liusryy

< YPg(u, 1) +e < 9g(u, 1) + 3e.

Sakykime lemos tvirtinimas galioja bet kokiam u > 0 ir bet kuriems laiko
momentams t < 7T, t.y.

Yalu, 1) < Palu, t) < Py(u,t) + 3te,

kaiu>0irt=1,2,....,7T — 1.
I3 Sios prielaidos ir (19), (24)-(26) lygybiy isplaukia, kad

W T) = {¢2(u,1)+2h21¢2(U+1—k,T—1)}H{u<m

kO

< S(u, 1) +Zh¢du+1 k,T—1)

< Yqu, 1)+th¢d(u+ 1—kT—1)
k=0

= wd(u, T)

Antra vertus,

Ya(u, T) = a(u, 1)+ z“: hitvg(u+1—k, T —1)
k=0

= Pa(u, Dk y + Ya(u, Dlusry
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min{u,k1}
+ > hwa(u+1—kT—1)

k=0
U

+ > hig(u+1—k,T —1)
k=min{u,k1}+1

< Yalw, ) e+ Dy
k=min{u,k; }+1
min{u,kq }
+ > b (Wiu+1—k T —1)+3(T — 1))
k=0
< 2+ {1/41 u, 1 +Zh valu+1— k,T—l)}H{u>kT}
k=0

+ {%ul +Zh¢du+1 k;,T—l)}]I{ung}

mln{u,kl}

+ 3T -1 >
< 34 U5(u, T) +3(T — Ve = ¢ (u, T) + 3T,

Taigi abu lemos jverciai teisingi laiko momentui 7. Pagal matematinés
indukcijos principa gauname, kad lemos (27) nelygybé teisinga visiems laiko
momentams ¢ > 1. A

1.6 Lundberg nelygybé diskretaus laiko rizikos modeliui

Praktikoje daznai nereikia Zinoti bankroto tikimybés 14(u) ar baigtinio
laiko bankroto tikimybeés 14(u,t) tiksliy reiksmiy. Visiskai pakanka gery iy
tikimybiy jverciy. Siame skyrelyje iSvesime vieng klasikinj jvertj bankroto
tikimybei 14(u) apibréztai 1.2 skyrelyje (2) lygybe. Vadinamasis Lundberg
ivertis galioja diskretaus laiko dinaminiam rizikos modelyje tuo atveju, kai
zala Zp turi baigtinj eksponentinj momenta, t.y.

E (e“Zl) < 0

kazkokiam teigiamam v. Aisku, kad tokiu atveju E (e”Zl) yra baigtinis tam
tikrame intervale v € [0, ) ir turi prasme zemiau pateikta Lundberg lygtis.
Vertinant bankroto tikimybe 14(u) svarbus butent Sios Lundberg lygties:
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E( (1= 1) ZPW‘ D, = (28)

sprendinys.
Toliau siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime du pagalbinius teigi-
nius apie Lundberg lygties srendinio R, egzistavimg. Po to gausime Lund-

berg jvertj bankroto tikimybei diskretaus laiko supaprastintame rizikos mo-
delyje.

1.6.1 Lema. Sakykime kazZkokiam teigiamam -y
E( ”Zl) Ze“kh < 00,
k=0
visiems v € [0,7) r

lim E (e”Zl) = 00,

v—y—0

o zalos 7y vidurkis

EZ, = Zkhk<1
k=0

Tada (28) Lundberg lygtis turi vienintely teigiamq sprending r = Ry.

A Realiems 7 € [0,~) apibrézkime
g(r)=E (er(zl_l)) = Z "=,
k=0

Aigku, kad funkcija g(r) savo apibrézimo srityje yra baigtiné, teigiama ir
9(0) = 1.
Pasirinkus bet kokj maza teigiama J, gauname, kad eiluté

Sk ey,

k=0

konverguoja tolygiai intervale € [0,y —d]. Vadinasi, funkcija ¢g(r) turi pirmos
ir antros eilés baigtines iSvestines nurodytame intervale. Aisku, kad

2 rk 1)hk

g'<r>—§<k—1> G,
2
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kai r € [0,y — J].

Todél taske 0 isvestine i§ desinés ¢'(0) = EZ; —1 < 0, 0 ¢”(r) > 0 visiems
re0,7).

Be to,

lim g(r) = oo.
r—y—0

I5 gauty funkcijos g(r) tyrimo epizody iSplaukia, kad funkcija g(r) turi

tokio pavidalo grafika.

R,

Taigi, iS tiesy egzistuoja vienintelis teigiamas skaic¢ius Ry, kuriam

E (eRd(Zl*l)) =1.

1.6.2 Lema. Sakykime bet kuriam teigiamam v
E (e”Zl> = Z e’ hy < o0,
k=0

zalos Z1 vidurkis
EZ, = Z k?hk <1
k=0
1e
P(Zy > 2) > 0.

Tada, kaip ir 1.6.1 lemos atveju (28) Lundberg lygtis turi vieninteli tei-
giamq sprending v = Ry.

25



A Lemos jrodymas analogiskas 1.6.1 lemos jrodymui. Realiems nenei-
giamiems 7 apibrézkime

g(r)=E (er(zl_l)> => "V,
k=0
Funkcija ¢g(r) savo apibrézimo srityje yra baigtiné, teigiama ir ¢g(0) = 1,
o eilute -
> k*e ™ hy,
k=0
konverguoja tolygiai bet kokiame baigtiniame intervale [0, M]. Taigi, funkcija

g(r) turi pirmos ir antros eilés baigtines iSvestines visiems r € [0, M|:

o)

qgr)=> (k- 1er*=Dp,
g”(’f‘) _ Z(k . 1)2€r(k_1)hk.
k=1

Vadinasi, kaip ir 1.6.1 lemoje, taske 0 isvestiné i§ deginés ¢’'(0) = EZ;—1 <
0, 0 ¢"(r) > 0 visiems r € [0, 00).
Pagaliau,

lim g(r) > TILIgoZeT(k_l)hk
k=2

r—00
oo
> lim e" hr = oo
= T—00 k; k

I$ gauty funkcijos ¢(r) tyrimo epizody iSplaukia, kad funkcijos g(r) gra-
fikas turi tokj patj pavidalg kaip ir 1.6.1 lemoje.
Vadinasi, aprasytu atveju irgi egzistuoja vienintelis teigiamas skaicius Ry,

kuriam
E (eRd(Zl’l)) =1
AN

1.6.1 Teorema. Sakykime patenkintos supaprastinto diskretaus laiko
rizikos modelio sqlygos:
e pradinis kapitalas u € {0} UN,
o atsitiktiniar dydziar 2y, Zy, Zs, ... nepriklausomsi, vienodai pasiskirste, 19y-
jantys reikimes aibéje {0} UN,
e P(Zy=k)=hg, kai k=0,1,2,3, ...
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Tequl, be to, kazkokiam teigiamam v atsitiktinio dydzio Z, eksponentinis

momentas
o
E (e”Zl) =Y ey,
k=0

yra baigtinis, (28) Lundberg lygtis turi vienintely teigiamq sprending Rq, o
atsitiktinio dydzio vidurkis

k=1

mazesnis uz vienetq.
Tada visiems u = 0,1,2,3, ... bankroto tikimybé g(u) tenkina nelygybe

a(u) < exp{—Rqu}, (29)

A Nesunku pastebéti (ziurékite (17) lygybe), kad

¢d(u71) _ Z hk< Z G_Rd(u+1_k)hk
k=u+1 k=u+1

(o] oo
< Z e*Rd(’Uﬁl’l*k)hk — e*Rdu Z eRd(k‘fl)hk.
k=0 k=0
Kadangi R, yra (28) lygties sprendinys, tai paskutinioji uzrasyta suma
lygi vienetui. Vadinasi,
wd(u’y 1) < G_Rdu

bet kuriai pradinio kapitalo reikSmei w.
Tarkime, kad bet kokiam fiksuotam sveikareik§miam laiko momentui
t > 1 ir bet kuriai pradinio kapitalo reiksmei u

a(u,t) < e~ Hav
Tada i8 1.5.1 teoremos ir (17) lygybeés iSplaukia jvertinimas

wd(u, t+ 1) = ¢d(u, 1) + Z hk¢d(u + 1— k,t)

k=0

< Z hy, + Z hke_Rd(u+1_k)
k=0

k=u+1

< Z hkefRd(qulfk) + Z hkefRd(u+1fk)
k=u+1 k=0

00
— e—Rdu Z e—Rd(k—l)hk
k=0

— e Raup (6Rd(Zl—1)) — o~ Rau
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Pagal matematinés indukcijos principa gauname, kad
Yalu,t) < e Mt

bet kokiam laiko momentui ¢ € N ir bet kokiai pradinio kapitalo vertei
u € {0} UN. Paskutinéje nelygybéje peréje prie ribos pagal ¢, gauname

ha(u) = tlim Ya(u,t) < ¢~ Hav

bet kuriai pradinio kapitalo vertei w. A
Toliau Siame skyrelyje keli uzdaviniy pavyzdziai.

1.6.1 Pavyzdys. Sakykime Zala supaprastintame diskretaus laitko rizikos
modelyje pasiskirsciust pagal toks désng:

su parametru p € (%, 1) (Ziurékite 1.3.1 pavyzdj). Rasime Lundberg lygties
teigiamaq sprending Ry.

A Nesunku pastebéti, kad
E (e”(zl_l)> =pe "+ (1 —p)e.
Vadinasi, Lundberg lygtis ( ziurékite (28))
pe "+ (1 —pe" = 1.
Is cia
(1—p)e* —e" +p=0.
Ivede keitinj " = y ir iSsprende kvadratine lygtj gauname du atvejus:

p
pu— 1 TQ p— —_—.
e , € T
Kadangi mus domina tik teigiamas Lundberg lygties sprendinys, tai

b
1—p

Rd:TQZIII
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1.6.2 Pavyzdys. Sakykime Zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos
modelyje pasiskirsciust pagal toks desny:
Zy| 0| 3
P |08]0.2

Rasime bankroto tikimybés 1¥4(5) Lundberg jverts.
A\ Aigku, kad nagrinéjamu atveju
E (&%) = 0.8¢7" 4 0.2¢™"
Todél atsitiktiniam dydziui Z; Lundberg lygtis tokia:
0.2¢" — "+ 0.8 =0.

Si lygtis turi vienintelj teigiama sprendinj

V1T -1
Ry = — > 0.4456.

Todél ieskomasis jvertis

() < exp{—5Ry} = < 0.10771.

(=)

1.7 Uzdaviniai

1. Sakykime zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirscCiusi pagal tokj désnj:

su parametru p € (%, 1).
(1) Raskite 44(0), va(1) ir 1a(2).
(2) Irodykite, kad aprasytu atveju
1
ulw) = =5 (W = 1) + gl = 2)
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kai u=3,4,5, ... .
(3) Raskite maziausia pradinio kapitalo u verte, kuriai ¢4(u) < 0.01 kai
p=0.8.

2. Sakykime zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirsciusi pagal tokj désnj:

(1) Raskite 1q(0), 1a(3) ir 1a(6).
(2) Isveskite rekursine formule 14(u) skaic¢iavimui.
(3) Raskite maziausia pradinio kapitalo u verte, kuriai 14(u) < 0.02.

3. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje zala pa-
siskirscCiusi pagal tokj désnj:

(1) Raskite ¢4(0), va(4) ir ¢4(7).
(2) Isveskite rekursine formule 14(u) skai¢iavimui.
(3) Raskite maziausia pradinio kapitalo u verte, kuriai 14(u) < 0.01.

4. Sakykime zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirsciusi pagal apibendrinta geometrinj désnj, t.y.:

P(Z, =0) =p,
P(Zi=k)=(1-p)(1-a)r ' k=1,23,..

su parametrais p € (0,1) ir « € (0,p) .

(1) Raskite Lundbergo lygties teigiama sprendinj.

(2) Uzrasykite Lundbergo jvertj tikimybei ¢4(10), kai p = § ir a = 1.

5. Sakykime zala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirsc¢iusi pagal Puasono désnj, t.y.:

su parametru A € (0,1) .
(1) Uzragykite rekursine formule 14(u) skai¢iavimui.
(2) Raskite ©4(0), ¥4(4) ir ¢4(7), kai Puasono skirstinio parametras A = 1.
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(3) Uzrasykite lygtj teigiamo Lundberg koeficijento R, radimui zalai pa-
siskirsCiusiai pagal Puasono désnj.

(4) Is apadios jvertinkite Lundberg koeficijenta R, kai zalos skirstinio
parametras A = %

(5) Esant parametrui A = 3 raskite tikimybiy ¢q(7) ir ¥4(17) jvercius.

6. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje zala pa-
siskirsc¢iusi pagal biniminj désnj, t.y.:

P(Zy =k) = (Z)pk(l —p)" % k=0,1,2,...,n

su parametrais n € Nir p € (0,1) .

(1) Uzrasykite rekursine formule ¢4(u) skai¢iavimui.

(2) Raskite 14(0), ¥4(3) ir 14(6), kai binominio skirstinio parametrai
n=4irp= %

(3) Uzrasykite lygtj teigiamo Lundberg koeficijento R, radimui zalai pa-
siskirsciusiai pagal binominj désnj.

(4) Ivertinkite i§ apacios Lundberg koeficijenta R,, kai zalos skirstinio
1

parametrai n =4, p = z.

(5) Parametrams n = 4, p = 1 raskite tikimybiy 4(6) ir ¢4(16) jvercius.

7. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje zala pa-
siskirsciusi pagal tokj désnj:

Raskite 14(0, 1), 14(0,3) ir 1q(3,3).

8. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje zala pa-
siskirsciusi pagal tokj désnj:

Raskite 14(0, 1), 14(3,1) ir va(4, 3).

9. Draudikas draudzia savo klientus nuo gaisry. Dél gaisry kylanciy per
savaite draudikas patiria Zala turincia skirstinj:

Z | 0 |2000 | 4000 | 6000
P|06] 02 |0.15]0.05
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Kiekvieng savaite draudikas gauna apie 2000 Lt premija, be to, veiklos
pradzioje sukaupé pradinj 20000 Lt kapitala. Ivertinkite draudiko jmonés
bankroto tikimybe vienos savaités laikotarpiui, 8 savaiciy laikotarpiui, 52
savaiciy laikotarpiui.

10. Draudikas draudzia savo klientus nuo vagysciy. Dél vagysciy kylanciy
per meénesj draudikas patiria zalg turincia skirstinj:

Z | 0 | 10000 | 20000 | 30000
P[07] 015 | 0.1 | 0.05

Kiekviena ménesj draudikas gauna apie 10000 Lt premija, be to, veiklos
pradzioje sukaupé pradinj 150000 Lt kapitala. Ivertinkite draudiko jmonés
bankroto tikimybe vieno ménesio laikotarpiui, 3 ménesiy laikotarpiui, mety
laikotarpiui.
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I1. Klasikinis dinaminis rizikos modelis

2.1 Klasikinio rizikos modelio sudedamosios dalys

Klasikinis dinaminis rizikos modelis, kaip ir diskretaus laiko rizikos mo-
delis, apraso draudiko kapitalo kitimg bégant laikui. Diskretaus laiko rizikos
modelis apraSo draudiko kapitalo kitimg vien tik diskreciais laiko momentais.
Tuo tarpu klasikinis dinaminis rizikos modelis nusako draudiko kapitalo dydj
bet kokiu laiko momentu. Be abejo ir klasikinis rizikos modelis yra tam tikras
tikroveés supaprastinimas. Neatsizvelgiama j pajamy atsitiktinuma, kapitalo
investavimo galimybe, zaly pasirodymo skaiciui pasirinktas specialaus pavi-
dalo procesas. Visgi klasikinis rizikos modelis, kaip ir diskretaus laiko di-
naminis rizikos modelis, gali buti taikomas tam tikry draudimo veiklos rusiy
analizei, nes apraso pagrindine draudiko veiklos dalj.

Sakykime U (t) yra draudiko valdomas turtas laiko momentu ¢ > 0. Pagal
klasikinj dinaminj rizikos modelj bet kuriam tokiam ¢

N(1)
Ut)y=u+ct—> Z. (30)

1=1

gioje lygybéje:

e u = U(0) > 0 yra draudiko turtas pradiniu laiko momentu ¢ = 0.

® /4, /s, Zs, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami atsitik-
tiniai dydziai. Atsitiktinis dydis Z; nusako draudiko i-osios zalos dydj.

e ¢ > 0 yra premijy surinkimo greitis per laiko vieneta. Laikome, kad Sis
greitis yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko.

e N(t) yra 7aly skaiCius intervale [0, ¢]. Laikoma, kad N yra homogeninis
Puasono procesas su tam tikru teigiamu intencyvumu A.

e Procesas NN ir atsitiktiniy dydziy seka 2, Zs, Zs, ... yra nepriklausomi.

Sakykime 7} yra pirmos zalos pasirodymo laikas, 75 yra antros zalos
pasirodymo laikas ir t. t. Tada aisku, kad

N(t)=max{n>1:T, <t}
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Rizikos proceso U(t) nusakan¢io draudiko turta laiko momentu ¢ grafikas
turi tokj pavidala.

Ut)

Zs
Z.
2 Zs s
Z
Z !
U
t
————————————&— 06— —————————————— @& ——————0———>
Tl TQ T3 T4 T5 T6

2.2 Puasono procesas

Ankstesniame skyrelyje aprasyto dinaminio klasikinio rizikos modelio zaly
skai¢iy N (t) apraso homogeninis Puasono procesas. Siame skyrelyje primin-
sime pagrindines savokas susijusias su tokiu N (¢) nusakymu, be to, aptarsime
keleta homogeninio Puasono proceso savybiy.

2.2.1 Apibrézimas. Duiejy argumenty funkcija X = X (t,w) apibrézta
aibéje [0,00) x {Q, A, P} su reiksmémis realiy skaiciy aibéje vadinama atsi-
tiktiniu procesu, jeigu bet kuriam t € [0,00) ir bet kuriai Borelio aibei B

{w: X(t,w)e B} € A.

Tekste minint kokig nors atsitiktinio proceso reiksme dazniausiai tikimy-
bine erdve {2, .4, P} Zymintis antrasis argumentas w praleidziamas, t.y. vi-
etoje X (f,w) rasoma X (t). Tokiu atveju laikoma, kad tikimybiné erdvé
{Q, A, P}, kurioje apibréztas procesas yra aiski i§ konteksto arba numanoma.

Atsitiktinis procesas visgi yra dviejy argumenty funkcija X (¢,w). Jeigu
fiksuosime atsitiktinj elementa w* € €2, tai gausime vieno argumento funkcija
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X(t,w*), kuri paprastai vadinama proceso trajektorija arba realizacija. Re-
aliai stebédami atsitiktinj procesa, faktiskai stebime viena i jo realizacijy.

2.2.2 Apibrézimas. Atsitiktinis procesas N wvadinamas Puasono pro-
cesu, jeigu tenkinamos sios sqlygos:

e P(N(0)=0) =1;

o N yra nepriklausomy pokyciy procesas, t.y. su visais
0<ty <ty <..<t,, neN proceso pokyciai

N(ts) — N(t1), N(t3) — N(t2), s N(tn) — N(tn_1)

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai;
e cgzistuoja nemazéjanti tolydi i§ desinés funkcija A : [0,00) — [0,00) su
savybe A(0) =0, kuriai

visiems 0 < s <t irk € {0} UN;
e beveik visos proceso N trajektorijos N(t,w) yra tolydzZios i§ desinés in-
tervale [0,00) ir turi ribas i§ kairés intervale (0, 00).

Funkcija A(t), nusakanti Puasono proceso pasiskirstyma, paprastai va-
dinama Puasono proceso laiko skalés funkcija. Pati paprasciausia funkcija
turinti laiko skalés funkcijos savybes yra A(t) = At su kazkokiu teigiamu
skai¢iumi A. Puasono procesas, kurio laiko skalés funkcija A(t) = At visiems
t > 0, vadinamas homogeniniu Puasono procesu. Parametras A daznai vadi-
namas homogeninio Puasono proceso intencyvumu. Taigi homogeninis Pua-
sono procesas nusakomas tokiu apibrézimu.

2.2.3 Apibrézimas. Atsitiktinis procesas N wvadinamas homogeniniu
Puasono procesu su intencyvumu X\ > 0, jeigu tenkinamos sios sqlygos:

e P(N(0)=0) =1;

o N yra nepriklausomy pokyciy procesas, t.y. su visais
0<t <ty <...<t,, neN proceso pokyciai

N(ts) — N(t;), N(ts) — N(ts), ., N(t) — N(tn_1)

yra nepriklausomi atsitiktiniar dydziai;
o visiems 0 < s <tirke{0}UN



e beveik visos proceso N trajektorijos N(t,w)yra tolydZios i§ deSinés in-
tervale [0,00) ir turi ribas i§ kairés intervale (0, 00).

Is apibrézimo nesunku pastebéti, kad homogeninio Puasono proceso prie-
augiai yra stacionarus, t.y. su visais 0 < s <t, h>0irk € {0} UN

P(N(t)—N(s)=k) = P(N({t+h)—N(s+h)=k)

o A(t—5) At = s)F
k! ’

Homogeninis Puasono procesas daznai yra priimtinas zaly skai¢iui aprasy-
ti tais atvejais, kai apdraustyjy riziky charakteristikos ir aplinkos salygos yra
nusistovejusios ir beveik nekinta, pavyzdziui, vienody eismo ar klimato salygy
laikotarpiais. Siuo atveju bendras veiksniy poveikis draudiminiy jvykiy skai-
¢iui gali buti iSreikStas vieninteliu parametru A, apibudinanciu draudiminiy
ivykiy intensyvuma. Jei kintancios aplinkos salygos daro jtaka ir draudiminiy
ivykiy intencyvumui, tai zaly skaiciui aprasyti labiau priimtinas yra neho-
mogeninis Puasono procesas su kazkokia laiko skalés funkcija A(t). Sis proce-
sas taikomas tada, kai atsizvelgiama ] sezonine aplinkos jtaka, pavyzdziui,
daugiau draudiminiy jvykiy buna rudens audry, pavasario potvyniy ar blogy
eismo salygy laikotarpiais.

Tarp homogeninio ir nehomogeninio Puasono procesy yra tam tikras
rySys. Tolesni du teiginai yra kaip tik apie tokj rysj.

2.2.1 Lema. Sakykime N yra homogeninis Puasono procesas su inten-
cyvumu X = 1, o A(t) yra laiko skalés funkcija, t.y. nemazéjanti tolydi i§
desinés funkcija intervalg [O,Aoo) atvaizduojanti § intervalg [0,00) su savybe
A(0) = 0. Tada N(t) = N(A(t)) yra Puasono procesas su laiko skalés
funkecija A(t).

A Suformuluotos lemos teiginys iSplaukia tiesiogiai i§ 2.2.2 ir 2.2.3 apibre-
Zimuy. A

2.2.2 Lema. Sakykime N Puasono procesas su laiko skalés funkcija A(t),
kuri yra tolydi didéjanti ir tenkina sqlygq

Jim A(t) = 0.

Tada ]/V\(Vt) = N(A~'(t)) yra homogeninis Puasono procesas su intencyvumau
A = 1. Cia, proceso N apibrézime, A=1 Zymi funkcijos A atvirkstine funkcijq.
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A Funkcija A(t) tolydi didéjanti intervale [0,00) su savybe A(0) = 0.
Vadinasi, egzistuoja tolydi didéjanti atvirkstiné funkcija A~'(¢) su savybe
A71(0) = 0.

Nesunkiai gauname, kad

P(N(0)) =P (N(A(0)) = P(N(0)) =1,

nes N(t) yra Puasono procesas. -
Antra vertus su visais 0 < t; < t3 < ... < t,,,n € N proceso N (t) pokyciai

N(t) = N(t) = N(A7(t2)) = N (A7(0)),
N(ts) = N(t2) = N(A'(ts)) = N (A1),

N(ta) = Nltar) = N (A7) = N (A (ta))
yra nepriklausomi, nes
0< A ) <A Hty) < ... < A(ty).

o N yra nepriklausomy poky¢iy procesas. Aisku, kad beveik visos proceso

N trajektorijos yra tolydZios i§ desinés intervale [0, 00) ir turi ribas i§ kairés

intervale (0,00), nes tokiomis savybémis pasizymi proceso N trajektorijos.
Pagaliau, bet kuriems 0 < s < ¢ ir visiems k € {0} UN

P(N(t) - N(s) = k)
= P(N(AT'®) = N (A7(s)) = k)

— (A~ (1) -A(AL())) (A(A1() — A(A(s))"
k!

= €

R
_ (9 (t—s) .
k!

Pagal 2.2.3 apibrézima procesas N yra homogeninis Puasono procesas su
intensyvumu 1. A

Naudojantis paskutine lema galima kai kuriuos modelius aprasancius
draudiko kapitalo kitimg pervesti j klasikinj dinaminj rizikos modelj pakei-
¢iant vien tik laikg. Sakykime, pavyzdziui, laikui bégant draudeéjy skaicius
kinta, todél zaly 7, Zs, ... skaicius intervale [0, ] aprasomas Puasono procesu
su laiko skalés funkcija A, o draudéjy jmokos proporcingos tai paciai laiko
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skalés funkcijai A. Esant tokioms prielaidoms draudiko kapitalas U(t) laiko
momentu ¢ lygus

N(t)
Ut)=u+cht) = Y. Z
=1

Jeigu laiko skalés funkcija A(t) tenkina 2.2.2 lemos salygas, tai vietoje ¢
pasirinke kita "laika" A~1(t), gauname klasikinj rizikos procesa

N
UANT@) =u+ct— > Z,
i=1
kuriame N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A = 1.
Toliau Siame skyrelyje jrodysime dvi svarbias homogeninio Puasono pro-
ceso savybes rodancias, kad homogeninj Puasono procesa apraso vien tik
laiko tarpai tarp zaly pasirodymy.

2.2.1 Teorema. Sakykime N yra homogeninis Puasono procesas su in-
tencyvumu X\ ir Suoliy momentais 0 < Ty < Ty < ... Tada atsitiktinias
dydziar Wy = T\, Wy =Ty, — Ty, W3 = T3 — T, ... yra nepriklausoms ir pa-
siskirste pagal eksponenting désng su parametru X\, t.y. visiems 1 = 1,23, ...

P(W; <) = (1— ™) Iy

A Bet kuriam ¢

P(T, <t)=P(N(t) > n).
Analogigkai bet kuriems 0 < 21 <2y < ... < zp,n €N
P(Th < 21,1y < 29,..., T, < )

= P(N(z1) > 1, N(z2) 2’ 2,..,N(z,) = n).

Vadinasi, pasinaudodami 2.2.3 apibrézimu, gauname:

P(Th < 21, T < 9,..., T, < 1)

= Z Z Z P{N(lj):kl,N(I’g):k’l—FkQ,...,

ky>1 ky+ko>2 k1 +kot...+kn>n
ko >0 kn >0

= > > > P{N(x1) = ki, N(z2) — N(21) = ko, ...,

ky>1 ky+ko>2 ki+kot...+kn>n
kg >0 kn >0

N(zp) = N(@n_y) = kn}
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= Y Y Y P{N(z1) = ki } P{N(x2) — N(21) = ko} ...
k1>1 ki+ka>2  ky+kot..tkn>n
kg >0 kn >0
P{N(zn) = N(xpn-1) = kn}
Y Y . Y em P ey Al )
k1>1 k1+ko>2 kq+ko+...4+kn>n k?l' kQI
ko >0 kn >0

—XN&n—Tn-1) ()\(ZL'n — xn—l))kn
k!

e (31)

Toliau taikydami matematinés indukcijos metoda parodysime, kad su vi-
sals 0 <z <9< ... <xp,n €N

/ / / Ne ™ Mndu, ... dugdug

ooy o > e_)‘xlwe_)‘(m—wl)w,..
k1>1 k1tko>2  kyfhot.. fhn>n Fy! ko!
k20 kn 20

Nz —2pn_ ()\(fﬂn — Tn— ))kn
Azp—Tn-1) o~ 1 ) (32)

e

I3 tiesy, jeigu n = 1, tai (32) formulé teisinga:

xr1 B _ _ )\x1>k‘1
Ae™Mdyy =1 — e = e oy A1)
Jy A >

[
P ky!

Analogiskai:

/ l/ 2 )\QefAququul — / ' ()\ef)\m _ )\ef)\mz) dU1
0 Ul 0

Az )P
= Z e_Axlﬂ _ Axle_/\xQ
s kq!
Az )
_ Z e—)\xl(:]zl‘) + )\xle—)\z1 . )\Ile—)\xle—)\(xz—xl)
k1>2 1
k1
_ Z e—)\ccl ()\%1) + )\$1€_>\z1 (1 . e—A(zg—cn))
o ky!

— Z Z —/\zlﬂ —>\(f€2—x1)M.
k1>1 k1+ko>2 1' k‘g!
ko>0

Taigi (32) formulé teisinga ir kai n = 2.
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Sakykime dabar, kad (32) formulé teisinga visiems n = 1,2, ..., m. Esant
tokiai prielaidai, pasirinke n = m + 1, gauname

1 T2 Im Tm+1 1 A
/o / / / N e A mt Qo iy, .. dusdug
ul Um—1 J Um
X1 xro Tm )\ )\
= /0 / / ()\me_ tm _— \"e” xm“) duy, ... dusduy
ui Um—1

=2 2 v AT ) M@ — o))
k121 k1 +ko>2 k1+ko+...+km>=m k1' k.2|
k220 km =0

k!

e

Y 1 [fTo Tm
_ AmeMami / / / duy, ... duyduy.
0 (5% Um—1

Po gana sudétingy skaic¢iavimy galima parodyti, kad paskutinis Sios ly-
gybés integralas lygus

k2 )km

k
i (e — 1) (T — Ty
> e Y 2 PRI

k;121 k1+ko>2 ki+ko+...4+kp_12m—1 ky+ko+...+km=m
ko 30 Ky 120 km 0

Todél

z1 px2 Tm S
/ / / / AT e M Ay Aty .. dugduy
0 ul Um—1 Y Um

Az )\Il M —Nzo—z AxQ_xl 2
= > > . > e 1(.)6 (2 1)um

k1>1 k1+ko>2 k1+ko+...+km=>m+1
ko>0 km =0

+ Y Y X e A2 3y M@z — 1))

| |
k1>1 k1+ko>2 ky+ko+...4km=m kl‘ k2'
ko >0 km 20

km
ef)\(a:mfxm_l) ()\(l’m B xm—l)) (1 o ef)\(xm+1*96m))

k!
= Z Z Z Z e~ AT1 (Azy)*
k1>1 k1tko>2 kitkot...+km>m ki+ko+..+kpy 1 >m+1 kl!
ko 20 km 20 k4120
e—A(xm—:cm_l) (A('xm _ xmfl))km e—)\(a:m+1—:(:m) ()\(merl - xm))km+1
' ! Ko 1!
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Vadinasi, (32) lygybé teisinga, kai n = m + 1. I$ matematinés indukci-
jos principo i8plaukia, kad (32) lygybé galioja bet kokiam n realiy skai¢iy
rinkiniui 0 < z; <29 < ... < z,.

I§ (31) ir (32) gauname, kad tokiam pac¢iam realiy skai¢iy rinkiniui

Tl \x17T2 $27‘”7Tn <xn)

x2
/ / . / Ne M dy, .. dugduy.
Un—1

Vadinasi, bet kuriems neneigiamiems 41, 4o, ..., Yn

IP)(VV1 Y1, Wo < 4o, .., Wy < )
= PNi<y,h<Ty<y+T1,...T, 1 <T, <y +T,1)

Y1 [y2+ul Yn+Un—1 Y
/ / / Ate M du, ... dugduy
Un—1

Y1 ry2tur Yn—1+Un—2 1 _
/ / / AT e Mt (1 —e y") du,—1 ... dusdyy
-2

= ... = Z:r[l (1 — e”‘yl) .

Si paskutiné lygybé rodo teoremos tvirtinimo teisinguma. A
Kitas, paskutinis Sio skyrelio tvirtinimas yra atvirkstinis teoremai 2.2.1.

2.2.2 Teorema. Sakykime atsitiktiniar dydziai Wy, W, Wi, ... yra neprik-
lausomi ir pasiskirste pagal tg pat; eksponenting désng su parametru X, t.y.

wistems © = 1,2,3, ...
P(W; < z) = (1 - e-*x) T(as0)
Apibrézkime
T = 0,
T, = Wi+We+ .. +W,, neN.

Tada
N({t)=max{n>1:T,<t}, t >
yra homogeninis Puasono procesas su intencyvumu .

A Norint jrodyti, kad N(t) yra Puasono procesas reikia patikrinti visas
2.2.3 apibrézimo salygas. IS N(t) apibrézimo bet kuriam ¢ > 0 ir bet kuriam
k € N turime

P(N(t) = k)
= P(W1+W2+ AW <t< Wi+ Wo+ .. ‘|‘Wk+1) (33)
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Vadinasi,
P(N(0)=0)=P(W; >0)=1

Taigi pirmoji 2.2.3 apibrézimo salyga patenkinta. I§ ankstesnés (33) ly-
gybés turime, kad N(t) = n visiems t € [1,,,T,,41), n € {0} UN. Vadinasi,
bet kuri proceso N (t) trajektorija tolydi i§ desinés intervale [0, c0) ir turi riba
i§ kairés intervale (0, co). Taigi tenkinama 2.2.3 apibréZimo ketvirtoji salyga.

Liko jrodyti trecia ir ketvirta to apibrézimo salygas. Pradzioje paro-
dysime, kad atsitiktinis dydis 7} bet kuriam naturaligjam k yra pasiskirstes
pagal gama skirstinj su parametrais A ir k, t.y.

k—1 A j
P(T, < x) = (1 —e My ( j) ) Lioz0y = Fr(z), > 0. (34)
PR

Kadangi 77 = Wy, tai uzrasytoji lygybé teisinga kai £k = 1. Sakykime
ufasytoji lygybeé teisinga bet kuriam k = 1,2, ..., n. [rodysime, kad ji teisinga
ir kai £k = n + 1. IS tiesy, pasinaudoje dviejy nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy sumos pasiskirstymo funkcijos israiska, gauname:

~

(Tn+1 ) (T + Wn+1 X )
= / P(T, < x —u)dP(W,, < u)
= /x]P) <z —u)dP(W, < u)

n—1yj _ j
(1 e 3 W“)) AN

Il
St~

o
- 1-= )\e—kx _ e—Amnil ()\x>j+l
= G+t
-z - (/\I)]
= 1l—e Z I
Jj=0 ’

Taigi, (34) lygybé teisinga, kai k = n + 1. Pagal matematinés indukcijos
principa iSeina, kad (33) lygybé teisinga visiems naturaliesiems n.
Dabar parodysime, jog su visais 0 < t; < to, k,l € {0} UN

P(N(t;) =k, N(t2) — N(t1) = 1)

ef)\tl (Atl) )\(tz tl) A (t2 _ tl)
k! [!



Nesunku pastebéti, kad is pastarosios lygybeés iSplaukia 2.2.3 apibrézimo
tre¢ioji salyga. Butent, su visais 0 < s < ¢,/ € {0} UN

P(N(t)— N(s)=1) = ki P(N(s) = k, N(t) — N(s) = )

— —,\s()\s)k —A(t—s) Al(t - S)Z
- gf T I

s Nt =)
e TR

Jei k> 1ir [ > 2, tai:

P(N(t) =k, N(ts) — N(t;) = 1)
= P(N(t) =k N(t2) =k +1)
P
P

(T, < t1 < Thg1, Ty < to < Thpisn)
(0 <t =T < Wi, 0 <ty =T}, — Wiy —Tiy < Wk+l+1> ;

¢ia TkJ = Tk—H — Tk+1, ir atsitiktiniai dydiiai Tk, Wk+17 fkly Wk+l+1 yra nepri—
klausomi.
Pagal (34) formule, atsitiktiniai dydziai

Tk - W1 + W2 + Wk7
Trg = Wi+ Wiz + oo+ Wiy

yra pasiskirste pagal gama skirstinius, su pasiskirstymo funkcijomis atitinka-
mai lygiomis Fy(x) ir F;_;(z). Vadinasi, nagrinéjamu atveju

P(N(t) =k, N(ts) — N(t,) = 1)

[c ele e olie )

- / / / / Ho<ti—2<v0ctr-a—v—y<u}dFk(2)dF1 (0)d iy (y)d Fy (u)

0 0 0 0
t1 to—xto—x—v o)

_ / / / / dFy(2)dFy (0)dF (y)d P (u)

0 t1—=z 0 to—z—v—y
t

1 to—x to—xr—v )

B )\:)S)k_l ()\y)l—Q
— d / d / d / )\4 Az+v+y+u) ( d
/‘” c c D

0 t1—x to—x—v—y

e—)\tl (Atl)ke—)\(tg—tl) )\l (tQ — tl)l
k! [! '
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Jeik=0irl >

2, tai

P(N(t1) =0,N(t2) = N(t1) =1)
Pt <Th,T; <ty < Tiyq)
IED(151<VV1, <ty — Wi — fO,l<I/Vl+1)

///H{t1<x,0<t2—x—y<u}dF1(x)dﬂ—1<y>dFl(u)
00 0

/da: / dy / (Ag —Aetyt) El)\_);;)du

to—x—y

e—Atle—A(tQ—tl) A <t2l‘_ tl) ‘

Jeigun k> 1irl =1, tai

P
= P
=P

o0

/

0

t1

L/dx /‘dv (/ (ngwﬂ%mgzx>n )d

0

(N(t1) = k,N(tz) — N(t1) = 1)
(T <t1 < Thgr, Thgr < ta < Thga)
(0<ty =T < Wii1,0 <ty —T) — Wiy < Wiyo)

[ [ oct-scvoctss-vendFr(@)dFi(0)dF ()
0 0

to—x

t1—x to—x—v

i ()" W7 =M=t \ (4, — ).

k!

Pagaliau, jeigu k£ > 1 ir [ = 0, tai analogiskai

N(t) = k. N(ts) — N(#1) = 0)
T <ty <ty < T+ Wipa)

= //H{I<t1<t2<$+v}dFk<x>dF1(U)
0 0
t

1 )kl

/d / /\2 —A(z+v) )\I 2 qQu
: (k= 1)
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Teliko isnagrinéti du isskirtinius atvejus. Butent:

P(N(t1) =0,N(tz) — N(t:) = 1)
= P(tl <W1,0<t2—W1 <W2)

o0 o0

= /dx / Ne @) gy

t1 to—x
= e MM\t — 1)),

(N(t;) =0,N(ts) — N(t;) =0)

P
= P(tl < Wl,tQ < Wl)
P(t? < Wl)

e—)\tl e—A(tQ—tl) )

Aigku, kad i§ gauty lygybiy isplaukia (35) formulé. Kaip matéme, pas-
taroji formulé garantuoja 2.2.3 apibrézimo trecia salyga. Be to i§ (35) for-
mulés turime, kad bet kuriems laiko momentams 0 < ¢; < t, atsitiktiniai
dydziai N(t1) — N(0) ir N(t2) — N(t1) yra nepriklausomi, t.y.

P (N(t;) — N(0) = k, N(t2) — N(t;) = )

= P(N(t1) = N(0) = k)P (N(ta) — N(t1) =1)

visiems naturaliesiems £, [.

Taigi patenkinta 2.2.3 apibrézimo antroji salyga, kai n = 2. Analogiskai
galima parodyti, kad 2.2.3 apibrézimo antroji salyga patenkinta bet kuriam
naturaligjam n. Vadinasi, procesas N(t) yra nepriklausomy poky¢iy proce-
sas. Taigi visos 2.2.3 apibrézimo salygos patenkintos. Procesas N(t) yra
homogeninis Puasono procesas su intencyvumu . A

2.3 Sudétinis Puasono procesas

Sakykime draudiko kapitalo kitima apraSo klasikinis dinaminis rizikos
modelis, t.y. draudiko kapitalas laiko momentu ¢ uzrasomas lygybe

N ()
Ut)=u+ct—> Z
i=1
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ir patenkintos visos 2.1 skyrelyje nurodytos salygos, t,y.

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) > 0;

e zalos Zy,Zy, Zs, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami
atsitiktiniai dydziai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vieneta ¢ > 0;

e 7aly skaicius intervale [0,¢] yra homogeninis Puasono procesas N (t) su
tam tikru teigiamu intencyvumu A;

e 7aly skaiiaus procesas N (t) ir zaly seka Z1, Zs, Z3, ... yra nepriklausomi.

Draudiko kapitalo U(t) kitima apraSancios lygties dalis

N(#)

S<t) = Z Zi

lygi sumai visy draudiko zaly, patirty intervale (0,¢]. Jei N(t) yra ho-
mogeninis Puasono procesas, tai zZaly sumos procesas S(t) daznai vadinamas
sudétiniu Puasono procesu.

2.3.1 Apibrézimas. Sakykime Zy,Zs, ... yra nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy seka, o N(t) yra homogeninis Puasono procesas nepriklausantis nuo
atsitiktiniy dydZiy 21, Zs, ... . Tada procesas

N(t)

S(t) = Z Z;

vadinamas sudeéetiniu Puasono procesu.

Toliau siame skyrelyje pateiksime kelias sudétinio Puasono proceso savy-
bes.

2.3.1 Lema. Sudétinis Puasono procesas yra nepriklausomy pokyciy
procesas, t.y. su visais 0 <t <ty < ... < t,,n € N pokyciar

S(ta) — S(t1),S(t3) — S(te), ..., S(tn) — S(tn—1)
yra nepriklausomi atsitiktiniar dydziai.

A Lemga jrodysime atveju n = 3. Bendrasis atvejis nagrinéjamas ana-
logiskai. Sakykime, 0 < t; < ty < t3, 0 B1, By bet kokios Borelio aibés.
Seka 77, Zs, ... sudaro nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai,
procesas N (t) nepriklauso nuo Sios atsitiktiniy dydZziy sekos, pagaliau, proce-
sas N (t) yra nepriklausomy poky¢iy procesas. Vadinasi,

]P(S(tg) — S(tl) S Bl,S(tg) — S(tz) € BQ)
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N (t2) N(t3)
=P Z; € By, Z Z; € By
i=N(t1)+l i=N(t2)+l

o0 oo o0 N(t2) N(t3)

k=0 1=0 m=0 i:N(t1)+1 ’i=N(t2)+1
N(t1) =k, N(t2) = N(t1) =1, N(t3) = N(t2) = m})
0 0o o0 k41 k+l4+m
= Z ZP Z ZieBla Z Zi6327
=0 m=0 i=k+1 i=k+l+1

k=0

=Yy kZH ZieBl)]P)(k—Him ZiEBz)

i=k-+Il+1

9] k+l4+m
Z]P) Z ZQEBQ,N<t3)_N<t2>:m
m=0 i=k+I1+1

IS o N (t2)
= ZIP’(N(tl):k:)Z]P’< > ZiEBbN(tQ)_N(tl):l)

k=0 =0  \i=N(t1)+1

00 N(ts)
m=0 i=N(t2)+1
N(t2) N(ts)
=P| Y ZeB|P| Y ZebB
i=N(t1)+1 i=N(t2)+1

= P(S(tz) — S(tl) c Bl)P(S@g) — S(tg) S BQ)

Kadangi B; ir By yra bet kokios Borelio aibés, tai proceso prieaugiai
S(ta) — S(t1), S(ts) — S(t2) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Kaip jau
minéjome bet kokio skai¢iaus proceso prieaugiy nepriklausomumas jrodomas
analogiskai. A

2.3.2 Lema. Sudétinis Puasono procesas turi stacionarius prieaugius,
t.y. wvisiems 0 < t1 < to pokyciy S(ta) — S(t1) pasiskirstymas priklauso tik
nuo skirtumo to — t1. Butent, bet kuriar Borelio aibei B teisinga lygybe

P(S(tg) . S(fl) c B) — e—)\(tz—tl) i (A(tQ - tl))kP (Xk: ZZ c B> ’

[
s k!
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kurioje A yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas.

/A Homogeninis Puasono procesas N (t) nepriklauso nuo atsitiktiniy dy-
dziy Z1, Zs, ..., o Sie dydziai nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Vadinasi,

P(S(t,) — S(t) € B)

N(t2)—N(t1)
= ]P’( >z EB)

(O E ze v )
= ]ip < : Z; € B,N(ty) — N(t;) = k)
- lip (Zk; Z: € B) P (N(ty) — N(t;) = k)

e~ At2—t) kz:% Wt?}; t1>>k]P’ (z: Z: € B)

2.3.3 Lema. Sakykime

N()

S(t) = Z Z;

yra sudétinis Puasono procesas, homogeninio Puasono proceso intensyvumas
yra A\ ir atsitiktinis dydis Zy turi baigting vidurky EZ,. Tada bet kuriam
teigiamam t

ES(t) = M EZ;.

A Naudodamiesi zinomomis atsitiktiniy dydziy vidurkiy ir salyginiy vi-
durkiy savybémis gauname

s - ()

= E (JE (NE%) Zi‘N(t)))
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= E <§:(k¢ EZl)H{Na)k})

k=0

= EZE (Z kﬂ{N(t)—k})
k=0

- EZ f: KP(N(t) = k)

k=0

= ()
= EZ e

1;(/%—1)!

2.3.4 Lema. Sakykime

yra sudétinis Puasono procesas, homogeninio Puasono proceso N(t) inten-
syvumas yra A, o atsitiktinis dydis Zy turt baigting antros eilés momentq
E(Z?). Tada bet kuriam teigiamam t

DS(t) = M E(Z}).

A Analogigkai, kaip 2.3.3 lemos jrodyme, gauname

E(S*(t) = E <J§)Zi)2)




ZE)E ((é Zi>2) P(N(t) = k).

Bet kuriam sveikam neneigiamam &

() - ot

= KE(2}) + k(k —1) (EZy)*
Todél
B(s0) = E(2) % g™
= (A)F

+ (IEZl)QkZ:% )
= E(2}) M+ (EZ)" (A)*.
Vadinasi, pagal 2.3.3 lema
D(S(t) = E(S*(t)) — (ES(t))* = Mt E(Z27).

2.4 Bankroto tikimybé klasikiniam
rizikos procesui

Sakykime procesas U(t) apraso draudiko valdomo turto kitima klasiki-
niame dinaminiame rizikos modelyje. Pagal (30) formule bet kuriam laiko
momentui ¢

Ult)=u+ct— ZZ
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ir tenkinamos tokios salygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu v = U(0) yra neneigiamas;

e draudiko patiriamos zalos Z;, Z5, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiami atsitiktiniai dydziai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vieneta c yra teigiamas;

e 7aly skaicius intervale [0,t] N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intencyvumu A;

e procesas N (t) ir atsitiktiniy dydZziy seka Z;, Z3, Z3, ... yra nepriklausomi.

Jeigu kuriuo nors momentu ¢ > 0 draudiko turto verté U(¢) nukrenta
zemiau 0, tai laikome, kad jvyko bankrotas. Laiko momenta, kai draudiko
turtas pirma karta nukrito Zemiau 0, vadiname bankroto laiku ir Zymime 7T}, ,,.
Aigku, kad T}, yra atsitiktinis dydis priklausantis nuo draudiko pradinio
kapitalo ir nuo kity klasikinio dinaminio rizikos modelio sudedamyjy daliy.
Be to

T inf{t > 0:U(t) <0},
o oo, jeigu U(t) > 0 visiems ¢ > 0.

Zemiau nubrézta charakteringa klasikinio rizikos proceso U (t) trajektorija
su bankrotu

Ut)

7 p
7 0

T1 TQ T3 T5 TG

Siame grafike, kaip ir 2.1 skyrelyje, T}, yra n-osios zalos pasirodymo laikas.
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Tikimybé, kad bankroto laikas baigtinis vadinama bankroto tikimybe ir
zymima simboliu ¢ (u). Taigi

P(u) = P(Thu < o0)

— P (U U < 0}>

_p (ggU(t) < 0) . (36)

Is 2.2.1 teoremos isplaukia, kad atsitiktiniai laiko tarpai tarp jvykusiy
zaly Wy =Ty, Wy =15 — T, W3 = T5 — T, ... yra nepriklausomi pasiskirste
pagal eksponentinj désnj su parametru A.

Antra vertus, procesas U(t) tiesiSkai auga intervaluose [1},,T,,11), n € N.
Vadinasi, bankrotas gali jvykti tik kokiu nors zalos pasirodymo momentu 7;,.
Todél bankroto tikimybe galima isreiksti ir kitaip:

Yu) = P <1nf U(T,) < O)

n>1

= P <1nf {u + T, — ZZ,} < 0)
i=1

n>1

= P <’1£f1 {u — i(Z, - cl/V,;)} < O)

i=1
=P (sup {Z(Z - cl%)} > u) (37)
n=1 i=1
Gautoji iSraiSka rodo, kad bankroto tikimybé klasikiniame dinaminiame

rizikos modelyje yra tam tikry atsitiktiniy dydziy sumy supremumo pa-
siskirstymo funkcijos uodega.

2.5 Grynojo pelno salyga

Sakykime draudiko valdomas turtas U(¢) kinta pagal (30) formule, t.y.
bet kuriam laiko momentui ¢

U(t) =u+ct — ZZ
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ir tenkinamos jprastinés klasikinio dinaminio rizikos modelio salygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu v = U(0) yra neneigiamas;

e draudiko patiriamos zalos Z;, Z5, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiami atsitiktiniai dydziai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vieneta c yra teigiamas;

e 7aly skaicius intervale [0,t] N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intencyvumu A;

e procesas N (t) ir atsitiktiniy dydZziy seka Z;, Z3, Z3, ... yra nepriklausomi.

Siame skyrelyje aptarsime atvejus, kada bankroto tikimybeé 1(u) nusakyta
(36) ir (37) formulémis lygi vienetui. I§ 2.2.1 teoremos iSplaukia, kad laiko
tarpai tarp zaly pasirodymy W, = T\, Wy = Ty, — T\, W3 = T3 — T5, ...
yra nepriklausomi pasiskirste pagal eksponentinj désnj su parametru A, t.y.
P(W; < 2) = (1 — e *)[{;50;. Nesunku suskaitiuoti, kad tokiam atsitik-
tiniam dydziui EW; = 1/A.

2.5.1 Lema. Jeigu klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje Zala Z;
turs baigting vidurky ir

EZ, — cEW, = EZ, — ; >0,

tai bankroto tikimybé 1(u) = 1 bet kuriai fiksuotai neneigiamai pradinio ka-
pitalo u retksmes .

A Pagal (37) formule fiksuotam u
(u) =P <sup {2:(ZZ - cVVJ} > u) .
nzl (=1

Pazymeékime
E(Zl — CWl) =u > 0.

Visiems pakankamai dideliems n (n > M, ,,)

P <i(Zi — W) > u> >P (f:(z,- — W) > n:)

i=1 i=1
1 n

= P(Z(Zi—cWi)—u> —M>.
n i 2

Is didziyjy skaiciy désnio isplaukia, kad
1 n
P (Z(Zl —W;) —p > —N> — 1.
n i 2
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Todél bet kuriam teigiamam e atsiras naturalusis M. > M, , toks, kad

P(Z(Zi—cI/VZ-) >u) >1—¢,
i=1
kai n > M..

Taigi bet kuriam teigiamam &

Y(u) =P (%(Zl —cW;) > u> >1—c.

=1

I paskutinio jverc¢io iSplaukia lemos tvirtinimas. A

Lemos 2.5.1 tvirtinimas gali buti sustiprintas salyga EZ; — cEW; > 0
pakei¢iant salyga EZ; — cEW; > 0. Taciau tokio naujo teiginio jrodymui
neuztenka didziyjy skai¢iy deésnio pritaikymo. Reikalinga gilesné vadinamojo
atsitiktinio klaidziojimo savybiy analizé. Tokj tvirtinima jrodysime sekan-
¢iame skyriuje, kuriame nagrinésime bendresnj dinaminj E. Sparre Andersen
rizikos modelj.

Taigi esant salygai EZ; — ¢cEW; > 0 bankroto tikimybé ¢ (u) = 1. Vadi-
nasi, ¢(u) gali buti mazesné uz vieneta tik tuo atveju, kai EZ; — cEW; < 0
Pastaroji salyga draudos matematikoje vadinama grynojo pelno salyga.

2.5.1 Apibrézimas. Sakykime patenkintos klasikinio dinaminio rizikos
modelio sqlygos, o Zalos Zy skirstinys turi baigting vidurks. Tada sqlyga

EZ, — cEW, = EZ, — % <0, (38)
vadinama grynojo pelno sqlyga.

Grynojo pelno salyga turi paprasta interpretacija. Butent, apibrézimo
salyga EZ; — cEW; < 0 reiskia, kad fiksuotam vienetiniam laiko tarpui gre-
siancios zalos vidurkis EZ; yra mazesnis uz vidutines draudiko pajamas gau-
namas per §j vienetinj laiko tarpa cEW;. Aisku, kad klasikiniame dinamini-
ame rizikos modelyje, parinkus

EZ,

Ew,

c=(1+9)
su teigiamu g, gausime klasikinj dinaminj rizikos modelj su patenkinta gryno-

jo pelno salyga. Teigiamas skaicius o tokioje situacijoje paprastai vadinamas
apsaugos koeficijentu.
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2.6 Pusiausvyros koeficientas

Siame skyrelyje apibrésime vadinamajj Lundbergo pusiausvyros koefi-
cijenta, kuris betarpiskai susijes su bankroto tikimybés v (u) jvertinimu i3
virSaus. Aptarsime atvejus, kada tas pusiausvyros koeficientas egzistuoja. I8
Zemiau pateikty sanprotavimy nesunku pastebéti, kad Lundbergo pusiausvy-
ros koeficientas klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje atlieka tokj patj
vaidmenj kaip (28) Lundbergo lygties sprendinys diskre¢iame dinaminiame
rizikos modelyje.

2.6.1 Apibrézimas. Sakykime Zalos skirstinys klasikiniame dinaminia-
me rizikos modelyje turi baigting eksponenting momentqg E (e”Zl) intervale
v € [0,7). Teigiamas lygties

AE <67'Z1> —A—cr =0, (39)
vadinamas pusiausvyros arba Lundbergo koeficijentu.

2.6.1 Lema. Sakykime kazZkokiam teigiamam -y
E (e”Zl> < 00,

visiems v € [0,7) ir
: vZ1\ __
ngl OE (e ) = 00.
Sakykime, be to patenkinta grynojo pelno sqlyga (38), t.y.

C
IEZl—X<O

Tada egzistuoja vienintelis teigiamas (39) lygties sprendinys r = R.
A Realiems r € [0, ) apibrézkime funkcija
g(r) = AE (e’"Zl) — X —cr.

Funkcija g(r) savo apibrézimo srityje yra baigtiné turi bet kurios eilés
isvestines, be to g(0) = 0.
I grynojo pelno salygos gauname

/

(9(r))r_g = A (]E (eTZI)) , €= MEZ, —c < 0.

r=
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Antra vertus,
(9(r))" = A(E (7)) = X [ y2edP(2, < y) > 0
0
visiems r € [0, 7).

Pagaliau atsizvelge j lemos antraja salyga, gauname

lim ¢g(r) = co.
r—y—0

I5 gauty funkcijos g(r) tyrimo epizody iSplaukia, kad funkcija g(r) turi
tokio pavidalo grafika.

g(r)

Is grafiko nesunku pastebéti, kad egzistuoja vienintelis teigiamas skaic¢ius
R, kuriam

g(R) = \E (eRZl) —A—cR=0.

2.6.2 Lema. Sakykime bet kokiam teigiamam v
E (e”zl) < 00,

patenkinta grynojo pelno sqlyga (38), ir atsitiktinis dydis aprasantis Zalg Z;
neissigimes taske 0, t.y.



Tada irgi egzistuoja vienintelis teigiamas (39) lygties sprendinys r = R.
A Lemos jrodymas panaSus j 1.6.1 lemos jrodyma. Bet kokiam realiam
r € [0,00) apibrézkime funkcija
g(r)=\E (erzl) — X —cr.

Kaip ir lemoje 1.6.1 funkcija ¢g(r) bet kuriam realiam r baigtiné ir turi
bet kurios eilés baigtines iSvestines. Analogiskai, kaip 1.6.1 lemoje:

(9()iey = A(E(e?)) _ —c=XEZ —c <0,

0D = ME@)) =2 [earE < 200
0

Kadangi zala Z; yra neneigiamas neiSsigimes taske 0 atsitiktinis dydis,
tai egzistuoja teigiami skaiciai € ir ¢, kuriems

P(Zy >¢)=q

Vadinasi, nagrinéjamu atveju

E (eer) _ /6ryd]P)(Zl < y) > /6ryd]P’(Z1 < y) > e'q
0 g

bet kuriam teigiamam 7.
Todél
lim g(r) > 7nlirglo()\er‘sq —A—cr) =o0.

r—o00

I§ surasyty funkcijos g(r) tyrimo rezultaty isplaukia, kad Sios funkcijos
grafikas turi tokj patj pavidala kaip 1.6.1 lemoje. Vadinasi, nagrinéjamu
atveju (39) Lundberg lygtis irgi turi vienintelj teigiama sprendini. JAN

2.6.1 Pavyzdys. Sakykime Zala Z, klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal eksponenting skirsting su teigiamu parametru o,

t.y.
P(Z <y) = (1—e ) Lz

Rasime pusiausvyros koeficijento R israiskq tokiai Zalai.
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A Kadangi bet kuriam r € [0, «)

o0

E(e%) = / eV AP(Z, < )
0

= a/e(T’a)ydy -

a—r1r’
0

tai patenkintos 1.6.1 lemos salygos ir (39) Lundberg lygtis

(67

A =A+eor

a—r
turi vienintelj teigiama sprendinj. Butent:

Aa = (A+cR)(a — R),
cR?+ (A —ca)R =0,

R2—<a—)\>R:0,
Cc

R=a——.
c
A

2.6.2 Pavyzdys. Sakykime Zala Zy klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal gama skirsting su parametrais n = 2 ir a« = 2,
t.q.

P(Z <y) = (1-e (1 - 29)) [0y,
o modelio apsaugos koeficientas 0 = 0.1. Rasime tokio rizikos modelio pu-
stausvyros koeficijentq R.

A Nagrinéjamu atveju bet kuriam r € [0, 2)

o0

E (erzl) _ /eryd]p(Zl <y) = 4/y€(r—2)ydy
0 0

4 4
— r=2yqy = ——
2—r 0/6 Y (2—1)?

Matome, kad 1.6.1 lemos salygos patenkintos, todél (39) Lundberg lygtis

4
A =Ater

(2—-7)2
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turi vienintelj teigiama sprendinj intervale [0, 2).
Nagrinéjamu atveju

Z

—11AEZ =11\
EW, !

c=(1+p)

Todél Lundberg lygtis ekvivalenti lygciai

Pertvarke Sig lygtj gauname, kad pusiausvyros koeficientas R turi tenkinti

lygtj
1.1R? —3.4R?> + 0.4R = 0.

Issprende Sia lygtj, gauname tris Saknis:
Ry =0, Ry =0.1225, R3 = 2.968.
Kadangi E (e’"Zl) egzistuoja tik tada kai r < 2, tai
R =0.1225 .

A

Norint jvertinti bankroto tikimybe nebutina tiksliai surasti pusiausvyros
koeficijento reikSme. Pakanka jvertinti §j pusiausvyros koeficijentg i§ virsaus.
Geriausia ta padaryti skaitiniais metodais. Toliau apraSysime vieng gana
gruby, tac¢iau labai paprastai skai¢iuojama pusiausvyros koeficijento jvertj.

Lygtj (39) pusiausvyros koeficijentui skai¢iuoti galima uzrasyti taip:

o0

Ater = /\/erydP(Zl <vy) .

0

Kadangi
1
eV >14+ry+ §(ry)2,

tai pusiausvyros koeficientas R turi tenkinti nelygybe
T 1
AR = A (1 + Ry + 2(Ry)2> dP(Z; < y)
0
1
= /\(1+RE21+2 R? EZ%).
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Taigi, jeigu pusiausvyros koeficientas egzistuoja, tai

2(c — AEZ,)

R <
AEZ?

(40)

2.6.3 Pavyzdys. Sakykime Zala Zy klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal gama skirsting su parametrais n = 2.5 ir o =
2.5, t.y.

2'5)2.5 Y

]P)(Zl < y) = (F( 5) /U1.5€72.5vdv7
0

o modelio apsaugos koeficientas o = 0.05. [sitikinsime, kad tokio rizikos
modelio pusiausvyros koeficientas R egzistuoja ir rasime jo jverts 18 virsaus.

A Po tam tikry skai¢iavimy galima jsitikinti, kad nagrinéjamu atveju
visiems r € [0,2.5)
z 25 \*?
E (™) = : .
() <2.5 - 7“)

Nesunku pastebeéti, kad Sis eksponentinis momentas tenkina 1.6.1 lemos
salygas. Vadinasi, nagrinéjamo modelio pusiausvyros koeficientas egzistuoja.
Kadangi

7
EZ, =1, EZ%:g

ir
c=(1+0)AEZ =105\,
tai pagal (40) formule

w — i — 0.0714.

<
s 7\/5 14

2.7 Lundberg nelygybé klasikiniam
rizikos procesui

Siame skyrelyje irodysime vieng klasikinj rezultata, vadinamaja Lundberg
nelygybe. Si nelygybé leidzia jvertinti bankroto tikimybe ¥ (u) klasikiniame
dinaminiame rizikos modelyje i$ virSaus tuo atveju, kai zalos skirstinys uztik-
rina pusiausvyros koeficijento egzistavima.
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2.7.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos jprastines klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqglygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu uw = U(0) yra neneigiamas;

o draudiko patiriamos Zalos Zy, Zy, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiami atsitiktiniar dydzZiai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vienetq c yra teigiamas;

e Zaly intervale [0,t] skaicius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intensyvumu A;

e procesas N ir atsitiktiniy dydziy seka 2y, Zo, Zs3, ... yra nepriklausoms.

Sakykime be to patenkinta grynojo pelno sqlyga (38):

c
EZ, — cEW, =EZ, — X < 0,
Zala Zy turi baigting eksponenting momentqg E (e’”Zl) kokiam nors teigiamam
T, ir egzistuoja pusiausvyros koeficientas R apibréztas (39) lygtimi:
AE (ef71) = X\ + cR.

Tada
Y(u) < exp{—Ru} (41)

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u.

A I8 (37) lygybés turime
k
(u) =P (Sup {Z(Zz - cVVZ)} > u) .
k=1 (=1

Bet kokiam naturaligjam n apibrézkime panaSius dydzius

Yo(u) = P (max {Zk:(Zi - cWi)} > u)

Isksn i1
= P (O {Zk:(ZZ —cW;) > u}) :

Toliau, taikydami indukcijos principa parodysime, kad visiems n ir u

Yn(u) < exp{—Ru} (42)

I§ Sios nelygybeés iSplaukia teoremos jvertis, nes bet kuriai pradinio kapi-
talo vertei u

lim ¢ (u) = ¢(u)

n—oo
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Jeigu n = 1, tai taikydami Markovo nelygybe, gauname

(u) = P(Zy—cWy >u)=P (eR(Zl’Cwl) > eR“>

< e*RuEeR(Z1ch1) — efRuEeRZ1 Eefchl
_ A _
= e RuEeRZ1 —e Ru‘
A+ cR

Sakykime, (42) jvertis teisingas kazkokiam naturaliagjam M. Parodysime,
kad tokiu atveju toks pats jvertis teisingas ir kai n = M + 1.
I8 tiesy:

eali) = (o {ﬁzi_cwi)}M)

1<kSM+1 | £
=1

= P(Zl —cWi > U)

k
+ IF’( max {Zl—cwl—}-Z(Zi—cVVi)}>u,Z1—cW1<u>

2<k<M+1 ‘
=2

== / dP(Zl — CW1 < y)

(u,00)

k
+ / P (Kgﬁrl {y + Z;(Zi - cWi)} > u) dP(Z, — Wy < y)
(—oo,u) i=

= / dP(Zl — CW1 < y)

(u,00)

k—1
+ / P (Kgfrg%l {y + ;(Zi — CVVZ')} > u) dP(Z, — W, < y)
(—o0,u] i=

= / d]P)(Zl — CW1 < y)

(u,00)

k
+ ( /]P<lgz>§4{;(2i—cW0} >u—y> dP(Z, — Wy <)

= / dP(Z; — Wi < y) + / Y (v —y)dP(Z) — Wy < y).

(u,00) (—o0,u]

Pagal indukcijos prielaida antrasis integralas nevirsija

/ e BU=vAP(Z, — Wy < y).

(—oo,u]
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Tuo tarpu pirmasis integralas akivaidziai nevirsija dydzio

e Bu=0dP(Z, — Wy < y).

(u,00)
Vadinasi,
bun() < [ e TIAR(Z - Wy <)
— e RuR (GR(Zl—cwl))
— 67RUE€RZ1L e*Ru.

)\—l—cR:

Pagal matematinés indukcijos principa gauname, kad (42) nelygybeé tei-
singa visiems naturaliesiems n ir visoms pradinio kapitalo u reikSmeéms. Tuo
paciu, kaip minéta, teisingas (41) jvertis. A

2.7.1 Pavyzdys. Sakykime Zala Z, klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirsciusi pagal eksponenting skirsting su teigiamu parametru o,
t.y.

P(Z, <y) = (1 — e‘ay) Ty>0y,

o premijy surinkimo greitis

EZ,
EW,

=(1+@)A

su tam tikru teigiamu apsaugos koeficijentu o. Rasime bankroto tikimybés
jverty aprasytame modelyje.

A T8 2.6.1 pavyzdzio turime, kad

A
R=oa——.
c
Kadangi nagrinéjamu atveju
A
= (1 -z
c=(1+0)—,
tai
o 0

= 0 — = .
14+ 14+
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Vadinasi, pagal (41) nelygybe

Y(u) < exp{—a

u}

bet kuriai pradinio kapitalo vertei w. A

0
140

2.8 Defektyvi atstatymo lygtis
bankroto tikimybei klasikiniame
dinaminiame rizikos modelyje

Ankstesniame skyrelyje gavome bankroto tikimybeés ¢ (u) jvertj i§ virSaus.
Tolimesniam funkcijos ¢)(u) elgesio tyrimui reikalinga vadinamoji atstatymo
lygtis Siai funkcijai. Siame skyrelyje iSvesime butent tokia lygtj.

2.8.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos jprastinés klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqlygos, Zala Zy turi baigting vidurk; m = KZ; ir
absoliuciai tolydzig pasiskirstymo funkcijg F(y) = P(Z; < vy). Sakykime, be
to, patenkinta grynojo pelno sglyga mA < c.

Tada bankroto tikimybé ¥ (u) bet kuriai neneigiamai pradinio kapitalo
vertei u tenkina tokiq atstatymo lygts

u

) = m(l—l /(1—F<y>>dy)

m
0

+ —/Mu—WG—F@WM (43)

A Bet kuriai pradinio kapitalo u vertei pazymime

pu) =1 —(u).

Funkcija ¢(u) dazniausiai vadinama ilikimo tikimybe.
I8 (37) formulés turime

o) = P(sup{i%—cm}gu)

nzl (=1

—1

= IP’( (Z; — cW;) < u visiems n > 1) )
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Pasinaudodami klasikinio dinaminio rizikos modelio prielaidomis, gau-
name

plu) = P( (Z; — cW;) < w visiems n > 2, 7 — cW; < )

M- -

= IP’( (Z; — W;) < u— Zy + W, visiems n > 2Z1—CW1\>
=2

— /( / IP’(Z ; — W) u—y+cvv1s1emsn>2)

[0,00)  [0,u+cv) =2

o,
=
N

1< y)>dP(W1 <)
= / < / <i u—y+cvv151emsn>1>

[0,00)  [0,u+cv) =

dP(Z1 < y)>dP(W1 <)

—

= A 76)‘” / o(u+ cv —y)dF(y) | do.

0,u+cv)
Atlike kintamyjy pakeitimg z = u + cv, i§ paskutinés lygybés gauname

[e.e]

o) =2 e [ | [ ol - yarw) | a- (44)

w [0,2)

Kadangi pasiskirstymo funkcija F(y) turi tankio funkcija, tai funkcija

| #lz—yarw) /wz— Y)AF(y)

[0,2)

yra tolydiné. I§ (44) lygybés isplaukia, kad iSgyvenimo funkcija o(u) yra
diferencijuojama ir

, AMA‘” e
O'(u) = Eeczu c(/gpz— )dF())dz
—»5e%e%? (u— y)dF(y)
c
A o) = [



Paskutine lygybe suintegrave intervale [0, w], gauname

w

o) —9(0) = > [ plu)du—2 ( ol — y>dF<y>) du.

0

Pritaike integravimo dalimis formule, pasinaudoje funkcijos ¢(u) diferen-
cijuojamumu ir lygybe F(0) = P(Z; < 0), turime

66



o>

jw — F(y))dy.

Is paskutinés lygybés iSplaukia, kad bet kuriai neneigiamai pradinio ka-
pitalo vertei u

plu) = p0) + 2~ [ olu—y)(1 — Fly))dy. (15)

Remiantis didziyjy skaiciy désniu, beveik visur

1 & A —
ﬁ%gzwpdm:ma—mmzmkc

=1

< 0.

Vadinasi, beveik visur

sup Z — W)

n>1 i=1
ir

dim o(u )="P <sup {zn:(ZZ - cVVJ} < oo) = 1.

nzl =1

Lygybéje (45) peréje prie ribos, kai v — oo, gauname

1= - llm o(u—y)(1 — F(y))dy. (46)

cC uaoo
Kadangi
/ y))dy = m < oo,
0

tai (46) lygybéje galima pereiti prie ribos po integralo Zenklu. Butent

lim [ o(u—y)(1 = F(y))dy

U—00

U—00

= Jim [ Tyenelu—y)(1 - Fy)dy

o

= [~ Fy)dy=m
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Taigi i8 (46) lygybeés isplaukia

0(0) = 1—7.

Sig israiska jstate j (45) lygybe, gauname

o N

plu) =1~ — Tt p(u—y)(1 = F(y))dy.

Taciau bet kuriam neneigiamam u

olu) =1 —(u).
Todeél
Amo AT
L= () = 1= 22+ 2 [ = wu—y) (1 = F(y)dy.
Arba

1 u
—/1— dy)
m

0

/w(—wu—F@Wm

o>

A
Atstatymo lygtis bankroto tikimybei gali buti uzrasyta ir kitokiais pavi-
dalais. Aptarsime kelis tokius lygé¢iy pavidalus.
Jei neneigiamos atsitiktinés zalos Z; skirstinys turi baigtinj vidurkj m =
EZ; ir pasiskirstymo funkcija F'(y) = P(Z; < y), tai funkcija

1 Yy
p=1fa-re
m
0
yra pasiskirstymo funkcija. Be to §i pasiskirstymo funkcija absoliuc¢iai tolydi
ir
1
dFy(y) = —(1 = F(y))dy.

Istate turimas iSraiskas j (43) lygybe, gauname tokia atstatymo lygtj
bankroto tikimybei:

blu) = A?<LJH) /ww—wwww) (47)
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Esant patenkintai grynojo pelno salygai,

EZ,

c=(1+ Q)]EVVl

= (14 0)Am

kazkokiam teigiamam apsaugos koeficijentui o. Vadinasi, (43) lygtj galima
uzraSyti ir taip:

vlw) =1

(1 — Fr(u) + /z,/‘)(u - y)dFI(y)) (48)
0
Daznokai atstatymo lygtis bankroto tikimybei vadinama defektyvia at-
statymo lygtimi. Paaiskinsime tokio pavadinimo priezastj. Paskutinis at-
statymo lygties pavidalas (48) gali buti perrasytas taip:

1

o) = 1 (= )+ vt a (]

+o

FI(Z/)) |

Nesunku pastebéti, kad lygtyje integruojame pagal nemazéjancia tolydzia
funkcija F7(y)/(1 + o), kuri néra pasiskirstymo funkcija, nes

Fr(y) !

=—x<1
140

lim
y—oo 1 4 p

Norint pabrézti §j fakta atstatymo lygtis bankroto tikimybei vadinama
defektyvia.

2.9 Laplace-Stieltjes transformacija ir jos savybés

Ankstesniame skyrelyje gavome defektyvia atstatymo lygti bankroto tiki-
mybei klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje. Norint surasti mus domi-
nancig bankroto tikimybe reikia ta atstatymo lygtj iSspresti. Vienintelis zino-
mas metodas tokioms lygtims spresti remiasi Laplace-Stieltjes transformacijy
panaudojimu. Siame skyrelyje apibrésime Laplace-Stieltjes transformacijas
ir aptarsime tokiy transformacijy savybes.

2.9.1 ApibréZzimas. Sakysime funkcija G priklauso klaseir G, jeigu G at-
vaizduoja realiy skaiciy aibe R j intervalg [0, 00), G yra nemaZéjanti, aprézta,
tolydi i§ desinés ir G(x) = 0 visiems neigiamiems .

69



Nesunku pastebéti, kad funkcija G priklauso klasei G tada ir tik tada,
kai egzistuoja neneigiama konstanta C' ir neneigiamo atsitiktinio dydzio pa-
siskirstymo funkcija Fg, kuriems G(z) = C'F¢(z).

2.9.2 Apibrézimas. Funkcijos G € G Laplace-Stieltjes transformacija
vadinama funkcija
G(s) = / e *YdG(y), s € C.

[0,00)

Aisku, kad bet kuriai funkcijai G € G Laplace-Stieltjes transformacija yra,
apibrézta visiems kompleksiniams s, kuriems s > 0.
Bet kuriai funkcijai G € G galima surasti

og =info: / e dG(y) < oo
[0,00)
Aisku, kad o¢ > 0, o funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija G(s) yra
analiziné funkcija intervale (og, 00). Skaifius o paprastai vadinamas funkci-

jos G' Laplace-Stieltjes transformacijos abscise.
Jeigu F¢ yra neneigiamo atsitiktinio dydzio { pasiskirstymo funkcija, tai

Fe(s) = / e YdFe(y) =E (e‘sg) .
[0,00)

Bet kuriai nenulinei funkcijai G € G galima surasti konstanta C' ir ne-
neigiama atsitiktinj dydj &, kuriems G(u) = CF¢(u). Vadinasi, bet kuriai
funkcijai G € G

G(s) = / e YdCF(y) = CE (€_S£> :

[0,00)

2.9.1 Pavyzdys. Rasime funkcijos G(y) = ljooo)(y) Laplace-Stieltjes
transformacijq.

A\ Pagal apibrézima visiems kompleksiniams s

G(s) = / e ¥dlp o) (y) = e "1 —0) = 1.
[0,00)
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2.9.2 Pavyzdys. Sakykime F yra eksponentinio skirstinio su parametru
X pasiskirstymo funkcija, t.y. F(y) = (1 — e‘Ay) Iy=01 Rasime Sios funkcijos
Laplace-Stieltjes transformacijq.

A Pagal apibrézima

G(s) = / e *d (1 — e*)‘y) = / e~y qy

[0,00) [0,00)
B 6—(s+>\)y 00 B Y
B s+A o s+A
kompleksiniams skai¢iams s su savybe Rs > —\ . A

2.9.3 Pavyzdys. Sakykime F' yra Puasono désnio su teigiamu parametru
A pasiskirstymo funkcija, t.y.

k
F(y)zZz,e g

keN
k<y

Rasime $Sios funkcijos Laplace-Stieltjes transformacijg.

A Bet kokiam kompleksiniam skaiciui s

. )\k L )\k
_ —sy —ks?\  —
G(s) = / e ¥d kEGN X E e
[0,00) k<y

_ Z )\e's) Alems-1)

A
Toliau Siame skyrelyje pateiksime pagrindines Laplace-Stieltjes transfor-
macijos savybes.

2.9.1 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transforma-

cijg G kompleksiniy skaiciy aibés srityje {Rs > o} U{Rs > 0}. Tada bet
kuriai teigiamar konstantai a lygybe

aG(s) = aG(s)
teisinga visiems kompleksiniams s 1§ minétos srities.

A Lemos tvirtinimas iSplaukia i$ lygybés
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aCi(s) = / e~d(aG(y)) = a / “VAG(y) = ali(s).

[0,00) [0,00)

A

2.9.2 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cijg Gy kompleksiniy skaiciy aibés srityje {Rs > oq, YU{Rs = 0}, o funkcija
Gy € G turi Laplace-Stieltjes transformacijg Gs kompleksiniy skaiciy aibés
srityje {Ns > 0g,} U{Rs > 0}. Tada funkcija G + Go turi Laplace-Stieltjes
transformacijq srityje Rs > max{og,,0q,} U{Rs = 0}, be to Sioje srityje

~ ~

G+ Ga(s) = Gi(s) + Ga(s).

A Kadangi funkcija Gy + G2 € G, tai lemos tvirtinimas iSplaukia i$
Lebesques-Stieltjes integralo savybiy. IS tiesy, bet kuriam fiksuotam kom-
pleksiniam s i§ srities $ts > max{og,, 06, } U {Rs > 0}, turime

CrvGals) = [ ea((Gr+G)(w)

— 0/ %{esy}([l&(él—i—Gg)(y))—i-io/ S{e}d((Gr+ G ()
- [7/)%{esy}dG1(y)+ / é)%{e[s;’})dGa(y)

+ [[’0/)) S {e v} dGi(y) [7[0)/) S {em} dGa(y)

S A SRR

- [O’/) (R{e™} +is{e™})dGaly)

~

= Gi(s) + Gy(s).
A

2.9.3 Lema. Sakykime funkcija Gi € G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cijg G1 kompleksiniy skaiciy aibés srityje {Rs > og, }U{Rs = 0}, o funkcija

72



Gy € G turi Laplace-Stieltjes transformacijg Go kompleksiniy skaiciy aibés
srityje {Rs > og,} U{Rs > 0}. Tada funkciju Gy ir Gy sqsuka

x

G1 % Go() = /Gl(x —y )dGs(y)

0

turi Laplace-Stieltjes transformacijq srityje {Rs > max{og,,0a,}} U {Rs >
0}, be to Sioje srityje

Gr # Ga(s) = Gi(s) - Ga(s).

A Jeigu bent viena i§ funkcijy Gy, Gy yra nuliné, tai lemos tvirtinimas
akivaizdus. Jeigu abi funkcijos G, G5 yra nenulinés, tai egzistuoja konstan-
tos C1, Cy ir neneigiami atsitiktiniai dydziai &, &, kuriems

Gi(y) = CiFe, (y), Galy) = Cale,(y).
Nesunku pastebeti, kad
G+ Gy = C1Cy Fe, * Fy,.
Todél pagal 2.9.1 lema
G1 + Ga(s) = C1Cy Fy, % Fiy(s).

Pasiskirstymo funkcijy sasuka yra lygi atsitiktinio dydzio & + & pa-
siskirstymo funkcijai, kai &; ir & yra nepriklausomi. Pasinaudoje nepriklau-
somy atsitiktiniy dydziy sandaugos vidurkio savybe, gauname

—

Fe x Fe(s) = E (6_5(£1+§2)> =K (6_8516_552>
= E(e7)E (%) = Fg (5)Fa(s)

visiems kompleksiniams s i§ srities {fs > max{og,,00,}} U {Rs > 0}.
Dar karta pasinaudoje 2.9.1 lema, gauname

GrxGa(s) = C1CyFp, x Fey(s) = C1Fe (5)CaFe (s)
= Gl(S) . GQ(S).
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2.9.4 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cijq G kompleksiniy skaiciy aibés srityje {Rs = 0}. Kompleksiniy skaiciy
aibés srityje Ns > 0 Laplace-Stieltjes transformacija yra analiziné funkcija,
be to, bet kuriam naturaligjam n

G = (=1 [ yrea(G)).

,O0

Jeigu G egzistuoja kompleksiniy skaiciy srityje {Rs > og} kaZkokiai
neigiamai konvergavimo abscisei oq, tai uzZrasytogi lygybé teisinga visiems
s 1§ Laplace-Stieltjes transformacijos egzistavimo srities

A Trodysime pirmaja lemos dalj, kai o = 0. Atvejis 0 < 0 nagrinéjamas
analogiskai.

Pradzioje jrodysime, kad funkcijos G € G Laplace-Stielties transformacija
yra analiziné funkcija. Tuo paciu jrodysime lemos lygybe kai n = 1.

Bet kuriems kompleksiniams s (s > 0) ir h (h # 0)

G(s+ h) — G(s) e~ (sth)y _ e=sy
-/ A(G(y))
h h
[0,00)
e =1
= [ et aGw). (49)
[0700)
Bet kokiam kompleksiniam A ir realiam y > 0
e — 1] < [hfyel". (50)

Kai |h| < Rs, integralas

[ e

[0,00)

Ihlyd (G(y))

yra baigtinis. Pagal Lebesque teoremg apie peréjima prie ribos po integralo
zenklu i§ (49) lygybés gauname kad bet kuriam kompleksiniam s su teigiama
realigja dalimi egzistuoja

N e—hy _
Y = [ emim© "1 aew)

h—0 h
[0,00)

= — [ ey dGy).

[0,00)
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Taigi Funkcija G(s) analiziné ir teisinga lemos lygybé kai n = 1. Jrodysi-
me lemos lygybe kitiems naturaliesiems n. Sakykime, lemos lygybé teisinga
kazkokiam naturaliagjam n = N. Tada kompleksiniams s, h (Rs > 0,h # 0)
turime

{G(s + ™ — {G(s)}™)
h

= ()Y [ et Raew))

[0,00)

I5 (50) jvertinimo iSplaukia, kad paskutinéje lygybéje galima pereiti prie
ribos kai h — 0 po integralo zenklu. Vadinasi,

[GIND = (-)¥ [ e (Gly)).
[0,00)

Pagal matematinés indukcijos principg gauname, kad lemos lygybe tei-
singa visiems naturaliesiems n. Lema jrodyta. A

2.9.5 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transfor-
macijg G kompleksiniy skaiciy aibés srityje {fs > og} U{Rs > 0}. Bet
kuriam kompleksiniam skaiciui s su sglyga Rs > 0 teisinga lygybé

G(s)

S

= / e YG(y)dy.

[0,00)

A Pagal 2.9.2 apibrézima bet kuriam kompleksiniam s su teigiama rea-
liaja dalimi
G(s) = / e~ AG(y).
[0,00)
Kadangi funkcija G aprézta ir G(—0) = 0, tai uzraSytajai lygybei pritaike
integravimo dalimis formule, gauname

oo

Gs) = e ™G(y)

- [ e
[0,00)

= s / e G (y)dy.

[0,00)

-0
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2.9.6 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transfor-
macijg G kompleksiniy skaiciy aibés srityje {fs > og} U{Rs > 0}. Bet
kuriam teigiamam realiam skaiciui a funkcijai F(x) = G(z/a) lygybé

G(as) = F(s).
teisinga visiems kompleksiniams s su sqlyga {Rs > %€} U {fs > 0}.

A Bet kuriam kompleksiniams s € {fts > og} U {Rs > 0}

G(s) = / e=1dG(y)

[0,00)

Vadinasi, kompleksiniams s € {Jts > 2¢} U {Rs > 0}

F(s) = / eVAF(y) = / e’sde(%)

[0,00) [0,00)
= / e *dG(z) = G(as).
[0,00)

A

2.9.7 Lema. Sakykime funkcija G € G turi Laplace-Stieltjes transfor-

macijg G kompleksiniy skaiciy aibés srityje {Rs > o} U {Rs > 0}. Bet
kuriems realiems a,b ir bet kuriam o > 0 teisinga lygybé

B B o+1iT bs _ pas
GO +Gb-) G +Glaz) 1 / C T8 Gis)ds.
9 2 T—o0 2771 o S

Jeigu Laplace-Stieltjes transformacijos konverguimo abscisé o yra nei-
giama, tai uZrasytoji lygybé teisinga bet kuriam o > og.

A Nagrinésime atvejj, kai Laplace-Stieltjes transformacijos abscisé o¢
yra neigiama. Siuo atveju Laplace-Stieltjes transformacija G egzistuoja bet
kuriam kompleksiniam skai¢iui su savybe s > o4. Atvejis o¢ = 0 nagriné-
jamas analogiskai.

Bet kuri nenuliné funkcija G € G gaunama i§ pasiskirstymo funkcijos
padauginant ja i$ kokios nors konstantos. Vadinasi, pakanka lemos lygybe
irodyti bet kokiai pasiskirstymo funkcijai G.

Siuo atveju
G(—iv) = / AAG (y)

[0,00)
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yra pasiskirstymo funkcijos G charakteristiné funkcija.

Tikimybiy teorijoje gerai zinoma apvertimo formulé charakteristinéms
funkcijoms (ziurékite, pavyzdziui, [1] 246-252 psl.). Pagal §ia formule bet
kuriems realiems a, b turime

G) + Gb—)  Gla) + Gla—)

= Jm | 6;6 G(s)ds. (51)

Taigi lemos lygybé teisinga kai o = 0. Toliau laikysime, kad o # 0.

Paskutinio integralo pointegriné funkcija yra analiziné kompleksiniy skai-
¢iy aibeés srityje {s € C: Rs > 05 }. Kompleksinio kintamojo funkcijy teori-
joje gerai zinomas faktas, kad analizinés funkcijos integralas uzdaru konturu
lygus nuliui (ziurékite, pavyzdziui, [2|). Vadinasi,

bs __ pas
/% G(s)ds =0, (52)
r

kur I' yra vienas i$ kontury pavaizduoty brézinyje

v , v
o+iT iT ir o+iT
oG 0 Z 0 Z
o—iT —iT —iT o—1iT

Abiejy tipy konturai nagrinéjami analogiskai. Todél plac¢iau nagrinésime

LJ. Kubilius. Tikimybiy teorija ir matematiné statistika. Vilnius, 1980.
2A. Nagelé, L. Papreckiené. Kompleksinio kintamojo funkcijy teorija. Vilnius, 1996.
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tik pirmo tipo kontiira. Siuo atveju i§ (52) lygybés gauname

o+iT iT
1 6bs — % 1 ebs — %
— [ 2 G(s)ds = — / % G(sd
2mi ./ 5 (s)ds 2mi 5 (s)ds
o—iT —iT
—iT o+iT
1 ebs — et 1 ebs — et
— — G(s)ds + — / —— G(s)d 53
2mi /_T s (s)ds + 2mi A s (s)ds (53)

su o < 0.
Paskutinés israiSkos prieSpaskutinis integralas gali buti jvertintas taip:

0 . .
1 eb(:l‘—lT) _ ea(a:—lT N
— G(x —iT)d
/ v —il (z=iT)de

0
1 br el

e ~

< — [ T8 G —ir
o ) Jo —1iT] Glo —iT)|dz

1 P de lo|
< —G0) [ < ZG(0).
260) [ o < 70)

Kadangi @(0) < oo, tal i§ gauto jvercio iSplaukia, kad prieSpaskuti-
nis (53) iSraiskos integralas artéja j nulj, neapréztai augant 7. Paskutinis
(53) israiskos integralas vertinamas analogiskai. Taigi jis irgi artéja j nulj
neapréztai augant 7. Vadinasi, i8 (51) ir (53) formuliy iSplaukia lemos tvir-
tinimas. A

~2.9.8 Lema. Sakykime funkcijos Gy ir Go priklauso klasei G. Jeigu
G1(s) = Ga(s) visiems s € {s € C: Rs > 0}, tai G1 = Gs.

A Lemos teiginys yra 2.9.7 lemos i$vada. A

2.9.9 Lema. Jeigu funkcijy seka G, € G konverguoja nenuling funkcijq
G kiekviename jos tolydumo taske, ir G,(co) — G(00), tai G,(s) — G(s)
visiems kompleksiniams s € {s € C: Rs > 0}.

A Funkcijos Re™ [ Je™® yra tolydzios ir apréztos (y > 0 atzvilgiu)
nagrinéjamiems kompleksiniams s. I8 vienos Helly teoremos (7iurékite, pa-
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vyzdziui, [1], 233-234 psl.) isplaukia, kad

/?R{e‘sy}dGn(y)H / %{e‘sy}dG(y),

[0,00) [0,00)

/%{e’sy}d(}’n(y)ﬁ / %{e’sy}dG(y).

[0,00) [0,00)
Vadinasi, G, (s) — G(s) visiems nagrinéjamiems s. A

2.9.10 Lema. Sakykime visiems kompleksiniams s i§ aibés {s € C :
Rs > 0} funkcijy Gy, € G Laplace-Stieltjes transformacijos Gy (s) konverguoja
j kokig nors funkcijq G(s) tolydzig taske s = 0 su savybe G(0) # 0. Tada
aibéje G egzistuoja funkcija G, kuriai G, (x) — G(x) visuose ribinés funkcijos
tolydumo taskuose. Be to, G yra funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija.

A T8 lemos salygos turime, kad
G, (0) — G(0).

Kadangi G,(0) = G,(c0) ir G(0) = C' > 0, tai pakankamai dideliems
n funkcijos G, yra nenulinés. Vadinasi, G, (x) = C,,Fg, (x) kazkokiems ne-
neigiamiems atsitiktiniams dydziams &, ir nenulinéms konstantoms C,, =
G (0) = Gy (0).

Atsitiktiniy dydziy &, charakteristinés funkcijos

peli) = [ enar, () =

[0,00)

pagal lemos salygas bet kuriam realiam v konverguoja j tolydzia taske 0
funkeija G(iv)/C. Pagal tikimybiy teorijoje gerai zinoma tolydumo teorema
charakteristinéms funkcijoms (ziarékite, pavyzdziui, [1], 258-260 psl.) gau-
name, kad pasiskirstymo funkcijos F¢, konverguoja j kazkokia pasiskirstymo
funkcija F' jos tolydumo taskuose. Vadinasi, bet kuriame funkcijos G(z) =
CF(x) tolydumo taske

Gp(z) = C,F, () — CF(z) = G(z).

Pagaliau pagal 2.9.9 lema Sios funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija
yra GG. Lema jrodyta. A

1J. Kubilius. Tikimybiy teorija ir matematiné statistika. Vilnius, 1980.
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2.10 Bankroto tikimybés iSraiska
sudétine geometrine tikimybe.

Kaip visame visame Siame skyriuje sakykime, kad draudiko valdomas tur-
tas U(t) kinta pagal (30) formule, t.y. bet kuriam laiko momentui ¢

Ut) =u+ct — ZZ

ir tenkinamos jprastinés klasikinio dinaminio rizikos modelio salygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;

e draudiko patiriamos zalos Zi, Z5, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiami atsitiktiniai dydziai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vieneta c yra teigiamas;

e 7aly intervale [0, t] skai¢ius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intensyvumu A;

e procesas N ir atsitiktiniy dydziy seka 71, Zs, Zs, ... yra nepriklausomi.

Kai zalos Z; pasiskirstymo funkcija F' yra absoliuciai tolydi, EZ; = m
yra baigtinis ir tenkinama grynojo pelno salyga mA < ¢ skyrelyje 2.8 buvo
surasta defektyvi atstatymo lygtis bankroto tikimybei ¢(u). Butent 2.8.1
teoremoje buvo gauta, kad (ziurékite (48))

| 1 [
Vi) = (1 = P+ [ vt y)dF1<y>> ,
kur c
=——1
e m

yra teigiamas apsaugos koeficientas, o pasiskirstymo funkcija

LY
~Lfa-
m
0
visiems y = 0.
Siame skyrelyje naudodamiesi Laplace-Stieltjes transformacijos savybeé-
mis gausime bankroto tikimybés israiska sudétine geometrine tikimybe.

2.10.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos jprastines klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqlygos, Zala Zy turi baigting vidurk; m = EZ; ir
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absoliuciai tolydzig pasiskirstymo funkcijo F(y) = P(Z1 < y). Sakykime, be
to, patenkinta grynojo pelno sglyga mA < c.
Tada bet kuriam neneigiamam pradiniam kapitalui v bankroto tikimybé

W(u) i F;‘” w). (54)

Cia:
C
- ——1
Q )\m Y
1 u
A = — [(0=F()d, y>0,
0

Fr™ Zymi n-qjq pasiskirstymo funkcijos Fy sqsukq su pacia savimi, o F7™(u) =
1 — F"(u).

A Esant patenkintoms teoremos salygoms bankroto tikimybeé (u) bet
kuriam neneigiamam v tenkina (48) formule:

() = li (1—FI —i—/z/zu— )dFI()).

Vadinasi, i8likimo tikimybé ¢(u) = 1 — ¢ (u) bet kuriam neneigiamam u
tenkina lygybe

pu) = 4T () + 1+Q/¢u— Y)dFi(y).

Funkcija ¢(u) priklauso klasei G. Tegul @ yra islikimo tikimybés Laplace-
Stieltjes transformacija, o F yra pasiskirstymo funkcijos F; Laplace-Stieltjes
transformacija. Pasinaudoje Laplace-Stieltjes transformacijos savybémis (7r.
2.9.1 pavyzdj ir 2.9.1, 2.9.2, 2.9.3 lemas) i§ paskutinés lygybés gauname, kad
visiems kompleksiniams skai¢iams su neneigiama realigja dalimi




Sakykime 7y, 19, ... yra nepriklausomi, visi pasiskirste pagal pasiskirstymo
funkcija [ atsitiktiniai dydziai. Naudodami tas pacias Laplace-Stieltjes
transformacijos savybes (7r. 2.9.1, 2.9.2, 2.9.3 ir 2.9.9 lemas) gauname, kad
funkcijos

I+o

2 ( Z 1+n2+---+nn<U)>-

Laplace-Stieltjes transformacija irgi lygi

0 > 1 —~ \n

n=1

bet kuriam kompleksiniam skai¢iui su neneigiama realiaja dalimi.
Is 2.9.8 lemos isplaukia, kad

0 = 1
W) = 2 (Toay (W) + S —— PO + 10+ .+ 1y < 1) | -
o(u) 1+g<[°’ ) (w) ,;(H—@n (m 4 n2 " ))

Todél bet kuriam neneigiamam u

Y(u) = 1—p(u)
= 1- +n+ ...+, <u
1+Q< g 771 Up) n ))
0 0 & 1
= 1-— — 1—-Pm4+n+..+n,>u
I~ 1

- L5

Plmi4+n+...4+n0,>u

[e'e] 1 L
- 2y T (u).

Teorema jrodyta. A

2.10.1 Pavyzdys. Sakykime tenkinamos visos iprastinés klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqlygos, Zala Zy turi eksponenting pasiskirstymaq su
parametry o

Fy) =P(Z1 <y) = (1 - ) L0

i patenkinta grynojo pelno sqlyga:

EZ,
— (1
c (+Q)EW1

=(1+0)2
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su kazZkokiu teigiamu apsaugos koeficientu o. Rasime bankroto tikimybés
1Sraiskq aprasytu atveju.

A Pagal (54) formule bet kuriai neneigiamai pradinio kapitalo reiksmei u

_ 0 ¢ I ==
o) = 5 T,

Norint panaudoti 8ig formule, reikia rasti dydziy F}"(u) iSraiskas.
Nesunku pastebéti, kad bet kuriam neneigiamam x

1 x
Fi(z) = EZ. /e_o‘ydy =1—e%=F(z).
0

Fi'e) = F2@) = [ Flo—y)dF(y)

0
x

- [l e)

0
T T

= a/e—aydy — oz/e—ozxdy
0 0
= l—e*—aze ™
= 1—e (14 ax),
Fii(z) = F*(x)
2
_ 1_€_ax<1+a$+(aﬁ) )

2!

Matematinés indukcijos metodu nesunku jrodyti, kad bet kuriam natura-
ligjam n.

F/"(z)=F"(x)=1—c¢ kz_:o(k!)

Vadinasi, bet kuriam naturaligjam n ir bet kuriam neneigiamam u

T —ou = (au>k
Fii(u)=e "> B
k=0 :
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Siuos paskaiciavimus jstate j (54) lygybe gauname

0 00 1 B n—1 (au)k
Y(u) = e -
() 1+9,§1(1+@)” kz:;] k!
_ 0 e i 1 "z_:l (au)k
l+o m(0+0" i K

_ o™ i(au) 3 1

l+o = K 55, (0+0)"

au 1

_oe i (au)* argFm
140 f= Kk 1-4

140
—au 00 (ﬂ)k
€ 1+o

B 1+g,;) !

= Lexp ——2 o
1+0o 1+0 '

2.11 Bankroto tikimybés asimptotika
"lengvoms" Zaloms.

Ankstesnio skyrelio 2.10.1 pavyzdyje nustatéme bankroto tikimybe kla-
sikiniame diskretaus laiko rizikos modelyje esant eksponentinéms Zzaloms.
Eksponentinis pasiskirstymas yra vienas i§ pasiskirstymy turinciy baigtinj
eksponentinj momenta.

Jeigu atsitiktinés zalos Z; pasiskirstymo funkcija F'(z) tenkina lygybe

lim F(z)e"™ =0

T—00
kokiam nors teigiamam v, tai zala Z; daznai vadinama "lengva". O jeigu bet
kuriam teigiamam v

lim F(z)e"™ = oo,

r—0o0
tai zala atitinkanti pasiskirstymo funkcija F'(z) vadinama "sunkia". Aigku,
kad eksponentiskai pasiskirs¢iusi zala nagrinéta 2.10.1 pavyzdyje yra "len-

gva'. Be abejo yra ir daugiau "lengvy" skirstiniy. Bet kuris skirstinys su
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baigtine atrama, bet kuris skirstinys iS gama skirstiniy grupés, bet kuris
vienpusis normalusis skirstinys priklauso "lengviems" skirstiniams.

Pasirodo, kad labai placiai "lengvy" skirstiny aibei galioja bankroto tiki-
mybés asimptotika analogiSka lygybei gautai 2.10.1 pavyzdyje.

2.11.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos jprastinés klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqglygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu v = U(0) yra neneigiamas;

o draudiko patiriamos Zalos Zy, Zy, 43, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiami atsitiktiniar dydZiai;

e premijy surinkimo greitis per laiko vienetq c yra teigiamas;

e Zaly intervale [0,t] skaicius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intensyvumu \;

e procesas N ir atsitiktiniy dydZiy seka Zy, Zy, Z3, ... yra nepriklausoms.

Sakykime, be to, patenkinta grynojo pelno sqlyga (38):

EZ, — cEW, = EZ; — ; <0,

absoliuciar tolydi Zala Zy turi baigting eksponenting momentqg E (e’"Z1> kokiam
nors teigiamam r, egzistuoja pusiausvyros koeficientas R apibréztas (39) lyg-
timi:

AE (eRZl) = X+ cR.
wr -

/xeRxF(x)dx < 0.

0

Tada pradiniam kapitalui v neapréztar augant

Y(u) ~ D exp{—Ru} (55)

D= (Q}; 7xeR"”F(:L‘) dx) ) .

0

su konstanta

A Suformuluotoji teorema jrodoma nagrinéjant tam tikros atstatymo
lygties sprendinio asimptotines savybes. Tam rnaudojami gana gilus rezul-
taty i$ atstatymo teorijos. Dél Sios priezasties nejrodinésime suformuluotos
teoremos. Pilng teiginio jrodyma galima rasti [1] knygoje.

'P. Embrechts, C. Kliipelberg, T. Mikosch. Modeling extremal events. Springer, 1997.
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2.12 Subeksponentiniai skirstiniai ir jy savybés.

Ankstesniame skyrelyje nagrinéjome bankroto tikimybés asimptotika, kai
zala Z; yra lengva, t.y. egzistuoja baigtinis eksponentinis §io atsitiktinio dy-
dZio momentas Ee??! kazkokiam teigiamam skai¢iui v. Be abejo Zzalos Z;
skirstinys gali netenkinti §ios savybés. Gali buti taip, kad Ee’?! = oo bet
kuriam teigiamam v. Yra zinoma daug "sunkiy" skirstiniy klasiy. Siame
skyrelyje iSnagrinésime populiariausig "sunkiy" skirstiniy klase — subekspo-
nentinius skirstinius.

2.12.1 Apibrézimas Nenegiamo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funk-
cija F' vadinama subeksponentine, jeigu

*2
TR G

Gia F(z) = 1— F(z), F*2(z) = 1 — F*3(2), o F**(z) Zymi pasiskirsymo
funkcijos sqsukq su pacia savimi.

2.12.1 Pavyzdys Pareto désnio pasiskirstymo funkcija

0= (1 (1 15) ) o

Parodysime, kad F yra subeksponentine.

A Sakykime £ yra neneigiamas atsitiktinis dydis atitinkantis pasiskirsty-
mo funkcijg F. Aigku, kad pasiskirstymo funkcijg F*? atitinka nepriklausomy
atsitiktinio dydzio £ kopijy &1, & suma & + &s.

Bet kuriam teigiamam =z

F2(z) = PG +&>2) 2P{& >} U{& > a})
= ]P(gl > I) + ]P)(fg > CL’) — ]P)<§1 > ZE)]P(§2 > l‘)
— 9T ()~ (F@))

IS Sio jvercio iSplaukia, kad

F*2
liminf o) 5 o (56)
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Antra vertus bet kuriam 0 < 6 < 1/2 ir bet kuriam teigiamam z

F2(z) = P&+ &> o)
< P& > 1 —-0)z}U{& > (1 —0)z} U{& > 0z, & > da})
< 2F((1-8)2) + (F(50)).

I§ ¢ia
%2 2
lim sup F() < limsup 2F ( 7((5x))
T—00 F(I) T—00 F(CL’)

. 1 + T “ L (14 z)*
= limsu msup ————
x%oop 1 x%oop 1 + 51’)4a

= (1-0)"

Kadangi 0 buvo pasirinktas bet koks i§ intervalo (0,1/2), tai

lim sup —=
o’ F(2)

I$ gauty (56) ir (57) jverciy iSplaukia, kad

*2
lim li (z) =

Taigi F' yra subeksponentiné pasiskirstymo funkcija.
2.12.2 Pavyzdys Weibull désnio pasiskirstymo funkcija
F(x) = (1 — e_ma> Iz>o0
Parodysime, kad F' yra subeksponentiné , kai o € (0,1).

A Aigku, kad bet kuriam teigiamam z teisingas (56) jvertis, t.y.

g F20)
= ()

<2 (57)



Todél

Bet kuriai funkcijai ¢(z) su savybe 0 < ¢(x) < x

F+2 F
GO /
Fw)
o(x)
= 1 + o ex 7(1‘7y)

[e=]

xT
+ Oz/ex**
0

Pasirinke ¢(z)

2
= log~ x, gauname

(58)



2 2 11—«
_ (1 + 04 (logfff)) Ou (log“ I) (1 e,
xXr A

Pagaliau likusj integrala galime jvertinti taip:

z—¢(x)

I(x) = « / el G VL Y
o(z)
z—¢(z)
< max P A S 2R WS / =1y,
h ¢<x><y<x7¢(x){ } s v

Kai y € [¢(x),x — ¢(z)] funkcija y* + (z — y)* minimumus jgyja intervalo
galuose. Vadinasi,

I(x)

/N

¥ exp{x® — ¢%(z) — (v — ¢(x))*}

= z%exp {xa (1 — (1 — M>a> — long}
x
x® logg x
- elogQw (1+OO‘ ( rl-o )) :

Istate gautus integraly jvercius j (58) nelygybe turime, kad

lim sup = <

2 2 11—«
log« log«
+ limsup (1 + O, ( O% I)) 140, (oglx> (1 _ g log? ”‘”)
Tt xr

r—00

2
a 1 o

+ limsup le (1+Oa (ngx)) =
r—oo €08 7T xtTe




Taigi Weibull pasiskirstymo funkcija £’ yra subeksponentiné. A

2.12.1 Teorema. Jeigu pasiskirstymo funkcija ' yra subeksponentine,
tai teisingos tokios savybeés :
e tolygiai kintamojo y € [a,b] C (0,00) atzvilgiu

ebet kuriam fiksuotam n

e pasirinktam teigiamam € egzistuoja konstanta D = D(e), kuriai

Fr(a)
F(2)

<D +¢)"

ViStems neneigiamiems x.

A Pradzioje jrodysime pirmaja teoremos lygybe. Kadangi
F2(z) = / F(z — 2)dF(2),
0

tai bet kuriam y € [a, b] ir bet kuriam z > b turime

F2(x) Pz —2) Flz — 2)
Ty = 1+0/dF(z) + [ =P AR()

1§ Sios nelygybés pakankamai dideliems x (tokiems, kad F(x) — F'(b) > 0)
gauname

Fle—y) _ (F2()
"SR <<

Desinéje puséje esantis gauto jvercio reiskinys artéja j 1, kai  neapreéztai
auga. Todél i§ gauty nelygybiy iSplaukia pirmasis teoremos tvirtinimas. A
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A Antrajj teoremos teiginj jrodysime matematinés indukcijos metodu.
Pagal subeksponentinés pasiskirstymo funkcijos apibrézima norimas sarysis
teisingas, kai n = 2. Sakykime, kad Sis sarysis teisingas, kai n = M, t.y.

li — =

Remdamiesi Sia prielaida parodysime, kad

)
tim 0
% F(a)

Tegul &1,&, ..., &0, Eare1 yra nepriklausomi neneigiami atsitiktiniai dy-
dziai visi pasiskirste pagal pasiskirstymo funkcija F'. Aisku, kad

PO (z) = P&+ &+ +Eup > )
> PG+&+..+8u>2) + Py > 1)
= F*M(z) + F(z).

Pagal indukcijos prielaida
O () i (3)

Antra vertus, bet kuriam y € (0, z]

PO () 4 F(z) — F*M+)(g)

T

=1+ @ =2)

) F(z)
B M (g — 2) [ M (g — 2)
= 1+ Ji(z) + Jo(x). (60)

Is indukcijos prielaidos
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Ji(z) = /YFM(I_Z) ~ M+ M> Fe=2) pesy

B i F(x—2)

= / (M +ei(y) 5 ()

B _ Fr) = F*@) [ Fla—2) .
= (M +ei(y)) ( ) J dF( ))

< (M +e1(y)) (1 +ea(2))
kazkokioms nykstan¢ioms funkcijoms ¢ (y) ir 1 (z):

lim £,(y) =0, lim eo(z) = 0.

Yy—00 —00

I8 indukcijos prielaidos isplaukia, kad dydis

FM) (g — 2)
sup —
T—Y<LZ<T F(:L‘ - Z)

apréztas dydziu D), priklausanciu tik nuo M ir y. Todeél

T

Ja(x) < Dary / F(;f(;)z) dF(2) < D, (

z—y
Istate gautus jvercius j (60) lygybe, turime

F*(M+1)
lim sup F“@) < 1
T—00 X

T+ limsup (M + £1()) (1 + £a(2))

r—0o0

F(r —
+ limsup Dy, <(If($)y) — 1) :

Is ¢ia, pasinaudoje jau jrodyta pirmaja subeksponentiniy pasiskirstymo
funkcijy savybe, gauname

lim sup ’ <14+ M+e(y)
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kazkokiai nykstanciai funkcijai £1(y). Paskutinéje nelygybéje peréje prie ri-
bos, kai y arteja i begalybe turime

F*(M-H)
T—00 T

Paskutinis jvertis ir (59) nelygybé rodo, kad

D
lim 77([17) =1+ M.

Vadinasi, pagal matematinés indukcijos principa iSplaukia, kad antroji
teoremos savybé galioja visiems n > 2. A

A Jrodysime treciaja teoremoje suformuluotg subeksponentinés pasiskirs-
tymo funkcijos savybe. Pazymékime

F*(n+1)($
D, = i )
1T Fa)
xF*n —
< 1+sup/ 7(x 2) dF(z)
220 ) F(x)
i F*n —
< 14 sup / 7(x ?) dF(z)
0<e<B F(x)
[ F(e —2) F(x —
+ sup/ _ 2 2) Lx ?) dF(z)
+>B Flx—2) F(x)
(z) — F*(x)
F(B)  ""an Flo)

1 F2(x)
= 1l+=—+D,su — —1
F(B) @B( F(z) )
Kadangi F' yra subeksponentiné, tai bet kuriam teigiamam ¢ galima

surasti B tokj, kad paskutinis paskutinés nelygybés narys buty mazesnis
uz 1 +e.
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Vadinasi, bet kuriam tegiamam ¢ atsiras toks B, kad

Doy < 1+W+Dn(1+s).
Todél bet kuriam naturaliajam n
D, < 1+F(13)+D”_1(1+6)
< (1 + (1m> (1+(1+¢)+ Dya(l+¢)?
< (1 + F(lB)> (I+(Q+e)+(1+e)?) + D, 3(1+¢)°
< ... < 1+F<13)> (1+1+e)+..+(1+e)" )
< (o)

Taigi teoremos trecia savybé teisinga su

D(€>:i<1+F(13)>'
A

IS teoremos pirmos dalies iSplaukia, kad subeksponentinei pasiskirstymo
funkcijai F' funkcija F'(logx) yra létai kintanti. (ziurékite [1] knygos pirma
skyriy). Pasinaudoje minétoje knygoje isdéstytomis létai kintanciy funkeijy
savybémis galime gauti, kad bet kuriam teigiamam e

lim e*"F(x) = oo.
rT—00

I$ sio sarysio iSplaukia, kad atsitiktinio dydis £ su subeksponentine pasis-
kirstymo funkcija F' yra "sunkus", nes bet kuriam teigiamam v neegzistuoja
baigtinis eksponentinis momemtas Ee®¢.

IN.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels. Regular variation. Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1987.
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2.13 Bankroto tikimybés asimptotika
subeksponentinéms Zaloms.

2.10 ir 2.11 skyreliuose nagrinéjome klasikinio dinaminio rizikos modelio
bankroto tikimybes esant lengvoms zaloms. Siame skyrelyje gausime asimp-
totine formule bankroto tikimybei "sunkiy zaly atveju.

2.13.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos jprastinés klasikinio di-
naminio rizikos modelio sqglygos:

e draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;

e draudiko patiriamos Zalos Zy, Zo, Zs3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-
siskirste neneigiamsi atsitiktiniar dydzZiai;

e premijy surinkimo greitis per latko vienetq c yra teigiamas;

e Zaly intervale [0,t] skaicius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intensyvumu A;

e procesas N (t) ir atsitiktiniy dydziy seka Zy, Zy, Zs, ... yra nepriklausomi.

Sakykime be to patenkinta grynojo pelno sqlyga (38):

EZ, — (EW, = EZ, — ; <0,

ir absoliuciai tolydzios Zalos Z1 integruota pasiskirstymo funkcija
17 17
Fi(z) = 7/(1 —Fy(2))dz = —/P(Zl > 2)dz

m m
Y Y

yra subeksponentine.
Tada neapréztar didéjant pradiniam kapitalui bankroto tikimybe

1 oo
vw) ~ o [ (= P () e (61)
kur c
- — —1
e m

A 18 2.10.1 teoremoje jrodytos (54) formulés turime, kad

A
6w = TS g )
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Vadinasi,

) ns FF(u)

— = . 62
u—ce F(u) 1+Qu—*00 — 1+Q Fr(u) (62)

Kadangi F; yra subeksponentiné pasiskirstymo funkcija, tai is 2.12.1 teo-
remos treciosios dalies gauname, kad

% e < 2@ (145)

visiems naturaliesiems n.
Eiluté

n=1 1 + 0
konverguoja, todél lygybéje (62) galima pereiti prie ribos po sumos zenklu.
Pasinaudoje 2.12.1 teoremos antruoju tvirtinimu gauname

S I8
lim ﬂ(u) = 0 Z im —L (w)
_ 0 om
1+o nzz:l (14 o)™
Kadangi
i - (1 PRI S )
ot 1—|—Q 1+ I+0 (1402
R U U SR S 14
140 l+o (1402 7)) &
tai
lim E(u) = —.
Teorema jrodyta. A

2.13.1 Pavyzdys Sakykime patenkintos jprastinés klasikinio dinaminio
rizikos modelio sqlygos. Zala Zy pasiskirsciusi pagal Pareto desng su pa-

siskirstymo funkcija
1 3
F(z)=(1- Iizs0y-
(@) < <1+x>> {20}
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0 homogeninio Puasono proceso intencyvumas A = 3.

Parinksime jmoky greit; c taip, kad buty ptenkinta grynojo pelno sq-
lyga (38). Sitam parinktam jmoky greiciui ¢ rasime bankroto tikimybés 1 (u)
astmptotikq.

A Nesunku surasti, kad
1 1

(1 +m)3dx BE)

m = EZ; = /E(m)dx = /
0 0
Tam, kad buty patenkinta grynojo pelno salyga turi buti

3
>mA = —.
C m 2

Kai ¢ tenkina Sig nelygybe

- 4= 2¢—3
T a3
Pagal 2.13.1 teoremoje gauta asimptotine formule

> 0.

oo

o) ~ [0 Bz = 50 [(142)7
2¢ — 3 (14 u)?

bet kuriam premijy surinkimo greiciui ¢ > 3.

2.14 Uzdaviniai.

1. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A = 2. Raskite
P(N(1) <3),P(N(2) > 1),P(N(1) =3,N(2) =5)irP(N(1) < 3,N(2) < 4).

2. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A = 1. Raskite
P(N(1)=3,N(2)=5,N(4)=6)ir P(N(1) <1,N(3)=3,N(4) > 4).

3. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A = 1. Raskite
EN(2), EN2(3), EN(2)N(3) ir EN(1)N(2)N(3).

4. N yra Puasono procesas su skalés funkcija A(t) = /t. Raskite
P(N(2) > 1), P(N(1) =3,N(2) =5), EN(2) ir EN(2)N(3).
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5. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal Pareto désnj su pasiskirstymo funkcija

1000 \*
Fla) = <1 B (1000 + 3:) ) Haz0p
o zaly skai¢ius laiko intervale [0,¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono
procesa su intensyvumu A = 3, jeigu laikas ¢ matuojamas dienomis. Raskite
zaly pasirodan¢iy per savaite sumos S(7) vidurkj ir dispersija.
6. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal gama désnj su pasiskirstymo funkcija

Fz) = (1— e (14 0.0022)) Lo,

o zaly skai¢ius laiko intervale [0,¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono
procesa su intensyvumu A = 4, jeigu laikas ¢ matuojamas dienomis. Raskite
zaly pasirodanciy per penkias darbo dienas sumos S(5) vidurkj ir dispersija.

7. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal gama désnj su pasiskirstymo funkcija

F(z) = (1 — 0001 4 0.0013:)) T(20),

o zaly skai¢ius laiko intervale [0,¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono
procesa su intensyvumu A = 3. Kokiam pemijy surinkimo greiciui c klasikinis
dinaminis rizikos modelis tenkina grynojo pelno salyga.

8. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal modifikuota eksponentinj désnj su pasiskirstymo funkcija

F(z) = (1= 0.3¢7%) Iysgy,

zaly skaic¢ius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesy su intensyvumu A = 10, o premijy surinkimo greitis ¢ = 400. Isitikinkite,
kad aprasytas modelis turi pusiausvyros koeficijenta. Raskite §j pusiausvyros
koeficijenta.

9. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal modifikuota eksponentinj désnj su pasiskirstymo funkcija

F(w) _ (1 . 0'36—0.001:5) H{z>0}>

zaly skaicius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesa su intensyvumu A = 5, o premijy surinkimo greitis ¢ = 1600. Jsitikinkite,
kad aprasytas modelis turi pusiausvyros koeficijenta. Raskite §j pusiausvy-
ros koeficijenta. Pagal Lundbergo nelygybe jvertinkite bankroto tikimybe
1 (10000).

98



10. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal eksponentiniy désniy miginj su pasiskirstymo funkcija

F(x) = (0.3 (1= e %) 0.7 (1= ) ) Ian),

zaly skaicius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesa su intensyvumu A = 4, o premijy surinkimo greitis ¢ = 1500. [sitikinkite,
kad aprasytas modelis turi pusiausvyros koeficijenta. Raskite §j pusiausvy-
ros koeficijentg. Ivertinkite bankroto tikimybe 1(1000). Uzrasykite aprasyto
modelio bankroto tikimybés asimptotine formule.

11. Raskite gama désnio pasiskirstymo funkcijos

F(z) = (1 —e (1 + 2:10)) [iz>0y

Laplace-Stieltjes transformacija.
12. Diskretus atsitiktinis dydis £ pasiskirstes pagal geometrinj désnj

1 /2\*
P =k) = > () L k=0,1,2,..
Raskite Sio atsitiktinio dydzio Laplace-Stieltjes transformacija.

13. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal gama désnj su pasiskirstymo funkcija

F(x) = (1—e (1 4 0.012)) Izz0),

zaly skaicius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesg su intensyvumu A = 10, o premijy surinkimo greitis ¢ = 2100. Raskite
bankroto tikimybeés israiska aprasytame modelyje.

14. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal eksponentiniy désniy misinj su pasiskirstymo funkcija

Fa) = (03 (1= e ) 407 (1 - e ")) Iz,

zaly skaicius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesy su intensyvumu A = 3, o premijy surinkimo greitis ¢ = 2000. Raskite
bankroto tikimybeés israiska aprasytame modelyje.

15. Parodykite, kad pasiskirstymo funkcija

F(z) = (1 — w> L{z>0y

yra subeksponentine.
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16. Parodykite, kad pasiskirstymo funkcija
F(x) = (1 —e 10g3(1+x)) ]I{$>0}

yra subeksponentiné.
17. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal Weibul désnj su pasiskirstymo funkcija

Fz) = (1 _ 6—0.001\/5) T(as0,

zaly skaicius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-
cesa su intensyvumu A = 2, o premijy surinkimo greitis ¢ = 2000. UzraSykite
bankroto tikimybés asimptotine formule aprasytame modelyje.

18. Atsitiktiné zala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
¢iusi pagal Pareto désnj su pasiskirstymo funkcija

1000 3
Flo)=|1—(—— Tiason,
(@) ( (1000 +:c> ) =0}
zaly skaic¢ius laiko intervale [0, ¢] pasiskirstes pagal homogeninj Puasono pro-

cesy su intensyvumu A = 3, o premijy surinkimo greitis ¢ = 1600. UzraSykite
bankroto tikimybeés asimptotine formule aprasytame modelyje.

100



