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I. Dinaminis diskretaus laiko rizikos modelis

1.1 Disktetaus laiko rizikos modelio sudedamosios dalys

Diskretaus laiko rizikos modelis yra papras£iausias modelis apra²antis
draudiko kapitalo kitim¡ b
egant laikui. Paºym
ekime simboliu Ud(n) draudiko
valdom¡ turt¡ laiko momentu n ∈ {0} ∪ N. Pagal diskretaus laiko rizikos
modeli� bet kuriam tokiam n

Ud(n) = u + cn−
n∑

i=1

Zi.

Paskutin
eje lygyb
eje:
• u = Ud(0) yra draudiko pradinis turtas t.y. draudiko turtas pradiniu

laiko momentu n = 0.
• Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami atsitik-

tiniai dydºiai. Atsitiktinis dydis Zi nusako draudiko ºalos dydi� i-tuoju laiko
momentu.

• c yra premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡. Laikome, kad ²is
greitis yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko.

Indeks¡ d uºra²e Ud(n) naudojame nor
edami pabr
eºti proceso U diskre-
tum¡. �iame skyriuje toliau nagrin
esime supaprastint¡ diskretaus laiko rizi-
kos modeli�. Laikome, kad

Ud(n) = u + n−
n∑

i=1

Zi (1)

ir tenkinami tokie apribojimai:
•• Draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = Ud(0) yra neneigiamas

sveikasis skai£ius, t.y. u ∈ {0} ∪ N.
•• �alos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami

sveikareik²miai atsitiktiniai dydºiai, kuriems

P(Z1 = k) = hk, k = 0, 1, 2, 3, ...,

H(x) = P(Z1 6 x) =
∑

k∈{0,1,2,...}
k6x

hk
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ir
EZ1 =

∞∑

k=1

khk < 1.

I² (1) lygyb
es nusakan£ios supaprastint¡ diskretaus laiko rizikos mode-
li� nesunku pasteb
eti, kad premiju� surinkimo greitis jame lygus 1. Reika-
lavimas EZ1 < 1 rei²kia, kad premiju� surinkimo greitis yra didesnis uº
gresian£ios ºalos vidurki�. Vadinasi, supaprastinto diskretaus laiko rizikos
modelio atveju 1 = (1 + θ)EZ1 su teigiamu apsaugos koe�cijentu θ. Su-
paprastintas diskretaus laiko modelis, be abejo, yra paprastesnis uº modeli�
apra²yt¡ skyrelio pradºioje. Nesunku pasteb
eti, kad esant patenkintiems i²-
vardintiems apribojimams, supaprastintas procesas Ud(n) i�gyja tik neneigia-
mas sveikas reik²mes. Antra vertus, tiek bendras diskretaus laiko rizikos
procesas, tiek ir supaprastintas diskretaus laiko dinaminis rizikos procesas
gali b	uti taikomi draudimo i�mon
es veiklos apra²ymui. Ai²ku, kad norint pri-
taikyti supaprastint¡ rizikos modeli� reikia tinkamai parinkti turto matavimo
ir laiko matavimo vienetus. Proceso Ud(n) vystymosi b	udingas gra�kas turi
toki� pavidal¡

t
u

Ud(n)

-

6

• •
• •

• •
• •

• •
• •

• • •
• •

• •

• •
• •

• • • •
• •

•

Per laiko vienet¡ draudiko turtas gali padid
eti vienetu, jeigu ºala buvo
lygi 0, gali nepasikeisti, jeigu i�vyko ºala lygi 1, gali sumaº
eti sveiku turto
vienetu� skai£iumi, jeigu i�vyko ºala didesn
e uº vienet¡.
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1.2 Bankroto tikimyb
e diskretaus laiko
rizikos modelyje

Sakykime, kad draudiko turto kitim¡ apra²o diskretaus laiko rizikos mo-
delis nusakytas (1) lygybe, t.y.

Ud(n) = u + n−
n∑

i=1

Zi.

Jeigu kokiu nors laiko momentu n > 1 draudiko turto vert
e Ud(n) nukrito
iki 0, arba tapo neigiama, tai laikysime, kad i�vyko bankrotas. Laiko mo-
ment¡, kai draudiko turtas pirm¡ kart¡ nukrito iki 0, arba tapo neigiamas,
vadinsime bankroto laiku ir ºym
esime Td,u. Ai²ku, kad Td,u yra atsitiktinis
dydis. Be to,

Td,u = min{n > 1 : Ud(n) 6 0}
ir Td,u = ∞, jeigu Ud(n) > 0 visiems n = 1, 2, 3, ...

�emiau nubr
eºtos dvi diskretaus laiko rizikos proceso Ud(n) su bankrotu
trajektorijos.

t
u = 2

Ud(n)

-

6

• •
• •

• • • •
•

Td,u

•
• •

• •
•
• •

• •
• •

• • •

• •
•

• •
•

t
u = 3

Ud(n)

-

6

• • •
•

• • • •
• •

•

• •
• • • •

• •

• • • •
•

•
Td,u

• •
• •

•
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Pirmame gra�ke matosi, kad bankrotas laiko momentu Td,2 = 9 i�vyksta
d
el to, kad draudiko kapitalas ²iuo momentu pasibaigia. Antras gra�kas rodo,
kad bankrotas i�vyksta laiko momentu Td,3 = 26, nes ²iuo momentu draudiko
turtas pirm¡ kart¡ tampa neigiamas. Pirmuoju atveju bankrot¡ sukelia ºala
Z9 = 3, o antruoju atveju draudik¡ pribaigia ºala Z26 = 5. Tikimyb
e

ψd(u) = P(Td,u < ∞)

= P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N
)

(2)

vadinama bankroto tikimybe diskretaus laiko rizikos procesui. Ai²ku, kad
bankroto tikimyb
e priklauso nuo pradinio draudiko kapitalo u ir nuo atsitik-
tiniu� dydºiu� Z1, Z2, Z3, ... Pagrindiniu kintamuoju laikomas u, tod
el bankroto
tikimyb¦ ºymime simboliu ψd(u). Indeksas d pridedamas norint pabr
eºti, kad
tai yra bankroto tikimyb
e diskre£iajam rizikos modeliui.

1.3 Bankroto tikimyb
es skai£iavimas diskretaus
laiko rizikos modelyje

�iame skyrelyje i²vesime kelet¡ lygybiu�, kurias tenkina diskretaus rizikos
proceso bankroto tikimyb
e. Remiantis gautomis lygyb
emis galima paskai-
£iuoti min
et¡ bankroto tikimyb¦ esant ºinomam ºalos Z1 skirstiniui.

1.3.1 Lema. Sakykime ψd(u) yra bankroto tikimyb
e disre£iame rizikos
modelyje, apibr
eºta (2) lygybe. Sakykime, be to, patenkintos 1.1 skyrelyje
i²vardintos s¡lygos:
• pradinis kapitalas u ∈ {0} ∪ N,
• atsitiktiniai dydºiai Z1, Z2, Z3, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦, i�gy-
jantys reik²mes aib
eje {0} ∪ N,
• P(Z1 = k) = hk, kai k = 0, 1, 2, 3, ....

Tada visiems u = 0, 1, 2, 3, ... teisinga lygyb
e

ψd(u) =
u+1∑

r=1

hu+1−rψd(r) + 1−H(u), (3)

£ia H(u) yra atsitiktinio dydºio Z1 pasiskirstymo funkcija, t.y.

H(u) = P(Z1 6 u) =
∑

k∈{0,1,2,...}
k6u

hk.
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4 Kadangi atsitiktinis dydis Z1 i�gyja tik sveikas neneigiamas reik²mes,
tai bet kuriam neneigiamam u

ψd(u) = P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N
)

= P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N, Z1 6 u

)

+ P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N, Z1 > u

)

=
u∑

j=0

P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N, Z1 = j

)

+ P (Z1 > u)

=
u∑

j=0

P
(
u + n− j −

n∑

i=2

Zi 6 0 kaºkokiam n > 2, Z1 = j

)

+ 1−H(u)

Atsitiktiniai dydºiai Z1, Z2, Z3, ... yra vienodai pasiskirst¦ ir nepriklauso-
mi. Vadinasi,

P
(
u + n− j −

n∑

i=2

Zi 6 0 kaºkokiam n > 2, Z1 = j

)

= P
(
u + n− j −

n∑

i=2

Zi 6 0 kaºkokiam n > 2

)
P(Z1 = j)

= P
(
u + n− j −

n−1∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n > 2

)
hj

= P
(
u + 1− j + m−

m∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam m ∈ N
)

hj

= ψd(u + 1− j)hj

Paskutini¡j¡ lygyb¦ i�stat¦ i� ankstesni¡j¡, gauname

ψd(u) =
u∑

j=0

ψd(u + 1− j)hj + 1−H(u).

�ioje lygyb
eje pakeit¦ sumavimo kintam¡ji� j i� r = u + 1 − j, gauname
lemos (3) lygyb¦ . 4
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1.3.2 Lema. Sakykime ψd(u) yra bankroto tikimyb
e disre£iame rizikos
modelyje, apibr
eºta (2) lygybe. Jeigu patenkintos 1.3.1 lemos s¡lygos, tai bet
kuriam w = 0, 1, 2, 3, ... teisinga lygyb
e

ψd(w) = ψd(0) +
w∑

r=1

ψd(r) (1−H(w − r))−
w−1∑

r=0

(1−H(r)) . (4)

�ia, kaip ir anks£iau, H(u) yra atsitiktinio dydºio Z1 pasiskirstymo funk-
cija, o suma

b∑

j=a

,

kai b < a, laikoma lygi nuliui.
4 I² 1.3.1 lemoje i�rodytos (3) lygyb
es i²plaukia, kad

w∑

u=0

ψd(u) =
w∑

u=0

u+1∑

r=1

hu+1−rψd(r) +
w∑

u=0

(1−H(u))

=
w+1∑

r=1

ψd(r)
w∑

u=r−1

hu+1−r +
w∑

u=0

(1−H(u))

=
w+1∑

r=1

ψd(r)H(w + 1− r) +
w∑

u=0

(1−H(u))

=
w∑

r=1

ψd(r)H(w + 1− r) + ψd(w + 1)h0

+
w∑

u=0

(1−H(u)),

nes
H(0) =

∑
k∈{0,1,2,...}

k60

hk = h0.

Taigi,

ψd(w + 1)h0 = ψd(0) +
w∑

r=1

ψd(r) (1−H(w + 1− r))−
w∑

u=0

(1−H(u)). (5)

Antra vertus, i² tos pa£ios (3) lygyb
es nesunku pasteb
eti, kad

ψd(w) =
w+1∑

r=1

hw+1−rψd(r) + 1−H(w)

= h0ψd(w + 1) +
w∑

r=1

hw+1−rψd(r) + 1−H(w).
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Vadinasi,

ψd(w + 1)h0 = ψd(w)−
w∑

r=1

hw+1−rψd(r)− (1−H(w)) (6)

Sulygin¦ (5) ir (6) lygybiu� de²ini¡sias puses, gauname

ψd(w) = ψd(0) +
w∑

r=1

ψd(r) (1−H(w + 1− r))

+
w∑

r=1

hw+1−rψd(r)−
w∑

u=0

(1−H(u)) + (1−H(w))

= ψd(0) +
w∑

r=1

ψd(r) (1−H(w + 1− r) + hw+1−r)

−
w−1∑

u=0

(1−H(u))

= ψd(0) +
w∑

r=1

ψd(r) (1−H(w − r))−
w−1∑

u=0

(1−H(u)),

nes

1−H(w + 1− r) + hw+1−r =
∑

k>w+1−r

hk + hw+1−r

=
∑

k>w−r

hk = 1−H(w − r).

4
1.3.3 Lema. Sakykime patenkintos 1.3.1 lemos s¡lygos ir atsitiktinio

dydºio Z1 vidurkis
EZ1 =

∞∑

k=1

khk < 1

Tada visoms pradinio kapitalo reik²m
ems u = 0, 1, 2, 3, ... bankroto tiki-
myb
e ψd(u) maºesn
e uº vienet¡:

ψd(u) < 1. (7)

4 I² 1.3.2 lemos lygyb
es bet kuriam w = 0, 1, 2, ... turime:

ψd(w) = ψd(0) +
∞∑

r=1

ψd(r)I{r6w} (1−H(w − r))−
w−1∑

r=0

(1−H(r)) (8)
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Pagal apibr
eºim¡ (ºr. (2))

ψd(w) = P
(
w + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N
)

= P
(

inf
n>1

n∑

i=1

(Zi − 1) > w

)

= 1− P
(

sup
n>1

n∑

i=1

(Zi − 1) < w

)

Kadangi
EZ1 − 1 = −µ < 0,

tai pagal stipru� didºiu�ju� skai£iu� d
esni�

Sn

n
:=

1

n

n∑

i=1

(Zi − 1) → −µ < 0

beveik visur.
I² £ia i²plaukia, kad

P
(

sup
m>n

∣∣∣∣
Sm

m
+ µ

∣∣∣∣ <
µ

2

)
→

n→∞ 1.

Ta£iau

P
( ∞⋂

m=n

{Sm 6 0}
)

> P
( ∞⋂

m=n

{
Sm < −µ

2
m

})

> P
(

sup
m>n

∣∣∣∣
Sm

m
+ µ

∣∣∣∣ <
µ

2

)
.

Vadinasi, bet kokiam teigiamam ε atsiras nat	uralusis Nε, kuriam

P
( ∞⋂

m=n

{Sm 6 0}
)

> 1− ε

visiems n > Nε.
Ai²ku, kad bet kuriam teigiamam w

P
(

sup
n>1

Sn < w

)
= P




(
Nε−1⋂

m=1

{Sm < w}
)
∩




∞⋂

m=Nε

{Sm < w}






> P
(

Nε−1⋂

m=1

{Sm < w}
)

+ P




∞⋂

m=Nε

{Sm 6 0}

− 1
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> P
(

Nε−1⋂

m=1

{Sm < w}
)
− ε.

�ioje nelygyb
eje per
ej¦ prie ribos kai w art
eja i� begakyb¦, gauname, kad

lim
w→∞P

(
sup
n>1

Sn < w

)
> 1− ε

bet kuriam teigiamam ε.
Vadinasi,

lim
w→∞P

(
sup
n>1

Sn < w

)
= 1

ir

lim
w→∞ψd(w) = 0. (9)

Kadangi ºalos Z1 vidurkio egzistavimas leidºia pereiti prie ribos (kai w
art
eja i� begalyb¦) po pirmuoju sumos ºenklu (8) lygyb
eje, tai i² (8) ir (9)
lygybiu� i²plaukia, kad

ψd(0) =
∞∑

r=0

(1−H(r)) =
∞∑

k=1

khk < 1.

Tuo labiau
ψd(u) 6 ψd(0) < 1.

bet kuriai pradinio kapitalo reik²mei u > 1. 4

1.3.1 Teorema. Sakykime patenkintos 1.3.1 lemos s¡lygos:
• pradinis kapitalas u ∈ {0} ∪ N,
• atsitiktiniai dydºiai Z1, Z2, Z3, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦, i�gy-
jantys reik²mes aib
eje {0} ∪ N,
• P(Z1 = k) = hk, kai k = 0, 1, 2, 3, .... Tegul, be to, atsitiktinio dydºio Z1

vidurkis
EZ1 =

∞∑

k=1

khk < 1

Tada visiems u = 0, 1, 2, 3, ... bankroto tikimyb
e ψd(u) tenkina lygyb¦

ψd(u) =
u−1∑

y=0

(1−H(y)) ψd(u− y) +
∞∑

y=u

(1−H(y)) (10)
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4 Bet kuriam y = 0, 1, 2, ... apibr
eºiame dydºius

gd(y) = P


{Td,0 < ∞} ∩



Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y






 .

Dydis gd(y) lygus tikimybei, kad bankrotas diskretaus laiko rizikos mode-
lyje su nuliniu pradiniu kapitalu i�vyks ir bankroto momentu draudiko turimo
kapitalo de�citas bus lygus y.

Pradºioje i�rodysime, kad bet kuriam u = 0, 1, 2, ... teisinga tokia lygyb
e

ψd(u) =
u−1∑

y=0

gd(y)ψd(u− y) +
∞∑

y=u

gd(y). (11)

Kai u = 0, tai i² tikimybiu� savybiu� gauname

ψd(0) = P (Td,0 < ∞)

= P




∞⋃

y=0



{Td,0 < ∞} ∩



Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y












=
∞∑

y=0

P


{Td,0 < ∞} ∩



Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y








=
∞∑

y=0

gd(y).

Jeigu pradinis draudiko kapitalas u > 1, tai analogi²kai

ψd(u) = P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ N
)

= P
( ∞⋃

n=1

{
n−

n∑

i=1

Zi 6 −u

})

= P
({ ∞⋃

n=1

{
n−

n∑

i=1

Zi 6 −u

}}
∩ {Td,0 < ∞}

)

= P




∞⋃

y=0

{{ ∞⋃

n=1

{
n−

n∑

i=1

Zi 6 −u

}}

∩{Td,0 < ∞} ∩


Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y












11



=
∞∑

y=0

P
({ ∞⋃

n=1

{
n−

n∑

i=1

Zi 6 −u

}}

∩{Td,0 < ∞} ∩


Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y








=
∞∑

y=0

P
( ∞⋃

n=1

{
n−

n∑

i=1

Zi 6 −u,

Td,0 < ∞, Td,0 −
Td,0∑

i=1

Zi = −y






 . (12)

Jeigu y > u, tai

P




∞⋃

n=1



n−

n∑

i=1

Zi 6 −u, Td,0 < ∞, Td,0 −
Td,0∑

i=1

Zi = −y








= P


Td,0 < ∞, Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y


 = gd(y).

O jeigu y < u, tai i² lemos s¡lygu� ir tikimybiu� savybiu� i²plaukia:

P




∞⋃

n=1



n−

n∑

i=1

Zi 6 −u, Td,0 < ∞, Td,0 −
Td,0∑

i=1

Zi = −y








= P




∞⋃

n=Td,0+1



n−

n∑

i=1

Zi 6 −u, Td,0 < ∞, Td,0 −
Td,0∑

i=1

Zi = −y








= P




∞⋃

n=Td,0+1



n− Td,0 −

n∑

i=Td,0+1

Zi 6 −(u− y),

Td,0 < ∞, Td,0 −
Td,0∑

i=1

Zi = −y








= P








∞⋃

n=Td,0+1



n− Td,0 −

n∑

i=Td,0+1

Zi 6 −(u− y)









∩


Td,0 < ∞, Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y
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= P








∞⋃

n=Td,0+1



n− Td,0 −

n−Td,0∑

i=1

Zi 6 −(u− y)







 ∩ {Td,0 < ∞}




P






Td,0 < ∞, Td,0 −

Td,0∑

i=1

Zi = −y








= P
( ∞⋃

m=1

{
m−

m∑

i=1

Zi 6 −(u− y)

})
gd(y)

= ψd(u− y)gd(y).

Gaut¡sias i²rai²kas sustat¦ i� (12) formul¦ gauname (11) lygyb¦.
Kadangi

ψd(0) =
∞∑

y=0

gd(y),

tai (11) lygyb¦ galima perra²yti ²itaip:

ψd(u) =
u−1∑

y=0

gd(y)ψd(u− y) + ψd(0)−
u−1∑

y=0

gd(y)

= ψd(0) +
u∑

y=1

gd(u− y)ψd(y)−
u−1∑

y=0

gd(y). (13)

1.3.2 lemoje buvo i�rodyta pana²i (4) lygyb
e:

ψd(u) = ψd(0) +
u∑

y=1

ψd(y) (1−H(u− y))−
u−1∑

y=0

(1−H(y)) . (14)

Abi gautos lygyb
es teisingos visiems u = 0, 1, 2, .... Pasirink¦ u = 1,
gauname

ψd(1) = ψd(0) + ψd(1)(1−H(0))− (1−H(0))

ψd(1) = ψd(0) + ψd(1)gd(0)− gd(0)

I² £ia:
(ψd(1)− 1)(1−H(0)− gd(0)) = 0.

Kadangi ψd(1) < 1 (ºi	ur
ekite 1.3.3 lemos (7) nelygyb¦), tai i² paskutin
es
lygyb
es gauname,kad

gd(0) = 1−H(0).

(13) ir (14) lygyb
ese pasirink¦ u = 2, gauname
ψd(2) = ψd(0) + ψd(1)(1−H(1)) + ψd(2)(1−H(0))

− (1−H(0))− (1−H(1))

ψd(2) = ψd(0) + ψd(1)gd(1) + ψd(2)gd(0)− gd(0)− gd(1)
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Vadinasi,
(ψd(1)− 1)(1−H(1)− gd(1)) = 0

ir
gd(1) = 1−H(1).

T¦sdami prad
et¡ proces¡ gausime, kad

gd(u) = 1−H(u)

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u = 0, 1, 2, ... . I�stat¦ ²i¡ gaut¡j¡ funkcijos
gd(u) i²rai²k¡ i� (13) lygyb¦ gauname teoremos tvirtinim¡. 4

1.3.1 teoremoje i�rodyta (10)i²rai²ka i�galina apskai£iuoti bankroto tikimy-
bes visoms pradinio kapitalo u vert
ems. I² tiesu�, pasirink¦ u reik²mes did
e-
jan£ia tvarka, gauname:

ψd(0) =
∞∑

y=0

(1−H(y)) = EZ1,

ψd(1) = (1−H(0))ψd(1) +
∞∑

y=1

(1−H(y)),

ψd(2) = (1−H(0))ψd(2) + (1−H(1))ψd(1) +
∞∑

y=2

(1−H(y)),

ψd(3) = (1−H(0))ψd(3) + (1−H(1))ψd(2) + (1−H(2))ψd(3)

+
∞∑

y=3

(1−H(y)),

−−−
ψd(u) =

u−1∑

y=0

(1−H(y)) ψd(u− y) +
∞∑

y=u

(1−H(y)) .

Formul
ese, kaip ir anks£iau, H(u) yra atsitiktinio dydºio Z1 pasiskirstymo
funkcija. I² uºra²ytu� lygybiu� matosi, kad bankroto tikimybes ψd(u) reikia
skai£iuoti paeiliui. Pradºioje randame ψd(0), po to ψd(1), po to ψd(2) ir t.t.
Tokia bankroto tikimybiu� skai£iavimo proced	ura i�prastai vadinama rekursija.

Toliau ²iame skyrelyje pateiksime kelis bankroto tikimybiu� skai£iavimo
pavyzdºius.

1.3.1 Pavyzdys. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 2
P p 1− p
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su parametru p ∈
(

1
2
, 1

)
. Rasime bankroto tikimyb
es ψd(u) i²rai²k¡.

4 Kadangi nagrin
ejamu atveju

EZ1 = 2(1− p) < 1,

tai pagal 1.3.1 teoremoje i²vest¡ lygyb¦

ψd(0) =
∞∑

y=0

(1−H(y)) = EZ1 = 2(1− p).

Nesunku pasteb
eti, kad nagrin
ejamu atveju

H(O) = p,

H(1) = p,

H(k) = 1, k > 2.

Vadinasi, i² 1.3.1 teoremoje i�rodytos lygyb
es gauname

ψd(1) = (1−H(0))ψd(1) +
∞∑

y=1

(1−H(y))

= (1− p)ψd(1) + (1− p)

Taigi
ψd(1) =

1− p

p
.

Analogi²kai, bet kuriam u = 2, 3, ... i² (10) lygyb
es gauname

ψd(u) =
u−1∑

y=0

(1−H(y)) ψd(u− y) +
∞∑

y=u

(1−H(y))

= (1− p)ψd(u) + (1− p)ψd(u− 1)

I² £ia
ψd(u) =

1− p

p
ψd(u− 1).

Tod
el bet kuriam nat	urali¡jam u > 2

ψd(u) =
1− p

p
ψd(u− 1)

=

(
1− p

p

)2

ψd(u− 2) =

(
1− p

p

)3

ψd(u− 3) = ...

=

(
1− p

p

)u−1

ψd(1) =

(
1− p

p

)u

.
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Taigi, nagrin
ejamu atveju

ψd(u) =





2(1− p), jeigu u = 0,(
1−p

p

)u
, jeigu u > 1.

4
1.3.2 Pavyzdys. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos

modelyje pasiskirs£iusi pagal apibendrint¡ geometrini� d
esni�, t.y.:

P (Z1 = 0) = p, P (Z1 = k) = (1− p)(1− α)αk−1, k = 1, 2, 3, ...

su parametrais p ∈ (0, 1) ir α ∈ (0, p) . Rasime bankroto tikimyb
es ψd(u)
i²rai²k¡.

4 Pradºioje rasime pasiskirstymo funkcijos H(k) reik²mes sveikiems ne-
neigiamiems k. I² atsitiktinio dydºio Z1 skirstinio gauname:

H(0) = P (Z1 = 0) = p = 1− (1− p),

H(1) = P (Z1 = 0) + P (Z1 = 1) = 1− (1− p)α,

H(k) = P (Z1 = 0) + P (Z1 = 1) + ... + P (Z1 = k)

= p + (1− p)(1− α)(1 + α + α2 + ... + αk−1)

= 1− (1− p)αk, k > 2.

Vadinasi,
EZ1 =

∞∑

k=0

(1−H(k)) =
1− p

1− α
< 1.

Gauname, kad tenkinamos 1.3.1 teoremos s¡lygos. I² tos teoremos pa-
grindin
es (10) lygyb
es, pasirink¦ joje u = 0, gauname

ψd(0) = EZ1 =
1− p

1− α
.

Antra vertus i�stat¦ i� (10) lygyb¦ pasiskirstymo funkcijos H(y) i²rai²k¡
bet kokioms pradinio kapitalo u > 0 reik²m
ems gauname

ψd(u) =
u−1∑

y=0

(1−H(y)) ψd(u− y) +
∞∑

y=u

(1−H(y))

=
u−1∑

y=0

(1− p)αyψd(u− y) +
∞∑

y=u

(1− p)αy

= (1− p)
u∑

y=1

αu−yψd(y) + (1− p)
∞∑

y=u

αy. (15)
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Pakeit¦ paskutin
eje lygyb
eje u i� u + 1 gauname

ψd(u + 1) = (1− p)
u+1∑

y=1

αu+1−yψd(y) + (1− p)
∞∑

y=u+1

αy.

O padaugin¦ (15) lygyb¦ i² α gauname

αψd(u) = (1− p)
u∑

y=1

αu+1−yψd(y) + (1− p)
∞∑

y=u+1

αy.

Paskutini¡j¡ lygyb¦ at
em¦ i² prie²paskutin
es turime

ψd(u + 1)− αψd(u) = (1− p)ψd(u + 1).

Vadinasi, visiems u > 0

ψd(u + 1) =
α

p
ψd(u).

Tod
el bet kuriam u > 1

ψd(u) =
α

p
ψd(u− 1) =

(
α

p

)2

ψd(u− 2) = ...

=

(
α

p

)u

ψd(0) =
1− p

1− α

(
α

p

)u

.

Prisimin¦ ψd(0) i²rai²k¡ pagaliau galime uºra²yti, kad

ψd(u) =
1− p

1− α

(
α

p

)u

visoms pradinio kapitalo reik²m
ems u = 0, 1, 2, ... . 4

1.4 Baigtinio laiko bankroto tikimyb
e diskretaus
laiko rizikos modelyje

Sakykime draudiko kapitalas b
egant laikui kinta pagal supaprastint¡ dis-
kretaus laiko rizikos modeli� apra²yt¡ 1.1 skyrelyje, t.y. draudiko kapitalas
laiko momentu n uºra²omas lygybe

Ud(n) = u + n−
n∑

i=1

Zi.
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Be to tenkinami tokie apribojimai:
•• Draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = Ud(0) yra neneigiamas

sveikasis skai£ius, t.y. u ∈ {0} ∪ N.
•• �alos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami

sveikareik²miai atsitiktiniai dydºiai, kuriems

P(Z1 = k) = hk, k = 0, 1, 2, 3, ...,

H(x) = P(Z1 6 x) =
∑

k∈{0,1,2,...}
k6x

hk

ir
EZ1 =

∞∑

k=1

khk < 1.

Sakykime Td,u yra bankroto laikas nusakytas 1.2 skyrelyje. B	utent:

Td,u = min{n > 1 : Ud(n) 6 0},
ir Td,u = ∞, jeigu Ud(n) > 0 visiems n = 1, 2, 3, ... .

Bet kokiai sveikai laiko reik²mei t > 1 dydis

ψd(u, t) = P (Td,u 6 t) (16)

vadinamas baigtinio laiko bankroto tikimybe diskretaus laiko rizikos mode-
lyje.

Ai²ku, kad baigtinio laiko bankroto tikimyb
e priklauso nuo pradinio drau-
diko kapitalo u ir nuo laiko t, iki kurio stebimas procesas Ud(n). Taip pat
ai²ku, kad

lim
t→∞ψd(u, t) = ψd(u),

ir
ψd(u, t) = P

(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam 1 6 n 6 t

)
.

1.5 Rekursinis baigtinio laiko bankroto
tikimyb
es skai£iavimas

Nesunku pasteb
eti, kad laiko momentui t = 1

ψd(u, 1) = P (u + 1− Z1 6 0) = P (Z1 > u + 1)

=
∞∑

k=u+1

hk = 1−H(u). (17)
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Tuo tarpu, laiko momentui t = 2

ψd(u, 2) = P ({u + 1− Z1 6 0} ∪ {u + 2− (Z1 + Z2) 6 0})
= P ({Z1 > u + 1} ∪ {{Z1 + Z2 > u + 2} ∩ {Z1 6 u}})
= P ({Z1 > u + 1})
+ P

(
u⋃

k=0

{{Z1 + Z2 > u + 2} ∩ {Z1 = k}}
)

= ψd(u, 1) +
u∑

k=0

P (Z2 > u + 2− k)P (Z1 = k)

= ψd(u, 1) +
u∑

k=0

P (Z1 > (u + 1− k) + 1) hk

= ψd(u, 1) +
u∑

k=0

ψd(u + 1− k, 1)hk. (18)

Na o bet kuriam laiko momentui t > 2 galioja toks tvirtinimas.

1.5.1 Teorema. Sakykime patenkintos supaprastinto diskretaus laiko
rizikos modelio s¡lygos:
• pradinis kapitalas u ∈ {0} ∪ N,
• atsitiktiniai dydºiai Z1, Z2, Z3, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦, i�gy-
jantys reik²mes aib
eje {0} ∪ N,
• P(Z1 = k) = hk, kai k = 0, 1, 2, 3, ....

Tada visiems u = 0, 1, 2, 3, ... ir t = 2, 3, 4, ... baigtinio laiko bankroto
tikimyb
e ψd(u, t) tenkina lygyb¦

ψd(u, t) = ψd(u, 1) +
u∑

k=0

ψd(u + 1− k, t− 1)hk. (19)

4 Teoremos lygyb
es i�rodymas analogi²kas (18) lygyb
es i�rodymui. I² tiesu�,
taikydami tikimybiu� savybes, bet kuriam t > 2 gauname:

ψd(u, t) = P
(
u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ {1, 2, 3, ..., t}
)
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= P
(
Z1 > u + 1, u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ {1, 2, 3, ..., t}
)

+ P
(
Z1 6 u, u + n−

n∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ {1, 2, 3, ..., t}
)

= P (Z1 > u + 1)

+ P
(

u⋃

k=0

{
Z1 = k, u + n− k −

n∑

i=2

Zi 6 0 kaºkokiam n ∈ {2, 3, ..., t}
})

= ψd(u, 1) +
u∑

k=0

P (Z1 = k)

P
(
u + 1− k + m−

m∑

i=1

Zi 6 0 kaºkokiam m ∈ {1, 2, 3, ..., t− 1}
)

= ψd(u, 1) +
u∑

k=0

ψd(u + 1− k, t− 1)hk.

4
Su (17) ir (19) formuliu� pagalba galima rekursi²kai paskai£iuoti baigtinio

laiko bankroto tikimybes ψd(u, t) bet kurioms pradinio kapitalo u ir laiko
intervalo t reik²m
ems.

Sakykime, pavyzdºiui, norime surasti bankroto tikimyb¦ ψd(10, 4).
I² (19) formul
es turime:

ψd(10, 4) = ψd(10, 1) +
10∑

k=0

ψd(11− k, 3)hk; (20)

ψd(11− k, 3) = ψd(11− k, 1) +
11−k∑

l=0

ψd(12− k − l, 2)hl, (21)

visiems k = 0, 1, 2, ..., 10;

ψd(12− (k + l), 2) = ψd(12− (k + l), 1)

+
12−(k+l)∑

m=0

ψd(13− (k + l)−m, 1)hm, (22)

visiems k + l = 0, 1, 2, ..., 11.
O i² (17) formul
es matome , kad

ψd(13− (k + l + m), 1) = 1−H(13− (k + l + m)) (23)
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visiems k + l + m = 0, 1, 2, ..., 12.
Taigi, norint apskai£iuoti ψd(10, 4) pradºioje reikia surasti ψd(u, 1) visoms

pradinio kapitalo reik²m
ems u ∈ {1, 2, ..., 13} pagal (23) formul¦, po to pagal
(22) formul¦ reikia surasti ψd(u, 2) visoms pradinio kapitalo u ∈ {1, 2, ..., 12}
reik²m
ems, po to pagal (21) formul¦ reikia surasti ψd(u, 3) visoms pradinio
kapitalo u ∈ {1, 2, ..., 11} reik²m
ems, tada, pagaliau, pagal (20) lygyb¦ rasime
norim¡ bankroto tikimyb
es ψd(10, 4) reik²m¦.

Norint suskai£iuoti ψd(u, t) didel
ems u ir t reik²m
ems reikia atlikti ne-
maºai skai£iavimu�. Operaciju� skai£iu� galima ºenkliai sumaºinti, jeigu skai-
£iavimo metu atsirandan£ias maºas tikimybes laikysime lygiomis nuliui. To-
liau ²iame skyrelyje apra²ysime proced	ur¡ ºenkliai sumaºinan£i¡ skai£iavimo
operaciju� skai£iu�. Ai²ku naudojant ºemiau apra²yt¡ proced	ur¡ randama tik
apytikr
e baigtinio laiko bankroto tikimyb
es reik²m
e. Ta£iau norim¡ tikslum¡
galima nusistatyti i² anksto, tod
el praktiniuose skai£iavimuose apra²ytoji
proced	ura daºnai taikoma.

Sakykime ε yra teigiamas maºas (ε < 1) skai£ius. Sakykime k1 yra maºi-
ausia i² k reik²miu�, kurioms H(k) > 1− ε, t.y.

H(k1 − 1) < 1− ε 6 H(k1).

Apibr
eºkime:

hε
k =





hk, jeigu k = 0, 1, 2, ..., k1,

0, jeigu k = k1 + 1, k1 + 2, ... ,
(24)

ψε
d(u, 1) =





1−H(u), jeigu u = 0, 1, 2, ..., k1,

0, jeigu k = k1 + 1, k1 + 2, ... .
(25)

O bet kuriam laiko momentui t > 2 tegul:

ψε
d(u, t) =





ψε
d(u, 1) +

u∑
k=0

hε
kψ

ε
d(u + 1− k, t− 1) u = 0, 1, 2, ..., kt,

0, u = kt + 1, kt + 2, ...,
(26)

kur nat	uralusis kt yra maºiausias i² tu� k kuriems ψε
d(k, t) 6 ε, t.y.

ψε
d(kt, t) 6 ε < ψε

d(kt − 1, t).

Pasirodo, tokiai ψε
d(u, t) konstrukcijai galioja toks i�vertis.

1.5.1 Lema. Sakykime ψd(u, t) yra baigtinio laiko bankroto tikimyb
e su-
paprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje, ε ∈ (0, 1), o ψε

d(u, t) visiems

21



u = 0, 1, 2, ..., t = 1, 2, 3, ... yra dydºiai apibr
eºti (24)-(26) lygyb
emis. Tada
bet kuriam u > 0 ir bet kuriam laiko momentui t > 1

ψε
d(u, t) 6 ψd(u, t) 6 ψε

d(u, t) + 3tε. (27)

4 Teigini� i�rodysime matematin
es indukcijos metodu. Indukcij¡ taikysime
pagal laik¡ t. Kai t = 1 i² (18) ir (25) formuliu� gauname

ψε
d(u, 1) = (1−H(u))I{u6k1}

6 1−H(u) = ψd(u, 1).

Antra vertus,

ψd(u, 1) = (1−H(u))

= (1−H(u))I{u6k1} + (1−H(u))I{u>k1}
= ψε

d(u, 1) + (1−H(u))I{u>k1}
6 ψε

d(u, 1) + ε < ψε
d(u, 1) + 3ε.

Sakykime lemos tvirtinimas galioja bet kokiam u > 0 ir bet kuriems laiko
momentams t < T , t.y.

ψε
d(u, t) 6 ψd(u, t) 6 ψε

d(u, t) + 3tε,

kai u > 0 ir t = 1, 2, ..., T − 1.
I² ²ios prielaidos ir (19), (24)-(26) lygybiu� i²plaukia, kad

ψε
d(u, T ) =

{
ψε

d(u, 1) +
u∑

k=0

hε
k1ψ

ε
d(u + 1− k, T − 1)

}
I{u6kT }

6 ψε
d(u, 1) +

u∑

k=0

hε
kψ

ε
d(u + 1− k, T − 1)

6 ψdu, 1) +
u∑

k=0

hkψd(u + 1− k, T − 1)

= ψd(u, T ).

Antra vertus,

ψd(u, T ) = ψd(u, 1) +
u∑

k=0

hkψd(u + 1− k, T − 1)

= ψd(u, 1)I{u6k1} + ψd(u, 1)I{u>k1}
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+
min{u,k1}∑

k=0

hkψd(u + 1− k, T − 1)

+
u∑

k=min{u,k1}+1

hkψd(u + 1− k, T − 1)

6 ψε
d(u, 1) + ε +

u∑

k=min{u,k1}+1

hk

+
min{u,k1}∑

k=0

hε
k (ψε

d(u + 1− k, T − 1) + 3(T − 1)ε)

6 2ε +

{
ψε

d(u, 1) +
u∑

k=0

hε
kψ

ε
d(u + 1− k, T − 1)

}
I{u>kT }

+

{
ψε

d(u, 1) +
u∑

k=0

hε
kψ

ε
d(u + 1− k, T − 1)

}
I{u6kT }

+ 3(T − 1)ε
min{u,k1}∑

k=0

hk

6 3ε + ψε
d(u, T ) + 3(T − 1)ε = ψε

d(u, T ) + 3Tε.

Taigi abu lemos i�ver£iai teisingi laiko momentui T . Pagal matematin
es
indukcijos princip¡ gauname, kad lemos (27) nelygyb
e teisinga visiems laiko
momentams t > 1. 4

1.6 Lundberg nelygyb
e diskretaus laiko rizikos modeliui

Praktikoje daºnai nereikia ºinoti bankroto tikimyb
es ψd(u) ar baigtinio
laiko bankroto tikimyb
es ψd(u, t) tiksliu� reik²miu�. Visi²kai pakanka geru� ²iu�
tikimybiu� i�ver£iu�. �iame skyrelyje i²vesime vien¡ klasikini� i�verti� bankroto
tikimybei ψd(u) apibr
eºtai 1.2 skyrelyje (2) lygybe. Vadinamasis Lundberg
i�vertis galioja diskretaus laiko dinaminiam rizikos modelyje tuo atveju, kai
ºala Z1 turi baigtini� eksponentini� moment¡, t.y.

E
(
evZ1

)
< ∞

kaºkokiam teigiamam v. Ai²ku, kad tokiu atveju E
(
evZ1

)
yra baigtinis tam

tikrame intervale v ∈ [0, γ) ir turi prasm¦ ºemiau pateikta Lundberg lygtis.
Vertinant bankroto tikimyb¦ ψd(u) svarbus b	utent ²ios Lundberg lygties:
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E
(
er(Z1−1)

)
=

∞∑

k=0

er(k−1)hk = 1 (28)

sprendinys.
Toliau ²iame skyrelyje suformuluosime ir i�rodysime du pagalbinius teigi-

nius apie Lundberg lygties srendinio Rd egzistavim¡. Po to gausime Lund-
berg i�verti� bankroto tikimybei diskretaus laiko supaprastintame rizikos mo-
delyje.

1.6.1 Lema. Sakykime kaºkokiam teigiamam γ

E
(
evZ1

)
=

∞∑

k=0

evkhk < ∞,

visiems v ∈ [0, γ) ir
lim

v→γ−0
E

(
evZ1

)
= ∞,

o ºalos Z1 vidurkis
EZ1 =

∞∑

k=0

khk < 1.

Tada (28) Lundberg lygtis turi vieninteli� teigiam¡ sprendini� r = Rd.

4 Realiems r ∈ [0, γ) apibr
eºkime

g(r) = E
(
er(Z1−1)

)
=

∞∑

k=0

er(k−1)hk.

Ai²ku, kad funkcija g(r) savo apibr
eºimo srityje yra baigtin
e, teigiama ir
g(0) = 1.

Pasirinkus bet koki� maº¡ teigiam¡ δ, gauname, kad eilut
e
∞∑

k=0

k2erkhk

konverguoja tolygiai intervale ∈ [0, γ−δ]. Vadinasi, funkcija g(r) turi pirmos
ir antros eil
es baigtines i²vestines nurodytame intervale. Ai²ku, kad

g′(r) =
∞∑

k=1

(k − 1)er(k−1)hk

g′′(r) =
∞∑

k=1

(k − 1)2er(k−1)hk
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kai r ∈ [0, γ − δ].
Tod
el ta²ke 0 i²vestin
e i² de²in
es g′(0) = EZ1−1 < 0, o g′′(r) > 0 visiems

r ∈ [0, γ).
Be to,

lim
r→γ−0

g(r) = ∞.

I² gautu� funkcijos g(r) tyrimo epizodu� i²plaukia, kad funkcija g(r) turi
tokio pavidalo gra�k¡.

r

1•

•
Rd

-

6

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

..

..

..

..

..

..

Taigi, i² tiesu� egzistuoja vienintelis teigiamas skai£ius Rd, kuriam

E
(
eRd(Z1−1)

)
= 1.

4

1.6.2 Lema. Sakykime bet kuriam teigiamam v

E
(
evZ1

)
=

∞∑

k=0

evkhk < ∞,

ºalos Z1 vidurkis
EZ1 =

∞∑

k=0

khk < 1

ir
P(Z1 > 2) > 0.

Tada, kaip ir 1.6.1 lemos atveju (28) Lundberg lygtis turi vieninteli� tei-
giam¡ sprendini� r = Rd.
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4 Lemos i�rodymas analogi²kas 1.6.1 lemos i�rodymui. Realiems nenei-
giamiems r apibr
eºkime

g(r) = E
(
er(Z1−1)

)
=

∞∑

k=0

er(k−1)hk.

Funkcija g(r) savo apibr
eºimo srityje yra baigtin
e, teigiama ir g(0) = 1,
o eilut
e ∞∑

k=0

k2erkhk

konverguoja tolygiai bet kokiame baigtiniame intervale [0,M ]. Taigi, funkcija
g(r) turi pirmos ir antros eil
es baigtines i²vestines visiems r ∈ [0,M ]:

g′(r) =
∞∑

k=1

(k − 1)er(k−1)hk

g′′(r) =
∞∑

k=1

(k − 1)2er(k−1)hk.

Vadinasi, kaip ir 1.6.1 lemoje, ta²ke 0 i²vestin
e i² de²in
es g′(0) = EZ1−1 <
0, o g′′(r) > 0 visiems r ∈ [0,∞).

Pagaliau,

lim
r→∞ g(r) > lim

r→∞

∞∑

k=2

er(k−1)hk

> lim
r→∞ er

∞∑

k=2

hk = ∞

I² gautu� funkcijos g(r) tyrimo epizodu� i²plaukia, kad funkcijos g(r) gra-
�kas turi toki� pati� pavidal¡ kaip ir 1.6.1 lemoje.

Vadinasi, apra²ytu atveju irgi egzistuoja vienintelis teigiamas skai£ius Rd,
kuriam

E
(
eRd(Z1−1)

)
= 1.

4

1.6.1 Teorema. Sakykime patenkintos supaprastinto diskretaus laiko
rizikos modelio s¡lygos:
• pradinis kapitalas u ∈ {0} ∪ N,
• atsitiktiniai dydºiai Z1, Z2, Z3, ... nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦, i�gy-
jantys reik²mes aib
eje {0} ∪ N,
• P(Z1 = k) = hk, kai k = 0, 1, 2, 3, ....
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Tegul, be to, kaºkokiam teigiamam v atsitiktinio dydºio Z1 eksponentinis
momentas

E
(
evZ1

)
=

∞∑

k=0

evZ1hk,

yra baigtinis, (28) Lundberg lygtis turi vieninteli� teigiam¡ sprendini� Rd, o
atsitiktinio dydºio vidurkis

EZ1 =
∞∑

k=1

khk

maºesnis uº vienet¡.
Tada visiems u = 0, 1, 2, 3, ... bankroto tikimyb
e ψd(u) tenkina nelygyb¦

ψd(u) 6 exp {−Rdu} , (29)

4 Nesunku pasteb
eti (ºi	ur
ekite (17) lygyb¦), kad

ψd(u, 1) =
∞∑

k=u+1

hk 6
∞∑

k=u+1

e−Rd(u+1−k)hk

6
∞∑

k=0

e−Rd(u+1−k)hk = e−Rdu
∞∑

k=0

eRd(k−1)hk.

Kadangi Rd yra (28) lygties sprendinys, tai paskutinioji uºra²yta suma
lygi vienetui. Vadinasi,

ψd(u, 1) 6 e−Rdu

bet kuriai pradinio kapitalo reik²mei u.
Tarkime, kad bet kokiam �ksuotam sveikareik²miam laiko momentui

t > 1 ir bet kuriai pradinio kapitalo reik²mei u

ψd(u, t) 6 e−Rdu.

Tada i² 1.5.1 teoremos ir (17) lygyb
es i²plaukia i�vertinimas

ψd(u, t + 1) = ψd(u, 1) +
u∑

k=0

hkψd(u + 1− k, t)

6
∞∑

k=u+1

hk +
u∑

k=0

hke
−Rd(u+1−k)

6
∞∑

k=u+1

hke
−Rd(u+1−k) +

u∑

k=0

hke
−Rd(u+1−k)

= e−Rdu
∞∑

k=0

e−Rd(k−1)hk

= e−RduE
(
eRd(Z1−1)

)
= e−Rdu
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Pagal matematin
es indukcijos princip¡ gauname, kad

ψd(u, t) 6 e−Rdu

bet kokiam laiko momentui t ∈ N ir bet kokiai pradinio kapitalo vertei
u ∈ {0} ∪ N. Paskutin
eje nelygyb
eje per
ej¦ prie ribos pagal t, gauname

ψd(u) = lim
t→∞ψd(u, t) 6 e−Rdu

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u. 4
Toliau ²iame skyrelyje keli uºdaviniu� pavyzdºiai.

1.6.1 Pavyzdys. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 2
P p 1− p

su parametru p ∈
(

1
2
, 1

)
(ºi	ur
ekite 1.3.1 pavyzdi�). Rasime Lundberg lygties

teigiam¡ sprendini� Rd.

4 Nesunku pasteb
eti, kad

E
(
er(Z1−1)

)
= pe−r + (1− p)er.

Vadinasi, Lundberg lygtis ( ºi	ur
ekite (28))

pe−r + (1− p)er = 1.

I² £ia
(1− p)e2r − er + p = 0.

I�ved¦ keitini� er = y ir i²sprend¦ kvadratin¦ lygti� gauname du atvejus:

er1 = 1, er2 =
p

1− p
.

Kadangi mus domina tik teigiamas Lundberg lygties sprendinys, tai

Rd = r2 = ln
p

1− p
.

4
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1.6.2 Pavyzdys. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 3
P 0.8 0.2

Rasime bankroto tikimyb
es ψd(5) Lundberg i�verti�.

4 Ai²ku, kad nagrin
ejamu atveju

E
(
er(Z1−1)

)
= 0.8e−r + 0.2e2r.

Tod
el atsitiktiniam dydºiui Z1 Lundberg lygtis tokia:

0.2e3r − er + 0.8 = 0.

�i lygtis turi vieninteli� teigiam¡ sprendini�

Rd =

√
17− 1

2
> 0.4456.

Tod
el ie²komasis i�vertis

ψd(5) 6 exp {−5Rd} =

(
2√

17− 1

)5

6 0.10771.

4

1.7 Uºdaviniai

1. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 3
P p 1− p

su parametru p ∈
(

2
3
, 1

)
.

(1) Raskite ψd(0), ψd(1) ir ψd(2).
(2) I�rodykite, kad apra²ytu atveju

ψd(u) =
1− p

p
(ψd(u− 1) + ψd(u− 2))

29



kai u = 3, 4, 5, ... .
(3) Raskite maºiausi¡ pradinio kapitalo u vert¦, kuriai ψd(u) < 0.01 kai

p = 0.8.

2. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 1 2
P 0.7 0.2 0.1 .

(1) Raskite ψd(0), ψd(3) ir ψd(6).
(2) I²veskite rekursin¦ formul¦ ψd(u) skai£iavimui.
(3) Raskite maºiausi¡ pradinio kapitalo u vert¦, kuriai ψd(u) < 0.02.

3. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje ºala pa-
siskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 2 3
P 0.8 0.1 0.1 .

(1) Raskite ψd(0), ψd(4) ir ψd(7).
(2) I²veskite rekursin¦ formul¦ ψd(u) skai£iavimui.
(3) Raskite maºiausi¡ pradinio kapitalo u vert¦, kuriai ψd(u) < 0.01.

4. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirs£iusi pagal apibendrint¡ geometrini� d
esni�, t.y.:

P (Z1 = 0) = p,

P (Z1 = k) = (1− p)(1− α)αk−1, k = 1, 2, 3, ...

su parametrais p ∈ (0, 1) ir α ∈ (0, p) .
(1) Raskite Lundbergo lygties teigiam¡ sprendini�.
(2) Uºra²ykite Lundbergo i�verti� tikimybei ψd(10), kai p = 1

3
ir α = 1

4
.

5. Sakykime ºala supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje pa-
siskirs£iusi pagal Puasono d
esni�, t.y.:

P (Z1 = k) = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, 2, ...

su parametru λ ∈ (0, 1) .
(1) Uºra²ykite rekursin¦ formul¦ ψd(u) skai£iavimui.
(2) Raskite ψd(0), ψd(4) ir ψd(7), kai Puasono skirstinio parametras λ = 1

2
.
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(3) Uºra²ykite lygti� teigiamo Lundberg koe�cijento Rd radimui ºalai pa-
siskirs£iusiai pagal Puasono d
esni�.

(4) I² apa£ios i�vertinkite Lundberg koe�cijent¡ Rd, kai ºalos skirstinio
parametras λ = 1

2
.

(5) Esant parametrui λ = 1
2
raskite tikimybiu� ψd(7) ir ψd(17) i�ver£ius.

6. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje ºala pa-
siskirs£iusi pagal binimini� d
esni�, t.y.:

P (Z1 = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, ..., n

su parametrais n ∈ N ir p ∈ (0, 1
n
) .

(1) Uºra²ykite rekursin¦ formul¦ ψd(u) skai£iavimui.
(2) Raskite ψd(0), ψd(3) ir ψd(6), kai binominio skirstinio parametrai

n = 4 ir p = 1
5
.

(3) Uºra²ykite lygti� teigiamo Lundberg koe�cijento Rd radimui ºalai pa-
siskirs£iusiai pagal binomini� d
esni�.

(4) I�vertinkite i² apa£ios Lundberg koe�cijent¡ Rd, kai ºalos skirstinio
parametrai n = 4, p = 1

5
.

(5) Parametrams n = 4, p = 1
5
raskite tikimybiu� ψd(6) ir ψd(16) i�ver£ius.

7. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje ºala pa-
siskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 1 2
P 0.6 0.3 0.1 .

Raskite ψd(0, 1), ψd(0, 3) ir ψd(3, 3).

8. Sakykime supaprastintame diskretaus laiko rizikos modelyje ºala pa-
siskirs£iusi pagal toki� d
esni�:

Z1 0 2 3
P 0.7 0.2 0.1 .

Raskite ψd(0, 1), ψd(3, 1) ir ψd(4, 3).

9. Draudikas draudºia savo klientus nuo gaisru�. D
el gaisru� kylan£iu� per
savait¦ draudikas patiria ºal¡ turin£i¡ skirstini�:

Z 0 2000 4000 6000
P 0.6 0.2 0.15 0.05 .
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Kiekvien¡ savait¦ draudikas gauna apie 2000 Lt premij¡, be to, veiklos
pradºioje sukaup
e pradini� 20000 Lt kapital¡. I�vertinkite draudiko i�mon
es
bankroto tikimyb¦ vienos savait
es laikotarpiui, 8 savai£iu� laikotarpiui, 52
savai£iu� laikotarpiui.

10. Draudikas draudºia savo klientus nuo vagys£iu�. D
el vagys£iu� kylan£iu�
per m
enesi� draudikas patiria ºal¡ turin£i¡ skirstini�:

Z 0 10000 20000 30000
P 0.7 0.15 0.1 0.05 .

Kiekvien¡ m
enesi� draudikas gauna apie 10000 Lt premij¡, be to, veiklos
pradºioje sukaup
e pradini� 150000 Lt kapital¡. I�vertinkite draudiko i�mon
es
bankroto tikimyb¦ vieno m
enesio laikotarpiui, 3 m
enesiu� laikotarpiui, metu�
laikotarpiui.
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II. Klasikinis dinaminis rizikos modelis

2.1 Klasikinio rizikos modelio sudedamosios dalys

Klasikinis dinaminis rizikos modelis, kaip ir diskretaus laiko rizikos mo-
delis, apra²o draudiko kapitalo kitim¡ b
egant laikui. Diskretaus laiko rizikos
modelis apra²o draudiko kapitalo kitim¡ vien tik diskre£iais laiko momentais.
Tuo tarpu klasikinis dinaminis rizikos modelis nusako draudiko kapitalo dydi�
bet kokiu laiko momentu. Be abejo ir klasikinis rizikos modelis yra tam tikras
tikrov
es supaprastinimas. Neatsiºvelgiama i� pajamu� atsitiktinum¡, kapitalo
investavimo galimyb¦, ºalu� pasirodymo skai£iui pasirinktas specialaus pavi-
dalo procesas. Visgi klasikinis rizikos modelis, kaip ir diskretaus laiko di-
naminis rizikos modelis, gali b	uti taikomas tam tikru� draudimo veiklos r	u²iu�
analizei, nes apra²o pagrindin¦ draudiko veiklos dali�.

Sakykime U(t) yra draudiko valdomas turtas laiko momentu t > 0. Pagal
klasikini� dinamini� rizikos modeli� bet kuriam tokiam t

U(t) = u + ct−
N(t)∑

i=1

Zi. (30)

�ioje lygyb
eje:
• u = U(0) > 0 yra draudiko turtas pradiniu laiko momentu t = 0.
• Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami atsitik-

tiniai dydºiai. Atsitiktinis dydis Zi nusako draudiko i-osios ºalos dydi�.
• c > 0 yra premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡. Laikome, kad ²is

greitis yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko.
• N(t) yra ºalu� skai£ius intervale [0, t]. Laikoma, kad N yra homogeninis

Puasono procesas su tam tikru teigiamu intencyvumu λ.
• Procesas N ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.
Sakykime T1 yra pirmos ºalos pasirodymo laikas, T2 yra antros ºalos

pasirodymo laikas ir t. t. Tada ai²ku, kad

N(t) = max {n > 1 : Tn 6 t}
ir

P (Tn 6 t) = P (N(t) > n) .
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Rizikos proceso U(t) nusakan£io draudiko turt¡ laiko momentu t gra�kas
turi toki� pavidal¡.

t
u

U(t)

• • • • • •
T1 T3 T4 T5 T6T2

-

6

�
�
�
�>
�
�
�
�
�
�
�>
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�
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�>Z4
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�
�>

Z5

�
�

Z6

2.2 Puasono procesas

Ankstesniame skyrelyje apra²yto dinaminio klasikinio rizikos modelio ºalu�
skai£iu� N(t) apra²o homogeninis Puasono procesas. �iame skyrelyje primin-
sime pagrindines savokas susijusias su tokiu N(t) nusakymu, be to, aptarsime
kelet¡ homogeninio Puasono proceso savybiu�.

2.2.1 Apibr
eºimas. Dvieju� argumentu� funkcija X = X(t, ω) apibr
eºta
aib
eje [0,∞)× {Ω,A,P} su reik²m
emis realiu� skai£iu� aib
eje vadinama atsi-
tiktiniu procesu, jeigu bet kuriam t ∈ [0,∞) ir bet kuriai Borelio aibei B

{ω : X(t, ω) ∈ B} ∈ A .

Tekste minint koki¡ nors atsitiktinio proceso reik²m¦ daºniausiai tikimy-
bin¦ erdv¦ {Ω,A,P} ºymintis antrasis argumentas ω praleidºiamas, t.y. vi-
etoje X(t, ω) ra²oma X(t). Tokiu atveju laikoma, kad tikimybin
e erdv
e
{Ω,A,P}, kurioje apibr
eºtas procesas yra ai²ki i² konteksto arba numanoma.

Atsitiktinis procesas visgi yra dvieju� argumentu� funkcija X(t, ω). Jeigu
�ksuosime atsitiktini� element¡ ω∗ ∈ Ω, tai gausime vieno argumento funkcij¡
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X(t, ω∗), kuri paprastai vadinama proceso trajektorija arba realizacija. Re-
aliai steb
edami atsitiktini� proces¡, fakti²kai stebime vien¡ i² jo realizaciju�.

2.2.2 Apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas N vadinamas Puasono pro-
cesu, jeigu tenkinamos ²ios s¡lygos:

• P(N(0) = 0) = 1;
• N yra nepriklausomu� poky£iu� procesas, t.y. su visais

0 6 t1 < t2 < ... < tn, n ∈ N proceso poky£iai

N(t2)−N(t1), N(t3)−N(t2), ..., N(tn)−N(tn−1)

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
• egzistuoja nemaº
ejanti tolydi i² de²in
es funkcija Λ : [0,∞) → [0,∞) su

savybe Λ(0) = 0, kuriai

P (N(t)−N(s) = k) = e−(Λ(t)−Λ(s)) (Λ(t)− Λ(s))k

k!

visiems 0 6 s 6 t ir k ∈ {0} ∪ N;
• beveik visos proceso N trajektorijos N(t, ω) yra tolydºios i² de²in
es in-

tervale [0,∞) ir turi ribas i² kair
es intervale (0,∞).

Funkcija Λ(t), nusakanti Puasono proceso pasiskirstym¡, paprastai va-
dinama Puasono proceso laiko skal
es funkcija. Pati papras£iausia funkcija
turinti laiko skal
es funkcijos savybes yra Λ(t) = λt su kaºkokiu teigiamu
skai£iumi λ. Puasono procesas, kurio laiko skal
es funkcija Λ(t) = λt visiems
t > 0, vadinamas homogeniniu Puasono procesu. Parametras λ daºnai vadi-
namas homogeninio Puasono proceso intencyvumu. Taigi homogeninis Pua-
sono procesas nusakomas tokiu apibr
eºimu.

2.2.3 Apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas N vadinamas homogeniniu
Puasono procesu su intencyvumu λ > 0, jeigu tenkinamos ²ios s¡lygos:

• P(N(0) = 0) = 1;
• N yra nepriklausomu� poky£iu� procesas, t.y. su visais

0 6 t1 < t2 < ... < tn, n ∈ N proceso poky£iai

N(t2)−N(t1), N(t3)−N(t2), ..., N(tn)−N(tn−1)

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
• visiems 0 6 s 6 t ir k ∈ {0} ∪ N

P (N(t)−N(s) = k) = e−λ(t−s) (λ(t− s))k

k!
;
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• beveik visos proceso N trajektorijos N(t, ω)yra tolydºios i² de²in
es in-
tervale [0,∞) ir turi ribas i² kair
es intervale (0,∞).

I² apibr
eºimo nesunku pasteb
eti, kad homogeninio Puasono proceso prie-
augiai yra stacionar	us, t.y. su visais 0 6 s 6 t, h > 0 ir k ∈ {0} ∪ N

P (N(t)−N(s) = k) = P (N(t + h)−N(s + h) = k)

= e−λ(t−s)λ
k(t− s)k

k!
.

Homogeninis Puasono procesas daºnai yra priimtinas ºalu� skai£iui apra²y-
ti tais atvejais, kai apdraustu�ju� riziku� charakteristikos ir aplinkos s¡lygos yra
nusistov
ejusios ir beveik nekinta, pavyzdºiui, vienodu� eismo ar klimato s¡lygu�
laikotarpiais. �iuo atveju bendras veiksniu� poveikis draudiminiu� i�vykiu� skai-
£iui gali b	uti i²reik²tas vieninteliu parametru λ, apib	udinan£iu draudiminiu�
i�vykiu� intensyvum¡. Jei kintan£ios aplinkos s¡lygos daro i�tak¡ ir draudiminiu�
i�vykiu� intencyvumui, tai ºalu� skai£iui apra²yti labiau priimtinas yra neho-
mogeninis Puasono procesas su kaºkokia laiko skal
es funkcija Λ(t). �is proce-
sas taikomas tada, kai atsiºvelgiama i� sezonin¦ aplinkos i�tak¡, pavyzdºiui,
daugiau draudiminiu� i�vykiu� b	una rudens audru�, pavasario potvyniu� ar blogu�
eismo s¡lygu� laikotarpiais.

Tarp homogeninio ir nehomogeninio Puasono procesu� yra tam tikras
ry²ys. Tolesni du teiginai yra kaip tik apie toki� ry²i�.

2.2.1 Lema. Sakykime N̂ yra homogeninis Puasono procesas su inten-
cyvumu λ = 1, o Λ(t) yra laiko skal
es funkcija, t.y. nemaº
ejanti tolydi i²
de²in
es funkcija interval¡ [0,∞) atvaizduojanti i� interval¡ [0,∞) su savybe
Λ(0) = 0. Tada N(t) = N̂(Λ(t)) yra Puasono procesas su laiko skal
es
funkcija Λ(t).

4 Suformuluotos lemos teiginys i²plaukia tiesiogiai i² 2.2.2 ir 2.2.3 apibr
e-
ºimu�. 4

2.2.2 Lema. Sakykime N Puasono procesas su laiko skal
es funkcija Λ(t),
kuri yra tolydi did
ejanti ir tenkina s¡lyg¡

lim
t→∞Λ(t) = ∞.

Tada N̂(t) = N(Λ−1(t)) yra homogeninis Puasono procesas su intencyvumu
λ = 1. �ia, proceso N̂ apibr
eºime, Λ−1 ºymi funkcijos Λ atvirk²tin¦ funkcij¡.
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4 Funkcija Λ(t) tolydi did
ejanti intervale [0,∞) su savybe Λ(0) = 0.
Vadinasi, egzistuoja tolydi did
ejanti atvirk²tin
e funkcija Λ−1(t) su savybe
Λ−1(0) = 0.

Nesunkiai gauname, kad

P
(
N̂(0)

)
= P

(
N(Λ−1(0))

)
= P(N(0)) = 1,

nes N(t) yra Puasono procesas.
Antra vertus su visais 0 6 t1 < t2 < ... < tn, n ∈ N proceso N̂(t) poky£iai

N̂(t2)− N̂(t1) = N
(
Λ−1(t2)

)
−N

(
Λ−1(t1)

)
,

N̂(t3)− N̂(t2) = N
(
Λ−1(t3)

)
−N

(
Λ−1(t2)

)
,

− − −
N̂(tn)− N̂(tn−1) = N

(
Λ−1(tn)

)
−N

(
Λ−1(tn−1)

)

yra nepriklausomi, nes

0 6 Λ−1(t1) < Λ−1(t2) < ... < Λ−1(tn).

o N yra nepriklausomu� poky£iu� procesas. Ai²ku, kad beveik visos proceso
N̂ trajektorijos yra tolydºios i² de²in
es intervale [0,∞) ir turi ribas i² kair
es
intervale (0,∞), nes tokiomis savyb
emis pasiºymi proceso N trajektorijos.

Pagaliau, bet kuriems 0 6 s 6 t ir visiems k ∈ {0} ∪ N

P
(
N̂(t)− N̂(s) = k

)

= P
(
N

(
Λ−1(t)

)
−N

(
Λ−1(s)

)
= k

)

= e−(Λ(Λ−1(t))−Λ(Λ−1(s))) (Λ(Λ−1(t))− Λ(Λ−1(s)))
k

k!

= e−(t−s) (t− s)k

k!
.

Pagal 2.2.3 apibr
eºim¡ procesas N̂ yra homogeninis Puasono procesas su
intensyvumu 1. 4

Naudojantis paskutine lema galima kai kuriuos modelius apra²an£ius
draudiko kapitalo kitim¡ pervesti i� klasikini� dinamini� rizikos modeli� pakei-
£iant vien tik laik¡. Sakykime, pavyzdºiui, laikui b
egant draud
eju� skai£ius
kinta, tod
el ºalu� Z1, Z2, ... skai£ius intervale [0, t] apra²omas Puasono procesu
su laiko skal
es funkcija Λ, o draud
eju� i�mokos proporcingos tai pa£iai laiko
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skal
es funkcijai Λ. Esant tokioms prielaidoms draudiko kapitalas U(t) laiko
momentu t lygus

U(t) = u + cΛ(t)−
N(t)∑

i=1

Zi.

Jeigu laiko skal
es funkcija Λ(t) tenkina 2.2.2 lemos s¡lygas, tai vietoje t
pasirink¦ kit¡ "laik¡" Λ−1(t), gauname klasikini� rizikos proces¡

U(Λ−1(t)) = u + ct−
N̂(t)∑

i=1

Zi,

kuriame N̂ yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ = 1.
Toliau ²iame skyrelyje i�rodysime dvi svarbias homogeninio Puasono pro-

ceso savybes rodan£ias, kad homogenini� Puasono proces¡ apra²o vien tik
laiko tarpai tarp ºalu� pasirodymu�.

2.2.1 Teorema. Sakykime N yra homogeninis Puasono procesas su in-
tencyvumu λ ir ²uoliu� momentais 0 6 T1 6 T2 6 .... Tada atsitiktiniai
dydºiai W1 = T1,W2 = T2 − T1,W3 = T3 − T2, ... yra nepriklausomi ir pa-
siskirst¦ pagal eksponentin�i d
esni� su parametru λ, t.y. visiems i = 1, 2, 3, ...

P(Wi 6 x) =
(
1− e−λx

)
I{x>0}

4 Bet kuriam t
P(Tn 6 t) = P(N(t) > n).

Analogi²kai bet kuriems 0 6 x1 6 x2 6 ... 6 xn, n ∈ N
P(T1 6 x1, T2 6 x2, ..., Tn 6 xn)

= P(N(x1) > 1, N(x2) > 2, ..., N(xn) > n).

Vadinasi, pasinaudodami 2.2.3 apibr
eºimu, gauname:

P(T1 6 x1, T2 6 x2, ..., Tn 6 xn)

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+kn>n
kn>0

P {N(x1) = k1, N(x2) = k1 + k2, ...,

N(xn) = k1 + k2 + ... + kn}
=

∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+kn>n
kn>0

P {N(x1) = k1, N(x2)−N(x1) = k2, ...,

N(xn)−N(xn−1) = kn}
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=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+kn>n
kn>0

P {N(x1) = k1}P {N(x2)−N(x1) = k2} ...

P {N(xn)−N(xn−1) = kn}
=

∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+kn>n
kn>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
...

e−λ(xn−xn−1) (λ(xn − xn−1))
kn

kn!
. (31)

Toliau taikydami matematin
es indukcijos metod¡ parodysime, kad su vi-
sais 0 6 x1 6 x2 6 ... 6 xn, n ∈ N

∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xn

un−1

λne−λundun ... du2du1

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+kn>n
kn>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
...

e−λ(xn−xn−1)
(λ(xn − xn−1))

kn

kn!
. (32)

I² tiesu�, jeigu n = 1, tai (32) formul
e teisinga:
∫ x1

0
λe−λu1du1 = 1− e−λx1 =

∑

k1>1

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
.

Analogi²kai:
∫ x1

0

∫ x2

u1

λ2e−λu2du2du1 =
∫ x1

0

(
λe−λu1 − λe−λx2

)
du1

=
∑

k1>1

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
− λx1e

−λx2

=
∑

k1>2

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
+ λx1e

−λx1 − λx1e
−λx1e−λ(x2−x1)

=
∑

k1>2

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
+ λx1e

−λx1

(
1− e−λ(x2−x1)

)

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
.

Taigi (32) formul
e teisinga ir kai n = 2.
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Sakykime dabar, kad (32) formul
e teisinga visiems n = 1, 2, ..., m. Esant
tokiai prielaidai, pasirink�e n = m + 1, gauname

∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xm

um−1

∫ xm+1

um

λm+1e−λum+1dum+1dum ... du2du1

=
∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xm

um−1

(
λme−λum − λme−λxm+1

)
dum ... du2du1

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+km>m
km>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
...

e−λ(xm−xm−1) (λ(xm − xm−1))
km

km!

− λme−λxm+1

∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xm

um−1

dum ... du2du1.

Po gana sud
etingu� skai£iavimu� galima parodyti, kad paskutinis ²ios ly-
gyb
es integralas lygus

∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+km−1>m−1

km−1>0

∑
k1+k2+...+km=m

km>0

xk1
1 (x2 − x1)

k2 ...(xm − xm−1)
km

k1!k2!...km!
.

Tod
el

∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xm

um−1

∫ xm+1

um

λm+1e−λum+1dum+1dum ... du2du1

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+km>m+1
km>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
...

e−λ(xm−xm−1) (λ(xm − xm−1))
km

km!

+
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+km=m
km>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!
e−λ(x2−x1) (λ(x2 − x1))

k2

k2!
...

e−λ(xm−xm−1) (λ(xm − xm−1))
km

km!

(
1− e−λ(xm+1−xm)

)

=
∑

k1>1

∑
k1+k2>2

k2>0

...
∑

k1+k2+...+km>m
km>0

∑
k1+k2+...+km+1>m+1

km+1>0

e−λx1
(λx1)

k1

k1!

... e−λ(xm−xm−1) (λ(xm − xm−1))
km

km!
e−λ(xm+1−xm) (λ(xm+1 − xm))km+1

km+1!
.
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Vadinasi, (32) lygyb
e teisinga, kai n = m + 1. I² matematin
es indukci-
jos principo i²plaukia, kad (32) lygyb
e galioja bet kokiam n realiu� skai£iu�
rinkiniui 0 6 x1 6 x2 6 ... 6 xn.

I² (31) ir (32) gauname, kad tokiam pa£iam realiu� skai£iu� rinkiniui
P(T1 6 x1, T2 6 x2, ..., Tn 6 xn)

=
∫ x1

0

∫ x2

u1

...
∫ xn

un−1

λne−λundun ... du2du1.

Vadinasi, bet kuriems neneigiamiems y1, y2, ..., yn

P (W1 6 y1,W2 6 y2, ..., Wn 6 yn)

= P (T1 6 y1, T1 6 T2 6 y2 + T1, ..., Tn−1 6 Tn 6 yn + Tn−1)

=
∫ y1

0

∫ y2+u1

u1

...
∫ yn+un−1

un−1

λne−λundun ... du2du1

=
∫ y1

0

∫ y2+u1

u1

...
∫ yn−1+un−2

un−2

λn−1e−λun−1

(
1− e−λyn

)
dun−1 ... du2du1

= ... =
n∏

i=1

(
1− e−λyi

)
.

�i paskutin
e lygyb
e rodo teoremos tvirtinimo teisingum¡. 4
Kitas, paskutinis ²io skyrelio tvirtinimas yra atvirk²tinis teoremai 2.2.1.

2.2.2 Teorema. Sakykime atsitiktiniai dydºiai W1,W2,W3, ... yra neprik-
lausomi ir pasiskirst¦ pagal t¡ pati� eksponentin�i d
esni� su parametru λ, t.y.
visiems i = 1, 2, 3, ...

P(Wi 6 x) =
(
1− e−λx

)
I{x>0}

Apibr
eºkime
T0 = 0,

Tn = W1 + W2 + ... + Wn, n ∈ N.

Tada
N(t) = max {n > 1 : Tn 6 t} , t > 0

yra homogeninis Puasono procesas su intencyvumu λ.

4 Norint i�rodyti, kad N(t) yra Puasono procesas reikia patikrinti visas
2.2.3 apibr
eºimo s¡lygas. I² N(t) apibr
eºimo bet kuriam t > 0 ir bet kuriam
k ∈ N turime

P(N(t) = k)

= P (W1 + W2 + ... + Wk 6 t < W1 + W2 + ... + Wk+1) . (33)
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Vadinasi,
P(N(0) = 0) = P (W1 > 0) = 1

Taigi pirmoji 2.2.3 apibr
eºimo s¡lyga patenkinta. I² ankstesn
es (33) ly-
gyb
es turime, kad N(t) = n visiems t ∈ [Tn, Tn+1), n ∈ {0} ∪ N. Vadinasi,
bet kuri proceso N(t) trajektorija tolydi i² de²in
es intervale [0,∞) ir turi rib¡
i² kair
es intervale (0,∞). Taigi tenkinama 2.2.3 apibr
eºimo ketvirtoji s¡lyga.

Liko i�rodyti tre£i�a ir ketvirt¡ to apibr
eºimo s¡lygas. Pradºioje paro-
dysime, kad atsitiktinis dydis Tk bet kuriam nat	urali¡jam k yra pasiskirst¦s
pagal gama skirstini� su parametrais λ ir k, t.y.

P(Tk 6 x) =


1− e−λx

k−1∑

j=0

(λx)j

j!


 I{x>0} = Fk(x), x > 0. (34)

Kadangi T1 = W1, tai uºra²ytoji lygyb
e teisinga kai k = 1. Sakykime
u°a²ytoji lygyb
e teisinga bet kuriam k = 1, 2, ..., n. �Irodysime, kad ji teisinga
ir kai k = n + 1. I² ties�u, pasinaudoj¦ dvieju� nepriklausomu� atsitiktiniu�
dydºiu� sumos pasiskirstymo funkcijos i²rai²ka, gauname:

P(Tn+1 6 x) = P(Tn + Wn+1 6 x)

=

∞∫

−∞
P(Tn 6 x− u)dP(Wn 6 u)

=

x∫

0

P(Tn 6 x− u)dP(Wn 6 u)

=

x∫

0


1− e−λ(x−u)

n−1∑

j=0

λj(x− u)j

j!


 λe−λudu

= 1− λe−λx − e−λx
n−1∑

j=0

(λx)j+1

(j + 1)!

= 1− e−λx
n∑

j=0

(λx)j

j!
.

Taigi, (34) lygyb
e teisinga, kai k = n + 1. Pagal matematin
es indukcijos
princip¡ i²eina, kad (33) lygyb
e teisinga visiems nat	uraliesiems n.

Dabar parodysime, jog su visais 0 6 t1 6 t2, k, l ∈ {0} ∪ N

P (N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = l)

= e−λt1
(λt1)

k

k!
e−λ(t2−t1)λ

l(t2 − t1)
l

l!
. (35)
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Nesunku pasteb
eti, kad i² pastarosios lygyb
es i²plaukia 2.2.3 apibr
eºimo
tre£ioji s¡lyga. B	utent, su visais 0 6 s 6 t, l ∈ {0} ∪ N

P (N(t)−N(s) = l) =
∞∑

k=0

P (N(s) = k, N(t)−N(s) = l)

=
∞∑

k=0

e−λs (λs)k

k!
e−λ(t−s)λ

l(t− s)l

l!

= e−λ(t−s)λ
l(t− s)l

l!
.

Jei k > 1 ir l > 2, tai:

P (N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = l)

= P (N(t1) = k, N(t2) = k + l)

= P (Tk 6 t1 < Tk+1, Tk+l 6 t2 < Tk+l+1)

= P
(
0 6 t1 − Tk < Wk+1, 0 6 t2 − Tk −Wk+1 − T̂k,l < Wk+l+1

)
,

£ia T̂k,l = Tk+l−Tk+1, ir atsitiktiniai dydºiai Tk,Wk+1, T̂k,l,Wk+l+1 yra nepri-
klausomi.

Pagal (34) formul¦, atsitiktiniai dydºiai

Tk = W1 + W2 + ...Wk,

T̂k,l = Wk+2 + Wk+3 + ... + Wk+l

yra pasiskirst¦ pagal gama skirstinius, su pasiskirstymo funkcijomis atitinka-
mai lygiomis Fk(x) ir Fl−1(x). Vadinasi, nagrin
ejamu atveju

P (N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = l)

=

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

I{06t1−x<v,06t2−x−v−y<u}dFk(x)dF1(v)dFl−1(y)dF1(u)

=

t1∫

0

t2−x∫

t1−x

t2−x−v∫

0

∞∫

t2−x−v−y

dFk(x)dF1(v)dFl−1(y)dF1(u)

=

t1∫

0

dx

t2−x∫

t1−x

dv

t2−x−v∫

0

dy

∞∫

t2−x−v−y

λ4e−λ(x+v+y+u) (λx)k−1

(k − 1)!

(λy)l−2

(l − 2)!
du

= e−λt1
(λt1)

k

k!
e−λ(t2−t1)λ

l(t2 − t1)
l

l!
.
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Jei k = 0 ir l > 2, tai

P (N(t1) = 0, N(t2)−N(t1) = l)

= P (t1 < T1, Tl 6 t2 < Tl+1)

= P
(
t1 < W1, 0 6 t2 −W1 − T̂0,l < Wl+1

)

=

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

I{t1<x,06t2−x−y<u}dF1(x)dFl−1(y)dF1(u)

=

∞∫

t1

dx

t2−x∫

0

dy

∞∫

t2−x−y

(
λ3e−λ(x+y+u) (λy)l−2

(l − 2)!

)
du

= e−λt1e−λ(t2−t1)λ
l(t2 − t1)

l

l!
.

Jeigu k > 1 ir l = 1, tai

P (N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = 1)

= P (Tk 6 t1 < Tk+1, Tk+1 6 t2 < Tk+2)

= P (0 6 t1 − Tk < Wk+1, 0 6 t2 − Tk −Wk+1 < Wk+2)

=

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

I{06t1−x<v,06t2−x−v<u}dFk(x)dF1(v)dF1(u)

=

t1∫

0

dx

t2−x∫

t1−x

dv

∞∫

t2−x−v

(
λ3e−λ(x+v+u) (λx)k−1

(k − 1)!

)
du

= e−λt1
(λt1)

k

k!
e−λ(t2−t1)λ(t2 − t1).

Pagaliau, jeigu k > 1 ir l = 0, tai analogi²kai

P (N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = 0)

= P (Tk 6 t1 6 t2 < Tk + Wk+1)

=

∞∫

0

∞∫

0

I{x6t16t2<x+v}dFk(x)dF1(v)

=

t1∫

0

dx

∞∫

t2−x

λ2e−λ(x+v) (λx)k−1

(k − 1)!
dv

= e−λt1
(λt1)

k

k!
e−λ(t2−t1).
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Teliko i²nagrin
eti du i²skirtinius atvejus. B	utent:

P (N(t1) = 0, N(t2)−N(t1) = 1)

= P (t1 < W1, 0 6 t2 −W1 < W2)

=

∞∫

t1

dx

∞∫

t2−x

λ2e−λ(x+y)dy

= e−λt1e−λ(t2−t1)λ(t2 − t1),

ir

P (N(t1) = 0, N(t2)−N(t1) = 0)

= P (t1 < W1, t2 < W1)

= P (t2 < W1)

= e−λt1e−λ(t2−t1).

Ai²ku, kad i² gautu� lygybiu� i²plaukia (35) formul
e. Kaip mat
eme, pas-
taroji formul
e garantuoja 2.2.3 apibr
eºimo tre£i¡ s¡lyg¡. Be to i² (35) for-
mul
es turime, kad bet kuriems laiko momentams 0 6 t1 6 t2 atsitiktiniai
dydºiai N(t1)−N(0) ir N(t2)−N(t1) yra nepriklausomi, t.y.

P (N(t1)−N(0) = k,N(t2)−N(t1) = l)

= P (N(t1)−N(0) = k)P (N(t2)−N(t1) = l)

visiems nat	uraliesiems k, l.
Taigi patenkinta 2.2.3 apibr
eºimo antroji s¡lyga, kai n = 2. Analogi²kai

galima parodyti, kad 2.2.3 apibr
eºimo antroji s¡lyga patenkinta bet kuriam
nat	urali¡jam n. Vadinasi, procesas N(t) yra nepriklausomu� poky£iu� proce-
sas. Taigi visos 2.2.3 apibr
eºimo s¡lygos patenkintos. Procesas N(t) yra
homogeninis Puasono procesas su intencyvumu λ. 4

2.3 Sud
etinis Puasono procesas

Sakykime draudiko kapitalo kitim¡ apra²o klasikinis dinaminis rizikos
modelis, t.y. draudiko kapitalas laiko momentu t uºra²omas lygybe

U(t) = u + ct−
N(t)∑

i=1

Zi
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ir patenkintos visos 2.1 skyrelyje nurodytos s¡lygos, t,y.
• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) > 0;
• ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami

atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c > 0;
• ºalu� skai£ius intervale [0, t] yra homogeninis Puasono procesas N(t) su

tam tikru teigiamu intencyvumu λ;
• ºalu� skai£iaus procesas N(t) ir ºalu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.
Draudiko kapitalo U(t) kitim¡ apra²an£ios lygties dalis

S(t) =
N(t)∑

i=1

Zi

lygi sumai visu� draudiko ºalu�, patirtu� intervale (0, t]. Jei N(t) yra ho-
mogeninis Puasono procesas, tai ºalu� sumos procesas S(t) daºnai vadinamas
sud
etiniu Puasono procesu.

2.3.1 Apibr
eºimas. Sakykime Z1, Z2, ... yra nepriklausomu� atsitiktiniu�
dydºiu� seka, o N(t) yra homogeninis Puasono procesas nepriklausantis nuo
atsitiktiniu� dydºiu� Z1, Z2, ... . Tada procesas

S(t) =
N(t)∑

i=1

Zi

vadinamas sud
etiniu Puasono procesu.

Toliau ²iame skyrelyje pateiksime kelias sud
etinio Puasono proceso savy-
bes.

2.3.1 Lema. Sud
etinis Puasono procesas yra nepriklausomu� poky£iu�
procesas, t.y. su visais 0 6 t1 < t2 < ... < tn, n ∈ N poky£iai

S(t2)− S(t1), S(t3)− S(t2), ..., S(tn)− S(tn−1)

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai.

4 Lem¡ i�rodysime atveju n = 3. Bendrasis atvejis nagrin
ejamas ana-
logi²kai. Sakykime, 0 6 t1 < t2 < t3, o B1, B2 bet kokios Borelio aib
es.
Sek¡ Z1, Z2, ... sudaro nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai,
procesas N(t) nepriklauso nuo ²ios atsitiktiniu� dydºiu� sekos, pagaliau, proce-
sas N(t) yra nepriklausomu� poky£iu� procesas. Vadinasi,

P (S(t2)− S(t1) ∈ B1, S(t3)− S(t2) ∈ B2)
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= P




N(t2)∑

i=N(t1)+1

Zi ∈ B1,
N(t3)∑

i=N(t2)+1

Zi ∈ B2




= P




∞⋃

k=0

∞⋃

l=0

∞⋃

m=0





N(t2)∑

i=N(t1)+1

Zi ∈ B1,
N(t3)∑

i=N(t2)+1

Zi ∈ B2,

N(t1) = k,N(t2)−N(t1) = l, N(t3)−N(t2) = m})

=
∞∑

k=0

∞∑

l=0

∞∑

m=0

P




k+l∑

i=k+1

Zi ∈ B1,
k+l+m∑

i=k+l+1

Zi ∈ B2,

N(t1) = k, N(t2)−N(t1) = l, N(t3)−N(t2) = m)

=
∞∑

k=0

∞∑

l=0

∞∑

m=0

P




k+l∑

i=k+1

Zi ∈ B1


P




k+l+m∑

i=k+l+1

Zi ∈ B2




P (N(t1) = k)P (N(t2)−N(t1) = l)P (N(t3)−N(t2) = m)

=
∞∑

k=0

P (N(t1) = k)
∞∑

l=0

P




k+l∑

i=k+1

Zi ∈ B1, N(t2)−N(t1) = l




∞∑

m=0

P




k+l+m∑

i=k+l+1

Zi ∈ B2, N(t3)−N(t2) = m




=
∞∑

k=0

P (N(t1) = k)
∞∑

l=0

P




N(t2)∑

i=N(t1)+1

Zi ∈ B1, N(t2)−N(t1) = l




∞∑

m=0

P




N(t3)∑

i=N(t2)+1

Zi ∈ B2, N(t3)−N(t2) = m




= P




N(t2)∑

i=N(t1)+1

Zi ∈ B1


P




N(t3)∑

i=N(t2)+1

Zi ∈ B2




= P (S(t2)− S(t1) ∈ B1)P (S(t3)− S(t2) ∈ B2)

Kadangi B1 ir B2 yra bet kokios Borelio aib
es, tai proceso prieaugiai
S(t2)− S(t1), S(t3)− S(t2) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. Kaip jau
min
ejome bet kokio skai£iaus proceso prieaugiu� nepriklausomumas i�rodomas
analogi²kai. 4

2.3.2 Lema. Sud
etinis Puasono procesas turi stacionarius prieaugius,
t.y. visiems 0 6 t1 < t2 poky£iu� S(t2) − S(t1) pasiskirstymas priklauso tik
nuo skirtumo t2 − t1. B	utent, bet kuriai Borelio aibei B teisinga lygyb
e

P(S(t2)− S(t1) ∈ B) = e−λ(t2−t1)
∞∑

k=0

(λ(t2 − t1))
k

k!
P

(
k∑

i=1

Zi ∈ B

)
,
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kurioje λ yra homogeninio Puasono proceso intensyvumas.

4 Homogeninis Puasono procesas N(t) nepriklauso nuo atsitiktiniu� dy-
dºiu� Z1, Z2, ..., o ²ie dydºiai nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦. Vadinasi,

P(S(t2)− S(t1) ∈ B)

= P




N(t2)−N(t1)∑

i=1

Zi ∈ B




= P




∞⋃

k=0





N(t2)−N(t1)∑

i=1

Zi ∈ B, N(t2)−N(t1) = k








=
∞∑

k=0

P
(

k∑

i=1

Zi ∈ B, N(t2)−N(t1) = k

)

=
∞∑

k=0

P
(

k∑

i=1

Zi ∈ B

)
P (N(t2)−N(t1) = k)

= e−λ(t2−t1)
∞∑

k=0

(λ(t2 − t1))
k

k!
P

(
k∑

i=1

Zi ∈ B

)

4

2.3.3 Lema. Sakykime

S(t) =
N(t)∑

i=1

Zi

yra sud
etinis Puasono procesas, homogeninio Puasono proceso intensyvumas
yra λ ir atsitiktinis dydis Z1 turi baigtini� vidurki� EZ1. Tada bet kuriam
teigiamam t

ES(t) = λt EZ1.

4 Naudodamiesi ºinomomis atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiu� ir s¡lyginiu� vi-
durkiu� savyb
emis gauname

ES(t) = E




N(t)∑

i=1

Zi




= E


E




N(t)∑

i=1

Zi

∣∣∣N(t)
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= E




∞∑

k=0

E




N(t)∑

i=1

Zi

∣∣∣N(t) = k


 I{N(t)=k}




= E
( ∞∑

k=0

E
(

k∑

i=1

Zi

)
I{N(t)=k}

)

= E
( ∞∑

k=0

(k EZ1)I{N(t)=k}

)

= EZ1E
( ∞∑

k=0

kI{N(t)=k}

)

= EZ1

∞∑

k=0

kP(N(t) = k)

= EZ1

∞∑

k=1

(λt)k

(k − 1)!
e−λt

= λt EZ1.

4

2.3.4 Lema. Sakykime

S(t) =
N(t)∑

i=1

Zi

yra sud
etinis Puasono procesas, homogeninio Puasono proceso N(t) inten-
syvumas yra λ, o atsitiktinis dydis Z1 turi baigtini� antros eil
es moment¡
E(Z2

1). Tada bet kuriam teigiamam t

DS(t) = λt E(Z2
1).

4 Analogi²kai, kaip 2.3.3 lemos i�rodyme, gauname

E
(
S2(t)

)
= E







N(t)∑

i=1

Zi




2



= E


E







N(t)∑

i=1

Zi




2 ∣∣∣∣N(t)







= E




∞∑

k=0

E







N(t)∑

i=1

Zi




2 ∣∣∣∣N(t) = k


 I{N(t)=k}
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=
∞∑

k=0

E




(
k∑

i=1

Zi

)2

P(N(t) = k).

Bet kuriam sveikam neneigiamam k

E




(
k∑

i=1

Zi

)2

 = E




k∑

i=1

Z2
i +

k∑

i=1

k∑
j=1
j 6=i

ZiZj




= kE
(
Z2

1

)
+

k∑

i=1

k∑
j=1
j 6=i

EZiEZj

= kE
(
Z2

1

)
+ k(k − 1) (EZ1)

2 .

Tod
el

E
(
S2(t)

)
= E

(
Z2

1

) ∞∑

k=1

(λt)k

(k − 1)!
e−λt

+ (EZ1)
2
∞∑

k=2

(λt)k

(k − 2)!
e−λt

= E
(
Z2

1

)
λt + (EZ1)

2 (λt)2 .

Vadinasi, pagal 2.3.3 lem¡

D(S(t)) = E
(
S2(t)

)
− ( ES(t))2 = λt E(Z2

1).

4

2.4 Bankroto tikimyb
e klasikiniam
rizikos procesui

Sakykime procesas U(t) apra²o draudiko valdomo turto kitim¡ klasiki-
niame dinaminiame rizikos modelyje. Pagal (30) formul¦ bet kuriam laiko
momentui t

U(t) = u + ct−
N(t)∑

i=1

Zi
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ir tenkinamos tokios s¡lygos:
• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� skai£ius intervale [0, t] N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intencyvumu λ;
• procesas N(t) ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.

Jeigu kuriuo nors momentu t > 0 draudiko turto vert
e U(t) nukrenta
ºemiau 0, tai laikome, kad i�vyko bankrotas. Laiko moment¡, kai draudiko
turtas pirm¡ kart¡ nukrito ºemiau 0, vadiname bankroto laiku ir ºymime Tk,u.
Ai²ku, kad Tk,u yra atsitiktinis dydis priklausantis nuo draudiko pradinio
kapitalo ir nuo kitu� klasikinio dinaminio rizikos modelio sudedamu�ju� daliu�.
Be to

Tk,u =





inf{t > 0 : U(t) < 0},
∞, jeigu U(t) > 0 visiems t > 0.

�emiau nubr
eºta charakteringa klasikinio rizikos proceso U(t) trajektorija
su bankrotu

t
u

U(t)

• • • • • •
T1 T3

Tk,u

T5 T6T2

-

6

�
�
�
�>
�
�
�
�
�
�
�>

Z1 �
�
�>

Z2

�
�>

Z3

�
�
�
�
�
�
�
�>

Z4

�
�
�
�>

Z5

�
�

Z6

�iame gra�ke, kaip ir 2.1 skyrelyje, Tn yra n-osios ºalos pasirodymo laikas.
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Tikimyb
e, kad bankroto laikas baigtinis vadinama bankroto tikimybe ir
ºymima simboliu ψ(u). Taigi

ψ(u) = P(Tk,u < ∞)

= P


⋃

t>0

{U(t) < 0}



= P
(
inf
t>0

U(t) < 0
)

. (36)

I² 2.2.1 teoremos i²plaukia, kad atsitiktiniai laiko tarpai tarp i�vykusiu�
ºalu� W1 = T1,W2 = T2 − T1,W3 = T3 − T2, ... yra nepriklausomi pasiskirst¦
pagal eksponentini� d
esni� su parametru λ.

Antra vertus, procesas U(t) tiesi²kai auga intervaluose [Tn, Tn+1), n ∈ N.
Vadinasi, bankrotas gali i�vykti tik kokiu nors ºalos pasirodymo momentu Tn.
Tod
el bankroto tikimyb¦ galima i²reik²ti ir kitaip:

ψ(u) = P
(

inf
n>1

U(Tn) < 0
)

= P
(

inf
n>1

{
u + cTn −

n∑

i=1

Zi

}
< 0

)

= P
(

inf
n>1

{
u−

n∑

i=1

(Zi − cWi)

}
< 0

)

= P
(

sup
n>1

{
n∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)
(37)

Gautoji i²rai²ka rodo, kad bankroto tikimyb
e klasikiniame dinaminiame
rizikos modelyje yra tam tikru� atsitiktiniu� dydºiu� sumu� supremumo pa-
siskirstymo funkcijos uodega.

2.5 Grynojo pelno s¡lyga

Sakykime draudiko valdomas turtas U(t) kinta pagal (30) formul¦, t.y.
bet kuriam laiko momentui t

U(t) = u + ct−
N(t)∑

i=1

Zi
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ir tenkinamos i�prastin
es klasikinio dinaminio rizikos modelio s¡lygos:
• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� skai£ius intervale [0, t] N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intencyvumu λ;
• procesas N(t) ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.

�iame skyrelyje aptarsime atvejus, kada bankroto tikimyb
e ψ(u) nusakyta
(36) ir (37) formul
emis lygi vienetui. I² 2.2.1 teoremos i²plaukia, kad laiko
tarpai tarp ºalu� pasirodymu� W1 = T1,W2 = T2 − T1,W3 = T3 − T2, ...
yra nepriklausomi pasiskirst¦ pagal eksponentini� d
esni� su parametru λ, t.y.
P(W1 6 x) = (1 − e−λx)I{x>0}. Nesunku suskai£iuoti, kad tokiam atsitik-
tiniam dydºiui EW1 = 1/λ.

2.5.1 Lema. Jeigu klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje ºala Z1

turi baigtini� vidurki� ir

EZ1 − cEW1 = EZ1 − c

λ
> 0,

tai bankroto tikimyb
e ψ(u) = 1 bet kuriai �ksuotai neneigiamai pradinio ka-
pitalo u reik²mei .

4 Pagal (37) formul¦ �ksuotam u

ψ(u) = P
(

sup
n>1

{
n∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)
.

Paºym
ekime
E(Z1 − cW1) = µ > 0.

Visiems pakankamai dideliems n (n > Mu,µ)

P
(

n∑

i=1

(Zi − cWi) > u

)
> P

(
n∑

i=1

(Zi − cWi) >
nµ

2

)

= P
(

1

n

n∑

i=1

(Zi − cWi)− µ > −µ

2

)
.

I² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio i²plaukia, kad

P
(

1

n

n∑

i=1

(Zi − cWi)− µ > −µ

2

)
→ 1.
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Tod
el bet kuriam teigiamam ε atsiras nat	uralusis Mε > Mu,µ toks, kad

P
(

n∑

i=1

(Zi − cWi) > u

)
> 1− ε,

kai n > Mε.
Taigi bet kuriam teigiamam ε

ψ(u) > P
(

Mε∑

i=1

(Zi − cWi) > u

)
> 1− ε.

I² paskutinio i�ver£io i²plaukia lemos tvirtinimas. 4
Lemos 2.5.1 tvirtinimas gali b	uti sustiprintas s¡lyg¡ EZ1 − cEW1 > 0

pakei£iant s¡lyga EZ1 − cEW1 > 0. Ta£iau tokio naujo teiginio i�rodymui
neuºtenka didºiu�ju� skai£iu� d
esnio pritaikymo. Reikalinga gilesn
e vadinamojo
atsitiktinio klaidºiojimo savybiu� analiz
e. Toki� tvirtinim¡ i�rodysime sekan-
£iame skyriuje, kuriame nagrin
esime bendresni� dinamin�i E. Sparre Andersen
rizikos modeli�.

Taigi esant s¡lygai EZ1 − cEW1 > 0 bankroto tikimyb
e ψ(u) = 1. Vadi-
nasi, ψ(u) gali b	uti maºesn
e uº vienet¡ tik tuo atveju, kai EZ1 − cEW1 < 0
Pastaroji s¡lyga draudos matematikoje vadinama grynojo pelno s¡lyga.

2.5.1 Apibr
eºimas. Sakykime patenkintos klasikinio dinaminio rizikos
modelio s¡lygos, o ºalos Z1 skirstinys turi baigtini� vidurki�. Tada s¡lyga

EZ1 − cEW1 = EZ1 − c

λ
< 0, (38)

vadinama grynojo pelno s¡lyga.

Grynojo pelno s¡lyga turi paprast¡ interpretacij¡. B	utent, apibr
eºimo
s¡lyga EZ1 − cEW1 < 0 rei²kia, kad �ksuotam vienetiniam laiko tarpui gre-
sian£ios ºalos vidurkis EZ1 yra maºesnis uº vidutines draudiko pajamas gau-
namas per ²i� vienetini� laiko tarp¡ cEW1. Ai²ku, kad klasikiniame dinamini-
ame rizikos modelyje, parinkus

c = (1 + %)
EZ1

EW1

su teigiamu %, gausime klasikini� dinamini� rizikos modeli� su patenkinta gryno-
jo pelno s¡lyga. Teigiamas skai£ius % tokioje situacijoje paprastai vadinamas
apsaugos koe�cijentu.
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2.6 Pusiausvyros koe�cientas

�iame skyrelyje apibr
e²ime vadinam¡ji� Lundbergo pusiausvyros koe�-
cijent¡, kuris betarpi²kai susij¦s su bankroto tikimyb
es ψ(u) i�vertinimu i²
vir²aus. Aptarsime atvejus, kada tas pusiausvyros koe�cientas egzistuoja. I²
ºemiau pateiktu� sanprotavimu� nesunku pasteb
eti, kad Lundbergo pusiausvy-
ros koe�cientas klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje atlieka toki� pati�
vaidmeni� kaip (28) Lundbergo lygties sprendinys diskre£iame dinaminiame
rizikos modelyje.

2.6.1 Apibr
eºimas. Sakykime ºalos skirstinys klasikiniame dinaminia-
me rizikos modelyje turi baigtini� eksponentini� moment¡ E

(
evZ1

)
intervale

v ∈ [0, γ). Teigiamas lygties

λE
(
erZ1

)
− λ− cr = 0, (39)

vadinamas pusiausvyros arba Lundbergo koe�cijentu.

2.6.1 Lema. Sakykime kaºkokiam teigiamam γ

E
(
evZ1

)
< ∞,

visiems v ∈ [0, γ) ir
lim

v→γ−0
E

(
evZ1

)
= ∞.

Sakykime, be to patenkinta grynojo pelno s¡lyga (38), t.y.

EZ1 − c

λ
< 0

Tada egzistuoja vienintelis teigiamas (39) lygties sprendinys r = R.

4 Realiems r ∈ [0, γ) apibr
eºkime funkcij¡

g(r) = λE
(
erZ1

)
− λ− cr.

Funkcija g(r) savo apibr
eºimo srityje yra baigtin
e turi bet kurios eil
es
i²vestines, be to g(0) = 0.

I² grynojo pelno s¡lygos gauname

(g(r))′r=0 = λ
(
E

(
erZ1

))′
r=0

− c = λEZ1 − c < 0.
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Antra vertus,

(g(r))′′ = λ
(
E

(
erZ1

))′′
= λ

∞∫

0

y2erydP(Z1 6 y) > 0

visiems r ∈ [0, γ).
Pagaliau atsiºvelg¦ i� lemos antr¡j¡ s¡lyg¡, gauname

lim
r→γ−0

g(r) = ∞.

I² gautu� funkcijos g(r) tyrimo epizodu� i²plaukia, kad funkcija g(r) turi
tokio pavidalo gra�k¡.

r

g(r)

•
R

-

6

γ

I² gra�ko nesunku pasteb
eti, kad egzistuoja vienintelis teigiamas skai£ius
R, kuriam

g(R) = λE
(
eRZ1

)
− λ− cR = 0.

4

2.6.2 Lema. Sakykime bet kokiam teigiamam v

E
(
evZ1

)
< ∞,

patenkinta grynojo pelno s¡lyga (38), ir atsitiktinis dydis apra²antis ºal¡ Z1

nei²sigim¦s ta²ke 0, t.y.
P(Z1 = 0) < 1.
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Tada irgi egzistuoja vienintelis teigiamas (39) lygties sprendinys r = R.

4 Lemos i�rodymas pana²us i� 1.6.1 lemos i�rodym¡. Bet kokiam realiam
r ∈ [0,∞) apibr
eºkime funkcij¡

g(r) = λE
(
erZ1

)
− λ− cr.

Kaip ir lemoje 1.6.1 funkcija g(r) bet kuriam realiam r baigtin
e ir turi
bet kurios eil
es baigtines i²vestines. Analogi²kai, kaip 1.6.1 lemoje:

g(0) = 0,

(g(r))′r=0 = λ
(
E

(
erZ1

))′
r=0

− c = λEZ1 − c < 0,

(g(r))′′ = λ
(
E

(
erZ1

))′′
= λ

∞∫

0

y2erydP(Z1 6 y) > 0, r > 0.

Kadangi ºala Z1 yra neneigiamas nei²sigim¦s ta²ke 0 atsitiktinis dydis,
tai egzistuoja teigiami skai£iai ε ir q, kuriems

P(Z1 > ε) = q

Vadinasi, nagrin
ejamu atveju

E
(
erZ1

)
=

∞∫

0

erydP(Z1 6 y) >
∞∫

ε

erydP(Z1 6 y) > erεq

bet kuriam teigiamam r.
Tod
el

lim
r→∞ g(r) > lim

r→∞(λerεq − λ− cr) = ∞.

I² sura²ytu� funkcijos g(r) tyrimo rezultatu� i²plaukia, kad ²ios funkcijos
gra�kas turi toki� pati� pavidal¡ kaip 1.6.1 lemoje. Vadinasi, nagrin
ejamu
atveju (39) Lundberg lygtis irgi turi vieninteli� teigiam¡ sprendin�i. 4

2.6.1 Pavyzdys. Sakykime ºala Z1 klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal eksponentini� skirstini� su teigiamu parametru α,
t.y.

P(Z1 6 y) =
(
1− e−αy

)
I{y>0}.

Rasime pusiausvyros koe�cijento R i²rai²k¡ tokiai ºalai.
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4 Kadangi bet kuriam r ∈ [0, α)

E
(
erZ1

)
=

∞∫

0

erydP(Z1 6 y)

= α

∞∫

0

e(r−α)ydy =
α

α− r
,

tai patenkintos 1.6.1 lemos s¡lygos ir (39) Lundberg lygtis

λ
α

α− r
= λ + cr

turi vieninteli� teigiam¡ sprendini�. B	utent:

λα = (λ + cR)(α−R),

cR2 + (λ− cα)R = 0,

R2 −
(
α− λ

c

)
R = 0,

R = α− λ

c
.

4

2.6.2 Pavyzdys. Sakykime ºala Z1 klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal gama skirstini� su parametrais n = 2 ir α = 2,
t.y.

P(Z1 6 y) =
(
1− e−2y(1− 2y)

)
I{y>0},

o modelio apsaugos koe�cientas % = 0.1. Rasime tokio rizikos modelio pu-
siausvyros koe�cijent¡ R.

4 Nagrin
ejamu atveju bet kuriam r ∈ [0, 2)

E
(
erZ1

)
=

∞∫

0

erydP(Z1 6 y) = 4

∞∫

0

ye(r−2)ydy

=
4

2− r

∞∫

0

e(r−2)ydy =
4

(2− r)2
.

Matome, kad 1.6.1 lemos s¡lygos patenkintos, tod
el (39) Lundberg lygtis

λ
4

(2− r)2
= λ + cr
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turi vieninteli� teigiam¡ sprendini� intervale [0, 2).
Nagrin
ejamu atveju

c = (1 + %)
EZ1

EW1

= 1.1 λ EZ1 = 1.1 λ.

Tod
el Lundberg lygtis ekvivalenti lyg£iai

4

(2− r)2
= 1 + 1.1 r.

Pertvark¦ ²i¡ lygti� gauname, kad pusiausvyros koe�cientas R turi tenkinti
lygti�

1.1R3 − 3.4R2 + 0.4R = 0.

I²sprend¦ ²i¡ lygti�, gauname tris ²aknis:

R1 = 0, R2 = 0.1225, R3 = 2.968.

Kadangi E
(
erZ1

)
egzistuoja tik tada kai r < 2, tai

R = 0.1225 .

4

Norint i�vertinti bankroto tikimyb¦ neb	utina tiksliai surasti pusiausvyros
koe�cijento reik²m¦. Pakanka i�vertinti ²i� pusiausvyros koe�cijent¡ i² vir²aus.
Geriausia t¡ padaryti skaitiniais metodais. Toliau apra²ysime vien¡ gana
grubu�, ta£iau labai paprastai skai£iuojam�a pusiausvyros koe�cijento i�verti�.

Lygti� (39) pusiausvyros koe�cijentui skai£iuoti galima uºra²yti taip:

λ + cr = λ

∞∫

0

erydP(Z1 6 y) .

Kadangi
ery > 1 + ry +

1

2
(ry)2,

tai pusiausvyros koe�cientas R turi tenkinti nelygyb¦

λ + cR > λ

∞∫

0

(
1 + Ry +

1

2
(Ry)2

)
dP(Z1 6 y)

= λ
(
1 + R EZ1 +

1

2
R2 EZ2

1

)
.
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Taigi, jeigu pusiausvyros koe�cientas egzistuoja, tai

R 6 2(c− λEZ1)

λEZ2
1

. (40)

2.6.3 Pavyzdys. Sakykime ºala Z1 klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal gama skirstini� su parametrais n = 2.5 ir α =
2.5, t.y.

P(Z1 6 y) =
(2.5)2.5

Γ(2.5)

y∫

0

v1.5e−2.5vdv,

o modelio apsaugos koe�cientas % = 0.05. I�sitikinsime, kad tokio rizikos
modelio pusiausvyros koe�cientas R egzistuoja ir rasime jo i�verti� i² vir²aus.

4 Po tam tikru� skai£iavimu� galima i�sitikinti, kad nagrin
ejamu atveju
visiems r ∈ [0, 2.5)

E
(
erZ1

)
=

(
2.5

2.5− r

)2.5

.

Nesunku pasteb
eti, kad ²is eksponentinis momentas tenkina 1.6.1 lemos
s¡lygas. Vadinasi, nagrin
ejamo modelio pusiausvyros koe�cientas egzistuoja.

Kadangi
EZ1 = 1, EZ2

1 =
7

5

ir
c = (1 + %)λ EZ1 = 1.05 λ,

tai pagal (40) formul¦

R 6 2(1.05 λ− λ)

7λ/5
=

1

14
= 0.0714.

4

2.7 Lundberg nelygyb
e klasikiniam
rizikos procesui

�iame skyrelyje i�rodysime vien¡ klasikini� rezultat¡, vadinam¡j¡ Lundberg
nelygyb¦. �i nelygyb
e leidºia i�vertinti bankroto tikimyb¦ ψ(u) klasikiniame
dinaminiame rizikos modelyje i² vir²aus tuo atveju, kai ºalos skirstinys uºtik-
rina pusiausvyros koe�cijento egzistavim¡.
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2.7.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos:

• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� intervale [0, t] skai£ius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intensyvumu λ;
• procesas N ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.
Sakykime be to patenkinta grynojo pelno s¡lyga (38):

EZ1 − cEW1 = EZ1 − c

λ
< 0,

ºala Z1 turi baigtini� eksponentini� moment¡ E
(
erZ1

)
kokiam nors teigiamam

r, ir egzistuoja pusiausvyros koe�cientas R apibr
eºtas (39) lygtimi:

λE
(
eRZ1

)
= λ + cR.

Tada
ψ(u) 6 exp{−Ru} (41)

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u.

4 I² (37) lygyb
es turime

ψ(u) = P
(

sup
k>1

{
k∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)
.

Bet kokiam nat	urali¡jam n apibr
eºkime pana²ius dydºius

ψn(u) = P
(

max
16k6n

{
k∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)

= P
(

n⋃

k=1

{
k∑

i=1

(Zi − cWi) > u

})
.

Toliau, taikydami indukcijos princip¡ parodysime, kad visiems n ir u

ψn(u) 6 exp{−Ru} (42)

I² ²ios nelygyb
es i²plaukia teoremos i�vertis, nes bet kuriai pradinio kapi-
talo vertei u

lim
n→∞ψn(u) = ψ(u)
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Jeigu n = 1, tai taikydami Markovo nelygyb¦, gauname

ψ1(u) = P (Z1 − cW1 > u) = P
(
eR(Z1−cW1) > eRu

)

6 e−RuEeR(Z1−cW1) = e−RuEeRZ1 Ee−cRW1

= e−RuEeRZ1
λ

λ + cR
= e−Ru.

Sakykime, (42) i�vertis teisingas kaºkokiam nat	urali¡jam M . Parodysime,
kad tokiu atveju toks pats i�vertis teisingas ir kai n = M + 1.

I² tiesu�:

ψM+1(u) = P
(

max
16k6M+1

{
k∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)

= P(Z1 − cW1 > u)

+ P
(

max
26k6M+1

{
Z1 − cW1 +

k∑

i=2

(Zi − cWi)

}
> u, Z1 − cW1 6 u

)

=
∫

(u,∞)

dP(Z1 − cW1 6 y)

+
∫

(−∞,u]

P
(

max
26k6M+1

{
y +

k∑

i=2

(Zi − cWi)

}
> u

)
dP(Z1 − cW1 6 y)

=
∫

(u,∞)

dP(Z1 − cW1 6 y)

+
∫

(−∞,u]

P
(

max
26k6M+1

{
y +

k−1∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u

)
dP(Z1 − cW1 6 y)

=
∫

(u,∞)

dP(Z1 − cW1 6 y)

+
∫

(−∞,u]

P
(

max
16k6M

{
k∑

i=1

(Zi − cWi)

}
> u− y

)
dP(Z1 − cW1 6 y)

=
∫

(u,∞)

dP(Z1 − cW1 6 y) +
∫

(−∞,u]

ψM(u− y)dP(Z1 − cW1 6 y).

Pagal indukcijos prielaid¡ antrasis integralas nevir²ija
∫

(−∞,u]

e−R(u−y)dP(Z1 − cW1 6 y).
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Tuo tarpu pirmasis integralas akivaidºiai nevir²ija dydºio
∫

(u,∞)

e−R(u−y)dP(Z1 − cW1 6 y).

Vadinasi,

ψM+1(u) 6
∞∫

−∞
e−R(u−y)dP(Z1 − cW1 6 y)

= e−RuE
(
eR(Z1−cW1)

)

= e−RuEeRZ1
λ

λ + cR
= e−Ru.

Pagal matematin
es indukcijos princip¡ gauname, kad (42) nelygyb
e tei-
singa visiems nat	uraliesiems n ir visoms pradinio kapitalo u reik²m
ems. Tuo
pa£iu, kaip min
eta, teisingas (41) i�vertis. 4

2.7.1 Pavyzdys. Sakykime ºala Z1 klasikiniame dinaminiame rizikos
modelyje pasiskirs£iusi pagal eksponentini� skirstini� su teigiamu parametru α,
t.y.

P(Z1 6 y) =
(
1− e−αy

)
I{y>0},

o premiju� surinkimo greitis

c = (1 + %)
EZ1

EW1

= (1 + %)
λ

α

su tam tikru teigiamu apsaugos koe�cijentu %. Rasime bankroto tikimyb
es
i�verti� apra²ytame modelyje.

4 I² 2.6.1 pavyzdºio turime, kad

R = α− λ

c
.

Kadangi nagrin
ejamu atveju

c = (1 + %)
λ

α
,

tai
R = α− α

1 + %
= α

%

1 + %
.

63



Vadinasi, pagal (41) nelygyb¦

ψ(u) 6 exp{−α
%

1 + %
u}

bet kuriai pradinio kapitalo vertei u. 4

2.8 Defektyvi atstatymo lygtis
bankroto tikimybei klasikiniame
dinaminiame rizikos modelyje

Ankstesniame skyrelyje gavome bankroto tikimyb
es ψ(u) i�verti� i² vir²aus.
Tolimesniam funkcijos ψ(u) elgesio tyrimui reikalinga vadinamoji atstatymo
lygtis ²iai funkcijai. �iame skyrelyje i²vesime b	utent toki�a lygti�.

2.8.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos, ºala Z1 turi baigtini� vidurki� m = EZ1 ir
absoliu£iai tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡ F (y) = P(Z1 6 y). Sakykime, be
to, patenkinta grynojo pelno s¡lyga mλ < c.

Tada bankroto tikimyb
e ψ(u) bet kuriai neneigiamai pradinio kapitalo
vertei u tenkina toki¡ atstatymo lygti�

ψ(u) =
λm

c


1− 1

m

u∫

0

(1− F (y))dy




+
λ

c

u∫

0

ψ(u− y)(1− F (y))dy. (43)

4 Bet kuriai pradinio kapitalo u vertei paºymime

ϕ(u) = 1− ψ(u).

Funkcija ϕ(u) daºniausiai vadinama i²likimo tikimybe.
I² (37) formul
es turime

ϕ(u) = P
(

sup
n>1

{
n∑

i=1

(Zi − cWi)

}
6 u

)

= P
(

n∑

i=1

(Zi − cWi) 6 u visiems n > 1

)
.
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Pasinaudodami klasikinio dinaminio rizikos modelio prielaidomis, gau-
name

ϕ(u) = P
(

n∑

i=1

(Zi − cWi) 6 u visiems n > 2, Z1 − cW1 6 u

)

= P
(

n∑

i=2

(Zi − cWi) 6 u− Z1 + cW1 visiems n > 2, Z1 − cW1 6 u

)

=
∫

[0,∞)

( ∫

[0,u+cv)

P
(

n∑

i=2

(Zi − cWi) 6 u− y + cv visiems n > 2

)

dP(Z1 6 y)
)
dP(W1 6 v)

=
∫

[0,∞)

( ∫

[0,u+cv)

P
(

n∑

i=1

(Zi − cWi) 6 u− y + cv visiems n > 1

)

dP(Z1 6 y)
)
dP(W1 6 v)

= λ

∞∫

0

e−λv




∫

[0,u+cv)

ϕ(u + cv − y)dF (y)


 dv.

Atlik¦ kintamu�ju� pakeitim¡ z = u + cv, i² paskutin
es lygyb
es gauname

ϕ(u) =
λ

c
e

λu
c

∞∫

u

e−
λz
c




∫

[0,z)

ϕ(z − y)dF (y)


 dz. (44)

Kadangi pasiskirstymo funkcija F (y) turi tankio funkcij¡, tai funkcija
∫

[0,z)

ϕ(z − y)dF (y) =

z∫

0

ϕ(z − y)dF (y)

yra tolydin
e. I² (44) lygyb
es i²plaukia, kad i²gyvenimo funkcija ϕ(u) yra
diferencijuojama ir

ϕ′(u) =
λ

c
e

λu
c

λ

c

∞∫

u

e−
λz
c




∞∫

0

ϕ(z − y)dF (y)


 dz

− λ

c
e

λu
c e−

λu
c

u∫

0

ϕ(u− y)dF (y)

=
λ

c
ϕ(u)− λ

c

u∫

0

ϕ(u− y)dF (y).
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Paskutin¦ lygyb¦ suintegrav¦ intervale [0, w], gauname

ϕ(w)− ϕ(0) =
λ

c

w∫

0

ϕ(u)du− λ

c

w∫

0




u∫

0

ϕ(u− y)dF (y)


 du.

Pritaik¦ integravimo dalimis formul¦, pasinaudoj¦ funkcijos ϕ(u) diferen-
cijuojamumu ir lygybe F (0) = P(Z1 6 0), turime

ϕ(w)− ϕ(0)− λ

c

w∫

0

ϕ(u)du

= −λ

c

w∫

0


ϕ(u− y)F (y)

∣∣∣∣
u

0
+

u∫

0

ϕ′(u− y)F (y)dy


 du

= −λ

c

w∫

0


ϕ(0)F (u) +

u∫

0

ϕ′(u− y)F (y)dy


 du.

Taigi

ϕ(w)− ϕ(0) =
λ

c

w∫

0

ϕ(u)du− λ

c
ϕ(0)

w∫

0

F (u)du

− λ

c

w∫

0




u∫

0

ϕ′(u− y)F (y)dy


 du

=
λ

c

w∫

0

ϕ(u)du− λ

c
ϕ(0)

w∫

0

F (u)du

− λ

c

w∫

0




w∫

y

ϕ′(u− y)du


 F (y)dy

=
λ

c

w∫

0

ϕ(u)du− λ

c
ϕ(0)

w∫

0

F (u)du

− λ

c

w∫

0

(ϕ(w − y)− ϕ(0))F (y)dy

=
λ

c

w∫

0

ϕ(u)du− λ

c

w∫

0

ϕ(w − y)F (y)dy

=
λ

c

w∫

0

ϕ(w − y)dy − λ

c

w∫

0

ϕ(w − y)F (y)dy
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=
λ

c

w∫

0

ϕ(w − y)(1− F (y))dy.

I² paskutin
es lygyb
es i²plaukia, kad bet kuriai neneigiamai pradinio ka-
pitalo vertei u

ϕ(u) = ϕ(0) +
λ

c

u∫

0

ϕ(u− y)(1− F (y))dy. (45)

Remiantis didºiu�ju� skai£iu� d
esniu, beveik visur

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

(Zi − cWi) = E(Z1 − cW1) =
mλ− c

λ
< 0.

Vadinasi, beveik visur

sup
n>1

n∑

i=1

(Zi − cWi) < ∞

ir
lim

u→∞ϕ(u) = P
(

sup
n>1

{
n∑

i=1

(Zi − cWi)

}
< ∞

)
= 1.

Lygyb
eje (45) per
ej¦ prie ribos, kai u →∞, gauname

1 = ϕ(0) +
λ

c
lim

u→∞

u∫

0

ϕ(u− y)(1− F (y))dy. (46)

Kadangi
∞∫

0

(1− F (y))dy = m < ∞,

tai (46) lygyb
eje galima pereiti prie ribos po integralo ºenklu. B	utent

lim
u→∞

u∫

0

ϕ(u− y)(1− F (y))dy

= lim
u→∞

∞∫

0

I{y6u}ϕ(u− y)(1− F (y))dy

=

∞∫

0

(1− F (y))dy = m
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Taigi i² (46) lygyb
es i²plaukia

ϕ(0) = 1− λm

c
.

�i¡ i²rai²k¡ i�stat¦ i� (45) lygyb¦, gauname

ϕ(u) = 1− λm

c
+

λ

c

u∫

0

ϕ(u− y)(1− F (y))dy.

Ta£iau bet kuriam neneigiamam u

ϕ(u) = 1− ψ(u).

Tod
el

1− ψ(u) = 1− λm

c
+

λ

c

u∫

0

(1− ψ(u− y))(1− F (y))dy.

Arba

ψ(u) =
λm

c


1− 1

m

u∫

0

(1− F (y))dy




+
λ

c

u∫

0

ψ(u− y)(1− F (y))dy.

4
Atstatymo lygtis bankroto tikimybei gali b	uti uºra²yta ir kitokiais pavi-

dalais. Aptarsime kelis tokius lyg£iu� pavidalus.
Jei neneigiamos atsitiktin
es ºalos Z1 skirstinys turi baigtini� vidurki� m =

EZ1 ir pasiskirstymo funkcij¡ F (y) = P(Z1 6 y), tai funkcija

FI(y) =
1

m

y∫

0

(1− F (z))dz

yra pasiskirstymo funkcija. Be to ²i pasiskirstymo funkcija absoliu£iai tolydi
ir

dFI(y) =
1

m
(1− F (y))dy.

I�stat¦ turimas i²rai²kas i� (43) lygyb¦, gauname toki¡ atstatymo lygti�
bankroto tikimybei:

ψ(u) =
λm

c


1− FI(u) +

u∫

0

ψ(u− y)dFI(y)


 (47)
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Esant patenkintai grynojo pelno s¡lygai,

c = (1 + %)
EZ1

EW1

= (1 + %)λm

kaºkokiam teigiamam apsaugos koe�cijentui %. Vadinasi, (43) lygti� galima
uºra²yti ir taip:

ψ(u) =
1

1 + %


1− FI(u) +

u∫

0

ψ(u− y)dFI(y)


 (48)

Daºnokai atstatymo lygtis bankroto tikimybei vadinama defektyvia at-
statymo lygtimi. Paai²kinsime tokio pavadinimo prieºasti�. Paskutinis at-
statymo lygties pavidalas (48) gali b	uti perra²ytas taip:

ψ(u) =
1

1 + %
(1− FI(u)) +

u∫

0

ψ(u− y) d
(

1

1 + %
FI(y)

)
.

Nesunku pasteb
eti, kad lygtyje integruojame pagal nemaº
ejan£i¡ tolydºi¡
funkcij¡ FI(y)/(1 + %), kuri n
era pasiskirstymo funkcija, nes

lim
y→∞

1

1 + %
FI(y) =

1

1 + %
< 1.

Norint pabr
eºti ²i� fakt¡ atstatymo lygtis bankroto tikimybei vadinama
defektyvia.

2.9 Laplace-Stieltjes transformacija ir jos savyb
es

Ankstesniame skyrelyje gavome defektyvi¡ atstatymo lygti� bankroto tiki-
mybei klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje. Norint surasti mus domi-
nan£i¡ bankroto tikimyb¦ reikia t¡ atstatymo lygti� i²spr¦sti. Vienintelis ºino-
mas metodas tokioms lygtims spr¦sti remiasi Laplace-Stieltjes transformaciju�
panaudojimu. �iame skyrelyje apibr
e²ime Laplace-Stieltjes transformacijas
ir aptarsime tokiu� transformaciju� savybes.

2.9.1 Apibr
eºimas. Sakysime funkcija G priklauso klasei G, jeigu G at-
vaizduoja realiu� skai£iu� aib¦ R i� interval¡ [0,∞), G yra nemaº
ejanti, apr
eºta,
tolydi i² de²in
es ir G(x) = 0 visiems neigiamiems x.
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Nesunku pasteb
eti, kad funkcija G priklauso klasei G tada ir tik tada,
kai egzistuoja neneigiama konstanta C ir neneigiamo atsitiktinio dydºio pa-
siskirstymo funkcija Fξ, kuriems G(x) = CFξ(x).

2.9.2 Apibr
eºimas. Funkcijos G ∈ G Laplace-Stieltjes transformacija
vadinama funkcija

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydG(y), s ∈ C.

Ai²ku, kad bet kuriai funkcijai G ∈ G Laplace-Stieltjes transformacija yra
apibr
eºta visiems kompleksiniams s, kuriems <s > 0.

Bet kuriai funkcijai G ∈ G galima surasti

σG = inf





σ :
∫

[0,∞)

e−σydG(y) < ∞




.

Ai²ku, kad σG > 0, o funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija Ĝ(s) yra
analizin
e funkcija intervale (σG,∞). Skai£ius σG paprastai vadinamas funkci-
jos G Laplace-Stieltjes transformacijos abscise.

Jeigu Fξ yra neneigiamo atsitiktinio dydºio ξ pasiskirstymo funkcija, tai

F̂ξ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydFξ(y) = E
(
e−sξ

)
.

Bet kuriai nenulinei funkcijai G ∈ G galima surasti konstant¡ C ir ne-
neigiam¡ atsitiktini� dydi� ξ, kuriems G(u) = CFξ(u). Vadinasi, bet kuriai
funkcijai G ∈ G

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydCFξ(y) = CE
(
e−sξ

)
.

2.9.1 Pavyzdys. Rasime funkcijos G(y) = I[0,∞)(y) Laplace-Stieltjes
transformacij¡.

4 Pagal apibr
eºim¡ visiems kompleksiniams s

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydI[0,∞)(y) = e−s·0(1− 0) = 1.

4
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2.9.2 Pavyzdys. Sakykime F yra eksponentinio skirstinio su parametru
λ pasiskirstymo funkcija, t.y. F (y) =

(
1− e−λy

)
I{y>0} Rasime ²ios funkcijos

Laplace-Stieltjes transformacij¡.

4 Pagal apibr
eºim¡

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−syd
(
1− e−λy

)
= λ

∫

[0,∞)

e−(s+λ)ydy

= λ
e−(s+λ)y

s + λ

∣∣∣∣
∞

0
=

λ

s + λ

kompleksiniams skai£iams s su savybe <s > −λ . 4

2.9.3 Pavyzdys. Sakykime F yra Puasono d
esnio su teigiamu parametru
λ pasiskirstymo funkcija, t.y.

F (y) =
∑
k∈N
k6y

λk

k!
e−λ

Rasime ²ios funkcijos Laplace-Stieltjes transformacij¡.

4 Bet kokiam kompleksiniam skai£iui s

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−syd




∑
k∈N
k6y

λk

k!
e−λ


 =

∞∑

k=0

e−ks λ
k

k!
e−λ

= e−λ
∞∑

k=0

(λe−s)
k

k!
= eλ(e−s−1)

4
Toliau ²iame skyrelyje pateiksime pagrindines Laplace-Stieltjes transfor-

macijos savybes.

2.9.1 Lema. Sakykime funkcija G ∈ G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cij¡ Ĝ kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG} ∪ {<s > 0}. Tada bet
kuriai teigiamai konstantai a lygyb
e

âG(s) = aĜ(s)

teisinga visiems kompleksiniams s i² min
etos srities.

4 Lemos tvirtinimas i²plaukia i² lygyb
es
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âG(s) =
∫

[0,∞)

e−syd(aG(y)) = a
∫

[0,∞)

e−sydG(y) = aĜ(s).

4

2.9.2 Lema. Sakykime funkcija G1 ∈ G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cij¡ Ĝ1 kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG1}∪{<s > 0}, o funkcija
G2 ∈ G turi Laplace-Stieltjes transformacij¡ Ĝ2 kompleksiniu� skai£iu� aib
es
srityje {<s > σG2} ∪ {<s > 0}. Tada funkcija G1 + G2 turi Laplace-Stieltjes
transformacij¡ srityje <s > max{σG1 , σG2} ∪ {<s > 0}, be to ²ioje srityje

Ĝ1 + G2(s) = Ĝ1(s) + Ĝ2(s).

.
4 Kadangi funkcija G1 + G2 ∈ G, tai lemos tvirtinimas i²plaukia i²

Lebesques-Stieltjes integralo savybiu�. I² tiesu�, bet kuriam �ksuotam kom-
pleksiniam s i² srities <s > max{σG1 , σG2} ∪ {<s > 0}, turime

Ĝ1 + G2(s) =
∫

[0,∞)

e−syd((G1 + G2)(y))

=
∫

[0,∞)

<
{
e−sy

}
d((G1 + G2)(y)) + i

∫

[0,∞)

=
{
e−sy

}
d((G1 + G2)(y))

=
∫

[0,∞)

<
{
e−sy

}
dG1(y) +

∫

[0,∞)

<
{
e−sy

}
dG2(y)

+ i
∫

[0,∞)

=
{
e−sy

}
dG1(y) + i

∫

[0,∞)

=
{
e−sy

}
dG2(y)

=
∫

[0,∞)

(
<

{
e−sy

}
+ i =

{
e−sy

})
dG1(y)

+
∫

[0,∞)

(
<

{
e−sy

}
+ i =

{
e−sy

})
dG2(y)

= Ĝ1(s) + Ĝ2(s).

4

2.9.3 Lema. Sakykime funkcija G1 ∈ G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cij¡ Ĝ1 kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG1}∪{<s > 0}, o funkcija
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G2 ∈ G turi Laplace-Stieltjes transformacij¡ Ĝ2 kompleksiniu� skai£iu� aib
es
srityje {<s > σG2} ∪ {<s > 0}. Tada funkciju� G1 ir G2 s¡s	uka

G1 ∗G2(x) =

x∫

0

G1(x− y )dG2(y)

turi Laplace-Stieltjes transformacij¡ srityje {<s > max{σG1 , σG2}} ∪ {<s >
0}, be to ²ioje srityje

Ĝ1 ∗G2(s) = Ĝ1(s) · Ĝ2(s).

.

4 Jeigu bent viena i² funkciju� G1, G2 yra nulin
e, tai lemos tvirtinimas
akivaizdus. Jeigu abi funkcijos G1, G2 yra nenulin
es, tai egzistuoja konstan-
tos C1, C2 ir neneigiami atsitiktiniai dydºiai ξ1, ξ2, kuriems

G1(y) = C1Fξ1(y), G2(y) = C2Fξ2(y).

Nesunku pasteb
eti, kad

G1 ∗G2 = C1C2 Fξ1 ∗ Fξ2 .

Tod
el pagal 2.9.1 lem¡

Ĝ1 ∗G2(s) = C1C2
̂Fξ1 ∗ Fξ2(s).

Pasiskirstymo funkciju� s¡s	uka yra lygi atsitiktinio dydºio ξ1 + ξ2 pa-
siskirstymo funkcijai, kai ξ1 ir ξ2 yra nepriklausomi. Pasinaudoj¦ nepriklau-
somu� atsitiktiniu� dydºiu� sandaugos vidurkio savybe, gauname

̂Fξ1 ∗ Fξ2(s) = E
(
e−s(ξ1+ξ2)

)
= E

(
e−sξ1e−sξ2

)

= E
(
e−sξ1

)
E

(
e−sξ2

)
= F̂ξ1(s)F̂ξ2(s)

visiems kompleksiniams s i² srities {<s > max{σG1 , σG2}} ∪ {<s > 0}.
Dar kart¡ pasinaudoj¦ 2.9.1 lema, gauname

Ĝ1 ∗G2(s) = C1C2
̂Fξ1 ∗ Fξ2(s) = C1F̂ξ1(s)C2F̂ξ2(s)

= Ĝ1(s) · Ĝ2(s).

4

73



2.9.4 Lema. Sakykime funkcija G ∈ G turi Laplace-Stieltjes transforma-
cij¡ Ĝ kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > 0}. Kompleksiniu� skai£iu�
aib
es srityje <s > 0 Laplace-Stieltjes transformacija yra analizin
e funkcija,
be to, bet kuriam nat	urali¡jam n

{Ĝ(s)}(n) = (−1)n
∫

[0,∞)

yne−syd(G(y)).

Jeigu Ĝ egzistuoja kompleksiniu� skai£iu� srityje {<s > σG} kaºkokiai
neigiamai konvergavimo abscisei σG, tai uºra²ytoji lygyb
e teisinga visiems
s i² Laplace-Stieltjes transformacijos egzistavimo srities

4 I�rodysime pirm¡j¡ lemos dali�, kai σG = 0. Atvejis σG < 0 nagrin
ejamas
analogi²kai.

Pradºioje i�rodysime, kad funkcijos G ∈ G Laplace-Stielties transformacija
yra analizin
e funkcija. Tuo pa£iu i�rodysime lemos lygyb¦ kai n = 1.

Bet kuriems kompleksiniams s (<s > 0) ir h (h 6= 0)

Ĝ(s + h)− Ĝ(s)

h
=

∫

[0,∞)

e−(s+h)y − e−sy

h
d(G(y))

=
∫

[0,∞)

e−sy e−hy − 1

h
d(G(y)). (49)

Bet kokiam kompleksiniam h ir realiam y > 0
∣∣∣e−hy − 1

∣∣∣ 6 |h|ye|h|y. (50)

Kai |h| < <s, integralas
∫

[0,∞)

∣∣∣e−sy
∣∣∣ ye|h|yd(G(y))

yra baigtinis. Pagal Lebesque teorem¡ apie per
ejim¡ prie ribos po integralo
ºenklu i² (49) lygyb
es gauname kad bet kuriam kompleksiniam s su teigiama
reali¡ja dalimi egzistuoja

{Ĝ(s)}′ =
∫

[0,∞)

e−sy lim
h→0

e−hy − 1

h
d(G(y))

= −
∫

[0,∞)

e−syy d(G(y)).
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Taigi Funkcija Ĝ(s) analizin
e ir teisinga lemos lygyb
e kai n = 1. I�rodysi-
me lemos lygyb¦ kitiems nat	uraliesiems n. Sakykime, lemos lygyb
e teisinga
kaºkokiam nat	urali¡jam n = N . Tada kompleksiniams s, h (<s > 0, h 6= 0)
turime

{Ĝ(s + h)}(N) − {Ĝ(s)}(N)

h
= (−1)N

∫

[0,∞)

yNe−sy e−hy − 1

h
d(G(y)).

I² (50) i�vertinimo i²plaukia, kad paskutin
eje lygyb
eje galima pereiti prie
ribos kai h → 0 po integralo ºenklu. Vadinasi,

{Ĝ(s)}(N+1) = (−1)N+1
∫

[0,∞)

yN+1e−syd(G(y)).

Pagal matematin
es indukcijos princip¡ gauname, kad lemos lygyb
e tei-
singa visiems nat	uraliesiems n. Lema i�rodyta. 4

2.9.5 Lema. Sakykime funkcija G ∈ G turi Laplace-Stieltjes transfor-
macij¡ Ĝ kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG} ∪ {<s > 0}. Bet
kuriam kompleksiniam skai£iui s su s¡lyga <s > 0 teisinga lygyb
e

Ĝ(s)

s
=

∫

[0,∞)

e−syG(y)dy.

.

4 Pagal 2.9.2 apibr
eºim¡ bet kuriam kompleksiniam s su teigiama rea-
li¡ja dalimi

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydG(y).

Kadangi funkcija G apr
eºta ir G(−0) = 0, tai uºra²yt¡jai lygybei pritaik¦
integravimo dalimis formul¦, gauname

Ĝ(s) = e−syG(y)
∣∣∣∣
∞

−0
+

∫

[0,∞)

se−syG(y)dy

= s
∫

[0,∞)

e−syG(y)dy.

4
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2.9.6 Lema. Sakykime funkcija G ∈ G turi Laplace-Stieltjes transfor-
macij¡ Ĝ kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG} ∪ {<s > 0}. Bet
kuriam teigiamam realiam skai£iui a funkcijai F (x) = G(x/a) lygyb
e

Ĝ(as) = F̂ (s).

teisinga visiems kompleksiniams s su s¡lyga {<s > σG

a
} ∪ {<s > 0}.

4 Bet kuriam kompleksiniams s ∈ {<s > σG} ∪ {<s > 0}

Ĝ(s) =
∫

[0,∞)

e−sydG(y)

Vadinasi, kompleksiniams s ∈ {<s > σG

a
} ∪ {<s > 0}

F̂ (s) =
∫

[0,∞)

e−sydF (y) =
∫

[0,∞)

e−sydG(
y

a
)

=
∫

[0,∞)

e−saxdG(x) = Ĝ(as).

4
2.9.7 Lema. Sakykime funkcija G ∈ G turi Laplace-Stieltjes transfor-

macij¡ Ĝ kompleksiniu� skai£iu� aib
es srityje {<s > σG} ∪ {<s > 0}. Bet
kuriems realiems a, b ir bet kuriam σ > 0 teisinga lygyb
e

G(b) + G(b−)

2
− G(a) + G(a−)

2
= lim

T→∞
1

2πi

σ+iT∫

σ−iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds.

Jeigu Laplace-Stieltjes transformacijos konvergvimo abscis
e σG yra nei-
giama, tai uºra²ytoji lygyb
e teisinga bet kuriam σ > σG.

4 Nagrin
esime atveji�, kai Laplace-Stieltjes transformacijos abscis
e σG

yra neigiama. �iuo atveju Laplace-Stieltjes transformacija Ĝ egzistuoja bet
kuriam kompleksiniam skai£iui su savybe <s > σG. Atvejis σG = 0 nagrin
e-
jamas analogi²kai.

Bet kuri nenulin
e funkcija G ∈ G gaunama i² pasiskirstymo funkcijos
padauginant j¡ i² kokios nors konstantos. Vadinasi, pakanka lemos lygyb¦
i�rodyti bet kokiai pasiskirstymo funkcijai G.

�iuo atveju
Ĝ(−iv) =

∫

[0,∞)

eivydG(y)
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yra pasiskirstymo funkcijos G charakteristin
e funkcija.
Tikimybiu� teorijoje gerai ºinoma apvertimo formul
e charakteristin
ems

funkcijoms (ºi	ur
ekite, pavyzdºiui, [1] 246-252 psl.). Pagal ²i¡ formul¦ bet
kuriems realiems a, b turime

G(b) + G(b−)

2
− G(a) + G(a−)

2

= lim
T→∞

1

2π

T∫

−T

e−iav − e−ibv

iv Ĝ(−iv)dv

= lim
T→∞

1

2πi

iT∫

−iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds. (51)

Taigi lemos lygyb
e teisinga kai σ = 0. Toliau laikysime, kad σ 6= 0.
Paskutinio integralo pointegrin
e funkcija yra analizin
e kompleksiniu� skai-

£iu� aib
es srityje {s ∈ C : <s > σG}. Kompleksinio kintamojo funkciju� teori-
joje gerai ºinomas faktas, kad analizin
es funkcijos integralas uºdaru kont	uru
lygus nuliui (ºi	ur
ekite, pavyzdºiui, [2]). Vadinasi,

∫

Γ

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds = 0, (52)

kur Γ yra vienas i² kont	uru� pavaizduotu� br
eºinyje

x

v

0σG

• - -

iT•

••

•

−iTσ−iT

σ+iT
6 6

x

v

0

iT •

−iT • σ−iT

σ+iT

•

•

Abieju� tipu� kont	urai nagrin
ejami analogi²kai. Tod
el pla£iau nagrin
esime
1J. Kubilius. Tikimybiu� teorija ir matematin
e statistika. Vilnius, 1980.
2A. Nagel
e, L. Papreckien
e. Kompleksinio kintamojo funkciju� teorija. Vilnius, 1996.
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tik pirmo tipo kont	ur¡. �iuo atveju i² (52) lygyb
es gauname

1

2πi

σ+iT∫

σ−iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds =

1

2πi

iT∫

−iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds

+
1

2πi

−iT∫

σ−iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds +

1

2πi

σ+iT∫

iT

ebs − eas

s
Ĝ(s)ds (53)

su σ < 0.
Paskutin
es i²rai²kos prie²paskutinis integralas gali b	uti i�vertintas taip:

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

0∫

σ

eb(x−iT ) − ea(x−iT

x− iT Ĝ(x− iT )dx

∣∣∣∣∣∣

6 1

2π

0∫

σ

ebx − eax

|x− iT | |Ĝ(x− iT )|dx

6 1

π
Ĝ(σ)

0∫

σ

dx√
x2 + T 2

6 |σ|
πT

Ĝ(σ).

Kadangi Ĝ(σ) < ∞, tai i² gauto i�ver£io i²plaukia, kad prie²paskuti-
nis (53) i²rai²kos integralas art
eja i� nuli�, neapr
eºtai augant T . Paskutinis
(53) i²rai²kos integralas vertinamas analogi²kai. Taigi jis irgi art
eja i� nuli�
neapr
eºtai augant T . Vadinasi, i² (51) ir (53) formuliu� i²plaukia lemos tvir-
tinimas. 4

2.9.8 Lema. Sakykime funkcijos G1 ir G2 priklauso klasei G. Jeigu
Ĝ1(s) = Ĝ2(s) visiems s ∈ {s ∈ C : <s > 0}, tai G1 = G2.

4 Lemos teiginys yra 2.9.7 lemos i²vada. 4

2.9.9 Lema. Jeigu funkciju� seka Gn ∈ G konverguoja nenulin¦ funkcij¡
G kiekviename jos tolydumo ta²ke, ir Gn(∞) → G(∞), tai Ĝn(s) → Ĝ(s)
visiems kompleksiniams s ∈ {s ∈ C : <s > 0}.

4 Funkcijos <e−sy ,=e−sy yra tolydºios ir apr
eºtos (y > 0 atºvilgiu)
nagrin
ejamiems kompleksiniams s. I² vienos Helly teoremos (ºi	ur
ekite, pa-
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vyzdºiui, [1], 233�234 psl.) i²plaukia, kad
∫

[0,∞)

<
{
e−sy

}
dGn(y) →

∫

[0,∞)

<
{
e−sy

}
dG(y),

∫

[0,∞)

=
{
e−sy

}
dGn(y) →

∫

[0,∞)

=
{
e−sy

}
dG(y).

Vadinasi, Ĝn(s) → Ĝ(s) visiems nagrin
ejamiems s. 4

2.9.10 Lema. Sakykime visiems kompleksiniams s i² aib
es {s ∈ C :
<s > 0} funkciju� Gn ∈ G Laplace-Stieltjes transformacijos Ĝn(s) konverguoja
i� koki¡ nors funkcij¡ Ĝ(s) tolydºi¡ ta²ke s = 0 su savybe Ĝ(0) 6= 0. Tada
aib
eje G egzistuoja funkcija G, kuriai Gn(x) → G(x) visuose ribin
es funkcijos
tolydumo ta²kuose. Be to, Ĝ yra funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija.

4 I² lemos s¡lygos turime, kad

Ĝn(0) → Ĝ(0).

Kadangi Ĝn(0) = Gn(∞) ir Ĝ(0) = C > 0, tai pakankamai dideliems
n funkcijos Gn yra nenulin
es. Vadinasi, Gn(x) = CnFξn(x) kaºkokiems ne-
neigiamiems atsitiktiniams dydºiams ξn ir nenulin
ems konstantoms Cn =
Ĝn(0) = Gn(∞).

Atsitiktiniu� dydºiu� ξn charakteristin
es funkcijos

ϕξn(v) =
∫

[0,∞)

e−ivydFξn(y) =
Ĝn(−iv)

Cn

pagal lemos s¡lygas bet kuriam realiam v konverguoja i� tolydºi¡ ta²ke 0
funkcij¡ Ĝ(iv)/C. Pagal tikimybiu� teorijoje gerai ºinom¡ tolydumo teorem¡
charakteristin
ems funkcijoms (ºi	ur
ekite, pavyzdºiui, [1], 258�260 psl.) gau-
name, kad pasiskirstymo funkcijos Fξn konverguoja i� kaºkoki¡ pasiskirstymo
funkcij¡ F jos tolydumo ta²kuose. Vadinasi, bet kuriame funkcijos G(x) =
CF (x) tolydumo ta²ke

Gn(x) = CnFξn(x) → CF (x) = G(x).

Pagaliau pagal 2.9.9 lem¡ ²ios funkcijos G Laplace-Stieltjes transformacija
yra Ĝ. Lema i�rodyta. 4

1J. Kubilius. Tikimybiu� teorija ir matematin
e statistika. Vilnius, 1980.
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2.10 Bankroto tikimyb
es i²rai²ka
sud
etine geometrine tikimybe.

Kaip visame visame ²iame skyriuje sakykime, kad draudiko valdomas tur-
tas U(t) kinta pagal (30) formul¦, t.y. bet kuriam laiko momentui t

U(t) = u + ct−
N(t)∑

i=1

Zi

ir tenkinamos i�prastin
es klasikinio dinaminio rizikos modelio s¡lygos:
• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� intervale [0, t] skai£ius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intensyvumu λ;
• procesas N ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.

Kai ºalos Z1 pasiskirstymo funkcija F yra absoliu£iai tolydi, EZ1 = m
yra baigtinis ir tenkinama grynojo pelno s¡lyga mλ < c skyrelyje 2.8 buvo
surasta defektyvi atstatymo lygtis bankroto tikimybei ψ(u). B	utent 2.8.1
teoremoje buvo gauta, kad (ºi	ur
ekite (48))

ψ(u) =
1

1 + %


1− FI(u) +

u∫

0

ψ(u− y)dFI(y)


 ,

kur
% =

c

λm
− 1

yra teigiamas apsaugos koe�cientas, o pasiskirstymo funkcija

FI(y) =
1

m

y∫

0

(1− F (z))dz

visiems y > 0.
�iame skyrelyje naudodamiesi Laplace-Stieltjes transformacijos savyb
e-

mis gausime bankroto tikimyb
es i²rai²k¡ sud
etine geometrine tikimybe.

2.10.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos, ºala Z1 turi baigtini� vidurki� m = EZ1 ir

80



absoliu£iai tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡ F (y) = P(Z1 6 y). Sakykime, be
to, patenkinta grynojo pelno s¡lyga mλ < c.

Tada bet kuriam neneigiamam pradiniam kapitalui u bankroto tikimyb
e

ψ(u) =
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
F ∗n

I (u). (54)

�ia:

% =
c

λm
− 1,

FI(u) =
1

m

u∫

0

(1− F (z))dz, y > 0,

F ∗n
I ºymi n-¡j¡ pasiskirstymo funkcijos FI s¡s	uk¡ su pa£ia savimi, o F ∗n

I (u) =
1− F ∗n

I (u).

4 Esant patenkintoms teoremos s¡lygoms bankroto tikimyb
e ψ(u) bet
kuriam neneigiamam u tenkina (48) formul¦:

ψ(u) =
1

1 + %


1− FI(u) +

u∫

0

ψ(u− y)dFI(y)


 .

Vadinasi, i²likimo tikimyb
e ϕ(u) = 1 − ψ(u) bet kuriam neneigiamam u
tenkina lygyb¦

ϕ(u) =
%

1 + %
I[0,∞)(u) +

1

1 + %

u∫

0

ϕ(u− y)dFI(y).

Funkcija ϕ(u) priklauso klasei G. Tegul ϕ̂ yra i²likimo tikimyb
es Laplace-
Stieltjes transformacija, o F̂I yra pasiskirstymo funkcijos FI Laplace-Stieltjes
transformacija. Pasinaudoj¦ Laplace-Stieltjes transformacijos savyb
emis (ºr.
2.9.1 pavyzdi� ir 2.9.1, 2.9.2, 2.9.3 lemas) i² paskutin
es lygyb
es gauname, kad
visiems kompleksiniams skai£iams su neneigiama reali¡ja dalimi

ϕ̂(s) =
%

1 + %
+

1

1 + %
ϕ̂(s)F̂I(s).

I² £ia

ϕ̂(s) =

%
1+%

1− F̂I(s)
1+%

=
%

1 + %

(
1 +

∞∑

n=1

1

(1 + %)n

(
F̂I(s)

)n
)

.
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Sakykime η1, η2, ... yra nepriklausomi, visi pasiskirst¦ pagal pasiskirstymo
funkcij¡ FI atsitiktiniai dydºiai. Naudodami tas pa£ias Laplace-Stieltjes
transformacijos savybes (ºr. 2.9.1, 2.9.2, 2.9.3 ir 2.9.9 lemas) gauname, kad
funkcijos

%

1 + %

(
I[0,∞)(u) +

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
P(η1 + η2 + ... + ηn 6 u)

)
.

Laplace-Stieltjes transformacija irgi lygi

%

1 + %

(
1 +

∞∑

n=1

1

(1 + %)n

(
F̂I(s)

)n
)

bet kuriam kompleksiniam skai£iui su neneigiama reali¡ja dalimi.
I² 2.9.8 lemos i²plaukia, kad

ϕ(u) =
%

1 + %

(
I[0,∞)(u) +

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
P(η1 + η2 + ... + ηn 6 u)

)
.

Tod
el bet kuriam neneigiamam u

ψ(u) = 1− ϕ(u)

= 1− %

1 + %

(
1 +

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
P(η1 + η2 + ... + ηn 6 u)

)

= 1− %

1 + %
− %

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
(1− P(η1 + η2 + ... + ηn > u))

=
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
P(η1 + η2 + ... + ηn > u)

=
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
F ∗n

I (u).

Teorema i�rodyta. 4

2.10.1 Pavyzdys. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos, ºala Z1 turi eksponentini� pasiskirstym¡ su
parametru α:

F (y) = P (Z1 6 y) =
(
1− e−αy

)
I{y>0}

ir patenkinta grynojo pelno s¡lyga:

c = (1 + %)
EZ1

EW1

= (1 + %)
λ

α
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su kaºkokiu teigiamu apsaugos koe�cientu %. Rasime bankroto tikimyb
es
i²rai²k¡ apra²ytu atveju.

4 Pagal (54) formul¦ bet kuriai neneigiamai pradinio kapitalo reik²mei u

ψ(u) =
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
F ∗n

I (u).

Norint panaudoti ²i¡ formul¦, reikia rasti dydºiu� F ∗n
I (u) i²rai²kas.

Nesunku pasteb
eti, kad bet kuriam neneigiamam x

FI(x) =
1

EZ1

x∫

0

e−αydy = 1− e−αx = F (x).

ir

F ∗2
I (x) = F ∗2(x) =

x∫

0

F (x− y)dF (y)

=

x∫

0

(
1− e−α(x−y)

)
d

(
1− e−αy

)

= α

x∫

0

e−αydy − α

x∫

0

e−αxdy

= 1− e−αx − αxe−αx

= 1− e−αx(1 + αx),

F ∗3
I (x) = F ∗3(x)

= 1− e−αx

(
1 + αx +

(αx)2

2!

)

Matematin
es indukcijos metodu nesunku i�rodyti, kad bet kuriam nat	ura-
li¡jam n.

F ∗n
I (x) = F ∗n(x) = 1− e−αx

n−1∑

k=0

(αx)k

k!

Vadinasi, bet kuriam nat	urali¡jam n ir bet kuriam neneigiamam u

F ∗n
I (u) = e−αu

n−1∑

k=0

(αu)k

k!
.

83



�iuos paskai£iavimus i�stat¦ i� (54) lygyb¦ gauname

ψ(u) =
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
e−αu

n−1∑

k=0

(αu)k

k!

=
% e−αu

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n

n−1∑

k=0

(αu)k

k!

=
% e−αu

1 + %

∞∑

k=0

(αu)k

k!

∞∑

n=k+1

1

(1 + %)n

=
% e−αu

1 + %

∞∑

k=0

(αu)k

k!

1
(1+%)k+1

1− 1
1+%

=
e−αu

1 + %

∞∑

k=0

(
αu
1+%

)k

k!

=
1

1 + %
exp

{
− %

1 + %
αu

}
.

4

2.11 Bankroto tikimyb
es asimptotika
"lengvoms" ºaloms.

Ankstesnio skyrelio 2.10.1 pavyzdyje nustat
eme bankroto tikimyb¦ kla-
sikiniame diskretaus laiko rizikos modelyje esant eksponentin
ems ºaloms.
Eksponentinis pasiskirstymas yra vienas i² pasiskirstymu� turin£iu� baigtini�
eksponentini� moment¡.

Jeigu atsitiktin
es ºalos Z1 pasiskirstymo funkcija F (x) tenkina lygyb¦

lim
x→∞F (x)evx = 0

kokiam nors teigiamam v, tai ºala Z1 daºnai vadinama "lengva". O jeigu bet
kuriam teigiamam v

lim
x→∞F (x)evx = ∞,

tai ºala atitinkanti pasiskirstymo funkcij¡ F (x) vadinama "sunkia". Ai²ku,
kad eksponenti²kai pasiskirs£iusi ºala nagrin
eta 2.10.1 pavyzdyje yra "len-
gva". Be abejo yra ir daugiau "lengvu�" skirstiniu�. Bet kuris skirstinys su
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baigtine atrama, bet kuris skirstinys i² gama skirstiniu� grup
es, bet kuris
vienpusis normalusis skirstinys priklauso "lengviems" skirstiniams.

Pasirodo, kad labai pla£iai "lengvu�" skirstinu� aibei galioja bankroto tiki-
myb
es asimptotika analogi²ka lygybei gautai 2.10.1 pavyzdyje.

2.11.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos:

• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� intervale [0, t] skai£ius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intensyvumu λ;
• procesas N ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.
Sakykime, be to, patenkinta grynojo pelno s¡lyga (38):

EZ1 − cEW1 = EZ1 − c

λ
< 0,

absoliu£iai tolydi ºala Z1 turi baigtini� eksponentini� moment¡ E
(
erZ1

)
kokiam

nors teigiamam r, egzistuoja pusiausvyros koe�cientas R apibr
eºtas (39) lyg-
timi:

λE
(
eRZ1

)
= λ + cR.

ir ∞∫

0

xeRxF (x)dx < ∞.

Tada pradiniam kapitalui u neapr
eºtai augant

ψ(u) ∼ D exp{−Ru} (55)

su konstanta

D =


 R

%m

∞∫

0

xeRxF (x)dx


−1

.

4 Suformuluotoji teorema i�rodoma nagrin
ejant tam tikros atstatymo
lygties sprendinio asimptotines savybes. Tam rnaudojami gana gil	us rezul-
tatu� i² atstatymo teorijos. D
el ²ios prieºasties nei�rodin
esime suformuluotos
teoremos. Piln¡ teiginio i�rodym¡ galima rasti [1] knygoje.

1P. Embrechts, C. Klüpelberg, T. Mikosch. Modeling extremal events. Springer, 1997.
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2.12 Subeksponentiniai skirstiniai ir ju� savyb
es.

Ankstesniame skyrelyje nagrin
ejome bankroto tikimyb
es asimptotik¡, kai
ºala Z1 yra lengva, t.y. egzistuoja baigtinis eksponentinis ²io atsitiktinio dy-
dºio momentas EevZ1 kaºkokiam teigiamam skai£iui v. Be abejo ºalos Z1

skirstinys gali netenkinti ²ios savyb
es. Gali b	uti taip, kad EevZ1 = ∞ bet
kuriam teigiamam v. Yra ºinoma daug "sunkiu�" skirstiniu� klasiu�. �iame
skyrelyje i²nagrin
esime populiariausi¡ "sunkiu�" skirstiniu� klas¦ � subekspo-
nentinius skirstinius.

2.12.1 Apibr
eºimas Nenegiamo atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funk-
cija F vadinama subeksponentine, jeigu

lim
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
= 2

£ia F (x) = 1 − F (x), F ∗2(x) = 1 − F ∗2(x), o F ∗2(x) ºymi pasiskirsymo
funkcijos s¡s	uk¡ su pa£ia savimi.

2.12.1 Pavyzdys Pareto d
esnio pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1−

(
1

1 + x

)α)
I{x>0}.

Parodysime, kad F yra subeksponentin
e.

4 Sakykime ξ yra neneigiamas atsitiktinis dydis atitinkantis pasiskirsty-
mo funkcij¡ F . Ai²ku, kad pasiskirstymo funkcij¡ F ∗2 atitinka nepriklausomu�
atsitiktinio dydºio ξ kopiju� ξ1, ξ2 suma ξ1 + ξ2.

Bet kuriam teigiamam x

F ∗2(x) = P(ξ1 + ξ2 > x) > P ({ξ1 > x} ∪ {ξ2 > x})
= P(ξ1 > x) + P(ξ2 > x)− P(ξ1 > x)P(ξ2 > x)

= 2F (x)− (F (x))2.

I² ²io i�ver£io i²plaukia, kad

lim inf
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
> 2. (56)
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Antra vertus bet kuriam 0 < δ < 1/2 ir bet kuriam teigiamam x

F ∗2(x) = P(ξ1 + ξ2 > x)

6 P ({ξ1 > (1− δ)x} ∪ {ξ2 > (1− δ)x} ∪ {ξ1 > δx, ξ2 > δx})
6 2F ((1− δ)x) +

(
F (δx)

)2
.

I² £ia

lim sup
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
6 lim sup

x→∞

(
2F ((1− δ)x)

F (x)
+

(F (δx))2

F (x)

)

= lim sup
x→∞

(
1 + x

1 + (1− δ)x

)α

+ lim sup
x→∞

(1 + x)2α

1 + δx)4α

= (1− δ)−α.

Kadangi δ buvo pasirinktas bet koks i² intervalo (0, 1/2), tai

lim sup
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
6 2. (57)

I² gautu� (56) ir (57) i�ver£iu� i²plaukia, kad

lim
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
= 2.

Taigi F yra subeksponentin
e pasiskirstymo funkcija. 4

2.12.2 Pavyzdys Weibull d
esnio pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e−xα

)
I{x>0

Parodysime, kad F yra subeksponentin
e , kai α ∈ (0, 1).

4 Ai²ku, kad bet kuriam teigiamam x teisingas (56) i�vertis, t.y.

lim inf
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
> 2.

Antra vertus tokiems pat teigiamiems x

F ∗2(x) =

x∫

0

F (x− y)dF (y).
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Tod
el

F ∗2(x) =

∞∫

0

dF (y)−
x∫

0

F (x− y)dF (y)

= F (x) +

x∫

0

F (x− y)dF (y).

Bet kuriai funkcijai φ(x) su savybe 0 < φ(x) < x

F ∗2(x)

F (x)
= 1 +

x∫

0

F (x− y)

F (x)
dF (y)

= 1 + α

φ(x)∫

0

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy + α

x−φ(x)∫

φ(x)

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy

+ α

x∫

x−φ(x)

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy

= 1 + α

φ(x)∫

0

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy + α

x−φ(x)∫

φ(x)

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy

+ α

x∫

0

exα−(x−y)α−yα

(x− y)α−1dy. (58)

Pasirink¦ φ(x) = log
2
α x, gauname

α

φ(x)∫

0

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy =

φ(x)∫

0

e
xα

(
α y

x
+Oα

(
y2

x2

))
d

(
−e−yα

)

=


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α







(
1− e− log2 x

)
.

Analogi²kai,

α

x∫

0

exα−(x−y)α−yα

(x− y)α−1dy

=

φ(x)∫

0

e
xα

(
α y

x
+Oα

(
y2

x2

)) (
y

x− y

)1−α

d
(
−e−yα

)
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=


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α







φ(x)∫

0

(
y

x− y

)1−α

d
(
−e−yα

)

=


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α





 Oα


 log

2
α x

x




1−α (
1− e− log2 x

)
.

Pagaliau likusi� integral¡ galime i�vertinti taip:

I(x) = α

x−φ(x)∫

φ(x)

exα−(x−y)α−yα

yα−1dy

6 max
φ(x)6y6x−φ(x)

{
e−yα−(x−y)α

}
exα

α

x−φ(x)∫

φ(x)

yα−1dy.

Kai y ∈ [φ(x), x−φ(x)] funkcija yα +(x− y)α minimumus i�gyja intervalo
galuose. Vadinasi,

I(x) 6 xα exp{xα − φα(x)− (x− φ(x))α}
= xα exp

{
xα

(
1−

(
1− φ(x)

x

)α)
− log2 x

}

=
xα

elog2 x


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α





 .

I�stat¦ gautus integralu� i�ver£ius i� (58) nelygyb¦ turime, kad

lim sup
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
6 1

+ lim sup
x→∞


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α








1 + Oα


 log

2
α x

x1−α




1−α



(
1− e− log2 x

)

+ lim sup
x→∞

xα

elog2 x


1 + Oα


 log

2
α x

x1−α





 = 2.

I² nustatytu� ribiniu� s¡ry²iu� i²plaukia, kad

lim
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
= 2.
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Taigi Weibull pasiskirstymo funkcija F yra subeksponentin
e. 4

2.12.1 Teorema. Jeigu pasiskirstymo funkcija F yra subeksponentin
e,
tai teisingos tokios savyb
es :

• tolygiai kintamojo y ∈ [a, b] ⊂ (0,∞) atºvilgiu

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1;

•bet kuriam �ksuotam n

lim
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
= n;

• pasirinktam teigiamam ε egzistuoja konstanta D = D(ε), kuriai

F ∗n(x)

F (x)
6 D(1 + ε)n

visiems neneigiamiems x.

4 Pradºioje i�rodysime pirm¡j¡ teoremos lygyb¦. Kadangi

F ∗2(x) =

x∫

0

F (x− z)dF (z),

tai bet kuriam y ∈ [a, b] ir bet kuriam x > b turime

F ∗2(x)

F (x)
= 1 +

y∫

0

F (x− z)

F (x)
dF (z) +

x∫

y

F (x− z)

F (x)
dF (z)

> 1 + F (y) +
F (x− y)

F (x)
(F (x)− F (y)).

I² ²ios nelygyb
es pakankamai dideliems x (tokiems, kad F (x)−F (b) > 0)
gauname

1 6 F (x− y)

F (x)
6

(
F ∗2(x)

F (x)
− 1− F (y)

)
1

F (x)− F (y)

De²in
eje pus
eje esantis gauto i�ver£io rei²kinys art
eja i� 1, kai x neapr
eºtai
auga. Tod
el i² gautu� nelygybiu� i²plaukia pirmasis teoremos tvirtinimas. 4
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4 Antr¡ji� teoremos teigini� i�rodysime matematin
es indukcijos metodu.
Pagal subeksponentin
es pasiskirstymo funkcijos apibr
eºim¡ norimas s¡ry²is
teisingas, kai n = 2. Sakykime, kad ²is s¡ry²is teisingas, kai n = M , t.y.

lim
x→∞

F ∗M(x)

F (x)
= M.

Remdamiesi ²ia prielaida parodysime, kad

lim
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
= M + 1.

Tegul ξ1, ξ2, ..., ξM , ξM+1 yra nepriklausomi neneigiami atsitiktiniai dy-
dºiai visi pasiskirst¦ pagal pasiskirstymo funkcij¡ F . Ai²ku, kad

F ∗(M+1)(x) = P (ξ1 + ξ2 + ... + ξM+1 > x)

> P (ξ1 + ξ2 + ... + ξM > x) + P (ξM+1 > x)

= F ∗M(x) + F (x).

Pagal indukcijos prielaid¡

lim inf
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
> 1 + lim inf

x→∞
F ∗M(x)

F (x)
= 1 + M (59)

Antra vertus, bet kuriam y ∈ (0, x]

F ∗(M+1)(x)

F (x)
= 1 +

F (x)− F ∗(M+1)(x)

F (x)

= 1 +
1

F (x)


F (x)−

x∫

0

F ∗M(x− z)dF (z)




= 1 +

x∫

0

F ∗M(x− z)

F (x)
dF (z)

= 1 +

x−y∫

0

F ∗M(x− z)

F (x)
dF (z) +

x∫

x−y

F ∗M(x− z)

F (x)
dF (z)

= 1 + J1(x) + J2(x). (60)

I² indukcijos prielaidos
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J1(x) =

x−y∫

0

(
F ∗M(x− z)

F (x− z)
−M + M

)
F (x− z)

F (x)
dF (z)

=

x−y∫

0

(M + ε1(y))
F (x− z)

F (x)
dF (z)

= (M + ε1(y))




F (x)− F ∗2(x)

F (x)
−

x∫

x−y

F (x− z)

F (x)
dF (z)




6 (M + ε1(y)) (1 + ε2(x))

kaºkokioms nykstan£ioms funkcijoms ε1(y) ir ε1(x):

lim
y→∞ ε1(y) = 0, lim

x→∞ ε2(x) = 0.

I² indukcijos prielaidos i²plaukia, kad dydis

sup
x−y6z6x

F ∗(M)(x− z)

F (x− z)

apr
eºtas dydºiu DM,y priklausan£iu tik nuo M ir y. Tod
el

J2(x) 6 DM,y

x∫

x−y

F (x− z)

F (x)
dF (z) 6 DM,y

(
F (x− y)

F (x)
− 1

)
.

I�stat¦ gautus i�ver£ius i� (60) lygyb¦, turime

lim sup
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
6 1

+ lim sup
x→∞

(M + ε1(y)) (1 + ε2(x))

+ lim sup
x→∞

DM,y

(
F (x− y)

F (x)
− 1

)
.

I² £ia, pasinaudoj¦ jau i�rodyta pirm¡ja subeksponentiniu� pasiskirstymo
funkciju� savybe, gauname

lim sup
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
6 1 + M + ε1(y)
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kaºkokiai nykstan£iai funkcijai ε1(y). Paskutin
eje nelygyb
eje per
ej¦ prie ri-
bos, kai y art
eja i� begalyb¦ turime

lim sup
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
6 1 + M.

Paskutinis i�vertis ir (59) nelygyb
e rodo, kad

lim
x→∞

F ∗(M+1)(x)

F (x)
= 1 + M.

Vadinasi, pagal matematin
es indukcijos princip¡ i²plaukia, kad antroji
teoremos savyb
e galioja visiems n > 2. 4

4 I�rodysime tre£i¡j¡ teoremoje suformuluot¡ subeksponentin
es pasiskirs-
tymo funkcijos savyb¦. Paºym
ekime

Dn = sup
x>0

F ∗n(x)

F (x)

Pagal (60) lygyb¦, bet kuriam baigtiniam B

Dn+1 = sup
x>0

F ∗(n+1)(x)

F (x)

6 1 + sup
x>0

x∫

0

F ∗n(x− z)

F (x)
dF (z)

6 1 + sup
06x6B

x∫

0

F ∗n(x− z)

F (x)
dF (z)

+ sup
x>B

x∫

0

F ∗n(x− z)

F (x− z)

F (x− z)

F (x)
dF (z)

6 1 +
1

F (B)
+ Dn sup

x>B

F (x)− F ∗2(x)

F (x)

= 1 +
1

F (B)
+ Dn sup

x>B

(
F ∗2(x)

F (x)
− 1

)

Kadangi F yra subeksponentin
e, tai bet kuriam teigiamam ε galima
surasti B toki�, kad paskutinis paskutin
es nelygyb
es narys b	utu� maºesnis
uº 1 + ε.
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Vadinasi, bet kuriam tegiamam ε atsiras toks B, kad

Dn+1 6 1 +
1

F (B)
+ Dn(1 + ε).

Tod
el bet kuriam nat	urali¡jam n

Dn 6 1 +
1

F (B)
+ Dn−1(1 + ε)

6
(

1 +
1

F (B)

)
(1 + (1 + ε)) + Dn−2(1 + ε)2

6
(

1 +
1

F (B)

)
(1 + (1 + ε) + (1 + ε)2) + Dn−3(1 + ε)3

6 ... 6
(

1 +
1

F (B)

)
(1 + (1 + ε) + ... + (1 + ε)n−1)

6
(

1 +
1

F (B)

)
(1 + ε)n

ε
.

Taigi teoremos tre£ia savyb
e teisinga su

D(ε) =
1

ε

(
1 +

1

F (B)

)
.

4

I² teoremos pirmos dalies i²plaukia, kad subeksponentinei pasiskirstymo
funkcijai F funkcija F (log x) yra l
etai kintanti. (ºi	ur
ekite [1] knygos pirm¡
skyriu�). Pasinaudoj¦ min
etoje knygoje i²d
estytomis l
etai kintan£iu� funkciju�
savyb
emis galime gauti, kad bet kuriam teigiamam ε

lim
x→∞ eεxF (x) = ∞.

I² ²io s¡ry²io i²plaukia, kad atsitiktinio dydis ξ su subeksponentine pasis-
kirstymo funkcija F yra "sunkus", nes bet kuriam teigiamam v neegzistuoja
baigtinis eksponentinis momemtas Eevξ.

1N.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels. Regular variation. Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1987.
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2.13 Bankroto tikimyb
es asimptotika
subeksponentin
ems ºaloms.

2.10 ir 2.11 skyreliuose nagrin
ejome klasikinio dinaminio rizikos modelio
bankroto tikimybes esant lengvoms ºaloms. �iame skyrelyje gausime asimp-
totin¦ formul¦ bankroto tikimybei "sunkiu� ºalu� atveju.

2.13.1 Teorema. Sakykime tenkinamos visos i�prastin
es klasikinio di-
naminio rizikos modelio s¡lygos:

• draudiko turtas pradiniu laiko momentu u = U(0) yra neneigiamas;
• draudiko patiriamos ºalos Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi vienodai pa-

siskirst¦ neneigiami atsitiktiniai dydºiai;
• premiju� surinkimo greitis per laiko vienet¡ c yra teigiamas;
• ºalu� intervale [0, t] skai£ius N(t) yra homogeninis Puasono procesas su

tam tikru teigiamu intensyvumu λ;
• procesas N(t) ir atsitiktiniu� dydºiu� seka Z1, Z2, Z3, ... yra nepriklausomi.
Sakykime be to patenkinta grynojo pelno s¡lyga (38):

EZ1 − cEW1 = EZ1 − c

λ
< 0,

ir absoliu£iai tolydºios ºalos Z1 integruota pasiskirstymo funkcija

FI(x) =
1

m

∞∫

y

(1− FZ1(z))dz =
1

m

∞∫

y

P(Z1 > z)dz

yra subeksponentin
e.
Tada neapr
eºtai did
ejant pradiniam kapitalui bankroto tikimyb
e

ψ(u) ∼ 1

%m

∞∫

u

(1− FZ1(z))dz, (61)

kur
% =

c

λm
− 1.

4 I² 2.10.1 teoremoje i�rodytos (54) formul
es turime, kad

ψ(u) =
%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
F ∗n

I (u).
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Vadinasi,

lim
u→∞

ψ(u)

FI(u)
=

%

1 + %
lim

u→∞

∞∑

n=1

1

(1 + %)n

F ∗n
I (u)

FI(u)
. (62)

Kadangi FI yra subeksponentin
e pasiskirstymo funkcija, tai i² 2.12.1 teo-
remos tre£iosios dalies gauname, kad

sup
u>0

F ∗n
I (x)

FI(ux)
6 D(%)

(
1 +

%

2

)n

visiems nat	uraliesiems n.
Eilut
e ∞∑

n=1

(
1 + %

2

1 + %

)n

konverguoja, tod
el lygyb
eje (62) galima pereiti prie ribos po sumos ºenklu.
Pasinaudoj¦ 2.12.1 teoremos antruoju tvirtinimu gauname

lim
u→∞

ψ(u)

FI(u)
=

%

1 + %

∞∑

n=1

1

(1 + %)n
lim

u→∞
F ∗n

I (u)

FI(u)

=
%

1 + %

∞∑

n=1

n

(1 + %)n
.

Kadangi
∞∑

n=1

n

(1 + %)n
=

1

1 + %

(
1 +

2

1 + %
+

3

(1 + %)2
+ ...

)

=
1

1 + %

(
1 +

1

1 + %
+

1

(1 + %)2
+ ...

)2

=
1 + %

%2
,

tai
lim

u→∞
ψ(u)

FI(u)
=

1

%
.

Teorema i�rodyta. 4

2.13.1 Pavyzdys Sakykime patenkintos i�prastin
es klasikinio dinaminio
rizikos modelio s¡lygos. �ala Z1 pasiskirs£iusi pagal Pareto d
esni� su pa-
siskirstymo funkcija

F (x) =

(
1−

(
1

1 + x

)3
)
I{x>0}.
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o homogeninio Puasono proceso intencyvumas λ = 3.
Parinksime i�moku� greiti� c taip, kad b	utu� ptenkinta grynojo pelno s¡-

lyga (38). �itam parinktam i�moku� grei£iui c rasime bankroto tikimyb
es ψ(u)
asimptotik¡.

4 Nesunku surasti, kad

m = EZ1 =

∞∫

0

FZ1(x)dx =

∞∫

0

1

(1 + x)3
dx =

1

2
.

Tam, kad b	utu� patenkinta grynojo pelno s¡lyga turi b	uti

c > mλ =
3

2
.

Kai c tenkina ²i¡ nelygyb¦

% =
c

mλ
− 1 =

2c− 3

3
> 0.

Pagal 2.13.1 teoremoje gaut¡ asimptotin¦ formul¦

ψ(u) ∼
∞∫

u

(1− FZ1(z))dz =
6

2c− 3

∞∫

u

(1 + z)−3dz

=
3

2c− 3

1

(1 + u)2

bet kuriam premiju� surinkimo grei£iui c > 3
2
.

2.14 Uºdaviniai.

1. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ = 2. Raskite
P(N(1) 6 3), P(N(2) > 1), P(N(1) = 3, N(2) = 5) ir P(N(1) 6 3, N(2) 6 4).

2. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ = 1. Raskite
P(N(1) = 3, N(2) = 5, N(4) = 6) ir P(N(1) 6 1, N(3) = 3, N(4) > 4).

3. N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu λ = 1. Raskite
EN(2), EN2(3), EN(2)N(3) ir EN(1)N(2)N(3).

4. N yra Puasono procesas su skal
es funkcija Λ(t) =
√

t. Raskite
P(N(2) > 1), P(N(1) = 3, N(2) = 5), EN(2) ir EN(2)N(3).
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5. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal Pareto d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =

(
1−

(
1000

1000 + x

)4
)
I{x>0},

o ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono
proces¡ su intensyvumu λ = 3, jeigu laikas t matuojamas dienomis. Raskite
ºalu� pasirodan£iu� per savait¦ sumos S(7) vidurki� ir dispersij¡.

6. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal gama d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e−0.002x(1 + 0.002x)

)
I{x>0},

o ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono
proces¡ su intensyvumu λ = 4, jeigu laikas t matuojamas dienomis. Raskite
ºalu� pasirodan£iu� per penkias darbo dienas sumos S(5) vidurki� ir dispersij¡.

7. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal gama d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e−0.001x(1 + 0.001x)

)
I{x>0},

o ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono
proces¡ su intensyvumu λ = 3. Kokiam pemiju� surinkimo grei£iui c klasikinis
dinaminis rizikos modelis tenkina grynojo pelno s¡lyg¡.

8. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal modi�kuot¡ eksponentini� d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− 0.3e−0.01x

)
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 10, o premiju� surinkimo greitis c = 400. I�sitikinkite,
kad apra²ytas modelis turi pusiausvyros koe�cijent¡. Raskite ²i� pusiausvyros
koe�cijent¡.

9. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal modi�kuot¡ eksponentini� d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− 0.3e−0.001x

)
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 5, o premiju� surinkimo greitis c = 1600. I�sitikinkite,
kad apra²ytas modelis turi pusiausvyros koe�cijent¡. Raskite ²i� pusiausvy-
ros koe�cijent¡. Pagal Lundbergo nelygyb¦ i�vertinkite bankroto tikimyb¦
ψ(10000).
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10. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal eksponentiniu� d
esniu� mi²ini� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
0.3

(
1− e−0.001x

)
+ 0.7

(
1− e−0.01x

))
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 4, o premiju� surinkimo greitis c = 1500. I�sitikinkite,
kad apra²ytas modelis turi pusiausvyros koe�cijent¡. Raskite ²i� pusiausvy-
ros koe�cijent¡. I�vertinkite bankroto tikimyb¦ ψ(1000). Uºra²ykite apra²yto
modelio bankroto tikimyb
es asimptotin¦ formul¦.

11. Raskite gama d
esnio pasiskirstymo funkcijos

F (x) =
(
1− e−2x(1 + 2x)

)
I{x>0}

Laplace-Stieltjes transformacij¡.
12. Diskretus atsitiktinis dydis ξ pasiskirst¦s pagal geometrini� d
esni�

P(ξ = k) =
1

3

(
2

3

)k

, k = 0, 1, 2, ...

Raskite ²io atsitiktinio dydºio Laplace-Stieltjes transformacij¡.
13. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-

£iusi pagal gama d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e−0.01x(1 + 0.01x)

)
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 10, o premiju� surinkimo greitis c = 2100. Raskite
bankroto tikimyb
es i²rai²k¡ apra²ytame modelyje.

14. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal eksponentiniu� d
esniu� mi²ini� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
0.3

(
1− e−0.001x

)
+ 0.7

(
1− e−0.002x

))
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 3, o premiju� surinkimo greitis c = 2000. Raskite
bankroto tikimyb
es i²rai²k¡ apra²ytame modelyje.

15. Parodykite, kad pasiskirstymo funkcija

F (x) =

(
1− log(e + x)

(1 + x)3

)
I{x>0}

yra subeksponentin
e.
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16. Parodykite, kad pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e− log3(1+x)

)
I{x>0}

yra subeksponentin
e.
17. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-

£iusi pagal Weibul d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =
(
1− e−0.001

√
x
)
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 2, o premiju� surinkimo greitis c = 2000. Uºra²ykite
bankroto tikimyb
es asimptotin¦ formul¦ apra²ytame modelyje.

18. Atsitiktin
e ºala klasikiniame dinaminiame rizikos modelyje pasiskirs-
£iusi pagal Pareto d
esni� su pasiskirstymo funkcija

F (x) =

(
1−

(
1000

1000 + x

)3
)
I{x>0},

ºalu� skai£ius laiko intervale [0, t] pasiskirst¦s pagal homogenini� Puasono pro-
ces¡ su intensyvumu λ = 3, o premiju� surinkimo greitis c = 1600. Uºra²ykite
bankroto tikimyb
es asimptotin¦ formul¦ apra²ytame modelyje.
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