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I. Finansiniai skai¢iavimai
( santrauka)

1.1 Palukanos

Sakykime laiko momentu ¢ kam nors paskolinome pinigy suma C'. Po laiko
h natiuralu laukti, kad pinigy suma C' pavirs i suma C' + C*, kur C* > 0.

Santykis i = % vadinamas paliikany norma nagriné¢jamu laikotarpiu
[t,t + h].

Paprastai paltikany norma skaiciuojama fiksuotam laikotarpiui. Dazniau-
siai pasitaikantis laikotarpis — vieneri metai.

1.2 Paprastosios ir sudétinés palukanos

Sakykime pinigy suma C' investuojama dviems vienas po kito einantiems
laikotarpiams. Be to, pirmo laikotarpio paltkany norma — i1, o antro — is.
Palukanos C* bendram laikotarpiui gali buti skai¢iuojamos dviem budais:

(a) Paliikanos skai¢iuojamos tik nuo investuotos sumos C. Siuo atveju
paliikanos bendram laikotarpiui:

Vadinasi, viso laikotarpio paltikany norma

1= & 1+
=0 Tt
Toks paltikany skaiciavimo biidas vadinamas paprastyjy palukany

principu.

(b) Paliikanos antram laikotarpiui skai¢iuojamos ne tik investuotai sumai
C, bet ir pirmajame laikotarpyje sukauptoms paliikanoms. Siuo atveju,
per visa laikotarpi suma C' isaugs iki dydzio:

C=C(1+i)(1+1iy).
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Viso laikotarpio paltikany norma ¢ randame is lygybés:
C(1+414) =C(+i1)(1+1ia).

Taigi

1 =11 + 19 + 1119.
Toks paltkany skaic¢iavimo budas vadinamas sudeétiniy palukany
principu.

Aktuarinéje matematikoje naudojamas tik sudétiniy palukany principas.

Kadangi draudimas, ypac ilgalaikis, glaudziai susijes su investicijomis,
paliikany norma naudojama daugelyje aktuarinés matematikos skaiciavimy.
Paltkany norma priklauso nuo investicinés aplinkos biuklés, kuria savo ruoztu
itakoja ekonomikos vystymasis, banky ir investiciniy imoniu veikla.

Norédami isvengti didelés rizikos, draudimo imonés savo skai¢iavimuose
naudoja mazesnes paliikany normas uz tas, kurios realiai egzistuoja rinkoje.
Sios nustatomos palikany normos reikalingos tam, kad kaip nors biity galima
prognozuoti pinigy, gaunamy iS draudéjy, augima. Draudimo bendroves
nustatyta busimy paliikany norma vadinama technine palukany norma.

Siuo metu draudimo bendrovés savo skai¢iavimuose naudoja technine
palukany norma i$ intervalo [0.03,0.035].

Realiai draudimo bendroveés investuoja draudéjy pinigus zymiai palankes-
némis salygomis, t.y. su zymiai auksStesne palikany norma. Skirtumas
tarp realios palikany normos ir techninés paliikany normos yra pagrindinis
draudiko pajamy Saltinis.

1.3 Kapitalo kaupimas

Sakykime laiko momentu ¢ = 0 investuojama pinigy suma C' laikotarpiui
[0;¢]. Sakykime metiné palikany norma lygi i. Tada laiko momentu ¢ kapi-
talas C' pavirs i kapitala

C(t)=C(1+1)".
Dydis A(t) = (1 + )" vadinamas kaupimo koeficientu laikotarpiui ¢.



1.4 Palukany galia

Palukany galia d; — tai momentinis santykinis kapitalo augimo greitis, t.y.:

Ot A - O)
0p = lim At-Ct)

Jeigu funkcija C(t) diferencijuojama, kai kintamasis ¢ priklauso kokiam tai
intervalui, tai tame intervale
A _ !
5, — lim C(t+ At) — C(t) _ C'(t)
At—0 At - C(t) C(t)

= (InC(t)).

Esant pastoviai metinei palikany normai i,
C(t)=C(1+14)"
Todél bet kuriam teigiamam ¢
(InC(t)) = (In(C - (1 +19)")) =1In(1 +1).
Vadinasi, bet kuriam ¢ > 0
d =0, =In(1+1).

Is ¢ia
e =1+1i, i=¢€ —1.
Esant pastoviai palukany galiai, kapitalo kaupimo koeficienta A(t) galima
isreiksti taip:
A(t) = e

Jei palukany galia §; laikui bégant kinta, tai:

A(t) = eo duie,

1.5 Nominalios palikany normos

Sakykime nagrinéjame laiko intervala, kurio ilgis 1/p. Standartinis inter-
valo ilgis aktuarinéeje matematikoje yra lygus metams. Vadinasi:
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e kai p = 12 — nagrinéjamas meénesio laikotarpis;
e kai p =4 — nagrinéjamas ketvirtis;
e kai p = 2 — nagrinéjamas pusmetis.
Jei metiné paltiikany norma pastovi ir lygi ¢, tai palikany norma laikotarpiui
1/p lygi 1 5
iP = (1+i)r —1=¢er — L.

Aktuarinéje matematikoje léSos investuojamos laikotarpiui 1/p daznai apibu-

dinamos ne paliikany norma i ), o nominalia palukany norma

)

i® = p . i® = p(er — 1) = p((1 +14)7 — 1)

Kartais dydis i) dar vadinamas nominalia paliikany norma skai¢iuoja-
ma daznumu p.

1.6 Diskontas

Tarkime pinigai investuojami su pastovia metine palikany norma . Saky-
kime prabégus laikui ¢ (¢ > 0) mes turime iSmoketi kazkokia sumag C. Tam,
kad laiko momentu ¢ turétume reikiama suma C', esamu laiko momentu ¢t = 0
mes turime investuoti suma:

P=C(+4)™"

Is tiesy, esant metinei paltikany normai ¢, po laiko ¢ suma P pavirs i suma:
P(l+i)=C

Dydis P vadinamas kapitalo C' dabartine verte. O dydis

1
V= - = -
141

vadinamas diskonto daugikliu. Panaudojus v dabarting kapitalo C' verte
galima uzrasSyti taip:

P=C- .



1.7 Diskonto norma

Sakykime laiko momentu ¢ = 0 skoliname suma C' laikotarpiui ¢ = 1 su
metine paliikany norma . Sakykime paliikanas norime gauti dabar. Laiko
momentu ¢t = 1 skolininkas turés grazinti suma C(1+¢). Palukany dalis sioje
sumoje lygi i - C'. Siy paliikany dabartiné verté lygi:

1
144

v-i-C=1-C

Taigi skolininkas noréedamas sumoketi paliikanas is anksto turi sumokeéti suma
C -i/(1+41) Dydis d = i/(1 +14) vadinamas diskonto norma sutartiniam
laiko vienetui, paprastai — vieneriems metams.

Nesunku pastebeti, kad :

d=1-v=1—-¢e",

Sakykime dabar, kad suma C' = 1 skolinama laikotarpiui 1/p. Vél gi
sakykime, kad norime i$ anksto gauti palukanas. Laikotarpio 1/p pabaigoje
suma C' = 1 padidés dydziu:

;(p)
i® =" = (144 —1.
p
Sio dydzio dabartine verté:

1 1
¥ 141 141

Kadangi i/(1 + i) = d, tai diskonto norma laikotarpiui 1/p galime isreiksti
taip:

B =

1 1
1—( ,)p=1—(1—d) = P,
1+

Aktuarinéje matematikoje be diskonto normos laikotarpiu 1/p daznai nau-
dojamas kitas dydis — nominali diskonto norma laikotarpiui 1/p :

AP =p-d? =p (1 (1 d)7).



1.8 Determinuoti anuitetai (rentos)

Sakykime investiciné imoné turi atlikti eile iSmoky tam tikrais laiko mo-
mentais. Be to, sakykime ta pati imoné gaus eile imoku irgi tam tikrais
laiko momentais. Norint palyginti imoku ir iSmoky srautus, visos iSmokos ir
imokos turi biiti diskontuotos tam tikram laiko momentui, pvz. ¢t = 0.

Tegul iSmokos b; bus iSmokamos momentais t;, t.y.:

suma b, iSmokama laiko momentu %,

suma by, iSmokama laiko momentu %o,

suma b,, iSmokama laiko momentu ¢,,.
O imokos ¢; tegul bus gaunamos momentais 7;:
suma c¢; imokama momentu 77,

suma cp imokama momentu 7o,

suma ¢, imokama momentu 7,.
Visy ismoky dabartiné verté (verté laiko momentu ¢ = 0) yra lygi:
B = b 4+ b’ + .+ b
O imoky dabartiné verte yra lygi:
Y=Vt + U 4+ ™.

Aisku, kad imoné galés ivykdyti savo isipareigojimus, jeigu v bus didesné uz
g.

Aukséiau nusakéme bet kokius mokéjimy srautus. Specialiu budu atlieka-
mus mokeéjimy srautus paprastai vadiname determinuotais anuitetais ar-
ba determinuotomis rentomis. Toliau Siame skyriuje aptarsime keleta
determinuoty anuitety. Juos aprasydami zodeli ”determinuoti” paprastumo
délei praleisime. Determinuoti anuitetai is esmeés skiriasi nuo gyvenimo anui-
tety. Pastarieji bus nagrinéjami veliau, ketvirtame skyriuje.



1.9 Véluojantis anuitetas (renta)

Sakykime laiko intervalas (0,7n) dalijamas i n daliy ir kiekvieno is laiko
intervaly (0, 1), (1,2), ..., (n — 1,n) gale mokama suma lygi 1.

Aprasytam mokéjimy srautui dabartiné visy mokéjimy verté (verté momentu

t =0) lygi
1—-v"

1
Sukauptoji visy mokéjimy verté (verté momentu ¢ = n)

am=v+12+134+ . "=

4 . . 1+4)" -1
sm:(1+z)”_1+(1+Z)"_2+...+(1+2)+1:(23.
Aisku, kad

n -\ T
U = S V" S = am - (1 +19)

bet kuriam naturaligjam skai¢iui n.

1.10 Isankstinis anuitetas (renta)

Sakykime laiko intervalas (0,n),n € N, dalijamas i n daliy ir kiekvieno i$
laiko intervaly (0, 1), (1,2), ..., (n — 1,n) pradzioje mokama suma lygi 1.




Siuo atveju dabartiné visy mokéjimy verté (verté momentu ¢t = 0)

.. 2 3 o1 L—="
am=14+v+v4+1v°+.. . +v =
Sukauptoji visy mokéjimy verté (verté momentu t = n)
. . e . 1+)"—1
Sm=0+)"+ (1 +)" T+ (1+0) = (a)l

Nesunku pastebeéti, kad naggrinéjamam mokeéjimy srautui
m = 8- V", Sm=am- (1+1)", neN.
Be to visiems naturaliesiems n

am:am—1+yn

1.11 Atidéti anuitetai (rentos)

Sakykime laiko intervalas (0,n + m),n,m € N, dalijamas i n + m daliy.
Sakykime suma lygi 1 mokama kiekvieno is intervaly

(m,m+1),(m+1,m+2),...,(m+n—1,m+n)
gale, o pradiniuose intervaluose
(0,1),(1,2),...,(m—1,m)

mokeéjimai nevyksta.

! ! '

I y y y y y
i T T T T T

0 1 m m+1 n+m-—1 n+m

Toks mokeéjimy srautas vadinamas atidétu véluojanciu anuitetu arba
atidéta véluojancia renta. Tokiam mokéjimuy srautui dabartiné visy mo-
kéjimy verté (verté laiko momentu ¢ = 0)

1 2
m| A = Yy T = g
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Jeigu suma lygi 1 mokama kiekvieno i$ intervaly
(mym+1),(m+1,m+2),...,(m+n—1m+n)
pradzioje, o pradiniuose laiko intervaluose
0,1),(1,2),...,(m —1,m)

mokéjimai nevyksta, tai toks mokéjimy srautas vadinamas atidétu iSanks-
tiniu anuitetu arba atidéta iSankstine renta. Tokiam anuitetui dabarti-
neé visy biisimy mokeéjimy verte

.. 1 -1 ..
m|lm = V" + e R R Zily Ay

1.12 Anuitetai mokami daznumu p

Tarkime visi laiko intervalai (0,1),(1,2),...,(n — 1,n), n € N, dalijami

i p,p € N, lygiy daliy ir kiekvieno gauto intervaliuko pabaigoje mokama

suma 1/p. Gautasis mokéjimy srautas vadinamas véluojanciu anuitetu

mokamu daznumu p arba veéluojancia renta mokama daznumu p.
Aisku, kad mokéjimai vyksta momentais

12

1 2 1 2
= e, L1+ = 14+—, ...,2, .. .n—1+—-—n—14+—, ... ) n,
pp p p p p

o0 i8 viso atliekame n - p mokéjimy. Tegul:

a%’) - tokio anuiteto dabartine verte,

s%p) - tokio anuiteto sukauptoji verte.
Jei mokéjimai vyksta kiekvieno mazo laiko intervaliuko pradzioje, o mokama
suma, kaip ir ankstesniu atveju, lygi 1/p, tai gautasis mokéjimy srautas
vadinamas iSankstiniu anuitetu mokamu daznumu p arba iSankstine
renta mokama daznumu p. Siuo atveju mokeéjimai vyksta laiko momentais

12 19 1 2 1
0,2 A 14+-14+%  n—14-n—-1+2 . n—1+2"2
p'p P p p p p

o mokejimy, kaip ir ankstesniu atveju, atliekame n - p. Tegul:
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d,(mp) - tokio anuiteto dabartine verte,

S'%p) - tokio anuiteto sukauptoji verte.

Aisku, kad:

alt) = Py ) = @ (14"

i) =50 vn, 80 = Al - (1)
Be to: 1 1
a(jp)—a(j)—f—l—f-l/
p

Vadinasi, norint paskaiciuoti dydzius a%p), s,(mp), d%p), !9'%)), pakanka rasti viena is

uzrasytu dydziy. Rasime d%)) iSraiska. Vietoje vienetinio ilgio laiko intervalo
imkime p-aja jo dali. Tada Sio intervaliuko paltikany norma yra

;(P)
i® = (1+i)p—1=",
p
o §io intervaliuko diskonto norma yra
d®)
1—(1—d)r =—.
p

Vadinasi, intervaliuko diskonto koeficientas

1
Vip) L ( L )p —_—
1+4i%? 1+1
I[sankstini anuiteta, mokama daznumu p intervale (0,n) galima isivaizduoti
kaip iSankstini anuiteta intervale (0,np), tik su kitais palikany ir diskonto

parametrais. Kadangi kiekvienu mokéjimo momentu mokama suma lygi 1/p,
tai:

. . 1.
CL%J) = a(ﬁ‘p)(z) == 1; P ((P))

Pasinaudoje skyrelio 1.10 formulémis, gauname:

) 1— @y 1 1—(up)y® 1 —pn
(» _ _ —

1
Ay = — - — . —
T a” p 42 d®

Taigi
L L—v" o d

(T M 105 Bl

O is sarysio tarp dydziy d,%p) ir afmp) iSplaukia, kad

P _ ¢
I = )
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1.13 Tolygus anuitetai

Nesunku pastebeti, kad

lim d” = lim p(1 — (1= d)#) = Jim p(1 = (1 +¢7)») =

p—00
l—e?» (e7%% —1)
sl men) = e s =
= —lne’ =4.
Analogiskai
plilgoi(p) = plirglop((l + z)% —-1)= plirglop(e% —1)=0.
Vadinasi,
S () I i _g.. 1=
g, = G, Gy fom = = 5
o) b 1=
B, = M, gy 0m = 0w =

Gauta rezultata nesunku paaiskinti. IS tiesy, esant be galo maziems laiko
intervalams, néra skirtumo kada mokami pinigai — intervalo pradzioje ar
pabaigoje.

Gautasis ribinis (kai p — oo) mokéjimy srautas vadinamas tolygiu anu-
itetu. Toki mokejimy srauta galima palyginti su skyscio tekéjimu — per laiko
vieneta “iSteka” vienas vienetas. Mokéjimai vyksta intervale (0,n) be per-
stojo, tolygiai. Per kiekvienus metus iSmokama (arba sumokama) suma lygi
1.

Tolygaus anuiteto atvéju dabartiné mokéjimy verté (busimy mokéjimy
verté momentu ¢ = 0) lygi

n n 1 —_ yn
am :/ vt :/ e Otdt = v .
0 0 0

Galima irodyti, kad dideliems p

) 1
dg):am(1+2p>+o<p>

r



Tolygus anuitetas yra atskiras tolydaus anuiteto atvejis. Tolydus anui-
tetas tai mokéjimy srautas laiko intervale (0,n), kuri nusako 1ésy patekimo
greitis w(t), priklausantis nuo laiko ¢. Tokiam anuitetui dabartine busimy
mokeéjimy verte nusako integralas

/On viw(t)dt.
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II. ISgyvenimo modeliai
(santrauka)

Kada mirs kuris nors pasirinktas asmuo - niekas negali tiksliai pasakyti.
Vadinasi, zmogaus gyvenimo trukmé X yra neneigiamas atsitiktinis dydis.
Atsitiktinis dydis — tai iSmatuojama funkcija atvaizduojanti kazkokia tikimy-
bine erdve (2, A, P) i realiy skai¢iy aibe R. Tikimybinés erdveés (€2, A, P)
apsprendziancios zmogaus gyvenimo trukme X struktiira deja neaiski. Va-
dinasi, norint isiaiskinti atsitiktinio dydzio X charakteristikas belieka taikyti
statistinius metodus. Tam reikia nagrinéti pakankamai didele Zzmoniy grupe.
Paprastumo délei galime laikyti, kad atsitiktinis dydis X yra absoliuciai toly-
dus. Kaip zinome neneigiamas atsitiktinis dydis X vadinamas absoliuciai
tolydziu, jeigu egzistuoja neneigiama integruojama funkcija f(z), vadinama
tankio funkcija, kuriai

P(X <z)= /f(u)du,x € [0,00).
0
Tokia prielaida palengvina gyvenimo trukmes X nagrinéjima ir neprasilenkia
su sveiku protu. Taigi Sio skyriaus pirmoji esminé prielaida tokia:

Zmogaus gyvenimo trukmé X yra absoliuéiai
tolydus atsitiktinis dydis.

Antra vertus, nustatyti atsitiktinio dydzio X tikrus parametrus, kaip jau
minéjome, galima tik stebint Sio atsitiktinio dydzio realizacijas. Tam, kad
Si procedira bitity imanoma, skirtingy zmoniy gyvenimo trukmes laikome
nepriklausomomis atsitiktinio dydzio X kopijomis. Taigi antroji Sio skyriaus
esminé prielaida tokia:

Skirtingy Zmoniy gyvenimo trukmeés
X1, Xo, ..., X,

bet kuriam n yra nepriklausomi vienodas
pasiskirste atsitiktiniar dydziaz.
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2.1 Isgyvenimo funkcija

Gyvenimo trukmeés X, kaip ir bet kurio kito atsitiktinio dydzio, pa-
grindinés charakteristikos yra Sios:

(1) gyvenimo trukmeés pasiskirstymo funkcija

F(z) = P(X < ),

(2) isgyvenimo funkcija
s(z) =1-F(x) = F(z) =P(X > ).
Kadangi X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, tai abi funkcijos apibréztos
intervale [0, 00), o reiksmes gyja intervale [0, 1]. Atsitiktinio dydzio X pa-
siskirstymo funkcija F'(x) lygi tikimybei, kad Zzmogus nesulauks = mety, o

isgyvenimo funkcija s(z) rodo tikimybe, kad zmogus sulauks x mety. Ne-
sunku pastebéti tokias iSgyvenimo funkcijos savybes:

(1) s(x) nedidéja, kai = > 0,

2) s(0) = 1,

(3) s(400) =0,

(4) s(z) tolydi apibrézimo srityje.

Aptarsime statistine iSgyvenimo funkcijos prasme. Sakykime nagrinéjame
Zzmoniy grupe is £y individy su gyvenimo trukmeémis

X1, Xo, o, Xey.

Sakykime L(z) yra likusiy gyvy amziaus z individy skaicius i§ pradinés
grupés. Kadangi individy gyvenimo trukmeés

X1, X, ..., Xy,

yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, tai pazymeéje £, =
EL(z) gauname:

Zo ZO
=1

i=1

Lo
= Z:]P’(Xi > 1) = lys(x).
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Vadinasi, bet kuriam neneigiamam realiam skaiciui x

¢ia /., kaip jau minéjome, yra vidutinis amziaus x individy skaicius i$ pra-
dinés grupes £y

2.2 Mirtingumo kreive

Kadangi zmogaus gyvenimo trukmeé X yra absoliuciai tolydus atsitiktinis
dydis, tai sio dydzio pasiskirstymo funkcija F'(x) turi tanki f(x). Aisku, kad:

fl@) = F(z) = =(1 - F(x)) = —=5'(x)

Dydis ¢y f(x) akturarinéje matematikoje vadinamas mirties kreive.
Aptarsime mirties kreivés statistine prasme. Nagrinéjame zmoniy grupe
ly. Sakyki- me D(zx) yra mirusiyjy x-meciy i$ grupés ¢y skaicius. Tada

d, = ED(z) = E(L(z) — L(z + 1)) = €y — Loy

Vadinasi,

lof(x) = —los'(z) = —Lo A, b AAm:i - S(I)

Paskutinéje israiskoje pasirinke Az = 1, gauname:
lof(z) = bo(s(z) = s(x + 1)) = b — by = do.
Taigi 4o f(z) = d,, kur d, - vidutinis mirusiyjy z-meéiy i$ pradinés grupés £

skaicius.
Zinant mirties kreive £y f(z) nesunku rasti s(x). IS tiesy:

s(z) = /;O f(u)du.
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2.3 Mirtingumo galia

Bet kuriam neneigiamam realiam z dydis

vadinamas mirtingumo galia. Sioje formuléje, kaip ir anksciau, f(z) yra
gyvenimo trukmés X tankio funkcija, o s(z) yra iSgyvenimo funkcija.
Is apibrézimo isplaukia, kad:

s(z)=e€" Jo s,
Vadinasi, mirtingumo galia p, irgi gali buiti laikoma pagrindiné gyvenimo

trukmeés X charakteristika, nes turédami p, nesunkiai galime surasti s(z) ir

2.4 Skaitinés gyvenimo trukmeés charakteristikos

Gyvenimo trukme X apibudina Sio atsitiktinio dydzio pagrindinés charak-
teristikos: X pasiskirstymo funkcija, isgyvenimo funkcija, mirtingumas. Ta-
ciau kartais ivairiose situacijose uztenka zinoti tik tam tikrus atsitiktinio
dydzio skaitinius parametrus. Dazniausiai naudojamos Sios gyvenimo truk-
meés X skaitineés charakteristikos:

(1) vidutiné gyvenimo trukmeé
eo=EX = / zf(z)dr = / s(x)dx,
0 0

(2) gyvenimo trukmes dispersija
DX =EX? — (EX)?,

¢ia EX? yra atsitiktinio dydzio X antrasis momentas, t.y.,

EX? = /OOO 22 f(x)dr = 2/000 zs(x)de,
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(3) gyvenimo trukmeés mediana m(0).
Mediana - tai amzius, kurio sulaukia pusé pradinés grupes nariy. Ji
paprastai randama naudojantis kuria nors zemiau uzrasyta lygybe:
s(m(0)) = 3,
1 —F(m(0)) = 3,
P(X > m(0)) = 3,

b0y 1
lo

[

ol

2.5 Analizinés iSgyvenimo funkcijos

Statistiniai tyrimai rodo, kad zmogaus gyvenimo trukmeés X tikrasis pa-
siskirstymas turi gana sudétinga pavidala. Todél nuo seno buvo bandoma
parinkti skirstinio pavidala, kuris, buty kiek imanoma paprastesnis ir, antra
vertus, kuo tiksliau aprasyty zmogaus gyvenimo trukme. Siame skyrelyje
pateiksime keleta klasikiniy bandymuy zmogaus gyvenimo trukme aprasyti
naudojant gana paprastas analizines funkcijas.

(1) De Muavro 1729 metais pasiulyta versija.
Gyvenimo trukmé tolygiai pasiskirséiusi intervale (0,w), kazkokiam
teigiamam skaiciui w. Kitaip tariant, atsitiktinio dydzio X tankis turi
pavidala

1
flz)=—,0<z<w.
w

Konstanta w uzrasytoje israiskoje yra maksimalus imanomas zmogaus
amzius.

Nesunku paskaiciuoti, kad de Muavro pasitulytu atveju:

F(z) = f,O<:c<w,
w
s(x) = 1—£,O<x<w,
w
1
ey = —— , 0<z<w.
w—2x
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(2) Gompertz 1825 metais pasiulyta versija.
Zmogaus gyvenimo trukmeés mirtingumas turi pavidala

fe = Be™ | x>0,

kur parametrai B > 0, > 0 randami naudojant statistinius duome-
nis. Sie parametrai aisku priklauso nuo vietoves, kurioje gyvenam, nuo
lyties, nuo zmogaus darbo ir panasiu faktoriy.

Nesunku paskaiciuoti, kad Gomperc pasitilytai mirtingumo israiskai:

s(x) = e T , ¢ 20,
F(z) = 1—- e T , =0,
flx) = Betwe= , x>=0.

(3) Makeham 1860 metais pasiulyta versija.
Zmogaus gyvenimo trukmes mirtingumas turi pavidala

e = A+ Be®™ x>0,

kur parametrai A > —B,a > 0,B > 0, kaip ir ankstesnés versijos
atveju randami i$ statistiniy duomeny.
Makeham pasitilytos versijos atveju

e 1

s(z) = e A8 , x>0,

f@) = (A+ Beom)e 4B 5>,

(4) Weibul 1939 metais pasiulyta versija.
Zmogaus gyvenimo trukmes mirtingumas turi pavidala

fy =cx” x>0,

kur parametrai ¢ > 0,n > 0 suderinti su statistiniais duomenimis. Siuo

atveju:
s(z) = emwr >0,
flz) = ca"e e , x>0
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2.6 Likusio gyvenimo trukmeé

Negime asmenys i draudimo kompanijas nesikreipia. Jeigu pilietis kreip-
iasi | draudimo kompanija, tai jis akivaizdziai turi z, « > 0, mety. Toliau
garbinga asmeni turinti x mety zZymeésime (z). Visus nemalonius atsitik- tinu-
mus, gresiancius (z), naturalu nagrinéti su salyga X > x. Taigi asmeniui (x)
natiiralu nagrinéti ne viso gyvenimo trukme X, o likusio gyvenimo trukme
T, = X — x. Aisku, kad atsitiktinio dydzio T} skirstini nusako atsitiktinio
dydzio X — x skirstinys su salyga X > x. Toliau aptarsime pagrindinius
dydzius aprasancius biisimo gyvenimo trukme 7.

G, — tikimybeé, kad (x) mirs per artimiausius ¢ mety,

Plr <X < t
o = P(To<t) =P(X —z < t|X >2) = 0 z+?)

P(X > x)
_ Fz+1t)— F(x) _ s(z) — s(z +t) b=l
1— F(x) s(x) by

P — tikimybeé, kad (z) iSgyvens dar bent ¢ mety,

s(x+t l,
e =P(Lp 2t) =1—1g, = (S(l‘) | N K—H'

Pz = 1P — tikimybé, kad (z) iSgyvens bent metus. Nesunku pastebéti,
kad

tPe = Pz * Pat1 " - Datt—1, L € N.
¢ = 1q. — tikimybeé, kad (z) mirs per artimiausius metus

tude — tikimybeé, kad () iSgyvens ¢ mety, bet mirs per sekancius u

mety,
t|qu - P<t < Tz <t+ U) = t+ufz — t4x
sz t)—s(w+ttu) Loy — lorir
B s(x) B ly '
#|q= — tikimybé, kad asmuo x iSgyvens ¢ mety ir numirs per sekancius
metus,
sf@tt) —sf@+t+1) Loy — loen
t|9z = tiqz = = .
s(x) ly
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fz(t) — atsitiktinio dydzio T, tankio funkcija,

f(t) = (P(T, <t)) = (14z) = (S(m) _S(i()ﬁt)) - _Sl(:(:)t)

_ fla+t) _s@+t) (_s’(:v—i—t)
s(x) s(x) s(x+1t)

> = tPx * Hatt-

] — . . . . .
e, — busimos gyvenimo trukmeés vidurkis,

e, = /mtgﬁﬁﬂt:/mtwmewﬂ#:/mumU;<ﬁ
0 0 0

0 0 0

= /OOO S(;;—)t) dt = 3(13:) : /:o s(u)du.

o]

e, — dalinis busimos gyvenimo trukmés vidurkis. Sis dydis rodo kiek
vidutiniskai mety asmuo x pragyvens per artimiausius n mety.

2 — E(min(T}, n)) = S&) gl " s(w)du.

DT, = E(T?) — (ET,)? — busimos gyvenimo trukmeés dispersija. Ne-
sunku irodyti, kad
2

ET2:4——~/wt~ t)dt.
s 5@ h sz +1)

2.7 Sveikareisme likusio gyvenimo trukmeé

Labai daznai gyvybés draudimo imonés sutartis su klientais sudaro suap-
valintam metu skaic¢iui. Todél salia dydzio T, = X — x aktuarinéje mate-
matikoje nagrinéjamas dydis K, = [T,]. Kadangi K, igyja tik neneigiamas
sveikas reikSmes, tai K, skirstini nusako tikimybes

P(K,=k), k=0,1,2,... .
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Aisku, kad:

P(Ky,=k) = P(TL]=k) =Pk <T, <k+1) =1 = k¢
S(:L’ + k) - S(l’ +k+ 1) _ £x+k — £x+k+1 o d:erk

s(x) - ly by’
e, =EK, = Z Zk k|Qx—Zk'kpx'Qm+k
k=1 k=1
> s(x+k) —s(x+/<:+1 >
= s(x + k),
S e

DK, = E(Kx)Q_ (]EK:B>2

00 9 >
E(de)2 = Zk2'kpa:'qgc+k 72 k Sl"Fk? —Gx.

s(z) i

Is gautos e, israiskos iSplaukia, kad

er = sl ) ae 2+ )
- (s:i;) -+ S(f(;l) (s(w+2) +s(z+3)+..)

= Pzt Dz €ry1 = pm<1 + 6:c+1) = (1 - Qm)(l + €$+1)'

Vadinasi, bet kuriam x

1+ €x+1 — €z

e

2.8 Mirtingumo lentelés

Statistinius duomenis apie tam tikros individy grupeés gyvenimo trukme
patogu suraSyti i lentele. Gauta lentelé paprastai vadinama mirtingumo
lentele. Mirtingumo lenteléje pateikiama informacija apie atsitiktinai pasi-
rinkto asmens iS tam tikros grupés gyvenimo trukme, priklausomai nuo jo
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amziaus r. Mirtingumo lentelé atspindinti visos individy grupes elgesi vadi-
nama bendrgja mirtingumo lentele.

Norint isspresti koki nors draudimo procese atsirandanti uzdavini, mums
pakanka zinoti vien tik iSgyvenimo funkcijos s(z) reikSmes. Taciau ben-
droje mirtingumo lenteléje daznai pateikiami ir kiti duomenys, susieje su ()
gyvenimo trukme. Biitent:

l, = lys(x) - vidutinis sulaukusiy = mety individy skaic¢ius i§ pradinés
grupeés £,

d, = l, — ;1 - vidutinis grupés individy skai¢ius, kurie miré sulauke

amziaus .,
Qe = %z - tikimybeé, kad atskiras individas mirs turéedamas x mety,

] . . . . — . . .
e, - © mety sulaukusio individo biisimo gyvenimo trukme.

Dazniausia mirtingumo lentelése naudojamas laiko matas yra lygus vie-
neriems metams. Taigi nurodyty funkcijy reikSmeés pateikiamos momentais
r=0,1,2,....

Akivaizdu, kad bet kurioje Salyje, taigi ir Lietuvoje, yra didelés Zmoniy
grupés su skirtingomis gyvenimo trukmés charakteristikomis. Pvz.: vyry
mirtingumas yra zymiai didesnis negu motery; namy seimininkiy mirtingu-
mas yra zymiai mazesnis negu vairuotojy; asmeny, kurie mediky pripazistami
tinkami darbui, mirtingumas Zymiai mazesnis, negu ty, kuriems suteikiama
kokia nors invalidumo grupé; ir panasiai.

Mirtingumo lentelés, sudarytos tam tikroms visuomeneés grupéms, vadi-
namos pasirinktinémais mirtingumo lentelémas.

Kartais zmogus negali pasirinkti vienos ar kitos visuomenes grupés. Pa-
vyzdziui, vyras negali tapti moterimi, Sachtininkui sunku tapti namy Seimi-
ninke, sveikam zogui sunku tapti invalidu ir panasiai. Tac¢iau daznai atskiras
asmuo gali pasirinkti tam tikra visuomenés grupe. Pavyzdziui, norédamas
apsidrausti gyvybe zmogus privalo pasitikrinti sveikata. Jei zmogus neserga,
jis patenka i neserganciyju grupe. Be abejo, tokios grupés mirtingumas
mazesnis uz bendra tautos mirtinguma.

Pasirinktinése mirtingumo lentelése, sudarytos individams, savo noru pa-
tekusiems i tam tikra grupe, naudojami specialtis pazyméjimai. Keleta ju
paminésime:

Plaj+¢ - tikimybeé, kad individas (x + t), pries ¢ mety patekes i grupe,
pragyvens dar metus,
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)4+ - tikimybé, kad individas (z + t), pries ¢t mety patekes i grupe,
mirs per artimiausius metus,

wPa)+¢ - tikimybé, kad individas (z + t), kuris pries ¢ mety pateko i
grupe, pragyvens dar u mety,

ullz)+¢ - tikimybé, kad individas (z + t), kuris pries ¢t mety pateko i
grupe, mirs per artimiausius u mety.

Pastebeéta, kad kai kuriose grupése mirtingumo priklausymas nuo laiko,
prabégusio nuo patekimo i grupe, mazéja laikui bégant. O po kokiy nors r
mety visai nelieka skirtumo, ar individas buvo isirases i grupe, ar ne. Laiko
tarpas r, po kurio galima nepaisyti, ar individas priklauso grupei, ar ne,
vadinamas pasirinkimo veikimo periodu. Taigi:

g[;t]—&—t ~ £x+t7 t=>r.

2.9 Gyvenimo trukmé - nebiitinai sveikas skaic¢ius

Statistiniai duomenys (¢, q., d., €,) mirtingumo lentelése pateikiami tik
sveikoms x reikSméms. Norint rasti minety funkcijy tarpines reikSmes reikia
interpoliuoti. Aktuarinéje matematikoje skirami trys pagrindiniai interpoli-
avimo budai, kurie remiasi tam tikromis prielaidomis apie s(z) pavidala, kai x
néra sveikas skaicius. Populiariausios yra trys zemiau isvardintos prielaidos.

Pirma prielaida. ”Mairtingumas pasiskirstes tolygiai”.

Sakykime, kad isgyvenimo funkcija s(z) tiesiné bet kuriame intervale
[z, x 4+ 1] kai = naturalusis arba 0,t.y.,

s(x+t)=(1—1t)-s(x)+t-s(x+1), ze NUO, t € [0;1].

Nesunku irodyti, kad esant aprasytai prielaidai

tdz = t'Q:ca
e = 1—14q,
_ Y- dz
yQa+t — ma
. Gz
Hetrt = 1_th7

fx(t) = tPz Qe+t = Qx,
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visiems x e NUO ,t € [0;1] ,y € (0;1) ,y+t < 1.

Antra prielaida. ” Mirtingumo galia pastovi”.
Sakykime, kad iSgyvenimo funkcija kinta eksponentiskai bet kuriame in-
tervale [z, z + 1] kai x naturalusis arba 0,t.y.,

s(zx+t)=s(z) e ™" p,=—Inp,, x € ZU0O, tel0;1].

Esant aprasytai prielaidai

A 1- e_MZt )
tPe = e_Mrt ’
Yoyt = 1—e
Mt = Mg,
fz (t) = tPxlx+t = e_luwt,um ;

visiems x e NUO ,t € [0;1] ,y € [0;1] ,y +t < 1.

Trecia prielaida.” Balducci prielaida”.
Sakykime, kad iSgyvenimo funkcija s(z) tenkina tokia salyga
11—t t

s(x+1t)  s(z) * s(x+1)

kait € [0;1] ir z €€ NUO.
Is Balducci prielaidos isplaukia, kad

14z
N yZ
tPx = 1_(1_t)Qz’
o Y4z
yQe+t = 1—(1—y—t)qx )
- qx
Ha+t = 1-(1—1Da. 1-bg

Pzlx
xt - 1T :—7
f() tPx e+t 1—(1—t)qx

visiems z € NUO ,t € [0;1], y € [0;1] ir y + ¢ < 1.
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I1I. Gyvybés draudimas

Sakykime susikloste tokia standartiné draudimine situacija. Draudéjas
(x) kreipiasi { draudika, norédamas apdrausti savo gyvybe. Draudéjas nori,
kad jo mirties atveju draudikas sumokeéty suma, lygia 1. Draudikui uz Sia
paslauga draudéjas nori sumokéti vienu mokéjimu. Siame skyriuje bus na-
grinéjama tokios paslaugos kaina. Kadangi draudikas gautus pinigus inves-
tuoja, tai draudimo kaina priklauso nuo z, nuo techninés metinés paliikany
normos %, nuo draudimo termino ir draudimo rusies.

3.1 Draudimas, kai iSmoka mokama is karto po mirties

Tarkime, kad draudéjas (z) ir draudikas pasirasé sutarti, pagal kuria
iSmoka lygi 1 iSmokama i$ karto po draudeéjo mirties. Draudéjo likusio gyven-
imo trukme yra atsitiktinis dydis 7},. Busimos iSmokos dabartiné verte - taip
pat atsitiktinis dydis. Pazymékime $i dydi Z,. Aisku, kad atsitiktinis dydis
Z, priklauso nuo atsitiktinio dydzio T,. Be to, Z, priklauso nuo draudimo
rusies. Tiksliai nustatyti busimos iSmokos dabartine verte Z, neimanoma,
taciau galime rasti pagrindines §io atsitiktinio dydzio charakteristikas. Siame
skyriuje apsiribosime Z, vidurkiu ir dispersija.

Atsitiktinio dydzio Z, vidurkis EZ, vadinamas gryngja vienkartine
premija. Toliau Siame skrelyje pateiksime Z,,[KZ, ir DZ, iSraiskas ivairiy
draudimo rusiy atveju. Primename, kad visame Siame skyriuje v yra diskonto
daugiklis (ziurékite 1.6 skyreli), t.y.

1
v= -,
141
kur ¢ metiné palukany norma, o simbolis 14 Zymi ivykio A indikatoriy.

3.1.1 n-mety gyvybés draudimas

Suma, lygi 1, iSmokama draudéjui mirus, jei mirtis draudéja uzklupo
per artimiausius n mety. Kitais atvejais draudéjas negauna nieko. Na-
grinéjamoje situacijoje:
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e busimosios iSmokos dabartiné verté

TI‘ P
Zx:{y , jei T, <,

Tx
.. =V H’I}éna
0, jei T, > n,

e busimosios iSmokos dabartinés vertes vidutine verté arba grynoji
vienkartiné premija

Ai:ﬁ = EZw :/O thw(t)dt :A Vttpxluw-i-tdta

e biisimos iSmokos dabartinés vertés dispersija

-1

]D)Zl“ = 2Ax:ﬁ\ - (A;::W)Q’

My = BZ2 = [ v papiaadt
0

3.1.2 Draudimas iki gyvos galvos

Suma, lygi 1, mokama i$ kart po (x) mirties, nepriklausomai nuo to, kada
jis mirs. Siuo atveju:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

T
Ly =17,

e vienkartiné grynoji premija

Aw =EZ, = /OO thx(t)dt = /oo Vttpac,ux-i-tdta
0 0

e biisimos iSmokos dabartinés vertés dispersija
DZ, =24, — (A,)?,

kur B ~
2Ax :/0 V2ttpz,ux+tdt-
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3.1.3 n-mety grynasis kaupimas

Suma, lygi 1, iSmokama po lygiai n mety, jei draudéjas vis dar gyvas.
Aprasytu atveju:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

7 _ 0, kaiT, <n,
) kai T, > n,

Y

n
= Vv HTz2n7

e vienkartiné grynoji premija

A L=EZ, =v"P(T, >n) =v",ps,

e biusimos iSmokos dabartinés vertés dispersija

]D)Zl“ = 2Ax:ﬁ1\ - (A 1)2’

x:ml

Cia
24 1 _ 2 _ 9t
A, =EZ; =v™p,.

3.1.4 n-mety kaupiamasis draudimas

Suma, lygi 1, iSmokama, jei draudéjas mirsta per artimiausius n mety
(mokama i karto po mirties) arba jei draudéjas iSgyvena n mety (mokama
laikotarpio pabaigoje). ApraSytoje situacijoje:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

T. .
vie, kai T, <mn, T N
Za: - { =V m]Ingn + v HTm>n7

v kai T, > n,
e vienkartiné grynoji premija

A:)::ﬁ\ = EZ:E = Aim + Axﬁl\ = /0 Vttpa:,ux+tdt + I/nnp:m
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e biisimos iSmokos dabartinés vertés dispersija

]D)Zx = 2Ax:ﬁ\ - (Aa::ﬁ\)Qa

QAac:ﬁ\ = /0 V2ttpxﬂac+tdt ‘l’ V2ttpac~

3.1.5 m mety atidétas gyvybés draudimas iki gyvos galvos

Suma, lygi 1, iSmokama draudéjui i karto po mirties, jeigu mirtis ji
uzklupo ne ankséiau kaip po m mety. Aisku, kad aprasytoje situacijoje:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

7 - {0, kai T, < m,

T
. = Vv ]IT >m >
vl kai T, > m, ’

e vienkartiné grynoji premija

m\Am = EZx = /OO thac(t)dt = /OO Vttp:c[jlm-‘rtdty

m m

e biisimos iSmokos dabartinés vertés dispersija

Cia

371\121:0 = / V2ttpx“:c+tdt~

3.1.6 m mety atidétas draudimas n metams

Suma, lygi 1, iSmokama i karto po draudéjo mirties, jeigu mirtis ji
uzklumpa ne ankséiau kaip po m mety, bet ne véliau kaip po (n + m) mety.
Aprasytoje situacijoje:
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e busimosios iSmokos dabartiné verté

i
. m <n+m >
v kai T, > m, *

7 {0, kai T, < m,

e vienkartine grynoji premija

_ m-+n m—+n
minAs = EZ, = / U fo(t)dt = / VD g edt,

m m

e biisimos iSmokos dabartinés vertes dispersija

]D)Zm - m‘qul' - (m|nAx)27
cia, paskutinéje lygybéje,

2 7 T ot
min Az :/ VP flysedt.
m

3.1.7 Kasmet didéjantis gyvybés draudimas iki gyvos galvos

Suma lygi 1 iSmokama i§ karto po draudéjo mirties, jei draudéjas mirsta
pirmais metais, suma lygi 2 iSmokama iS karto po draudéjo mirties, jei
draudéjas mirsta antrais metais, suma lygi 3 iSmokama isx karto po draudéjo
mirties, jei draudéjas mirsta treciais metais ir t.t. Aprasytu atveju:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

Zy = v [T, + 1],
e vienkartiné grynoji premija
(I4), =7, — /0 Tl 1 patiaradt,
e biisimos iSmokos dabartineés vertés antrasis momentas

EZ? = /0 [t + 120 o fieyedt.
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3.1.8 m karty per metus didéjantis draudimas iki gyvos galvos

Visi metai padalijami i m laikotarpiy. Suma lygi %, iSmokama, jei draudé-
jas mirsta pirmajame laikotarpyje, suma lygi %, iSmokama, jei draudéjas
mirsta antrajame laikotarpyje, suma lygi %, iSmokama, jei draudéjas mirsta
treciajame laikotarpyje ir t.t. Aprasytu atveju:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

g o= Lemt]]
x m )
e vienkartiné grynoji premija
_ oo [t 1
(I'A), =EZ, = /0 wvttpxumdt,

e busimos iSmokos dabartinés vertés antrasis momentas

< [t-m+ 1]
EZ:? = /O [771] V2ttpxy':c+tdt-

3.1.9 Tolygiai didéjantis gyvybés draudimas iki gyvos galvos

Suma lygi ¢, (iSmatuota metais) mokama i$ karto po draudéjo mirties.

e busimosios iSmokos dabartiné verté

Zy =T, - v=,
e vienkartiné grynoji premija
_ oo "
(]A)a: =EZ, = /0 tv tpa:,ux—i-tdta
e busimos iSmokos dabartinés vertés antrasis momentas

EZ2= [ popy
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3.1.10 n-mety mazéjantis gyvybés draudimas

Suma lygi n, iSmokama, jei draudéjas (z) mir§ta pirmais metais po su-
tarties pasiraSymo, suma n — 1 iSmokama, jei draudéjas (x) mirSta antrais
metais po sutarties pasiraSymo, suma lygi n — 3 iSmokama, jei draudéjas
mirsta treciais metais po sutarties pasirasymo ir t.t. Siuo atveju:

e busimosios iSmokos dabartiné verté

Z, =vl. (n — [Tu])Ir, <n,
e vienkartiné grynoji premija
(DA =BZy = [ (1 = ()0 potizsudt

e busimos iSmokos dabartinés vertés antrasis momentas

EZ? = /0 V2 (n — [t])*1peplagedt.

3.2 Draudimas kai iSmokama mokama mirties mety pabaigoje

Tarkime draudéjas (x) pasiraseé sutarti pagal kuria draudimo iSmoka bus
iSmokama ne is karto po draudéjo mirties , o draudéjo mirties mety pabaigoje.
Esant tokioms draudimo salygoms biisimos iSmokos dabartiné vertée Z, yra
atsitiktinis dydis priklausantis ne nuo 7T, o nuo K, = [T,]. Skyrelyje 2.3
buvo gauta lygybe:

P(K, =k) =Pk <T, <k+1)=i1¢e = tPeGatr » =0,1,2, ...

Naudojantis siuo K, skirstiniu galime gauti atsitiktinio dydzio Z, vidur-
kio ir dispersijos israiskas. Atsitiktinio dydzio Z, vidurkis EZ,, kaip ir drau-
dimo, iSmokamo mirties momentu atveju, vadinamas vienkartine gryngja
premija. Aisku, kad EZ, ir EZ2 igraiskos priklauso nuo draudimo sutarties
rusies. Toliau siame skyrelyje aptarsime pagrindines draudimo su iSmoka
mirties mety gale risis.
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3.2.1 Gyvybés draudimas iki gyvos galvos

Suma lygi 1 i8mokama draudéjo (x) mirties mety gale. Siuo papraséiausiu

VKI-‘,-I’

Zy

A, =EZ, = Z P D,
k=0

EZﬁ = ZAJJ - Z VQ(k+1)kprCc+ka
k=0

DZ, =%A, — (A,)*

3.2.2 n-mety gyvybeés draudimas

Suma lygi 1 iSmokama draudéjui (x) mirus per artimiausius n mety.
[smoka mokama mirties mety gale. Siuo atveju:

_ o Kz+1
Zx—V i HKgg<n7

n—1
1 _ _ k+1
Am:m - ]EZCE - Z v kPzqx+k,
k=0

n—1
EZ% = QA:}::W = Z VQ(k+1)kpCEQJ+/€7
k=0

Dz, = 2‘4;:%\ - (A:%::my'

3.2.3 n-mety kaupiamasis draudimas

Suma lygi 1 iSmokama, jeigu draudéjas mirsta per artimiausius n mety
(mokama mirties mety pabaigoje) arba jei draudéjas iSgyvena n mety (moka-
ma periodo pabaigoje). Apraytu atveju:
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_ o Ke+1 n
Zz =v" HKx<n +v ]IKx>n7

n—1
Am:ﬁ\ =Kz, = A;m + Vnnpa: = Z Vk+1kprx+k + Vnnpxa
k=0

n—1
EZJ% = 2Ax:ﬁ\ = Z VQ(k+1)kpa:Qw+k + UQn”px'
k=0

3.2.4 m mety atidétas n mety draudimas

Suma lygi 1 iSmokama mirties mety gale, jeigu mirtis draudéja uzklumpa
ne anksciau kaip po m mety ir ne véliau (n + m) mety. Siuo atveju:

_ o Kz+1
Z:v =v" Hm<K1<m+n7
m+n—1

— — k+1
m|nAx =EZ, = Z v kPzQz+k,
k=0
m+n—1

EZ;? - m\zAm = Z V2(k+1)kpxqm+k‘
k=0

3.2.5 n mety kasmet didéjantis draudimas

Suma lygi 1 mokama pirmy mety gale, jei draudéjas mirSta pirmais
metais, suma lygi 2 mokama, jei draudéjas mirsta antrais metais, suma lygi 3
iSmokama, jei draudéjas mirsta treciaisiais metais, t.t., suma lygi n iSmokama
n-tyjy mety gale, jei draudéjas mirsta n-taisiais metais. Aprasytu atveju:

Zx - VKE+1 : [Kz + ]-]]IKz<n>

n—1
(IA):lczm =EZ, = Z VkH(k + 1) D2tk
k=0

n—1
EZ2 =Y v I (k +1)%p,qurs-
k=0
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3.2.6 n mety kasmet mazéjantis draudimas

Suma lygi n iSmokama pirmy mety gale, jei draudéjas mirSta pirmais
metais, suma lygi n — 1, jei draudéjas (x) mirsta antrais metais , t.t., suma
lygi 1 mokama n-tyjy mety gale, jei draudéjas mirsta n-taisiais metais. Siuo

atveju:
Zz = VKI+1 : [n - Kx]HKz<n7

n—1
(DA)iW = EZ% = Z Vk+1<n - k)kP:EQ:B—Hm
k=0

n—1
]EZi = Z VQ(k—H)(n - k)Qkpa:qg:—O—k-
k=0

3.2.7 Kasmet didéjantis draudimas iki gyvos galvos

Suma lygi 1 iSmokama pirmyjy mety gale, jei draudéjas mirsSta pirmais
metais, suma lygi 2 irhokama antryjy mety gale, jei draudéjas mirsta per

antrus metus, suma lygi 3 iSmokama trevciyjyu mety gale, jeigu draudéjas
mirsta per trecius metus ir t.t.

Z:c — VKz"Fl . (Kx + 1)’

(IA),=EZ, =) PPk 4 1) epaler,
k=0

EZ2 = 3" Xk + 1Pt
k=0

3.3 Rysys tarp draudimo iSmoky, mokamy mirties momentu, ir
draudimo iSmoky, mokamy mirties mety gale

Sakykime T}, yra likusi draudéjo (x) gyvenimo trukme. Aisku, kad:

Tz :Km+sm>
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jei

Sy =T, — K, = {T,}.

Sakykime mirtingumas pasiskirstes tolygiai tarp bet kuriu sveiky argu-
mento x reikdmiy. Tai yra (ziurékite 2.9 skyreli) iSgyvenimo funkcija s(x)
bet kuriems x € Z, x > 0, 0 <t < 1 tenkina lygybe

sfx+t)=(1—-1t) s(x)+t-s(z+1).

Kadangi siuo atveju ;q, = t - q,, bet kuriam sveikam neneigiamam x ir bet
kuriam ¢ € [0, 1] (ziuréekite 2.9 skyreli), tai bet kuriam s i§ intervalo [0, 1]

e}

P(S, <s) = P{T,} <s}) :P<U(k<Tx<k:+s)>

k=0 k=0

[ee) [oe)

= > S 4Ps Gtk =S Y kDs Qutk
k=0 k=0

= s-1=s

Vadinasi, atsitiktinis dydis S, tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1].
Antra vertus, i$ irodytos lygybés ir minétos lygybés

s =1-q, ©€NUO, t €]0,1]
isplaukia, kad bet kuriam sveikam neneigiamam k ir bet kuriam s € [0, 1]

P(Km:k,5x<s) = ]P)(kng<k;+s)
= kPz * sQzx+k = kPz * S " Qutk
= P(S,<s) P(k<T,<k+1)
= P(S, < s)-P(K, = k).

Irodyta lygybé rodo atsitiktiniy dydziy K, ir S, nepriklausomuma.
Taigi irodéme toki teigini.

3.3.1 TEOREMA.Jeigu mirtingumas pasiskirstes tolygiai bet
kuriame intervale [,z + 1|, v € NUO, tai déstinyje T, = K, + S,
atsitiktiniat dydziat K, ir S, yra nepriklausomi. Be to atsitiktinis
dydis S, tolygiai pasiskirstes intervale [0,1].
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Naudojantis Sia teorema, galima gauti sarysius tarp grynosios vienkarti-
nés premijos, mokamos mirties momentu, ir vienkartinés grynosios premijos,
mokamos mirties metu gale. Toliau siame skyrelyje pateikiami keli tik ka
irodytos teoremos taikymo pavyzdziai.

ee Jeigu "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai

A Nesunku pastebeti, kad

E( Sz—l) /1 s—1 1d VS*I 1 (1 1)
17 fry . g —_ . J—
0 v ° lnv 0 Inv v
1 7
= (1 =(1+19)) = =.
lne—9 (1= (1+1)) )

Pasinaudoje¢ 3.3.1 teorema, gauname
A, =E@™) = E(pfe5) = R(pKet171H5) = R(pKetl . ST
= E(/) - B ) = A, - E(5) = <A,
ee Jeigu "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai

l

Ai:ﬁ\ - 5

1
Ax:ﬁ\ :

A Dydis Al _ yra vienkartiné grynoji premija n mety gyvybés draudimo
atveju. Esant tokiam draudimui btisimos iSmokos dabartiné verte yra

Vadinasi, is 3.3.1 teoremos isplaukia
A =E (VT”]ITT@) =E (VT“”HVSI_I) Ixo<n

=B (v M, - 57

=E (v g, <n) - B!
i

J

1
Ax:ﬁ\ .
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ee Jeigu "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai
1
o

A Dydis (TA)L_ yra n mety kasmet didéjancio draudimo vienkartiné
grynoji premija. Esant tokiam draudimui buisimos iSmokos verte yra:

Zy = [Ty + U Ly <ny -
Pasinaudoje 3.3.1 teorema, gauname
(IA)ym = EZy = E([T + v Lz, <n))
= E((K, + D)t e )
= E((K, + D) g, cpy™ 1)
= E((K, + Dy e, E(5 )

= (IA) (%) = (IA) - 5
ee Jeigu "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai
o i 1 1
IAx:-<IAx—(—>Ax> .
(1A =5 (A~ (5 -
A\ Atsitiktiniai dydziai K, ir S, nepriklausomi, todél
(IA), = ET, -v"™ =E((K, + S,)v"=*5)

= E((K, + )5 4 (5, — 1)pf=T5)

= B((K,+ 1S5 L B((S, — 1)pfettySh

= E((K,+ 1)<ty % FE@S ) E((S, — DS
— (IA), - % A, - E((S, — DS

Kadangi

ir




0 w |0
— / id
lnu o lnu In?y o
B 1+z Y 14+ 1 T4
B 2y ln v] =6 62 92
_ 1+2 %J( 1+%+1>_i(1_1>
- e s U ) Ts G a)
tai ) ) {1
_ (A
TA), = (14), - -(—)Az.
A
ee Jeigu "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai
.2 .
A T8 atsitiktiniy dydziy K, ir S, nepriklausomumo isplaukia, kad:
A= IE(’/T’C]I(TIQ%))2 = IE’:'(VQTIH(TIQz))
— E(V2 (Ke+1)4+2(Sz— )]I(K1<n))
— BT <) B )
= EWS M g, cpy)? B2,
A
Atsitiktinis dydis S, tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1], todél
1
]E(I/Z(S””_l)) = /VQ(S_I) -1-ds
0
B 1 v i?42i
2lny  2lnv 26
Vadinasi,
- i? + 21 1
2‘4;:@ = 2(5 ’ QAI:W\ '
A

Jei isgyvenimo funkcija s(x) tenkina kita prielaida argumento x nesvei-
koms reiksméms (ziurekite 2.9 skyreli), tai irgi buty galima iSvesti tam tikrus
sarysius tarp grynosios vienkartinés premijos, kai iSmokama mokama mirties
momentu, ir grynosios vienkartinés premijos, kai iSmoka mokama mirties
mety pabaigoje. Taciau tie sarysiai zymiai sudétingesni, nes sunku istirti S,
pasiskirstyma ir atsitiktiniy dydziy K, ir S, priklausomuma.
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3.4 Rekursinés lygtys

Naudojant tikimybiu teorijos ir matematinés analizés metodus galima
gauti tam tikrus sarysius tarp grynosios vienkartinés premijos, paskaic¢iuotos
skirtingiems draudéjy amziams x. Tokio pavidalo sarysiai vadinami rekursi-
némis lygtimis. Toliau Siame skyrelyje pateikiame kelis rekursiniy lygciy
pavyzdzius.

3.4.1 Teorema. FEsant pastoviam diskonto daugikliui v = %ﬂ
lygybé:

Ay = v(qe + prAatr)

teisinga visiems v > 0.
A Teoremg irodysime dviem budais.

Pradzioje analizinis irymas.
Is 2.6 skyrelyje aptarty formuliy isplaukia, kad:

s(r+k+1) s(x+1)
s(z 1 1) : s(2) =k Pa41 " Pz-

k+1Pz =

Vadinasi, pagal 3.2 skyrelyje gautas formules

0o
_ k+1
Ax — Zl/ kPzqx+k
k=0

= vopals + 3 VT kDelusn
k=1

o0

_ 42

= VG + Z Vi1 DaQaj+1
=0

00

— j+1

= V(y +V Z v’ PzjPz+14z+j+1
=0

= Vv (Q:r + Dz Z Vj+1jpz+1Q:E+j+l)
=0
= V4 + meA:erl =V (qgc + prerl) .

Dabar tikimybinis irodymas.
Kadangi
A, = E(Eth
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tai pasinaudoje salyginio vidurkio savybe, gauname

A, = BN K, =0) P(K,=0)+E*K, >1) P(K, >1).

Taciau:
E(@* K, =0)=E) =v,
P(K; = 0) = ga,
P(Kx P 1) = Pz
ir
E(5* K, >1) = E@S YK, —1>0)
= Ew BV K, —1>0)
= Ewv™+ K, >0)
= VvE@Rer ) = A,
Vadinasi,

Ax:VQx+px’V'Ax+1-

3.4.2 Teorema. Esant pastoviai palukany galiai J:

(A) ==+ A0+ pra).

Aisku, kad teoremos formulé ekvivalenti lygybei
Aping = Ay + Az (—ux + A0+ ,ux)) + o(Az),

nes

(), g, A=

A 3.4.2 teorema taip pat irodysime dviem budais. Pradzioje analizinis
irodymas.
Is 3.1 skyrelyje isvesty lygybiy gauname, kad

Ay = /0 Vttpa:,ux+tdt = / Vyixy*xpxluydy .
Kadangi

_sle+y—=x)  s(y) _s(y) s(0) 1
T s(z) ~ s(0) s(@) M Ly




tal

<—| =z
s(x)
_ Y du - —x -1 ' 1 (T
= [ VW pouydy (V (s(x)) )x-l— - (=" 2potiz)

= [ aporydy - (v (=) (@) 07 (=s(@) S @) o

xT
—Ug

T 4] 1 s'(x)
= | VWypopydy - : < ) — Uy
/ PR vrpe vy \ s(2)

T

S+, [
= a /Vyypoﬂydy — Hz = (5 + /JJ:C)Ax — Haz-

]/a:
zPo %

Dabar tikimybinis teoremos 3.4.2 irodymas.
Aisku, kad bet kuriam teigiamam h

A, =E@™) = E@W™|T, < h) - BP(T, < h) + E@™|T, > h) -

Kadangi
]P)(Tx < h) = hlzx

]P)(Tx = h) = hPz

tal

Ay =E(W™|T, < h) wgo + EW™|T, = 1) - s
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Atsitiktinio dydzio T, salyginis tankis su salyga, kad T,, < h yra:

froant) = (P(T, < t|T, < h))’

P(T, <t,T, < h)
P(T, < h
Tz<t .
P(T<h kai 0 <t<h,
kai t > h,
P(T, P(I: <t) t)
= e<n)
hlz
o fﬂc(t> o tPz Mzt
= — - H(tgh = 7H(t<h) .
hdz hdz

Vadinasi,

h
0 hPzx

Antra vertus,

EW™|T, > h) = E@™="™"T,—h>0)=v"E@™"T, —h>0)
= V'E@" | Top 2 0) = V"E(+) = " A,y

Gautas israiskas sustate i prading lygybe, gauname:

h
Ax = hqz / I/t Pttt dt + l/hAerh hPx-
0 hqz
Todél
Az-ﬁ-h - Ax = AJJ-‘rh - Vh;lz-i-h WPz + /Vttpx,uw-i-tdt-
0
Arba
A A 1—vhp 1 i
r+h — g T - T t
— = A, ————— — = [ Vi papipdt.
h +h h h / tPx -t
Paskutinéje lygybéje peréje prie ribos, kai h — 0, gauname:
A A 1—vhp 1 i
T\ 1 x+h T s 1 - hPz 4 t
(Ay), = ’1111% — }lblgll) Ax+h7h 5 J V' tDepleredt.
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Kadangi:

h—0 h h—0 h

_ (yy Invyp, + v (W)) =0

h t

O — =

v tpz,uachtdt -0

.1 . .
lﬁgﬁ O/ V' tDoplortdl = 1}5{)1 .

/

B (/ Vttpx,uq:-i-tdt) - (VUUPSC:U%-HL)h:O = Ha;
u=0

0 =

tai pagaliau gauname:
(Ax));c = A, (0 + pta) — fiz

A

Nesunku pastebeéti, kad 3.4.2 teoremos lygybe yra 3.4.1 teoremos lygybeés
tolydi versija.
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IV. Gyvenimo anuitetai (rentos)

Draudéjui (z) apsidraudziant savo gyvybe reikia draudikui sumokéti tam
tikra suma. Be abejo Sia suma galima sumokéti i§ karto, vienu mokéjimu.
Taciau tam tikroms draudimo rasims vienkartineé grynoji premija yra gana
didelé. Premija, uz kuria draudikas suteikia draudimo paslaugas, sieckdamas
gauti pelng, dar didesné. Todél sudarydamas draudimo sutarti draudéjas (x)
dazniausiai nemoka i$ karto visos premijos, o isipareigoja tam tikrais laiko-
tarpiais moketi tam tikras nedideles sumas uz suteikta paslauga. Galimos
metines, ménesines, ketvirtinés ir kitokios imokos. Draudéjas gali sutarti su
draudiku moketi jmokas periodo gale arba pradzioje. Mokéjimai gali buti
mazéjantys, didéjantys, atidéti, terminuoti ir dar kazin kokie. Naturalu, kad
visi mokéjimai vyksta, kol draudéjas (x) gyvas ir gali moketi.

Gyvenimo anuitetas - tai mokéjimy srautas, kuri vykdo draudéjas (x)
tol, kol gyvena.

Mokéjimy srautas gali buti nagrinéjamas ir fiksuoto ilgio laikotarpiui,
pavyzdziui, desiméiai mety. Tokiu atveju draudéjas (x) moka imokas per
Si fiksuota laikotarpi, pavyzdziui, 10 mety, jeigu mokéjimo metu jis vis dar
gyvas.

Pirmame skyriuje matéme, kad svarbiausias dydis, nusakantis mokeéjimu
srautg, yra busimy jmoky dabartiné verté. Kadangi draudéjas (x) moka
imokas tol, kol jis gyvas, tai buisimy imoky dabartiné verté yra atsitiktinis
dydis. Si atsitiktini dydi paprastai zymime simboliu Y,. Atsitiktinis dydis
Y, turi prasme tik tuo atveju, kai X > x. Esant fiksuotai salygai X > =z,
galime kalbéti apie buisimy imoky dabartinés vertes vidurki EY, ir dispersija
DY,.

Siame skyriuje ivairiy risiy gyvenimo anuitetams rasime atsitiktinio dy-
dzio Y, ir jo skaitiniy charakteristiky, EY,, EY;2, DY,, israiskas. Atsitik-
tinio dydzio Y, vidurkis EY, aktuarinéje matematikoje paprastai vadinamas
vadinamas aktuarine dabartine anuiteto verte.

4.1 Paprasciausias gyvenimo anuitetas

Paprasciausias mokeéjimu srautas — tai srautas susidedantis i$ vieno moke-
jimo. Sakykime suma lygi 1 sumokama po n mety, jei draudéjas () iSgyvena
n mety.
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Siuo atveju dabartiné busimos imokos verté

0, jei Tp <,

{un, jei T, > n, (L)

Aktuariné dabartiné buisimos imokos verte
WEr =EY, =v"P(T, >n) =v",p..
Be to
EY;;Q = Vznnpxa
ir
D}/r - 7/2nnpz - (Vnnpm)Q‘
Nesunku pastebéti (ziurékite 3.1.3 skyreli), kad

- 1 _ 1
nbr = Am:m = Agim — Az:m :

Taigi vienas ir tas pats dydis zymimas dviem skirtingais simboliais. Daz-
niausiai, skai¢iuojant anuitety aktuarines vertes arba pensiniy fondu ivairias
charakteristikas vartojamas simbolis , F,., o skaiciuojant vienkartines gryna-
sias premijas naudojamas simbolis Al . Primename, kad §is simbolis Zymi
grynaja premija n mety grynajam kaupimui.

Sakykime, pavyzdziui, 25 mety Lietuvos respublikos pilietis pasizadéjo po
40 mety sumokéti 10000 Lt., jei tuo metu bus gyvas. Aisku, kad dabartine
tokios imokos verte, esant palikany normai ¢ = 0,06, galime rasti is lygybes
les

10000 - 49F55 = 10000 - 1% - 4opas = 10000 - 0, 09722219 -
25

Pagal Lietuvos gyventojy mirtingumo lentele
lgs = 66048 , (55 = 96590.

Vadinasi, dabartiné aprasytos imokos verte
10000 - 49 E55 ~ 664, 8 Lt.

1. Pastaba. Kadangi

1 €x+n

V=" nPz = )
11i e = g,
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tai dydzio ,, F, itaiska galime perrasyti taip:

1 €x+n

I+ L,

Is cia
Co(1+0)" By = lyin.

Gautoji formulé atskleidzia dydzio , F, statistine prasme. Jei gyventoju
grupé susidedanti i§ £, nariy investuos po suma , F,, su paluikany norma ¢,
tai po n mety likusieji gyvi £,, asmenys gaus po suma lygia 1.

Pavyzdyje turejome:

ly = lo5 = 96590,
(1+4i)" = (1+0,06)" = 10, 285718,
€z+n - 665 = 66048

Surase i paskutine lygti Sias skaitines reikSmes, gauname:
96590 - 405 - 10, 285718 = 66048.
Is cia, kaip jau matéme,
10E25 = 0,066480.

Taigi, 25 mety Lietuvos pilietis, noredamas gauti 10000 Lt, sukakus 65—
eriems, dabar turéety investuoti 665 Lt. su palikany norma ¢ = 0.06 .

2. Pastaba. Bet kuriam fiksuotam n

!

A T8 tiesy /
(nBe)y = V" (Pa )
Kadangi
o (sl +n) / _ (x4 n)s(z) — s(x +n)s'(x)
= (%5, (@)

s'(e+n) s(z) s(@+n)

s() s(x)  s(x)
s'(@+n) slx+n) s(z) s@+n)
s(x+n) s(x) s(x) s(x)
= wPe(fle — Hatn),
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tal

!/

(nEr)z - Vnnpx(,ux - Mz—&-n) - nEz(/va - Mm—i—n)‘

Gautoji lygybé parodo dydzio ,, F, elgesi priklausomai nuo x.
Jeigu pu, didéja intervale [z, x 4 n], tai , E, mazéja didéjant x.
Jeigu p, nekinta intervale [z, x + n|, tai ,, £, nekinta didéjant z.
Jei p, mazéja intervale [x, x + n], tai ,F, didéja, didéjant x.

3. Pastaba. | dydzio , F, iSraiska ieinantys nariai ™ ir ,p, turi prasme
visiems realiems neneigiamiems z ir n. Vadinasi, dydis , F, irgi turi prasme
visiems neneigiamiems z ir n. Taigi, laiko tarpas n dydyje ,, E, nebiitinai
naturalusis skaicius.

4. Pastaba. Esant pastoviai palukany galiai, bet kuriam fiksuotam x

(nEx)/x = —n B (floyn +0).

A Urtasytoji lygybé nesunkiai gaunama naudojantis II skyriuje pateik-
tomis iSgyvenimo funkcijos ir mirtingumo galios savybémis:

! ! s(z+n) !
(nEa:)x = (y"npz)n = (6_5715(37—{—n)> _ (6_5”61n8<z> )

z+n x+n
s~ ety — [ (uy+8)dy
= [e e = =le =

n n
x+n !’

— [ (y+d)dy v
= e - = [ o)y

= Eu(—(tten +9)) - (z+n),

A
Is gautos lygybes isplaukia, kad ,, E, mazéja didéjant laikotarpiui n.

4.2 Tolygiis gyvenimo anuitetai

Siame skyriuje nagrinésime tolygius draudéjo () mokéjimy srautus. Vi-
sais nagriné¢jamais atvejais draudéjas moka pinigus tolygiai kol gyvas. Skyre-
lyje pateiksime buisimy mokéjimy dabartinés vertés Y, iSraiskas jvairiais atve-
jais, gausime formules dabartinés aktuarinés vertes EY, ir DY, skaiciavi-
mams.
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4.2.1 Viso gyvenimo tolygus anuitetas

Draudéjas (z) moka pinigus tolygiai. Per metus sumokama suma lygi 1.
Mokeéjimai vyksta, kol draudéjas gyvena.
Siuo atveju busimy imoky dabartiné verté

_ 11—t
Yx:aﬁ\: S )

o aktuariné dabartiné biisimy imoky verte

o o

0 0

4.2.1. Teorema. FEsant pastoviar metinei palukany normai
T /Vttpmdt.
0

A\ Nesunku pastebeéti, kad

s(x) s(x) s(x+1t)  s(x)
= —Hz+t " tPx-

(tpx>; = (S(I i t)> _ sx+t) sx+t) s(x+t)

Todél
tpx,uertdt = d(—tpx)-

Antra vertus .

1— t
ap = 5y :/l/sds.
0

Vadinasi, integruodami dalimis gauname

0o oo t
a, = /C_Lﬂ Dz Haotrdl :/ (/ Vsd5> d(—pa)
0

0 0

- (fo)-cos fonca(j

0 0
00

= 0+/tpxytdt = /Vttpmdt.
0 0
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A
Tarp dabartinées aktuarinés imoky vertés a, ir grynosios vienkartines pre-
mijos draudimo iki gyvos galvos atveju A, yra glaudus rysys. Si rysi nusako
toks tvirtinimas.
4.2.2 Teorema. Esant pastoviai metiner palukany galiai

1 =é6a, + A,.

Teoremos lygybe galima irodyti analiziniu metodu. [rasius vietoje dydziy
az, A, ju integralines israiskas ir pritaikius integravimo dalimis formule ne-
sunkiai gaunamas uzraSytas sarysis. Mes irodysime teoremos lygybe tikimy-
biniu metodu.

A Kadangi (ziurékite 1.13 skyreli)

T,

KBdeZ/VSdS:
0

s T

v

Inv

0

tai pasinaudoje vidurkio savybémis gauname

-\ 1
G, = Ei@zE( 5” ):51{«:(1_”%)

_ ! my Lo

nes (ziurekite 3.1.2 skyrelj)
Ev’s = A,.

A
Formulé 1 = da, + A, reiskia, kad 1 investuotas dabar lygus tolygiai
mokamos, kol (x) gyvas, metinés palukany galios ir vienetinés iSmokos, drau-
déjui () mirus, dabartinés vertés sumai.
4.2.3 Teorema. Viso gyvenimo tolydaus anuiteto atveju, esant pastovias
metines palukany galiai,

1 _ _
DY, = (S—Q(QAz — (A)?)
A Kadangi
1 -l
Y, = C_Lﬁ = 6V ,



tai, pasinaudoje dispersijos savybémis, gauname

-0\ 1 S
DY, = D( 5 >:52]D)(1—1/ )= =D(r*)

nes (ziurekite 3.1.2 skyrelj)
D (V1) =24, - (4,)%

A
UZzdavinys Sakykime draudéjo () gyvenima valdo pastovi mirtingumo
galia © = 0,04, o draudikas investuoja gautas lésas su pastovia metine

paltikany norma 7 = 0,06. Draudikas moka jimokas tolygiai po 1 per me-
tus iki gyvos galvos. Tegul Y, draudéjo mokamuy imoky dabartiné verte.
Rasime a,, o(Y,) ir P(Y, > a,).

A Pasinaudoje 4.2.1 teoremos formule, gauname

T+t
o0 oo o0 exp{— i usds}
t
a, = /I/ttpg;dt = /6_5t5($+ )dt = /e“st 0 dt
s(z) z
0 0 0 exp {— fusds}
0
_ /e—éte—utdt _ /e—(é—i-u)tdt _ /6—0.09827tdt _
0 0 0
o —0-09827¢ |
= — | =10.1762.
—0.09827|,

Pagal 3.1.2 skyrelyje gautas formules

oo

A, = Ev =Ee T = /e“sttpxuﬁtdt = /e‘ate_“t,udt
0 0

= u / e Ortgr — 11 10.1762 = 0.407048,
0

r

212138 - E(V2Tx) = /6_26ttpm,uac+tdt: /e_Q&e_ut:udt
0 0

= pu [ e = 11 - 6.38823 = 0.25553.

o1



Vadinasi,

DY;

o(Yz)

Pagaliau,

P(Y, > a,)

1—
= P(ag > 10.1762) = P (

1 _ _
572(21496 - (Aa:)Q)
= 26.46094,

— JEY, = 5.14402.

= m(o.%%s —0.4%)

T

> 10.1762)

- P (—yTz > —0.40704) —P (e*0~0582m < 0.40704)

In 0.40704
T —0.05827

= P(-0.05827T, < In0.40704) =P (T > )

o0

— P(T, > 1543) = / Poftasedt

15.43
[o.¢]
—put t|%°
= e Mudt = —e! ‘
15.43
15.43

— _6—0.04415.43 = 0.5395.

4.2.2 n mety tolygus gyvenimo anuitetas

Draudéjas (z) moka pinigus tolygiai n mety kol gyvas. Per metus sumoka-

ma suma lygi 1.

Investiciju palukany norma pastovi ir lygi .

Aprasytu atveju dabartiné busimy imoky verté

Yo = anlir.<n + @alin,>n)

1—v= 1—-v"
— 5 ]I(ngn) + 5 ]I(Tz>n).

Aktuariné dabartiné imoky verté

o0

Qg = E}/x - /C_Lﬂ *tPzx ¢ Mm+tdt + Gy Pz
0
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4.2.4 Teorema. Esant pastoviai palukany galiai

0
— t
Qg = /V tpzdx
0

A Kadangi d(—p.) = pepiere (zitrékite 4.2.1 teoremos irodyma), tai
integruodami dalimis gauname

n
Oy = /aﬂ *tPx - Mx—&-tdt + Q7+ Dz

0

n

aﬂd(_tpz) + Qg - nPz

I
o

n n

= dﬁ\(_npx) + /tpxddﬂ + Gz - nPx
0 0

= G s+ G0 oDs + / Dol + G - nPa
0

n

= / tpxd&ﬂ-

Be to

Vadinasi,
n

n t
Ao = /tpxd (/ I/st) = /I/ttpxdt.
0 0

0

A

Esant n mety tolygiam mokejimy srautui dabartinés buisimy imoku vertes
dispersija galime paskaiciuoti remiantis tokiu tvirtinimu.

4.2.5 Teorema. FEsant pastoviai palukany galiai, n mety tolygaus anui-
teto atveju

DY, = 512 (QA:U:H\ - (Axﬁ\)2> .
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A Pasinaudoje dispersijos savybémis, gauname

1— T 1 -
7, <n) +

> D};:D( ]I(Tx>n)>

1
= 57@ ((1 — " )H(ngn) +(1+v )]I(Tz>n)>

52D(H<Tx<n> + Iizyony = v r,cny = V"1, 5m))

1
52D (1 — (VT”]I(TI@) - VnH(Tz>n)))

;Q]D(VT’”H(TZ@) — V"1, 5m))-
Antra vertus (ziurékite 3.1.4 skyrelj)
D" Lr,<n) — V" I15m) = (mzzm - (Awrmf) :
Vadinasi, teoremos lygybé teisinga.
Sekantis tvirtinimas nusako rysi tarp dydziy agm ir Agm.

4.2.5 Teorema. FEsant pastoviai palukany galia

1= 5&x:ﬁ\ + Ax:ﬁ\ .

A 1§ matematinio vidurkio savybiu isplaukia, kad

1—v

J

- Ta 1—vn
e =EY, =K H(ngn) + 5 ]I(Tz>n)

E (H(ngn) — v L rycny + Ly om) — VnH(Tz>n))

B0 -

(v
( E (v iguem + " Tom ) )

'—On\r—l

T, <ny + V"1 Tx>n))>

Telieka pasinaudoti 3.1.4 skyrelyje gauta lygybe

E (VTQC]I(ngn) + Vn]I(TI>n)> = Amm

Teoremos lygybé irodyta.
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4.1.3 n-mety atidétas viso gyvenimo tolygus anuitetas

Draudéjas () moka pinigus tolygiai iki gyvos galvos. Per metus sumoka-
ma suma lygi 1. Mokéjimai prasideda po n mety. Palukany norma pastovi
ir metams lygi <.

Aprasytoje situacijoje dabartiné imoku verté

Y, = (C_Lm — am) ]I(Tm>n) = d*\T,c—n l/n]I(Tl_>n).
Dabartiné aktuariné buisimy imoku verte

[e.9] o0
n

_ . 7
n|Qz = /GH\V Dz yedl = /V Td(_tpz)
noo t " t fo%s) o0 t
:/ (/ ysds) d(—ps) = (/ ysds) (—pe)| + [ tp2d (/ Vsds)
=0
= /tsztdt = /Vttpxdt: /Vttpxdt_/yttpxdt
n n 0 0
= Uz — Qg

Antra vertus,

o0

”‘&I = /Vndm *tPx ,U:Jc+tdt
n
n

=V a5 * stnDz * Hatsinds

Vn

s * nPz * sPatn * HatntsdS

0\8 0\8

o)
n _
=V npPz / g * sPztn * MatntsdS
0
:nEz : a':c—l—n-

Taigi
n\&x =l - Qg tn-

95



Pagaliau is teoremy 4.2.2 ir 4.2.5 iSplaukia, kad

4.2.4 m-mety atidétas n-mety tolygus anuitetas

Draudéjas pinigus moka tolygiai. Per metus sumokama suma lygi 1.
Mokéjimai prasideda po m mety ir baigiasi, kai draudéjo amzius tampa
x + m + n. Draudéjas moka, jei yra gyvas.

m~mety atidéto n-mety tolygaus anuiteto atveju dabartiné btisimy imoku
verte

Ye = (a7 — am) [m<tu<man) + (@mra — @m) (1, >mtn),

o aktuariné dabartiné bisimy mokéjimy verteée

m+n

m\naw = EY:E == / Vttpxdt = a'a::m—s—n — Qg
m

(Amzm\ - A:c:m—l—n) - mEx : C_Lx—i-m:m-

Sl

vspacelcm

4.2.5 Sukauptoji biisimy imoky verté

Determinuoty anuitety atveju Salia dabartinés imoky vertés buvo na-
grinéjama ir sukauptoji imoky verté s;. Gyvenimo anuitety atvéju, kai
mokeéjimy laikotarpis fiksuotas, irgi galima kalbéti apie sukaupta imokuy verte.
Aisku, kad sukaupta imoky verté turi prasme tik tada, kai (x) skaic¢iavimo
momentu yra gyvas.

Panagrinékime n-mety tolygy gyvenimo anuiteta. Sakykime, kad S,
yra sukauptoji imoky verté po n mety. Atsitiktinin dydis S,.; yra ta suma,
kurig turéty draudéjas (z), jei buty gyvas po n mety. Vadinasi,

_ Q n

C_LTTC\H(Tlgn) + aﬁ\H(Tw>n) = Sx:mH(Tx>n)V .
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Dydis B
gm:ﬁ\ - E(Sxm‘Tz > n)

vadinamas vidutine (salygine) sukaiptaja verte. Aisku, kad

E(Seml(r,>n)
P(T, > n)
11, )
_ . 7 . ]E (amH(Txgn) + amH(Tz>n))

g:z::m

3
=3
A

— * Agm-
E

4.3 Diskretiis gyvenimo anuitetai

Siame skyriuje nagrinésime diskrecius draudéjo () jmoky srautus. Imo-
kas draudéjas moka arba mety pradzioje, arba mety pabaigoje. Visais na-
grinéjamais atvejais draudéjas eiline imoka sumoka, jeigu mokéjimo mo-
mentu yra gyvas. Skyrelyje pateiksime busimy mokéjimy dabartinés vertés
Y, israiskas ivairiais atvejais, gausime formules dabartinés aktuarinés vertés
EY, ir atsitiktinio dydzio Y, dispersijos DY, skaiciavimams.

4.3.1 Viso gyvenimo diskretus iSankstinis anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pradzioje, kol (z) gyvas. Laikome,
kad 1ésos investuojamos su pastovia metine paltikany norma .
Aprasytoje situacijoje busimy imokuy dabartiné verté:

Y, = O, +1
¢ia, kaip ir anksciau,
1—-v"
K:p = [Tx]: ap =

Kadangi
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tai busimy imoky dabartiné aktuarine verte

i, = EY, = Eig 7= Y GprikPalotk = Y G (kPe — k41Dz)
k=0 k=0

= a7(0ps — 1P2) + d2(102 — 2Ds) + G31(2Ps — 3P2) + -

= ops i +1px(tg — dn) + 2ps (i3 — dg) + ... = > V7 kps.

Antra vertus, pagal 3.2.1 skyrelyje gautas formules

1 — pietl
Ay = Edm =E (d)

= B (1) = 5 (1B
1
= d (1 - Az) .
Taigi
1 =da, + A,.

Analogiskai galime rasti ir busimy imoku dabartinés vertés dispersija.
Butent:

.. 1 — et Lo Kkt Lo 2
]D)sz]Dam:D<d>:d2Dy :E(AJC—(AQC)) .

4.3.2 n-mety diskretus iSankstinis gyvenimo anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pradzioje, jei () mokéjimo metu
gyvas. Mokéjimai vyksta n mety.
Aprasytu atveju busimy imokuy dabartiné verté

Ve = g gill(x,<n) + Gul(x,>n),
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o aktuariné dabartiné busimy imoky verte

n_1l (kPz—k+1Pz)

e = EY, = Z 1) kPz%z+k T0m - nPx
k=0

= 0Pz dﬂ +1Dz (a? - aﬂ) +oDq (C@ - ai) +ooo — gy - nDz + Q- nPx
~~ — —

1 v 2 0
n—1
k
= Z V kPq-
k=0

Antra vertus is 3.2.2 skyrelyje gauty formuliy nesunku gauti, kad

dzm = EY; = E(dg71l(Kk,<n) + Gmll(k,>n))

1 — pHetl 1—v"
=K (dﬂ(Kx<n> +— ]I(Kx>n)>

1
= B, <n) — v ity + Tiezny — V"L, 2m)

d
1
1
(11— A,
L0 )

Vadinasi,

Naudojantis dispersijos savybémis ir jau minéto 3.2.2 skyrelio formulémis,
galime gauti atsitiktinio dydzio Y, dispersijos iSraiska vienkartinémis gryno-
siomis premijomis:

1-— (VK”+1]I(Kx<n) + V"H(Kx?n))>

DY, =D
( d

1 K:+1 n
1
- ﬁ <2A$:m - (Azﬁ\>2) .
Pagaliau, n mety isankstiniam anuitetui galima suskaiciuoti ir viduting
sukauptaja imoky verte. Sakykime atsitiktinis dydis (S..m) yra sukauptoji
imoku verte. Tada

11K <n) + Gall(k,2n) = Semll(K,=n)V"
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Vadinasi, )
dz:ﬁ\ - E(Sme(KL>n) Vn)'
Todél

Ay _ Qgz:m

Vnnpac nEa:

4.3.3 n-mety atidétas diskretus iSankstinis viso gyvenimo
anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pradzioje, kol draudéjas (x) gyvas.
Moketi pradedama po n mety ir mokama iki gyvos galvos.
Siuo atveju busimu imoky dabartiné verté

Yy = (g1 — Gm)(x,>n),

o aktuariné dabartiné biisimy imoky verte
niz = EY, = E ((am - dm)H(Kz>n))
o0

2 (fm — fim) Pl

kPx—k+1Px
= (am - am) (npa: - n+1px) + (@m\ - CLm) <n+1pz - n+2px) + ...
= nPx (dm - dm) Tnt+1Pz (dm - dm) T+
—_——— ~—_———

v yn+1
0 00 n—1
:kaxlj :Zykpx_zykpx:ax_ax:ﬁ\-
Antra vertus

o0 o0
O k _ n-+j
wlle = YV pe = Y V"0
k=n 7=0

00 00
— n+j —_ n j
- Z AR nPz * jPz4+n = nPzV Z ijpx-‘rn
=0 j—

- nEx *Arin-

60



Be to,

0
n|Qzr = E ka:pz = Oy — Agm = nEx CApin = g(Axm - Am)
k=n

4.3.4 Viso gyvenimo diskretus véluojantis anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pabaigoje, jei draudéjas (x) mokéji-
mo metu gyvas. Laikome, kad 1éSos investuojamos su pastovia metine paliika-
ny norma ¢.

Siuo atveju biisimy imoky dabartiné verté

1— vk

Vo= agg = ———

Aktuariné dabartiné aprasyto imoky srauto verté

[e'e) kPz—k+1Px
———
a, = EY, = Eag, = Z gl " kPxz+k

k=0
= am(opx - 1p:v) + aﬂ(lpx - 2]%) + ...

o
= 0pa - g+ 1Pe (a0 — ag) +. = D Vpe — 1= — 1.
0 v k=0

Antra vertus, pagal 3.2.1 skyrelio formules,

1 — i 1 1
Ay = ]Eaﬂ(, =K ( .V > _E (1 — et >
’ 2

v

Vadinasi,
l=di-a,+(1+17)A,.
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4.3.5 n-mety diskretus véluojantis gyvenimo anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pabaigoje, jei draudéjas (x) gyvas.
Mokeéjimai vyksta daugiausiai n mety.
Siuo atveju atsitiktinis dydis

Y, = ag ik, <n) + amlix,>n)

Vadinasi, buisimy imoky dabartiné aktuariné verté

azm = E(am [k, <n) + ml(k,>n))
n—1

n
k
- Z ag] kPzqetk T0pnPz = .. = ZV kDz-
k=0 ' k=1

kPx—k+1Px

Arba

n—1
Ay = Z kapx -1+ Vnnpx = g — 1 + nEy.
k=0

4.3.6 n-mety atidétas diskretus véluojantis gyvenimo anuitetas

Suma, lygi 1, mokama kiekvieny mety pabaigoje, jei draudéjas (x) gyvas.
Mokéjimai prasideda po n mety. Siuo atveju:

Y, = (exy— am)ik,>n),

[e.9]

k
n|Qz = EY, = Z VigPr = Oz — Qg = nExaern-
k=n+1

4.3.7 Papildomos formulés

Siame trumpame skyrelyje be irodymo pateiksime dar keleta formuliy,
siejanc¢iy dydzius A, a ir a. Butent, bet kokiems x ir n teisingos lygybés:

Aac - de — Qg

1 . ..
A:v:ﬁ\ = Vlgm — Qzm
A:c:ﬁ\ = VOgm — Qgpipn—1] -
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4.4 Gyvenimo anuitetai mokami daznumu m

Siame skyriuje vélgi nagrinésime diskrecius draudéjo () imoky srautus.
Metai dalijami i m lygiy daliy. Imokas draudéjas moka arba gauty laiko-
tarpiy pradzioje, arba Siy laikotarpiy pabaigoje. Visais nagrinéjamais atve-
jais draudéjas eiline imoka sumoka, jeigu mokéjimo momentu yra gyvas. Kaip
ir ankstesniuose skyreliuose, pateiksime buisimy mokéjimy dabartines vertes
Y, israiskas, gausime formules dabartinés aktuarinés vertés EY, skaiciavimui.
Atsitiktinio dydzio Y, dispersija DY, nagrinésime tik paprasciausiu atveju.

4.4.1 Viso gyvenimo diskretus iSankstinis
anuitetas mokamas daznumu m

Metai dalijami i m lygiy daliy. Suma lygi % mokama kiekvieno gauto
periodo pradzioje tol, kol draudéjas (z) gyvas. Laikome, kad 1é3os investuo-
jamos su pastovia metine paltikany norma .

Aprasytoje situacijoje busimy imokuy dabartiné verté

L T, <%,
L1 4 um), T, €L 2),
Y, =4 Ll(1+vm+uvm), T, € [2;3),

LA tvm+ . tom), T, €[kl

Kadangi
h<T, - m<h+1&h=][T, -m|,

tal
1 1 2 [mTe] V[Tfnm] -1
Yx=(1+um+um+...+um‘> —
m

N m(vm —1)

Kadangi



tai aktuariné bisimu imoku dabartiné verteé
.. (m) =1 1 2 n
a, = —<1+Vm+7/m—|—...—|—l/m)(ipm—@px)
0 m m

i

m
[(ope = p0) + (14 07) (2 = 202)
+V%+V%) (%pw—%pz)—l—...}

1 2
(0) ¢4 1 Py 2 Py
(g + gt )

+
SI=3l=3 -

]2
N
i

IS

=
8

>
Il
=}

Apibreéze
00
h+1 [Tem]+1
Agm):Zym:;px%qm_i_:;:E(y m )7
h=0 —_————
P(L<T, <L)

h
m

ir pasinaudoje 1.12 skyrelio formulémis gauname, kad

=3 L (14 vk oh) (L e < M)

h=0 "1 " "
© 1 1 2
S L vd e vh B ) BT = 1
h=0
Bl [Txz]+1
X 1lvm —1 vom —1
=) ———P(Lm]=h)=E|—5——
oM vm —1 m(vm — 1)

iy R C) - o ()

1 1
= (1= Afm) = (1—afm).

Taigi
dmGem AL _ 1.

Cia d™ - nominali diskonto norma laikotarpiui %, o dydis

[Tzm]+1

A = B0

T

yra vienkartiné grynoji premija draudimui iki gyvos galvos, esant tokioms
salygoms: metai dalijami i m lygiy daliy, suma lygi 1 iSmokama periodo,

3

kuriame mirée draudéjas, gale.
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Aprasytu atveju galima nesunkiai surasti ir busimy imoky dabartines
vertés dispersija. Biitent:

I/[szH»l 1 1 : :

m — Trm]+1

DY, =D : - _D <ym )
m(vm — 1)

- (d(jﬁ)z (PAL = (A7)

4.4.1 Teorema. Jeigu iSgyvenimo funkcija s(x) tenkina sglygq
s(x+t)=1—t)-s(x)+t-s(zx+1), ze NUO, t € [0;1],

tai @™ galime isreiksti dydZiu d,:

kur

id
a(m) = S gm)’
i — (™

A 4.3.1 skyrelyje buvo parodyta, kad
1 =di, + A,.
Siame skyrelyje irodéme, kad

1 =dmgm L Am)

x T

Vadinasi,
dig + Ay = d™al™ + A,
Is cia p .
am) _ & = pAlm) _
05" = Gy e = oy (A" — Aa)

Kadangi isgyvenimo funkcija s(z) tenkina prielaida ”mirtingumas pa-
siskirstes tolygiai”, tai, pasinaudoje keliomis iSraiskomis iS pirmo ir trecio
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skyriy, gauname:

k=0
LY e @24 ) a2+ B

k=0 s(x)

ok 1 s(z) —s(x+1)
= vV m o —

k=0 m s(z)
S e L s D) s +2)

k=0 m s(x)
+m_lyz+k+1 1 s(z+2) —s(z+3)

k=0 m s(x)

Ay
1 m—1 1 X
= 2
— E Z vV m (Ome:Jc + lemq$+1 + 14 prqx+2 —'— . )
k=0
Aa: ml E+1 A:E V% ((V%)m — 1)
k=0 vm — 1

A1+ (& -1)
o I

As i i

Taigi

m) __

d . 1 i
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Dar karta pasinaudoje formule
A, =1—da,,

pagaliau gauname

d 1 [i—4m id i—qm
- (m) _ _ s — _
Qo " = Jimy %o d(m)( S(m) >(1 day) ; ) Qe T Sy gm)

Teoremos lygybé irodyta. A

4.4.2 n mety diskretus iSankstinis gyvenimo
anuitetas mokamas daznumu m

Metai dalijami i m lygiy daliy. Suma lygi % mokama kiekvieno gauto pe-
riodo pradzioje n mety. Mokéjimai vyksta tol kol draudéjas (x) gyvas. Lésos
investuojamos su pastovia metine palukanu norma i. Siuo atveju busimuy
imoky dabartiné verte

[Tzm)]

1 c
Yx:m(1+vi+l/’i+-~+” " )H([sz]@m)

[mn—1]

1
+m<1+yé+yi+...+u m >H([Txm]>nm)

Analogiskai kaip ir praeitame skyrelyje, galime gauti kelias aktuarinés
dabartinées busimy mokéjimy vertés israiskas:

kD
m

Jeigu isgyvenimo funkcija s(z) tenkina prielaida "mirtingumas pasiskirs-
tes tolygiai”, tai galima irodyti, kad

¢ia a(m) ir B(m) koeficijentai, apibrézti 4.4.6 teoremoje.

67



4.4.3 n mety atidétas diskretus iSankstinis
gyvenimo anuitetas mokamas daznumu m

Metai dalijami i m lygiy daliy. Suma lygi % mokama kiekvieno gauto

periodo pradzioje. Mokéjimai prasideda po n mety ir tesiasi tol kol draudéjas
gyvas. Metiné palukany norma .
Siuo atveju busimu imoky dabartiné verté
" (Tzm]

Y;:in(1+yi+yfn+...+u m )H(Tx>n)'

Po tam tikry paskaiciavimy galime gauti, kad aktuariné dabartiné busimu
imoky verté

1 &
n|dy = = — vm k Pg,
o kai isgyvenimo funkcija s(z) tenkina prielaidg ”mirtingumas pasiskirstes
tolygiai” , tai

4.4.3 Diskretiis véluojantys gyvenimo
anuitetai mokami daznumu m

Analogiskai diskretiems iSankstiniams gyvenimo anuitetams apibréziami
ir veluojantys gyvenimo anuitetai. Veluojantys gyvenimo anuitetai skiriasi
nuo isankstiniy tik tuo, kad suma lygi 1 yra mokama ne periodo pradzioje, o

.o . . —_ . m. . . . . . .
gale. Analogiskai nustatomos ir busimuy imoku vertés ir aktuarinés dabartinés
vertés. Po tam tikry skai¢iavimy galime gauti:

viso gyvenimo m daznumu mokamam véluojanc¢iam anuitetui

1 & & 1
(m) _ E o — x(m) . —
@ m = Vb = G m’

n mety m daznumu mokamam véluojanciam gyvenimo anuitetui

L o 1 B

Dz = Qg — — +
m m
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n mety atidétam m daznumu mokamam véluojanc¢iam anuitetui

n|a():7 Z vm pI:n|a()_7

69



V. Periodinés premijos

5.1 Ekvivalentumo principas

Tre¢iame skyriuje nagrinéjome kiek reikia mokéti draudéjui (z) uz viena
ar kita draudimo paslauga, kai uz paslauga mokama i§ karto. ISmokome rasti
vienkartines premijas jvairiy draudimo rusiy atveju. leskodami ty premijy
taikéme vadinamaji ekvivalentumo principa. Aptarsime §i principa placiau.

Apdrausdamas draudéja (z) draudikas patiria nuostolius

Lx:Zx_Py

¢ia Z, - busimos iSmokos dabartiné verté, o P draudéjo (x) mokama premija.
Taigi draudiko nuostoliai L, yra atsitiktinis dydis. Pareikalavus

gauname, kad
P=EZ,.

Pavyzdziui, draudimo iki gyvos galvos atveju,
P=EZ,=A, = / VD et
0

Reikalavimas EL, = 0 paprastai yra vadinamas ekvivalentumo prin-
cipu. Sis reikalavimas reiskia, kad draudiko vidutiniai nuostoliai sutarties
sudarymo momentu lygus nuliui.

Kitas daznai praktikoje taikomas premijos nustatymo principas yra vidu-
tinio kvadratinio nuokrypio arba centrinés ribinés teoremos principas. Ap-
tarsime placiau ir §i principa. Sakykime, draudikas draudzia N, N > 100,
draudéjy (z). Tada visy draudéjy draudikui padarytas nuostolis

SN = Loy + Loy + ... 4 Loy = Zuy + ...+ Zuy — NP.

Reikalavimas
P(Sy > 0) < ¢,

Cia 6 mazas teigiamas skaicius, vadinamas vidutinio kvadratinio nuokry-
pto principu arba centrinés ribinés teoremos principu.
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IS uzrasytos nelygybes isplaukia:

N
IP(ZZzi—NP>O> )
i=1

N
P(sz <NP> >1-94,

i=1
N Z,—NEZ, NP-NEZ,
P : < >1-4.
VNDZ, VNDZ,
Pritaike centring ribing teorema, i§ paskutinio iverc¢io gauname apytikre
nelygybe

NP — NEZ,
NDZ,

kur ¢;_s yra standartinio normalaus skirstinio N(0,1) 1 — ¢ lygio kritiné
reiksme | t.y., 15 parenkamas taip, kad

@(@1,5) =1-0.

2 P1-6,

Cia, kaip visada tokiais atvejais,

(r) = — / wl,
r)=——= [ exps —— ¢ du.

Vam J P 2
Vadinasi, vienkartiné premija P turi tenkinti nelygybe

()0175\/]1) T
VN

Pavyzdziui, draudimo iki gyvos galvos atveju

P>EZ, +

P = Aac - e 2/_155 - (Ax)Q

Aktuarinéje matematikoje yra ir daugiau visuotinai priimtiny premijos
sudarymo principy. Taciau jy, bent jau kolkas, nenagrinésime.

Draudéjas (x), drausdamas savo gyvybe, daznai neturi reikiamos sumos
pinigy sumokeéti uz paslauga vienu kartu. Tokiu atveju draudéjas (x) pasiza-
da mokeéti uz paslauga tam tikras periodines imokas. Draudéjo (z) periodinés
imokos uz draudimo paslauga vadinamos periodinémsis premijomszis. Kaip
ir vienkartinées premijos taip ir periodinés nustatomos naudojant tuos pacius
principus. Galima naudoti jvairius (kartais gana keistus ir sudétingus) pre-
mijy nustatymo biidus. Siokia tokia premijy nustatymo budy ivairove galime
pastebeéti i§ sekancio uzdavinio.
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5.1 Uzdavinys: Draudikas draudzia draudéjg (0), kurio gyvenimg apraso
skirstinys

1
k|q0 = 171{: = 0717273'

Draudikas mokés sumg lygig vienetui draudéjo (0) mirties mety pabaigoje.
Draudéjas kiekvieny mety pradzioje isipareigoja mokéti premijg P, jei tuo
metu bus gyvas. Draudikas investuoja gautus pinigus su palukany norma
i = 0,06. Rasime premijos P dydj taikydami tokias taisykles: (1) Premija
P turi buti tokia, kad busimi vidutiniai draudiko nuostoliai buty lygus nuliu.
(2) Premija P turi buti lygi maZiausiai sumai, kurig sumokéjus draudiko
nuostolio tikimybe buty ne didesné uz i.

A Pradzioje rasime norima premija taikydami pirmaja taisykle. Aisku,
kad §i pirmoji apraSyta taisyklé yra jau minétas ekvivalentumo principas.
Sakykime P; - premija, apskaic¢iuota pagal pirmaja taisykle. Aisku, kad
btisimos iSmokos dabartiné verte yra

Ko+l

bl

o draudéjo busimy imoky dabartine verté
PragrT -
Vadinasi, draudiko nuostoliai sutarties sudarymo momentu

_ Ko+l -
LO—VO —Plam.

Pagal pirmaja taisykle

ELy = 0.

Todél

E (yKoJrl _ Pldm) =0,

3

> (V4 = Patiggn) - P(Ko = k) = 0.

k=0
Kadangi

1
IP(KO = k) = kPo " 19k = k|90 = Z’k =0,1,2,3,

tai:

23: (V! = Priigen) = 0.

k=0
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Be to

3 3
> gy = Y UM
k=0 k=0
= 3,465105613,
3
de = aqp+ az + az + aq
k=0

I+ +)+ (A +v+)+ A +v+ 2 +0°)
= 9,449800842.
Vadinasi,
P, = 0,3667 .
A

A Dabar paskaic¢iuosime periodine premija naudodami antraja taisykle.
Sakykime P, yra ieSkomoji premija.
P, turi buti maziausia i§ visy galimy premijy P kurioms:

1

Kitaip tariant, P, turi btiti maziausia is visy P, kurioms

1

P (V50! — Piigeiq > 0) < 7

Sudarome atsitiktinio dydzio Ly = v — Pig ) skirstinio lentele.

K, Lo P(Ly) = P(K,y)
0 | v— Pay i

1 | v? — Pag %

2 | v® — Py %

3 V4 — Pd@ %

Kadangi v* — Piy mazéja didéjant k, tai salyga P(Lo > 0) < 1 bus
patenkinta tik tada, kai
v — Piiy = 0,

arba
v* — Piiz = 0.
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Pirmuoju atveju gauname

P=_" =" —0,94339226,
a1
o antruoju atveju gauname
2 2
P=""—" 0, 4579.
as) 1+v
Vadinasi,
Py =0,45796.

A
Is pavyzdzio matome, kad ekvivalentumo principas gali biiti lengvai taiko-
mas ir periodiniy premijy nustatyme. Sis principas islieka toks pats: reikalau-
jama, kad EL, = 0, kur L, yra btisimi draudiko nuostoliai sutarties sudarymo
momentu. Periodinés premijos, gautos naudojant ekvivalentumo principa,
vadinamos grynosiomsis periodinémt premijomsas. Toliau Siame skyriu-
je nagrinésime grynasias periodines premijas ivairioms draudimo ruasims, kai
kurioms draudimo rusims rasime busimuy draudiko nuostoliy L, dispersijos
iSraiskas.

5.2 Tolydzios grynosios metinés premijos

Pradzioje iSnagrinésime draudimo iki gyvos galvos atveji. Sakykime,
draudéjas (z) draudzia savo gyvybe iki gyvos galvos. Suma lygi 1 iSmokama
i§ karto po draudéjo mirties. Sakykime, draudikas investuoja gautas lésas su
pastovia metine paltukany norma i, o draudéjas (z) imokas moka tolygiai kol
gyvas. Tegul metiné draudimo imoka lygi P. Naudodami ekvivalentumo
principa rasime P israiska, apskai¢iuosime draudiko nuostoliy dabartinés
verteés dispersija taip parinktai premijai P.

A Aprasytoje situacijoje draudiko nuostoliy dabartiné vertine

szl/Tz —PELE‘.

Pagal ekvivalentumo principa EL, = 0. Todél

po B A
Eaz Qg
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Kadangi B
A, +da, =1

(ziurékite teorema 4.2.2), tai

1—da, 04,

P = = _—.
Qy 1-A,

Ieskomoji premija P turi specialy aktuarini pazyméjima P(A,). Taigi

P(A,) = _ 1—da, 0A,

a,  1—A,

|
S

Dabar rasime D(L,) gautai metinei premijai P(A,).
Jei metineé tolygiai mokama premija yra P, tai iS dispersijos savybiy ir
lygybiy, jrodyty 1.3 ir 3.1 skyreliuose, gauname:

:]D)(VT” Paj) ]D)(VT””—Pl_yTx)

Jeigu P = P(A,), tai

1+Ez L 2— 1+1_5%2—<1>2
5 day ) Sy - \da,/

Vadinasi, Siuo atveju

A
Rastas formules nesunku pritaikyti skaic¢iavimuose.

5.2 Uzdavinys. Draudéjo (z) gyvenimg valdo pastovus mirtingumas p =
it = 0,04, o draudikas investuoja gautas léSas su pastovia palukany galia
0 =0,06. Draudéjas draudzia savo gyvybe iki gyvos galvos, ismoka ismokama
i§ karto po mirties. Premijg P draudéjas moka tolygiai, kol gyvas. Raskite
$ig metine premijg P ir draudiko nuostoliy dabartinés vertés dispersijq.
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A Pasinaudoje iSvesta formule, gauname

_ _ A,
Ay
Taciau
A /OO t dt /oo e o dt
Tz — V Pz g = € -z
0 tPx a4t 0 e_fop’dsu
— /OO e_&e_“t,udt =pu /oo e~ O+t gy
0 0
1
= — =04,
0+
ir
Ay = vhpedt = / e Ote Mt
0 0
1
= —— =10.
0+ p
Vadinasi,

Antra vertus,

212106 _ (Am)2
D(L,) =
(L) (02,2
Kadangi
2/_11: :/0 ”2ttpx“:c+tdt :/0 6_2&6_'[”,“6%
7]
- =0.2
20 + p 025,
tal 0.25 — 0.16
D(L,) = —————— = .25.
(La) (0.06 - 10)2

A

Analogigkai draudimo iki gyvos galvos atvejui galima apskaiciuoti toly-
giai mokamas metines premijas kitoms draudimo rtsims. Po paskaiciavimuy
gauname tokia tolygiy periodiniy premijy lentele.
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Planas Busimos Bisimy imoky Tolydziai
iSmokos dabartiné verté | mokama grynoji
dabartine verte metiné premija
Draudimas iki yle Par P=P(A,)
gyvos galvos = 1—@ fe — 16_ A

n mety VTz]](ngn) P(&mH(Tx@) P=P Ai;m)

draudimas +aml (7, >n)) _ Am
(ismoka is karto Ga:m
po mirties)

n metg ]/TI]I(ngn) P(de(ngn) é == P(Axﬁ\)
kauplamams +" (7, 5 +aml (7, 5n)) = Zam 1;5%@
draudimas Ry I

— C_l‘m
1— A,
h metuy vl P(az i, <n) P =,P(A)
mokamas viso +aplir,>n)) = &Aw
gyvenimo h
anuitetas
n mety grynasis V"1, 5n) P(apIir,<n) P=P(A,L)
kaupimas +aml (7, >n)) _ A
a‘Lm
n mety atidétas | v"az 7, >n) P(ar i1, <n) P = P(ya,)
viso gyvenimo +anl (1, >n)) _ A mlatn
anuitetas Gl
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Bisimy draudiko nuostoliy dispersijos israiska radome draudimo iki gyvos
galvos atveju. Kitoms draudimo rtisims norima israiska randama analogiskai.
skyrelio pabaigoje rasime minétos dispersijos iSraiska terminuoto gyvybes
draudimo atveju.

5.3 Uzdavinys. Raskite draudiko busimy nuostoliy dabartinés vertés
L., esant n mety kaupiamajam draudimui, dispersijos israiskq. Draudikas,
kawp visada, investuoja gautas lésas su pastovia palukany norma i, o draudéjo
metinés tolygiar mokama premija paskaicivota pagal ekvivalentumo principg.

A I8 lentelés matome, kad

L, = v" L, + V" Iinyon) — Pazgli<n) + Gl >n);

ir _
Ax:ﬁ\

Qg:m

P=PAm) =
Pasinaudoje tolygaus anuiteto israiska is 1.13 skyrelio ir dispersijos savy-

bémis, gauname:

iy

]D)Lx =D (VTZ - P 5 > ]I(ngn)

1y
+ (I/n - P 6V > ]I(Tx>n):|

P\ P

P P
"Lz, 5n) <1 + 5) - 5H(Tx>n)]

P
= [(1 + g (VTZ]I(Tgcgn) + Vn]I(Tgc>n))]
2

Pagal teorema 4.2.6

Ax:ﬁ\ _ 1 1

P
+ 5 + 5aac:ﬁ\ 5d:c:ﬁ\ 1 - Ax:m

Vadinasi,

2 A — (Apem)?
]D)sz x:nl \ x:ml .
1_Ax:ﬁ\
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5.3 Diskrecios grynosios metinés premijos

Pradzioje, analogiskai kaip 5.2 skyrelyje, iSnagrineésime draudimo iki gy-
vos galvos atveji. Sakykime draudéjas (z) apdraudzia gyvybe iki gyvos
galvos. Suma lygi 1 bus iSmokama mirties mety pabaigoje. Sakykime draudi-
kas investuoja gautas léSas su pastovia metine paliikany norma ¢, o draudéjas
(x) isipareigojo uz draudima imokas P mokeéti kiekvieny mety pradzioje, jei
tuo metu bus gyvas. Naudodami ekvivalentumo principa rasime P iSraiska.
Rastai P reikSmei apskaiciuosime draudiko nuostoliy dabartinés vertes L,
dispersija.

A\ Aprasytoje situacijoje draudiko nuostoliy dabartiné verté

_ L Kz+1 -
Lx—l/z _PaKerl?

¢ia, kaip visada, K, = [T}].
Pagal ekvivalentumo principa

EL, =0.

Vadinasi,
E(I/K’H_l) = P]Edm.

Is 3.2 ir 4.3 skyreliuose gauty formuliy

E@™") = A,, Eig 5y = da.

Todél metiné premija
A
P="="

Ay
Dabar siai premijos P iSraiskai rasime draudiko nuostoliy dabartinés ver-
tes dispersija. Pasinaudoje dispersijos savybémis, formulémis isankstiniam
anuitetui i§ 1.10 skyrelio, Dve*! igraigka i§ 3.2.1 skyrelio ir 4.3.1 skyrelyije

irodyta formule
1 =da, + A,

gauname:
DL, =D (v**! — Pig )
ID) (VKerl o P]‘ - VKIJrl)

d
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-+ (147) -4

= (14 ) B

- (1+5) (- )

= (14 ) (A a)
_ <ddxd;;A$>2 (QAz B (A:v)2)
- () (A

B 2A$x_ (Ag;)2

(1A

Gautasias formules nesunku pritaikyti praktiniams skai¢iavimams
5.4 Uzdavinys. Sakykime draudéjo (x) gyvenimg valdo désnis:

0,04
0,96

ke = (0,96)"*'  k=0,1,2,...,
o draudikas investuoja gautas léSas su palukany norma i = 0,06. Rasime
metine diskrecig premijg P viso gyvenimo draudimui ir draudiko nuostoliy
dabartinés vertés dispersijg DL,, jeigu draudikas draudéjo (x) mirties mety
gale ismoka sumg lygig 1.

A Gavome, kad

A
P: fw,
aac
ZAx _ (A:p)Q
DL, = —2 %
(di,)?

Pagal 3.2.1 skyrelyje isvesta formule

oo
_ k+1
A:Jc - Z v kPzqax+k-
k=0

Be to
k|dz = tPxYxtk-
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Vadinasi,

4 o
A, = 0,0 (1 06) =+ (0, 96)k+1
,96
1 0 k+1
- %l ( )
L5
= —. =0,4.
24 1-2

Be to, pagal 4.3.1 skyrelyje irodyta formule,

1—A4, (1-A4, .
g = — _ 7; )(1+z):10,6.

Taigi
P = é = 0,0377.

aﬂ?
Gautasis rezultatas rodo, kad norédamas gauti 1 mirties mety gale, drau-
déjas turi moketi po 0,0377 kiekvieny mety pradzioje kol gyvas.

Antra vertus,

2Ax = ZV2(k+1)kprm+k
k=0

_ Z V2(k+1)k|q
k=0

> 0,04
— 1.06 —2(k+1) > 0.96 k+1
Z( ,06) 0,96< ,96)

k=0
B ii 0,96 k+1
244\ (1,06)?

= 0,2445.

Vadinasi,
0,2445 — (0, 4)2
(o ,06 10, 6)

1,06

= 0,2347.

DL, =

A

Analogiskai draudimui iki gyvos galvos galime iSnagrinéti ir kitas draudi-

mo rusis, kai draudimo iSmoka mokama mirties mety gale, o premijas draudi-
kas moka kiekvieny metuy pradzioje, jeigu tuo metu yra gyvas.
Atlike panasius skaiciavimus, galime uzpildyti tokia lentele.
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Planas

Busimos iSmokos
dabartiné verteé

Bisimy imokuy
dabartiné verte

Metineés
premijos israiska

Viso gyvenimo pKet1 Pig P=P, = Zlv
draudimas _ dA, 1—diy,
1-A, i
n mety Vot g, eny | Pligsiluc<n | p— pt_ = Aia
draudimas + (e, 5n)) T g
n mety v | Pliggulieen | P = Pog = 422
. . . Az
kaupiamasis " (K, n) +amll(K,>n)) dAg
draudimas 1-A,m
— 1_daz:m
g7
h mety pKatl P(de(Kx<h) P=,F = &AI
mokamas +amlik, >n)) ol
draudimas iki
gyvos galvos
h mety v g,y | Plag, sl <n P = nPom
mety -
kaupiamasis
draudimas
n mety Vg rioall(k.zn) | Plaggrlix,<n) P = P(yd,)
atidétas viso + il (1, 5n)) _ A hdasn
gyvenimo ]
anuitetas
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Ekvivalentumo principu rastai diskreciai metinei premijai, spresdami 5.3
uzdavini, radome draudiko nuostoliy dabartinées vertés dispersija. Panasiai
Sia dispersija galima rasti ir kitoms draudimo ruasims.

5.4 Uzdavinys. Draudéjas (x) draudzia savo gyvybe n mety laikotarpiui
kauptamuoju draudimu. Draudikas investuoja gautas lésas su pastovia me-
tine palukany norma i. Draudéjas (x) kiekvieny mety pradzZioje jsipareigojo
mokéti premijg Ppmm. Rasime draudiko busimy nuostoliy L, dispersijos DL,
1$raiskaq.

A\ ApraSytu atveju

L, = VKI+1]I(KI<H) + I/n]I(Kz>n)

= Pran (i, 71l <y + L, 5m))

Px:n
B (1 * dj> (M ey + V" Tirm)

Px:m
P (H<Kx<n> + H(Kx>n>)
Pym : n FPrm
= (1 + C[‘) (VK1+1]:[(K(E<TL) +v ]I(Kg;}n)) — dj.

Pagal dispersijos savybes ir formules i§ 3.2.2 skyrelio

DL, = ( dj> D (VK””H]I(KZGL) + Vn]I(K:E?n))

ﬂ) (A — (As)?)

1+
(1+ “) (2Aum — (Avm)?)
(.

daz nl

) (A — (Asm)?) -

dax 7

A

Aisku,kad nustatant diskrecias metines premijas gali btuti taikomas ne tik
ekvivalentumo principas. Ta nesunku pastebéti is tokio uzdavinio.

5.5 Uzdavinys. 35 mety draudéjas, Lietuvos respublikos pilietis, drau-
dziast ikt gyvos galvos 10000 Lt. sumai. Jam marus ismoka bus iSmokama
marties mety gale. Investicijy palukany norma i pastovi ir lyg: 0,06. Drau-
déjas ysipareigoja mokéti metine premijg m kiekvieny mety pradZioje, jei yra
gyvas. Pazymékime L(m) draudiko nuostoliy verte poliuso pasiraSymo mo-
mentu.

(1) Rasime metine draudéjo premijg 7, naudodami ekvivalentumo prin-
cipg ir draudiko nuostoliy dabartinés vertés dispersijg DL(m,) premijai m,.
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(2) Rasime premijg m, i§ sglygos: m yra maZiausia, kuriai
P(L(r) > 0) <0,5.

Apskaiciuosime DL(my,) ir $iai premijai.

(8) Sakykime, susirinko Simtas 35 mety draudéjy. Naudodami centring
ribine teorema, rasime maziausiqg metine premijq 7., kuriai esant draudiko
nuostoliy tikimybé buty ne didesné uz 0,05.

A Pradzioje rasime metine premija m,. Pagal gautas formules

A
T, = 10" P35 = 104222,
35

IS mirtingumo lentelés randame, kad:
Aszs = 0,1287194, ags = 15,39262.
Taigi,
o = 83,62 Lt.

Be to ) )
5" Ass — (Ass)

DL(r,) = (10000)" =

IS mirtingumo lentelés surade

Ass = 0, 0348973,
pagaliau isitikiname, kad

DL(m,) = 2412713,

arba
oL(m,) = 1553Lt.

A

A\ Dabar rasime metine premija m,. Sakykime, 7 yra kokia nors metiné
premija. Tada
L(r) = 10000055 — i,

3

Pagal nurodyta salyga turi buti:
P (10"59 %! — Tl em > 0) < 0,5.
Didéjant K35 draudiko nuostoliai mazéja. IS mirtingumo lentelés turime:

3gP3s = 0,53323, 39p35 = 0,50754, 4op35 = 0,480143
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Vadinasi, parinkus 7 taip, kad
1039 — e = 0,

gausime

P (L(7) > 0)
= P(K35 < 39) =P (K35 < 38)

1
= 1—P(T35>39):1—39p35<§.

Taigi galime pasirinkti

10439
Ty —

= 53, 4Lt.

asg
Siuo atveju

1 — VK35+1>

DL(m,) =D <1o4uK35+1 i —

s (1004 ™))
d

D
_ (104 + 7”’>2 D5+
d

= 2171630,
arba
oL(m,) = 1474 Lt.
A

A\ Pagaliau rasime meting premija pagal trecia taisykle m.. Jeigu drau-
déjas (35) moka metine premija 7, tai vienas poliusas draudikui atnesa nu-
ostolius

L(r) = 1000005 — miige—q) = (104 + Z) plostt g.

Aigku, kad L(w) yra atsitiktinis dydis. Sio dydzio vidurkis

EL(7) = (104 + Z) Epfsstt g

— A (104 7T>_7T
35<0+d d’
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o dispersija

4, T ? Kss+1
10 —i—d D(v )

(104 + Z)Q (2 Az — (Ag5)?)

2
(104 n Z) -0, 01831562,

DL()

Simto draudiko pasirasyty sutarciy busimy nuostoliy dabartiné verte

100

Laikome, kad skirtingy draudeéjy gyvenimo trukmes yra nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai. Esant tokiai nattiraliai prielaidai, atsitiktiniai dydziai
kur

L(’YT), Ll(ﬂ'), LQ(TF), ey L100(7T>

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste.

Vadinasi,
ES = 100EL(7), DS = 100D L(~).

Pagal uzdavinio salyga, turi buti

P(S > 0) < 0,05.

todel S —ES ES
P22 > — <0, 05.
( VDS \/]D>S>
Arba

S—-ES -ES
P < > 0, 95.
( VDS M]DS)

Pagal centring ribine teorema kairé paskutinés nelygybeés pusé apytikriai
lygi
—ES
o () .
VDS
Vadinasi, paskutiné nelygybé ekvivalenti nelygybei

_ES
VDS

> 1,645.

86



100EL
_M > 1,645,
100D L ()
arba
T — A (10442
i A ( i) > 0, 1645,
/0, 01831562 - (104 + %)
Taigi

0,1645,/2 Ags — (Ass)? + A
r > 7 =104 o= (el tAw 100,6 L.
1 — (Ags +0, 1645, 2 Ass — (Ags)?)

A

Be diskreciy ir tolydziy grynyjy premijy draudos matematikoje sutin-

kamos ir vadinamosios pusiau tolydzios grynosios premijos. Sios pre-

mijos sutinkamos aprasant draudéjo mokeéjimuy srauta, kai draudiminé iSmoka

mokama i§ karto po draudéjo mirties, o imokos uz draudima mokamos kiek-

vieny draudéjo gyvenimo mety pradzioje. Sios, pusiau tolydzios grynosios
premijos, zymimos gana iprastai:

P(A,) - draudimo iki gyvos galvos atveju,

P(AL_) - n mety gyvybés draudimo atveju,

P(A,m) - kaupiamojo gyvybés draudimo atveju,

nP(A,) - h mety mokamo draudimo iki gyvos galvos atveju,

nP(Azm) - h mety mokamo n mety kaupiamojo draudimo atveju.

Visos isvardintos premijos nustatomos pagal ekvivalentumo principa. Ne-
sunku rasti iSvardinty pusiau tolydziu grynyju premiju israiskas:

PA) = 2,
P(AL,) = G=
Pldn) = 5,
LA = 2
hP(Aa::ﬁ\) - f:;
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5.4 m daznumu mokamos premijos

Daznai ijmokas uz paslaugas draudéjas moka m kartu per metus. Tokiu
budu per metus sumokama suma vadinama m daZnumu mokamoma pre-
mija. Paprastai m lygus 2,4 arba 12. Be to, laikoma, kad draudimo
imokos mokamos kiekvieno laikotarpio pradzioje. Draudimo iSmokos gali
biiti iSmokamos tiek mirties mety pabaigoje, tiek ir iS karto po mirties.
Pavyzdziui, dydis P{™ Zymi metine premija, mokama lygiomis dalimis m
karty per metus uz draudima iki gyvos galvos, kai draudimo iSmoka mokama
mety gale; o dydis P{™(A,) zymi analogiska dydi, tuo atveju, kai ismoka
iSmokama i§ karto po mirties. Taikant ekvivalentumo principa nesunku
sudaryti tokia m daznumu mokamy grynyjy premijuy lentele.

Planas m daznumu mokama m daznumu mokama
metiné premija,kai metiné premija, kai
iSmoka mokama mety iSmoka mokama i§ karto
gale po mirties
i 1ki (m) — Az A _ Az
Draudimas iki Pm = 5 PM(A,) = ey
gyvos galvos ’ @7
n mety gyvybés 1(m) _ Alm m) (A1) — A
draudimas aym 4y
n mety (m) _ A, 1 A,
.. Pral = (me P(m)(Ax:ﬁ) = (me
kaupiamasis o 4ym
draudimas
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]

h mety R P = 1(4 WP (A,) = A,
mokamas f
draudimas iki

gyvos galvos

i=H
=
IS)
8
>

h mety WP = 2z WP (Aym) = 23
mokamas n @ h “oh
mety
kaupiamasis
draudimas

Dar karta atkreipiame démesi, kad dydziai P(™ lygiis sumai sumokamai
per metus. Norint surasti kokia suma mokama per m—aji laikotarpi reikia
nepamirsti minéeta dydj padalinti i§ m.

5.6 Uzdavinys. 50 mety Lietuvos Respublikos pilietis draudZiasi 10
mety 10000 Lt. sumai kaupiamuoju gyvybés draudimu. Laukiama inves-
ticiju palukany norma @ = 0,06. Draudéjas pasizadéjo mokéti ymokas h
du kartus per metus: sausio pradzioje ir liepos pradzZioje. Naudojant ekuvi-
valentumo principg rasime h: (1) jei draudimo iSmoka iSmokama mirties
mety pabaigoje; (2) jei ismoka iSmokama i$ karto po mirties. Laikysime, kad
aukscéiau paminéto Lietuvos piliecio isgyvenimo funkcija s(x) tenkina sqlygq

sfx+t)=(1—-1t)-s(x)+t-s(zx+1), x€Z, >0, 0<t <1

A Pradzioje rasime imoka h, kai draudimo iSmoka mokama draudéjo
mirties mety pabaigoje. Siuo atveju

1 Asp,
h = Z10000P - = 50002210

- (2)
2 a50.101
Aisku, kad
i =2((1414)? — 1) = 0,059126028,
d® =2(1—(1-d)?) = 0,057428275.
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a(2) = o 1,0002122
(2) i) d(2) ’ ’

i —d®?

Is Lietuvos respublikos mirtingumo lentelés randame
> 1
50101 = I;)kapx = . (550 +vls + .+ V9€59)
= 7,20308,
10E50 = 1% 0ps0 = (17106>10 22 =0, 444788.
Pagal 4.4.2 skyrelyje pateikta formule
10 = (2)isom — B(2)(1 — 10E50) = 7, 061702,
O pagal 4.2.5 teorema
Aso10 = 1 — diso.19 = 0,600281136.
Vadinasi, ieskomoji imoka
h = 425 Lt.
A

A Dabar rasime imoka h draudimui, kai iSmoka mokama i§ karto po
draudéjo mirties. Siuo atveju

A50:ﬂ

NORE
(50701

Kadangi "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, tai pagal 3.3 skyrelyje gau-
tus sarysius

1 _
h = 510000P<2>(A5m) = 5000

- - - )
Aso.10 = Aéo:m + A50:iﬂo = m Aéo:ﬂ + 10E50
)

7
(Aso.10 — 10E50) + 10E50

" In(1+4)
— 0, 60490063.

Taigi, nagrinéjamu atveju, pusmecio imoka

h =428,3 Lt.
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Uzdaviniai

. 2001 m. sausio 1 d. Anzelmukas attidaré saskaita Slénio banke ir i
ja pervedé 8500 Lt. Banko paltikany norma ¢ = 0.07. Kiek pinigy
Anzelmuko saskaitoje bus 2007 gruodzio 31 d.?

. Bankas Saulélydis paltuikanas skaic¢iuoja naudodamas kintama palukanu

galia
2

t
o(t) = —,t>0.
) = 150
Momentu ¢ = 0 i saskaita pervedama 100 Lt., o momentu ¢t = 3

1 saskaita pervedama papildoma suma X. Raskite Sia suma X, jei
zinoma, kad ji lygi palikanoms, paskai¢iuotoms laikotarpiui 3 < t < 6.

. Bankas Geniukas paliikanas skaic¢iuoja pagal kintama palukany galia.
2003 birzelio 1 d. Milda padejo i saskaitag 50000 Lt. 2005 birzelio 1
d. Mildos saskaita isaugo iki 59102. Zinome kad palikany galia kinta
tiesiskai. Kam lygi palukany galia 2004 birzelio 1 d.?

. Pensininkas Jeronimas nori gauti 5000 Lt. 2007 liepos 1 d., 3000 Lt.
2010 kovo 1 d., 2000 Lt. 2011 spalio 1 d. ir 8000 Lt. 2013 balandzio 1
d. Pensijinio fondo techniné palikany norma - 0,05. Kiek pensininkas
Jeronimas turi sumokeéti 2005 sausio 1 d. uz Sia paslauga?

. Véluojanti mazéjanti renta mokama 20 mety, pirmoji iSmoka 8000 Lt.,
o kiekviena sekanti iSmoka 300 Lt mazesné uz pries tai buvusia. Pensi-
jinio fondo paltikany norma ¢ = 0, 05. Kokia dabartiné aprasytos rentos
verte?

. Viktoras perka begaling renta, uz ja sumoka 167,5 mln. Lt. Pirmus 5
metus kiekvieny mety gale Viktoras gaus po 10 mln. Lt. O pradedant
6 metais iSmokama suma bus didinama k% kasmet. Rasti k, jeigu
investicinio fondo palukany norma i = 0, 092.

. Kurios is siy funkcijy gali buti laikomos iSgyvenimo funkcijomis:

s ($) — 69&—((0.02)1—1) ’

1
sa(x) = m7

sg(xr) =e 7
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8. Gyvenimo trukmeé X turi tanki:

Le"w, kai x>0
) = 3026 307 = 9
/(@) {0, kitur.

Raskite:

isgyvenamumo funkcija s(z),
mirtingumo galia .,
viduting gyvenimo trukme €o.

9. 20 mety Angelé gimé Klaipédoje. Kokia tikimybeé, kad ji sulauks 40
mety, bet nesulauks 50 mety.

10. Kiek vidutiniskai i§ 1000 lietuvos vyry sulaukia 60 mety, ta¢iau mirsta
nesulauke 70 mety? Kokia tokiy vyry skaic¢iaus dispersija?

11. Yra zinoma, kad
3

t 2
L —1— te(0:110 — z).
b (110—:1:> € z)

Raskite 210.
12. Duotos vyro ir moters iSgyvenimo funkcijos:

1— %, kai ;
5,(z) = =, 5.11 x € [0;75],
0, kitur,

1 -2 kaix€]0;85],

Sm(z) = { 857

0, kitur.
Vyrui yra 65 metai, o zmonai - 60 mety. Apskaic¢iuokite:
(a) kiek vidutiniskai prabégs laiko iki pirmos mirties,
(b

)

) kiek vidutiniskai prabégs laiko iki antros mirties,
(c) kokia tikimybe, kad vyras mirs pirmas,

)

(d) kokia tikimybeé, kad pirma mirs moteris?
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13.

14.

15.

16.

17.

Draudéjo isgyvenimo funkcija

T

s(x) = (1 _ 110)2, z € [0; 110].

Draudikas investuoja gautas lésas su pastovia metine paltikany norma
t = 0.05. 30-metis draudéjas apdraudzia savo gyvybe iki gyvos galvos.
Draudimo iSmoka 20000 Lt bus iSmokama i$ karto po draudéjo mirties.
Draudéjas sumokeéjo draudikui uz paslauga 3000 Lt vienkartine premija.
Kokia tikimybeé, kad §i sutartis bus pelninga draudikui?

18 mety Onuteé i§ Kauno nusprendé apdrausti savo gyvybe 7 metams
paprastu gyvybés draudimu. Suma, lygi 10000 Lt, bus iSmokama is
karto po Onutés mirties. Draudimo bendrove gautas lésas investuoja
su pastovia paltkany norma ¢ = 0.05. Kokia premija reikéty sumokeéti
Onutei, jeigu Onutés "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”, o premija
buity paskaiciuota taikant ekvivalentumo principa.

Draudéjo gyvenimo trukme apraso iSgyvenimo funkcija

r \2
=(1—-—— < 0 < 100.
s(z) < 100) , <0< 100

Draudikas investuoja gautas lésas su pastovia metine paltikany norma
1 = 0.07. 20 mety draudéjas apdraudzia savo gyvybe kaupiamuoju
draudimu 10 mety. Draudimo iSmoka, lygi 10000 Lt, bus iSmokama
mirties momentu arba su¢jus 10 mety terminui. Uz paslauga draudéjas
sumokéjo 7000 Lt premija. Kokia tikimybé, kad §i sutartis draudikui
bus pelninga?

60 mety Pranas is Kelmés nusprendé apdrausti savo gyvybe 6 metams,
15000 Lt sumai paprastu gyvybés draudimu. Po jo mirties nurodyta
suma i$ karto bus iSmokama Prano artimiesiems. Draudimo bendrové
investuoja gautas lésas su pastovia metine palukany norma i = 0.05.
Kokia premija turi sumokéti Pranas, jei draudikas nori gauti pelna
su tikimybe 0,987 Laikykite, kad draudikas draudzia tokiu draudimu
25000 analogisky klijenty, o Prano "mirtingumas pasiskirstes tolygiai”.

Draudéjas (x) apdraudé savo gyvybe 3 metams. Jei draudéjas mirs per
pirmus metus, tai pirmy mety gale jo artimieji gaus 300000 Lt. Jei jis
mirs antraisiais metais, tai antryjy mety gale jo artimieji gaus 350000
Lt. Jei treciaisiais, tai — 400000 Lt. Draudikas investuoja gautas lésas

93



18.

19.

20.

su pastovia palukany norma ¢ = 0.06. Draudéjo (x) likusio gyvenimo
trukme valdo desnis

Gerr = 0.02(k+1), k=0,1,2,3.
Raskite draudimo kompanijos isipareigojimy vidutine dabartine verte.

Draudikas apdraudé daug vienodo amziaus draudéjy (z) dviems me-
tams paprastu gyvybeés draudimu. Pagal sutarti, mirties atveju drau-
déjas gaus 100000 Lt mirties mety pabaigoje. Trec¢dalis apdraustyju
riiko, like du trecdaliai neriiko. Rikanciyjuy likusio gyvenimo trukme
apraso désnis
t \2

tp:; - 6_(ﬁ) )

o nerukanciyjy likusio gyvenimo trukme apraso désnis
2
tﬁx = 6_(%) .

Draudikas investuoja gautas lésas su pastovia paltikany norma i = 0.05.
Draudimo bendrové nusprendé nekreipti démesio i zalingus iprocius ir
visiems draudéjams nustate vienodo dydzio grynaja premija uz aprasy-
ta paslauga. Raskite Sia premija.

Draudéjo gyvenimo trukme valdo iSgyvenimo funkcija

1

3

s(z) = /1 5 © € [0;110],

o draudikas, kaip daznai pasitaiko, investuoja gautas lésas su pastovia
metine palikany norma ¢ = 0.06. 20-metis draudéjas apdraudé savo
gyvybe iki gyvos galvos. 100000 Lt bus iSmokama jo artimiesiems is
karto po draudéjo mirties. Draudéjas isipareigoja moketi tolygiai kas-
met po 3000 Lt iki mirties. Kokia tikimybe, kad §i sutartis draudikui
bus pelninga?

Draudéjo gyvenima valdo iSgyvenimo funkcija:

x + 30 x

s(x) = " exp{ 30}, x>0,

o draudikas investuoja gautus pinigus su pastovia metine paliikany
norma ¢ = (0, 08. 20-metis draudeéjas apdraudzia savo gyvybe iki gyvos
galvos. Draudimo iSmoka, lygi 90000 Lt, bus iSmokama i§ karto po
jo mirties. Draudéjas isipareigojo moketi tolygiai, kasmet po H Lt
25 mety laikotarpyje. Draudikas apskaic¢iavo H reikSme¢ naudodamas
ekvivalentumo principa. Raskite H.
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21.

22.

23.

24.

25.

Raskite P(az; > a,), jeigu i = 0.04, ir

fizse = 0.06, t > 0.

Raskite anuiteto iki gyvos galvos dabartine aktuarine verte draudéjui
(z), jeigu 6 = 0.06, o draudéjo gyvenimo trukme valdo mirtingumo
galia
0.01, kai 0 <t <5,
Hott=00.02, kait>5.

27-metis Mykolas is Vilniaus apdraudé savo gyvybe penkiems metams,
20000 Lt sumai paprastu gyvybes draudimu mokamu i§ karto po mir-
ties. Draudimo bendrove investuoja gautas léSas su pastovia paliikany
norma ¢ = 0.09. Mykolas uz gyvybeés draudima isipareigojo mokeéti
suma H kiekvieny mety pradzioje per ateinancius penkis savo gyve-
nimo metus. Draudikas premija H paskai¢iavo naudodamasis ekvi-
valentumo principu. Be to, zinome, kad Mykolo "mirtingumas pa-
siskirstes tolygiai”. Raskite meting Mykolo imoka H.

Draudéjo (z) gyvenimo trukmyaldo isgyvenimo funkcija

x
S(ZE)Zl_EO’ 0 <z < 120.
Draudimo bendrove ”Miisy gyvenimas loSimas” sudare su trisdeSimt-

meciu draudéju tokia sutarti:

draudéjo mirties mety gale, jo artimieji gaus milijona Lt su tikimy-
be 0.2, kitu atveju, jie negaus nieko.

Kiekvieny gyvenimo mety pradzioje draudéjas moka premija H
su tikimybe 0.8, kitu atveju jis nemoka nieko.

Draudikas premija H paskaic¢iavo naudodamasis ekvivalentumo prin-
cipu. Raskite imoka H, jei bendrovés investiciju metiné palikany
norma ¢ = 0.06.

40-meté sesuo Anelé i§ Vilniaus apdraudé savo gyvybe penkiems me-
tams 30000 Lt sumai. Anelei mirus, nurodyta suma bus iSmokama is
karto. Draudimo bendrovés techniné palikany norma ¢ = 0.06. Uz
savo gyvybés draudima Anelé isipareigojo mokéti suma H kiekvieno
ketvircio pradzioje per sekancius 5 savo gyvenimo metus. Taikydami
ekvivalentumo principa raskite H, jeigu Anelés "mirtingumas pasiskirs-
tes tolygiai”.
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26.

27.

28.

29.

Draudéjas (z) sudaré su draudiku tokia sutarti:

(a) H dydzio premija draudéjas moka kiekvieny mety pradzioje per
ateinancius 3 savo gyvenimo metus.

(b) Jei draudéjas mirsta per ateinan¢ius 3 metus, draudikas nemoka
nieko.

(c) Jei draudéjas isgyvena bent 3 metus, tai po 3 mety nuo sutarties
sudarymo kievieny mety pradzioje draudikas isSmoka draudéjui
tam tikra suma.

(d) pirmoji iSmokama suma lygi 1000 Lt, o kiekviena sekanti iSmoka
didesné uz pries tai buvusia 4%.

Yra zinoma, kad
e, = 11.05, p, = 0.99, 9p, = 0.98.

Be to, metiné draudimo bendroves investiciju palikany norma ¢ = 0.04.
Naudojantis ekvivalentumo principu raskite H.

30-metis Kostas is pabradés apdraudé savo gyvybe 4 metams kaupia-
muoju draudimu 30000 Lt sumai. Jei jis mirs per ateinancius 4 metus,
nurodyta suma iSmokama i§ karto po mirties. Uz draudima Kostas
isipareigojo per ateinancius 4 metus kiekvieno ménesio pradzioje moke-
ti suma H. Draudikas tikisi investuoti gautas lésas su pastovia me-
tine paltikany norma ¢ = 0.06. Pagal ekvivalentumo principa raskite
menesing imoka H, laikydami, kad Kosto "mirtingumas pasiskirstes
tolygiai”.

30-metis draudéjas draudzia savo gyvybe 40 mety kaupiamuoju draudi-
mu. Draudimo iSmoka, lygi 50000 Lt, bus iSmokama mirties mety
pabaigoje. Draudéjas isipareigoja per ateinancius 30 mety kiekvieny
mety pradzioje moketi po 1500 Lt, jei tuo metu bus gyvas. Draudiko
gyvenima valdo iSgyvenimo funkcija

T

110

o investicijy metine paliikany norma ¢ = 0.06. Kokia tikimybe, kad
sudaryta sutartis bus pelninga draudikui?

s(x)=1-— , 0 <z <110,

[rodykite, kad
P(A) =5 .

€o
jeigu 6 = 0.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

Laikydami, kad p,,; = p visiems ¢t > 0, dydi

1

{Az—(Ax)}'W

iSreikskite konstantomis p ir 9.
Atsitiktinis dydis K, = [T,] p;asiskirstes pagal désnj
P(Ky = k) = iPeGeik = k¢ = (1 — a)af k=0,1,... .

Cia a € (0;1) yra konstanta. Isreikskite premija P, konstantomis
o ir 4.

Draudikas draudzia Seima: vyra ir zmona. Draudimo suma 10000Lt
bus iSmokama is karto po antrosios mirties. Draudimo imokas Seima
moka tolygiai kiekvienais metais po H kasmet iki pirmosios mirties. Yra
zinoma, kad zmonos ir vyro likusio gyvenimo trukmés yra nepriklau-
somi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dyzdiai. Zmonos ir vyro likusiy
gyvenimy trukmes valdo pastovi mirtingumo galia g = 0.07, o draudiko
investicijy palukany galia 6 = 0.05. Naudojant ekvivalentumo principa,
raskite H.

Yra zinoma, kad

T

2
s(z) ( 100) L 0< <100

o 0 = 0.07. 20-metis draudéjas apdraudé savo gyvybe 30-Ciai mety
paprastu draudimu 50000 Lt sumai. ISmoka iSmokama i karto po
draudéjo mirties. Draudéjas isipareigojo mokeéti po 500 Lt kasmet
tolygiai, per ateinanc¢ius 30 savo gyvenimo mety. Apskaic¢iuokite Sios
sutarties rezerva pradiniu laiko momentu ir po: 10, 20, 30 mety.

20-meté Maryte i Pavilnio apsidraudé penkiems metams paprastu gy-
vybés draudimu 10000 Lt sumai. Draudimo iSmoka bus iSmokama
mirties mety pabaigoje. Investiciju metiné palikany norma ¢ = 0.08.
Uz paslauga bus mokama kiekvieny mety pradzioje. Imoka draudikas
paskaic¢iavo naudodamasis ekvivalentumo principu. Raskite aprasytos
sutarties rezerva po 2 mety ir po 4 mety.

Yra zinoma, kad



30-metis draudeéjas draudziasi 20 mety kaupiamuoju gyvybes draudimu
20000 Lt sumai. ISmoka bus iSmokama is karto po mirties. Techniné
metiné paltikany norma i« = 0.06. Uz paslauga mokama tolygiai po
H Lt kasmet. Premijos dydi draudikas paskaiciavo taip, kad sutarties
rezervas po 5 mety butuy lygus 0. Raskite premija H. Kokia tikimybe,
kad aprasyta sutartis draudikui bus pelninga?
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Uzdaviniy atsakymai

. 13649 Lt.

. X =785 Lt.
5(1) = 0,0835.
X = 14222 Lt.

. X =70151 Lt.
k=4.

So(z) ir s3(z).

o

s() =e 0 (1+ &), pp= so@0Tay: €0 = 60.
0, 1105.
Vidutiniskai 364 vyrai. Dispersija 231, 5.

60 mety.

(a) 4 metai ir 4 menesiai, (b) 13 mety ir 2 ménesiai.

0, 264.

35 Lt.

0,8719

Reikia moketi ne maziau kaip 2521 Lt.
36829 Lt

64559 Lt.

0, 9262.

1894 Lt.

0,4632.

13,02733.
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23.
24.
25.
26.
27.

28.

72 Lt.

3195 Lt.

H =22 Lt.
H = 2824 Lt.
H =559 Lt.
0,775.

29. ..

30. £—

31.
32.
33.
34.
35.

144"

817 Lt.

oVao = 17281 Lit., 19Vag = 24184 Lt., 59Vao = 28278 Lt., 30Va0 = 0.

Vb 2 =10,15 Lt., 4V} 5 = 0,97 Lt.

H = 2010 Lt., P = 0, 7084.
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