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[vadas

Mokomosios priemonés tikslas - supazindinti su duomeny struktiiry ir algoritmy teorija ir
praktika.

Duomeny strukttiros ir algoritmai - tai sritis, formalizuojanti platy spektra svarbiuy ir vis
labiau plintanciy procediry, kompiuteriu sprendziant simboliniy skai¢iavimy, inZinerijos,
kompiuterinés grafikos, duomenu baziy, telekomunikacijy ir kity sri¢iy uzdavinius. Ji jungia
ivairius matematinés logikos, kombinatorikos, diskre¢iosios matematikos, programavimo,
kompiuterinés technikos konstravimo, geometrijos ir algebros metodus. Sukaupty rezultaty gausa
ir kokybé¢ jau apie 20 mety iSskiria ja kaip atskira mokslo tyrimy discipling ir trumpai apibrézia
kaip duomenuy déstymo kompiuterio atmintyje metodu visuma.

I algoritmus zmonija atkreip¢é démesi jau labai seniai. DaZniausiai yra pateikiamas
EUKLIDO algoritmas dviejy sveiky skai¢iy didziausiam bendram dalikliui skai¢iuoti (greatest
common divisor - gcd), kaip tematikos senumo ir fundamentalumo pavyzdys:

program euclid (input, output);
var X,y: integer;
function gcd (u,v: integer): integer;
var t: integer;
begin
repeat
if u<v then
begint:=u;u:=v;v:=tend;

u:=u-v;
until u = 0;
ged ==v
end;
begin
while not eof do
begin
readln (X, y);
if (x>0) and (y>0) then writeln (x, y, gcd (X, y))
end;
end.

Taikymuose algoritmai remiasi sudétingais duomeny organizavimo ir manipuliavimo
metodais. Sie metodai kartu su duomeny aibémis vadinami duomeny struktiiromis ir yra vieni i3
pagrindiniy informatikos objekty. Jie neatskiriami nuo algoritmy (kaip veiksmuy). Taciau rySis tarp
ju nevienareikSmis. Kartais paprasti algoritmai gali naudoti sudétingas duomeny struktiiras, o
sudétingi - paprastas. Vienas i§ pagrindiniy ypatumuy, apibrézianciy algoritmu veiksminguma, yra
juose naudojamos duomeny struktiiros. Sioje mokomojoje priemonéje pagrindinis démesys
skiriamas duomenu struktiiroms (kaip veiksmu sudétinei daliai) ir nagrinéjami su tuo susije
algoritmai.

Algoritmai ir duomeny struktiiros yra neatsiejami nuo taikymy. Duomenys taikymuose igyja
turini ir forma (t.y. sintaks¢ ir semantika). Tai daro jtaka operacijoms su duomenimis ir kaip
pasekmei - ju kompiuterinei realizacijai. Tas pats algoritmas skirtingiems duomenims gali biti
visiSkai skirtingai realizuotas. Kokia realizacija kokiems duomenims yra efektyvi - tai irgi vienas
i§ pagrindiniy duomeny struktiiry tyrimo objekty. Papildomas darbo su duomeny struktiromis
aspektas, galima sakyti "visuomeninis" - nors ir paprastas algoritmas, bet turintis sudétinga
programing realizacija, gali buti daugelio klaidy Saltinis. Todél reikia nagrinéti ir patikimus
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duomeny struktiiry programavimo budus. Visi Sie aspektai tik pabrézia duomeny struktiiry teorijos
ir praktikos svarba.

Apibrézimas. Duomeny struktiira (DS) - tai duomeny aibé, kuriai apibréztos tam tikros
operacijos ir loginiai rySiai tarp juy. Literatiiroje naudojamas ir kitas pavadinimas (daznai
suprantamas kaip sinonimas) - abstraktlis duomeny tipai (ADT). Kadangi apibrézime dalyvauja
operacijos savoka, duomeny struktiiros neatskiriamos nuo algoritmy. Sis apibréZimas labiau
panasus | matematini, nes yra abstraktus. Kompiuteriuy teorijoje ir praktikoje duomeny struktiiry
nagrinéjimas neatskiriamas nuo ju diegimo (realizavimo). Formaliai vienodai apibréztos duomeny
struktiiros diegimas kompiuterio atmintyje gali biiti toks skirtingas, kad $i struktiira bus minima
ivairiais pavadinimais. Realizacijos skirtumai kartais labai pakeicia tam tikro algoritmo sandara.
Taciau duomeny struktiiros esmé informatikos poziiiriu yra tokia:

» apibrézti vietos iSskyrimo duomenims talpinti kompiuterio atmintyje metoda;
* apibrézti duomeny reik§miy rasymo j $ia vieta metoda.

Literatiiroje yra nusistovéjes tam tikras terminy "abstraktis duomeny tipai" ir "duomeny
struktiiros" vartojimo santykis. Kalbant apie abstrakty duomeny tipa, paprastai atsiribojama nuo
realizacijos, jos ypatumuy, pabréziami tik duomenys (tam tikra tvarka déstomi), ir algoritmai (tam
tikra tvarka atlieckamos operacijos). Pagrindiné ADT savokos jvedimo priezastis - tai noras
abstrahuotis nuo konkregios realizacijos. Sis noras ypa¢ biina svarbus projektuojant dideles ir
sudétingas programas. Tuo tarpu terminas "duomenu struktiiros" labiau vartojamas tada, kai
norima paminéti ir konkrety algoritmo realizavima. Be to, daznai algoritma formalizuojant reikia
nurodyti esmines detales, kurios iSkyla realizacijos metu, ir jas jtraukti { algoritma. Abiejy terminy
vartojimo atvejais yra ir tam tikry kolizijy, kurias ne visada skiria netgi programuotojai. Taigi
stekai ir eilés yra abstraktis duomeny tipai, kai kalbama apie manipuliacijas su elementais,
leinanciais 1 Sia duomeny aibg ir turinciais gan sudétinga viding struktiira. Taciau tai yra duomeny
struktiiros, kai stekai ir eilés realizuoti sveikiems dvejetainiams skai¢iams dauginti ar tvarkyti
atmintj, esant procesoriaus darbo pertrauktims. Duomeny struktiiros masyvai ar jungtiniai saraSai
yra abstraktaus duomeny tipo - tiesinio saraso - detalizacijos Paskalio (ar pana$ioje) programavimo
kalboje. Sios detalizacijos priklauso nuo algoritmo ir gali bati esmings.

ADT vartojimo ar apibrézimo atvejai kartais gali bati labai {vairls. Daug algoritmy yra
formuluojami remiantis tiesiniais saraSais, pavyzdziui, riSiavimo ar paieskos algoritmai. Taciau
jiems efektyviai realizuoti reikia dazniausiai sudétingy duomeny struktiiry.

Tarp jvairiy abstrak¢iy duomeny tipy ar duomeny struktiiry yra susikloste ivairis, kartais gan
sudétingi santykiai. Viena ADT (ar DS) galime apibrézti kita. Stekai ir eilés gali buti apibréziami
kaip tiesiniai sarasai, o Paskalio kalbos rodyklés ir jraso tipai gali biiti sékmingai naudojami
tiesiniams sarasams apibrézti. ADT savoka svarbi naudojant skirtingus abstrakcijy lygius,
konstruojant dideles sistemas.

Knygos turini sudaro kelios grupés temuy:

* pagrindiniai objektai ir metodai (baziniai objektai, elementarios duomeny struktiiros, medziai,
rekursija, algoritmy analizés metodai, algoritmy realizavimas);

e raSiavimo metodai (elementartis rusiavimo metodai, greitas rusiavimas, skaitmeninis
risiavimas, prioritetings eilés, risiavimo-salajos algoritmai, iSorinis rii§iavimas);

* paieskos metodai (elementariis paieskos metodai, subalansuoti medziai, déstymo lentelés,
skaitmeniné paieska, iSoriné paieska);

* seky apdorojimas (seky fragmenty paieska, fragmenty tapatinimas, bendryju posekiy paieska ir
tapatinimas, faily kompresija);

* vaizdy apdorojimo ir kompiuterinés grafikos algoritmai, manipuliacijy su duomenimis labai
didelése duomeny bazése algoritmai.
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Mokomosios priemonés turinj (taciau ne visas temas) labiausiai atitinka [1] vadovélis. Jame
aprasyti algoritmai yra pritaikyti programavimo Paskaliu metodikai, panasiai kaip ir Sioje knygoje,
todél i§ jos perimta ir nemazas kiekis programy tekstuy pavyzdziy. Programavimo kalbos C++
metodikai pritaikyti pagrindiniai algoritmai yra idéstyti [2] knygoje. Si knyga irgi yra labai geras
duomeny struktiry ir algoritmy teorijos vadovélis. Knyga [3] yra tikra algoritmy, déstomy
studentams, enciklopedija. Joje déstomi algoritmai ir duomeny struktiiros yra formalizuoti,
pateikiama i$sami algoritmy efektyvumo analizé. Kitos - [5 - 10, 12, 13] knygos yra VU
Matematikos fakulteto skaitykloje ir gali biiti naudojamos vienai ar kitai temai nagrinéti.

Mokomojoje priemonéje pateikiami uzdaviniai skirstomi i keturias grupes. Pirmosios grupés
uzdaviniy tikslas - igyti pradiniy algoritmy analizés igtdziy. Tai nesudétingi uzdaviniai, kuriems
reikia parinkti ekonomiskiausia algoritma ir §i algoritma jvertinti. Antrosios grupés uzdaviniai
skirti tiesioginiam duomenu struktiiry realizavimui programavimo kalba. Trefios grupés
uzdaviniai - tai savarankiSkos problemos, kurias galima efektyviai spresti, parenkant tinkamas
duomeny struktiiras. Kompleksinei duomeny struktiiry ir algoritmy analizei skirti ketvirtos grupés
uzdaviniai.



Duomeny struktiiros ir algoritmai

1. Pagrindiniai duomeny struktury objektai
Pagrindiniai duomeny struktiiry objektai:

e duomeny ir algoritmy aprasymo (ir uzra§ymo) kalba;
* baziniai duomeny tipai ir elementarios duomeny struktiiros;
e duomeny struktiiry ir atitinkamy algoritmy analizés ir diegimo metodai.

Algoritmy ir duomeny struktiiry apibrézimui ir uzraSymui naudojama kalba neturi Zymiai
skirtis nuo realizavimo kalbos, ir, be to, turi buti suderinama su duomeny ir algoritmy analizés
metodais. Esant dabartinei situacijai informatikoje, geriausia tam tikslui naudoti daugiau ar maziau
formalizuota programavimo kalba. Sioje knygoje pasirinkome Paskalio programavimo kalba
(atitinkancia standarta, iSdéstyta [4]). Pagrindinés priezastys - ji déstoma pirmame kurse ir todél
gerai pazistama studentams, be to, yra pakankamai struktiirizuota ir patogi algoritmams uzrasyti
bei duomeny struktiiroms apibrézti. Jos pagrindinés operacijos suderinamos su algoritmy analizéje
naudojamais metodais. Ja vartojant realizuota daug populiariy algoritmy. Paskalio neigiama
ypatybé - daugeliui taikymy §i kalba néra pakankamai detali, ir automatiskai nejgalina iSreiksti
algoritmy su visomis detalémis. Todél dabartiniu metu literatiiroje algoritmai vis dazniau apraSomi
C arba C++ programavimo kalba.

Baziniai duomeny tipai - tai duomenu struktiros, idiegtos programavimo kalboje.
Paskalyje kalboje tai yra: sveikas (integer), realus (real), loginis (boolean), simbolinis (character),
masyvas (array), aibé (set), rodyklés tipas (pointer), jraso tipas (record). UzraSydami visas kitas
duomeny strukttiras ar algoritmus konkreCioje realizacijoje (programoje), turime jas iSreiksti
baziniais tipais ir tam tikromis operacijomis su jais.

Elementarios duomeny struktiiros - struktiiros, labai paplit¢ ir nesudétingai apibréziamos.
Jos gali buti realizuotos {vairiais lygiais: techniniu lygiu (operaciju vykdymas idiegtas
elektroningje schemoje ar kitoje techninéje kompiuterio dalyje), programavimo kalba (realizuotos
kalboje baziniais tipais), algoritmu (duomenu struktiiros operacijos isreiSkiamos algoritmiskai
baziniais tipais). Toliau déstomos pagrindinés elementarios duomeny struktaros.

1.1 Masyvas (array)

Masyvas - tai vieno tipo tolydziai iSdéstyty kintamyjy aibé, kai kintamyju skaic¢ius i§ anksto
7inomas, o kiekviena kintamaji galima iSrinkti tiesiogiai (naudojant indeksa ar indeksus). Sitoks
apibrézimas pateikia masyva kaip bazini tipa (pvz., Paskalio kalboje). Duomeny struktiiros atveju
masyvas apibréziamas kaip fiksuotas kiekis duomeny, kurie atmintyje laikomi nuosekliai, o
iSrenkami naudojant indeksa ar indeksus, be to, kiekvieno duomens reik§més formuojamos
unifikuotai. Masyvai panaudojami beveik kiekvienoje programoje. Cia pateikiamas pavyzdys, kaip
masyvas naudojamas programuojant Eratosteno réti - metoda pirminiams skaiiams rasti,
pasiiilyta treciame Simtmetyje B.C.:

program primes (input, output);
const N=1000;
var a: array[1..N] of boolean; i, j: integer;
begin
a[1]:= false; for i:= 2 to N do a[i]:= true;
for i:=2 to N div 2 do

for j:=2 to N div i do a[1*}]:= false;
for i:=1 to N do

if a[1] then write (1:4);
end.
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Masyvo naudojimas algoritme jgalina:
» efektyviai taikyti tiesiogini duomeny iSrinkima;
e suvienodinti kiekvieno duomens i$rinkimo laika.

Masyvas yra statiné duomeny struktiira - jo dydis turi biiti zinomas i§ anksto. Masyvo
paplitima salygoja ir tai, kad faktiskai bet kurio kompiuterio atminti galima interpretuoti kaip
masyva - indeksy vaidmenj vaidina adresai. Duomenims isrinkti masyve gali biiti naudojama ir
daugiau kaip vienas indeksas - tada kalbama apie dvimacius, trimacius ir t. t. masyvus. ISrinkimo
laikas masyve bet kuriam duomeniui yra fiksuotas. Jis priklauso tik nuo masyvo matavimy
skaiciaus, t.y. nuo formulés, kuria naudojantis pagal keliu indeksy reikSmes skai¢iuojamas
duomens saugojimo atmintyje adresas.

1.2 Stekas (stack)
Duomeny struktiira stekas - tai duomeny aib¢, kuriai apibréztos tokios operacijos:

* inicializuoti steka (i$skirti vieta stekui kompiuterio atmintyje);
* jterpti elementa X i steka (operacija push(x));

» pasalinti elementa i§ steko (operacija pop);

» skaityti steka;

* panaikinti steka (panaikinti vieta stekui kompiuterio atmintyje).

Duomenims steke taikomi loginiai apribojimai - operacijos pop metu i$ steko bus paSalintas
elementas, jterptas paskutiniu (taip vadinamas LIFO (Last-In-First-Out) principas). Todél stekas
yra viena i$ riboto iSrinkimo klasés struktiiry.

Lietuviskai steka sitiloma vadinti déklu, taCiau pastarasis terminas per daug netiksliai
atskleidzia steko esmg.

Steko struktiira naudojama {vairiausiose srityse: kompiuterio aparatiiroje, programose,
operaciniy sistemy architektiiroje, kompiliatoriuose, loginiy ir simboliniy skaiciavimy
algoritmuose, kitur.

Labai paplites pavyzdys, iliustruojantis steko privalumus, yra algebriniu reiskiniy reikSmiy
skaiiavimas arba S§iy reiSkiniy teisingo uzraSymo tikrinimas, pvz., ar teisingai iSdéstyti
skliausteliai reiskinyje. Skai¢iuojant aritmetinio reiskinio

9*(((5+8)+(8*7))+3)

reik§meg, steko operaciju seka gali biiti tokia:
push(9);
push(5);
push(8);
push(pop+pop);
push(8);
push(7);
push(pop™pop);
push(pop+pop);
push(3);
push(pop+pop);
push(pop™pop);
writeln(pop).
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Steko turinio kitima atspindi 1 pav.

8 s 8l6] [3
5 [5 1313 13 [13 [69] 69] 72
1919191919 [9[9]9]9] 9 |648]nil

1 pav. Steko turinio kitimas, skai¢iuojant reiskini 9*(((5+8)+(8*7))+3).

Programuojant steko operacijas Paskaliu, reikia naudoti koki nors bazini - rodyklés arba
masyvo tipa. Steko operacijos, iSreikstos baziniu rodyklés tipu:

type link="node;
node=record key:integer; next:link; end;
var head,z:link;

procedure stackinit;

begin
new(head); new(z);
head”.next:=z; z".next:=z

end;

procedure push(v:integer);
var t:link;

begin
new(t);
t*.key:=v; t".next:=head”.next;
head”.next:=t

end;

function pop:integer;
var t:link;

begin
t:=head”.next;
pop:=t".key;
head”.next:=t".next;
dispose(t)

end;

function stackempty:boolean;

begin stackempty:=(head”.next=z) end.

Steko operacijos, programuojamos masyvo baziniu tipu:

const maxP=100;
var stack: array[0..maxP]of integer; p:integer;
procedure push(v:integer);
begin stack[p]:=v; p:=p+1 end;
function pop:integer;
begin p:=p-1; pop:=stack[p] end;
procedure stackinit;
begin p:=0 end;
function stackempty:boolean;
begin stackempty:=(p=<0) end.

10
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Algebrinio reiskinio reikSmés skaiciavimas naudojant steka:

stackinit;
repeat
repeat read(c) until c<>";
if c=")' then write(chr(pop));
if c="+' then push(ord(c));
if c="*' then push(ord(c));
while (c=>'0") and (c=<'9") do
begin write(c); read(c) end;
if c<>'(' then write(");
until eoln;

1.3 Eilés (queues)
Duomeny struktiira eilé - tai duomeny aibé, kuriai apibréztos tokios operacijos:

* inicializuoti eilg (i$skirti vieta eilei kompiuterio atmintyje);
e jterpti tam tikra elementa X i eilg (operacija put(x));

» pasalinti elementa i§ eilés (operacija get);

o skaityti eilg;

* panaikinti eilg (panaikinti vieta eilei kompiuterio atmintyje).

Duomenims eil¢je taikomi loginiai apribojimai - operacijos get metu i§ eilés bus paSalintas
elementas, jterptas pirmasis (vadinamasis FIFO (First-In-First-Out) principas). Todél eilé, kaip ir
stekas, yra viena iS riboto iSrinkimo klasés strukttry.

Eilés struktiira taikoma {jvairiose srityse: algoritmams realizuoti, programy loginéms
schemoms, operaciniy ir taikomyju sistemy architektiiroje, kompiliatoriams, loginiy ir simboliniy
skaiCiavimy algoritmams, matematinio modeliavimo uzdaviniams ir pan.

Programuojant eilés (kaip ir stekui) operacijas Paskaliu, reikia naudoti koki nors bazini -
rodyklés arba masyvo tipa. Eilés operacijos, iSreikstos baziniu rodyklés tipu:

type link="node;
node=record key:integer; next:link; end;
var head,tail,z:link;
procedure queueinit;
begin
new(head); new(z);
head”.next:=z; tail*.next=z; z*.next:=z
end;
procedure put(v:integer);
var t:link;
begin
new(t);
t*.key:=v; t".next:=tail".next;
tail*.next:=t
end;
function get:integer;
var t:link;
begin
t:=head”.next;

11
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get:=t" key;
head”.next:=t".next;
dispose(t)
end;
function queueempty:boolean;
begin queueempty:=(head”.next=z;tail*.next=z) end.

Eilés operacijos, iSreikstos baziniu masyvo tipu:

const max=100;
var quene:array|[(0..max] of integer;
head,tail:integer;
procedure put(v:integer);
begin
queueftail]:=v; tail:=tail+1;
if tail>max then tail:=0
end;
function get: integer;
begin get:=queue[head]; head:=head+1;
if head>max then head:=0
end;
procedure queueinitialize;
begin head:=0; tail:=0 end;
function queueempty:boolean;
begin queueempty:=(head=tail) end.

Programuojant eilg masyvu (kaip pateikta), jo pradzia ir pabaiga tikslinga "suklijuoti”, t.y.
kintamyju head ir tail, rodanciy eilés pradzia ir pabaiga, reikSmes reikia skai¢iuoti mod Max
pagrindu (aisku, su reikalingais tikrinimais). [terpiant ar iSmetant elementus i$ eilés, ji turi savybeg
"Sliauzti" per masyva. Tam, kad efektyviai iSnaudotume visa masyva eilei saugoti, reikia leisti
eilés pabaigai uzimti ir masyvo pradzios elementus (jei jie laisvi). Biitent tokia programa ir
pateikta Siame skyriuje. "Suklijuotas" masyvas eilei saugoti parodytas 2 pav.

21 20 19 yhead

A
1 17
2 16
3 15
4 14
5 13
6 | |12
7 8 9 10 11 tail

2 pav. Eilés déstymas “suklijuotame” masyve.

1.4 Dekas (dequeue)

Duomeny strukttra dekas - tai duomeny aibé, kuriai apibréztos tokios operacijos:

12
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* inicializuoti deka (i$skirti vieta dekui kompiuterio atmintyje);
e {terpti tam tikra elementa X | deko pradzia;

e {terpti tam tikra elementa X | deko pabaiga;

» pasalinti elementa i§ deko pradzios;

* pasalinti elementa i$ deko pabaigos;

» skaityti deko pradzia;

» skaityti deko pabaigg;

* panaikinti deka (panaikinti vieta dekui kompiuterio atmintyje).

Duomenims deke taikomi loginiai apribojimai - operacijos pasalinimo i§ deko pradzios ar
pabaigos metu bus iSmestas elementas, jterptas véliausiai atitinkamai { pradzia ar | pabaiga. Todél
dekas, kaip ir eilé ar stekas, yra viena i$ riboto iSrinkimo klasés struktiiry. Dekas dar vadinamas
abipusiu steku (ar abipuse eile). Jo programavimas naudojant bazini masyvo ar rodyklés tipa
panasus i steko ar eilés programavima, tik reikalauja sudétingesnés realizacijos.

1.5 Tiesiniai sarasai (linked lists)

Duomeny struktiira tiesinis sarasas - tai duomeny aibé¢, kurios kiekvienas elementas susideda
i$ dviejy daliy - informacinés dalies ir rodyklés - ir kuriai taikomos tokios operacijos:

e inicializuoti sarasa;

e {terpti elementa X i saraso tam tikra vieta;

* {terpti elementa X i sarasa, tenkinant nurodytas salygas (pvz., didéjimo tvarka);
* iSmesti i$ saraso elementa, esantj tam tikroje vietoje;

* iSmesti elementa X i§ saraso, tenkinant nurodytas salygas;

* panaikinti sarasa.

Sarasai, kaip iprasta juos pateikti programavimo literatiiroje, pavaizduoti 3 pav.

S

A 4

—>

tiesinis sgrasas

—p N
< < >
< <

dvieju kryp¢iy sarasas

A

—>

g

ciklinis sgrasas

A 4

3 pav. Sarasy pavyzdZziai

Loginiai apribojimai gali baiti taikomi tik saraSo elementams, bet ne visam saraSui.
Elementams reikia nurodyti juy tipa (programavimo procese). SaraSas yra dinaminé¢ duomeny
struktira, t.y. jo tiris vykdymo metu gali keistis, t.y. jam iSskiriama tiek atminties, kiek elementy
yra saraSe. Programuojant sarasa, reikia remtis rodyklés ar masyvo baziniais tipais. Naudojant
bazinj rodyklés tipa, sarasas programuojamas taip:

type link="node;
13
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node=record key:integer; next:link end;
var head.z.t:link;
procedure listinitialize;
begin
new (head); new (z);
head”.next:=z; z".next:=z
end;
procedure deletenext (t:link);
begin
tA.next:=t".next".next;
end;
procedure insertafter (v:integer; t:link);
var x:link;
begin
new (X);
x™ key:=v; x.next:=t".next;
t" next:=x
end;

Saraso programavimas, naudojant bazini masyvo tipa:

var key,next: array[0..N]of integer; x,head,z: integer;
procedure listinitialize;
begin
head:=0; z:=1; x:=1;
next[head]:=z; next[z]:=z;
end;
procedure deletenext(t:integer);
begin
next[t]:=next[next[t]]
end;
procedure insertafter(v:integer; t:integer);
begin
X:=x+1;
key[x]:=v; next[x]:=next[t];
next[t]:=x
end.

Skirtingai nuo steko, eilés ar deko, saraSas igalina iSrinkti bet kurj elementa, tac¢iau iSrinkimo
metodas yra tiesinis, t.y. tam tikra elementa pasiekiame nuosekliai eidami nuo vieno elemento prie
kito. Jei reikia "gudresniy" iSrinkimo metody, saraSas gali buti apibréziamas su keliomis
rodyklémis (kuriy apibrézimas ir naudojimas priklauso nuo duomeny turinio).

Programuojant sarasus, (pvz., procediiras insertafter ar deletenext), patogu ir svarbu
apibrézti signalini zymeni (Sentinel). Signalinis Zymuo - tai menamas objektas, kuris suprastina
saraso pirmo ir paskutinio elementy atskyrima (identifikavima): signaliniu saraso L Zymeniu bty
objektas nil(L), kurio reik§mé yra nil, bet kuris turi visa kity saraso elementy struktiira. Jis gali buti
kintamyjy head ir tail pakaitalas. Viena i$ galimybiy, kaip naudoti signalinj Zymenj, pavaizduota 4
pav. Ji jgalina atsisakyti kintamojo head, nes saraso pradzia galima pasiekti per next(nil(L)).

nil(L) @ tuscias sarasas (signalinis Zymuo)
|
I

—{TT] y
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nil(L) — 4 9 4

i) —LT I B s T [o] Jesences
|
i)~ P ] eyt

4 pav. SaraSas, naudojantis signalini Zymeni.

A 4

A 4

Gal bt labiausiai paplites sarasu taikymas - duomeny déstymas diskinéje atmintyje. Tai
tiesiogiai susij¢ su diskiniuy irenginiy konstrukcija. Maziausio adresuojamo informacinio vieneto
diske (vadinsime ji toliau puslapiu - angliSkai page) tiiris yra keli arba kelios deSimtys kilobaity.
Kai failas raomas i disking atmintj, jis uzima daZnai ne viena puslapi. Sie puslapiai gali bati
iSdéstyti diske nebiitinai nuosekliai. Todél butina formuoti nuorodas i§ vieno puslapio i kita. Ju
taip pat reikia identifikuojant laisva disking atminti, t.y. tuos puslapius, kurie dar nepriklauso
jokiam failui. Skirtingos operacinés sistemos formuoja puslapiy nuorodas skirtingai. Pavyzdziui,
MS-DOS operaciné sistema nuorodas i failo (t.y. tiesinio saraso) pradzia raso ROOT srityje,
nuorodas i puslapius (vadinamuosius klasterius - angliskai cluster) FAT srityje, o pati faila désto
DATA srityje. Loginé tokio déstymo schema pateikta 5 pav.

failo vardas, kiti atributai

| failo puslapiai

.

ROOT FAT DATA

puslapiy numeriai  —_|

failo puslapiai

5 pav. Loginé disko struktiira.

1.6 Medziai (trees)

Iki Siol nagrinétos duomeny struktiiros buvo vienmatés - vienas duomuo seké po kito. Tokias
DS gan paprasta programuoti ir naudoti, taciau taikymams jos gali biti neefektyvios, t.y.
algoritmas, veikiantis ju pagrindu, gali buti per létas. Todél verta nagrinéti sudétingesnes -
dvimates, trimates ir pan. duomeny struktiiras. Viena i$ tokiy yra medzio duomeny struktiira.

Medis - tai duomeny aibé, kuriai apibréztos duomeny incidentumo ir eiliSkumo operacijos:

* medzio (Zymime T) elementai yra dvi aibés: vir§tiniy aibé V ir briauny aibé E;

e tarp V ir E apibréztas incidentumo santykis: viena briauna (elementas i§ E) atitinka dvi ir tik
dvi vir§iines (elementy i V pora, elementy tvarka poroje yra fiksuota);

e viena vir§iné medyje yra i§skiriama ir vadinama Saknimi,

* bet kurias dvi vir§iines jungia vienas ir tik vienas kelias (kelias yra briauny seka, kurioje
kiekvienos dvi gretimos briaunos turi bendra vir$iing).

Manipuliavimo su duomenimis operacijos tokios:
* inicializuoti medj (i$skirti vieta blisimai medzio struktiirai kompiuterio atmintyje);

15



Duomeny struktiiros ir algoritmai

e {terpti elementa { medi (iterpti nauja virsing);

* iSmesti elementa i§ medzio (pasalinti vir§ing);

* sujungti du medZzius;

* iSskaidyti medi i du medzius;

» sutvarkyti medj (i§déstyti medzio virStnes taip, kad pagal tam tikra vir§iniy perrinkimo tvarka,
ju reikSmés atitikty norimas salygas);

* panaikinti medij (iSlaisvinti medziui skirta kompiuterio atmintyje vieta).

Sis medzio apibrézimas yra pritaikytas duomeny struktiiroms ir orientuotas i algoritmy
teorija ir ju programavima. Literatiiroje galima rasti ir kitokiy medzio apibrézimy, daznai
bendresniy ir turin€iy teoriniy ypatumy (gan retai pasitaikanciy praktikoje). Tod¢l Cia pateikiami
apibrézimai ir savokos yra bitiniausi ir kartais intuityvis.

Virsiné medyje dazniausiai yra struktirizuota (atitinka formuojamas algoritme reikSmes ar
salygas, daznai gan sudétingas). Ji gali turéti varda ir prie jos papildoma informacija, taip pat tipa
ar netgi duomeny struktiira. Briauna irgi gali identifikuoti papildoma informacija (pvz. svori), gali
turéti tipa. Kelias i$ Saknies { kuria nors vir$iing yra vadinamas $aka. Medis yra braizomas Sakomis
zemyn, Saknj déstant virSuje (6 pav.).

Saknis
pirmo lygio virstinés

B 4« lapai

6 pav. Medzio pavyzdys.

Nors briaunos paprastai neturi krypties (medis yra neorientuotas grafas), taciau
programuojant briaunos realizuojamos rodyklémis ir intuityviai joms priskiriama kryptis. Jei $i
kryptis 1§ virStnés rodo i kita vir§ling Zemyn nuo Saknies, tai sakoma, kad vir§tné turi stiny.
Briaunos kryptis { prieSinga puseg (virSy) nurodo vir§iinei jos téva. Vir§iiné be stiny vadinama lapu
arba iSorine virSiine. Visos kitos vir§inés vadinamos vidinémis. Vieno tévo stiniis vadinami
broliais (siblings). Jei kiekvienas tévas turi ne daugiau kaip fiksuota skai¢iy stiny (tarkime, n), jis
vadinamas n-ariniu medziu. Algoritmy teorijoje ypac¢ svarbis yra dvejetainiai medziai. Medis,
prasidedantis kurioje nors virs$iinéje, vadinamas pomedziu. Miskas yra dviejy ir daugiau medziy
aibé. Medis turi lygius: Saknis yra nulinio lygio, jos stinlis yra pirmo lygio, $iy siiny stiniis yra antro
lygio ir t.t. Medzio auks¢iu vadinamas lygiu maksimumas (arba maksimalios Sakos ilgis).

Viena i§ svarbiy susijusiu su algoritmais savoku, yra sutvarkytas medis. Medis sutvarkytas,
kai jo virSinéms priskirta tam tikra numeracija (eilés tvarka). Medzio vir§iinés gali biiti
numeruojamos skirtingais biidais (paprastai nuo ju priklauso algoritmo efektyvumas).

Medzio numeracija gali buti zinoma, ty. nurodyta tvarka, kuria vardijamos (ar
spausdinamos, ar perzilirimos) medzio virStinés. Algoritmuose ar programavime aptinkamos
tokios numeracijos (apibrézimai rekursyvis ir pateikti dvejetainiam medziui):

* infiksinis medis (angliskai infix arba inorder) - medzio vir§inés vardijamos taip: kairysis
pomedis, vir§iing, desinysis pomedis;

» prefiksinis medis (angliskai prefix arba preorder) - medzio vir§tinés vardijamos taip: vir§iné,
kairysis pomedis, deSinysis pomedis;

» postfiksinis medis (angliskai postfix arba postorder) - medzio vir$iinés vardijamos taip:
kairysis pomedis, desinysis pomedis, virstné.
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Sie apibrézimai gali biiti lengvai apibendrinti n-ariniams medziams. Jie yra analogiski
algebriniy ar loginiy reiskiniy infiksinéms, prefiksinéms, postfiksinéms iSraiSkoms.
Infiksiné reiskinio iSraiSka - tai {prastas reiskinio uzraSymas su skliausteliais:

((A+B)*(C-D)+E)*F)

Prefiksiné iSraiSka rasoma (rekursyviai) - operacijos Zenklas, pirmas operandas, antras
operandas:
*+*+AB-CDEF

Postfiksiné iSraiSka rasoma (rekursyviai) - pirmas operandas, antras operandas, operacijos
zenklas:

AB+CD-*E+F*

Sia i8raiska atitinkantis sintaksinis (parse) medis pavaizduotas 7 pav.

Prefiksinéms ir postfiksinéms reiskiniy iSraiSkoms skliausteliai gali biiti nenaudojami.
Postfiksiné iSraiSka dar kitaip vadinama atvirkstine lenkiska notacija (pagerbiant lenku logikus-
matematikus, {vedusius tokias iSraiSkas). Visu $iu iSraiSky atitikmenys gali biiti dvejetainiai
medziai (infiksiniai, prefiksiniai, postfiksiniai), taciau tik juy elementy numeravimo, o ne
skai¢iavimo prasme.

Dar vienas galimas medziy tvarkymo budas - vir§iniy numeracija pagal lygius: nulinio lygio
vir§iingé (Saknis); visos pirmo lygio virS§iinés (numeruojamos i§ kairés i desing); visos antro lygio
vir§inés (taip pat i$ kairés i desing); ir t.t.

o e

® \
7 pav. Reiskinio (((A + B) * (C - D) + E) * F) sintaksinis medis.
Medzio struktiira yra i§ esmés rekursyvi. Galima pateikti toki rekursyvy medzio apibrézima:

Medis yra arba vir§iiné, arba §akniné vir§iiné, sujungta briaunomis su medZiy aibe.
Elementarios, ta¢iau naudingos medzio savybés yra tokios:

Medis su N vir§tniy turi N-1 briauny;

Dvejetainis medis su N vidiniy vir§tiniy, turi N+1 iSoriniy vir§tiniy;

3. Dvejetainio medzio su N vidiniy vir$iiniy iSorinio kelio ilgis yra 2N didesnis uz vidinio kelio
ilgi;

4. Pilno dvejetainio medzio aukstis n su N vidiniy vir$iiniy gali biiti jvertinamas skai¢iumi logyN:

2NN+ 1 =<2".

N —

1.7. Medziy déstymas kompiuterio atmintyje

Vienas i§ labiausiai paplitusiy medziy déstymo atmintyje biidy - tai vir§tiniy elementy
raSymas { jrasus su nuorodomis. Nuorodos nukreiptos i§ tévo vir§tinés i stinus. Nuorody skaicius
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irase turi bati lygus maksimaliam medzio virStiniy stiny skaiciui. Jei medis dvejetainis, uztenka
dvieju nuorody: left (1) ir right (r). Priklausomai nuo algoritmo kartais reikia turéti dvieju tipy
irasus: vidinéms vir§tinéms ir iSorinéms vir§inéms, nes jy panaudojimas algoritmo vykdymo metu
gali biiti specifinis.

IstoriSkai svarbus ir esminis yra rySys tarp dvejetainiy medziy (ju tvarkymo) ir algebriniy
reiskiniy. Kaip matome i§ ankstesnio pavyzdzio ir 7 pav., algebriniam reiskiniui galima priskirti
sintaksinj (dvejetaini) medi ir ji naudoti reiskiniui analizuoti.

Sintaksinis medis (parse tree), atitinkantis algebrinj reiskini, apibréziamas rekursyviai:
priskirti operacija Sakniai, pirmo operando reiskinj priskirti kairiajam pomedziui, antro operando
reiskini priskirti deSiniajam pomedziui. Turint postfiksiniu biidu uzraSyta reiSkinj, programa,
sukurianti sintaksini medj, gali buti tokia:

type link="node;
node=record info:char; Lr:link end;
var x,z:link; c:char;

begin

stackinit;

new(z); z".1:=z; z".r:=r;

repeat
repeat read(c) until c<>";
new(x); x".info:=c;
if (c="*") or (c="1")
then begin x".r:=pop; x".1:=pop end
else begin x".r:=z; x".1:=z end;
push(x)
until eoln;

end.

Si paprasta programa gali bati lengvai modifikuota sudétingesniems reiskiniams. Taciau
pasitlytas mechanizmas yra labai bendras: ji galima taikyti reiSkiniy reikSméms skaiciuoti, kurti
programas reiskiniy reikSméms skaiciuoti, rasyti sintaksinius analizatorius programavino kalboms
ir pan.

Kai medis sukurtas, viena i§ pirmiausia iSkylan¢iy problemu yra medzio numeravimas, t.y.
kokia tvarka apeiti ar perrinkti (traverse) medzio virStines. Skirtingiems taikymams naudotina
skirtinga numeracija. Prefiksinei numeracijai yra tinkama tokia programa:

procedure traverse(t:link);
begin
push(t);
repeat
t:=pop;
visit(t);
if t<>z then push(t*.r);
if t<>z then push(t*.]);
until stackempty;
end;

Kitoms dviems medziu numeracijoms - infiksinei ir postfiksinei - programos gali buti
parasytos analogiskai, tik Siek tiek modifikuojant pateiktaja.

Tuo tarpu medziy numeracijai pagal lygius programa gali buti gauta i$ ankstesnés, operacijas
su steku programos struktiiroje pakeitus analogiskomis operacijomis su eile:
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procedure traverse(t:link);
begin

put(t);

repeat

t:=get;

visit(t);

if t<>z then put(t".1);

if t<>z then put(t".r);

until queueempty;
end;

Antras medzio struktiiros déstymo kompiuterio atmintyje biidas - naudoti jrasus tik su dviem
nuorodomis (bet kuriam n-ariniam medziui) ir $ias nuorodas interpretuojant taip: kairioji (left)
nuoroda identifikuoja vir§iinés kairiji stiny, tuo tarpu desinioji nuoroda rodo vir§iinés desinj broli.
Sis déstymo bidas reikalauja jvesti tam tikrg tvarka tarp broliy (siblings), kad atskirtume, kuris i§
broliy yra kairéje, o kuris - desingje. Tokio déstymo pavyzdys yra 8 pav.

8 pav. “Kairysis simus - deSinysis brolis” biidu iSdéstytas medis.

Abu Sie metodai nekelia kokiy nors reikalavimy jraSams su nuorodomis, daugiausia
priklauso nuo taikomojo algoritmo - ar bazinj tipa tokiems jraSams parinksime masyva, ar rodyklés
tipa. Reikia tik turéti omenyje, kad bazinis tipas irgi daro itaka, ir kartais esming, algoritmo
greiciui (apie tai kituose skyriuose).

Trecias medzio struktiiros déstymo biidas - vadinamieji rekursyvils medziai - gali biti
naudojamas tada, kai algoritme dazniausiai reikia naudoti nuorodas i§ stinuy i ju tévus. Medzio
vir§lines sunumeravus pagal lygius, galima jas raSyti i vienmati masyva taip, kad Sio masyvo
indeksai atitikty vir§tiniy numerius, o masyvo elementy reik§més bty nuorodos i tévo numeri.
Toks medzio organizavimas jgalina labai greitai "vaiksc¢ioti" medzio Sakomis nuo siiny prie tévy ir
nuo vienos vir§iinés prie kitos, ir, jei tokios procediiros taikomajame uzdavinyje yra pagrindinés,
programa dirba labai greitai, jos sudétingumas yra tiesinis. Medzio i§ 8 pav. rekursyvus déstymas
pavaizduotas 9 pav.

1 2 3 4
1 1

6
1 2

W
W co

910
3

5
2 4

9 pav. Medzio rekursyvus déstymas.

1.8 Rekursija

Rekursija yra viena i§ pirminiy ir pagrindiniy matematikos ir informatikos savokuy. Rekursija
matematikoje vadinamas toks funkcijy apibrézimo metodas, kai funkcijos reik§més, atitinkancios
bet kokius argumentus, yra apibréziamos naudojant tos pacios funkcijos reikSmes, atitinkancias
mazesnius argumentus. AnalogiSkai programavime, rekursija yra programy (procediiry, algoritmuy)
apibrézimo (sudarymo) metodas, kai programa kreipiasi pati | save, esant mazesnéms argumenty
(parametry) reikSméms. Rekursyviai programai reikia papildomai apibrézti ta atveji, kai pasiektos
maziausios galimos argumenty reikSmeés (baigmés salyga). Rekursyviy programy pavyzdziai
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medziams numeruoti ar vir§inéms perrinkti jau buvo pateikti ankséiau. Zinomi klasikiniai
rekursyviy algoritmy pavyzdziai - tai faktorialo skai¢iavimas ar Fibonacio skaiCiy sekos
apibréZimas:

function factorial (N:integer):integer;
begin

if N=0

then factorial:=1

else factorial:=N*factorial(N-1);
end;

function fibonacci(N:integer):integer;
begin

if N=<1

then fibonacci:=1

else fibonacci:=fibonacci(N-1)+fibonacci(N-2);
end;

Rekursijos stiprybé - ji igalina zymiai suprastinti algoritmo formulavima ar programos
konstrukcija. Taciau ja naudoti reikia atsargiai. Pavyzdziui, Fibonacio skai¢iy sekos apibrézimas
naudojant rekursija, kaip ka tik pateiktame pavyzdyje, Sia programa daro neefektyvia: skaiciai
fibonacci(N-1) ir fibonacci(N-2) gaunami nepriklausomai vienas nuo kito, tuo tarpu juos nesunku
gauti vieng i$ kito. Fibonacio algoritmas, formuluojamas be rekursijos, yra efektyvesnis (operacijuy
skaicius proporcingas N):

procedure fibonacci;
const max=25;
var i:integer;
F:array[0..max] of integer;
begin
F[0]:=1; F[1]:=1;
for i:=2 to max do F[1]:=F[i-1]+F[i-2]
end;

Rekursija glaudziai susijusi su tam tikra algoritmy konstravimo metodika, vadinamaja
skaldyk ir valdyk (divide and conquer) paradigma. Pagal tokia paradigma sukurtas algoritmas
naudoja du rekursyvius programos kvietimus, taciau nesikertan¢ioms argumenty reikSméms. Jos
pavyzdys - pateikiama liniuotés gradavimo programa:

procedure rule(l,r,h:integer);

var m:integer;

begin
if h>0 then
begin
m:=(1+r)div2;
mark(m,h);
rule(l,m,h-1);
rule(m,r,h-1)
end

end;

Pagal Sia programa sugraduota liniuoté parodyta 10 pav.
20



Duomeny struktiiros ir algoritmai

10 pav. Graduota liniuoté.
Liniuotés gradavimo nerekursyvus algoritmas gali biiti gautas:

* beveik tiesmukiskai i$ rekursyvaus algoritmo;
* pakeiCiant gradavimo zZymiy pieSimo tvarka.

Kita vertus, pateikty infiksinio ir pagal lygius sutvarkyto medziy algoritmuy rekursyvi
realizacija Zymiai suprastina algoritmuy programavima. Visa tai gali biiti palikta kaip pratimai
skaitytojui.

"Skaldyk ir valdyk" paradigma apima tris tipinius kiekvieno rekursijos lygio zingsnius:

» iSskaidyti uzdavini i kelis dalinius uzdavinius;

e valdyti rekursyviai kiekvieno dalinio uzdavinio sprendima, jei uzdavinys tapo paprastas,
18spresti ji tiesiogiai;

* sujungti daliniy uzdaviniy sprendinius ir suformuoti iSeities uzdavinio sprendini.

Si paradigma taikoma algoritmams, kaip operaciju sekoms, ir duomenuy struktiroms
konstruoti. Kiti du placiai naudojami metodai - tai rekursija ir iteracija. Visos toliau nagrinéjamos
struktliros ar su jomis susij¢ algoritmai bus pagristi vienu i §iy metody.

1.9 Algoritmy analizé

Algoritmy analizé yra biitina reikalingiems uzdavinio realizavimui kompiuterinés sistemos
resursams jvertinti. Resursai - tai uzdavinio skai¢iavimo laikas (dazniausiai pats svarbiausias
resursas), reikalingos atminties tiiris, komunikaciniy srauty dydis, loginiy {vady (port) skaicius ir
pan.

Prie$ pradedant algoritmo analize, reikia sukurti formalyji diegimo technologijos modeli.
Nagrinésime algoritmus darbui vieno procesoriaus aplinkoje (nuoseklus algoritmuy vykdymo
biidas). Sie algoritmai naudos arba tiesioginio i§rinkimo atmintj (RAM - random access memory),
arba disking atminti (toks naudojimas bus specialiai aptartas), disponuos tam tikru kiekiu (N)
pradiniu duomeny (kartais skirstomy | tam tikras klases). Algoritma analizuosime kaip
kompiutering programa, vykdoma remiantis tam tikromis bazinémis operacijomis. Tokiy
operacijuy, ju tipu ar klasiy iSskyrimas visada susijes su taikomuoju uzdaviniu ir yra butinas.

Bet kurio net ir paprasciausio algoritmo analizé - tai tam tikra matematiné problema, kartais
net labai sudétinga. Jai spresti naudojamos jvairios matematinés priemonés - kombinatorika,
elementari tikimybiy teorija, imantrios algebrinés manipuliacijos, kartais ir kitos sudétingesné,
matematingés teorijos. Be to, dar reikia daug iSmonés ir intuicijos.

1. Pradiniai duomenys, ju kiekio apibrézimas priklauso nuo taikymy. RiaSiavimo
uzdaviniuose pradiniai duomenys - tai kiekis duomeny, kuriuos turime sutvarkyti. Skaiciy
daugybos algoritmuose - tai bity skai¢ius, reikalingas dauginamiems skai¢iams i§déstyti atmintyje.
Duomeny bazése - tai jrasy ar lauky juose kiekis. Telekomunikacijos uzdaviniuose - maksimalus
siun¢iamo pranesimo ilgis, ir t.t.

2. Algoritmo veikimo laikas paprastai yra proprocingas vykdomu operaciju skaiiui.
Kadangi skirtingos operacijos gali buti ivykdytos per skirtinga laika, algoritmy analizés atveju
naudojamos operacijos yra skirstomos i grupes, kiekvienai i$ ju atskirai ivertinant operacijy kieki.

Ivertinus algoritmo vykdymo laika, svarbu zinoti, kaip elgsis algoritmas, jei keisime pradiniy
duomeny kieki. Tam nebutina zinoti tiksly laika L iSreiSkian¢iy formuliy, o tik ju asimptotika.
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Todél algoritmy analizés atveju yra labai populiariis vertinimai: O(1) - rodo pastovy operacijos
atlikimo laika; o(K) - rodo, kad laikas visa eile arba keliomis eilémis mazesnis uz K; O(K) - rodo,
kad laikas proporcingas reiskiniui K, t.y. egzistuoja konstanta C, kad

L<C*K

Be to, vertinant algoritmy darba daznai tikslinga i$skirti du atvejus: vidutinj algoritmo darbo
laika (vidutinis atvejis arba laukiamas atvejis - average-case analysis) ir algoritmo darbo laika tuo
atveju, kai jam pateikiami blogiausi duomenys (blogiausias atvejis - worst-case analysis).
Praktiskai daugiausia démesio analizéje yra skiriama blogiausiam atvejui, nes tam yra tokios
priezastys:

* blogiausio atvejo laikas yra virSutiné laukiamo atvejo laiko riba, jo ivertinimas garantuoja, kad
algoritmas niekada nedirbs ilgiau;

* daznai taikymuose blogiausias atvejis pasirodo ne taip jau retai, pvz., ieSkant tam tikros
informacijos duomeny bazése, blogiausias atvejis paieskos pozitriu iSkyla visada, kai tik
bazése tokios informacijos néra;

» daznai laukiamas atvejis yra toks pat blogas, kaip ir blogiausias atvejis, t.y. abiem atvejais
vertinimai sutampa.

3. Algoritmui veikti reikalingos atminties kiekis irgi yra analizés objektas. Sitokios analizés
ypac reikia algoritmams, formuluojamiems remiantis rekursija arba paradigma "skaldyk ir valdyk",
nes ju atveju reikia vertinti rekursijos gyli, o kuo gilesné rekursija, tuo daugiau atminties reikia
algoritmo vykdymui. Atminties kiekio vertinimai taip pat reikalingi algoritmams, dinamiskai
apibréziantiems duomenims vieta atmintyje. Sie vertinimai yra sudétingesni negu statiniy
duomeny laikymo atmintyje struktiiry atveju, nes dinamiskai adresuojant duomenis algoritmui
kartais reikia labai nedaug atminties.

1.10. Algoritmy diegimas

Algoritmai retai egzistuoja "vakuume", be sasaju su taikymais, nebent tai biuity grynai
teoriniai, hipotetiniai algoritmai. Jie paprastai sudaro esming dalj sistemos, kurioje yra diegiami,
nors ta dalis gali biiti ir nedidelé. Algoritmy veikimo aplinka biina gan sudétinga, todél ir visos
realizavimo procediiros nagrinéjimas - tai labai komplikuota analizé. Cia paminésime tik esminius
momentus.

1. Algoritmo parinkimas. Paprastai yra kelios ar keliolika procediiry, kurios tinka realizuoti
norimg taikyma. Ju diapazonas biina gan platus - nuo "brutalios jégos" algoritmy iki logiskai
sudétingos veiksmuy sekos. Pirmiausia turime atsakyti i tokius klausimus, kurie yra svarbis visai
vykdymo eigai:

» kaip daznai programa bus naudojama;
» kokios yra kompiuterinés sistemos charakteristikos;
e ar algoritmas sudaro tik maza dali viso uzdavinio, ar atvirks¢iai?

Pagrindiné taisyklé, kuria vadovaujamasi diegimo metu,- realizuoti pati paprasCiausia
uzdavinio sprendimui tinkama algoritma, nuosekliai jvertinant atsakymus i tik ka pateiktus
klausimus. Tai turi buiti daroma kruopsc¢iai. Dvi dazniausiai pasikartojancios Sioje situacijoje
klaidos - tai algoritmo veikimo charakteristiky reikSmés pervertinimas arba nepakankamas
vertinimas. Paprastai greitesni algoritma sudétingiau programuoti, bet tam tikram duomeny kiekiui
jo greicio rodikliai gali biiti esminiai.
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2. Empiriné analizé. Labai gaila, bet dazniausiai matematiné algoritmo analizé duoda per
mazai informacijos apie realy algoritmo efektyvuma, todél reikia tam tikro empirinio tikrinimo.
Pirmiausia Cia galioja triviali taisyklé - jei yra du algoritmai, reikia juos abu iSméginti kiek galima
panaSesnémis salygomis. Vadinasi, ne tik kompiuterinés sistemos ar duomenys turi bati panasus,
bet ir démesys algoritmy programavimui ir optimizavimui turi biti tas pats. Po to, greitesnio
algoritmo veikimo ar realizavimo salygos turi biiti kruopsciau analizuojamos.

3. Programy optimizavimas. Paprastai S§is procesas suprantamas kaip kompiliatoriaus
priemoniy visuma, kai yra automatiskai generuojamas optimalus kodas. Taciau ¢ia turimi omenyje
biitent algoritmo darbo pagerinimai. Pirmiausia, algoritma reikalinga realizuoti paprasciausia
galima forma. Antra, reikia minimizuoti baziniy operacijy skaiciy, i§vengiant bereikalingu cikly ar
kity pasikartojanéiy veiksmu seku. Trecia, algoritmo atlickamus veiksmus reikia analizuoti
techniniy ir programiniy priemoniy atzvilgiu, t.y. kokia yra naudojamo kompiuterio architektiira,
kaip dirba kompiliatorius ir pan. Tokia periodiskai atliekama empiriné analizé¢ gali kartais padéti
atrasti naujus algoritmo darbo aspektus, ir i§ esmés pagerinti algoritmo darba.

4. Algoritmai ir sistemos. Tas pats algoritmas naudojamas ir mazose programose, ir
sudétingose sistemose. Siomis skirtingomis salygomis jo realizavimas irgi yra skirtingas.
Pavyzdziui, riiSiavimo algoritmas priklausomai nuo to, ar jis ri$iuoja nattrinius skaicius, ar labai
ilgus sudétingos struktiiros iraSus, turés biiti skirtingai realizuotas. Vélgi, jei algoritmas dirba
sistemoje, kuri realizuota lokaliame ar globaliame kompiuteriy tinkle, jo veikimo charakteristikos
bus kitokios negu algoritmo, dirbancio atskirame kompiuteryje. Daznai tokiais atvejais detali
algoritmo analizé salygoja iSvada, kad algoritmas gali buti "iSlygiagretintas", t.y. jis gali buti
iSskaidytas lygiagreCiam darbui skirtingose tinklo kompiuteriuose su skirtingomis duomeny
aibémis.

Visi minéti algoritmy analizés ir realizavimo aspektai gali biiti taikomi ir atskiroms
programoms, ir programy sistemoms. Taciau sistemy atveju yra ir daug skirtumy. Dabartiniu metu
sistemy projektavimo atveju populiaru naudoti objekty orientavimo metodika, pagal kuria
programa turi tenkinti klasés, { kuria ji patenka, duomeny, funkciniy procediiry ir pan.
reikalavimus. Programa turi buiti jjungta { sistema kaip atskiras modulis. Visa tai siejasi su
algoritmo sudétingumu.
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2. Rasiavimo metodai

Risiavimas - tai viena i$ baziniy kompiuteriy darbo operacijy, turiniy informatikoje tokia
pat reikSme, kaip matematikoje - sudéties operacija.

Sioje knygoje rii§iavimas - tai algoritmas, déstantis duomenis tam tikra tvarka. Tokio
algoritmo darba salygoja labai daug aspekty. Duomeny tvarkos apibrézimas, duomeny struktiira,
risivojamy lauky iSskyrimas, atminties panaudojimas rii§iavimo operacijai, antrinés ar netgi
tretinés atminties poreikis, duomeny pateikimo raSiavimui vienalaikiSkumas, eiliSkumas
(nuosekliai ar grupémis), risiavimas lygiagreciose sistemose, kiti veiksniai - visa tai turi didelg
itaka riiSiavimo algoritmo darbo efektyvumui.

Déstant raiSiavimo algoritmus, pradedama nuo paprasCiausiy ir klasikiniy situacijy,
pereinama prie sudétingesniy (taciau ne visy galimy).

2.1 Elementaris riiSiavimo algoritmai

RiiSiavimo algoritmai priklausomai nuo to, ar naudoja tik viding kompiuterio atmintj, ar
jiems reikia ir iSorinés (antrinés) skirstomi i vidinio rii§iavimo ir iSorinio rii$iavimo algoritmus.
Pastarieji naudojami, kai duomenys vienu metu negali biiti iSdéstyti atmintyje.

Papildomos atminties (vidinés) kiekis, reikalingas algoritmy darbui, irgi yra svarbus rodiklis.
RiSiavimo algoritmai gali biti skirstomi | grupes pagal tai, kiek papildomos atminties naudoja
(nenaudoja visiSkai; naudoja papildomai tik atmintj, reikalinga rodykléms iSdéstyti; naudoja
papildomai tiek pat atminties, kiek yra duomeny).

RiSiavimo algoritmai gali biiti stabillis ir nestabiltis. Stabillis algoritmai nekeicia lygiy
(lyginimo pozilriu) elementy tvarkos.

Nagrinédami algoritmus, tarsime, kad duomenys, kuriuos algoritmas turi rusiuoti - tai
paprasti skai€iai, laisvai talpinami kintamyjy lastelése. Taip galime geriau sukoncentruoti démesij 1
algoritmo darbo specifika.

Paprasc¢iausias ir primityviausias risiavimo algoritmas (rGiSiuojantis tris elementus):

program threesort (input , output );

const maxN=100;

var a : array [1 .. maxN] of integer;

N, i: integer;

procedure sort3 ;

var t : integer ;

begin

ifa[l]>a[2] then
begint:=a[l];a[l]:=a[2];a[2]:=tend;
if a[1] >a [3] then
begint:=a[l];a[l]:=a[3];a[3]:=t end;
ifa[2] >a[3] then

begin t:=a [2] ;a[2] :=a[3];a[3] :=tend;
end;

begin

readln (N) ;

for i:=1 to N do read (a [i]) ;

if N=3 then sort3;

for i:=1 to N do write (a [i]) ;

writeln

end.
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2.1.1. ISrinkimo (selection) algoritmas
Vienas i§ paprasCiausiy raSiavimo algoritmy - iSrinkimo vadovaujasi principu: minimaly
elementa reikia raSyti | pirma duomenuy sekos vieta. Po to ta pati principa reikia taikyti posekiui be

pirmojo elemento, ir t.t. Programa, realizuojanti §i algoritma:

procedure selection;
var i,j,min, t: integer ;

begin
for i:=1 to N -1 do
begin
min =i ;
for j :=i+1 to N do
if a [j]<a [min] then min :=j ;
t:=a [min]; a [min]:=a [i]:=t
end;
end;

Nors Sis algoritmas priklauso "brutalios jégos" algoritmams, jis daznai naudojamas labai
ilgiems jrasams su trumpais laukais rusiuoti. Ta salygoja $io algoritmo ypatybé, kad kiekvienas i
elementy bus perkeltas i kita vieta ne daugiau kaip viena karta.

Pagrindinés algoritmo darbo operacijos - tai duomeny lyginimas ir keitimas vietomis.
Vertinant algoritmo efektyvuma, nesunku jrodyti, kad jis naudoja apytikriai N°/2 lyginimy ir N
keitimuy.

2.1.2. Jterpimo algoritmas

[terpimo algoritmas yra beveik toks pat paprastas kaip ir iSrinkimo, bet labiau lankstus.
Pradedant nuo pirmojo, kiekvienas sekos elementas x; yra lyginamas su pries ji esanciu, ir, jei ju
tvarka netinkama, sukeiCiami vietomis. Jei toks keitimas jvyko, lyginama pora (x;;, X;), ir t.t.
Lyginimy serija nutraukiama, jei kurios nors poros elementy sukeisti vietomis nereikia. Si
algoritma realizuoja tokia programa:

procedure insertion;
var i,j,v:integer;

begin
for 1:=2 to N do
begin
v:=a[i]; j:=1;
while a[j-1]>v do
begin a[j]:=a[j-1]; j:=j-1 end;
a[j]:==v
end
end;

Sis algoritmas gerai Zzinomas bridzo Zaidimo mégéjams - taip jie rusiuoja turimas kortas.
Taikomuoju pozilriu jis labiau tinkamas situacijai, kai duomeny keitimo vietomis operacija yra
lengvai vykdoma. Programuojant §j algoritma, reikia parinkti tinkama bazing duomeny strukttra
(masyvas ¢ia maziau tinka). Naudojant sarasus, tikslinga i juos {vesti ir signalinj Zymenj (Sentinel),
tai Zymiai palengvina programos konstravima.
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Pagrindinés algoritmo operacijos yra tokios pat, kaip ir ankstesnio. [terpimo algoritmas
laukiamu atveju naudoja apytikriai N’/4 lyginimy ir N°/8 keitimy vietomis ir dvigubai daugiau
operacijy blogiausiu atveju. [terpimo metodas yra tiesinis beveik surii§iuotiems duomenims.

2.1.3. Burbulo algoritmas

Sio algoritmo idéja - nuosekliai i§ desinés i kaire perzidirint gretimy elementy poras ir jei
reikia, elementus sukei¢iant vietomis, | sekos pradZia perkelti maZesnius elementus. Taip elgiantis,
mazesni elementai pasislenka | duomeny sekos pradZia, o pirmoje sekos vietoje atsiduria
maziausias elementas. Po to galima pritaikyti ta pat{ principa duomeny posekiui be pirmojo
elemento, ir t.t. Tai panasSu { virimo procesa, kai oro burbuliukai kyla i pavirSiy - i§ Cia kilgs
algoritmo pavadinimas. Algoritma realizuoja tokia programa:

procedure bubble;

var i,j,t: integer;
begin

for i:=N downto 1 do

for j:=2 to i do

if a[j-1]>a[j] then

begin t:=a[j-1]; a[j-1]:=a[j]; a[j]:=t end
end;

Burbuliuko algoritmas apytikriai naudoja N°/2 lyginimy ir N°/2 keitimy vietomis ir
laukiamu, ir blogiausiu atvejais.

N¢é vienam i$ triju pateikty algoritmy nereikia papildomos arba tarpinés atminties. Tolesnis
algoritmy darbo arba ju tinkamumo vienai ar kitai situacijai vertinimas turi apimti lyginimo ir
keitimo vietomis operaciju "kaing" ir juy santyki. Operacijy vykdymo laikas akivaizdziai priklauso
nuo jrasy ilgio, lauky, pagal kuriuos riiSiuojama, santykio, irasy ilgiu santykio ir pan. Jei Sie
faktoriai napalankts, galima keisti algoritmu realizacija. Pavyzdziui, raiSiuojant ilgus jrasus,
galima jvesti papildoma irasy nuorody masyva ar saraSa ir lyginimo atveju manipuliuoti Sio
masyvo reikSmémis. Taip galima pasiekti, kad bet kuris i§ jau nagrinéty algoritmy naudos tik N
irasy keitimy vietomis. Pavyzdziui, iterpimo algoritmas $iuo atveju biity programuojamas taip:

procedure insertion;
var 1,),v: integer;
begin
for i:=1 to N do p[i]:=i;
for i:=2 to N do
begin
vi=p[i]; j:=i;
while a[p[j-1]]>a[v] do
begin p[j]:=p[j-1]; j:=j-1 end;
pil=v
end
end;

Po to, kai nuorodu masyvas surtiSiuotas, reikia spresti jrasu keitimo vietomis problema.
Optimaliai tai galima daryti fiksuojant vietas, kur koks irasas turi buti:

procedure insitu;
var 1,),k,t: integer;
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begin
for i:=1 to N do
if p[i]<>i then
begin t:=a[i]; k:=1;
repeat j:=k; a[j]:==a[p[j]];
k:=p[j]; p[j]:=J;
until k=i;
afj]:=t
end;
end.

2.1.4. Kevalo (shellsort) algoritmas

ISvardyti algoritmai yra universallis ta prasme, kad nekreipia démesio { duomeny sekos
ypatumus. Taciau jei Sie ypatumai yra zinomi, algoritmus galima pertvarkyti taip, kad jie dirbty
efektyviau. Kevalo algoritmas yra nesudétinga iterpimo metodo modifikacija. Duomenu seka
interpretuojama kaip h surGiSivota, t.y. imant nuo bet kurios vietos kiekviena h-aji elementa
gaunamas surtsiuotas posekis. Skaiciy h keiciant pagal koki nors désni, pvz., h:= 3*h + 1, kevalo
algoritmas visiskai apibréztas, jo realizavimas pateikiamas programoje:

procedure shellsort;
label O;
var 1,j,h,v: integer;
begin
h:=1; repeat h:=3*h+1 until h>N;
repeat
h:=h div 3;
for i:=h+1 to N do
begin
vi=a[1]; J:=1;
while a[j-h]>v do
begin
a[j]:=a[j-h]; j:=j-h;
if j =<h then goto 0
end;
0:a[j]:==v
end
until h=1;
end;

Sio algoritmo darbo efektyvumas priklauso nuo skaigiaus h kitimo désnio parinkimo ir nuo
duomeny sekos. Algoritmo sudétinguma atskleidzia toks teiginys, kuri sunku matematiskai jrodyti:

Kevalo algoritmas naudoja ne daugiau kaip N7 lyginimy (esant h kitimo désniui 1, 4, 13,
40, 121, ...).

Kitas geras $io metodo ypatumas - ji lengva programuoti netgi sudétingesniems duomenims.
Todeél jis daznai aptinkamas {vairiuose taikymuose.

2.1.5. Pasiskirstymo skaic¢iavimas

Labai paprasta rasiuoti specifingje situacijoje, kai skaiciai keiciasi nuo 1 iki N, belieka
duomenis perkelti | vietas, kuriy numeriai lygis ju reikSméms:
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for i:= 1 to N do t[a[1]]:= a[i];

Jei turima N skaiciy, kurie yra intervale nuo 1 iki M, raiSiuoti galima irgi panasiu budu, tik
reikia zinoti, kiek karty kiekvienas skaiCius sekoje pasikartoja. Kai M néra labai didelis, seka
galima pereiti du kartus, pirma karta apskaic¢iuojant elementy pasikartojimus sekoje, o antra karta
perkeliant tuos elementus i jiems priklausanéias vietas. Sitokj algoritma realizuoja programa:

for j:=0 to M-1 do count[j]:=0;
for i:=1 to N do
count[a[i]]:=count[a[i]]+1;
for j:=1 to M-1 do
count[j]:=count[j-1]+count[j];
for i:=N downto 1 do
begin
b[count[a[i]]]:=a[i];
count[a[i]]:=count[a[i]]-1
end;
for i:=1 to N do a[i]:=b[i];

2.2 Greito rusiavimo algoritmas

Sis metodas, angliskai vadinamas quicksort, pasitilytas C. A. R. Hoare 1962-ais metais. Jis
yra labai paplites ir aptinkamas daugelyje taikymu. Algoritmo realizavimo paprastumas ir
efektyvus atminties naudojimas salygojo jo populiaruma. Algoritmo teigiamos savybés:

* papildoma atmintis beveik nenaudojama;
e algoritmo sudétingumas yra O(NlogN) laukiamu atveju;
» algoritmo realizavime gali biiti apibrézti labai trumpi vidiniai ciklai.

Algoritmo neigiamos savybes:

» algoritmas rekursyvus, todél diegimas komplikuotas, kai néra rekursijos mechanizmo;
e algoritmo sudétingumas yra O(N2) blogiausiu atveju;
» algoritmas labai jautrus programavimo klaidoms.

Quicksort remiasi paradigma "skaldyk ir valdyk". Pagrindiné idéja - i$skaidzius duomeny
seka 1 dvi dalis taip, kad vienoje 18 ju visi elementai biity mazesni uz kitos dalies elementus, toliau
Sias dvi dalis galima rasiuoti nepriklausomai viena nuo kitos. Todé¢l parinkus elementa, kuris
galima sakyti, jau yra savo vietoje ir naudotinas kaip slenkstis, galima toliau skaidyti seka { dvi
dalis tokio elemento atzvilgiu. Tai daro partition procediira $ioje scheminéje programoje:

procedure quicksort(j,r:integer);
var i;
begin
if >1 then
begin
i:=partition(l,r)
quicksort(l,i-1);
quicksort(i+1,r);
end
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end;

Parametrai 1 ir r rodo, kuri sekos dalis Siuo metu yra rii§iuojama, parametras i rodo
slenkstinio elemento numerj. Kruopsc€iai iSanalizavus reikalingus veiksmus, algoritma, galima
vykdyti gan tobulai, pvz., suradus kairéje sekos puséje elementa, kuris didesnis uz slenkstj ir kurj
reikia perkelti { deSing pusg, galima prie§ tai dar surasti elementa deSingje, kuris mazesnis uz
slenkstj, ir tik tada abu $iuos elementus sukeisti vietomis - taip yra taupomi veiksmai ir atmintis.
Realizavus partition procediira ir tik ka aprasyta principa, algoritmo tekstas bty toks:

procedure quicksort (1,r: integer);
var v,t,1,j: integer;
begin
if >1 then
begin
v:=a[r]; i:=1-1; j:=r;
repeat
repeat i:=1+1 until a[1]=>v;
repeat j:=j-1 until a[j]=<v;
t:=a[1]; a[1]:=a[j]; a[j]:=t;
until j=<i;
a[j]:=ali]; a[i]:=a[r]; a[r]:=t;
quicksort (Li-1);
quicksort (i+1,r)
end
end;

Aisku, $is algoritmas yra nestabilus, jis gali ne tik keisti lygiy elementy tvarka, bet ir juos
déstyti skirtingose vietose. Jis taip pat nestabilus partition procediros atzvilgiu. Algoritmo
efektyvumo ypatumus salygoja tokie faktoriai:

* rekursijos eliminavimas (reikia turéti omenyje, kad bitina kruopsciai valdyti algoritmo
vykdymo eiga ir i§ anksto numatyti nepalankiy arba i$sigimusiy seky atvejus):

procedure quicksort;
var t,i,Lr: integer;
begin
1:=1; r:=N; stackinit;
push(l); push(r);
repeat
if >1 then
begin
i:=partition(l,r);
if (i-1)>(r-i)
then begin push(l); push(i-1); l:=i+1 end
else begin push(i+1); push(r); r:=i-1 end;
end
else
begin r:=pop; 1:=pop end;
until stackempty;
end;
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* trumpi posekiai - kai reikia risiuoti trumpa posekj, tarkime, toki, kad r - 1 =<M, tikslinga
naudoti koki nors tiesiogini metoda, pvz., iterpima, ribinj skaic¢iy M parenkant tokj, kokio
reikia;

* slenksc¢io parinkimas - $i problema irgi svarbi greito rii§iavimo algoritme; dazniausiai Cia
naudojamas arba didesnio i§ pirmyjy dvieju nesutampanciy sekos elementy principas, kaip
apraSyta anksciau, arba vadinamasis medianos i$ triju elementy principas.

2.2.1. Greito riiSiavimo algoritmo taikymas elementams iSrinkti

Pagrindiné algoritmo idéja gali biiti panaudota ne vien duomenims rasiuoti. Labai daznas
toks uzdavinys: i§ skaiciy sekos iSrinkti k maziausiy. Kitas pavyzdys - medianos apskai¢iavimas.
Sitokius ir panasius uzdavinius (daznai minimus ranginés statistikos vardu), aisku, galima spresti
risiuojant turima skaiciy seka. Taciau tai yra neefektyvu. Kitoks galimas sprendimo biidas -
parinkti tinkama elementa ir pritaikius partition procedira, suskaidyti seka i dvi dalis, i§ kuriy
vienoje yra k mazesniy uz parinkta elementy, o kitoje yra (N-k) didesniy. Atitinkama programa
bty tokia:

procedure select(l,r,k: integer);
var i;
begin
if r>1 then
begin i:=partition(l,r);
if i>1+k-1 then select(l,i-1,k);
if i<l+k-1 then select(i+1,r,k-1);
end
end;

Kadangi $i procediira iSkviecia save tik vieng karta, ji i§ esmés néra rekursyvi ir eliminuoti
rekursija néra sudétinga. Tam nebiitina naudoti netgi steko, nes procediira, grizdama vél | savo
pradzia, atnaujina parametry reik§mes. Be to, galime sumazinti skai¢iavimy kieki, jei parinkdami
slenkstj naudosime skaiciy k:

procedure select(k: integer);
var v,t,i,,1,r: integer;
begin
l:=1; r:=N;
while r>1 do
begin
v:=a[r]; i:=1-1; j:=r;
repeat
repeat 1:=1+1 until a[1]=>v;
repeat j:=j-1 until a[j]=<v;
t:=a[i]; a[1]:=a[j]; a[j]:=t;
until j=<i;
alj]:=alil; ali]:=alr]; a[r]:=t;
if i=>k then r :=i-1;
if i=<k then l:=i+1;
end;
end;

2.2.2. Greito riiSiavimo algoritmo sudétingumas

30



Duomeny struktiiros ir algoritmai

Intuityviai aiSku, kad efektyviausiai Quicksort algoritmas veikia, kai slenksciai skaido
duomenis i dvi dalis po lygiai. Siuo atveju labai paprasta teigti, kad algoritmo sudétingumas yra
O(NlogN), o lyginimo operaciju yra naudojama apie 2Nlog,N. Galima teigti, nors jrodyti yra
sudétingiau, kad ir laukiamu atveju galioja tokie jvertinimai [3].

[ trumpus posekius, rekursijos eliminavimg ir slenkscio parinkima démesys buvo atkreiptas
ne veltui, nes §iy ypatybiy tinkamas realizavimas gali pagreitinti Quicksort laikg apie 25 - 30%.

Elementy iSrinkimo sudétingumas taikant Quicksort metoda laukiamu atveju yra tiesinis [3].

2.3. Skaitmeninis rusiavimas (radixsort)

RiiSiuojami duomenys daznai yra sudétingi, pvz., {raSai duomeny bazese, ar telefony sarasai,
ar bibliotekiniai katalogai. Apie $iy iraSy lauky reikSmes nieko apibrézto negalima pasakyti. Tada
galima tik i8skirti dvi pagrindines operacijas - lyginimo ir keitimo vietomis - ir jy atzvilgiu vertinti
viena ar kita riSiavimo algoritma. Taip buvo elgiamasi iki Siol. Jei apie jrasy ar lauky reikSmes
galima pasakyti ka nors papildomo, $ig informacija tikslinga panaudoti rtiSiavimo procediroms.
Siame skyriuje bus nagrinéjami algoritmai, kai duomeny reik§més yra skaitmeninés ir priklauso
kokiam nors skaitiniam intervalui ar i$siskiria panasiomis savybémis.

Skaitmeninio riSiavimo algoritmuose duomeny reikSmeés interpretuojamos kaip skaiciai M-
ain¢je skaiCiavimo sistemoje. Priklausomai nuo reik§miy i-oje pozicijoje skai€iai gali buti
suskirstyti 1 M grupiy, po to kiekviena i§ Siy grupiy gali buti lygiai taip pat suskirstyta | M
pogrupiy, priklausomai nuo reikSmiy j-oje pozicijoje, ir t.t.. [vedus vienokj ar kitokj poziciju
parinkimo désnj, gaunami iSsamiai apibrézti skaitmeninio risiavimo algoritmai.

Cia bus nagrinéjami algoritmai esant M = 2 (turint omenyje kompiutering realizacija), o
pozicijos keisis pereinant nuo i prie i+1 arba i-1 arba jas grupuojant po dvi ir pan. Sioje situacijoje,
programuojant skaitmeninio rii§iavimo algoritmus, tikslinga turéti funkcijas tiesioginiam darbui su
bitais. Standartinis Paskalis tokiy galimybiy neturi, nors daugelio dabartiniy Paskalio realizacijy
darbo su bitais funkcijos vienaip ar kitaip yra realizuotos. UzraSant algoritmus, programavimo
kalbos tekste bus naudojama funkcija: function bits (x, k, j: integer): integer. Ji apibrézia
dvejetaini skaiciy, kuri sudaro j bity, paimty i skaiciaus x dvejetainés iSraiskos, praleidus k bity i§
desinés. Si funkcija ekvivalenti tokiai Paskalio instrukcijai: x (div 2*) mod 2'.

Reikia pastebéti, kad taikant skaitmeninj ruSiavima skaiCiai turi bati ne tokie jau mazi. Jei
skaiCiai nedideli ir kiekviena juy sudaro ne daugiau kaip b bity, naudojant pasiskirstymo
skaiCiavimo algoritma duomenis galima ruSiuoti taip, kad riiSiavimo laikas tiesiSkai priklausyty
nuo duomeny kiekio. Belieka tik atmintyje isskirti 2° dydzio lentele, kad b bity ilgio skaiciais
galima biity laisvai disponuoti.

DaZniausiai naudojamos dvi skaitmeninio risiavimo procediiros: skaitmeninio keitimo
(radix exchange sort) ir tiesioginio skaitmeninio rusiavimo (straight radix sort), besiskirian¢ios
apdorojamy bity tvarka. Pirmasis metodas pagristas leksikografine tvarka ir bity pozicijas
numeruoja 1§ kairés | deSing. Tai reiSkia, kad skai¢iai, prasidedantys dvejetainiu nuliu,
risiuojamoje sekoje pasirodys anksc¢iau negu skaiciai, prasidedantys dvejetainiu vienetu. Kai reikia
dvejetaines pozicijas analizuoti ir skai¢ius keisti vietomis, procediira galima taikyti, panaSiai kaip
Quicksort algoritme:

procedure radixexchange(l,r,b: integer);
var t,i,j: integer;
begin
if (r>1) and (b=>0) then
begin i:=l; j:=r;
repeat
while (bits(a[i],b,1)=0) and (i<j) do i:=i+1;
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while (bits(a[i],b,1)=1) and (i<j) do j:=j -1;
t:=ai]; a[i]:=a[j]; a[j]:=t;
until j=i;
if bits(a[r],b,1)=0 then j:=j+1;
radixexchange(l,j-1,b-1);
radixexchange(Lr,b-1);
end

end;

Tiesioginio skaitmeninio rusiavimo metodas, skirtingai nuo skaitmeninio keitimo algoritmo,
analizuoja bitus 1§ deSinés i kaire. Jis 1§ pradziy risiuoja duomenis pagal deSiniausia pozicija, po to
pagal pries tai esancia pozicija, po to dar pries tai ir t.t. Elementams, kuriy bitai j-1 pozicijoje
sutampa, $is metodas nekeicia tarpusavio tvarkos, t.y. jis yra stabilus. Labai pana$iai elgdavosi
senos skaic¢iavimo masinos, riSiuodamos perfokortas:

procedure straightradix;
var i,j,pass:integer;
count:array[0..M]of integer;
begin
for pass:=0 to (w div m)-1 do
begin
for j:=0 to M-1 do count[j]:=0;
for i:=1 to N do
count[bits(a[1],pass*m,m)]:=count[bits(a[i],pass*m,m)]+1;
for j:=1 to M-1 do
count[j]:=count[j-1]+count[j];
for i:=N downto 1 do
begin
b[count[bits(a[i],pass*m,m)]]:=a[i];
count[bits(a[i],pass*m,m)]:=count[bits(a[i],pass*m,m)]-1;
end;
for i:=1 to N do a[i]:=b[i];
end;
end;

Abieju skaitmeninio rusiavimo algoritmy savybés:

Radixexchange metodas naudoja apie NIgN bity lyginimy.

Abu skaitmeniniai metodai, ruSiuodami N skaiciy, kuriy kiekvienas yra b bity ilgio naudoja
maziau negu Nb bity lyginimy.

3. Tiesioginis metodas riiSiuoja N skaiciy, kuriy kiekvienas b bity ilgio, kartodamas algoritma
b/m Kkarty (jei iSskiriama papildoma atmintis 2™ skaitliukiy saugoti, o taip pat buferis
pertvarkyti faila).

N —

2.4 Prioritetinés eilés (priority queues)

Daugelio taikymy duomenis tenka riiSiuoti tik i$ dalies, nes pilnas riiSiavimas néra biitinas,
arba kartais tenka raiSiuoti tik duomenu poaibius. Pavyzdziui, duomeny bazése daznai tenka
sukaupti tam tikra kieki duomenu, i$ jy iSrinkti didziausia (maziausia), po to vél papildomai kaupti
aibe duomenuy, i3 jy vél iSrinkti didZiausia, ir t.t. Sias operacijas atitinkan¢iai duomeny struktiirai

32



Duomeny struktiiros ir algoritmai

netinka naudoti eilés ar steko, ar kitos iki §iol nagrinétos duomeny struktiiros. Zemiau nagrinéjama
duomeny struktiira yra geriau pritaikyta tokiai situacijai.
Duomeny strukttra, vadinama prioritetine eile, pritaikyta operacijoms:

e inicializuoti aibe i§ N elementuy;

» konstruoti i§ aibés prioriteting eilg (construct);

* jterpti nauja elementa (insert);

* iSmesti didziausia elementa (remove);

» pakeisti didZiausia elementa nauju, jei $is néra didZiausias (replace);
» pakeisti elemento prioriteta (change);

* iSmesti bet kurj nurodyta elementa (delete);

* sujungti dvi prioritetines eiles | viena (join).

Sios operacijos néra tiksliai apibréztos. Formalizuojant situacija, reikia jas patikslinti.
Pirmiausia, jei aib¢je yra kelios didziausios reikSmés, imama bet kuri i§ ju. Antra, operacija
"pakeisti didziausia elementa nauju" yra beveik ekvivalenti operacijoms "jterpti" ir "iSmesti", o
skirtumas tarp ju yra toks: naudojant dvi operacijas, prioritetiné eil¢ laikinai padidéja vienu
elementu. Trecia, operacija "sujungti" kelia tam tikrus reikalavimus duomeny saugojimo atmintyje
struktiirai. Taikymuose panasiai reikia analizuoti ir kitas duomeny struktiros operacijas. Reikia
turéti omenyje, kad prioritetinéms eiléms, nors ir turin¢ioms detaly formalizuota aprasyma,
skirtingos DS realizacijos salygoja skirtingus algoritmy darbo rezultatus. Taciau $is realizacijos
faktorius yra vienintelis, dalyvaujantis duomeny struktiiros apibrézimo kontekste.

Prioritetiniy eiliy struktiiros nagrinéjimas pradedamas nuo elementarios realizacijos
(nesutvarkyto saraso), kai programuojamos pagrindinés operacijos naudojant masyva:

procedure insert(v:integer);
begin
N:=N+1; a[N]:=v;
end;
function remove:integer;
var j,max: integer;
begin
max:=1;
for j:=2 to N do
if a[j]>a[max] then max:=j;
remove:=a[max];
a[max]:=a[N]; N:=N-1;
end;

Sitaip programuojant, skirtingy operaciju vykdymo laikas gali labai skirtis, operacija insert
visada vykdoma per fiksuota laika, o operacijos remove ar delete savo ruoztu gali pareikalauti
perrinkti visus masyvo elementus.

Kai prioritetiné eilé programuojama naudojant sutvarkyta sarasa, operacijy atlikimo laikas i$
esmes keiciasi - dabar jau operacijoms insert ar delete reikia laiko, proporcingo logN, o operacijai
remove - fiksuoto laiko.

Kai programuojant prioriteting eile masyvas kei¢iamas tiesiniu sarasu, operaciju vykdymo
laikas i§ esmés nesikeicia, nepriklauso nuo to, ar tiesinj sarasa interpretuosime kaip sutvarkyta ar
nesutvarkyta sarasa, operaciju sudétingumo analizé bus tokia pat. Pastebésime tik, kad operacijos
delete ir join atlickamos per pastovy laika.

2.4.1. Duomeny struktiira heap

33



Duomeny struktiiros ir algoritmai

Viena i$ tinkamy duomeny struktiiry, garantuojanciu efektyvu prioritetinés eilés operacijuy
vykdyma, yra vadinamoji heap struktiira (kartais vadinama piramidés metodu). Heap struktiira - tai
pilnas dvejetainis medis, realizuotas naudojant masyva, kuriame nuorodos nukreiptos i§ tévo
vir§tinés { stinus. Medis turi buti sutvarkytas pagal lygius, t.y. kiekvienai virSiinei patenkinama
"heap" salyga:

tévo reikSmés turi biiti didesnés uz jo vaiky reikSmes.

IS ¢ia iSplaukia, kad didziausias aibés elementas turi biiti medzio Saknyje. Kadangi medis
pilnas, nesunku apskaiciuoti tévy ar siiny vietas masyve: jei tévas yra j-oje masyvo vietoje, jo
stints bus 2j-oje ir (2j+1)-oje masyvo vietose. Todél nereikia naudoti jokiy specialiy nuorody, o
pereinant nuo tévo prie stinaus ar atvirksciai, pakanka padauginti atitinkama indeksa i 2 (ir gal bt
pridéti 1) arba atitinkamai atlikti div 2 operacija. Realizuojant prioritetinés eilés operacijas Sioje
struktiiroje, reikés vaik$Gioti medzio $akomis. Saky didZziausias ilgis yra logN, todél visos
prioritetinés eilés operacijos, i8skyrus join, bus logN sudétingumo. Pavadinimo heap sinonimas -
masyvas, turintis dalinai sutvarkyto medzio savybg.

2.4.2. Operacijos su heap struktiira

Visos prioritetinés eilés operacijos, realizuojamos heap struktiiroje, paprastai atlickamos
taip:

* masyve apibréziama vieta, nuo kurios pradedama operacija, pvz., naujas elementas visada
iterpiamas i fiksuota (dazniausiai paskuting) vieta masyve;

* {terptas elementas (ar elementas, esantis parinktoje vietoje) automatiskai interpretuojamas kaip
tam tikros virSunés stinus;

» Sakoje nuo jterpto elemento iki Saknies yra tikrinama heap savybé;

» jei elementy reikSmés neatitinka heap salygos, jie kei¢iami vietomis.

Programuojant heap struktiira, atmintyje reikia apibrézti masyva ir dar viena kintamajj,
kuriame bus fiksuojama operacijos pradzios vieta (8i kintamaji Zymésime raide N). Pavyzdziui,
operacija insert bus realizuojama taip: nauja elementa jterpiame masyve i N+1 vieta, o po to
Sakoje tarp Sios vietos ir Saknies (t.y. masyvo pirmo elemento) tikriname heap savybe, ir, jei reikia,
elementus kei¢iame vietomis. Sitokioje aplinkoje pastoviai bus naudojama operacija, kuri ieskos
tévo virSiinés, ir kuria tikslinga programuoti kaip atskira procediira:

procedure upheap(k:integer);
var v:integer;
begin
v:=a[k]; a[0]:=maxint;
while a[k div 2]=<v do
begin a[k]:=a[k div 2]; k:=k div 2 end,;
a[k]:=v
end;

Iterpimo operacijos programa atrodys taip:

procedure insert(v:integer);
begin
N:=N+1; a[N]:=v;
upheap(N)
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end;

Prioritetinés eilés operacija replace gali biiti realizuota taip: nauja elementa raSome | medzio
Sakni, (pirma elementa masyve), po to stumiame ta elementa Zemyn viena ir kita medzio Saka tol,
kol jis atsiduria savo vietoje. Saka, kuria reikia parinkti stumiant elementa Zemyn, salygoja
didesnysis virSiinés stinus.

Operacija remove atliekama labai panasiai: | medzio Saknies vieta raSomas N-asis masyvo
elementas, po to jis stumiamas zemyn, panaSiai kaip operacijoje replace tol, kol atsistos | savo
vieta. Abi §ios operacijos naudoja vir§iinés stinaus radimo procedira:

procedure downheap(k:integer);
label O;
var i,j,v:integer;
begin
v:=a[K];
while k=<N div 2 do
begin
j:=k+k;
if j<N then if a[j]<a[j+1] then j:=j+1;
if v>a[j] then goto 0;
alk]:=a[j]; k:=j;
end;
0: alk]:=v
end;

Tada operacijos replace ir remove operacijos bus programuojamos taip:

function replace(v:integer):integer;
begin

a[0]:=v;

downheap(0);

replace:=a[0];
end;

function remove:integer;

begin
remove:=a[1];
a[1]:=a[N]; N:=N-1;
downheap(1);

end;

Visy triju prioritetinés eilés operacijy sudétingumas bus toks:
» Jei aibéje yra N elementy, Sioms operacijoms atlikti reikés maziau negu 2logN lyginimuy.
2.4.3. Heapsort algoritmas
Naudojant iSvardytas prioritetinés eilés operacijas, galima jvesti ir realizuoti nauja riiSiavimo
algoritma (vadinamaji heapsort): duomeny aibei sudaryti heap struktira, po to spausdinti

elementa, iSmetama remove operacijos metu, ir taip elgtis tol, kol aibé nebus tuscia. Visi iSmetami
elementai iSsirikiuos mazéjancia tvarka. Formaliai uzraSytas algoritmas bus toks:
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N:=0;
for k:=1 to M do insert (a[k]);
for k:== M downto 1 do a[k]:= remove;

Siam algoritmui nereikia papildomos atminties, jo sudétingumas bus MlogM. Aisku,
anksCiau paraSytos programos tekstas formaliai neatitinka duomenu tipy taisykliy, nes tas pats
kintamasis interpretuojamas ir kaip masyvo, ir kaip heap elementas, taciau $itoks uzraSymas labai
vaizdus. Realiai programuojant, programos teksta reikia raSyti vientisa, vengiant procediiry
bereikalingy iskvietimy.

Truputi geriau (logiSkiau) konstruoti heap struktiira i§ apacios | virSu. Tada algoritmas biity
programuojamas taip:

procedure heapsort;
var k,t:integer;
begin
N:=M;
for k:=M div 2 downto 1 do downheap(k);
repeat
t:=a[1]; a[1]:=a[N]; a[N]:=t;
N:=N-1; downheap(1)
until N=<1;
end;

Tokio algoritmo realizavimo sudétingumas bus toks:

» heap struktiira bus sudaroma per tiesinj laika;
* heapsort algoritmui reikés maziau negu 2MIgM lyginimuy.

2.4.4. Netiesioginé heap duomeny struktiira

Daugelyje taikomyju uzdaviniy nepageidautina jrasus kilnoti i§ vienos vietos i kita, taciau
juos rasiuoti vis tiek reikia. Heapsort algoritmas gali biiti efektyviai pritaikytas ir tokiai aplinkai.
Vietoje rusiuojamy masyvo a jrasy galima operuoti su jo indeksu masyvu p, apibréziant ji taip,
kad elementas a[p[k]] nurodo i heap struktiiros k-aji elementa. Dél pilnumo reikia jvesti kita
masyva (, kuriame biity laikomos nuorodos | vieta, kuria heap struktiiroje uzima k-asis masyvo a
elementas. Naudojant $iuos masyvus, heap struktiirg galima sudaryti taip:

procedure pgconstruct;
var k:integer;
begin
N:=M;
for k:=1 to N do
begin p[k]:=k; q[k]:=k end;
for k:=M div 2 downto 1 do pgdownheap(k);
end;

Programuojant netiesiogini heap algoritma, reikia modifikuoti tik tas ankstesnés programos
vietas, kur kreipiamasi i masyvo q elementus, pakeiiant juos atitinkamomis masyvo p
reikSmémis:

procedure pgdownheap(k:integer);
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label O;

var j,v:integer;

begin
v:=p[k];
while k=<N div 2 do
begin
Ji=k+k;
if j<N then if a[p[j]]<a[p[j+1]] then j:=j+1;
if a[v]=>a[p[j]] then goto O;
plk]=p[jl; alplil]:=k; k:=j;
end;

0:  plk]=v; q[v]:=k

end;

Kitos netiesioginés heap duomeny struktiiros operacijos - pginsert, pgremove, ir t.t., - gali
buti panasSiai apraSytos. Jei masyvo p reikSmés yra nuorodos i atskirai saugomus jrasus, o ne i
masyvo a elementus, kaip ka tik nagrinétoje situacijoje, programuojant didesnis démesys turi biiti
kreipiamas { masyvo q sudaryma ir manipuliavima jo elementais.

Cia nagrinétos prioritetiniy eiliy realizacijos neapémé operacijos join. Heap struktiira yra per
daug nelanksti ir per griezta, kad leisty realizuoti operacija join logaritminiame laike kaip kitas
prioritetiniy eiliy operacijas. Tam sukurtos kitos detalesnés ir lankstesnés struktiiros, tinkamos
visoms prioritetiniy eiliy operacijoms. Jos gali biti naudojamos ne vien tik operacijos join, bet ir
kitais atvejais, pvz., kai duomenis reikia laikyti ne viename vientisame masyve, bet keliuose
atskiruose, logiskai susietuose i vieng aibg. Tokios struktiiros taip pat padeda laikytis principo, kad
visas operacijas turime atlikti pagal vieninga metodika ir jos turi biiti vienodo sudétingumo (pvz.,
logaritminis laikas).

2.4.5. Aibés duomeny struktiira

Su ka tik nagrinéta duomeny struktiira heap yra susijusi aibés duomeny struktira, t.y.
duomenys, kuriems btidingos tokios operacijos:

* inicializuoti aibg S (iSskirti vieta atmintyje ir parinkti déstymo metoda joje);

* memberof (x, S) - funkcija, kuri patikrina ar elementas x priklauso aibei S;

* insert (x, S) - iterpti elementa x | aibg S;

* delete (x, S) - pasalinti elementa x i$ aibés S;

e join(S1, S2, S3) - sujungti dvi aibes S1 ir S2 | viena S3;

» find (x) - rasti aibg, kurioje yra elementas x;

» disjoin (x, S) - aibe S iSskaidyti i dvi aibes, i§ kuriy vienoje yra visi elementai, mazesni ar
lygiis x, o kitoje - didesni uz x (aibé S tiesiskai sutvarkyta);

e min (S) - rasti minimaly aibés S elementa.

Operacijoms su aibémis taip pat priklauso aibiy sajunga, aibiy sankirta, aibiy skirtumas ir
aibiy simetrinis skirtumas (operacijos, gerai zinomos matematikoje). Jos nagrin¢jamos reciau. Dvi
aibés yra atskirtos (disjoined), jei jos neturi bendry elementy. Daugeli praktikoje aptinkamy
uzdaviniy galima suformuluoti taip, kad jie buty sprendziami vykdant vienokiy ar kitokiy
operacijuy su aibémis sekas. Ypac tai pasakytina apie atskirtas aibes. [vairiose operacijose su jomis
kiekvienai i§ atskirty aibiy gali atstovauti vienas elementas, pvz., minimalus (jei aibé sutvarkyta),
o tai daznai biina paranku kompiuteriniam algoritmui, nes mazina reikalingos atminties kiekj ir
operacijy atlikimo sudétinguma.
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Aibiy elementai kompiuterio atmintyje déstomi ivairiais biidais. Vienas i§ ju - kiekvienai
aibei i$skirti po tiesini sarasa. Kiti galimi biidai - déstyti masyvuose ar medziuose. Kiekvienas i$ ju
turi savy privalumy ir trikumy. Toliau skyrelyje heapsort algoritmas bus pateiktas ir realizuotas,
naudojant aibés duomeny strukttiros operacijas.

2.4.6. Aibinis heapsort algoritmas

Turime aibe S, kurios elementus reikia sutvarkyti didé¢jancia tvarka. Aibés S elementams
raSyti kompiuterio atmintyje naudosime tiesini sarasa L. Tada heapsort algoritmas gali biti
suformuluotas taip:

for x on list L do
insert (X,S);
while not empty(S) do
begin
y:=min (S);
writeln(y);
delete (y,S)
end

Kad buty patogiau manipuliuoti tiesinio saraSo elementais, tarkime, kad jis iSdéstytas
masyve A. Tada heap savybés tikrinamos taip:

procedure pushdown (first, last: integer);
var r: integer;
begin
r:=first;
while r=<last div 2 do
if r=last div 2 then begin
if A[r].key>A[2*r].key then
swap(A[r],A[2*r]); r:=last
end else
if A[r].key>A[2*r].key and A[2*r].key=<A[2*r+1].key
then begin
swap(A[r,A[2*r]); r:=2%r
end else
if A[r].key>A[2*r+1].key and A[2*r+1].key<A[2*r].key
then begin
swap(A[r],A[2*r+1]); r:=2%*r+1
end else r:=last
end;

Pilna heapsort programa bty tokia:

procedure heapsort;
var 1: integer;
begin

for 1:=n div 2 downto 1 do

pushdown(i,n);

for 1:=n downto 2

begin swap(A[1],A[i]);

pushdown(1,i-1)
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end
end;

2.5 Salajos rusiavimas (mergesort)

Labai daznai apdorojant duomenis reikia i gan didelj suriiSiuota faila iterpti tam tikra kieki
naujy duomenuy, po to ji vél suriiSiuoti. Galima elgtis dvejopai: i$ pradziy duomenis ijterpti i faila,
0 po to rusiuoti, arba atvirksciai, i§ pradziy duomenis sur@iSiuoti, o po to abu failus sulieti. Biitent
pastaraji metoda ir nagrinésime.

Salajos (merge) procesas sujungia dvi arba kelias duomeny aibes i vieng ir tam tikra prasme
yra priesingas i$rinkimo (selection) operacijai. Siame skyriuje nagrinésime algoritmus, kai liejami
du failai. Jei jie jau surii§iuoti, nesunku sugalvoti procediira, kuri per tiesini laika, t.y. po viena
karta nuskaitydama kiekviena abieju faily elementa, sukurty nauja surtiSiuota faila:

procedure merge (a, b);
var a,b,c: array [1..M + N)] of integer;
begin
1:=1; j:=1;
a[M+1]:=maxint; b[N+1]:=maxint;
for k:=1 to M+N do
if a[i]<bl[j]
then begin c[k]:=a[i]; i:=1+1 end
else begin c[k]:=b[j]; j:=j+1 end;
end;

Si programa yra maksimaliai suprastinta, joje netgi panaudoti signaliniai Zymenys
(kintamasis maxint), kuriy reikSmés didesnés uz bet kokias galimas masyvy a ir b elementy
reikSmes. Be to, akivaizdu, kad masyvas ¢ sujungia masyvus a ir b ir jam reikia papildomos
atminties. Si programa naudoja M+N lyginimy. Ja galima tobulinti, stengiantis daugiausia
sumazinti naudojamos atminties tiiri, taikant jterpimo metoda duomeny ivedimo metu ir pan.
Taciau tokie patobulinimai kelia daug salygu realizacijai ir ja komplikuoja.

Merge procediira tinkama manipuliacijoms su tiesiniais saraSais. Papildoma atmintis tokiu
atveju naudojama tik vienai nuorodai rasyti, o programa atrodo taip:

type link="node;

node=record key: integer; next: link end;

var t,z:link; N: integer;

function merge(a,b:link):link;

var c:link;

begin c:=z;
repeat
if a*.key=<b" key
then begin c".next:=a; c:=a; a:=a”.next end
else begin c”.next:=b; c:=b; b:=b".next end
until ¢c”.key=maxint;
merge:=z.next; z.next:=z;

end;

Salajos procediirag galima taikyti riSiavimui, sukurti keli riiSiavimo algoritmai. Vienas i$ ju
paprastas pateiktas Siame skyrelyje. Id¢ja yra paprasta: duomenis skaidome i dvi dalis, kiekviena i$

ju risiuojame, po to suliejame. Tam, kad surtsiuoti kiekviena i§ suskaidyty daliy, rekursyviai
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taikome joms ta pacia procedira. Pateikiamoje programoje masyvas a[l..r] skirtas iseities
duomenims saugoti, 0 masyvas b[1..r] yra pagalbinis:

procedure mergesort(Lr: integer);

var 1,j,k,m: integer;

begin if r-1>0 then
begin m:=(r+1) div 2;
mergesort(l,m); mergesort(m+1,r);
for i:=m downto 1 do b[i]:=a[i];
for j:=m+1 to r do b[r+m+1-j]:=a[j];
for k:=I1 to r do if b[i]<b[]]
then begin a[k]:=b[i]; i:=i+1 end
else begin a[k]:=b[j]; j:=j-1 end,;
end;

end;

Salajos algoritmas, realizuotas naudojant tiesinj sarasa, rusiuoja duomenis nekeldamas juos
1§ vienos vietos | kita ar keisdamas vietomis, bet keisdamas nuorody reik§mes. Be to kiekvienas
sarasas, atstovaujantis duomeny dalims, kurios formuojamos programoje, baigiasi nuoroda i ta pati
unifikuota elementa. Programa pateikiama kaip funkcija, kurios argumentas yra nuoroda i
nesurtsiuota faila, o reikSmé yra nuoroda i suriSiuota faila:

function mergesort(c:link):link;

var a,b:link;

begin if c”".next=z then mergesort:=c else
begin
a:=c; b:=c”.next; b:=b”.next; b:=b".next;
while b<>z do begin c:=c”.next; b:=b".next; b:=b”*.next end;
b:=c”.next; ¢.next:=z;
mergesort:=merge(mergesort(a),mergesort(b));
end;

end;

Kaip ir bet kurio kito, Sio algoritmo rekursyvia realizacija galime pakeisti nerekursyvia.
Salajos ruSiavimo atveju tam reikia keisti duomenu grupavimo tvarka ir naudoti vadinamaji
i§ apacios i virsy (bottom-up) metoda: imami atskiri elementai ir interpretuojami kaip vienetinio
ilgio duomeny rinkiniai, po to jie suliejami, gaunant sur@s$iuotus 2 ilgio rinkinius, po to Sie
rinkiniai suliejami, gaunant 4 ilgio duomeny rinkinius, ir t.t.:

function mergesort(c:link):link;
var a,b,head,todo,t:link;
1,N: integer;
begin
N:=1; new(head); head".next:=c;
repeat
todo:=head”.next; c:=head;
repeat
t:=todo; a:=t;
for 1:=1 to N-1 do t:=t".next;
b:=t".next; t".next:=z; t:=b;
for 1:=1 to N-1 do t:=t".next;
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todo:=t".next; t".next:=z;
c™.next:=merge(a,b);
for i:=1 to N+N do c:=c”.next
until todo=z;
N:=N+N;

until a=head”.next;
mergesort:=head”.next

end;

Salajos raiSiavimo algoritmo sudétingumas ir savybés yra tokios:

* nepriklausomai nuo duomeny, naudoja apytikriai NlogN lyginimuy;

* naudoja papildoma atminti, kurios tiiris proporcingas duomeny kiekiui N;
» algoritmas yra stabilus;

» algoritmo darbas nepriklauso nuo duomeny tvarkos;

» darba galima pagerinti, kombinuojant ji su kitais riSiavimo metodais.

2.6. ISorinis rusiavimas (external sorting)

Apdoruojant informacija labai daznai pasitaiko atveju, kai disponuojama labai dideliais
duomeny failais ar rinkiniais, kurie yra rasiuojami ir netelpa kompiuterio vidinéje atmintyje. Tuo
atveju anksCiau nagrinéti algoritmai netinka, vietoj ju yra naudojami vadinamieji iSoriniai
risiavimo metodai. Du pagrindiniai faktoriai i§ esmés skiria vidinio ir iSorinio riiSiavimo
algoritmus:

» kadangi dauguma duomenuy saugomi antrinéje (diskinéje) ar netgi tretinéje atmintyje, elemento
iSrinkimas i$ iSorinés atminties trunka kur kas ilgiau, negu tiikstanciai lyginimo ar keitimo
vietomis operaciju ar kitokiy skai¢iavimy vidingje atmintyje;

e duomeny failai, saugomi iSorin¢je atmintyje, turi savus duomeny iSrinkimo ar paieskos
metodus, kuriy negalima atsisakyti ar pakeisti (pvz., magnetinéje juostoje duomenis galima
iSrinkti tik nuosekliai).

Todél iSorinio riiSiavimo atveju, kuriant ar taikant vienoki ar kitokj algoritma, reikia
atsizvelgti | visus duomeny apdorojimo veiksnius ir etapus. Pilnos duomeny apdorojimo sistemos
savoka Cia lygiai tokia pat svarbi kaip ir algoritmo.

Dauguma iSorinio riisiavimo metody naudoja tokia strategija: jie perzitri faila ir suskaido ji 1
blokus, tinkamus rasyti vidinéje atmintyje; kiekviena i§ Siy bloku sur@i§iuoja; surtiSiuotus blokus
sulieja i vis didesnius, procesas tgsiamas tol, kol gaunamas vienas surii§iuotas failas. Sitokia
strategija vercia programa daug karty kreiptis { iSorinj irengini, skaitant faila ar rasant i ji. Todél
norint parinkti efektyvy iSorinio rasiavimo algoritma, reikia kreipti démesi ne tik { lyginimo ar
keitimo vietomis operaciju skaiCiy, kaip bucvo daroma anks¢iau, bet ir mazinti jvedimo ar
iSvedimo operacijy skaiciy ir ju vykdymo laika.

[Sorinio rusiavimo metodai, sukurti, kai duomenys dar buvo saugomi perfokortose ir
popierinése perfojuostose, naudojami ir dabar riSiuoti diskuose ir magnetinése juostose, jie bus
reikalingi ir ateityje, raSiuojant duomenis domeninéje atmintyje (bubble-memory) ir
videodiskuose. Verzlus technologiju vystymasis kelia jiems daug reikalavimy, ver¢ia juos
adaptuoti vis sudétingesnei kompiuterinei aplinkai. Pvz., rGsiavimo metodai dabartinése
multimedia sistemose kompiutering atmintj skirsto i pirming, antring, treting, i§ kuriy kiekviena
turi didelés jtakos raiSiavimo greifiui ir algoritmams. IS tikryju situacija yra dar sudétingesné.
Siuolaikiniuose kompiuteriuose viding atmintis néra vienaraé, jos sudétinés ar ja aptarnaujanéios
dalys yra ir superoperatyvioji atmintis (cache memory), ir buferiné atmintis (buffer memory).
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Duomeny iSrinkimo greiciai Siose dalyse irgi yra skirtingi. Aisku, kad rasiavimo metodai galingose
kompiuterinése sistemose turi gerai iSnaudoti ir Siuos skirtumus.

ISorinio riiSiavimo algoritmai ne tik risiuoja duomenis failuose, bet ir juos sulieja, todél dar
jie vadinami rusiavimo-salajos algoritmais (Sort-merge).

2.6.1. Subalansuota daugybiné saiaja (balanced multiway merging)

Tarkime, reikia surtiSiuoti pakankamai didelio failo iraSus, o vidinéje atmintyje telpa tik trys
irasai. Sakykime, kad turime neribota kieki magnetiniy juosty (nuoseklaus iSrinkimo irenginiy), ir
eiliniam suliejimui naudosime bet kurias tris i§ ju. Tada pirmiausia i§ pirminio failo skaitome
nuosekliai po tris {rasus, juos rusiuojame ir blokus po tris irasus pakaitomis ir nuosekliai raSome {
tris skirtingas juostas. Toliau vykdomos suliejimo procediiros. Po viena irasa i§ kiekvienos juostos
skaitoma { atmintj ir maziausias i$ juy raSomas | nauja juosta. Vél kreipiamasi i juosta, kurioje buvo
maziausias irasas, ir i$ jos skaitomas naujas iraSas, vél maziausias i§ ju raSomas i juosta. Taip
tesiama tol, kol nepasibaigs blokas juostoje, i$ kurios skaitoma, po to ta juosta ignoruojama, o i$
likusiu dvieju juosty skaitomi ir suliejami likusieji irasai. Taip naujoje juostoje suformuojamas
blokas i§ devyniu elementy. Jei dar bloky yra, $i procediira gali buti tgsiama. Po to vél ta pacia
porcediira galima taikyti naujai suformuotoms trims juostoms, kuriose i§déstyti devyniu elementy
ilgio blokai.

Si aprasyta procedira taikoma daugeliui gan efektyviai veikianéiy ri§iavimo-salajos
algoritmy, kurie subalansuotai naudoja nuoseklaus iSrinkimo iSorinius irenginius. Balansuotumas
reiskia tolyguy iSoriniy atminties jrenginiy darbo paskirstyma.

2.6.2. Pakeitimo iSrinkimas (replacement selection)

Rasiavimo-salajos algoritmams galima natiiraliai ir efektyviai pritaikyti prioritetines eiles.
Pirmiausia salajos metu, kai reikia iSrinkti i$ suliejamy elementy minimaly, tikslinga naudoti heap
struktiira ir jos operacija replace, kuri pakei¢ia i§ karto ankstesnio algoritmo dvi operacijas -
minimalaus elemento raSyma i iSoring atmintj ir naujo elemento iterpima. Taip sumazinamas
atlickamy operacijy skai¢ius. Aisku, heap struktiira reikia naudoti nuosekliai, t.y. jau pirminiame
etape, kai elementai skirstomi i blokus ir riSiuojami, tikslinga juos iSdéstyti { heap struktiirg ir
surtiSiuoti tik 1§ dalies.

Be to (tai yra dar svarbiau), prioritetiniy eiliy struktiiros panaudojimas jgalina salajos metu
gauti ilgesnius sur@iSiuotus blokus, negu jie tilpty i viding atmintj. Kai iSeities duomenys yra
tvarkomi | heap struktiira ir minimalus elementas yra kei¢iamas nauju, reikia papildomai naudoti
tokia taisykle: jei naujas elementas, raSomas vietoje minimalaus elemento senoje heap struktiiroje,
yra mazesnis uz ji, reikia nuo Sio elemento pradéti nauja bloka ir nauja heap struktira,
interpretuojant ji esant didziausiu Sioje struktiiroje. Algoritmai, naudojantys Sias taisykles, yra
vadinami pakeitimo iSrinkimo vardu.

Algoritmai, sukurti naudojant iSdéstytus ir panasius principus, turi tokias ju efektyvuma
vertinancias savybes:

* raSiavimo-salajos algoritmai, rasiuojantys N irasuy, kai vidiné atmintis talpina M {rasy ir
duomenys rasomi i (P+1)-a iSorinj irengini, perrinks Siuos duomenis 1 + logp(N/2M) karty;

e pakeitimo iSrinkimo algoritmai, esant atsitiktiniams duomenims, formuoja duomeny blokus
dvigubai ilgesnius negu naudojama heap struktiira.
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3. Paieska

3.1. Elementariis paieSkos metodai

Paieska yra viena i§ fundamentaliy kompiuteriy darbo operaciju. Jos esmé - dideliame
informacijos rinkinyje rasti tam tikra duomenuy elementa arba patvirtinti, kad jo ten néra.
Remiantis kai kuriais vertinimais, paieSkos operacijos uzima iki 30% kompiuterio darbo laiko [1].
Duomeny vienetai, su kuriais tenka manipuliuoti Siose operacijose, dazniausiai atitinka jrasus,
susidedancius savo ruoztu i§ laukuy. Tokiu atveju paieskos metu reikia rasti jrasus, kuriy tam tikras
laukas turi konkre¢ia reik§me. Si situacija kompiuteriy taikymuose pasitaiko dazniausiai, todeél ji
pagrindinai ir bus nagrinéjama. [rasSo laukas, kurio reikSmé naudojama paieskoje, vadinamas raktu
(key).

Paieskos procese daznai pasitaikanc¢iy duomeny struktiiry pavyzdziai yra zodynai ir simboliy
lentelés. Beveik kiekvienas teksty redaktorius suteikia galimybe¢ vartotojui patikslinti zodziy
teisinga ra§yma (spelling). Tam naudojami angly ar kokios kitos kalbos zodynai. Tikslinant rasyba,
kompiuteriui reikia rasti zodyne visus zodzius, besiskirian¢ius nuo duoto viena ar dviem raidémis,
nesvarbu, kurioje pozicijoje. Akivaizdu, kad §i nora lengva formuluoti, bet jam realizuoti reikia
sudétingo algoritmo. Simboliy lenteliy formavimas ir paieSka jose yra kitas labai panaSus
uzdavinys, daznai sutinkamas programavime. Simboliy lentelés yra pagrindiniai duomenys
kompiliatoriams, programy bibliotekoms ir pan. Paieska jose vyksta lygiai taip pat, kaip ir
zodynuose. Paieskos laukai yra kintamuyjy ar kity programy simboliy vardai, o irasai - informacija,
apraSanti vardo vieta programoje, kiti atributai.

Paieskos metu naudojamos tokios operacijos:

* initialize (iSskirti vieta kompiuterio atmintyje);
 search (rastj jrasa, kuriame yra konkreti rakto reik§mé);
* insert (jterpti nauja jrasa);

* delete (iSmesti tam tikra jrasa);

* join (sulieti du Zodynus i viena);

* sort (r@iSiuoti jrasus arba zodyna).

Gana daznai jvairiuose taikomuosiuose algoritmuose iSvardytos operacijos naudojamos ne
tik savarankiSkai ar paskirai, bet ir jungiamos i grupes. Taip paaiSkinama didelé paieskos procese
dalyvaujan¢iy duomeny struktiiry jvairové bei ju specifika. Didelés itakos paieskos algoritmams
turi {rasai su pasikartojanc¢iomis rakty reikSmémis. Jie yra apdorojami kitokiais algoritmais, negu
irasai be pasikartojanciy rakto reikSmiy.

Pagrindinés algoritmy ir duomeny struktiiry, nagringjamu Siame skyriuje, operacijos -
initialize, search, insert, ir delete. Kartais reikés operacijos sort. Kaip ir prioritetiniy eiliy atveju,
operacijai join realizuoti reikia sudétingesnés procediiros, kuri galéty bati nagrinéjama kituose
specialiuose kursuose.

Algoritmus, atlieckancius paieSka jraSuose be pasikartojanéiy rakto reikSmiy, galima
pritaikyti paieskai ir jraSuose su pasikartojanc¢iomis reik§mémis. Tai galima padaryti keliais buidais.
Vienas i$ ju - paieskos operacijos vykdomos irasams be pasikartojanciy rakto reikSmiy, o irasai su
ta pacia rakto reikSme rasomi { atskira sarasa su nuoroda i $i sarasa i$ tam tikro jraSo. Kitas budas -
visi jraSai raSomi kompiuterio atmintyje naudojant vieninga duomeny struktiira, o paieskos metu
randamas tik vienas jrasas i3 keliy galimy. Sis biidas paprastesnis realizuoti, bet gali neatitikti kity
keliamy paieskai reikalavimy. Sj buda tenka papildyti kitais algoritmais, kai reikia rasti visus
irasus su tam tikru raktu. Trecias budas - kiekvienam jrasui priskirti unikaly identifikatoriy (koda)
ir ji naudoti paieskos operaciju metu (vietoje paieskos rakto reikSmés).

3.1.1. Nuosekli paieSka
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Paprasciausias paieskos algoritmas yra nuosekli paieska - nuoseklus vieno po kito elementy
perrinkimas. Tariant, kad elementai yra saugomi masyve, paieska lengva apibrézti Siomis
operacijomis:

» operacija insert - elemento ra§ymas | laisva vieta masyve;

» operacija search - nuoseklus masyvo elementy perrinkimas iki tol, kol bus sutikta reikiama
elemento reikSmé;

» operacija delete -surasto elemento pasalinimas i§ masyvo.

Paieskos algoritma realizuojanti programa bty tokia:

type node=record key,info: integer end;
var a: array [0..maxN] of node; N: integer;
procedure initialize;
begin N:=0 end;
function seqsearch(v:integer; x:integer):integer;
begin
a[N+1].key:=v;
if x=<N then
repeat x:=x+1 until v=a[x].key;
seqsearch:=x
end;
function seqinsert(v:integer):integer;
begin
N:=N+1; a[N].key:=v;
seqinsert:=N;
end;

Vertinant algoritmo sudétinguma, tikslinga Zzinoti lyginimy skaiCiy, nes tai pagrindiné
algoritmo operacija. Jis reikalauja vidutiniskai (N + 1)/2 lyginimy.

Nuoseklia paieska galima realizuoti ir naudojant sara$a. Siuo atveju jrasai turi bati
surtiSiuoti, nes tai pagreitina algoritmo darba.

Programa, realizuojanti nuoseklia paieska, buty tokia:

type link="node;
node=record key, info:integer; next :link end;
var head,t,z:link; i:integer;
procedure initialize;
begin
new(z); z*.next :=z;
new(head); head”.next :=z;
end;
function listsearch(v:integer; t :link):link;
begin
z" key:=v;
repeat t :=t".next until v=<t" key;
if v=t" key then listsearch:=t
else listsearch:=z
end;

44



Duomeny struktiiros ir algoritmai

Algoritmas pagreitéja todél, kad paieskos atveju suradus rakta, didesni uz duota, galima
teigti, kad paieska buvo nesékminga, ir baigti darba. Tokiu atveju vidutiniSkai reikés lyginti tik
puse¢ iraSy. Taciau tokios prielaidos atveju reikia, kad operacijos insert ir delete irgi nekeisty
surtiSiuoty elementy tvarkos. Iterpimo operacijos programa Siuo atveju biity tokia:

function listinsert(v:integer; t :link):link;
var x:link;
begin
z" key:=v;
while t*.next" key<v do t:=t".next ;
new(x); x.next :=t".next ; t".next :=x; x".key:=v;
listinsert:=x;
end;

Nuosekli paieska naudos N/2 lyginimy ir sékmingu ir nesékmingu atvejais.

Jei ieSkomy rakty daznumai zinomi, tai algoritmo darba gali pagreitinti jrasy rasiavimas ju
daznumy mazéjimo tvarka. Jei tokie daznumai nezinomi, efektyvi priemoné yra patalpinti pirma
karta surastq ijrasa i saraso pradzia.

3.1.2. Dvejetainé paieSka

Jei iraSy, kuriuose ieSkoma, yra daug, nuoseklios paieskos laikas juose gali biiti labai ilgas.
Jis gali Zymiai sutrumpéti, taikant paieskos algoritmams "skaldyk ir valdyk" paradigma. Siuo
principu yra sudaromi dvejetainés paieSkos algoritmai, kurie veikia panaSiai kaip quicksort.
Duomenys yra laikomi sur@iSiuotame faile. PaieSkos metu jie yra skaidomi i dvi lygias dalis (kairg
ir desing) ir iSskiriamas ribinis elementas (maziausias tarp deSinés dalies ir didziausias tarp kairés
dalies elementy). IeSkomas raktas lyginamas su ribiniu elementu, ir jei jis mazesnis uz ribini,
paieska tgsiama kairioje dalyje, o jei didesnis - desinéje dalyje. Programa, realizuojanti toki
algoritma, atrodyty taip:

function binarysearch(v: integer): integer;
var x,Lr: integer;
begin
1:=1; r:=N;
repeat
x:=(I+r) div 2;
if v<a[x].key then r:=x-1 else l:=x+1
until (v=a[x].key) or (I>1);
if v=a[x].key then binarysearch:=x
else binarysearch:=N+1
end;

Panasiai kaip algoritmai quicksort ir radix, $is metodas naudoja rodykles 1 ir r, i$skiriant
analizuojamy duomeny dali. Dvejetainé¢ paieska reikalauja IgN+1 lyginimy sékmingu ar
nesé¢kmingu atvejais. Taciau laikas, reikalingas iterpimo operacijai, kai programuojama naudojant
masyva, yra didelis. Elementus masyve reikia laikyti surGiSiuotus, vadinasi, iterpiant nauja
elementa | tam tikra vieta kitus reikia perkelti toliau - | masyvo pabaiga. Todél dvejetainés
paieskos algoritma verta naudoti tada, kada i§ pradziy galima beveik pilnai suformuoti failg (t.y.
paieskos metu beveik nepasitaikys jterpimo operaciju), o po to naudoti tik paieska (daug karty).

Si algoritma sunkiau programuoti, kai yra pasikartojantys raktai, nes ribinis elementas gali
atsidurti tarp keliy lygiu. Tokiu atveju bus sunku spresti, kuria dali - kair¢ ar deSing - toliau
analizuoti, ypac kai reikia rasti visus jrasus su tuo paciu raktu.
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Dvejetainés paieskos algoritma galima patobulinti, dalijant duomenis ne i dvi lygias dalis, o
nustatant ribinj elementa pagal ieSkomo rakto reik§me. Tarkime, telefonu knygoje reikia rasti zodi,
prasidedantj raide H. Knyga nebitina ir netikslinga versti ties viduriu, ¢ia efektyvu yra {vesti
interpoliacing paieska. Formaliai tai reiskia, kad intervalg tarp 1 ir r reikia dalyti i dvi dalis ne per
puseg, bet interpoliacinés formulés

1+(v-a[l].key)*(r-1) div (a[r].key - a[l].key)

rekomenduojamu santykiu. Cia rakto v reik§mé yra spéjama vieta tarp rakty a[l] ir a[r] reik§miu.
Tokio modifikuoto algoritmo sudétingumas bus apie IglgN+1 lyginimy.

Taciau Sis metodas gali buiti efektyviai taikomas tik kai rakty reikSmeés yra pasiskirste
tolygiai. Be to, mazoms N reikSméms funkcijos lg ir Iglg nedaug skiriasi. Kita vertus,
interpoliacija tikslinga naudoti, kai duomeny failai dideli, jrasy ar rakty lyginimai reikalauja daug
laiko sanaudy arba duomenys laikomi iSorin¢je atmintyje ir juy iSrinkimas (t.y. perkélimas i viding
atmintj) yra labai ilgas.

3.1.3. Dvejetainio medZio paieska

Dvejetainio medzio paieskos algoritmas naudoja dvejetainés paieSkos ir interpoliacinés
paieskos principus, juos pritaikydamas visoms operacijoms (iterpimo, iSmetimo, ir t.t.). Tai
paprastas, efektyvus dinaminis metodas, jis yra vienas i§ fundamentaliy algoritmy informatikoje
aibés. Duomenims déstyti algoritmas naudoja dvejetaini medj, o iterpimo ar i§metimo operacijoms
- tokig taisykle: visos virStinés, mazesnés uz duota, turi biiti talpinamos kairiajame pomedyje, o
visos didesnés ar lygios - deSiniajame. Paieskos operacija Siame algoritme - tai tik ¢jimas tam tikra
medzio Saka. Dvejetainé paieska skiriasi nuo dvejetainio medzio paieskos ne tik tuo, kaip dalijami
elementai i dalis, bet ir tuo, kad pastaruoju atveju yra formuojama duomeny struktiira. Programa,
realizuojanti algoritma, buty tokia:

type link="node;
node = record key, info: integer; 1,r: link end;
var t,head,z:link;
function treesearch(v:integer; x:link):link;
begin
z" key:=v;
repeat
if v<x”.key then x:=x".I else x:=x".r
until v=x".key;
treesearch:=x
end;

Algoritma programuojant, verta apibrézti kintamaji head, kurio deSiné nuoroda biity
nukreipta | medzio Saknj, kairé nuoroda bity nil, o reikSmé bty mazesné uz visy kity virStiniy
reik§mes. Norint i§saugoti kintamyjy vienaraiSisSkuma, visy kity vir$iiniy nuorodas, kai jos laisvos,
reikia nukreipti { viena (dummy) vir§ing z. Kitas galimas atvejis - reikia iSskirti du virStniy (ir
irasy) tipus: vidines ir iSorines virstnes. Tus¢io medzio inicializacijos programa biity tokia:

procedure treeinitialize;
begin

new(z); z".1:=z; z".r:==z;

new(head); head”.key:=0; head™.r:=z;
end;
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Norint jterpti virStng i medj, reikia atlikti nesékminga paieska ir nauja virSting iterpti kaip
stiny prie tos virstnés, kur paieska uzsibaigé:

function treeinsert(v:integer; x: link): link;
var p:link;
begin
repeat
p=X;
if v<x” .key then x:=x".1 else x:=x".r
until x=z;
new(x); x".key:=v; x".1:=z; x".r:=z;
if v<p”.key then p”.1:=x else p".ri=x;
treeinsert:=x
end;

Norint jterpti nauja irasa tuo atveju, kai jau toks dvejetainiame paieskos medyje yra, reikia ji
iterpti kaip desinj stiny tos vir§iinés, kuri jam lygi.

Jei reika surtsiuoti duomenis, belicka tik esama medi atspausdinti, perenkant visas jo
vir§iines i$ kairés i deSing, ignoruojant jas jungiancius rysius.

procedure treeprint(x: link);
begin
if x<>z then
begin
treeprint(x”.1);
printnode(x);
treeprint(x”.r)
end
end;

Sis ragiavimo metodas labai panasus i quicksort algoritma, skirtumas tik toks, kad pastarasis
medzio rusiavimas naudoja gan daug papildomos atminties rySiams tarp virSiiniy iSsaugoti, tuo
tarpu quicksort algoritmas tokiems rySiams atminties naudoja labai mazai.

Algoritmo efektyvumas labai priklauso nuo dvejetainio medzio formos, teisingiau nuo jo
subalansuotumo. Jei dvejetainis paiesSkos medis yra subalansuotas, algoritmas naudos 2InN
lyginimy. Blogiausiu atveju algoritmas naudos N lyginimuy.

3.1.4. Operacija delete

Iterpimo, paieskos ir riiSiavimo operacijos dvejetainiame paieskos medyje yra realizuojamos
gan paprastai ir tiesmukiskai. Taciau elemento iSmetimo (delete) operacija yra zymiai sudétingesné
programuoti, ja verta nagrinéti kaip rekurentinés procedtiros paieskos algoritmuose pavyzdi.

Pasalinti virs$tng i§ medzio yra nesudétinga, kai ji neturi siiny arba turi tik viena stiny. Taciau
pasalinant vir§iing, turin¢ia du stinus, reikia vir§liniy vietas medyje pertvarkyti. Dvejetainiams
paieskos medziams Siuo atveju naudojamas toks principas - i iSmetamos virSinés vieta reikia
iterpti virSting, kita pagal diduma. Aisku, kad S$is principas yra optimalus paieSkai, bet jo
realizavimas gali kartais priversti i§ pagrindy pakeisti medzio struktiira. Tokia situacija verta
iliustruoti pavyzdziais:

procedure treedelete(t,x: link);
var p,c:link;
begin
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repeat
p=X;
if t".key<x”.key then x:=x".1 else x:=x".r
until x=t;
if t".r=z then x:=x".1
else if t*.r".1=z then
begin x:=x".r; x*.1:=t".l end
else begin
c:=x".r; while c".1".1<>z do c:=c".1;
x:=cN.l; N Li=x"r;
XM=t xA =t r
end;
if t".key<p”.key then p".l:=x else p".r:=x;
end;

Programuojant §j algoritma, reikia perrinkti ne tik daug atvejy, bet ir naudoti ivairius
programavimo triukus. Pavyzdziui, tikslinga ieskoti kitos dar prie§ iSmetant tam tikra vir$iing, o ne
po to. Algoritmas taip, kaip Cia pateiktas, atrodo asimetrinis - visada iSrenkamas pirmiausia
desinys stinus, nors kartais duomenys yra taip i$sidéste, kad tikslingiau buty iSrinkti kairjji stiny.
Tokiy programos patobulinimy gali biiti daug.

3.1.5. Netiesioginiai dvejetainés paieSkos medZziai

Dazniausiai reikiai tik jrasuy paieSkos, o ne iterpimo, iSmetimo ar kity tiesioginio
manipuliavimo su jraSais operaciju. Tokio taikymo pavyzdys - bibliotekinés informacinés
sistemos. Jose jraSai biina suformuoti i§ anksto arba tai daroma iSskirtiniu laiko momentu, o
informaciniy sistemy funkcionavimo metu vykdomos tik paieskos operacijos. Norint pagreitinti
tokios sistemos darba, kartais reikia sukurti papildomas rodykles, kurios padéty lengvai rasti jraso
vieta dokumenty rinkinyje. Taigi, reikia sukurti indeksa, nurodantj masyvo elementus.

Dvejetainés paieskos medzius taikyti tokiai situacijai galima keliais buidais. Vienas i§ jy -
vir§iiniy informacing dali naudoti ne rakty reikSméms saugoti, o iraso viety masyve nuorodoms.
Antras buidas - virStniy informacinése dalyse sudaryti rakty reikSmiy kopijas. Trecias - rakty
reik§mes kopijuoti i atskira masyva, o vir§iinése saugoti §io naujo masyvo elementy nuorodas.

Taikant visus $iuos ar kitus netiesioginio paieskos medzio realizavimo buidus, turimus rysius,
t.y. nuorodas, galima realizuoti naudojant rodyklés tipa arba masyva. Jei rySiai realizuojami
naudojant masyva, bet kuri nuoroda yra raSoma masyvo elementuose. Tada néra biitinybés kurti
naujus jradus (procediira new). Sitoks biidas naudojamas daugelyje taikomyju programuy, ypa¢ kai
dirbama su dideliais duomeny kiekiais (taciau ju skaicius taciau i§ anksto gali biiti jvertintas).

Dvejetainiy paieskos medziy i stnus nuorodoms realizuoti galima naudoti ir kelis
lygiagrecius masyvus, vienas i$ ju gali rodyti i kairiuosius stinus, kitas { deSiniuosius, ir t.t. Dar kiti
masyvai gali biiti naudojami atskiroms medziy Sakoms ar -pan. iSskirti. Tokios programos dirba
labai greitai, yra lankscios, jas nesudétinga papildyti, nors jos ir netaupo atminties.

3.2 Subalansuoti medziai.

Algoritmai, naudojantys dvejetainius medzius, gali dirbti labai greitai, bet gali ir labai létai,
ju efektyvumas labai svyruoja (dazniausiai priklausomai nuo duomenuy). Ypaé ju efektyvumas
krinta blogiausiu atveju. Nepalankiis atvejai yra, kai duomenys pilnai sur@iSiuoti, arba iSdéstyti
atvirkstine tvarka, arba paeiliui didelis kei¢ia maza, arba iSdéstyti vienas po kito kokia nors kitokia
reguliaria tvarka. Sitokia ypatybé buvo aptikta ir anks&iau, kituose algoritmuose. Pavyzdziui,
quicksort algoritmo atveju prie$ rusiuojant duomenis rekomenduotina atsitiktinai sumaisyti arba
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bent jau atsitiktiniu buidu rinkti dalijanti elementa. Tokios rekomendacijos nors ir maZzina
blogiausio atvejo tikimybe, taciau turi tik statistini pobiidi ir negarantuoja, kad jo galima iSvengti.

Dvejetainiy medziy atveju yra geriau, jiems galima apibrézti reguliarias struktiiras,
valdancias algoritmy efektyvuma ir jgalinancias i§ viso iSvengti blogiausiy atveju. Pagrindinés ir
labiausiai paplitusios tokios struktiiros yra subalansuoti medziai. Jie remiasi vadinamaisiais
balansavimo metodais - paradigma, pana$ia { “skaldyk ir valdyk”. Taciau balansavimo metodai,
gerinantys algoritmy efektyvuma, turi viena bendra bloga savybe - juos lengviau formuluoti, negu
realizuoti.

3.2.1. 2-3-4 ir 2-3-medziai

Blogiausias dvejetainiy medziy algoritmy atvejis yra, kai dauguma virstiniy turi tik po viena
stny, ir todél struktira yra beveik “tiesiné”. Balansavimo principas draudzia tokia busena, t.y.
kiekviena vir§iiné turi turéti daugiau negu viena siiny. Kita vertus, strukttira turi buti pakankamai
lanksti, kad leisty aprasyti daugeli realiu situaciju. Todél subalansuotiems medziams leidziama
turéti ne tik 2, bet ir daugiau stiny. 2-3-4-medziuose kiekvienai virStnei leidziama turéti ne maziau
kaip 2 ir ne daugiau kaip 4 stinus. Tokio medzio vir§inés vadinamos 2-virStne (atitinkamai 3-
vir§iine, 4-virsiine), jei ji turi 2 stinus (atitinkamai 3 stinus, 4 stinus). Be to, kiekvienai vir§iinei yra
priskiriami jraSai: 2-vir§linei - vienas iraSas; 3-virSiinei - du irasai; 4-vir§iinei - trys jrasai. Ju
reikSmés skirtos pomedziy minimalioms reikSméms saugoti. Vieninteliame 2-virSiinés irase bus
saugoma minimali reik§mé, kurig galima rasti deSinio stinaus pomedyje. Viename 3-vir$iinés irase
bus saugoma minimali reik§mé, kuria galima rasti vidurinio stinaus pomedyje, o kitame irase -
minimali reik§mé, kuria galima rasti deSinio stinaus pomedyje. Viename 4-vir§iinés iraSe bus
saugoma minimali reikSmé, kuria galima rasti antro stinaus pomedyje, kitame iraSe bus saugoma
minimali reikSme, kuria galima rasti tre¢io siinaus pomedyje, o treciame {rase - minimali reikSme,
kuria galima rasti deSinio stinaus pomedyje. Taip suformuoti jrasai vir§iinéje leidzia automatiskai
nustatyti minimaly ir maksimaly elementus, esancius kiekviename pomedyje, ir tokiu biudu
paieskos operacija atlikti per logaritminj laika. Kad paieska biity i$ tikryju vienarasé, apibréziant
subalansuota medi dar reikalaujama, kad visos Sakos biity vienodo ilgio. Paieska pradedama nuo
medzio Saknies, ir toliau tgsiama tame pomedyje, kurio reikSmiy intervale yra ieSkoma rakto
reik§meé. Ji visada uzbaigiama Sakos lape. 2-3-4-medzio pavyzdys parodytas 11 pav.
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11 pav. Sakinio “SUBALANSUOTAS MEDIS” 2-3-4-medis

Iterpimo procediira 2-3-4-medyje vykdoma taip: atlickame nesékminga paieska ir nustatome
vieta, kur nauja virStné turi biiti jterpta. Jei tai 2- ar 3-virStine, tai prijungdami nauja stiny ja
pertvarkome i 3- ar 4-virSiing. Jei tai 4-vir§iiné, ja skaidome { dvi 2-virStnes ir prie vienos i§ ju
prijungiame nauja. Jei vir§tng, kurios stinus buvo pastaroji 4-virSiné, yra 2- arba 3-virSuné,
iterpimo procediira baigta. Jei $i vir§iiné savo ruoztu buvo 4-virSiné, ja irgi reikia skaidyti { dvi
vir$ines. Sis procesas kartojamas tol, kol naujai pertvarkoma vir§iné yra 4-vir$ane.
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Iterpimo operacijos metu 4-virsiinés yra skaidomos i dvi vir$iines. Jei skaidoma taip, kaip ka
tik apraSyta, medziy pertvarkymas vyksta i§ apacios { virSy, ir jie vadinami bottom-up 2-3-4-
medziais. Taciau 4-vir§iines galima skaidyti paieskos metu, kai tik jos aptinkamos einant medzio
Sakomis i$ virSaus | apacia. Tada medziai vadinami top-down 2-3-4-medZiais.

Teiginys: Paieskos metu 2-3-4-medyje, turinCiame N vir§iiniy, visada aptinkama ne daugiau
IgN+1 virStniy. [terpimo metu tokiame medyje yra skaidoma ne daugiau kaip 1gN+1 virS§tné
blogiausiu atveju, ir tikétina (ta teigia statistiniai testai), kad skaidoma maziau negu 1 vir§iiné
vidutiniskai.

PanaSiai 2-3-4-medziuose galima apibrézti ir iSmetimo operacija, tik vietoje virSiinés
skaidymo { dvi, ¢ia dvi vir§inés i§ kuriy viena turi tik viena siny, bus jungiamos i viena. Sios
operacijos sudétinguma vertins toks pat analogiskas teiginys.

Nors algoritmai 2-3-4-medziams yra pilnai apibréZzti ir teoriniai jy vertinimai geresni negu
dvejetainiy medziy, bet ju programavimas yra sudétingas, o programos, realizuotos tiesiogiai
perrasant algoritmus, gali biiti labai létos, netgi létesnés negu dvejetainiams medziams. Todél
taikomosiose programose “tikry” 2-3-4-medziy pasitaiko ne taip daznai. Vietoj ju naudojami arba
2-3-medziai, arba raudoni-juodi medziai.

2-3-medziai turi tokias savybes:

¢ kiekviena vidiné vir§tuné turi du arba tris stinus;
» kiekviena Saka nuo Saknies iki lapo yra vienodo ilgio (arba gali skirtis tik vienu lygmeniu).

Irasai 2-3-medyje, kaip ir 2-3-4-medyje, yra surtiSiuoti ir talpinami lapuose. Lygiai taip, kaip
ir anksCiau, apibréziamos 2-vir$iinés ir 3-virS$iinés, ir joms priskiriami jrasai. 2-3-medis, kurio
Sakos yra ilgio k, turi ne maziau kaip 2" ir ne daugiau kaip 3¢ lapu. Toks medis i§ N elementy
turés ne maziau kaip 1+logzN lygiy ir ne daugiau kaip 1+log,N lygiu.

3.2.2. Jterpimo operacija 2-3-medZiuose

Siame skyrelyje pateikiamos programos yra daugiau apraomojo pobiidzio, bet jos gerai
iliustruoja manipuliavimo su medzio vir§inémis operacijas. Algoritmas, iterpiantis nauja stiny
vienai virSuinei, bty toks:

procedure insertl (node: twothreenode);
x:elementtype; { X is to be inserted into the subtree of node }
var pnew: twothreenode; { pointer to new node created to right of node }
var low:real); { smallest element in the subtree pointed to by pnew }
begin
pnew:=nil;
if node is a leaf then begin
if x is not the element at node then begin
create new node pointed to by pnew;
put x at the new node;
low:=x.key
end end
else begin { node is an interior node }
let w be the child of node to whose subtree x belongs;
insertl (w,x,pback,lowback);
if pback<>nil then begin
insert pointer pback among the children of node just
to the right of w;
if node has four children then begin
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create new node pointed to by pnew;
give the new node the third and the fourth children of node;
adjust lowofsecond and lowofthird in node and the new node;
set low to be the lowest key among the children of the new node
end end
end
end; { insertl }

Ta pati programa, perrasyta vietoje komentary iterpiant Paskalio operatorius, atrodyty taip:

procedure insertl (node: twothreenode);
x: elementtype;
var pnew: twothreenode; var low:real);
var pback: twothreenode; lowback:real;
child:1..3; { indicates which child of node is followed in recursive call }
w: twothreenode; { pointer to the child }
begin
pnew:=nil;
if node”.kind=leaf then begin
if node”.element.key<>x then begin
new(pnew,leaf);
pnew”.element:=x;
low:=x.key
end end
else begin { node is an interior node }
if x.key<node”.lowofsecond then begin
child:=1; w:=node".firstchild end
else if (node”.thirdchild=nil) or (x.key<node”.lowofthird) then begin
child:=2; w:=node”.secondchild end
else begin { x is in third subtree }
child:=3; w:=node”.thirdchild end;
insert1 (w,x,pback,lowback);
if pback <>nil then
if node”.thirdchild=nil then begin
if child=2 then begin
node”.thirdchild:=pback;
node”.lowofthird:=lowback
end
else begin { child=1 }
node”.thirdchild:=node”.secondchild;
node”.lowofthird:=node”.lowofsecond;
node”.secondchild:=pback;
node”.lowofsecond:=lowback
end
else begin { node already had three children }
new (pnew,interior);
if child=3 then begin
pnew” firstchild:=node”.thirdchild;
pnew”.secondchild:=pback;
pnew”.thirdchild::=nil;
pnew”.lowofsecond:=lowback;
low:=node”.lowofthird;
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node”.thirdchild:=nil
end

else begin { child=<2; move third child of node to pnew }
pnew”.secondchild:=node”.thirdchild;
pnew”.lowofsecond:=node”.lowofthird,
pnew”.thirdchild:=nil;
node”.thirdchild:=nil end

if child=2 then begin

pnew”.firstchild:=pback;

low:=lowback end

if child=1 then begin
pnew” firstchild:=node”.secondchild;
low:=node”.lowofsecond;
node”.secondchild:=pback;
node”.lowofsecond:=lowback end

end

end
end; { insertl }

Visa naujo elemento iterpimo i 2-3-medj programa atrodyty taip:

procedure insert (x:elementtype; var S: set);
var pback: twothreenode; { pointer to new node returned by insertl }
lowback:real; { low value in subtree of pback }
saveS: set; { place to store a temporary copy of the pointer S }
begin
{ checks for S being empty or a single node should occur here, and an appropriate insertion
procedure should be included }
insert1 (S,x,pback,lowback);
if pback<> nil then begin
{ create new root; its children are now pointed to by S and pback }
saveS:=S; new(S);
SA firstchild:=saveS;
S”.secondchild:=pback;
S”.lowofsecond:=lowback;
SA.thirdchild:=nil;
end
end; { insert }

3.2.3. ISmetimo operacija 2-3-medZiuose

Neformaliai uZrasyta programa, realizuojanti elemento iSmetima i§ vienos 2-3-medzio
vir§unés, biity tokia:

function deletel (node:“twothreenode; x:elementtype):boolean;
var onlyone:boolean; { to hold the value returned by a call to deletel }
begin
delete:=false;
if the children of node are leaves then begin
if x is among those leaves then begin
remove X;
shift children of node to the right of x one position left;
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if node now has one child then
deletel :=true end
end

else begin { node is at level two or higher }

determine which child of node could have x as a descendant;
onlyone:=deletel (w,x); { w stands for node”.firstchild,
node”.secondchild, or node”.thirdchild, as appropriate }

if onlyone then begin { fix children of node }

end

end; { deletel }

if w is the first child of node then

if y, the second child of node, has three children then
make the first child of y be the second child of w
else begin { y has two children }

make the child of w be the first child of y;

remove w from among the children of node;

if node now has one child then

deletel:=true end

if w is the second child of node then

if y is the first child of node, has three children then
make the third child of y be the first child of w

else { y has two children }

if z, the third child of node, exists and has three children then
make first of z be the second child of w

else begin { no other child of node has three children }
make the child of w be the third child of y;

remove w from among the children of node;

if node now has one child then

deletel:=true end;

if w is the third child of node then

if y, the second child of node, has three children then
make thr third child of y be the second child of w

else begin { y has two children }

make the child of w be the third child of y;

remove w from among the children of node

end { note node surely has two children left in this case }

3.2.4. Duomeny struktiiros 2-3-medzZiams

Realizuojant algoritmus su medziais, iSskiriamos dviejy tipy medzio vir$tinés - vidinés ir
iSorinés. Sis isskyrimas yra esminis, nes tokias vir§lines suvienodinus gaunami visiskai kiti
algoritmai. Jie bus nagrinéjami véliau.

Vidinéms ir iSorinéms virSiinéms realizuoti reikia naudoti skirtingas duomenuy struktiiras.
Paskalio kalboje tai galima daryti naudojant case operatoriy. Vir$iing galima apibrézti taip:

type elementtype = record

key: real;
{other fields as warranted}

nodetypes = (leaf, interior);
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twothreenode = record
case kind: nodetypes of leaf: (element: elementtype);
interior: (firstchild, secondchild, thirdchild: “twothreenode;
lowofsecond, lowofthird: real)
end;
set = “twothreenode;

Lygiai tokius pat programavimo principus galime taikyti ir 2-3-4-medziams. Vidinés
vir§tinés gali turéti nuorodas { 2 ar 3 ar 4 siinus. [Sorinés virstinés yra elementaraus tipo ir nuorody
neturi. AiSku, programos, realizuojancios paieSka 2-3-4-medyje, bus dar sudétingesnés, bet
manipuliavimo su ju vir§inémis principai lieka tie patys.

3.2.5. Raudoni - juodi medZiai

Be 2-3-medziy, yra ir kity buduy palengvinti algoritmy, besiremianciy 2-3-4-medziais,
realizavima. Vienas i§ ju - naudoti raudonus -juodus medzius. IS esmés tai tie patys auksciau
aprasyti dvejetainiai medziai, tik kiekvienai jy virStinei iSskiriamas papildomas bitas nuorodos i§
vir§iinés i jos stinus spalvai, kuri gali buti raudona ar juoda, saugoti. Pagrindiné mintis - vaizduoti
2-3-4-medzio 3-virSiines ir 4-virStnes kaip mazus dvejetainius medzius, sujungtus raudonomis
briaunomis, tuo tarpu paties 2-3-4-medzio briaunos yra vaizduojamos juoda spalva. 4-virSiing
atitiks trys dvejetainés virSiinés, sujungtos raudonomis jungtimis, o 3-vir§iing atitiks dvi
dvejetainés vir§iinés, irgi sujungtos raudonai. Ju galima iSraiSka parodyta 12 pav. Jame raudona
spalva pazyméta storesne linija. Programuojant kiekvienai virStnei iSskiriamas papildomas bitas,
rodantis jungties spalva.

TR e AR

12 pav. 3-virstinés iSraiSka raudonu-juodu medziu.

3-virsin¢ gali biiti iSreikSta nevienareikSmiSkai, vaizduojant raudona nuoroda i siiny,
nukreipta kairén ar deSinén. Todél ta pati 2-3-4-medj galima iSreiksti skirtingais raudonais-juodais
medziais. Ju zymé¢jimo suvienodinimas priklauso nuo konkreciy algoritmo salygy. Raudoniems-
juodiems medziams galima formuluoti tam tikras ju struktiirines savybes:

* raudonas-juodas medis neturi dvieju greta esanc¢iy vienoje Sakoje raudony jungciy;

* visos Sakos turi vienoda kieki juody jung¢iy;

 skirtingy Saky ilgiai (skai¢iuojant ir raudonas jungtis) gali skirtis ne daugiau kaip dvigubai (bet
visy ju ilgis proporcingos logN).

Aisku, kad raudonu-juodu medziy programavimo sudétingumas yra toks pat kaip
dvejetainiy, ir daug lengvesnis negu 2-3-4-medziy. Raudoni-juodi medziai turi ir kity gery
savybiy. Pavyzdziui., juose nesunku déstyti ir programuoti pasikartojanciuy elementy reikSmes.
Aisku, kad bet kuris subalansuoto medzio algoritmas turi leisti pasikartojancioms reikSméms
"kristi" | abi puses nuo viriinés, kurios reik§mé irgi tokia pati. Siuo atveju paieskos procediira
reikia nezymiai modifikuoti, pritaikant ja apeiti visa nagrinéjama pomedi, kaip tai buvo padaryta
ankscCiau procediroje treeprint.

Kita gera Siy medziy savybé yra ta, kad paieskos paprastame dvejetainiame medyje
procediiros gali biiti idiegtos, ir beveik be modifikaciju. Jung¢iy spalva galima realizuoti, jvedant
loginj kintamaji, kuris bus "true", kai jungtis raudona, ir "false", kai jungtis juoda. Be to, paieskos
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metu i jungties spalva galima nekreipti démesio. Papildomos spalvos analizés reikia elementy
iterpimo ar iSmetimo metu.

Iterpimo operacijos "papildomos pastangos" irgi yra nedidelés. Jos reiskia, kad vidiniame
paieskos cikle reikia tikrinti, ar abi nuorodos i stinus yra raudonos (t.y. ar yra 4-vir$iiné), o tam
programoje reikia jsiminti prosenelio (gg), senelio (g) ir tévo (p) nuorodas. [terpimo procediiros
programa bty tokia:

function rbtreeinsert(v: integer; x: link): link;
var gg,g.p:link;
begin
p=X; 87X,
repeat
82:=8; g:7Pp; p=X;
if v<x”.key then x:=x".1 else x:=x".r;
if x*.1".red and x".r".red then x:=split(v,gg,g,p,X);
until x=z;
new(x); x".key:=v; x".l:=z; x".r:=z;
if v<p”.key then p”.1:=x else p".ri=x;
rbtreeinsert:=x;
x:=split(v,gg,g,p.X);
end;

Nuoroda gg (senelio nuoroda) reikalinga split operacijoje, biitent, kai 2-vir§tinés vienas i$
stiny yra 4-vir$iing, jos abi ir nauja vir§tné turi biiti transformuojamos i 3-vir§iing ir du jos stnus -
1 2-virsunes; kai 3-vir§iinés vienas i$ stiny yra 4-vir$iiné, jos abi ir nauja vir§iiné transformuojamos
1 4-virSung ir du jos stinus - | 2-virStnes. Raudoniems-juodiems medziams taip iSreiksta skaidymo
operacija reiskia, kad reikia pakeisti nuorody spalva - dviejuy stiny raudonas jungtis reikia padaryti
juodomis, o ju tévo jungti su seneliu padaryti raudona, kaip parodyta 13 pav.
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13 pav. Spalvy transformacija raudonuose-juoduose medziuose.

13 pav. matome, kad po virSiniy skaidymo raudonu-juodu medziy vienoje Sakoje gali
susidaryti viena po kitos einancios dvi raudonos jungtys - struktiiriniu poziliriu neleistina situacija.
Tai reiskia, kad reikia papildomy veiksmy su virsiinémis. Analizé rodo, kad taip gali atsitikti dél
“neteisingos” stiny orientacijos - 4-vir§iiné yra kairysis ar vidurinis (o ne deSinysis, kaip pirmuose
dviejuose pavyzdziuose) siinus. Aisku, kad virSiines reikia perorientuoti.

Raudonu-juoduy medziy atveju Sitoki perorientavima galima suformuluoti kaip gan paprastai
iSreiSkiama sukimo operacija (rotate). Bitent turi buti keiiamos vietomis trys jungtys: tévo
kairioji jungtis nukreipiama { jo kairiojo stinaus deSinj aniika, kairiojo stinaus jungtis pertvarko
téva 1 deSinj siiny, o senelio deSinioji jungtis nukreipiama | kairjji siiny. Be to, dvieju jungéiy
spalvos sukei¢iamos tarpusavyje.
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Si paprasta sukimo operacija gali biiti apibrézta ne tik raudonam-juodam, bet ir bet kuriam
dvejetainiam medziui. Savo ruoztu ji buvo panaudota keliems subalansuoty medziy algoritmams.
Operacija rotate iSsaugo paieskos medzio esmg ir lokaliai kei¢ia tik tris vir§tnes. Taciau svarbu
pazyméti, kad $i operacija neturi tendencijos gerinti medzio balansa, nes vir§iinés, kuri po sukimo
tampa desiniuoju stinumi, stinlis pazeméja vienu lygiu.

Atliekant rotate operacija, modifikuojama medzio struktiira, todél tai reikia daryti atsargiai.
Tinkamas pavyzdys yra pateikiama programa, kai vir§tinés v tévas yra virSiné y:

function rotate(v: integer; y: link): link;
var c,gc: link;
begin
if v<y”.key then c:=y".l else c:=y".r;
if v<c”.key
then begin gc:=c”".1; c*.l:=gc”.r; gc”.r:=c end
else begin gc:=c".r; ¢ .r:=gc”.1l; ge.l:=c end;
if v<y”.key then y”".l:=gc else y".r:=gc;
rotate:=gc
end;

Atskirai verta pateikti procediros split programa, kuri taip pat iliustruoja, kaip reikia jsiminti
jungtis:

function split(v: integer; gg,g,p,x: link): link;
begin
x/.red:=true; x".1".red:=false; x".r".red:=false;
if p”.red then begin
g".red:=true;
if (v<g".key)<>(v<p”.key) then p:=rotate(v,g);
x:=rotate(v,gg); x".red:=false
end;
head”.r".red:=false;
split:=x
end;

Tai turi itakos raudono-juodo medzio inicializacijos procediirai:

type link="node;
node=record key, info:integer; Lr:link; red: boolean end;
var head,z:link;
procedure rbtreeinitialize;
begin
new(z); z*.1:=z; z".r:=z; z".red:=false;
new(head); head" key:=0; head".r:==z;
end;

Sujungus Siy programy tekstus | vientisa, gaunamas efektyvus pakankamai paprastas
algoritmas, iterpiantis vir$iing i dvejetaini med;j ir garantuojantis, kad paieskai ir jterpimams bus

naudojamas logaritminis lyginimy kiekis:

* vienai paieskai raudoname-juodame medyje reikia apie IgN lyginimy;
* vienam jterpimui vidutiniskai reikia maziau negu vieno sukimo.
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Raudoni-juodi medziai vertingi ir tuo, kad jie efektyviai dirba ir blogiausiu atveju. Paieskai
raudoname-juodame medyje blogiausiu atveju reikia maziau negu 21gN+2 lyginimy, o iterpimo
operacijai - ketvirtadaliu maziau sukimy negu lyginimy. Vadinasi, turint apie pus¢ milijono irasuy,
2-3-4-medzio (arba raudono-juodo medzio) aukstis bus ne didesnis uz 20 lygiu.

3.3 Déstymo lentelés

Déstymo lentelés, dar kartais vadinamos iSdéstymo funkcijomis (angliSkai hashing)
atstovauja visiskai kitokiais principais pagristiems paieskos algoritmams. Tai metodai, kurie raso
irasus tiesiogiai i lenteles (masyvus), adresus iraSams skai¢iuodami irasuy reikSmiy pagrindu
(atlikdami su jrasuy reikSmémis aritmetines operacijas). Tarkime, jei zinoma, kad rakto reikSmés
yra skirtingos ir keiciasi nuo 1 iki N, tai irasa, atitinkantj rakto reikS§me i, reikia raSyti { matricos ar
lentelés i-gja vieta, tokiu bidu naudojant tiesioginio iSrinkimo metoda. ISdéstymo lenteliy
algoritmai kuriami apibendrinant §j trivialy metoda.

Paieskos operacijos iSdéstymo lentelése atlickamos paprastai: elementui, kuri norima rasti,
pagal hash funkcija skai¢iuojamas adresas lentel¢je ir lyginami tuo adresu esantys vienas ar keli
elementai. [terpimo operacija vykdoma irgi taip pat: elementui, kurj reikia iterpti, skai¢iuojamas
adresas ir tuo adresu elementas rasomas i lentelg. Panaii ir iSmetimo operacija.

Isdéstymo lenteliy algoritmai paprastai susideda i$ dviejuy daliy. Pirmas zingsnis - tai adreso
lenteléje skaiciavimas (hash funkcijos reik§més skai¢iavimas). Jei tokia funkcija parinkta idealiai,
tai kiekvienam jraSui skai¢iuojamas vienintelis galimas adresas, tada kiekvienas jrasas turi viena ir
tik viena vieta lenteléje, ir algoritma galima tobulinti nebent tik trumpinant funkcijos reikSmiy
skai¢iavimo laika. Taciau tokiy hash funkcijy beveik neegzistuoja, todél paprastai reikalingas
papildomas zingsnis: koliziju iSskyrimas, t.y. kai keliems jraSams skai¢iuojama ta pati vieta
lenteléje (tas pats adresas), reikia nuspresti, kaip iSskirti jrasus. Tada yra galimos skirtingos
kolizijy i§skyrimo strategijos, t.y. skirtingi algoritmai.

Isdéstymo funkciju algoritmai priklauso informatikos klasikai. Tokiu funkcijuy ir algoritmy
yra pasiiilyta daug, ir jie detaliai iStirti. ISdéstymo funkcijoms yra zinoma daug rekomendacijy,
kurios igalina efektyviai iSnaudoti norima ar turima laiko ir atminties santyki ir ji balansuoti.

3.3.1. ISdéstymo funkcijos

Déstymo lenteliy algoritmams pirmiausia reikia funkcijos, kuri transformuoty rakto reikSmes
(simboliy sekas, ar skaicius, ar kitokius duomenis) i lentelés adresus. Galima tarti, kad tai yra
skaiCiai, i$sidéste intervale [1 ... M]; ¢ia M reikSmé parenkama praktiniais sumetimais (pvz., kiek
turima atminties). Funkcija beveik visad yra aritmetiné. Ideali hash funkcija yra tokia, kurios
reik§mes galima lengvai ir greitai skaiciuoti ir kuri visas galimas reikSmes “paskirsto” tolygiai, t.y.
bet kuri gaunama reikSmeé vienodai tikétina. Tokiy funkcijy parinkimo problemos labai panasios i
atsitiktiniy skai¢iy generatoriy sudaryma.

Skai¢iuojant tokiy funkciju reikSmes, pirmiausia reikia irasa ar rakta interpretuoti kaip
skai¢iy. Dazniausiai tokiu atveju rakto dvejetainé iSraiska (dvejetainé eilé, kai kiekvienas simbolis
pakei¢iamas atitinkanciu dvejetainiu kodu) yra skaitoma kaip dvejetainis sveikas skaiCius be
zenklo. Po to §i skaiCiu (jei jis neperdaug ilgas) ver¢iant adresu, yra naudojama (dazniausiai) mod
funkcija. Adresa skaiCiuojanti iSdéstymo funkcija uzrasoma taip: h(k) =k mod M. Norint
patenkinti tolydumo reikalavima, M turi biiti pirminis skaicius.

Kai dvejetainé eilé ilga, ja pateikti kompiuteriui kaip skaifiy - kintamojo reikSmg - yra
sudétinga. Tokiu atveju naudojami kitokie metodai, pvz., ilga dvejetainé seka interpretuojama kaip
kokios nors pozicinés skai¢iavimo sistemos (32-ainés) skai¢ius, o adreso reikSméms skaiciuoti
taikomas Hornerio metodas:

h:=key[1];
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for j:=2 to keysize do
h:= (h * 32) + key[j]) mod M;

Isdéstymo funkcijos detaliai aprasytos D. Knuto [12] knygos 3-me tome. Sudétingesnés
funkcijos, idomios ir matematikos, ne tik informatikos pozitriu, aprasytos [11] knygoje.

3.3.2. Atskirti sarasai.

Isdéstymo funkcijos ta patj adresa gali priskirti keliems irasams. Todél biitina iSspresti tokio
pobudzio kolizijas. Atskirty sarasy algoritmas teigia, kad kiekvieng iraSy, turinéiy ta pati adresa,
grupe reikia formuoti kaip atskirg tiesinj sarasa. Vadinasi yra M sarasy, o hash funkcijos adresai
yra ne kas kita, kaip nuorodos i kazkurio saraso pradzia. Kartais saraso elementus naudinga laikyti
surtiSiuotus. Programuojant $j algoritma, reikia naudoti nuorody masyva. Programa Siam metodui
atrodyty taip:

type link= "node;

node= record key.info: integer; next: link end,
var heads: array[0..M] of link; t,z:link;
procedure initialize;
var i:integer;
begin

new(z); z".next:=z;

for i:=0 to M-1 do

begin new(heads[1]); heads[i]".next:=z end,
end;

Algoritmo savybés. Naudojamy lyginimy skaicius yra lygus nuoseklios paieskos lyginimy
skai¢iui, padalytam i§ M. Kompiuteris naudoja papildoma atmint; M nuorodoms saugoti.

Nuorody masyvo galima buty iSvengti, jei funkcija nuorodas formuoty tiesiogiai i pirma
reikiamo saraso elementa. Taciau tai komplikuoja algoritmo programavima.

3.3.3. Atviro adresavimo déstymo metodai

Déstymo metodus naudoja kompiliatoriai, ypa¢ sudarydami simboliy lenteles. Siuo atveju
atminties yra pakankamai, todél lenteliuy dydis didesnis uz elementy kieki. Déstymo metodai tokiu
atveju vadinami atviro adresavimo metodais. Taciau hash funkcijy skaiCiuojami adresai
skirtingiems jrasams vis délto gali sutapti, todél algoritmai turi nagrinéti ir kolizijuy atvejus. Cia
bus iSdéstyti du tokie algoritmai: tiesinio déstymo (linear probing) ir dvigubo déstymo (double
hashing).

Tiesinis déstymas. Tiesinio déstymo algoritmas, paskaiciaves elemento adresa, tikrina, ar jau
tokiu adresu nurodyta vieta yra uzimta, ir jei taip - nuosekliai viena po kitos tikrina kitas pozicijas
tol, kol suranda laisva vieta. Iterpimo operacijos metu naujas elementas raSomas i $ia vieta, o
paieskos operacija uzbaigiama. Siame algoritme galimi keli skirtingi lyginimai: galima lyginti
raktus arba hash funkcijos reik§mes raktams (priklausomai nuo taikymo). Programa, realizuojanti
algoritmo operacijas, buity tokia:

procedure hashinitialize;
var i:integer;
begin
for i:=0 to M do a[1].key:=maxint;
end;
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function hashinsert(v: integer): integer;
var x:integer;
begin
x:=h(v);
while a[x].key<>maxint do x:=(x+1) mod M;
a[x].key:=v;
hashinsert:=x;
end;

Savybé. Remiantis statistiniais vertinimais, galima teigti, kad tiesinis déstymas naudoja
vidutiniSkai maziau negu penkis nuoseklius perrinkimus, kai lentelé uzpildyta daugiau negu dviem
trecdaliais.

Dvigubas déstymas. Tiesinio déstymo algoritmas gali dirbti labai 1étai, jei lentelé biina beveik
uzpildyta. Tada vietoje jo tikslinga naudoti kita algoritma. Vienas i tokiy yra dvigubo déstymo
algoritmas. Jame sitiloma pakeisti viety lenteléje perrinkimo strategija - vietoje tiesinio perrinkimo
naudoti kintamo Zingsnio perrinkima. Kitaip naudojama hash funkcija: po to, kai apskai¢iuojamas
rakto adresas ir, jei ta vieta uzimta, reikia pereiti prie kito elemento, tikslinga naudoti kintama
zingsni: x:= (x + u) mod M. Kad algoritmas sékmingai veikty, zingsnis u ir skai¢ius M turi biti
tarpusavyje pirminiai. Be to, u gali priklausyti nuo rakto x reikSmés.

Todél dazniausiai tokiu atveju apibréziama nauja (antra) iSdéstymo funkcija. Pavyzdziui, ji
gali buti tokia: h,(k) = (M - 2 - k) mod (M-2). [vairiose dvigubo déstymo algoritmo modifikacijose
pasitlyta ir daugiau tokiy funkcijy [11]. Kaip ir anksc¢iau, skai¢iai M ir M-2 turi biiti pirminiai.

Empiriné savybé. Dvigubas déstymas laisvos vietos paieSkoje paprastai reikalauja maZziau
bandymuy negu tiesinis déstymas.

Déstymo algoritmy srityje yra atlikta daug tyrimy ir pasitlyta daug funkcijy, kurios
dazniausiai testuotos ir jvertintos empiriSkai. Matematiné tokiy funkcijuy analizé ir vertinimai
surinkti [13 knygoje, jie yra gan sudétingi.

3.4 Skaitmeniné paieSka

Paieskos ar kokiy nors kity operacijuy tikslams daznai galima panaudoti rakty ar iraSy
reikSmiy dvejetaing (skaitmening) iSraiSka (o ne iraSy reikSmes), kuria Sie irasai turi kompiuterio
atmintyje. [rasy iSraiSky bitai gali biiti analizuojami ar lyginami tarpusavyje, Siy lyginimy pagrindu
daromos iSvados, tokios pat kaip ir anks€iau nagrinétais paieSkos algoritmy atvejais. Tokie
algoritmai vadinami skaitmeninés paiesSkos (radix-searching) algoritmais. Juos patogu naudoti
tada, kai su dvejetainémis {raSy iSraiSkomis lengva manipuliuoti, ir kai jos vienokia ar kitokia
prasme pakeicia jraSy reikSmes.

3.4.1. Skaitmeniniai paieSkos medziai

Tai paprasCiausias skaitmeninés paieSkos algoritmas, labai panaSus | dvejetainés paieSkos
medi. Jy skirtumas tas, kad pereinant i§ vienos virSiinés i kita yra lyginamos ne rakty (vir§iiniy)
reikSmes, bet Siy reikSmiy dvejetainiy iSraiSky bitai. Pereinant nuo medZzio Saknies i jos siinus,
lyginamas 1-as bitas, i§ $iy stiny { ju stinus - 2-as bitas ir t.t., iki tol, kol nebus pasiektas lapas
(Sakos pabaiga). Jei bito reikSmé lygi nuliui, pereinama { kairjji stiny, jei vienetui - | deSinj stiny.
Rasant §io algoritmo programa, tikslinga apibrézti funkcija, kuri 1§ tam tikry rakty reikSmiy
iSskirty reikalingus bitus: bits(x, k, j) - 1§ reikSmés x iskiria j bity, pradedant nuo k-ojo bito.
Algoritmo programos tekstas tada bty toks:

function digitalsearch (v: integer; x: link): link;
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var b:integer;
begin
z" key:=v; b:=maxb;
repeat
if bits(v,b,1)=0 then x:=x".I else x:=x".1;
b:=b-1;
until v=x".key;
digitalsearch:=x
end;

Duomeny strukttiros, naudojamos Siame algoritme, yra tokios pat kaip ir dvejetainiy medziy.
Sutampancios rakty reik§més skaitmeninéje paieskoje (kaip ir skaitmeniniame riiSiavime) sudaro
esminj kliuvini. Todél Siame skyriuje bus nagrinéjami tik tie atvejai, kai visy rakty reikSmés yra
skirtingos.

Skaitmeninés paieskos iterpimo procediira irgi yra tik lengva dvejetainio paieskos medzio
modifikacija:

function digitalinsert (v: integer; x: link): link;
var p: link; b: integer;
begin
b:=maxb;
repeat
p=X;
if bits(v,b,1)=0 then x:=x".I else x:=x".1;
b:=b-1;
until x=z;
new(x); x".key:=v; x".l:=z; x".r:=z;
if bits(v,b+1,1)=0 then p”~.l:=x else p".r:=x;
digitalinsert:=x
end;

Algoritmo sudétingumas: PaieSkai ar jterpimui skaitmeniniame paieskos medyje, kuri
sudaro b bity ilgio N virStniy, reikia vidutiniskai apie IgN lyginimy (ir b lyginimy blogiausiu
atveju).

3.4.2. Skaitmeniniai paieSkos indeksai

Skaitmeniniuose paieSkos medziuose elementy reikSmés, nors ir dvejetainés, yra saugomos
(ir lyginamos, ar apdorojamos, t.y. 1§ jy iSskiriami bitai ar juy grupés) virStinése. Jei Sios reikSmeés
yra ilgos, jos gali labai sumazinti algoritmo efektyvuma.

Siame skyrelyje bus aptariami algoritmai, kurie i$naudoja skaitmeniniy paieskos medziy
privalumus, bet jgalina elemento reikSme paieskos operacijoje lyginti tik vieng karta. Idéja paimta
i§ gyvenimo: telefony knygoje puslapiu virSuje raSomos pirmos pavardziy raidés, bet ne pilnos
pavardés. Todél paieska joje atliekama ieSkant pirmos reikalingo Zodzio raidés, o tik po to viso
zodzio. Plétojant Sia idéja, 1960-ais metais E. Fredkin pasitilé tokios paieskos duomeny struktira
ir algoritma [12]. Si struktira Zinoma "trie" vardu (nuo ZodZiy tree ir retrieval). Jos esmé yra
tokia: M-ariniame medyje skiriamos vidinés ir iSorinés virsiings, prie kiekvienos vidinés virStnés
raSomas (M-1)-matis vektorius (skaitmeninis ar simbolinis), kurio reikSmés indeksuoja jungtis ir
nurodo, kuria i§ ju reikia eiti toliau. Elementy reikSmés rasomos iSorinése virsiinése (kurios yra
medzio lapai). Dvejetainéje trie struktiiroje vidinése medzio virStinése yra raSomi nuliai ar vienetai
(bitai), o virStiniy numeriai atitinka bito pozicija iraso dvejetainéje iSraiskoje. Pavyzdziui, norint
rasti elementus, kurie trecio bito pozicijoje turi reikSme, lygia vienetui, reikia i§ trecios virSunés
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pereiti i deSinj sGiny ir taip testi toliau. Si struktiira lietuviskai bus vadinama “skaitmeniniais
paieskos indeksais” (iki $iol lietuviy kalboje nusistovéjusio termino néra). Trie struktiiros jvairios
realizacijos, modifikacijos ir analizé pateikta [12] knygoje.

Skaitmeniniai paieskos indeksai nepriklauso nuo elementy jterpimo tvarkos - tiems patiems
duomenims gaunamas tas pats medis nepriklausomai nuo to, kokia tvarka elementai buvo jtraukti.
Iterpimo operacijos metu reikia atlikti nesékminga paieska ir prie vidinés virStnés prijungti
iSoring, kartu pakeiciant ja atitinkantj indeksa. Trie struktiiros pavyzdys pateiktas 14 pav.

14 pav. Trie struktiira raidziy penkiy bity kodams.

Programuoti trie struktira néra paprasta, nes ji reikalauja specialiy operaciju su bity ar
panaSiy simboliy indeksais. Knygose [1, 12] aptarta daug programavimo ir programy
optimizavimo metody. Si struktiira yra geras algoritmo, kuri verta programuoti Zemo lygio
programavimo kalba, pavyzdys.

Algoritmy sudétingumas. Skaitmenineés paieskos indeksy struktiira turi vidutiniskai apie
N/IgN (t.y. apie 1,44N) vidiniy virStniy.

Viena i$ trie strukttros problemy - galimi skirtingi paieSkos medzio $aky ilgiai. Ji gali bati
sprendziama arba dvejetaini medj pertvarkant i M-arinj, arba trumpinant Sakas, kuriose yra daug
ilgu vienody indeksy.

3.4.3. Daugybiniai skaitmeniniai paieSkos indeksai

Struktiiros, kurios vadinamos daugybiniais skaitmeniniais paieSkos indeksais, sitilo pereinant
nuo vienos virStings prie kitos naudoti keliy bity sekas (pvz., b ilgio) ir sudaryti M-arinius medzius
(M=2"). Sis metodas tinkamas tuo atveju, kai yra daug elementy, kuriy dvejetainéje israiikoje tam
tikros bity sekos kartojasi. M-arinis medis bus Siuo atveju labiau subalansuotas ir jo Sakos
trumpesnés (Saky ilgis bus logyN). Vadinasi ir paieska bus vykdoma grei¢iau. Tokio daugybinio
medZio pavyzdys pateiktas 15 pav.

15 pav. Keturiy lygiy trie struktiira raidziy kodams.

Sis metodas labai efektyvus, kai turima daug rakty ir jy reik§miy - matuojamy tiikstanéiais.
Kita vertus, Sioje struktiiroje yra paslépta galimybé uZtersti atminti, nes gali biiti daug neiSnaudoty
jungciy.

3.4.4. Patricia algoritmas

Skaitmeninés paieSkos medZiai turi dvi savybes, kurios potencialiai trukdo efektyviam
algoritmo veikimui ir jo realizacijai:
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* potenciali ir daznai pasitaikanti galimybé¢ turéti daug neisnaudoty jungciy;
* paieskos medzio virsiings turi biiti dviejy skirtingy tipy.

Sios neigiamos savybés yra eliminuotos D. R. Morrison'o pasiilytame Patricia algoritme.
Jame sudaromas medis i§ N virStiniy (kiekvienam elementui po virsiing), o kiekvienai virSiinei
priskiriama informacija leidzia naudoti tik viena pilng elementy lyginima per viena paieskos
operacija.

Neisnaudotos jungtys eliminuojamos paprastai - kiekvienai vir§tinei priskiriamas papildomas
indeksas - bito numeris, kurj reikia lyginti norint nuspresti, kuria Saka toliau eiti. Elementy
reik§més saugomos virsunése, todél iSnyksta skirtumas tarp vidiniy ir iSoriniy vir§iniy. Kiekviena
vir§iné turi dvi jungtis, i§ kuriy kiekviena gali biiti nukreipta ne tik { stinus, bet ir { pacia vir§iing ar
1 kuria nors aukstesnio lygio virstng.

Kad buty vaizdziau, verta iSnagrinéti pavyzdi. Tarkime, turime tokias raides ir ju
dvejetainius kodus:

A 00001 S 10011
E 00101 R 10010
C 00011 H 01000
I 01001 N 01110
G 00111 X 11000
M 01101 P 10000
L 01100

Nuosekliai, tokia tvarka, kaip iSdéstyti elementai lenteléje, jterpiant virsiines i Patricia medi
gaunama 16 pav. pavaizduota struktiira.

16 pav. Patricia medis raidziy penkiy bity kodams.

Patricia medyje paieska vykdoma taip: jei reikia rasti, tarkime, elementa X, yra skaitoma jo
dvejetainio kodo pozicija, kuri pazyméta ties Saknine virSiine, ir tokiu biidu nusprendziama, ar eiti
i kairiji ar { de8iniji siny. Si operacija kartojama tol, kol pricinama nuoroda, nukreipta arba i ta
pacia virSiing, arba { auksCiau esancia virSing. Tada yra lyginamos ieskomo elemento X ir
nurodytos vir§iinés reik§més ir paieska uzbaigiama. Jei reikSmés sutapo, paieska sekminga, jei ne -
nesékminga. Reikia pastebéti, kad bitent Patricia medzio konstrukcija atspindi specifinius
skirtumus tarp elementy. Pavyzdziui., elemento S kodas yra toks, kad dvejetainis posekis 10*11
tarp kity elementy néra sutinkamas. Sis skirtumas ir yra priezastis, kodél i§ apadios i vir§y nuoroda
(i$ artimiausio elementui S elemento R) buvo nukreipta i elementa S.
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Iterpimo operacija yra sudétingesné, jos realizacijoje reikia skirti du atvejus, kai virS§tiné
iterpiama medzio $akoje (vidiné vir$iiné) ir kai lape (iSoriné virs§ting). Tokios paieskos ir iterpimo
operacijy programos galéty biiti tokios:

type link="node;
node = record key. info, b: integer; 1,r: link end;
var head,z: link;
function patriciasearch(v:integer; x:link):link;
var p:link;
begin
repeat
p=X;
if bits(v,x".b,1)=0 then x:=x".I else x:=x".1;
until p*.b=<x".b;
patriciasearch:=x
end;

function patriciainsert(v:integer; x: link): link;
label 0;
var t,p:link; i:integer;
begin
t:=patriciasearch(v,x);
if v=t".key then goto 0;
1:=maxb;
while bits(v,i,1)=bits(t".key,i,1) do i:=i-1;
repeat
p=X;
if bits(v,x".b,1)=0 then x:=x".1 else x:=x".1;
until (x".b=<i) or (p".b=<x".b);
new(t); t*.key:=v; t".b:=i;
if bits(v,t*.b,1)=0
then begin t".1:=t; t".r:==x end
else begin t".r:=t; t".]1:=x end;
if bits(v,p”.b,1)=0 then p”.1:=t else p.r:=t;
0:patriciainsert:=t
end;

Algoritmo sudétingumas. Patricia medis, sudarytas i$ atsitiktiniy b bity ilgio N elementy,
turi N virStiniy ir paieskos operacijai vidutiniskai naudoja IgN lyginimy.

3.5 ISoriné paieSka

Praktiskai daznai reikia ieSkoti duomenu dideliuvose failuose, kurie laikomi iSoringje
atmintyje. Kaip ir iSorinio rusiavimo atveju, tokia paieSka vadinama iSorine. Nagriné¢jami
algoritmai bus pritaikyti darbui antrinéje, t.y. diskingje atmintyje. Sia atmintj galima Siek tiek
formalizuoti, skirtingai negu treting atmintj, kurioje gausu labai jvairiy ir skirtingy techniniy
sprendimy, daranciy jtaka algoritmuy darbui.

Paieska yra viena i§ labai dazny ir fundamentaliy operacijy su diskiniais irenginiais. Nors
diskiniy irenginiy konstrukcijos skiriasi, visoms joms galima naudoti tam tikra modeli. Ta daryti
vercia ir manipuliacijy su duomenimis pobudis - operaciju metu reikia pakeisti, jterpti, iSmesti ar
rasti kelis bitus ar baitus labai dideliuose failuose. Failai paprastai yra raSomi taip, kad iSnaudoty
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visas technines diskiniy irenginiy charakteristikas ir iSrinkty duomenis kuo grei¢iau. Todél labai
sudétinga rasti objektyvius kriterijus, kurie pagelbéty vertinant paiesSkos metodu efektyvuma
vairiuose taikymuose, nes labai daug kas priklauso nuo techninés ir programinés jrangos.
Formalus diskiniy ijrenginiy modelis padeda vaizdziai ir matematiskai grieStai pateikti iSorinés
paieskos algoritmus. Sie, skirtingai nuo i3orinio rii§iavimo, nelabai skiriasi nuo vidinés paieskos
algoritmuy, tik yra labiau pritaikyti dinaminei duomenuy déstymo situacijai.

Nagrin¢jami iSorinés paieskos metodai yra naudojami ir naudingi ne tik failams ar ju
sistemoms, bet ir duomeny bazéms. Taciau duomeny bazés turi labai didelg inercija, t.y. kai koks
nors algoritmas jose yra idiegtas, visa manipuliavimo su duomenimis struktira labai sunku
pakeisti. Paprastai idiegti algoritmai gyvuoja tol, kol gyvuoja duomeny baziy taikymas. Nauji,
dinamiski paieskos metodai diegiami tik kartu su naujomis duomeny bazémis.

Diskinés atminties modelyje atmintis skirstoma i atskiras sekcijas, vadinamuosius puslapius.
Kiekvienas diskas turi po fiksuota kiekj puslapiu (nagriné¢jamuose algoritmuose - po tris). [ puslapi
galima rasyti fiksuota kieki irasu (nagriné¢jamuose algoritmuose - po keturis), kurie puslapio viduje
iSrenkami nuosekliai. Skaitymo-ra§ymo (input/output - 1/0) operacijos reikalauja daug daugiau
laiko negu visos kitos kompiuterio operacijos. Skaitymo-raSymo operacijos metu visas puslapis
perkeliamas { viding atmintj (arba atvirksciai).

3.5.1. Indeksiné-nuosekli paieska

Paprasciausias nuoseklios paieskos algoritmas gali biiti pritaikytas ir paieSkai diskingje
atmintyje. Tokiu atveju irasus reikia déstyti nuosekliai did¢jimo tvarka disko puslapiuose. Tada
paieska atliekama kreipiantis i kiekviena puslapi ir nuskaitant jo turinj i atminti. Algoritmas dirbs
tol, kol bus sutiktas jrasas, didesnis uz ieSkoma, ir jo veikimo laikas bus tiesiogiai proporcingas
nuskaityty puslapiy skaiciui.

Nuoseklios paieskos algoritma galima akivaizdziai patobulinti. Diske esantiems puslapiams
galima sukurti rodykle (angliskai index), kurioje nurodoma, kokia iraSo reikSme prasideda ar
baigiasi kiekvienas puslapis. Rodyklei skiriamas atskiras puslapis. Paieska Sioje struktiiroje yra
daug greitesné: norint rasti reikiama irasa, yra nuskaitomas rodyklés puslapis ir po to - tas puslapis,
kuriame gali biiti ie§komasis jrasas. Sitai paiekai paprastai reikia dviejy 1/0 operaciju. Jei yra keli
diskai, galima dar kurti rodykliy rodykle (master index), kurioje raSomi jrasy reikSmiy, esanciy
kiekviename diske diapazonai. Paprastai tokia rodyklé yra maza ir paieSkos metu ja galima laikyti
vidinéje atmintyje. Sitokia duomeny struktiira vadinama indeksiniu-nuosekliu failu ar paieska, jos
pavyzdys pateiktas 17 pav. Ji labai tinka greitai duomeny paieskai, bet jos irasu iterpimo ar
iSmetimo operacija vykdo labai ilgai, nes gali tokiu atveju prireikti pakeisti visy disko ar disky
puslapiy turini.

l-as diskas: [ _C [E AAAC EEEE
1121

2-as diskas: |[E|1 N EGHI [ L MN
112

17 pav. Indeksiné-nuosekli strukttira diskuose.
Algoritmo sudétingumas: PaieSkos operacija indeksiniame-nuosekliame faile vyksta
pastoviu laiku, taciau iterpimo ar iSmetimo operacijos gali pareikalauti pertvarkyti visa faila (t.y.

eksponentiniu laiku).

3.5.2. B-medziai
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Kai duomenys kokioje nors aib¢je keiCiasi dinamiskai, t.y. kai paieSkos, iterpimo ar
iSmetimo operacijos yra vienodai tikétinos, geriausia naudoti vienodo (ir maziausio galimo)
sudétingumo struktiiras. Viena i§ tokiy tinkamuy struktiiry - subalansuoti medziai. ISorinés paieskos
atveju medziai paprastai susieja disko ar disku puslapius ir todél 1/O operaciju atzvilgiu turi biti
optimizuoti, t.y. jie turi buiti gan Sakoti. Algoritmai, kurie ¢ia naudojami, gali apibendrinti (ar
pritaikyti) 2-3-4-medzius. Medziy vir§tinés gali turéti priskirtas i§ tam tikro intervalo (nuo 1 iki M-
1) reikSmes, t.y. gali turéti nuo 2 iki M nuorodu. Nuorodos gali buiti nukreiptos { puslapius,
kuriuose iraSyti tame intervale esantys irasai (teisingiau i puslapi, kuriame prasideda irasai).
Sitokia struktiira yra vadinama B-medZiais, ja 1972-ais metais pasiilé autoriai R. Bayer ir
McCreight [2]. Jos pavyzdys pateiktas 18 pav.

l-asdiskas: [2ID2 M P 3TB
0 1 2 0 1

2-as diskas: (A A A B DEIL M N O

3-as diskas: SSSS T UU

18 pav. Sakinio “SUBALANSUOTAS MEDIS” (Zr. 11 pav.) B-medis diske.

Paieskos, iterpimo ar iSmetimo operacijos Sioje struktiroje atlickamos kaip ir 2-3-4-
medziuose. Formaliai B-medziuose yra dvieju tipu virSinés: vidinés ir iSorinés. Taliau ju
realizacija panaikina $i skirtuma. Jei medis yra mazas, jo visos vidinés virSiinés gali tilpti vidingje
atmintyje ir joms galima taikyti viena i§ anks¢iau nagrinéty struktiiry. Sio atveju nuorodos i
iSorines virstnes bus disky ir ju puslapiy adresai. Jei medis didelis ir vidinéje atmintyje netelpa,
kiekvienai vidinei virStnei (i$skyrus medzio Sakni) galima priskirti atskira puslapi, turinti sava
struktira (18 pav.). Irasy adresavimas bus kompleksinis: disko numeris ir puslapio numeris.
Saugant diske virSiines, joms skirtuose puslapiuose yra saugomi ir visi jungtims reikalingi adresai,
taCiau puslapiuose, sauganciuose irasus, jungCiuy saugoti nereikia. Medzio Sakni verta laikyti
vidinéje atmintyje, nes pradedant paieska visad reikia formuoti reikalingus adresus. Aisku, B-
medzio atminties kiekis priklauso nuo puslapiu, irasy dydzio ir nuorody kiekio.

B-medziy jterpimo ir iSmetimo operacijos, kai viena virSiing reikia skaidyti 1 dvi ar dvi
vir§lines sujungti | viena, formaliai yra tokios pat, kaip ir 2-3-4-medziuose. Taciau skiriasi ju
realizacija. Pagrindini démesi reikia sutelkti ne i struktiiros elementy keitima, o i tai, kad reikia
minimizuoti operacijy su puslapiais skaiciy.

Algoritmo sudétingumas. Paieskos, iterpimo ar iSmetimo operacijoms B-medyje,
turin¢iame N elementy ir M jung¢iy, reikia log,,,N disko I/O operacijy. Praktiskai, kai skai¢ius M
yra pakankamai didelis, tam reikia pastovaus laiko. VirSiiniy skaic¢ius, reikalingas tokiam medZiui,
gali biiti {vertintas apytikriai 1,44N/M.

B-medis iSsiskiria dar keliomis savybémis, kurias galima iSnaudoti algoritmo darbui
pagerinti. Viena i§ ju - virStnése galima naudoti kintama jung€iy (ir intervaly) skaiciy.
VirSutiniuose lygiuose galima naudoti daugiau jung¢iy, apatiniuose - maZiau, taip galima sutaupyti
reikalingy medziui saugoti puslapiy skaiciy, kartu I/O operacijy skaiciy. Kita savybé - virSiiniy
{raSuose galima saugoti ne jraSy reikSmes, o jy kodus ar reikSmiy prefiksus. Tokia procediira gali
sutaupyti laiko ir vietos. Literatliroje pasiiilyta daug tokiy galimy modifikaciju (ir daug iS juy yra
realizuota). Apie tai liudija ir aibé pavadinimy: prefix-B-medZiai, B+-medZiai, prefix-B+-medZiai,
K-D-B-medziai ir pan.

3.5.3. ISpléstinis déstymas

I$pléstinis déstymas (extendable hashing) yra tam tikra alternatyva B-medZiams. Sis metodas
pritaiko skaitmeninius paieSkos metodus iSorinei atminciai, pirma karta buvo pasiilytas 1978
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metais [1], véliau buvo paskelbta daug modifikacijy ir taikymy. Jo pagrindinis privalumas yra tai,
kad tipinése ir labai daznai pasitaikanc¢iose duomeny déstymo situacijose paieskai reikia tik dvieju
I/O operaciju ir panaSiai tiek pat naujeims elementams jterpti ar iSmesti. ISpléstinio déstymo
atveju, kaip ir B-medziuose, irasai ir ju indeksai saugomi disko puslapiuose. Indeksai sudaromi
naudojant dvejetainius iraSy kodus. Duomeny saugojimo $ioje struktiiroje schema parodyta 19pav.

00001 (A
00101 |E
00101 |E
1-as diskas: [2 |2 |2 |2
00 01100 |L 0211
01 01110 |N
10
11
2-asdiskas: A E E |R T X | I|, N
10010 |R
10100 |T
11000 [X

19 pav. I$pléstinio déstymo struktira diske.

Operacijos su indeksais iSpléstinio déstymo algoritmuose yra dvilypés: indekso struktiira
disko puslapyje yra vienaip modifikuojama, kai keiciasi analizuojamy bity skaicius iterpiant ar
iSmetant elementus, ir kitap modifikuojama, kai reikia vieno puslapio turini skaidyti i du puslapius
arba du puslapius sujungti i viena. Duomeny struktira, gauta i 19 pav. struktiira iterpus
papildomus elementus, pavaizduota 20 pav.

00001 (A
00001 (A

l-asdiskas: 2 [3 12 12 (2 |2 |2 |2
000/00101E oloj2(2f1f1f1]1
001 [ 00101 |E
010 00101 |E
011
100 2-as diskas: [A A | |R STX| LN
101 1100 |L
110 01110 [N
111
3-asdiskas: [E E E
10010 |R
10011 |S
10100 |T
11000 (X

20 pav. Elementy jterpimas iSpléstinio déstymo struktiiroje.

66



Duomeny struktiiros ir algoritmai

Puslapio viduje irasai saugomi suriiSiuoti. Tai néra esminé algoritmo darbo savybé, nes
daugiausia laiko sunaudoja I/O operacijos. Puslapiy modifikacija atlickama vadovaujantis tokiais
principais: kai puslapi reikia skaidyti i dvi dalis, ir dalj irasu perkelti i kita puslapi, jie turi buti
raSomi taip, kad viename puslapyje likty irasai, prasidedantys 0, o i kita patekty prasidedantys 1.
Sita principa reikia taikyti ir toliau, sekoms 00, 01, 10, 11, ir t.t. Kai reikia pereiti prie ilgesniy
skaitmeniniy sekuy, tenka padvigubinti rodykle (indeksa). Rodyklé naudoja tik puslapiy nuorodas -
todél jai reikia mazai vietos. Aisku, kad rodyklés skaidymas ir yra ta operacija, kuri gali labai
pabloginti algoritmo darba, nes gali tekti skaidyti ar sujungti daug puslapiy. Taciau tokia situacija
btna ne taip jau daznai. Todél algoritmas dazniausiai dirba labai efektyviai. Jei rodyklé uzima
daugiau nei viena puslapi, vidinéje atmintyje galima suformuoti rodyklés puslapiy nuorodas ir su
ju pagalba kreiptis tik i ta puslapi, kuriame yra reikiamas rodyklés fragmentas.

Taciau yra ir neigiamy iSpléstinio déstymo algoritmo savybiu. Algoritmas yra jautrus
dvejetainiy reikSmiy pasiskirstymui. Jei daugumos jrasy reikSmés prasideda tuo paciu dvejetainiu
fragmentu, rodyklés turis gali nepagristai i$sipiisti, nes prie dvejetainio fragmento pridedant viena
bita, rodyklés tiiris padvigubéja. Esant minétam netolygumui, patartina vietoje dvejetainio
fragmento naudoti vienokia ar kitokia iSdéstymo funkcija.

Kita algoritmo ypatybé - jo priklausomumas nuo puslapio dydzio. Teisingiau, Sio algoritmo
darbui yra svarbus irasy, puslapiy ir i§déstymo funkcijos reikSmiuy dydziy santykis. Tai daro itaka
ir rodyklés dydziui, ir nuorody skaiciui, ir uzimamos atminties dydziui. Aisku, toks faktorius yra
svarbus, kai duomeny pakankamai daug, pvz., konstruojant labai dideles duomenuy baziy sistemas.

Dar viena algoritmo elgsenos ypatybé, i kuria reikia kreipti démesi - nuorodu perteklius
esant dideliam lygiy jrasy kiekiui, t.y. kai vienas jrasas kartojasi daug karty. Sie jrasai dirbtinai
ispucia rodykle, nes atsiranda daug nuorody i ta pacia reik§me. Si problema panasi i dvejetainiy
fragmenty pasiskirstymo netolydumus ir gali buti sprendziama panasiai. Taciau jei kartojasi tik
vienas arba tik keli iraSai, galima naudoti fiktyvias reikSmes, identifikuojancias pasikartojanciy
irasy tinkamus poaibius.

Algoritmo sudétingumas. Jei | diskinés atminties puslapi telpa M jrasy, atminties tiris,
reikalingas saugoti N jrasy, bus apytikriai lygus 1,44N/M puslapiy. ISpléstinio déstymo algoritmo
rodyklé turés apie N'""™/M nuorody.

Reikia pastebéti, kad iSpléstinis déstymas yra labai panasus | virtualios atminties formavimo
metodus. Virtuali atmintis, kuri yra ne kas kita, kaip bendros paskirties iSorinés paieskos metodas,
formuoja tiesioginius adresus { iSorinés atminties puslapius ir remiasi prielaida, kad iraSai, esantys
kompiuterio vidingje atmintyje, ir jrasai, esantys diske, fiziSkai yra netoli vienas nuo kito ir, be to,
susije. Nuorody formavimo principai abiems algoritmams yra tokie patys. Taciau virtualios
atminties formavimo metodo, skirtingai negu iSpléstinio déstymo algoritmo, negalima tiesiogiai
pritaikyti duomeny baziy valdymo sistemoms. Duomeny baziy ar faily sistemoms reikia, kad be
jokiy iSankstiniy susiejimy bty galima efetyviai kreiptis i$ bet kurios duomeny vietos i bet kuria
kita.
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4. Seky apdorojimas ir kompresija

4.1 Seky paieska

Siame skyriuje savoka "seka" bus interpretuojama kaip duomeny aibé, kuri negali bati
iSskaidyta { logiskai nepriklausomus iraSus taip, kad kiekvienas juy turéty nesudétingai
identifikuojama dali. Sekos - tai dviejy skirtingy kompiuteriy programy sistemy Seimy pagrindinis
objektas: teksty apdorojimo sistemuy, vadinamyju dokumenty procesoriy (simboliy sekos), ir
kompiuterinés grafikos sistemy (dvejetainés sekos). Sitie du atvejai turi daug skirtumy ir
panasumu. Panasus uzdavinio formulavimas ir seky apdorojimo procediiros. bet skirtingi alfabetai,
simboliy kiekis, ir t.t. Sie faktoriai daznai salygoja skirtingus algoritmus.

Pagrindinés operacijos, atlickamos su sekomis - tai posekiy paieska ir sekuy fragmenty
identifikavimas. Posekiy paieskos operacijos labai skiriasi nuo nagrinéty paieskos algoritmuy, todél
¢ia bus nagringjamos atskirai. Seky fragmenty identifikavimo (pattern matching) uzdavinys gali
buti formuluojamas taip: yra N simboliy ilgio seka (N yra didelis), ir M simboliy ilgio fragmentas
(pattern), reikia rasti visus fragmento pasikartojimus tekste. Pavyzdziui, rasti visas vietas, kur
Sioje knygoje sutinkamas fragmentas “duomeny struktiira”. Toks formulavimas néra paprasta
simbolio paieska, ir todél algoritmai gali labai skirtis.

Kaip visuomet, svarbi algoritmy sudétingumo problema. 1970-ais metais buvo paskelbtas
teiginys, kad egzistuoja posekiy paieskos algoritmas, ku.rio sudétingumas netgi blogiausiu atveju
yra M+N. Véliau per kelerius metus buvo sugalvoti ir idiegti konkretiis algoritmai, kurie atitiko
teorinius rezultatus. Sie algoritmai nagrinéjami $iame skyriuje.

Daugelis posekiu paieskos algoritmy turi i{domia ir retai pasitaikancia savybg - ju teoretiskai
vertinamas sudétingumas paprastai yra blogesnis uz praktini. Pavyzdziui, brutalios jégos algoritmo
teorinis sudétingumas yra lygus MN, o jo kruopstus realizavimas leidzia simazinti jo sudétinguma
iki M+N.

Idomu pastebéti, kad keli placiai naudojami fundamentaliis ir efektyvis posekiy paieskos
algoritmai yra labai paprastai formuluojami (ir Sia savo savybe vos ne genialiis), bet buvo pasitlyti
tik pries kelis metus. Nattralu pagalvoti, kodél Sie algoritmai nebuvo atrasti anksciau?

4.2. Tiesmukiskas (brutalios jégos) algoritmas

Vienas i$ posekiy paieSkos metody yra akivaizdus - reikia nuosekliai viena po kito tikrinti
kiekviena sekos simbolj tol, kol jis sutampa su pirmuoju fragmento simboliu, ir jei taip - lyginti
fragmento ir sekos antruosius simbolius, po to treciuosius, ir t.t. Jei bent vienoje vietoje simboliai
nesutampa, reikia pereiti prie sekancio sekos simbolio ir tikrinima pradéti i§ naujo. Jei seka ir
fragmentas iSdéstyti masyvuose, programa realizuojanti §i algoritma, buity tokia:

function brutesearch: integer;
var 1, j: integer;
begin 1:=1; j:=1;
repeat if a[i] = p[j]
then begin i:=1+1; j:=j+1 end
else begin i:=1-j +2; ;=1 end;
until (j>M)or(1i>N);
if j > M then brutesearch:= i - M else brutesearch:= i
end;

Cia i ir j yra atitinkamai sekos ir fragmento nagrinéjamy simboliy rodyklés. Algoritmo
efektyvumas labai priklauso nuo konkreciy seky ir fragmenty savybiy. Pavyzdziui, teksty
apdorojimo metu labai retai pasitaiko, kad vidinis ciklas kartotysi tiek karty, kiek numatyta,
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dazniausiai jis net neinicijuojamas. Be vidinio ciklo algoritmo sudétingumas biity M+N. Kaip jau
buvo minéta anksc¢iau, algoritmo teorinis sudétingumas reikalauja MN lyginimy paieskos metu.

4.3. Knuth-Morris-Pratt’o algoritmas

Pagrindinis principas, kuriant §j algoritma, buvo toks: fragmentas yra zinomas i§ anksto ir $i
informacija turi biiti panaudota. Pavyzdziui, jei fragmento pirmasis simbolis toliau nesikartoja, o
fragmento ir sekos lyginimo metu sutapo (j-1) simboliy, ir j-asis nesutapo, tai faktiskai yra Zinoma
daug daugiau - sekoje nuo tos vietos, kur buvo pradéta tikrinti, galima praleisti (j-1) simbolj ir
pereiti prie j-ojo lyginimo, nes né vienas i§ Siy praleisty simboliy tikrai nesutaps su pirmuoju
fragmento simboliu. Todél brutalios jégos algoritme rodyklés i reikSme galima keisti (i+1), o ne (i-
j+2), kaip ankséiau. Sios idéjos igyvendinimas ir sudaro nagrinéjamo algoritmo turinj. Be to,
remiantis jvairiais papildomais pasteb¢jimais galima pasiekti, kad rodyklés i reikSmé niekad
nemazéty.

Programuojant §j algoritma, yra apibréziamas naujas masyvas next[1 .. M], kurio elementy
reik§meés skaiciuojamos taip:

* next[1]:=0;
* jeij > 1, tai next[j] reikSmé yra lygi maksimaliam k < j, kai pirmieji (k-1) fragmento simboliy
sutampa su paskutiniais (k-1) simboliy fragmento sekos, susidedancioje i$ j-1 elementu.
Funkcija, apskaiciuojanti grizimo indeksa, buty tokia:

function kmpsearch: integer;
var 1, j: integer;
begin i:= 1; j:= 1; initnext;
repeat if (j = 0) or (a[i] = p[j])
then begin i:=1+1; j:=j+1 end
else begin j:= next[j] end;
until G > M) or (1> N);
if j > M then kmpsearch:= i - M else kmpsearch:= i;
end;

Algoritma realizuojanti rpograma gali biiti paraSyta taip, kad masyvo next[1 .. M] reikSmiy
skaiCiavimas biity realizuotas pacioje programoje kartu naudojant papildomus programavimo
triukus:

procedure initnext;

var 1,j: integer;

begin i:= 1; j:=0; next[1]:= 0;

repeat if (j = 0) or (p[i] = p[j])
then begin i:=i+1; j:=j+1; next[i]:=j; end
else begin j:= next[j] end;

until 1 > M;

end;

Jei fragmentas keiciasi retai ir fiksuotas per visa programos vykdymo laika, galima toki
masyva sudaryti i§ anksto ir jterpti i programa. Pateikiamas tokio algoritmo realizavimo pavyzdys

(fragmentui 10100111):

1:=0;
0: 1:=1+1;
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:if a[i] <>'l' then goto 0; 1:+ 1+1;
:if a[i] <>'0' then goto 1; 1:+ 1+1;
:if a[i] <> 'l' then goto 1; 1:+ 1+1;
:if a[i] <>'0' then goto 2; 1.+ 1+1;
:if a[i] <>'0' then goto 3; 1:+ 1+1;
:if a[i] <> 'l' then goto 1; 1:+ 1+1;
:if a[i] <> 'l' then goto 2; 1:+ 1+1;
:if a[i] <> '1' then goto 2; 1:+ 1+1;
search:=1 - §;

03O U W —

Si programa - tai sekos paieskos kompiliatoriaus pavyzdys. Naudojant papildomus
pastebéjimus, kuriuos galima realizuoti Siame algoritme, galima pasiekti toki jo sudétinguma:
Knuth-Morris-Pratt’o algoritmas naudoja ne daugiau kaip (M+N) simboliy lyginimy.

Nors lyginimy skai¢iumi $is algoritmas daug efektyvesnis uz brutalios jégos algoritma,
taiau jo reikSmé i$ tikryju ne tokia jau didelé. Taikymuose ne taip jau daznai pasitaiko
pasikartojan¢io teksto pasikartojanéiy fragmenty paieska. Sis metodas turi kita privaluma - sekoje
simboliai perzitrimi nuosekliai ir niekada negriztama atgal. Todél toki algoritma yra patogu
realizuoti situacijose, kai simboliai jvedami vienas po kito, i$ $iy simboliy yra iSrenkami reikalingi
fragmentai, taciau nereikia naudoti papildomos atminties anksc¢iau buvusiems sekos simboliams
Isiminti.

4.4. Boyer-Moore’o algoritmas

Jeigu sekos analizés metu galima laisvai pereiti nuo vienos pozicijos prie kitos ir grizti { bet
kuria pozicija atgal, taikomas greitesnis posekio paieskos metodas, pati fragmenta analizuojant i§
desinés i kaire. Si idéja gali buti pagrista tokiu pavyzdZiu: jei fragmento 10100111 8-a, 7-a ir 6-a
pozicijos sutampa su sekos simboliais, bet 5-a pozicija nesutampa, i§ karto fragmento analizé
perkeliama per 7 pozicijas ir tikrinama nuo 15-os pozicijos. Sitoki sprendima galima pagristi tuo,
kad fragmento 6, 7, 8 pozicijos (t.y. fragmento dalis 111) niekur daugiau fragmente nesikartoja,
todél paties fragmento pirmose septyniose sekos pozicijose negali biiti. Aisku, nesikartojancios
fragmento dalys masyve next turi biiti identifikuotos i3 anksto. Sis masyvas turi biiti modifikuotas
skaiciuoti pozicijoms i§ deSinés | kairg.

Verta pastebéti, kad turbiit pagrindinis skiriamasis Sio algoritmo bruozas yra tai, kad jo
veiksmams valdyti yra naudojamas simboliy nesutapimo pozymis, ne taip kaip anksciau - simboliy
sutapimo pozymis. Programa, realizuojanti algoritma, buity tokia:

function mischarsearch: integer;
var 1, j: integer;
begin i:= M; j:= M; initskiip;
repeat if a[i] = p[j]
then begin i:=1-1; j: j-1 end
else begin if M-j+1 > skip[index(a[i])]
theni:=i+ M -j+ 1 else i:= i + skip[index(a[i])];
J:=Mp end;
until j <1) or (1> N);
mischarsearch:= i+1;
end;

Algoritmo sudétingumas. Boyer-Moore posekiy paieskos algoritmas visada naudoja ne
daugiau kaip (M+N) simboliy lyginimy. Jam reikia apie N/M lyginimuy, jei alfabetas néra labai

mazas, o fragmentas néra labai ilgas.
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Pastaroji savybé, aisku, yra euristiné. Ji pagrista pastebéjimu, kad jei simboliuy alfabete yra
daug, o fragmentas ne toks jau ilgas, daugelio simboliy arba nebus fragmente i§ viso, arba jie
pasikartos ne daugiau kaip viena karta.

4.5. Rabin-Karp'o algoritmas

Posekiy paieskos procediiroms galima pritaikyti ir i§déstymo funkciju metodus. Tokiu atveju
fragmenta reikéty interpretuoti kaip galima iSdéstymo funkcijos reikSmeg. Jei fragmentas yra
trumpas, déstymo algoritmus galima taikyti tiesiogiai, t.y. fragmenta interpretuoti kaip hashing
adresa visiems galimiems sekos M ilgio posekiams. Jei fragmentas néra trumpas ir M ilgio posekiy
analizé¢ atmintyje komplikuota, reikia ir fragmentams, ir posekiams taikyti tinkama iSdéstymo
funkcija. Teigiama §ios paieSkos ypatybé yra ta, kad nereikia atmintyje saugoti pacios iSdéstymo
lentelés, nes domina tik fragmento ir posekio vienkartinis sutapimas.

Algoritmas, naudojantis hash funkcija, formuluojamas paprastai:

» apibréziama kokia nors paprastai ir greitai apskai¢iuojama hash funkcija, pvz., h(k)=k mod q,
¢ia q yra pirminis skaicius;

» apskai¢iuojama ir saugoma Sios funkcijos reikSmé fragmentui;

e perrenkant visus galimus sekos M ilgio posekius, pradedant nuo 1-os pozicijos, jiems
skai¢iuojama hash funkcijos reik§mé ir lyginama su fragmento reikSme;

* jei abi reikSmés sutapo, tiesiogiai lyginami fragmentas ir posekis, jei ne - analizuojamas kitas
posekis.

Algoritmo sudétingumas. Rabin-Karp'o algoritmas, vykusiai parinkus hash funkcija,
naudoja apytikriai M+N lyginimo operacijy, nors jo teorinis sudétingumas blogiausiu atveju yra
O(MN).

4.6. Dviejy seky bendras ilgiausias posekis

Problema, nagriné¢jama Siame skyrelyje ir daznai pasitaikanti praktikoje, gali bati
formuluojama taip: reikia iSskirti bendra ilgiausia dviejuy seku poseki (t.y. seka, gauta iSmetus tam
tikra kieki, galblit nulinj, elementy i§ sekos). Sis uzdavinys taip daZnai iskyla taikomosiose
programose, kad, pavyzdziui, UNIX operacinéje sistemoje yra net speciali faily lyginimo komanda
diff, surandanti didziausia poseki, kuris yra bendras dviems failams, jei jie yra nelygis. Sioje
programoje iraSai yra interpretuojami kaip sekos elementai.

Algoritmas yra formuluojamas aibiy duomenuy struktiros terminais, o pagrindinés
naudojamos operacijos su aibémis yra §10s:

* FIND(r) - suranda aibg, kurioje yra elementas r;
e SPLIT(S, T, U, r) - aib¢ S suskaido i dvi aibes T ir U taip, kad aib¢je T atsiduria elementai,
mazesni uz r, o aib¢je U - didesni uz r ar lygs jam,;

* MERGE(S, T, U) - aibes S ir T sujungia i viena ir raso i aibg U.

Uzdavinio tikslas yra surasti ilgiausia bendra dviejy simboliy seky A ir B poseki.
Algoritmo darbas pradedamas nuo to, kad sekai A sudaromas aibiy rinkinys:

PLACES(a) = {i - numeris| kad simbolis a yra i-oje pozicijoje}.

Sita aibiy rinkinj galima efektyviai realizuoti, sudarant poziciju saraus kaip tam tikry
poziciju nuorody rinkini. Jei simboliai, sudarantys sekas A ir B, yra pakankamai sudétingi, pvz.
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failo jrasai (tekstinio failo eilutés), galima Siam tikslui naudoti kokia nors tinkama iSdéstymo
(hash) funkcija. Aibés PLACES sudarymo sudétingumas biity O(n).

Sudarius PLACES, toliau jau tiesiogiai galima rasti ilgiausia bendraji poseki. Cia
pateikiamas algoritmas sugebés nustatyti maksimaly bendrojo posekio ilgi. Lengva algoritmo
modifikacija, reikalinga surasti paciam posekiui, palieckama skaitytojui.

Algoritmas darba pradeda, nuosekliai analizuodamas viena po kito sekos B elementus.
Kiekvienam aibés B elementui b;, 0 <j <m, reikia i§skirti ilgiausia bendraji poseki, kuri turi sekos
{a),...a;} ir {by,...b;}. Tam tikslui simboliy poziciju indeksai i jungiami | aibes Sy, kurias sudaro
tokios pozicijy i reikSmes, kad aibiy {a,,...a;}ir {b, ... b;} ilgiausio bendrojo posekio ilgis yra lygus
k (k kinta nuo O iki n). Reikia pastebeti, kad aibé S, visada susideda i§ didé¢jimo tvarka
i8sidésciusiy skaiciy, ir skaiciai, esantys aibéje S, ., yra didesni uz skaicius, esancius aibéje S,.

Algoritmas dirba iteratyviai. Tariant, kad visos aibés S,, esant sekos B pozicijai j-1, jau
sudarytos, yra nagrin¢jama pozicija j ir jai sudaromos naujos aibés Sy. Tam tikslui reikia tik
modifikuoti jau turimas aibes S,. ISskiriama aibé PLACES(bj). Kiekvienam elementui r i$ Sios
aibés reikia nuspresti, ar jis galés pailginti ilgiausia bendraji poseki. Jeigu taip, ir, be to, jei abu
elementai (r-1) ir r bus vienoje aibéje S,, tada visi elementai s >=r turi priklausyti aibei S, . Toks
tikrinimas atliekamas modifikuojant aibes taip:

* FIND(r) - norint surasti reikalingg aibg S,;

* Jei FIND(r-1) néra lygi aibei S, tai naujas elementas b; negali pailginti bendrojo posekio, todél
nieko modifikuoti nereikia ir algoritmas $j etapa turi uzbaigti;

» Jei FIND(r-1) = S,, yra vykdoma operacija SPLIT (S,, S,, S,', r), siekiant 1§ aibés S, iSskirti
elementus, didesnius uz r;

* MERGE(S,, S,,,, S,,,) - iSskirti elementai turi buti perkelti | aibg S, , .

Kai visi aibés B elementai yra perrinkti, ilgiausio bendrojo posekio ilgis yra saugomas aibéje
Sk, €ia k - gautas maksimalus skaicius.

Nesunku pastebéti, kad algoritmo darba galima padaryti efektyvesni, aibése PLACES(b;)
imant analizuojamus skaicius mazgjimo tvarka. Tai gali sumazinti operacijy skaiciy.

Algoritmo sudétingumas. Operacijy skaicius gali buti jvertintas asimptotika O(p log n): ¢ia
n yra seky ilgiy maksimumas, o p - skaicius pory pozicijuy, kur sutampa seky simboliai. Blogiausiu
atveju skaicius p yra lygus n’.

4.7. Seky ir faily kompresijos metodai

Iki Siol nagrinétuose algoritmuose daugiausia démesio buvo sliriama procediiry vykdymo
grei€iui, ir ne visada kreipiamas démesys | papildomos atminties reikalinguma ar panaudojima.
Duomeny kompresija skirta biitent taupyti kompiuterio atmintj - viding ar iSoring. Daugelis
kompiuteriniy faily yra perteklingi, todél kompresijos metodai jgalina juos suspausti. Siuos
metodus tikslingiausia taikyti tekstiniams failams, rastriniams (kompiuterinés grafikos) failams,
taip pat garso kodavimo failams, kuriuose jrasyti dazni pasikartojimai.

Faily kompresijai budingos tokios charakteristikos: tekstiniai failai sumaz¢ja vidutiniSkai
nuo 20 iki 50%, dvejetainiai failai - nuo 50 iki 90%. Taciau kai kuriy tipy failams kompresija gali
nepadéti, juy tiiris kartais gali net padidéti.

Faily ar duomeny kompresija yra prieStaringas reiSkinys. Kompiuteriné atmintis pastoviai
pinga, atsiranda vis naujos technologijos, kai diskiné atmintis padidéja deSimtimis ir Simtais karty,
daznai papras€au saugoti ar naudoti failus nesuspaustus. Kita vertus, kaip tik dél atminties
technologijos pasikeitimy, iSrinkimo greicio antrinéje ar tretinéje atmintyje padidéjimo suspaustos
informacijos saugojimas tampa vis labiau patogesnis ir efektyvesnis ir plac¢iau naudotinas.
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4.7.1. Vienody simboliy seky kodavimas

Perteklingu simboliuy sekos, turinios paprasCiausia galima struktiira ir gan daznai
pasitaikancios - tai ilgos paeiliui einan¢iy vienody simboliy sekos. Jas galima keisti i skaiciy ir
simboliy kombinacijas: pvz., vieto] AAAAAAA galima rasyti 7A - seka akivaizdziai sutrumpéja.
Sitoks metodas be dideliy pakeitimy gerai tinka situacijai, kai tekste yra vien tik raidés ir jame
néra tokio fragmento 7A ar panaSaus. Jei tekste yra ir raidziy, ir skai¢iy, metoda galima ir reikia
modifikuoti. Si metoda paprasta ir lengva taikyti dvejetainiams failams - skai¢iai 0 ir 1 yra
alternuojantys, todél vienody simboliy sekas galima tiesiog uzrasyti skaiciais:

0000000111111000111111111 galima keisti skai¢iy seka 7639

Sitoks kompresijos metodas patogus vadinamiesiems “bitmap” tipo failams (rastriniams
pieSiniams, pieSiamiems Sriftams, ir pan.), failo suspaudimo santykis gali buti labai didelis.
Neigiama jo ypatybé - metodas tinka tik tam tikriems specializuotiems failams.

Kitas elementarus biidas - vadinamuyju escape (iseities) seku naudojimas. Koduojamos sekos
pradzioje raSomas specialus simbolis, o po jo dvi ar kelios raidés, iSreiSkiancios sekos turinj.
Pavyzdziui, simboliy seka AAA reikia koduoti seka QCA, kuri turi biiti suprantama taip: raidé Q
yra specialus escape simbolis, raidé C atitinka skaiCiy 3, nes tai trecia raidé alfabete (3 yra
koduojamo simbolio pasikartojimy skaicius), o raidé A - koduojama simbolj. Kadangi escape seka
visada uzima ne maziau kaip 3 pozicijas, verta pradéti koduoti sekas, ne trumpesnes kaip 4
simboliy. Jei pats escape simbolis yra tekste, jam galima naudoti koduojancia kombinacija
Qtarpas], t.y. nulinio ilgio seka. Labai ilgoms vienody simboliy sekoms galima naudoti
pasikartojancias escape sekas. Reikia pastebéti, kad taikymuose escape sekos yra naudojamos ne
tik seky ar faily kompresijai realizuoti, bet ir vykdomoms simboliy sekoms (t.y. komandoms) nuo
informaciniy simboliy atskirti, pvz., failuose, kurie | spausdintuvy atmintj iraso Sriftus ar pan.

4.7.2. Kintamo ilgio kodavimas

Seky kompresijai yra taikoma ir daug kitokiy metody. Viena i§ labiausiai paplitusiu idéju,
kurios realizavimas sugeba sutrumpinti sekos ilgi ir kurios pagrindu sukurta daug faily
kompresijos programy, yra tokia: kuo dazniau simbolis ar simboliai kartojasi sekoje, tuo
trumpesnis turi biiti jam(-iems) konstruojamas kodas. Tada galima tikétis, kad ir simboliu sekos
ilgis bus trumpesnis. [vairioms galimybéms ir apribojimams apzvelgti, verta pateikti detaly ir
paprasta pavyzdi.

Turint tekstinius failus, simboliy alfabetas susideda i$ 26 lotynisky raidziy, todél kiekvienam
simboliui galima priskirti penkiy bity ilgio koda. Uzkoduotos sekos AAAAABBBCCD ilgis tokiu
atveju bus 55 bitai. Jei raidéms biity priskirti kodai pagal ju daznumus: A-0, B-1, C-00, D-01, seka
transformuotysi i dvejetaing seka 00000111000001, kurios ilgis bus tik 14 bity. Nors seku ilgiai
labai sutrumpéja, taciau $iuo atveju isSkyla kita - vienareik§mio dekodavimo problema. Ja galima
spresti keliais budais, 1§ kuriy vienas - jvedant tarp kodu specialius skyriklius. Tarkime, jei
skyriklis uzims viena bita (paprastai jis yra daug ilgesnis), uzkoduota seka pailgés 10 bity, t.y. bus
lygi 24 bitams, ir ji vistieck bus trumpesné uz prading seka. Atrodytu, Sitoks kodavimas yra
efektyvus. Tadiau analizuojant situacija i§ esmés, iskyla daug problemy. Sitoks kodavimo badas
yra nestabilus, t.y. Sitaip uzkoduotoje sekoje pametus nors viena bita (taip daznai atsitinka
telekomunikacijy kanaluose), bus dekoduotas visiskai kitas tekstas. Si metoda sunku realizuoti
(iSkyla daug techniniy detaliy) kompiuteriy programose.

Sitlant iSeitj i§ tokios situacijos ir jvertinant vienareikSmio kodavimo svarba, daugelyje
algoritmy buvo sékmingai panaudota vadinamoji prefikso taisyklé: koduojama turi buti taip, kad
vienas kodas negaléty biiti kito kodo pradzia. Esant tokiam kodavimui, nereikés jokiy skyrikliu,
visi koduojancio alfabeto simboliai bus lygiaverciai, o tai Zymiai palengvins algoritmo
realizavima.
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Toks principas ir kodavimo biidas buvo pasitulyti Huffman’o (tariama Hafmen) 1952-ais
metais ir yra Zinomas jo vardu. Sis algoritmas yra realizuotas labai daugelyje kompiuteriniy
programy, programy sistemy, techninéje irangoje (daznai tokiose telekomunikacijos prietaisuose,
kaip faksas, modemas ar pan.). Toliau bus nagrin¢jami §io algoritmo principai ir jo realizavimo
detalés.

Tarkime, kad simboliy sekos susideda i$ lotyniskuy raidziy, kurias reikia perkoduoti i
dvejetainiy simboliuy sekas. Pirmas algoritmo zingsnis - paskaiCiuoti iSeities teksto simboliy
daznumus. Programa, realizuojanti $ig procediira, atrodyty taip:

for i:= 0 to 26 do count[i]:=0;
for i:=1 to M do
count [index (a [i] ) ]:= count [index (a [i] ) ] + 1;

Sioje programoje raidziy kodai naudojami kaip masyvo indeksai. Zinant teksto raidziy
daznumus, galima konstruoti pacius dvejetainius kodus. Konceptualiai, ta¢iau nekonstruktyviai tai
galima aprasyti taip: visas raides reikia suskirstyti { dvi grupes taip, kad vienos grupés raidziy
daznumy suma bty lygi (arba apytikriai lygi) kitos grupés raidziy daznumy sumai. Visy vienos
grupés raidziy kodo pradzios simbolis turi biiti nulis, o kitos grupés raidziy - vienetas. Po to
kiekviena i$ $iy grupiu reikia vél perskirti i dvi grupes ir taikyti ta pacia procedira kiekvienai i$ ju.
Si procesa reikia testi tol, kol grupéje bus bent dvi raidés.

Programuojant §i kodavimo procesa, reikia turéti algoritma, jgalinant efektyviai skirstyti
raides | grupes. Pasirodo, kad tai galima pasiekti naudojant skaitmeninéje paiesSkoje iSdéstytos trie
struktliros principus, kuriais remiantis gaunamas efektyvus tiesinio sudétingumo algoritmas.

Raides (kuriy yra N) reikia koduoti konstruojant dvejetaini medi i$ apacios i virSu pagal ju
daznumus. Tam tikslui visos raidés yra iSdéstomos apacioje, biisimo medzio lapuose. Kiekvienai
raidei priskiriama vir§iing, Salia kurios raSomas daznumas. Po to iSrenkamos dvi vir§iinés su
maziausiais daznumais ir joms priskiriama nauja virSiing, jos pacios tampa §ios virSiings kairiuoju
ir deSiniuoju stinumis, o naujai virStnei yra priskiriamas suminis jos siiny daznumas. Toliau turint
seka virStiniy i§ (N-1)-os virStnés vél atrenkamos dvi virStinés su maziausiais daznumais ir jos
padaromos stinumis naujos vir§inés, kartu jai prirasant jos siny daznumy suma. Taip turi buti
tesiama tol, kol bus gauta tik viena vir§iné. Tokio skaidymo metu kodai kiekvienai i§ raidziy
priskiriami automatiskai, kai dvi vir§inés tampa naujos vir§iinés stinumis, tada viena i$ briauny
(kairioji) gauna koda 0, o kita briauna (deSinioji) - 1. Raidés kodas bus lygus bity sekai, kuri
gaunama einant vienintele Saka i§ medzio Saknies i raidés lapa.

Kodo savybés:

* uzkoduoto pranesimo ilgis bus lygus vidutiniam pasvertam Saku ilgiy vidurkiui Huffman’o
daznumuy medyje;
* bet kuris kitas daznumy medis duos kodo ilgi didesni, negu kad Huffman’o medis.
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5. Daugiamaciy duomeny strukturos ir algoritmai

Siame skyriuje pateikiamos duomeny struktiros ir algoritmai, budingi geografinéms
informacinéms sistemoms (GIS), kompiuterinés grafikos ir kompiuterinio konstravimo sistemy
(CAD) vaizdu analizei, daugiaterpéms duomeny bazéms (multimedia DB) ir labai dideléms
duomeny bazéms (VLDB). Jie papildo ir apibendrina ankstesniuose skyriuose nagrinétus
algoritmus tekstiniams duomenims apdoroti.

Daugiamaciai duomenys skirtinguose taikymuose yra skirtingai suvokiami. Sudétingos
integroschemy kompiuterinio konstravimo sistemos (VLSI CAD) remiasi daugiausia dvimaciais
arba iSsluoksniuotais dvimaciais duomenimis, kuriy bazinius elementus sudaro stac¢iakampiai,
daugiakampiai, orientuoti pagal koordinaciy asis. Tipinés tokiu duomenu operacijos yra sankirta,
sajunga, trasavimas. Kartografinés sistemos irgi naudoja dvimacius duomenis, kuriy baziniai
elementai yra taskai, tiesés, uzdaros sritys plok§tumoje. Bazines operacijas sudaro erdviné paieska,
sri¢iy sankirta, atstumy skai¢iavimas. Mechaninése CAD sistemose duomenys yra trimaciai, jose
operuojama su kietais kiinais erdvéje, o duomeny déstymo formatai gali buti labai jvairts.

Daznas terminas yra ir vaizdy duomeny bazés. Jose paprastai laikomi neanalizuoti vaizdiniai
duomenys, pvz., rentgeno nuotraukos, palydovinés nuotraukos, ir pan., kuriy pagrindu véliau biina
apskaiciuojamos tam tikros charakteristikos. Kompiuterio atmintyje tokie vaizdiniai yra laikomi
rastriniuose failuose. Metodai, analizuojantys vaizdinius duomenis, sékmingai taikomi ir kitose
srityse, pvz., infraraudoniems sensoriniams signalams arba garsams. Tuo tarpu daugiamaciy
duomeny bazés kaupia ir apdoroja detalia informacija apie objektus, ju savybes, vieta erdvéje ir
pan., o duomenys jose yra laikomi vadinamaisiais vektoriniais formatais.

Detaliau apibréziant daugiamacius duomenis, galima isskirti tokias ju savybes:

* daugiamaciai duomenys yra sudétingos struktiiros - ju objektai kartais susideda i§ daugelio
tukstanéiy tasky, ivairiai pasiskirs¢iusiy erdvéje, ju negalima atvaizduoti vienoje fiksuotos
struktiiros reliacingje lenteléje;

* daugiamaciai duomenys yra dinaminiai - jterpimas ar iSmetimas kaitaliojasi su papildymo
operacijomis, ir duomeny struktiiros turi biiti pritaikytos tokiems procesams;

* daugiamaciy duomeny bazés yra didelés - paprastai yra operuojama gigabaitiniais atminties
tariais;

» daugiamaciai duomenys neturi nusistovéjusios standartiniy algebriniy operacijy ar specifikacijy
aibés - manipuliacijos su duomenimis labai priklauso nuo dalykinés srities;

* daug daugiamaciy duomeny operaciju néra uzdaros - ju vykdymo metu galima gauti figiras,
visiskai kitokias negu pradinés (dviejuy daugiakampiy sankirtoje galima gauti paskirus taskus,
kelis daugiakampius, kitokias figtiras);

e daugiamaciy duomeny bazés yra létesnés negu iprastos (ju operatoriai paprastai reikalauja
daugiau kompiuterio operacijy negu reliaciniai ar kitokie operatoriai).

ISvardytos jvairialypés ir sudétingos duomenuy savybés neleidzia pateikti vieningos tokiy
baziy teorijos. Viena i§ svarbiy grupiy, i$skirian¢iy manipuliacijas su daugiamaciais duomenimis,
yra vadinamieji geometriniai operatoriai. Pagrindiniai i$ ju yra erdviniai paieskos operatoriai, kuriy
efektyvi realizacija reikalauja specialiy fizinio lygio algoritmy ir struktiiry. Sie operatoriai paieskai
naudoja ne tik skaitinius ar simbolinius, bet ir kitokius atributus, pvz., elemento vieta erdviniame
objekte.

Anksc¢iau nagrinéty paieSskos metodu negalima tiesmukiSkai panaudoti erdvinei paieskai,
nebent tik iS§imtiniais atvejais. Viena i§ pagrindiniy kliti¢iy - erdviniams duomenims néra tokiy
vieningy tvarkiniy, kurie iSsaugoty nuotolius tarp objekty. O visi anks¢iau nagrinéti metodai
remiasi tokiais tvarkiniais. Todél norint panaudoti tokius metodus erdviniams duomenims, reikéty
daugiamacius objektus bijektyviai atvaizduoti | vienmacius taip, kad atstumai tarp objektuy pries
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atvaizdavima ir po jo likty nepakite. Konkrecioje situacijoje rasti toki atvaizdavima ne visada

pavyksta.

Manipuliuojant su erdviniais duomenimis, kreipties metodai, atitinkantys naudojamas
struktiras ir algoritmus, turi tenkinti reikalavimus, kylancius 1§ erdviniy duomeny savybiy:

1. DinamiSkumas. [terpiant ar iSmetant elementus, kreipties metodai turi padaryti visus su tuo
susijusius pakeitimus.

2. Antrinés ir tretinés atminties valdymas. Erdviniy duomeny tiriai tokie dideli, kad ju
neimanoma laikyti vidinéje atmintyje. Kreipties metodai turi laisvai valdyti antring ir treting
atmintj.

3. Plataus operacijy spektro palaikymas. Kreipties metodai turi vienodai efektyviai vykdyti
visas operacijas (vykdymo sudétingumas visoms operacijoms turi biiti tas pats).

4. Nepriklausomybé nuo duomeny jvedimo. Kreipties metodai turi biiti efektyvis ir laukiamu, ir
blogiausiu atvejais.

5. Paprastumas. Painlis kreipties metodai, turintys daug iSskirtiniy atveju, daznai néra
pakankamai patikimi, nes ju realizacijoje tikétinos klaidos.

6. InvariantiSkumas. Kreipties metodai turi gerai adaptuotis prie augan¢io duomeny kiekio.

7. Efektyvumas. Kadangi erdvinés paieskos operacijos naudoja daug procesoriaus laiko ir daug
I/O operacijy, kreipties metodai turi minimizuoti ir kreipiniy { antring atmintj skaiciy, ir
procesoriaus naudojimo laika.

Daugiamaciy duomenu kreipties metodai, realizuojantys paieska, sudaro didele operaciju
klase. Verta i$skirti taSkinius (point access methods) ir erdvinius kreipties metodus (spatial access
methods). Taskiniai metodai skirti erdvinei paieSkai taskinése duomeny bazése, kuriose taskai gali
buti dvieju ar daugiau matavimy, bet be erdviniy charakteristiky. Erdviniai kreipties metodai, be
kity, valdo tokius objektus, kaip tiesés, daugiakampiai, daugiamaciai briaunainiai ir pan.
Papildomai dar galima isskirti nedidelg klase metody, kurie pritaikyti erdviniams duomenims, bet
nevaldo iSorinés atminties (vadinamieji vidinés atminties metodai). Taciau Sie kreipties metodai
yra tik vienas zingsnis erdvinés paieSkos procese. Taskiniy ir erdviniy kreipties metodu santyki
tarp ju iliustruoja 21 pav.

Uzklausa

erdvinis indeksas

tasky paieskos rezultatai

objekty geometrijos
ikrovis
v
tiksli erdviné paieska

¥ ¥
klaidingi kiti
rezultatai | pezultatai
L

paieskos rezultatai Y |

21 pav. Daugiamaciy duomeny paieska

5.1. Vidinés atminties struktiiros

Tolesniam ir pilnesniam temos nagrin¢jimui tikslinga susikurti modelinj uzdavinj. Tarkime,
kad staCiakampéje geometringje srityje turime penkis daugiakampius r; ir penkis taskus p;.
Daugiakampiams gali atstovauti juy centroidai ¢; (arba minimallis gaubiantys sta¢iakampiai) (22
pav.).
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22 pav. Modelinis pavyzdys.

5.1.1. K-D-medziai

Viena i$ labai paplitusiy erdvinés paieskos struktiiry yra vadinamieji k-d-medZiai. Tai
dvejetainés paieskos medziai, fiksuojantys rekursyvy geometrinés erdvés skaidyma (d-1) matmeny
hiperplokstumomis. Sios plok§tumos yra lygiagredios su koordinadiy plok$tumomis, o ju
orientacija kiekvienu skaidymo atveju yra kei¢iama viena i§ d galimy kryp¢iy (nustatyta seka).
Kiekviena plok§tuma turi turéti bent viena duomeny taska, kuris ir naudojamas plok§tumai medyje
zyméti. Be to, kiekvienai vidinei tokiu biidu gaunamo medzio virStnei priskiriama diskriminanto
funkcijos reikSme, kuri naudojama paieskos metu. Paieskos ir iterpimo tokioje struktiiroje
operacijos atlickamos tiesiogiai, be komplikuoty alternatyvy. Tadiau iSmetimo operacija gali buti
sudétingesné, nes kartais reikia partvarkyti visa pomedi, prasidedanti iSmetamoje virsinéje.

Dvejetainis medis, atitinkantis pavaizduota 22 pav. geometrija, parodytas 23 pav. Kadangi
medzio virStnés turi atitikti taSkus, plokStumas identifikuoja daugiakampiy centroidai ir taskai.
Pirmoji kertanti ploks§tuma eina vertikaliai per centroida c4, kuris saugomas medzio Saknyje. Kitos
dvi plokstumos yra horizontalios ir eina per taskus p, ir c,, kurie yra Saknies stinlis. Savo ruoztu
Siy stiny stintis bus gaunami skaidant staciakampi vertikaliomis plok§tumomis, ir t.t.
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23 pav. Modelinio uzdavinio k-d-medis.

Aisku, kad k-d-medziai yra paprasta ir efektyvi erdvinés paieskos struktiira, jgalinanti greitai
rasti ar apibrézti taskus ir kitas geometrines figliras erdvéje. Taciau jos blogybés yra tai, kad
medzio forma labai priklauso nuo tasku iterpimo tvarkos ir duomenu taskai iSmétomi po visa
medi. Buvo pasiiilytos kelios $io medzio modifikacijos, iSvengiancios $iu blogu algoritmui atvejy.
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Viena i§ ju - adaptyviis k-d-medZiai. Jose skaidancias plokStumas siiiloma parinkti taip, kad
abiejose pusése butu apytikriai po vienoda kieki elementy, kartu atsisakant taisyklés, kad
plokstumos turi turéti duomeny taskus. Tokiame medyje duomenys yra talpinami medzio lapuose.
Vidinés vir§iinés zymimos skaidancios plokStumos dimensija ir koordinatémis, o skaidymas
vyksta tol, kol kiekviename poerdvyje lieka tik po viena taska. Taciau adaptyvus medis néra
visiSkai dinaminé struktiira. Ji sunku laikyti subalansuota, kai elementai daznai iterpiami ir
iSmetami. Geriausia, kai duomeny papildymai zinomi i$ anksto arba yra reti.

Kitas k-d-medZiy patobulintas variantas - bin-medZiai. Si struktira siiilo rekursyviai
skaidyti erdve | d-macius lygius briaunainius tol, kol kiekviename i$ ju liks po viena elementa. Jos
privalumas tas, kad visada tiksliai Zinomas skaidanciy plokStumy iSsidéstymas ir galima su jomis
manipuliuoti, pvz., optimizuoti ju parinkima priklausomai nuo duomeny. Taciau norint §i medi
iSlaikyti adaptyviai prisitaikantj prie duomeny reikia daug daugiau pastangy.

5.1.2. BSP-medziai

Tai, kad geometring erdve skaidancios hiperplok§tumos yra lygiagrecios su koordinatinémis,
apriboja struktiiros efektyvuma. Todél buvo pasitlytas nemazas kiekis metodu, leidzianciy
skaidyti erdve bet kuriomis kryptimis. Galbiit zinomiausias i§ tokiy metody - BSP-medziai (binary
space partitioning). Kaip ir k-d-medziai, BSP-medziai yra dvejetainiai, atitinkantys rekursyvuy
erdvés skaidyma i poerdvius (d-1)-matémis plokStumomis. Kiekvienas poerdvis yra skaidomas
individualiai, nepriklausomai nuo kity poerdviy ir nuo to, kaip jis buvo gautas. Skaidanciy
plokstumu parinkimas priklauso tik nuo tasky, esanciy poerdvyje, i§sidéstymo. Poerdviai skaidomi
tol, kol juose esanciy tasky skaiCius virSija tam tikra slenksti. BSP-medziuose kiekviena
skaidanc¢ia plokStuma atitinka vidiné vir§tiné, o poerdvius - lapai. Lapai saugo nuorodas i tuos
taskus, kurie yra poerdvyje.

Paieskos medyje metu taSko koordinatés ijterpiamos i Sakni ir nustatoma, kurioje
hiperplokstumos pus¢je yra taskas, po to pereinama i atitinkama stiny, ir operacija kartojama. Kai
tokiu budu pasieckiamas lapas, ieSkomasis taskas yra lyginamas su kiekvienu tasku lapui
atitinkamame puslapyje. Tokiu biidu surandama (arba nesurandama), ar taskas yra geometringje
erdvéje. BSP-medziai lengvai adaptuojasi prie tasky pasiskirstymo duomeny bazéje pobiidzio.
Juos lengva pritaikyti ir ranginei paieskai. Ta¢iau BSP-medziai turi ir neigiamy savybiy. Paprastai
Sie medziai yra nebalansuoti, jie kartais turi labai gilius viensakius pomedzius, kurie pablogina
algoritmy efektyvuma. Be to, BSP-medziams saugoti reikia daugiau atminties, palyginus su k-d-
medZiais.

5.1.3. Ketvirtainiai medziai

Ketvirtainiai medziai (angliskai quadtrees), nors ir artimi k-d-medziams, néra dvejetainiai.
Jei jie konstruojami d-matei erdvei, kiekviena vir§tiné turi 29 siny. Jy pavadinimas kilgs i$
dvimatés plokStumos, ir Siuo atveju kiekviena vidiné vir§tiné turi po keturis stinus. Nors
ketvirtainiai medziai turi daug varianty, pagrindiné idé¢ja taikoma visiems i$ ju: d-maté geometriné
erdvé yra skaidoma (d-1)-matémis lygiagre¢iomis su koordinatinémis plokstumomis i 2¢ poerdviy;
paciam skaidiniui priskiriama medzio vir$iing, o kiekvienam poerdviui - po stiny; visiems Siems
poerdviams nustatytas tvarkinys (kokia tvarka juos galima perrinkti), nurodantis ir vir§tinés siiny
numeracija. Ketvirtainis medis, atitinkantis modelini uzdavini, parodytas 24 pav. Jis yra dar
vadinamas taskiniu ketvirtainiu medziu (nes erdvés skaidymo virSiinés parenkamos duomeny
bazés taskuose).
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24 pav.Modelinio uzdavinio taskinis ketvirtainis medis.

Kitas paplites ketvirtainiy medziy variantas yra vadinamieji sektoriniai ketvirtainiai medziai
(region quadtree). Juy vir§inés nepriklauso nuo duomeny bazés tasku, o kiekviena juy atitinka
reguliary erdvés skaidyma i sektorius, sutvarkytus pagal koki nors tvarkini. Duomenys yra
saugomi lapuose. Modelinj uzdavini atitinkantis sektorinis ketvirtainis medis parodytas 25 pav.
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25 pav. Modelinio uzdavinio sektorinis ketvirtainis medis.

Paieskos pozituriu ketvirtainiai medziai yra nesubalansuoti ir todél kartais gali buti
neefektyviis. Taciau jie labai daznai pasitaiko, kai i§ rastrinio vaizdo (pieSinio) yra gaunama
vektoriné struktiira (pvz., geografinése informacinése sistemose).

5.2. Antrinés atminties struktiiros

Daugiamatés duomeny struktliros, nagrinétos ankstesniame skyrelyje, nepritaikytos
duomenims, esantiems iSorinéje kompiuterio atmintyje, valdyti. Tuo tarpu praktiskai duomeny
negalima rasyti vien tik vidinéje atmintyje. Jei Sias struktiiras tiesmukiskai taikytume ir iSorinei
atminciai, algoritmai biity labai neefektyvis.

Duomeny struktiiras, arba kreipties metodus, valdan¢ius daugiamacius duomenis, galima
skirstyti i taskinius ir sektorinius (arba srities). Duomenu baziy taskai (arba pakankamai mazos
sritys) yra skirstomi i vadinamuosius buketus, kurie parenkami taip, kad kiekviena i§ ju galima
raSyti | atskira diskinés atminties puslapi. Be to, $iu bukety atributai turi buti pritaikyti prie
kompiuterio operacinés sistemos ypatumuy. Vizualiai buketai gali biti vaizduojami tam tikromis,
daznai paprastomis, geometrinémis figliromis, pvz., statiakampiais.

5.2.1. Daugiamaciai iSpléstinio déstymo metodai
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Nors dvieju ar daugiau matavimy duomenys paprastai neturi kokio nors tvarkinio,
iSsaugancio atstumus tarp ju, taCiau literatiiroje yra daug bandymy ivesti toki sutvarkyma, bent jau
i$ dalies. Tikimasi, kad tai gali Zymiai sumazinti kreip¢iy | disking atmintj skai¢iy. Aisku tokie
bandymai yra euristiniai, jie remiasi noru objektus, esan¢ius geometrinéje erdvéje arti vienas kito,
ir antriné¢je atmintyje déstyti arti vienas kito. Vienas i§ populiariausiy metody yra iSpléstinis
déstymas, apibendrintas daugiamaciam atvejui - vadinamasis grid file. Yra daug jo modifikaciju,
taiau visos jos remiasi viena id¢ja - geometrinés erdvés skaidymu | gardeles. Gardelés yra
gaunamos skaidant erdve plokStumomis, lygiagre¢iomis su koordinatinémis, taciau jos gali buti
nevienodo dydzio ir formos. Gardelés gali biti sujungtos | buketus taip, kad vienas buketas atitikty
viena atminties puslapi. Kaip ir iSpléstinio déstymo algoritme, gardeléms sudaroma rodyklé. Ji irgi
turi buti pritaikyta saugoti iSorinéje atmintyje. Rodyklés pagrinda sudaro koordinaciy asiy dalijimo
intervalai, kuriais remiantis formuojama vadinamoji liniuoté, pritaikyta saugoti vidinéje atmintyje.
Modeliniam uzdaviniui sudarytas grid file parodytas 26 pav. Jame vienas skaidymo metu gautas
staciakampis atitinka viena disko puslapi.
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26 pav. Modelinio uzdavinio grid file.

Paieska grid file struktiiroje atlickama taip: i§ pradziy randamas ieSkomojo tasko
koordinaciy i$sidéstymas liniuot¢je ir nusprendziama, kuri gardeliy rodyklés puslapi diske reikia
skaityti; po to analizuojamas nuskaitytas puslapis ir nustatoma, kurj gardelés puslapi diske reikia
skaityti, kad galutinai nuspresti, ar taskas yra geometrinéje erdvéje. Todél paieskos metu reikia
(maziausiai) du kartus kreiptis i iSoring atmintj - tokia yra paieSkos operacijos kaina. Paieskos
operacija reikalinga ir jterpiant nauja elementa i struktiira. Jos metu surandama gardelé, o
teisingiau disko puslapis, i kuri iterpiamas elementas. Jei puslapis nepilnas, iterpimo operacija
papildomy veiksmu nereikalauja. Taciau jei puslapis pilnas, i liniuot¢ ivedama nauja plokstuma,
duomeny buketas yra skaidomas Sia plokStuma | du buketus ir atitinkamas disko puslapis
perrasomas | du puslapius. Siuo atveju reikia pakeisti ir gardelés rodykle. Visi §ie veiksmai
reikalauja papildomy I/O operacijy.

Taciau dar daugiau struktiiros ir disko pertvarkymy gali prireikti iSmetimo operacijos atveju.
Jei pasalinus elementa i$ puslapio jame likes informacijos kiekis tampa mazesnis uz leistina,
puslapi reikia sujungti su kitu gretimu. Taciau tai galima tik tada, kai ir gretimame informacijos
kiekis yra mazesnis uz leisting, ir norint tai pasiekti gali tekti pertvarkyti visa geometrinés erdvés
iSdéstyma diske. Biitent tokiam pertvarkymui efektyviai realizuoti yra pasiilyti papildomi
algoritmai ir struktiiros (vadinamieji neighbor system ir buddy system).

ISpléstinio déstymo idéja daugiamaciu atveju apibendrinta ir kitaip - algoritmuose EXCELL,
BANG file, dvieju lygiy grid file, dvynuky grid file, kituose metoduose. EXCELL (zodziu
Extendible CELL sutrumpinimas) metodu geometring erdve sitiloma skaidyti | reguliarias vienodo
dydzio gardeles, o iterpimo ar iSmetimo atveju visas jas dvigubinti ar perpus mazinti, atitinkamai
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didinant ar mazinant skaidymo rodykle. Greitai paieSkai rodykléje Sis metodas siiilo naudoti
hierarchines struktiiras. Kad hierarchijos nebtitu perdaug gilios, jos norimu momentu gali biiti
uzbaigiamos specialiai konstruojamais puslapiais (vadinamaisiais overflow pages). Dvieju lygiy
grid file metodas gardelés rodyklei sitlo taikyti gardelés konstrukcija, t. y. rodykle interpretuoti
kaip geometring erdve ir ja skaidyti i gardeles. Metodas BANG file (zodziy Balanced And Nested
Grid sutrumpinimas) gardeles siiilo konstruoti bet kokio tinkamo daugiakampio formos, be to,
leidzia ju sankirtai buti netusciai. NetuS¢ios sankirtos gali biiti naudojamos hierarchiniams
medziams, priskirtiems gardeliu rodyklei, iSbalansuoti. Dvynukuy grid file metodas sitilo
geometring erdve skaidyti 1 dvi skirtingas gardeliy sistemas, susiejant jas taip, kad elementy
iterpimo ar iSmetimo atveju duomenis biity galima dinamiskai perkelti i§ vienos sistemos i kita.

Be ispléstinio déstymo daugiamaciy apibendrinimy, kurie ¢ia buvo paminéti, dar yra daug
kitokiy metoduy, besiremianciy iSdéstymo funkcijomis. Tai ir daugiamatis tiesinis iSdéstymas, ir
vadinamieji buddy-medziai, ir daugelis kity. Visi jie turi teigiamy ir neigiamy savybiu. Vienuose i$
ju netolygiai pasiskirstgs skirtingy operacijuy sudétingumas, kiti labai sudétingi programuoti, treti
naudoja perdaug papildomos atminties. Taciau kiekvienas i§ ju yra tinkamas tam tikriems
duomenims ir taikymams. Todél pries nusprendziant, kuriuos i§ ju panaudoti, o kuriuos atmesti,
turi buti atlikta detali taikomojo uzdavinio analizé.

5.2.2. Daugiamaciai hierarchiniai metodai

Hierarchiniai metodai remiasi dvejetainiais ar daugiamaciais medziais, jie kitaip negu
iSdéstymo metodaiy, neskaiiuoja atminties adresy, taciau duomenis kaip ir anksCiau jungia i
buketus. Kiekvienas medzio lapas atitinka duomenu buketa ir puslapi diske, o vidinés medziuy
vir§tinés skiriamos nuorodoms saugoti ir todél atitinka tam tikrus geometrinius poerdvius.
Skirtumai tarp S$iy struktiry ir ju sudétingumy bei realizacijyu daugiausia remiasi erdviy
ypatybémis.

k-d-B-medZziai jungia adaptyviy k-d-medziy ir B-medziy konstravimo ypatumus. Jie skaido
geometring erdve lygiai taip, kaip adaptyviis k-d-medziai ir gautiems poerdviams priskiria vidines
vir§iines. Poerdviai, priskiriami broliams, nesikerta, o ju sajunga apima visa erdvg. Duomeny
taskai, priskiriami atskiriems medzio lapams, yra i§ vieno skaidinio ir saugomi viename disko
puslapyje. k-d-B-medziai yra visiSkai subalansuoti medziai, pritaikyti esamam duomeny
pasiskirstymui. Modelini uzdavini atitinkantis k-d-B-medis pavaizduotas 27 pav.
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27 pav. Modelinio uzdavinio k-d-B-medis.

Paieskos operacija atlickama lygiai taip kaip ir adaptyviame k-d-medyje. Prie§ jterpiant
elementa, paieSkos metu randamas reikiamas duomeny buketas ir, jei disko puslapyje yra vietos,
elementas ten jraSomas. Nesant vietos puslapyje, buketas skaidomas i du, atitinkamos vidinés
vir§iinés keiciamos taip, kaip tai buvo daroma 2-3-4-medyje (arba B-medyje). Vidiniy virStiniy
keitimas gali apimti kelis medzio lygius. D¢l Sios priezasties negalima sakyti, kad k-d-B-struktiira
visada efektyvi - galimi atvejai, kai atmintis bus labai netaupiai naudojama. Lygiai tokiomis pat
ypatybémis pasizymi ir iSmetimo operacija.

hB-medziai (holey brick tree) konstravimo maniera yra giminingi k-d-B-medziams, skiriasi
tik poerdviy skaidymo taisyklés - poerdviy taSkams gali buti taikomi skirtingi atributai. Todél
vidines virStines atitinka ne d-maciai intervalai, bet tokie, i§ kuriy gali blti gaunami intervaly
poaibiai. Erdviné struktiira, charakteringa hB-medziams, labai panasi i fraktalini pieSini. Modelini
uzdaviniui atitinkantis hB-medis parodytas 28 pav.
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28 pav. Modelinio uzdavinio hB-medis.

LSD-medis geometrinés erdvés skaidyme remiasi adaptyviais k-d-medziais, taciau erdve
skaido | nelygias gardeles. Sitaip algoritmas efektyviai prisitaiko prie esamo duomeny
pasiskirstymo, o naudojant specialy puslapiavimo algoritma gaunamas subalansuotas medis. Jei
duomenys netelpa vidingje atmintyje, algoritmas identifikuoja pomedzius, kuriuos tikslinga
perkelti i iSoring atmintj. Detalus algoritmo apraSymas ir ypac jo realizavimas labai priklauso nuo
duomeny ir geometrinés erdvés. Modelinio uzdavinio LSD-medzio vaizdas pateiktas 29 pav.
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29 pav. Modelinio uzdavinio LSD-medis.
5.2.3. Erdyviniai kreipties metodai

Manipuliacijos su erdviniais duomenimis yra labai skirtingos ir todél joms taikomi labai
skirtingi principai. Iki Siol nagrinétos duomeny struktiros buvo suformuluotos ir tinkamos
daugiausia tam atvejui, kai geometrinéje figiiroje reikia ieSkoti tasky arba jais identifikuojamy
objekty. Taciau geografiniy duomeny bazés, operuojancios daugiakampiais, ar mechaninés CAD-
sistemos, kuriy pagrindiniai objektai yra trimaciai briaunainiai, reikalauja daug sudétingesniy
algoritmy. Norint pritaikyti tasky paieskos algoritmus tokiems ir panaSiems taikymams, reikia
papildomai naudoti $iy algoritmy modifikavimo procediras:

* transformacijas (object mapping);
* sri¢iy persidengima (overlapping regions, object bounding);
* sri¢iy atkartojima (clipping, object duplication).

Transformacijos. Objektus, sudarytus i§ paprasty geometriniy figliry (apskritimy,
trikampiy, staciakampiy ir pan.), galima transformuoti i taskus didesniy matavimy erdvéje.
Pavyzdziui, atkarpa ir jos vieta plokStumoje pilnai apibrézia atkarpos galy koordinatés, t.y. dvi
skaiciy poros, o i$ ju gauta skaiciu ketverta galima interpretuoti kaip taska keturmatéje Euklido
erdvéje. Ta pacia atkarpa galima apraSyti ir kitaip: jos centro koordinatémis, atkarpos ilgiu ir
kampu, kurj atkarpa sudaro su x asimi. Visi Sie skaiciai irgi charakterizuoja taska keturmatéje
erdvéje. Galimi ir kitokie figliry atvaizdavimai i taskus didesniy matavimuy erdvéje. Kad ir koks
buty atvaizdavimas, objektams kompiuterio atmintyje déstyti ir ieSkoti gali buti naudojami
taskiniai paieSkos metodai.

Nusprendus, kokias transformacijas i§ pradinés erdvés i didesniy matavimy erdve ir kokius
taskinius kreipties metodus nagrin¢jamame uzdavinyje tikslinga naudoti, reikia formuluoti
taisykles, kaip erdvinés paieskos uzklausos, manipuliacijos su duomeny sritimis, duomeny
iterpimas ar iSmetimas (pradingje erdvéje) bus transformuojami | operacijas su taskais (vaizdo
erdvéje). Dazniausiai Sios operacijos susiveda i taskuy identifikavimo ir duomeny intervaly ar
bukety iSskyrima. Realizuojant toki mechanizma, labai svarbus yra operaciju efektyvumas.
PraktiSkai uzklausy formulavimas ir vykdymas vaizdo erdvéje yra kur kas sudétingesnis, negu
pradinéje erdvéje, todél biitina kompleksiné viso $io proceso analizé. Be to, reikia turéti omenyje,
kad transformacijas galima gan paprastai formuluoti ir naudoti tik nesudétingiems geometriniams
objektams. Jei objektai sudétingesni, pvz., ivairiu formu daugiakampiai, sunku rasti koki nors
akivaizdy ju atvaizdavima i didesniy matavimy taskus. Priklausomai nuo konkretaus uzdavinio
galima arba Siuos objektus aproksimuoti paprastesniais (pvz., naudoti minimalius gaubiamuosius
staCiakampius ar trikampius), arba objektus ir taskus erdvéje sutvarkyti specialiu bidu (pvz.,
uzpildyti geometring erdve fraktalinémis kreivémis), arba pereiti prie kitokiy vaizdavimo budy.
Per pastaruosius 5-7 metus Sioms problemoms spresti buvo pasiiilyta daug ivairiy metody ir
algoritmuy.

Sri¢iy persidengimas. Taskinius kreipties metodus galima modifikuoti, pritaikyti erdvinéms
sritims saugoti ir su jomis manipuliuoti, leidZiant duomenis 1§ susikertanciy sriiy (t.y.
pasikartojancius taSkus ar figiiras) déstyti skirtinguose duomeny buketuose. Yra nemazai sistemuy,
kuriose $i idéja realizuota. Ju patirtis teigia, kad algoritmy funkcionalumas islieka beveik toks pat
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(nes hierarchiniy struktiiry gylis padidéja nezymiai). Taciau kitas sistemos darbo parametras -
nasSumas - gali labai keistis priklausomai nuo to, kokia geometrinés erdvés dali uzpildo duomenys.
Jei jterpiami duomenys visa laika didina susikertan¢iy sri¢iy skai¢iy ir sankirty turi, tam tikros
duomeny rodyklés gali tapti labai didelés ir neefektyvios. Dar vienas, nors ir mazesnis pavojus,
slypintis tokiose struktiirose - neapibréztumas iterpiant naujus elementus i susikertancias sritis (t.y.
kuriems buketams reikia priskirti naujus elementus, kai jie yra susikertanciose srityse). Nesiimant
tam specialiy priemoniy, paieSkos struktiiros gali buti vaizduojamos nesubalansuotais medziais
arba jterpimo operacijos metu gali prireikti daug parengiamujy skai¢iavimy. Si problema iki $iol
buvo sprendziama euristiniais metodais.

Sric¢iy atkartojimas. Paieskos schemos, pagristos sri¢iy atkartojimu, eliminuoja sriciy
netuscias sankirtas ir iSvengia ju tolimensniame konstravime. Netus¢ioms sankirtoms yra
priskiriami keli duomeny buketai, saugantys jvairiartiS¢ informacija: sankirtos duomeny turinj,
atributus, srities geometrija ir pan. Vadinasi, hierarchiniy duomeny struktiiry paieskos Sakos yra
vienareikSmés, o objekty atributai atskirti (informacija apie objekto forma saugoma atskirai nuo
objekto turinio). Aisku, kad tokioje struktiiroje paieska yra greita, ar tai biity objekty turinio, ar ju
formos uzklausa. Sio metodo problemos susij¢ su duomeny jterpimo ir i¥metimo operacijomis.
Iterpiant elementus, gali prireikti sritis skaidyti specialiomis hiperplok§tumomis, o informacija
apie objekta saugoti keliuose puslapiuose, viename i$ jy rasant srities geometrines charakteristikas,
kitame - turinj, tre¢iame - specialius atributus, ir pan. Sitoks duomeny saugojimo perteklingumas
kelia pavoju, kad struktiira gali i$sigimti, ne tik neleistinai ilgindama paieSkos laika, bet ir
didindama sankirtoms atstovaujanciu bukety skai¢iy. Be to, iterpimo metu gali didéti sriciy
sankirtos dydis. Taigi, sri¢iy atkartojimo atveju geometrinéje erdvéje gali neuztekti vietos
duomeny iSplétimams déstyti, atsiras vadinamoji aklavieté (deadlock), kuriai iSspresti gali prireikti
pertvarkyti visus struktiiros duomenis. Dar viena galima problema - duomeny bukety skaidymas.
Paprastai kiekvienas buketas atitinka tam tikra geometring sritj arba jos atributus. Taciau elementy
iterpimo metu disko puslapyje turi biiti pakankamai vietos naujiems duomenims. Jei vietos
puslapyje neuztenka, duomeny buketa reikia skaidyti, taiau nekeisti pacios srities. Vadinasi,
vienai sriciai ar vienam srities apraSymui gali buti skirti keli duomeny buketai. AiSku, kad Sitokia
situacija gali pabloginti paieSkos charakteristikas ir algoritmo realizavima.

Daugiamaciy, erdviniy ir pan. duomenu ivedimo | kompiuteriy atmintj, saugojimo joje,
paieskos ir iSvedimo algoritmai bei atitinkamos duomeny struktiiros yra Siuo metu gan placiai ir
intensyviai tiriamos, joms dar néra susiklos¢iusios vieningos teorijos. Todél dar néra ir vadovéliy,
kuriuose biity nagrin¢jamos $ios struktiros. Cia pateikta medziaga yra surinkta daugiausia i3
straipsniy Zurnaluose, techniniy aprasy, monografiju, kitokiy panaSaus pobiidzio leidiniy. Dalis
pateikiamy struktiiry aprasyta (dazniausiai kitokiame kontekste) [14] leidinyje.

Be to, daugiamaciy duomenuy struktiiry ir algoritmy yra pasitlyta labai daug. Jei tekstinio
tipo duomenims yra susiklos¢iusi tam tikra klasikiné teorija ir jos pagrindinés struktiiros Siame
leidinyje buvo pateiktos, tai apie erdvines arba daugiamates struktiiras to negalima pasakyti. Liko
visiSkai neapraSyti daugiamaciy erdviy sutvarkymo metodai (pvz., uzpildanc¢ios erdve kreivés ir z-
tvarkiniai), daugiasieniai medziai, R-medziai ir jais besiremiantys algoritmai, hierarchiniy
daugiamaciy briaunainiy strukttros, daugiasluoksniai gardeliy failai, ir pan.
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6. Uzdaviniai ir pratimai

Cia pateikiami uzdaviniai yra suskirstyti { grupes. Kiekvienos grupés uzdaviniams, ypaé ju

sprendimo budui, keliami kitokie reikalavimai.

6.1. Pirmoji uzdaviniy grupé

Sios grupés uzdaviniai nesudétingi, pagrindinis tikslas yra parasyti Siems uzdaviniams tokias

programas, kuriose nebiity nei vienos bereikalingai vykdomos operacijos, ir irodyti, kad programos
iSsiskiria biitent Sia savybe.

1.

10.
1.

12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.
19.

b S

Surasti pora didziausiy skaiciy, kuriy didziausias bendrasis daliklis (gcd) yra lygus m ir kurie
Paskalio sistemoje gali buti apibréZti kaip integer tipo kintamieji.

Parasyti programa, skaiciuojancia Fibonacio skai¢iy seka iki duoto skaiciaus n.

Realizuoti dvieju dvejetainiy n-bitiniy skai¢iy, saugomy masyvuose A(n) ir B(n), sudéti. Suma
raSyti { masyva C(n+1).

Realizuoti n-ojo laipsnio vieno kintamojo polinomo reikSmiy skaiciavima pagal Hornerio
schema.

SurtiSiuoti masyve A(n) saugomus skai¢ius, randant maziausia i8 ju ir rasant ji { masyva B(n),
po to taikant Sia procediira pakartotinai.

Masyve A(n) yra n skirtingy skai¢iy. Inversija vadinama situacija, kai indeksai i < j, o A(i) >
A(j). Suskaiciuoti inversijy skaiciy masyvui A.

Parasyti programa, kuri i§ N skai¢iy masyvo iSrinkty tris skirtingus skaicius taip, kad jy suma
dalytysi is k.

Skaiciy seka iSsiskiria savybe: a; < a; < a3 < ... < a,. Parasyti programa, kuri nustatyty, kada
ai— 1.

Svarbiausiu masyvo elementu vadinamas toks, kuris pasikartoja daugiau negu n/2 karty.
Sudaryti programa, kuri rasty svarbiausia elementa, arba nustatyty, kad tokio néra.

Parasyti programa.kuri tikrinty dalumo i§ skai¢iaus n pozymius.

Sudauginti du didelius skai¢ius M ir N greitos daugybos metodu, taikant ji rekursyviai: M =
10nK + L, N=10nP + R.

Parasyti programa, kuri sudaryty daugybos lentelg.

Sukurti algoritma ir parasyti programa, kuri viena simboliy seka x pervesty i kita simboliu seka
y, iterpdama simbolj arba iSmesdama ji ir atlikdama minimaly kieki tokiy operacijy.

Sukurti algoritma ir paraSyti programa, surandancia, kurios i§ atkarpy plokStumoje yra
lygiagrecios.

Sukurti algoritma ir parasyti programa, surandancia, kiek atkarpy poruy plokStumoje kertasi.
Parasyti programa realizuojancia div ir mod procediras.

Parasyti programa, kuri sveikiems teigiamiems skai¢iams a, b, ¢ rasty tiesinés lygties
a*x + b*y = c sveikaskaicius sprendinius, arba nustatyty, kad tokiy néra.

ParaSyti programa, skai¢iuojancia funkcijos sin(x) reikSmes.

ParasSyti programa, skai¢iuojancia deriniy skaiciy Ck..

6.2. Antroji uzdaviniy grupé
Sios grupés uzdaviniy tikslas - patikrinti duomeny struktiiry programavimo jgiidzius.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu prefiksiniu medziu masyvo pagrindu.
Realizuoti operacijas su dvejetainiu infiksiniu medziu masyvo pagrindu.
Realizuoti operacijas su dvejetainiu postfiksiniu medziu masyvo pagrindu.
Realizuoti operacijas su dvejetainiu infiksiniu medziu rodyklés pagrindu.
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Realizuoti operacijas su dvejetainiu prefiksiniu medziu rodyklés pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu postfiksiniu medziu rodyklés pagrindu.

Realizuoti operacijas su rekursyviu medziu.

Realizuoti operacijas su medziu (nuorodos i kairjji stiny ir desini broli) masyvo pagrindu.
Realizuoti operacijas su medziu (nuorodos i kairiji stiny ir desini brolj) rodyklés pagrindu.

. Realizuoti operacijas su aibémis bitmap vektoriaus pagrindu.
. Sudaryti programa, realizuojancia atviro adresavimo déstymo algoritma operacijoms insert,

search, delete.

. Sudaryti programa, realizuojancia dvigubo déstymo metoda operacijoms insert, search, delete.
13.
14.

Realizuoti Patricia algoritma.
Realizuoti skaitmeninés paieskos algoritma (abiem knygoje aprasytais atvejais).

. Realizuoti operacija delete B-medyje.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Realizuoti extendible hashing paieskos algoritma: jterpimo ir paieskos operacijas.
Realizuoti bottom-up mergesort rasiavimo metoda.

Realizuoti top-down mergesort riiSiavimo metoda.

Realizuoti heapsort metoda.

Realizuoti jterpimo ir iSmetimo operacijas heap struktiroje.

Realizuoti dvieju prioritetiniy eiliy suliejimo operacija.

Realizuoti Knuth-Morris-Pratt’o algoritma.

Realizuoti Boyer-Moore’o algoritma.

Realizuoti Rabin-Karp’o algoritma.

6.3. Trecioji uzdaviniy grupé

Sios grupés uzdaviniai yra sudétingesni, ju sprendime ir realizavime reikia taikyti ivairius

duomeny struktiiry algoritmus.

1.

10.
1.

12.
13.

Rasti dviejy auksto laipsnio polinomy g(x) ir h(x) didziausia bendraji dalikl;.

Rasti dvieju dideliy skaiciuy (keliy deSim¢iy ar Simty skaitmeny eilés) M ir N didZiausia
bendraji dalikli.

Kiekvieng skaiciy nuo 1 iki n i$skaidyti ne daugiau kaip k démeny suma. Kaip parinkti tokius
skirtingus démenis, kad ju skaicius bty minimalus?

Sukurti algoritma ir parasSyti programa, kuri generuoty atsitikting N-bity (N>1000) seka, o po
to rasty visus posekius, lygius paskutiniams k bity.

Sukurti algoritma ir paraSyti programa, kuri dviejy matavimy tekste rasty visas vietas, kuriose
yra tam tikras posekis.

Sukurti algoritma ir parasyti programa, kuri sekuy aibéje S = (yi, y»,... yn) i$skirty tas, kurios
leina ] seka x.

Sukurti algoritma ir parasyti programa, kuri surasty ilgiausia bendraji tolydy poseki dviejuose
duotose sekose.

Sukurti algoritmg ir parasyti programa, kuri i$ aibés S poaibiy sistemos {sj, S,... S} iSrinkty
minimaly skai¢iy poaibiy, kuriy sajunga padengty visa aibe.

Sukurti algoritmg ir parasyti programa, kuri naudodama medzio duomeny struktiira suspausty
tekstinj faila.

Sukurti algoritma ir parasyti programa, kuri perkoduoty (ir dekoduoty) bet koki faila i tekstini.
Sukurti algoritma ir parasyti programa, kuri aibg i$ n skaiciy i§ pradziy rusiuoja Quicksort
metodu, o likus mazesniems aibéms, pereina prie jterpimo metodo. Kada toks peréjimas
tikslingas?

Sukurti efektyvy algoritma ir parasyti programa, kuri i$ n skaiciy surasty k maziausiy.

Parasyti programas ir empiriskai palyginti metodus, kai formuojamos heap aibés i§ atsitiktiniy
skaiiy, naudojant dvi procediras: bottom-up heap ir top-down heap.
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15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Parasyti programas heapsort, kada naudojamos dvi skirtingos operacijos: iSmesti maziausia ir
iSmesti didZiausia (heap aibé formuojama taip, kaip buvo nagrinéta).

Parasyti programa, kuri nattiraliai uzrasyta algebrini reiskini (su skliausteliais) pertvarkyty {
postfiksinj reiSkini. Kurias struktiiras geriau naudoti: steka, eile, deka?

Sukurti algoritma ir paraSyti programa, kuri polinomus vieng i§ kito dalyty greitos daugybos
metodu (polinomy laipsnis gali biiti labai didelis).

Skaiciy aibé yra skaidoma i kelias dalis taip, kad $iy daliy sumos bty kiek galima labiau viena
kitai artimos. Sj principa rekursyviai galima pritaikyti vis maZesnéms aibéms. Panaudoti
dvejetainius ar 2-3, ar 2-3-4-medzius. Parasyti atitinkama programa ir atlikti uzdavinio analizg.
Sudaryti programa, kuri naudodama atsitiktiniy skaiciy generatoriy, sudaryty raudonus-juodus
medzius (ne maziau 1000 vir$iiniy) ir ivertinty vidutini Saky ilgi nuo Saknies iki lapu.

Sudaryti programa, kuri pagal raudona-juoda medi atstatyty 2-3-4-medj, ir atvirksciai.
Realizuoti operacijas su trie struktiira, kai duomenys yra saugomi saraso pavidalu masyvo
pagrindu.

Realizuoti dvieju iSretinty matricy daugyba. Algoritmo efektyvuma palyginti su standartiniais
metodais.

Realizuoti dvieju iSretinty polinomy daugyba. Algoritmo efektyvuma palyginti su
standartiniais metodais.

Realizuoti dviejuy labai dideliu dvejetainiy skai¢iy daugyba. Algoritmo sudétinguma palyginti
su standartiniais metodais.

Sudaryti algoritma ir paraSyti programa, kuris algebrini reiSkini pertvarkyty i prefiksing
pavidala.

Parasyti programa, kuri dvejetainiame paieskos medyje rasty visas virSines, kurios patenka {
tam tikra reikSmiy diapazona.

Parasyti programa, kuri 2-3-4-medyje rasty visas virSiines, patenkancias { tam tikrus
diapazonus (ju gali buti keli).

6.4. Pratimai tiriamajam darbui

. Kompleksiskai istirti dvejetaing paieska ir dvejetainius paieskos medzius: iSvesti ju

sudétingumo priklausomai nuo duomeny strukttiros formules; pateikti rekursyvias Siy algoritmy
realizacijos programas.

. Istirti dvejetainius paieSkos medzius: nustatyti, ar verta iterpti iraSus i medi ju daznumy

maze¢jimo tvarka, kai i§ anksto zinomi paieSkos rakty daznumai; modifikuoti dvejetainius
medzius, kad jie galéty turéti pasikartojanCius raktus; sudaryti rekursyvias programas,
spausdinanc¢ias medZziy virSiines eilés tvarka.

Istirti raudonus-juodus medzius: naudojant atsitiktiniy skaifiy generatorius, iStirti $iy medziy
statistines savybes (Saky minimalius, maksimalius, vidutinius ilgius; santykius tarp juody ir
raudony-juody Saky; kitas savybes); palyginti Siuos medzius su nebalansuotais dvejetainiais
paieskos medziais.

. Sukurti keturiy spalvy ir astuoniu spalvy medziy teorija (kokio tipo paieskos struktiiroms gali

atstovauti medziai, kai raudoname-juodame medyje spalvai zyméti yra naudojami du arba trys
bitai), pateikti pavyzdziy.

. I8analizuoti jvairias hash funkcijas: kaip galima hash funkcijas keisti atsitiktiniy skaiciy

generatoriais ir atvirksc¢iai; kokias funkcijas reikia naudoti, kai zinomi reikSmiy diapazonai,
elementy lentel¢je skaiCius, kai laukiama, kad bus daug pasikartojanciy rakty reikSmiy; kaip
tirti jvairiy hash funkcijy statistines savybes.

Istirti skaitmeninius paieskos medzius: naudojant atsitiktiniy skaiiy generatorius, istirti Siy
medziy statistines savybes; surasti duomeny savybes, salygojanéias bloga struktiiros trie
iSbalansavima; surasti kaip reikia taisyti struktiira tokiu atveju: 26-iy nuorody trie struktira
naudojama lotyniSko alfabeto raidéms identifikuoti, taciau kai kurios raidés labai retai
sutinkamos.
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. Kompleksiskai iStirti Patricia algoritma: naudojant atsitiktiniy skaiiu generatorius, iStirti jo
statistines savybes; rasti duomeny savybes, kurios Patricia medi labai debalansuoja; kada verta
parasyti programas, spausdinancias Patricia medzio virStines didéjimo tvarka.

. Kompleksiskai iSanalizuoti B-medzius: naudojant atsitiktiniy skai¢iy generatorius, istirti Siy
medziy statistines savybes; kokie turi biiti santykiai tarp puslapio dydzio, stiny skaic¢iaus vienai
vir§tinei, virStiiniy skaiCiaus, prefikso dydzio, kad paieska (iterpimo operacija, iSmetimo
operacija) medyje buity efektyviausia.

. Kompleksiskai istirti iSpléstini déstyma: naudojant atsitiktiniy skaiCiy generatorius, iStirti $io
algoritmo statistines savybes; parasyti elemento iSmetimo programa ir iSanalizuoti jos
sudétinguma; kaip turi biiti modifikuotas iSpléstinio déstymo algoritmas, kai jis dirba vidinéje
atmintyje.

10. Modifikuoti visus iSdéstytus seku paieskos algoritmus, kai fragmentas turi vieng ar kelis wild-

card simbolius, istirti jy sudétinguma.

11. Kompleksiskai istirti Huffman’o kodo savybes: kaip kodo ilgis priklauso nuo statistinio

daznumy pasiskirstymo; koks yra dvejetainio failo Huffman’o kodas; jei raidziy daznumai visi
skirtingi, ar Huffman’o kodas yra vienareik$mis; kaip taupyti atminti realizuojant Huffman’o
algoritma.
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