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�Ávadas



	Mokomosios priemonës tikslas - supaþindinti su duomenø struktûrø ir algoritmø teorija ir praktika.

	Duomenø struktûros ir algoritmai - tai sritis, formalizuojanti platø spektrà svarbiø ir vis labiau plintanèiø procedûrø, kompiuteriu sprendþiant simboliniø skaièiavimø, inþinerijos, kompiuterinës grafikos, duomenø baziø, telekomunikacijø ir kitø srièiø uþdavinius. Ji jungia ávairius matematinës logikos, kombinatorikos, diskreèiosios matematikos, programavimo, kompiuterinës technikos konstravimo, geometrijos ir algebros metodus. Sukauptø rezultatø gausa ir kokybë jau apie 20 metø iðskiria jà kaip atskirà mokslo tyrimø disciplinà ir trumpai apibrëþia kaip duomenø dëstymo kompiuterio atmintyje metodø visumà.

	Á algoritmus þmonija atkreipë dëmesá jau labai seniai. Daþniausiai yra pateikiamas EUKLIDO algoritmas dviejø sveikø skaièiø didþiausiam bendram dalikliui skaièiuoti (greatest common divisor - gcd), kaip tematikos senumo ir fundamentalumo pavyzdys:



program euclid (input, output);

var x,y: integer;

function gcd (u,v: integer): integer;

	var t: integer;

	begin

	repeat

		if u<v then

		begin t := u; u := v; v := t end;

		u := u-v;

	until u = 0;

	gcd := v

	end;

begin

	while not eof do

	begin

	readln (x, y);

	if (x>0) and (y>0) then writeln (x, y, gcd (x, y))

	end;

end.



	Taikymuose algoritmai remiasi sudëtingais duomenø organizavimo ir manipuliavimo metodais. Ðie metodai kartu su duomenø aibëmis vadinami duomenø struktûromis ir yra vieni ið pagrindiniø informatikos objektø. Jie neatskiriami nuo algoritmø (kaip veiksmø). Taèiau ryðis tarp jø nevienareikðmis. Kartais paprasti algoritmai gali naudoti sudëtingas duomenø struktûras, o sudëtingi - paprastas. Vienas ið pagrindiniø ypatumø, apibrëþianèiø algoritmø veiksmingumà, yra juose naudojamos duomenø struktûros. Ðioje mokomojoje priemonëje pagrindinis dëmesys skiriamas duomenø struktûroms (kaip veiksmø sudëtinei daliai) ir nagrinëjami su tuo susijæ algoritmai.

	Algoritmai ir duomenø struktûros yra neatsiejami nuo taikymø. Duomenys taikymuose ágyja turiná ir formà (t.y. sintaksæ ir semantikà). Tai daro átakà operacijoms su duomenimis ir kaip pasekmei - jø kompiuterinei realizacijai. Tas pats algoritmas skirtingiems duomenims gali bûti visiðkai skirtingai realizuotas. Kokia realizacija kokiems duomenims yra efektyvi - tai irgi vienas ið pagrindiniø duomenø struktûrø tyrimo objektø. Papildomas darbo su duomenø struktûromis aspektas, galima sakyti "visuomeninis" - nors ir paprastas algoritmas, bet turintis sudëtingà programinæ realizacijà, gali bûti daugelio klaidø ðaltinis. Todël reikia nagrinëti ir patikimus duomenø struktûrø programavimo bûdus. Visi ðie aspektai tik pabrëþia duomenø struktûrø teorijos ir praktikos svarbà. 

	Apibrëþimas. Duomenø struktûra (DS) - tai duomenø aibë, kuriai apibrëþtos tam tikros operacijos ir loginiai ryðiai tarp jø. Literatûroje naudojamas ir kitas pavadinimas (daþnai suprantamas kaip sinonimas) - abstraktûs duomenø tipai (ADT). Kadangi apibrëþime dalyvauja operacijos sàvoka, duomenø struktûros neatskiriamos nuo algoritmø. Ðis apibrëþimas labiau panaðus á matematiná, nes yra abstraktus. Kompiuteriø teorijoje ir praktikoje duomenø struktûrø nagrinëjimas neatskiriamas nuo jø diegimo (realizavimo). Formaliai vienodai apibrëþtos duomenø struktûros diegimas kompiuterio atmintyje gali bûti toks skirtingas, kad ði struktûra bus minima ávairiais pavadinimais. Realizacijos skirtumai kartais labai pakeièia tam tikro algoritmo sandarà. Taèiau duomenø struktûros esmë informatikos poþiûriu yra tokia:



apibrëþti vietos iðskyrimo duomenims talpinti kompiuterio atmintyje metodà;

apibrëþti duomenø reikðmiø raðymo á ðià vietà metodà.



	Literatûroje yra nusistovëjæs tam tikras terminø "abstraktûs duomenø tipai" ir "duomenø struktûros" vartojimo santykis. Kalbant apie abstraktø duomenø tipà, paprastai atsiribojama nuo realizacijos, jos ypatumø, pabrëþiami tik duomenys (tam tikra tvarka dëstomi), ir algoritmai (tam tikra tvarka atliekamos operacijos). Pagrindinë ADT sàvokos ávedimo prieþastis - tai noras abstrahuotis nuo konkreèios realizacijos. Ðis noras ypaè bûna svarbus projektuojant dideles ir sudëtingas programas. Tuo tarpu terminas "duomenø struktûros" labiau vartojamas tada, kai norima paminëti ir konkretø algoritmo realizavimà. Be to, daþnai algoritmà formalizuojant reikia nurodyti esmines detales, kurios iðkyla realizacijos metu, ir jas átraukti á algoritmà. Abiejø terminø vartojimo atvejais yra ir tam tikrø kolizijø, kurias ne visada skiria netgi programuotojai. Taigi stekai ir eilës yra abstraktûs duomenø tipai, kai kalbama apie manipuliacijas su elementais, áeinanèiais á ðià duomenø aibæ ir turinèiais gan sudëtingà vidinæ struktûrà. Taèiau tai yra duomenø struktûros, kai stekai ir eilës realizuoti sveikiems dvejetainiams skaièiams dauginti ar tvarkyti atmintá, esant procesoriaus darbo pertrauktims. Duomenø struktûros masyvai ar jungtiniai sàraðai yra abstraktaus duomenø tipo - tiesinio sàraðo - detalizacijos Paskalio (ar panaðioje) programavimo kalboje. Ðios detalizacijos priklauso nuo algoritmo ir gali bûti esminës.

	ADT vartojimo ar apibrëþimo atvejai kartais gali bûti labai ávairûs. Daug algoritmø yra formuluojami remiantis tiesiniais sàraðais, pavyzdþiui, rûðiavimo ar paieðkos algoritmai. Taèiau jiems efektyviai realizuoti reikia daþniausiai sudëtingø duomenø struktûrø. 

	Tarp ávairiø abstrakèiø duomenø tipø ar duomenø struktûrø yra susiklostæ ávairûs, kartais gan sudëtingi santykiai. Vienà ADT (ar DS) galime apibrëþti kita. Stekai ir eilës gali bûti apibrëþiami kaip tiesiniai sàraðai, o Paskalio kalbos rodyklës ir áraðo tipai gali bûti sëkmingai naudojami tiesiniams sàraðams apibrëþti. ADT sàvoka svarbi naudojant skirtingus abstrakcijø lygius, konstruojant dideles sistemas.



	Knygos turiná sudaro kelios grupës temø:



pagrindiniai objektai ir metodai (baziniai objektai, elementarios duomenø struktûros, medþiai, rekursija, algoritmø analizës metodai, algoritmø realizavimas);

rûðiavimo metodai (elementarûs rûðiavimo metodai, greitas rûðiavimas, skaitmeninis rûðiavimas, prioritetinës eilës, rûðiavimo-sàlajos algoritmai, iðorinis rûðiavimas);

paieðkos metodai (elementarûs paieðkos metodai, subalansuoti medþiai, dëstymo lentelës, skaitmeninë paieðka, iðorinë paieðka);

sekø apdorojimas (sekø fragmentø paieðka, fragmentø tapatinimas, bendrøjø posekiø paieðka ir tapatinimas, failø kompresija);

vaizdø apdorojimo ir kompiuterinës grafikos algoritmai, manipuliacijø su duomenimis labai didelëse duomenø bazëse algoritmai.



	Mokomosios priemonës turiná (taèiau ne visas temas) labiausiai atitinka [1] vadovëlis. Jame apraðyti algoritmai yra pritaikyti programavimo Paskaliu metodikai, panaðiai kaip ir ðioje knygoje, todël ið jos perimta ir nemaþas kiekis programø tekstø pavyzdþiø. Programavimo kalbos C++ metodikai pritaikyti pagrindiniai algoritmai yra iðdëstyti [2] knygoje. Ði knyga irgi yra labai geras duomenø struktûrø ir algoritmø teorijos vadovëlis. Knyga [3] yra tikra algoritmø, dëstomø studentams, enciklopedija. Joje dëstomi algoritmai ir duomenø struktûros yra formalizuoti, pateikiama iðsami algoritmø efektyvumo analizë. Kitos - [5 - 10, 12, 13] knygos yra VU Matematikos fakulteto skaitykloje ir gali bûti naudojamos vienai ar kitai temai nagrinëti.

	Mokomojoje priemonëje pateikiami uþdaviniai skirstomi á keturias grupes. Pirmosios grupës uþdaviniø tikslas - ágyti pradiniø algoritmø analizës ágûdþiø. Tai nesudëtingi uþdaviniai, kuriems reikia parinkti ekonomiðkiausià algoritmà ir ðá algoritmà ávertinti. Antrosios grupës uþdaviniai skirti tiesioginiam duomenø struktûrø realizavimui programavimo kalba. Treèios grupës uþdaviniai - tai savarankiðkos problemos, kurias galima efektyviai spræsti, parenkant tinkamas duomenø struktûras. Kompleksinei duomenø struktûrø ir algoritmø analizei skirti ketvirtos grupës uþdaviniai.

�1. Pagrindiniai duomenø struktûrø objektai



	Pagrindiniai duomenø struktûrø objektai:



duomenø ir algoritmø apraðymo (ir uþraðymo) kalba;

baziniai duomenø tipai ir elementarios duomenø struktûros;

duomenø struktûrø ir atitinkamø algoritmø analizës ir diegimo metodai.



	Algoritmø ir duomenø struktûrø apibrëþimui ir uþraðymui naudojama kalba neturi þymiai skirtis nuo realizavimo kalbos, ir, be to, turi bûti suderinama su duomenø ir algoritmø analizës metodais. Esant dabartinei situacijai informatikoje, geriausia tam tikslui naudoti daugiau ar maþiau formalizuotà programavimo kalbà. Ðioje knygoje pasirinkome Paskalio programavimo kalbà (atitinkanèià standartà, iðdëstytà [4]). Pagrindinës prieþastys - ji dëstoma pirmame kurse ir todël gerai paþástama studentams, be to, yra pakankamai struktûrizuota ir patogi algoritmams uþraðyti bei duomenø struktûroms apibrëþti. Jos pagrindinës operacijos suderinamos su algoritmø analizëje naudojamais metodais. Jà vartojant realizuota daug populiariø algoritmø. Paskalio neigiama ypatybë - daugeliui taikymø ði kalba nëra pakankamai detali, ir automatiðkai neágalina iðreikðti algoritmø su visomis detalëmis. Todël dabartiniu metu literatûroje algoritmai vis daþniau apraðomi C arba C++ programavimo kalba.

	Baziniai duomenø tipai - tai duomenø struktûros, ádiegtos programavimo kalboje. Paskalyje kalboje tai yra: sveikas (integer), realus (real), loginis (boolean), simbolinis (character), masyvas (array), aibë (set), rodyklës tipas (pointer), áraðo tipas (record). Uþraðydami visas kitas duomenø struktûras ar algoritmus konkreèioje realizacijoje (programoje), turime jas iðreikðti baziniais tipais ir tam tikromis operacijomis su jais.

	Elementarios duomenø struktûros - struktûros, labai paplitæ ir nesudëtingai apibrëþiamos. Jos gali bûti realizuotos ávairiais lygiais: techniniu lygiu (operacijø vykdymas ádiegtas elektroninëje schemoje ar kitoje techninëje kompiuterio dalyje), programavimo kalba (realizuotos kalboje baziniais tipais), algoritmu (duomenø struktûros operacijos iðreiðkiamos algoritmiðkai baziniais tipais). Toliau dëstomos pagrindinës elementarios duomenø struktûros.



1.1 Masyvas (array)



	Masyvas - tai vieno tipo tolydþiai iðdëstytø kintamøjø aibë, kai kintamøjø skaièius ið anksto þinomas, o kiekvienà kintamàjá galima iðrinkti tiesiogiai (naudojant indeksà ar indeksus). Ðitoks apibrëþimas pateikia masyvà kaip baziná tipà (pvz., Paskalio kalboje). Duomenø struktûros atveju masyvas apibrëþiamas kaip fiksuotas kiekis duomenø, kurie atmintyje laikomi nuosekliai, o iðrenkami naudojant indeksà ar indeksus, be to, kiekvieno duomens reikðmës formuojamos unifikuotai. Masyvai panaudojami beveik kiekvienoje programoje. Èia pateikiamas pavyzdys, kaip masyvas naudojamas programuojant Eratosteno rëtá - metodà pirminiams skaièiams rasti, pasiûlytà treèiame ðimtmetyje B.C.:



program primes (input, output);

const N=1000;

var a: array[1..N] of boolean; i, j: integer;

begin

a[1]:= false; for i:= 2 to N do a[i]:= true;

for i:= 2 to N div 2 do

	for j:= 2 to N div i do a[i*j]:= false;

for i:= 1 to N do

	if a[i] then write (i:4);

end.



	Masyvo naudojimas algoritme ágalina:

efektyviai taikyti tiesioginá duomenø iðrinkimà;

suvienodinti kiekvieno duomens iðrinkimo laikà.



	Masyvas yra statinë duomenø struktûra - jo dydis turi bûti þinomas ið anksto. Masyvo paplitimà sàlygoja ir tai, kad faktiðkai bet kurio kompiuterio atmintá galima interpretuoti kaip masyvà - indeksø vaidmená vaidina adresai. Duomenims iðrinkti masyve gali bûti naudojama ir daugiau kaip vienas indeksas - tada kalbama apie dvimaèius, trimaèius ir t. t. masyvus. Iðrinkimo laikas masyve bet kuriam duomeniui yra fiksuotas. Jis priklauso tik nuo masyvo matavimø skaièiaus, t.y. nuo formulës, kuria naudojantis pagal keliø indeksø reikðmes skaièiuojamas duomens saugojimo atmintyje adresas.



1.2 Stekas (stack)



	Duomenø struktûra stekas - tai duomenø aibë, kuriai apibrëþtos tokios operacijos:



inicializuoti stekà (iðskirti vietà stekui kompiuterio atmintyje);

áterpti elementà x á stekà (operacija push(x));

paðalinti elementà ið steko (operacija pop);

skaityti stekà;

panaikinti stekà (panaikinti vietà stekui kompiuterio atmintyje).



	Duomenims steke taikomi loginiai apribojimai - operacijos pop metu ið steko bus paðalintas elementas, áterptas paskutiniu (taip vadinamas LIFO (Last-In-First-Out) principas). Todël stekas yra viena ið riboto iðrinkimo klasës struktûrø.

	Lietuviðkai stekà siûloma vadinti dëklu, taèiau pastarasis terminas per daug netiksliai atskleidþia steko esmæ.

	Steko struktûra naudojama ávairiausiose srityse: kompiuterio aparatûroje, programose, operaciniø sistemø architektûroje, kompiliatoriuose, loginiø ir simboliniø skaièiavimø algoritmuose, kitur.

	 Labai paplitæs pavyzdys, iliustruojantis steko privalumus, yra algebriniø reiðkiniø reikðmiø skaièiavimas arba ðiø reiðkiniø teisingo uþraðymo tikrinimas, pvz., ar teisingai iðdëstyti skliausteliai reiðkinyje. Skaièiuojant aritmetinio reiðkinio



9*(((5+8)+(8*7))+3)



reikðmæ, steko operacijø seka gali bûti tokia:

push(9);

push(5);

push(8);

push(pop+pop);

push(8);

push(7);

push(pop*pop);

push(pop+pop);

push(3);

push(pop+pop);

push(pop*pop);

writeln(pop).



	Steko turinio kitimà atspindi 1 pav.

��

�����                                  7

������               8           8    8  56         3

�         5    5   13  13  13  13  69  69  72

����   9    9    9    9    9    9    9    9    9    9    648  nil



1 pav. Steko turinio kitimas, skaièiuojant reiðkiná 9*(((5+8)+(8*7))+3).



	Programuojant steko operacijas Paskaliu, reikia naudoti koká nors baziná - rodyklës arba masyvo tipà. Steko operacijos, iðreikðtos baziniu rodyklës tipu:



type link=^node;

	node=record key:integer; next:link; end;

	var head,z:link;

procedure stackinit;

begin

	new(head); new(z);

	head^.next:=z; z^.next:=z

end;

procedure push(v:integer);

	var t:link;

begin

	new(t);

	t^.key:=v; t^.next:=head^.next;

	head^.next:=t

end;

function pop:integer;

	var t:link;

begin

	t:=head^.next;

	pop:=t^.key;

	head^.next:=t^.next;

	dispose(t)

end;

function stackempty:boolean;

begin stackempty:=(head^.next=z) end.



	Steko operacijos, programuojamos masyvo baziniu tipu:



const maxP=100;

	var stack: array[0..maxP]of integer; p:integer;

procedure push(v:integer);

	begin stack[p]:=v; p:=p+1 end;

function pop:integer;

	begin p:=p-1; pop:=stack[p] end;

procedure stackinit;

	begin p:=0 end;

function stackempty:boolean;

	begin stackempty:=(p=<0) end.



	Algebrinio reiðkinio reikðmës skaièiavimas naudojant stekà:



stackinit;

repeat

	repeat read(c) until c<>'';

	if c=')' then write(chr(pop));

	if c='+' then push(ord(c));

	if c='*' then push(ord(c));

	while (c=>'0') and (c=<'9') do

		begin write(c); read(c) end;

	if c<>'(' then write('');

until eoln;



1.3 Eilës (queues)



	Duomenø struktûra eilë - tai duomenø aibë, kuriai apibrëþtos tokios operacijos:



inicializuoti eilæ (iðskirti vietà eilei kompiuterio atmintyje);

áterpti tam tikrà elementà x á eilæ (operacija put(x));

paðalinti elementà ið eilës (operacija get);

skaityti eilæ;

panaikinti eilæ (panaikinti vietà eilei kompiuterio atmintyje).



	Duomenims eilëje taikomi loginiai apribojimai - operacijos get metu ið eilës bus paðalintas elementas, áterptas pirmasis (vadinamasis FIFO (First-In-First-Out) principas). Todël eilë, kaip ir stekas, yra viena ið riboto iðrinkimo klasës struktûrø.

	Eilës struktûra taikoma ávairiose srityse: algoritmams realizuoti, programø loginëms schemoms, operaciniø ir taikomøjø sistemø architektûroje, kompiliatoriams, loginiø ir simboliniø skaièiavimø algoritmams, matematinio modeliavimo uþdaviniams ir pan.

	Programuojant eilës (kaip ir stekui) operacijas Paskaliu, reikia naudoti koká nors baziná - rodyklës arba masyvo tipà. Eilës operacijos, iðreikðtos baziniu rodyklës tipu:



type link=^node;

	node=record key:integer; next:link; end;

var head,tail,z:link;

procedure queueinit;

begin

	new(head); new(z);

	head^.next:=z; tail^.next=z; z^.next:=z

end;

procedure put(v:integer);

	var t:link;

begin

	new(t);

	t^.key:=v; t^.next:=tail^.next;

	tail^.next:=t

end;

function get:integer;

	var t:link;

begin

	t:=head^.next;

	get:=t^.key;

	head^.next:=t^.next;

	dispose(t)

end;

function queueempty:boolean;

begin queueempty:=(head^.next=z;tail^.next=z) end.



	Eilës operacijos, iðreikðtos baziniu masyvo tipu:



const max=100;

var quene:array[0..max] of integer;

	head,tail:integer;

procedure put(v:integer);

begin

	queue[tail]:=v; tail:=tail+1;

	if tail>max then tail:=0

end;

function get: integer;

begin  get:=queue[head]; head:=head+1;

	if head>max then head:=0

end;

procedure queueinitialize;

	begin head:=0; tail:=0 end;

function queueempty:boolean;

	begin queueempty:=(head=tail) end.



	Programuojant eilæ masyvu (kaip pateikta), jo pradþià ir pabaigà tikslinga "suklijuoti", t.y. kintamøjø head ir tail, rodanèiø eilës pradþià ir pabaigà, reikðmes reikia skaièiuoti mod Max pagrindu (aiðku, su reikalingais tikrinimais). Áterpiant ar iðmetant elementus ið eilës, ji turi savybæ "ðliauþti" per masyvà. Tam, kad efektyviai iðnaudotume visà masyvà eilei saugoti, reikia leisti eilës pabaigai uþimti ir masyvo pradþios elementus (jei jie laisvi). Bûtent tokia programa ir pateikta ðiame skyriuje. "Suklijuotas" masyvas eilei saugoti parodytas 2 pav.
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2 pav. Eilës dëstymas “suklijuotame” masyve.



1.4 Dekas (dequeue)



	Duomenø struktûra dekas - tai duomenø aibë, kuriai apibrëþtos tokios operacijos:



inicializuoti dekà (iðskirti vietà dekui kompiuterio atmintyje);

áterpti tam tikrà elementà x á deko pradþià;

áterpti tam tikrà elementà x á deko pabaigà;

paðalinti elementà ið deko pradþios;

paðalinti elementà ið deko pabaigos;

skaityti deko pradþià;

skaityti deko pabaigà;

panaikinti dekà (panaikinti vietà dekui kompiuterio atmintyje).



	Duomenims deke taikomi loginiai apribojimai - operacijos paðalinimo ið deko pradþios ar pabaigos metu bus iðmestas elementas, áterptas vëliausiai atitinkamai á pradþià ar á pabaigà. Todël dekas, kaip ir eilë ar stekas, yra viena ið riboto iðrinkimo klasës struktûrø. Dekas dar vadinamas abipusiu steku (ar abipuse eile). Jo programavimas naudojant baziná masyvo ar rodyklës tipà panaðus á steko ar eilës programavimà, tik reikalauja sudëtingesnës realizacijos.



1.5 Tiesiniai sàraðai (linked lists)



	Duomenø struktûra tiesinis sàraðas - tai duomenø aibë, kurios kiekvienas elementas susideda ið dviejø daliø - informacinës dalies ir rodyklës - ir kuriai taikomos tokios operacijos:



inicializuoti sàraðà;

áterpti elementà x á sàraðo tam tikrà vietà;

áterpti elementà x á sàraðà, tenkinant nurodytas sàlygas (pvz., didëjimo tvarka);

iðmesti ið sàraðo elementà, esantá tam tikroje vietoje;

iðmesti elementà x ið sàraðo, tenkinant nurodytas sàlygas;

panaikinti sàraðà.



	Sàraðai, kaip áprasta juos pateikti programavimo literatûroje, pavaizduoti 3 pav.
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3 pav. Saraðø pavyzdþiai



	Loginiai apribojimai gali bûti taikomi tik sàraðo elementams, bet ne visam sàraðui. Elementams reikia nurodyti jø tipà (programavimo procese). Sàraðas yra dinaminë duomenø struktûra, t.y. jo tûris vykdymo metu gali keistis, t.y. jam iðskiriama tiek atminties, kiek elementø yra sàraðe. Programuojant sàraðà, reikia remtis rodyklës ar masyvo baziniais tipais. Naudojant baziná rodyklës tipà, sàraðas programuojamas taip:



type link=^node;

	node=record key:integer; next:link end;

var head.z.t:link;

procedure listinitialize;

begin

	new (head); new (z);

	head^.next:=z; z^.next:=z

end;

procedure deletenext (t:link);

begin

	t^.next:=t^.next^.next;

end;

procedure insertafter (v:integer; t:link);

	var x:link;

begin

	new (x);

	x^.key:=v; x^.next:=t^.next;

	t^.next:=x

end;



	Sàraðo programavimas, naudojant baziná masyvo tipà:



var key,next: array[0..N]of integer; x,head,z: integer;

procedure listinitialize;

begin

	head:=0; z:=1; x:=1;

	next[head]:=z; next[z]:=z;

end;

procedure deletenext(t:integer);

begin

	next[t]:=next[next[t]]

end;

procedure insertafter(v:integer; t:integer);

begin

	x:=x+1;

	key[x]:=v; next[x]:=next[t];

	next[t]:=x

end.



	Skirtingai nuo steko, eilës ar deko, sàraðas ágalina iðrinkti bet kurá elementà, taèiau iðrinkimo metodas yra tiesinis, t.y. tam tikrà elementà pasiekiame nuosekliai eidami nuo vieno elemento prie kito. Jei reikia "gudresniø" iðrinkimo metodø, sàraðas gali bûti apibrëþiamas su keliomis rodyklëmis (kuriø apibrëþimas ir naudojimas priklauso nuo duomenø turinio).

	Programuojant sàraðus, (pvz., procedûras insertafter ar deletenext), patogu ir svarbu apibrëþti signaliná þymená (sentinel). Signalinis þymuo - tai menamas objektas, kuris suprastina sàraðo pirmo ir paskutinio elementø atskyrimà (identifikavimà): signaliniu sàraðo L þymeniu bûtø objektas nil(L), kurio reikðmë yra nil, bet kuris turi visà kitø sàraðo elementø struktûrà. Jis gali bûti kintamøjø head ir tail pakaitalas. Viena ið galimybiø, kaip naudoti signaliná þymená, pavaizduota 4 pav. Ji ágalina atsisakyti kintamojo head, nes sàraðo pradþià galima pasiekti per next(nil(L)).
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4 pav. Sàraðas, naudojantis signaliná þymená.



	Gal bût labiausiai paplitæs sàraðø taikymas - duomenø dëstymas diskinëje atmintyje. Tai tiesiogiai susijæ su diskiniø árenginiø konstrukcija. Maþiausio adresuojamo informacinio vieneto diske (vadinsime já toliau puslapiu - angliðkai page) tûris yra keli arba kelios deðimtys kilobaitø. Kai failas raðomas á diskinæ atmintá, jis uþima daþnai ne vienà puslapá. Ðie puslapiai gali bûti iðdëstyti diske nebûtinai nuosekliai. Todël bûtina formuoti nuorodas ið vieno puslapio á kità. Jø taip pat reikia identifikuojant laisvà diskinæ atmintá, t.y. tuos puslapius, kurie dar nepriklauso jokiam failui. Skirtingos operacinës sistemos formuoja puslapiø nuorodas skirtingai. Pavyzdþiui, MS-DOS operacinë sistema nuorodas á failo (t.y. tiesinio sàraðo) pradþià raðo ROOT srityje, nuorodas á puslapius (vadinamuosius klasterius - angliðkai cluster) FAT srityje, o patá failà dësto DATA srityje. Loginë tokio dëstymo schema pateikta 5 pav.
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5 pav. Loginë disko struktûra.



1.6 Medþiai (trees)



	Iki ðiol nagrinëtos duomenø struktûros buvo vienmatës - vienas duomuo sekë po kito. Tokias DS gan paprasta programuoti ir naudoti, taèiau taikymams jos gali bûti neefektyvios, t.y. algoritmas, veikiantis jø pagrindu, gali bûti per lëtas. Todël verta nagrinëti sudëtingesnes - dvimates, trimates ir pan. duomenø struktûras. Viena ið tokiø yra medþio duomenø struktûra.

	Medis - tai duomenø aibë, kuriai apibrëþtos duomenø incidentumo ir eiliðkumo operacijos:



medþio (þymime T) elementai yra dvi aibës: virðûniø aibë V ir briaunø aibë E;

tarp V ir E apibrëþtas incidentumo santykis: viena briauna (elementas ið E) atitinka dvi ir tik dvi virðûnes (elementø ið V porà, elementø tvarka poroje yra fiksuota);

viena virðûnë medyje yra iðskiriama ir vadinama ðaknimi;

bet kurias dvi virðûnes jungia vienas ir tik vienas kelias (kelias yra briaunø seka, kurioje kiekvienos dvi gretimos briaunos turi bendrà virðûnæ).



	Manipuliavimo su duomenimis operacijos tokios:



inicializuoti medá (iðskirti vietà bûsimai medþio struktûrai kompiuterio atmintyje);

áterpti elementà á medá (áterpti naujà virðûnæ);

iðmesti elementà ið medþio (paðalinti virðûnæ);

sujungti du medþius;

iðskaidyti medá á du medþius;

sutvarkyti medá (iðdëstyti medþio virðûnes taip, kad pagal tam tikrà virðûniø perrinkimo tvarkà, jø reikðmës atitiktø norimas sàlygas);

panaikinti medá (iðlaisvinti medþiui skirtà kompiuterio atmintyje vietà).



	Ðis medþio apibrëþimas yra pritaikytas duomenø struktûroms ir orientuotas á algoritmø teorijà ir jø programavimà. Literatûroje galima rasti ir kitokiø medþio apibrëþimø, daþnai bendresniø ir turinèiø teoriniø ypatumø (gan retai pasitaikanèiø praktikoje). Todël èia pateikiami apibrëþimai ir sàvokos yra bûtiniausi ir kartais intuityvûs.

	Virðûnë medyje daþniausiai yra struktûrizuota (atitinka formuojamas algoritme reikðmes ar sàlygas, daþnai gan sudëtingas). Ji gali turëti vardà ir prie jos papildomà informacijà, taip pat tipà ar netgi duomenø struktûrà. Briauna irgi gali identifikuoti papildomà informacijà (pvz. svorá), gali turëti tipà. Kelias ið ðaknies á kurià nors virðûnæ yra vadinamas ðaka. Medis yra braiþomas ðakomis þemyn, ðakná dëstant virðuje (6 pav.).

�

���                                     ðaknis

���                                                 pirmo lygio virðûnës

����

�����

�����

�����                                                lapai





6 pav. Medþio pavyzdys.



	Nors briaunos paprastai neturi krypties (medis yra neorientuotas grafas), taèiau programuojant briaunos realizuojamos rodyklëmis ir intuityviai joms priskiriama kryptis. Jei ði kryptis ið virðûnës rodo á kità virðûnæ þemyn nuo ðaknies, tai sakoma, kad virðûnë turi sûnø. Briaunos kryptis á prieðingà pusæ (virðø) nurodo virðûnei jos tëvà. Virðûnë be sûnø vadinama lapu arba iðorine virðûne. Visos kitos virðûnës vadinamos vidinëmis. Vieno tëvo sûnûs vadinami broliais (siblings). Jei kiekvienas tëvas turi ne daugiau kaip fiksuotà skaièiø sûnø (tarkime, n), jis vadinamas n-ariniu medþiu. Algoritmø teorijoje ypaè svarbûs yra dvejetainiai medþiai. Medis, prasidedantis kurioje nors virðûnëje, vadinamas pomedþiu. Miðkas yra dviejø ir daugiau medþiø aibë. Medis turi lygius: ðaknis yra nulinio lygio, jos sûnûs yra pirmo lygio, ðiø sûnø sûnûs yra antro lygio ir t.t. Medþio aukðèiu vadinamas lygiø maksimumas (arba maksimalios ðakos ilgis).

	Viena ið svarbiø susijusiø su algoritmais sàvokø, yra sutvarkytas medis. Medis sutvarkytas, kai jo virðûnëms priskirta tam tikra numeracija (eilës tvarka). Medþio virðûnës gali bûti numeruojamos skirtingais bûdais (paprastai nuo jø priklauso algoritmo efektyvumas).

	 Medþio numeracija gali bûti þinoma, t.y. nurodyta tvarka, kuria vardijamos (ar spausdinamos, ar perþiûrimos) medþio virðûnës. Algoritmuose ar programavime aptinkamos tokios numeracijos (apibrëþimai rekursyvûs ir pateikti dvejetainiam medþiui):



infiksinis medis (angliðkai infix arba inorder) - medþio virðûnës vardijamos taip: kairysis pomedis, virðûnë, deðinysis pomedis;

prefiksinis medis (angliðkai prefix arba preorder) - medþio virðûnës vardijamos taip: virðûnë, kairysis pomedis, deðinysis pomedis;

postfiksinis medis (angliðkai postfix arba postorder) - medþio virðûnës vardijamos taip: kairysis pomedis, deðinysis pomedis, virðûnë.



	Ðie apibrëþimai gali bûti lengvai apibendrinti n-ariniams medþiams. Jie yra analogiðki algebriniø ar loginiø reiðkiniø infiksinëms, prefiksinëms, postfiksinëms iðraiðkoms.

	Infiksinë reiðkinio iðraiðka - tai áprastas reiðkinio uþraðymas su skliausteliais:



 (((A + B) * (C - D) + E) * F)



	Prefiksinë iðraiðka raðoma (rekursyviai) - operacijos þenklas, pirmas operandas, antras operandas:

*  + * + A B - C D E F



	Postfiksinë iðraiðka raðoma (rekursyviai) - pirmas operandas, antras operandas, operacijos þenklas:



A B + C D - * E + F *



	Ðià iðraiðkà atitinkantis sintaksinis (parse) medis pavaizduotas 7 pav.

	Prefiksinëms ir postfiksinëms reiðkiniø iðraiðkoms skliausteliai gali bûti nenaudojami. Postfiksinë iðraiðka dar kitaip vadinama atvirkðtine lenkiðka notacija (pagerbiant lenkø logikus-matematikus, ávedusius tokias iðraiðkas). Visø ðiø iðraiðkø atitikmenys gali bûti dvejetainiai medþiai (infiksiniai, prefiksiniai, postfiksiniai), taèiau tik jø elementø numeravimo, o ne skaièiavimo prasme.

	Dar vienas galimas medþiø tvarkymo bûdas - virðûniø numeracija pagal lygius: nulinio lygio virðûnë (ðaknis); visos pirmo lygio virðûnës (numeruojamos ið kairës á deðinæ); visos antro lygio virðûnës (taip pat ið kairës á deðinæ); ir t.t.
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7 pav. Reiðkinio (((A + B) * (C - D) + E) * F) sintaksinis medis.



	Medþio struktûra yra ið esmës rekursyvi. Galima pateikti toká rekursyvø medþio apibrëþimà:

Medis yra arba virðûnë, arba ðakninë virðûnë, sujungta briaunomis su medþiø aibe.

	Elementarios, taèiau naudingos medþio savybës yra tokios:



Medis su N virðûniø turi N-1 briaunø;

Dvejetainis medis su N vidiniø virðûniø, turi N+1 iðoriniø virðûniø;

Dvejetainio medþio su N vidiniø virðûniø iðorinio kelio ilgis yra 2N didesnis uþ vidinio kelio ilgá;

Pilno dvejetainio medþio aukðtis n su N vidiniø virðûniø gali bûti ávertinamas skaièiumi log2N:

2n-1 < N + 1 =< 2n.



1.7. Medþiø dëstymas kompiuterio atmintyje



	Vienas ið labiausiai paplitusiø medþiø dëstymo atmintyje bûdø - tai virðûniø elementø raðymas á áraðus su nuorodomis. Nuorodos nukreiptos ið tëvo virðûnës á sûnus. Nuorodø skaièius áraðe turi bûti lygus maksimaliam medþio virðûniø sûnø skaièiui. Jei medis dvejetainis, uþtenka dviejø nuorodø: left (l) ir right (r). Priklausomai nuo algoritmo kartais reikia turëti dviejø tipø áraðus: vidinëms virðûnëms ir iðorinëms virðûnëms, nes jø panaudojimas algoritmo vykdymo metu gali bûti specifinis. 

	Istoriðkai svarbus ir esminis yra ryðys tarp dvejetainiø medþiø (jø tvarkymo) ir algebriniø reiðkiniø. Kaip matome ið ankstesnio pavyzdþio ir 7 pav., algebriniam reiðkiniui galima priskirti sintaksiná (dvejetainá) medá ir já naudoti reiðkiniui analizuoti.

	Sintaksinis medis (parse tree), atitinkantis algebriná reiðkiná, apibrëþiamas rekursyviai: priskirti operacijà ðakniai, pirmo operando reiðkiná priskirti kairiajam pomedþiui, antro operando reiðkiná priskirti deðiniajam pomedþiui. Turint postfiksiniu bûdu uþraðytà reiðkiná, programa, sukurianti sintaksiná medá, gali bûti tokia:



type link=^node;

	node=record info:char; l,r:link end;

var x,z:link; c:char;

begin

stackinit;

new(z); z^.l:=z; z^.r:=r;

repeat

	repeat read(c) until c<>'';

	new(x); x^.info:=c;

	if (c='*') or (c='+')

	then begin x^.r:=pop; x^.l:=pop end

	else begin x^.r:=z; x^.l:=z end;

	push(x)

	until eoln;

end.



	Ði paprasta programa gali bûti lengvai modifikuota sudëtingesniems reiðkiniams. Taèiau pasiûlytas mechanizmas yra labai bendras: já galima taikyti reiðkiniø reikðmëms skaièiuoti, kurti programas reiðkiniø reikðmëms skaièiuoti, raðyti sintaksinius analizatorius programavino kalboms ir pan.

	Kai medis sukurtas, viena ið pirmiausia iðkylanèiø problemø yra medþio numeravimas, t.y. kokia tvarka apeiti ar perrinkti (traverse) medþio virðûnes. Skirtingiems taikymams naudotina skirtinga numeracija. Prefiksinei numeracijai yra tinkama tokia programa:



procedure traverse(t:link);

begin

	push(t);

	repeat

	t:=pop;

	visit(t);

	if t<>z then push(t^.r);

	if t<>z then push(t^.l);

	until stackempty;

end;



	Kitoms dviems medþiø numeracijoms - infiksinei ir postfiksinei - programos gali bûti paraðytos analogiðkai, tik ðiek tiek modifikuojant pateiktàjà.

	Tuo tarpu medþiø numeracijai pagal lygius programa gali bûti gauta ið ankstesnës, operacijas su steku programos struktûroje pakeitus analogiðkomis operacijomis su eile:



procedure traverse(t:link);

begin

	put(t);

	repeat

	t:=get;

	visit(t);

	if t<>z then put(t^.l);

	if t<>z then put(t^.r);

	until queueempty;

end;



	Antras medþio struktûros dëstymo kompiuterio atmintyje bûdas - naudoti áraðus tik su dviem nuorodomis (bet kuriam n-ariniam medþiui) ir ðias nuorodas interpretuojant taip: kairioji (left) nuoroda identifikuoja virðûnës kairájá sûnø, tuo tarpu deðinioji nuoroda rodo virðûnës deðiná brolá. Ðis dëstymo bûdas reikalauja ávesti tam tikrà tvarkà tarp broliø (siblings), kad atskirtume, kuris ið broliø yra kairëje, o kuris - deðinëje. Tokio dëstymo pavyzdys yra 8 pav.
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8 pav. “Kairysis sûmus - deðinysis brolis” bûdu iðdëstytas medis.



	Abu ðie metodai nekelia kokiø nors reikalavimø áraðams su nuorodomis, daugiausia priklauso nuo taikomojo algoritmo - ar baziná tipà tokiems áraðams parinksime masyvà, ar rodyklës tipà. Reikia tik turëti omenyje, kad bazinis tipas irgi daro átakà, ir kartais esminæ, algoritmo greièiui (apie tai kituose skyriuose).

	Treèias medþio struktûros dëstymo bûdas - vadinamieji rekursyvûs medþiai - gali bûti naudojamas tada, kai algoritme daþniausiai reikia naudoti nuorodas ið sûnø á jø tëvus. Medþio virðûnes sunumeravus pagal lygius, galima jas raðyti á vienmatá masyvà taip, kad ðio masyvo indeksai atitiktø virðûniø numerius, o masyvo elementø reikðmës bûtø nuorodos á tëvo numerá. Toks medþio organizavimas ágalina labai greitai "vaikðèioti" medþio ðakomis nuo sûnø prie tëvø ir nuo vienos virðûnës prie kitos, ir, jei tokios procedûros taikomajame uþdavinyje yra pagrindinës, programa dirba labai greitai, jos sudëtingumas yra tiesinis. Medþio ið 8 pav. rekursyvus dëstymas pavaizduotas 9 pav.
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9 pav. Medþio rekursyvus dëstymas.



1.8 Rekursija



	Rekursija yra viena ið pirminiø ir pagrindiniø matematikos ir informatikos sàvokø. Rekursija matematikoje vadinamas toks funkcijø apibrëþimo metodas, kai funkcijos reikðmës, atitinkanèios bet kokius argumentus, yra apibrëþiamos naudojant tos paèios funkcijos reikðmes, atitinkanèias maþesnius argumentus. Analogiðkai programavime, rekursija yra programø (procedûrø, algoritmø) apibrëþimo (sudarymo) metodas, kai programa kreipiasi pati á save, esant maþesnëms argumentø (parametrø) reikðmëms. Rekursyviai programai reikia papildomai apibrëþti tà atvejá, kai pasiektos maþiausios galimos argumentø reikðmës (baigmës sàlyga). Rekursyviø programø pavyzdþiai medþiams numeruoti ar virðûnëms perrinkti jau buvo pateikti anksèiau. Þinomi klasikiniai rekursyviø algoritmø pavyzdþiai - tai faktorialo skaièiavimas ar Fibonaèio skaièiø sekos apibrëþimas:



function factorial (N:integer):integer;

begin

	if N=0

	then factorial:=1

	else factorial:=N*factorial(N-1);

end;



function fibonacci(N:integer):integer;

begin

	if N=<1

	then fibonacci:=1

	else fibonacci:=fibonacci(N-1)+fibonacci(N-2);

end;



	Rekursijos stiprybë - ji ágalina þymiai suprastinti algoritmo formulavimà ar programos konstrukcijà. Taèiau ja naudoti reikia atsargiai. Pavyzdþiui, Fibonaèio skaièiø sekos apibrëþimas naudojant rekursijà, kaip kà tik pateiktame pavyzdyje, ðià  programà daro neefektyvià: skaièiai fibonacci(N-1) ir fibonacci(N-2) gaunami nepriklausomai vienas nuo kito, tuo tarpu juos nesunku gauti vienà ið kito. Fibonaèio algoritmas, formuluojamas be rekursijos, yra efektyvesnis (operacijø skaièius proporcingas N):



procedure fibonacci;

const max=25;

var i:integer;

F:array[0..max] of integer;

begin

	F[0]:=1; F[1]:=1;

	for i:=2 to max do F[1]:=F[i-1]+F[i-2]

end;



	Rekursija glaudþiai susijusi su tam tikra algoritmø konstravimo metodika, vadinamàja skaldyk ir valdyk (divide and conquer) paradigma. Pagal tokià paradigmà sukurtas algoritmas naudoja du rekursyvius programos kvietimus, taèiau nesikertanèioms argumentø reikðmëms. Jos pavyzdys - pateikiama liniuotës gradavimo programa:



procedure rule(l,r,h:integer);

var m:integer;

begin

	if h>0 then

	begin

	m:=(l+r)div2;

	mark(m,h);

	rule(l,m,h-1);

	rule(m,r,h-1)

	end

end;



	Pagal ðià programa sugraduota liniuotë parodyta 10 pav.
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10 pav. Graduota liniuotë.



	Liniuotës gradavimo nerekursyvus algoritmas gali bûti gautas:



beveik tiesmukiðkai ið rekursyvaus algoritmo;

pakeièiant gradavimo þymiø pieðimo tvarkà.



	Kita vertus, pateiktø infiksinio ir pagal lygius sutvarkyto medþiø algoritmø rekursyvi realizacija þymiai suprastina algoritmø programavimà. Visa tai gali bûti palikta kaip pratimai skaitytojui.

	"Skaldyk ir valdyk" paradigma apima tris tipinius kiekvieno rekursijos lygio þingsnius:



iðskaidyti uþdaviná á kelis dalinius uþdavinius;

valdyti rekursyviai kiekvieno dalinio uþdavinio sprendimà, jei uþdavinys tapo paprastas, iðspræsti já tiesiogiai;

sujungti daliniø uþdaviniø sprendinius ir suformuoti iðeities uþdavinio sprendiná.



	Ði paradigma taikoma algoritmams, kaip operacijø sekoms, ir duomenø struktûroms konstruoti. Kiti du plaèiai naudojami metodai - tai rekursija ir iteracija. Visos toliau nagrinëjamos struktûros ar su jomis susijæ algoritmai bus pagrásti vienu ið ðiø metodø.



1.9 Algoritmø analizë



 	Algoritmø analizë yra bûtina reikalingiems uþdavinio realizavimui kompiuterinës sistemos resursams ávertinti. Resursai - tai uþdavinio skaièiavimo laikas (daþniausiai pats svarbiausias resursas), reikalingos atminties tûris, komunikaciniø srautø dydis, loginiø ávadø (port) skaièius ir pan.

	Prieð pradedant algoritmo analizæ, reikia sukurti formaløjá diegimo technologijos modelá. Nagrinësime algoritmus darbui vieno procesoriaus aplinkoje (nuoseklus algoritmø vykdymo bûdas). Ðie algoritmai naudos arba tiesioginio iðrinkimo atmintá (RAM - random access memory), arba diskinæ atmintá (toks naudojimas bus specialiai aptartas), disponuos tam tikru kiekiu (N) pradiniø duomenø (kartais skirstomø á tam tikras klases). Algoritmà analizuosime kaip kompiuterinæ programà, vykdomà remiantis tam tikromis bazinëmis operacijomis. Tokiø operacijø, jø tipø ar klasiø iðskyrimas visada susijæs su taikomuoju uþdaviniu ir yra bûtinas.

	Bet kurio net ir paprasèiausio algoritmo analizë - tai tam tikra matematinë problema, kartais net labai sudëtinga. Jai spræsti naudojamos ávairios matematinës priemonës - kombinatorika, elementari tikimybiø teorija, ámantrios algebrinës manipuliacijos, kartais ir kitos sudëtingesnë, matematinës teorijos. Be to, dar reikia daug iðmonës ir intuicijos.

	1. Pradiniai duomenys, jø kiekio apibrëþimas priklauso nuo taikymø. Rûðiavimo uþdaviniuose pradiniai duomenys - tai kiekis duomenø, kuriuos turime sutvarkyti. Skaièiø daugybos algoritmuose - tai bitø skaièius, reikalingas dauginamiems skaièiams iðdëstyti atmintyje. Duomenø bazëse - tai áraðø ar laukø juose kiekis. Telekomunikacijos uþdaviniuose - maksimalus siunèiamo praneðimo ilgis, ir t.t.

	2. Algoritmo veikimo laikas paprastai yra proprocingas vykdomø operacijø skaièiui. Kadangi skirtingos operacijos gali bûti ávykdytos per skirtingà laikà, algoritmø analizës atveju naudojamos operacijos yra skirstomos á grupes, kiekvienai ið jø atskirai ávertinant operacijø kieká.

	Ávertinus algoritmo vykdymo laikà, svarbu þinoti, kaip elgsis algoritmas, jei keisime pradiniø duomenø kieká. Tam nebûtina þinoti tikslø laikà L iðreiðkianèiø formuliø, o tik jø asimptotikà. Todël algoritmø analizës atveju yra labai populiarûs vertinimai: O(1) - rodo pastovø operacijos atlikimo laikà; o(K) - rodo, kad laikas visa eile arba keliomis eilëmis maþesnis uþ K; O(K) - rodo, kad laikas proporcingas reiðkiniui K, t.y. egzistuoja konstanta C, kad



L < C * K



	Be to, vertinant algoritmø darbà daþnai tikslinga iðskirti du atvejus: vidutiná algoritmo darbo laikà (vidutinis atvejis arba laukiamas atvejis - average-case analysis) ir algoritmo darbo laikà tuo atveju, kai jam pateikiami blogiausi duomenys (blogiausias atvejis - worst-case analysis). Praktiðkai daugiausia dëmesio analizëje yra skiriama blogiausiam atvejui, nes tam yra tokios prieþastys:



blogiausio atvejo laikas yra virðutinë laukiamo atvejo laiko riba, jo ávertinimas garantuoja, kad algoritmas niekada nedirbs ilgiau;

daþnai taikymuose blogiausias atvejis pasirodo ne taip jau retai, pvz., ieðkant tam tikros informacijos duomenø bazëse, blogiausias atvejis paieðkos poþiûriu iðkyla visada, kai tik bazëse tokios informacijos nëra;

daþnai laukiamas atvejis yra toks pat blogas, kaip ir blogiausias atvejis, t.y. abiem atvejais vertinimai sutampa.



	3. Algoritmui veikti reikalingos atminties kiekis irgi yra analizës objektas. Ðitokios analizës ypaè reikia algoritmams, formuluojamiems remiantis rekursija arba paradigma "skaldyk ir valdyk", nes jø atveju reikia vertinti rekursijos gylá, o kuo gilesnë rekursija, tuo daugiau atminties reikia algoritmo vykdymui. Atminties kiekio vertinimai taip pat reikalingi algoritmams, dinamiðkai apibrëþiantiems duomenims vietà atmintyje. Ðie vertinimai yra sudëtingesni negu statiniø duomenø laikymo atmintyje struktûrø atveju, nes dinamiðkai adresuojant duomenis algoritmui kartais reikia labai nedaug atminties.



1.10. Algoritmø diegimas



	Algoritmai retai egzistuoja "vakuume", be sàsajø su taikymais, nebent tai bûtø grynai teoriniai, hipotetiniai algoritmai. Jie paprastai sudaro esminæ dalá sistemos, kurioje yra diegiami, nors ta dalis gali bûti ir nedidelë. Algoritmø veikimo aplinka bûna gan sudëtinga, todël ir visos realizavimo procedûros nagrinëjimas - tai labai komplikuota analizë. Èia paminësime tik esminius momentus.

	1. Algoritmo parinkimas. Paprastai yra kelios ar keliolika procedûrø, kurios tinka realizuoti norimà taikymà. Jø diapazonas bûna gan platus - nuo "brutalios jëgos" algoritmø iki logiðkai sudëtingos veiksmø sekos. Pirmiausia turime atsakyti á tokius klausimus, kurie yra svarbûs visai vykdymo eigai:



kaip daþnai programa bus naudojama;

kokios yra kompiuterinës sistemos charakteristikos;

ar algoritmas sudaro tik maþà dalá viso uþdavinio, ar atvirkðèiai?



	Pagrindinë taisyklë, kuria vadovaujamasi diegimo metu,- realizuoti patá paprasèiausià uþdavinio sprendimui tinkamà algoritmà, nuosekliai ávertinant atsakymus á tik kà pateiktus klausimus. Tai turi bûti daroma kruopðèiai. Dvi daþniausiai pasikartojanèios ðioje situacijoje klaidos - tai algoritmo veikimo charakteristikø reikðmës pervertinimas arba nepakankamas vertinimas. Paprastai greitesná algoritmà sudëtingiau programuoti, bet tam tikram duomenø kiekiui jo greièio rodikliai gali bûti esminiai.

	2. Empirinë analizë. Labai gaila, bet daþniausiai matematinë algoritmo analizë duoda per maþai informacijos apie realø algoritmo efektyvumà, todël reikia tam tikro empirinio tikrinimo. Pirmiausia èia galioja triviali taisyklë - jei yra du algoritmai, reikia juos abu iðmëginti kiek galima panaðesnëmis sàlygomis. Vadinasi, ne tik kompiuterinës sistemos ar duomenys turi bûti panaðûs, bet ir dëmesys algoritmø programavimui ir optimizavimui turi bûti tas pats. Po to, greitesnio algoritmo veikimo ar realizavimo sàlygos turi bûti kruopðèiau analizuojamos.

	3. Programø optimizavimas. Paprastai ðis procesas suprantamas kaip kompiliatoriaus priemoniø visuma, kai yra automatiðkai generuojamas optimalus kodas. Taèiau èia turimi omenyje bûtent algoritmo darbo pagerinimai. Pirmiausia, algoritmà reikalinga realizuoti paprasèiausia galima forma. Antra, reikia minimizuoti baziniø operacijø skaièiø, iðvengiant bereikalingø ciklø ar kitø pasikartojanèiø veiksmø sekø. Treèia, algoritmo atliekamus veiksmus reikia analizuoti techniniø ir programiniø priemoniø atþvilgiu, t.y. kokia yra naudojamo kompiuterio architektûra, kaip dirba kompiliatorius ir pan. Tokia periodiðkai atliekama empirinë analizë gali kartais padëti atrasti naujus algoritmo darbo aspektus, ir ið esmës pagerinti algoritmo darbà.

	4. Algoritmai ir sistemos. Tas pats algoritmas naudojamas ir maþose programose, ir sudëtingose sistemose. Ðiomis skirtingomis sàlygomis jo realizavimas irgi yra skirtingas. Pavyzdþiui, rûðiavimo algoritmas priklausomai nuo to, ar jis rûðiuoja natûrinius skaièius, ar labai ilgus sudëtingos struktûros áraðus, turës bûti skirtingai realizuotas. Vëlgi, jei algoritmas dirba sistemoje, kuri realizuota lokaliame ar globaliame kompiuteriø tinkle, jo veikimo charakteristikos bus kitokios negu algoritmo, dirbanèio atskirame kompiuteryje. Daþnai tokiais atvejais detali algoritmo analizë sàlygoja iðvadà, kad algoritmas gali bûti "iðlygiagretintas", t.y. jis gali bûti iðskaidytas lygiagreèiam darbui skirtingose tinklo kompiuteriuose su skirtingomis duomenø aibëmis.

	Visi minëti algoritmø analizës ir realizavimo aspektai gali bûti taikomi ir atskiroms programoms, ir programø sistemoms. Taèiau sistemø atveju yra ir daug skirtumø. Dabartiniu metu sistemø projektavimo atveju populiaru naudoti objektø orientavimo metodikà, pagal kurià programa turi tenkinti klasës, á kurià ji patenka, duomenø, funkciniø procedûrø ir pan. reikalavimus. Programa turi bûti ájungta á sistemà kaip atskiras modulis. Visa tai siejasi su algoritmo sudëtingumu.

�2. Rûðiavimo metodai



	Rûðiavimas - tai viena ið baziniø kompiuteriø darbo operacijø, turinèiø informatikoje tokià pat reikðmæ, kaip matematikoje - sudëties operacija.

	Ðioje knygoje rûðiavimas - tai algoritmas, dëstantis duomenis tam tikra tvarka. Tokio algoritmo darbà sàlygoja labai daug aspektø. Duomenø tvarkos apibrëþimas, duomenø struktûra, rûðiuojamø laukø iðskyrimas, atminties panaudojimas rûðiavimo operacijai, antrinës ar netgi tretinës atminties poreikis, duomenø pateikimo rûðiavimui vienalaikiðkumas, eiliðkumas (nuosekliai ar grupëmis), rûðiavimas lygiagreèiose sistemose, kiti veiksniai - visa tai turi didelæ átakà rûðiavimo algoritmo darbo efektyvumui.

	Dëstant rûðiavimo algoritmus, pradedama nuo paprasèiausiø ir klasikiniø situacijø, pereinama prie sudëtingesniø (taèiau ne visø galimø).



2.1 Elementarûs rûðiavimo algoritmai



	Rûðiavimo algoritmai priklausomai nuo to, ar naudoja tik vidinæ kompiuterio atmintá, ar jiems reikia ir iðorinës (antrinës) skirstomi á vidinio rûðiavimo ir iðorinio rûðiavimo algoritmus. Pastarieji naudojami, kai duomenys vienu metu negali bûti iðdëstyti atmintyje.

	Papildomos atminties (vidinës) kiekis, reikalingas algoritmø darbui, irgi yra svarbus rodiklis. Rûðiavimo algoritmai gali bûti skirstomi á grupes pagal tai, kiek papildomos atminties naudoja (nenaudoja visiðkai; naudoja papildomai tik atmintá, reikalingà rodyklëms iðdëstyti; naudoja papildomai tiek pat atminties, kiek yra duomenø). 

	Rûðiavimo algoritmai gali bûti stabilûs ir nestabilûs. Stabilûs algoritmai nekeièia lygiø (lyginimo poþiûriu) elementø tvarkos.

	Nagrinëdami algoritmus, tarsime, kad duomenys, kuriuos algoritmas turi rûðiuoti - tai paprasti skaièiai, laisvai talpinami kintamøjø làstelëse. Taip galime geriau sukoncentruoti dëmesá á algoritmo darbo specifikà.

	Paprasèiausias ir primityviausias rûðiavimo algoritmas (rûðiuojantis tris elementus):



program threesort (input , output );

const maxN=100;

var a : array [1 .. maxN] of integer;

N , i : integer;

procedure sort3 ;

var t : integer ;

begin

if a [1] >a [2] then

begin t: =a [1] ; a [1] :=a [2] ; a [2] :=t end ;

if a[1] >a [3] then

begin t :=a [1]; a [1] :=a [3] ; a [3] :=t  end ;

if a [2] >a [3] then

begin t:=a [2] ; a [2] :=a [3] ; a [3] :=t end ;

end;

begin

readln (N) ;

for i:=1 to N do read (a [i]) ;

if N=3 then sort3;

for i:=1 to N do write (a [i]) ;

writeln

end.



2.1.1. Iðrinkimo (selection) algoritmas



	Vienas ið paprasèiausiø rûðiavimo algoritmø - iðrinkimo vadovaujasi principu: minimalø elementà reikia raðyti á pirmà duomenø sekos vietà. Po to tà patá principà reikia taikyti posekiui be pirmojo elemento, ir t.t. Programa, realizuojanti ðá algoritmà:



procedure selection;

var i,j,min, t: integer ;

begin

	for i:=1 to N -1 do

	begin

	min :=i ;

	for j :=i+1 to N do

	if a [j]<a [min] then min :=j ;

	t:=a [min]; a [min]:=a [i]:=t

	end;

end;



	Nors ðis algoritmas priklauso "brutalios jëgos" algoritmams, jis daþnai naudojamas labai ilgiems áraðams su trumpais laukais rûðiuoti. Tà sàlygoja ðio algoritmo ypatybë, kad kiekvienas ið elementø bus perkeltas á kità vietà ne daugiau kaip vienà kartà.

	Pagrindinës algoritmo darbo operacijos - tai duomenø lyginimas ir keitimas vietomis. Vertinant algoritmo efektyvumà, nesunku árodyti, kad jis naudoja apytikriai N2/2 lyginimø ir N keitimø.



2.1.2. Áterpimo algoritmas



	Áterpimo algoritmas yra beveik toks pat paprastas kaip ir iðrinkimo, bet labiau lankstus. Pradedant nuo pirmojo, kiekvienas sekos elementas xi yra lyginamas su prieð já esanèiu, ir, jei jø tvarka netinkama, sukeièiami vietomis. Jei toks keitimas ávyko, lyginama pora (xi-1, xi), ir t.t. Lyginimø serija nutraukiama, jei kurios nors poros elementø sukeisti vietomis nereikia. Ðá algoritmà realizuoja tokia programa:



procedure insertion;

	var i,j,v:integer;

begin

	for i:=2 to N do

	begin

	v:=a[i]; j:=i;

	while a[j-1]>v do

	begin a[j]:=a[j-1]; j:=j-1 end;

	a[j]:=v

	end

end;



	Ðis algoritmas gerai þinomas bridþo þaidimo mëgëjams - taip jie rûðiuoja turimas kortas. Taikomuoju poþiûriu jis labiau tinkamas situacijai, kai duomenø keitimo vietomis operacija yra lengvai vykdoma. Programuojant ðá algoritmà, reikia parinkti tinkamà bazinæ duomenø struktûrà (masyvas èia maþiau tinka). Naudojant sàraðus, tikslinga á juos ávesti ir signaliná þymená (sentinel), tai þymiai palengvina programos konstravimà.

	Pagrindinës algoritmo operacijos yra tokios pat, kaip ir ankstesnio. Áterpimo algoritmas laukiamu atveju naudoja apytikriai N2/4 lyginimø ir N2/8 keitimø vietomis ir dvigubai daugiau operacijø blogiausiu atveju. Áterpimo metodas yra tiesinis beveik surûðiuotiems duomenims.



2.1.3. Burbulo algoritmas



	Ðio algoritmo idëja - nuosekliai ið deðinës á kairæ perþiûrint gretimø elementø poras ir jei reikia, elementus sukeièiant vietomis, á sekos pradþià perkelti maþesnius elementus. Taip elgiantis, maþesni elementai pasislenka á duomenø sekos pradþià, o pirmoje sekos vietoje atsiduria maþiausias elementas. Po to galima pritaikyti tà patá principà duomenø posekiui be pirmojo elemento, ir t.t. Tai panaðu á virimo procesà, kai oro burbuliukai kyla á pavirðiø - ið èia kilæs algoritmo pavadinimas. Algoritmà realizuoja tokia programa:



procedure bubble;

	var i,j,t: integer;

begin

	for i:=N downto 1 do

	for j:=2 to i do

	if a[j-1]>a[j] then

	begin t:=a[j-1]; a[j-1]:=a[j]; a[j]:=t  end

end;



	Burbuliuko algoritmas apytikriai naudoja N2/2 lyginimø ir N2/2 keitimø vietomis ir laukiamu, ir blogiausiu atvejais.

	Në vienam ið trijø pateiktø algoritmø nereikia papildomos arba tarpinës atminties. Tolesnis algoritmø darbo arba jø tinkamumo vienai ar kitai situacijai vertinimas turi apimti lyginimo ir keitimo vietomis operacijø "kainà" ir jø santyká. Operacijø vykdymo laikas akivaizdþiai priklauso nuo áraðø ilgio, laukø, pagal kuriuos rûðiuojama, santykio, áraðø ilgiø santykio ir pan. Jei ðie faktoriai napalankûs, galima keisti algoritmø realizacijà. Pavyzdþiui, rûðiuojant ilgus áraðus, galima ávesti papildomà áraðø nuorodø masyvà ar sàraðà ir lyginimo atveju manipuliuoti ðio masyvo reikðmëmis. Taip galima pasiekti, kad bet kuris ið jau nagrinëtø algoritmø naudos tik N áraðø keitimø vietomis. Pavyzdþiui, áterpimo algoritmas ðiuo atveju bûtø programuojamas taip:



procedure insertion;

	var i,j,v: integer;

begin

	for i:=1 to N do p[i]:=i;

	for i:=2 to N do

	begin

	v:=p[i]; j:=i;

	while a[p[j-1]]>a[v] do

	begin p[j]:=p[j-1]; j:=j-1 end;

	p[j]:=v

	end

end;



	Po to, kai nuorodø masyvas surûðiuotas, reikia spræsti áraðø keitimo vietomis problemà. Optimaliai tai galima daryti fiksuojant vietas, kur koks áraðas turi bûti:



procedure insitu;

	var i,j,k,t: integer;

begin

	for i:=1 to N do

	if p[i]<>i then

	begin  t:=a[i]; k:=i;

	repeat  j:=k; a[j]:=a[p[j]];

	k:=p[j]; p[j]:=j;

	until k=i;

	a[j]:=t

	end;

end.



2.1.4. Kevalo (shellsort) algoritmas



	Iðvardyti algoritmai yra universalûs ta prasme, kad nekreipia dëmesio á duomenø sekos ypatumus. Taèiau jei ðie ypatumai yra þinomi, algoritmus galima pertvarkyti taip, kad jie dirbtø efektyviau. Kevalo algoritmas yra nesudëtinga áterpimo metodo modifikacija. Duomenø seka interpretuojama kaip h surûðiuota, t.y. imant nuo bet kurios vietos kiekvienà h-àjá elementà gaunamas surûðiuotas posekis. Skaièiø h keièiant pagal koká nors dësná, pvz., h:= 3*h + 1, kevalo algoritmas visiðkai apibrëþtas, jo realizavimas pateikiamas programoje:



procedure shellsort;

label 0;

	var i,j,h,v: integer;

begin

	h:=1; repeat h:=3*h+1 until h>N;

	repeat

	h:=h div 3;

	for i:=h+1 to N do

	begin

	v:=a[i]; j:=i;

	while a[j-h]>v do

	begin

	a[j]:=a[j-h]; j:=j-h;

	if j =< h then goto 0

	end;

0:a[j]:=v

	end

	until h=1;

end;



	Ðio algoritmo darbo efektyvumas priklauso nuo skaièiaus h kitimo dësnio parinkimo ir nuo duomenø sekos. Algoritmo sudëtingumà atskleidþia toks teiginys, kurá sunku matematiðkai árodyti:

	Kevalo algoritmas naudoja ne daugiau kaip N3/2 lyginimø (esant h kitimo dësniui 1, 4, 13, 40, 121, ...). 

	Kitas geras ðio metodo ypatumas - já lengva programuoti netgi sudëtingesniems duomenims. Todël jis daþnai aptinkamas ávairiuose taikymuose.



2.1.5. Pasiskirstymo skaièiavimas



	Labai paprasta rûðiuoti specifinëje situacijoje, kai skaièiai keièiasi nuo 1 iki N, belieka duomenis perkelti á vietas, kuriø numeriai lygûs jø reikðmëms:



for i:= 1 to N do t[a[i]]:= a[i];



	Jei turima N skaièiø, kurie yra intervale nuo 1 iki M, rûðiuoti galima irgi panaðiu bûdu, tik reikia þinoti, kiek kartø kiekvienas skaièius sekoje pasikartoja. Kai M nëra labai didelis, sekà galima pereiti du kartus, pirmà kartà apskaièiuojant elementø pasikartojimus sekoje, o antrà kartà perkeliant tuos elementus á jiems priklausanèias vietas. Ðitoká algoritmà realizuoja programa:



for j:=0 to M-1 do count[j]:=0;

	for i:=1 to N do

	count[a[i]]:=count[a[i]]+1;

for j:=1 to M-1 do

	count[j]:=count[j-1]+count[j];

for i:=N downto 1 do

	begin

	b[count[a[i]]]:=a[i];

	count[a[i]]:=count[a[i]]-1

end;

for i:=1 to N do a[i]:=b[i];



2.2 Greito rûðiavimo algoritmas



	Ðis metodas, angliðkai vadinamas quicksort, pasiûlytas C. A. R. Hoare 1962-ais metais. Jis yra labai paplitæs ir aptinkamas daugelyje taikymø. Algoritmo realizavimo paprastumas ir efektyvus atminties naudojimas sàlygojo jo populiarumà. Algoritmo teigiamos savybës:



papildoma atmintis beveik nenaudojama;

algoritmo sudëtingumas yra O(NlogN) laukiamu atveju;

algoritmo realizavime gali bûti apibrëþti labai trumpi vidiniai ciklai.



	Algoritmo neigiamos savybës:



algoritmas rekursyvus, todël diegimas komplikuotas, kai nëra rekursijos mechanizmo;

algoritmo sudëtingumas yra O(N2) blogiausiu atveju;

algoritmas labai jautrus programavimo klaidoms.



	Quicksort remiasi paradigma "skaldyk ir valdyk". Pagrindinë idëja - iðskaidþius duomenø sekà á dvi dalis taip, kad vienoje ið jø visi elementai bûtø maþesni uþ kitos dalies elementus, toliau ðias dvi dalis galima rûðiuoti nepriklausomai viena nuo kitos. Todël parinkus elementà, kuris galima sakyti, jau yra savo vietoje ir naudotinas kaip slenkstis, galima toliau skaidyti sekà á dvi dalis tokio elemento atþvilgiu. Tai daro partition procedûra ðioje scheminëje programoje:



procedure quicksort(j,r:integer);

var i;

begin

	if r>l then

	begin

	i:=partition(l,r)

	quicksort(l,i-1);

	quicksort(i+1,r);

	end

end;



	Parametrai l ir r rodo, kuri sekos dalis ðiuo metu yra rûðiuojama, parametras i rodo slenkstinio elemento numerá. Kruopðèiai iðanalizavus reikalingus veiksmus, algoritmà, galima vykdyti gan tobulai, pvz., suradus kairëje sekos pusëje elementà, kuris didesnis uþ slenkstá ir kurá reikia perkelti á deðinæ pusæ, galima prieð tai dar surasti elementà deðinëje, kuris maþesnis uþ slenkstá, ir tik tada abu ðiuos elementus sukeisti vietomis - taip yra taupomi veiksmai ir atmintis. Realizavus partition procedûrà ir tik kà apraðytà principà, algoritmo tekstas bûtø toks:



procedure quicksort (l,r: integer);

var v,t,i,j: integer;

begin

	if r>l then

	begin

	v:=a[r]; i:=l-1; j:=r;

	repeat

	repeat i:=i+1 until a[i]=>v;

	repeat j:=j-1 until a[j]=<v;

	t:=a[i]; a[i]:=a[j]; a[j]:=t;

	until j=<i;

	a[j]:=a[i]; a[i]:=a[r]; a[r]:=t;

	quicksort (l,i-1);

	quicksort (i+1,r)

	end

end;



	Aiðku, ðis algoritmas yra nestabilus, jis gali ne tik keisti lygiø elementø tvarkà, bet ir juos dëstyti skirtingose vietose. Jis taip pat nestabilus partition procedûros atþvilgiu. Algoritmo efektyvumo ypatumus sàlygoja tokie faktoriai:



rekursijos eliminavimas (reikia turëti omenyje, kad bûtina kruopðèiai valdyti algoritmo vykdymo eigà ir ið anksto numatyti nepalankiø arba iðsigimusiø sekø atvejus):



procedure quicksort;

	var t,i,l,r: integer;

begin

	l:=1; r:=N; stackinit;

	push(l); push(r);

	repeat

	if r>l then

	begin

	i:=partition(l,r);

	if (i-l)>(r-i)

	then begin push(l); push(i-1); l:=i+1 end

	else begin push(i+1); push(r); r:=i-1 end;

	end

	else

	begin r:=pop; l:=pop end;

	until stackempty;

end;



trumpi posekiai - kai reikia rûðiuoti trumpà poseká, tarkime, toká, kad r - l =< M, tikslinga naudoti koká nors tiesioginá metodà, pvz., áterpimà, ribiná skaièiø M parenkant toká, kokio reikia;

slenksèio parinkimas - ði problema irgi svarbi greito rûðiavimo algoritme; daþniausiai èia naudojamas arba didesnio ið pirmøjø dviejø nesutampanèiø sekos elementø principas, kaip apraðyta anksèiau, arba vadinamasis medianos ið trijø elementø principas.



2.2.1. Greito rûðiavimo algoritmo taikymas elementams iðrinkti



	Pagrindinë algoritmo idëja gali bûti panaudota ne vien duomenims rûðiuoti. Labai daþnas toks uþdavinys: ið skaièiø sekos iðrinkti k maþiausiø. Kitas pavyzdys - medianos apskaièiavimas. Ðitokius ir panaðius uþdavinius (daþnai minimus ranginës statistikos vardu), aiðku, galima spræsti rûðiuojant turimà skaièiø sekà. Taèiau tai yra neefektyvu. Kitoks galimas sprendimo bûdas - parinkti tinkamà elementà ir pritaikius partition procedûrà, suskaidyti sekà á dvi dalis, ið kuriø vienoje yra k maþesniø uþ parinktà elementø, o kitoje yra (N-k) didesniø. Atitinkama programa bûtø tokia:



procedure select(l,r,k: integer);

var i;

begin

	if r>l then

	begin  i:=partition(l,r);

	if i>l+k-1 then select(l,i-1,k);

	if i<l+k-1 then select(i+1,r,k-1);

	end

end;



	Kadangi ði procedûra iðkvieèia save tik vienà kartà, ji ið esmës nëra rekursyvi ir eliminuoti rekursijà nëra sudëtinga. Tam nebûtina naudoti netgi steko, nes procedûra, gráþdama vël á savo pradþià, atnaujina parametrø reikðmes. Be to, galime sumaþinti skaièiavimø kieká, jei parinkdami slenkstá naudosime skaièiø k:



procedure select(k: integer);

var v,t,i,j,l,r: integer;

begin

	l:=1; r:=N;

	while r>l do

	begin

	v:=a[r]; i:=l-1; j:=r;

	repeat

	repeat i:=i+1 until a[i]=>v;

	repeat j:=j-1 until a[j]=<v;

	t:=a[i]; a[i]:=a[j]; a[j]:=t;

	until j=<i;

	a[j]:=a[i]; a[i]:=a[r]; a[r]:=t;

	if i=>k then r :=i-1;

	if i=<k then l:=i+1;

	end;

end;



2.2.2. Greito rûðiavimo algoritmo sudëtingumas



	Intuityviai aiðku, kad efektyviausiai Quicksort algoritmas veikia, kai slenksèiai skaido duomenis á dvi dalis po lygiai. Ðiuo atveju labai paprasta teigti, kad algoritmo sudëtingumas yra O(NlogN), o lyginimo operacijø yra naudojama apie 2Nlog2N. Galima teigti, nors árodyti yra sudëtingiau, kad ir laukiamu atveju galioja tokie ávertinimai [3].

	Á trumpus posekius, rekursijos eliminavimà ir slenksèio parinkimà dëmesys buvo atkreiptas ne veltui, nes ðiø ypatybiø tinkamas realizavimas gali pagreitinti Quicksort laikà apie 25 - 30%.

	Elementø iðrinkimo sudëtingumas taikant Quicksort metodà laukiamu atveju yra tiesinis [3].



2.3. Skaitmeninis rûðiavimas (radixsort)



	Rûðiuojami duomenys daþnai yra sudëtingi, pvz., áraðai duomenø bazëse, ar telefonø sàraðai, ar bibliotekiniai katalogai. Apie ðiø áraðø laukø reikðmes nieko apibrëþto negalima pasakyti. Tada galima tik iðskirti dvi pagrindines operacijas - lyginimo ir keitimo vietomis - ir jø atþvilgiu vertinti vienà ar kità rûðiavimo algoritmà. Taip buvo elgiamasi iki ðiol. Jei apie áraðø ar laukø reikðmes galima pasakyti kà nors papildomo, ðià informacijà tikslinga panaudoti rûðiavimo procedûroms. Ðiame skyriuje bus nagrinëjami algoritmai, kai duomenø reikðmës yra skaitmeninës ir priklauso kokiam nors skaitiniam intervalui ar iðsiskiria panaðiomis savybëmis. 

	Skaitmeninio rûðiavimo algoritmuose duomenø reikðmës interpretuojamos kaip skaièiai M-ainëje skaièiavimo sistemoje. Priklausomai nuo reikðmiø i-oje pozicijoje skaièiai gali bûti suskirstyti á M grupiø, po to kiekviena ið ðiø grupiø gali bûti lygiai taip pat suskirstyta á M pogrupiø, priklausomai nuo reikðmiø j-oje pozicijoje, ir t.t.. Ávedus vienoká ar kitoká pozicijø parinkimo dësná, gaunami iðsamiai apibrëþti skaitmeninio rûðiavimo algoritmai.

	Èia bus nagrinëjami algoritmai esant M = 2 (turint omenyje kompiuterinæ realizacijà), o pozicijos keisis pereinant nuo i prie i+1 arba i-1 arba jas grupuojant po dvi ir pan. Ðioje situacijoje, programuojant skaitmeninio rûðiavimo algoritmus, tikslinga turëti funkcijas tiesioginiam darbui su bitais. Standartinis Paskalis tokiø galimybiø neturi, nors daugelio dabartiniø Paskalio realizacijø darbo su bitais funkcijos vienaip ar kitaip yra realizuotos. Uþraðant algoritmus, programavimo kalbos tekste bus naudojama funkcija: function bits (x, k, j: integer): integer. Ji apibrëþia dvejetainá skaièiø, kurá sudaro j bitø, paimtø ið skaièiaus x dvejetainës iðraiðkos, praleidus k bitø ið deðinës. Ði funkcija ekvivalenti tokiai Paskalio instrukcijai: x (div 2k) mod 2j.

	Reikia pastebëti, kad taikant skaitmeniná rûðiavimà skaièiai turi bûti ne tokie jau maþi. Jei skaièiai nedideli ir kiekvienà jø sudaro ne daugiau kaip b bitø, naudojant pasiskirstymo skaièiavimo algoritmà duomenis galima rûðiuoti taip, kad rûðiavimo laikas tiesiðkai priklausytø nuo duomenø kiekio. Belieka tik atmintyje iðskirti 2b dydþio lentelæ, kad b bitø ilgio skaièiais galima bûtø laisvai disponuoti.

	Daþniausiai naudojamos dvi skaitmeninio rûðiavimo procedûros: skaitmeninio keitimo (radix exchange sort) ir tiesioginio skaitmeninio rûðiavimo (straight radix sort), besiskirianèios apdorojamø bitø tvarka. Pirmasis metodas pagrástas leksikografine tvarka ir bitø pozicijas numeruoja ið kairës á deðinæ. Tai reiðkia, kad skaièiai, prasidedantys dvejetainiu nuliu, rûðiuojamoje sekoje pasirodys anksèiau negu skaièiai, prasidedantys dvejetainiu vienetu. Kai reikia dvejetaines pozicijas analizuoti ir skaièius keisti vietomis, procedûrà galima taikyti, panaðiai kaip Quicksort algoritme:



procedure radixexchange(l,r,b: integer);

	var t,i,j: integer;

begin

	if (r>l) and (b=>0) then

	begin  i:=l; j:=r;

	repeat

	while (bits(a[i],b,1)=0) and (i<j) do i:=i+1; 

	while (bits(a[i],b,1)=1) and (i<j) do j:=j -1; 

	t:=a[i]; a[i]:=a[j]; a[j]:=t;

	until j=i;

	if bits(a[r],b,1)=0 then j:=j+1;

	radixexchange(l,j-1,b-1);

	radixexchange(l,r,b-1);

	end

end;

	

	Tiesioginio skaitmeninio rûðiavimo metodas, skirtingai nuo skaitmeninio keitimo algoritmo, analizuoja bitus ið deðinës á kairæ. Jis ið pradþiø rûðiuoja duomenis pagal deðiniausià pozicijà, po to pagal prieð tai esanèià pozicijà, po to dar prieð tai ir t.t. Elementams, kuriø bitai j-1 pozicijoje sutampa, ðis metodas nekeièia tarpusavio tvarkos, t.y. jis yra stabilus. Labai panaðiai elgdavosi senos skaièiavimo maðinos, rûðiuodamos perfokortas:



procedure straightradix;

	var i,j,pass:integer;

count:array[0..M]of integer;

begin

	for pass:=0 to (w div m)-1 do

	begin

	for j:=0 to M-1 do count[j]:=0;

	for i:=1 to N do

	count[bits(a[i],pass*m,m)]:=count[bits(a[i],pass*m,m)]+1;

	for j:=1 to M-1 do

	count[j]:=count[j-1]+count[j];

	for i:=N downto 1 do

	begin

		b[count[bits(a[i],pass*m,m)]]:=a[i];

		count[bits(a[i],pass*m,m)]:=count[bits(a[i],pass*m,m)]-1;

	end;

	for i:=1 to N do a[i]:=b[i];

	end;

end;



	Abiejø skaitmeninio rûðiavimo algoritmø savybës:



Radixexchange metodas naudoja apie NlgN bitø lyginimø.

Abu skaitmeniniai metodai, rûðiuodami N skaièiø, kuriø kiekvienas yra b bitø ilgio naudoja maþiau negu Nb bitø lyginimø.

Tiesioginis metodas rûðiuoja N skaièiø, kuriø kiekvienas b bitø ilgio, kartodamas algoritmà b/m kartø (jei iðskiriama papildoma atmintis 2m skaitliukiø saugoti, o taip pat buferis pertvarkyti failà).



2.4 Prioritetinës eilës (priority queues)



	Daugelio taikymø duomenis tenka rûðiuoti tik ið dalies, nes pilnas rûðiavimas nëra bûtinas, arba kartais tenka rûðiuoti tik duomenø poaibius. Pavyzdþiui, duomenø bazëse daþnai tenka sukaupti tam tikrà kieká duomenø, ið jø iðrinkti didþiausià (maþiausià), po to vël papildomai kaupti aibæ duomenø, ið jø vël iðrinkti didþiausià, ir t.t. Ðias operacijas atitinkanèiai duomenø struktûrai netinka naudoti eilës ar steko, ar kitos iki ðiol nagrinëtos duomenø struktûros. Þemiau nagrinëjama duomenø struktûra yra geriau pritaikyta tokiai situacijai.

	Duomenø struktûra, vadinama prioritetine eile, pritaikyta operacijoms:



inicializuoti aibæ ið N elementø;

konstruoti ið aibës prioritetinæ eilæ (construct);

áterpti naujà elementà (insert);

iðmesti didþiausià elementà (remove);

pakeisti didþiausià elementà nauju, jei ðis nëra didþiausias (replace);

pakeisti elemento prioritetà (change);

iðmesti bet kurá nurodytà elementà (delete);

sujungti dvi prioritetines eiles á vienà (join).



	Ðios operacijos nëra tiksliai apibrëþtos. Formalizuojant situacijà, reikia jas patikslinti. Pirmiausia, jei aibëje yra kelios didþiausios reikðmës, imama bet kuri ið jø. Antra, operacija "pakeisti didþiausià elementà nauju" yra beveik ekvivalenti operacijoms "áterpti" ir "iðmesti", o skirtumas tarp jø yra toks: naudojant dvi operacijas, prioritetinë eilë laikinai padidëja vienu elementu. Treèia, operacija "sujungti" kelia tam tikrus reikalavimus duomenø saugojimo atmintyje struktûrai. Taikymuose panaðiai reikia analizuoti ir kitas duomenø struktûros operacijas. Reikia turëti omenyje, kad prioritetinëms eilëms, nors ir turinèioms detalø formalizuotà apraðymà, skirtingos DS realizacijos sàlygoja skirtingus algoritmø darbo rezultatus. Taèiau ðis realizacijos faktorius yra vienintelis, dalyvaujantis duomenø struktûros apibrëþimo kontekste.

	Prioritetiniø eiliø struktûros nagrinëjimas pradedamas nuo elementarios realizacijos (nesutvarkyto sàraðo), kai programuojamos pagrindinës operacijos naudojant masyvà:



procedure insert(v:integer);

begin

	N:=N+1; a[N]:=v;

end;

function remove:integer;

var j,max: integer;

begin

	max:=1;

	for j:=2 to N do

	if a[j]>a[max] then max:=j;

	remove:=a[max];

	a[max]:=a[N]; N:=N-1;

end;



	Ðitaip programuojant, skirtingø operacijø vykdymo laikas gali labai skirtis, operacija insert visada vykdomà per fiksuotà laikà, o operacijos remove ar delete savo ruoþtu gali pareikalauti perrinkti visus masyvo elementus.

	Kai prioritetinë eilë programuojama naudojant sutvarkytà sàraðà, operacijø atlikimo laikas ið esmës keièiasi - dabar jau operacijoms insert ar delete reikia laiko, proporcingo logN, o operacijai remove - fiksuoto laiko.

	Kai programuojant prioritetinæ eilæ masyvas keièiamas tiesiniu sàraðu, operacijø vykdymo laikas ið esmës nesikeièia, nepriklauso nuo to, ar tiesiná sàraðà interpretuosime kaip sutvarkytà ar nesutvarkytà sàraðà, operacijø sudëtingumo analizë bus tokia pat. Pastebësime tik, kad operacijos delete ir join atliekamos per pastovø laikà.



2.4.1. Duomenø struktûra heap



	Viena ið tinkamø duomenø struktûrø, garantuojanèiø efektyvø prioritetinës eilës operacijø vykdymà, yra vadinamoji heap struktûra (kartais vadinama piramidës metodu). Heap struktûra - tai pilnas dvejetainis medis, realizuotas naudojant masyvà, kuriame nuorodos nukreiptos ið tëvo virðûnës á sûnus. Medis turi bûti sutvarkytas pagal lygius, t.y. kiekvienai virðûnei patenkinama "heap" sàlyga:



tëvo reikðmës turi bûti didesnës uþ jo vaikø reikðmes.



	Ið èia iðplaukia, kad didþiausias aibës elementas turi bûti medþio ðaknyje. Kadangi medis pilnas, nesunku apskaièiuoti tëvø ar sûnø vietas masyve: jei tëvas yra j-oje masyvo vietoje, jo sûnûs bus 2j-oje ir (2j+1)-oje masyvo vietose. Todël nereikia naudoti jokiø specialiø nuorodø, o pereinant nuo tëvo prie sûnaus ar atvirkðèiai, pakanka padauginti atitinkamà indeksà ið 2 (ir gal bût pridëti 1) arba atitinkamai atlikti div 2 operacijà. Realizuojant prioritetinës eilës operacijas ðioje struktûroje, reikës vaikðèioti medþio ðakomis. Ðakø didþiausias ilgis yra logN, todël visos prioritetinës eilës operacijos, iðskyrus join, bus logN sudëtingumo. Pavadinimo heap sinonimas - masyvas, turintis dalinai sutvarkyto medþio savybæ.



2.4.2. Operacijos su heap struktûra



	Visos prioritetinës eilës operacijos, realizuojamos heap struktûroje, paprastai atliekamos taip:



masyve apibrëþiama vieta, nuo kurios pradedama operacija, pvz., naujas elementas visada áterpiamas á fiksuotà (daþniausiai paskutinæ) vietà masyve;

áterptas elementas (ar elementas, esantis parinktoje vietoje) automatiðkai interpretuojamas kaip tam tikros virðûnës sûnus;

ðakoje nuo áterpto elemento iki ðaknies yra tikrinama heap savybë;

jei elementø reikðmës neatitinka heap sàlygos, jie keièiami vietomis.



	Programuojant heap struktûrà, atmintyje reikia apibrëþti masyvà ir dar vienà kintamàjá, kuriame bus fiksuojama operacijos pradþios vieta (ðá kintamàjá þymësime raide N). Pavyzdþiui, operacija insert bus realizuojama taip: naujà elementà áterpiame masyve á N+1 vietà, o po to ðakoje tarp ðios vietos ir ðaknies (t.y. masyvo pirmo elemento) tikriname heap savybæ, ir, jei reikia, elementus keièiame vietomis. Ðitokioje aplinkoje pastoviai bus naudojama operacija, kuri ieðkos tëvo virðûnës, ir kurià tikslinga programuoti kaip atskirà procedûrà:



procedure upheap(k:integer);

var v:integer;

begin

	v:=a[k]; a[0]:=maxint;

	while a[k div 2]=<v do

	begin a[k]:=a[k div 2]; k:=k div 2 end;

	a[k]:=v

end;



	Áterpimo operacijos programa atrodys taip:



procedure insert(v:integer);

begin

	N:=N+1; a[N]:=v;

	upheap(N)

end;



	Prioritetinës eilës operacija replace gali bûti realizuota taip: naujà elementà raðome á medþio ðakná, (pirmà elementà masyve), po to stumiame tà elementà þemyn viena ir kita medþio ðaka tol, kol jis atsiduria savo vietoje. Ðakà, kurià reikia parinkti stumiant elementà þemyn, sàlygoja didesnysis virðûnës sûnus.

	Operacija remove atliekama labai panaðiai: á medþio ðaknies vietà raðomas N-asis masyvo elementas, po to jis stumiamas þemyn, panaðiai kaip operacijoje replace tol, kol atsistos á savo vietà. Abi ðios operacijos naudoja virðûnës sûnaus radimo procedûrà:



procedure downheap(k:integer);

label 0;

var i,j,v:integer;

begin

	v:=a[k];

	while k=<N div 2 do

	begin

	j:=k+k;

	if j<N then if a[j]<a[j+1] then j:=j+1;

	if v>a[j] then goto 0;

	a[k]:=a[j]; k:=j;

	end;

0:	a[k]:=v

end;



	Tada operacijos replace ir remove operacijos bus programuojamos taip:



function replace(v:integer):integer;

begin

	a[0]:=v;

	downheap(0);

	replace:=a[0];

end;



function remove:integer;

begin

	remove:=a[1];

	a[1]:=a[N]; N:=N-1;

	downheap(1);

end;



	Visø trijø prioritetinës eilës operacijø sudëtingumas bus toks:



Jei aibëje yra N elementø, ðioms operacijoms atlikti reikës maþiau negu 2logN lyginimø.



2.4.3. Heapsort algoritmas



	Naudojant iðvardytas prioritetinës eilës operacijas, galima ávesti ir realizuoti naujà rûðiavimo algoritmà (vadinamàjá heapsort): duomenø aibei sudaryti heap struktûrà,  po to spausdinti elementà, iðmetamà remove operacijos metu, ir taip elgtis tol, kol aibë nebus tuðèia. Visi iðmetami elementai iðsirikiuos  maþëjanèia tvarka. Formaliai uþraðytas algoritmas bus toks:



N:=0;

for k:=1 to M do insert (a[k]);

for k:= M downto 1 do a[k]:= remove;



	Ðiam algoritmui nereikia papildomos atminties, jo sudëtingumas bus MlogM. Aiðku, anksèiau paraðytos programos tekstas formaliai neatitinka duomenø tipø taisykliø, nes tas pats kintamasis interpretuojamas ir kaip masyvo, ir kaip heap elementas, taèiau ðitoks uþraðymas labai vaizdus. Realiai programuojant, programos tekstà reikia raðyti vientisà, vengiant procedûrø bereikalingø iðkvietimø.

	Truputá geriau (logiðkiau) konstruoti heap struktûrà ið apaèios á virðø. Tada algoritmas bûtø programuojamas taip:



procedure heapsort;

var k,t:integer;

begin

	N:=M;

	for k:=M div 2 downto 1 do downheap(k);

	repeat

	t:=a[1]; a[1]:=a[N]; a[N]:=t;

	N:=N-1; downheap(1)

	until N=<1;

end;



	Tokio algoritmo realizavimo sudëtingumas bus toks:



heap struktûra bus sudaroma per tiesiná laikà;

heapsort algoritmui reikës maþiau negu 2MlgM lyginimø.



2.4.4. Netiesioginë heap duomenø struktûra



	Daugelyje taikomøjø uþdaviniø nepageidautina áraðus kilnoti ið vienos vietos á kità, taèiau juos rûðiuoti vis tiek reikia. Heapsort algoritmas gali bûti efektyviai pritaikytas ir tokiai aplinkai. Vietoje rûðiuojamø masyvo a áraðø galima operuoti su jo indeksø masyvu p, apibrëþiant já taip, kad elementas a[p[k]] nurodo á heap struktûros k-àjá elementà. Dël pilnumo reikia ávesti kità masyvà q, kuriame bûtø laikomos nuorodos á vietà, kurià heap struktûroje uþima k-asis masyvo a elementas. Naudojant ðiuos masyvus, heap struktûrà galima sudaryti taip:



procedure pqconstruct;

var k:integer;

begin

	N:=M;

	for k:=1 to N do

	begin p[k]:=k; q[k]:=k end;

	for k:=M div 2 downto 1 do pqdownheap(k);

end;



	Programuojant netiesioginá heap algoritmà, reikia modifikuoti tik tas ankstesnës programos vietas, kur kreipiamasi á masyvo q elementus, pakeièiant juos atitinkamomis masyvo p reikðmëmis:



procedure pqdownheap(k:integer);

label 0;

var j,v:integer;

begin

	v:=p[k];

	while k=<N div 2 do

	begin

	j:=k+k;

	if j<N then if a[p[j]]<a[p[j+1]] then j:=j+1;

	if a[v]=>a[p[j]] then goto 0;

	p[k]:=p[j]; q[p[j]]:=k; k:=j;

	end;

0:	p[k]:=v; q[v]:=k

end;



	Kitos netiesioginës heap duomenø struktûros operacijos - pqinsert, pqremove, ir t.t., - gali bûti panaðiai apraðytos. Jei masyvo p reikðmës yra nuorodos á atskirai saugomus áraðus, o ne á masyvo a elementus, kaip kà tik nagrinëtoje situacijoje, programuojant didesnis dëmesys turi bûti kreipiamas á masyvo q sudarymà ir manipuliavimà jo elementais.

	Èia nagrinëtos prioritetiniø eiliø realizacijos neapëmë operacijos join. Heap struktûra yra per daug nelanksti ir per grieþta, kad leistø realizuoti operacijà join logaritminiame laike kaip kitas prioritetiniø eiliø operacijas. Tam sukurtos kitos detalesnës ir lankstesnës struktûros, tinkamos visoms prioritetiniø eiliø operacijoms. Jos gali bûti naudojamos ne vien tik operacijos join, bet ir kitais atvejais, pvz., kai duomenis reikia laikyti ne viename vientisame masyve, bet keliuose atskiruose, logiðkai susietuose á vienà aibæ. Tokios struktûros taip pat padeda laikytis principo, kad visas operacijas turime atlikti pagal vieningà metodikà ir jos turi bûti vienodo sudëtingumo (pvz., logaritminis laikas).



2.4.5. Aibës duomenø struktûra



	Su kà tik nagrinëta duomenø struktûra heap yra susijusi aibës duomenø struktûra, t.y. duomenys, kuriems bûdingos tokios operacijos:



inicializuoti aibæ S (iðskirti vietà atmintyje ir parinkti dëstymo metodà joje);

memberof (x, S) - funkcija, kuri patikrina ar elementas x priklauso aibei S;

insert (x, S) - áterpti elementà x á aibæ S;

delete (x, S) - paðalinti elementà x ið aibës S;

join (S1, S2, S3) - sujungti dvi aibes S1 ir S2 á vienà S3;

find (x) - rasti aibæ, kurioje yra elementas x;

disjoin (x, S) - aibæ S iðskaidyti á dvi aibes, ið kuriø vienoje yra visi elementai, maþesni ar lygûs x, o kitoje - didesni uþ x (aibë S tiesiðkai sutvarkyta);

min (S) - rasti minimalø aibës S elementà.



	Operacijoms su aibëmis taip pat priklauso aibiø sàjunga, aibiø sankirta, aibiø skirtumas ir aibiø simetrinis skirtumas (operacijos, gerai þinomos matematikoje). Jos nagrinëjamos reèiau. Dvi aibës yra atskirtos (disjoined), jei jos neturi bendrø elementø. Daugelá praktikoje aptinkamø uþdaviniø galima suformuluoti taip, kad jie bûtø sprendþiami vykdant vienokiø ar kitokiø operacijø su aibëmis sekas. Ypaè tai pasakytina apie atskirtas aibes. Ávairiose operacijose su jomis kiekvienai ið atskirtø aibiø gali atstovauti vienas elementas, pvz., minimalus (jei aibë sutvarkyta), o tai daþnai bûna paranku kompiuteriniam algoritmui, nes maþina reikalingos atminties kieká ir operacijø atlikimo sudëtingumà.

	Aibiø elementai kompiuterio atmintyje dëstomi ávairiais bûdais. Vienas ið jø - kiekvienai aibei iðskirti po tiesiná sàraðà. Kiti galimi bûdai - dëstyti masyvuose ar medþiuose. Kiekvienas ið jø turi savø privalumø ir trûkumø. Toliau skyrelyje heapsort algoritmas bus pateiktas ir realizuotas, naudojant aibës duomenø struktûros operacijas.



2.4.6. Aibinis heapsort algoritmas



	Turime aibæ S, kurios elementus reikia sutvarkyti didëjanèia tvarka. Aibës S elementams raðyti kompiuterio atmintyje naudosime tiesiná sàraðà L. Tada heapsort algoritmas gali bûti suformuluotas taip:



for x on list L do

	insert (x,S);

while not empty(S) do 

begin

	y:=min (S);

	writeln(y);

	delete (y,S)

end



	Kad bûtø patogiau manipuliuoti tiesinio sàraðo elementais, tarkime, kad jis iðdëstytas masyve A. Tada heap savybës tikrinamos taip:



procedure pushdown (first, last: integer);

var r: integer;

begin

	r:=first;

	while r=<last div 2 do

	if r=last div 2 then begin

	if A[r].key>A[2*r].key then

		swap(A[r],A[2*r]); r:=last 

	end else 

	if A[r].key>A[2*r].key and A[2*r].key=<A[2*r+1].key 

	then begin

		swap(A[r],A[2*r]); r:=2*r

		end else 

	if A[r].key>A[2*r+1].key and A[2*r+1].key<A[2*r].key 

	then begin

	swap(A[r],A[2*r+1]); r:=2*r+1

		end else r:=last 

end;



	Pilna heapsort programa bûtø tokia:



procedure heapsort;

var i: integer; 

begin

	for i:=n div 2 downto 1 do

	pushdown(i,n);

	for i:=n downto 2 

	begin  swap(A[1],A[i]);

		pushdown(1,i-1)

	end	

end;



2.5 Sàlajos rûðiavimas (mergesort)



	Labai daþnai apdorojant duomenis reikia á gan didelá surûðiuotà failà áterpti tam tikrà kieká naujø duomenø, po to já vël surûðiuoti.  Galima elgtis dvejopai: ið pradþiø duomenis áterpti á failà, o po to rûðiuoti, arba atvirkðèiai, ið pradþiø duomenis surûðiuoti, o po to abu failus sulieti. Bûtent pastaràjá metodà ir nagrinësime.

	Sàlajos (merge) procesas sujungia dvi arba kelias duomenø aibes á vienà ir tam tikra prasme yra prieðingas iðrinkimo (selection) operacijai. Ðiame skyriuje nagrinësime algoritmus, kai liejami du failai. Jei jie jau surûðiuoti, nesunku sugalvoti procedûrà, kuri per tiesiná laikà, t.y. po vienà kartà nuskaitydama kiekvienà abiejø failø elementà, sukurtø naujà surûðiuotà failà:



procedure merge (a, b);

var a,b,c: array [1..M + N)] of integer;

begin

i:=1; j:=1;

a[M+1]:=maxint; b[N+1]:=maxint;

for k:=1 to M+N do

	if a[i]<b[j]

	then begin c[k]:=a[i]; i:=i+1 end

	else begin c[k]:=b[j]; j:=j+1 end;

end;



	Ði programa yra maksimaliai suprastinta, joje netgi panaudoti signaliniai þymenys (kintamasis maxint), kuriø reikðmës didesnës uþ bet kokias galimas masyvø a ir b elementø reikðmes. Be to, akivaizdu, kad masyvas c sujungia masyvus a ir b ir jam reikia papildomos atminties. Ði programa naudoja M+N lyginimø. Jà galima tobulinti, stengiantis daugiausia sumaþinti naudojamos atminties tûrá, taikant áterpimo metodà duomenø ávedimo metu ir pan. Taèiau tokie patobulinimai kelia daug sàlygø realizacijai ir jà komplikuoja.

	Merge procedûra tinkama manipuliacijoms su tiesiniais sàraðais. Papildoma atmintis tokiu atveju naudojama tik vienai nuorodai raðyti, o programa atrodo taip:



type link=^node;

node=record key: integer; next: link end;

var t,z:link; N: integer;

function merge(a,b:link):link;

var c:link;

begin c:=z;

	repeat

	if a^.key=<b^.key

	then begin c^.next:=a; c:=a; a:=a^.next end

	else begin c^.next:=b; c:=b; b:=b^.next end

	until c^.key=maxint;

	merge:=z^.next; z^.next:=z;

end;



	Sàlajos procedûrà galima taikyti rûðiavimui, sukurti keli rûðiavimo algoritmai. Vienas ið jø paprastas pateiktas ðiame skyrelyje. Idëja yra paprasta: duomenis skaidome á dvi dalis, kiekvienà ið jø rûðiuojame, po to suliejame. Tam, kad surûðiuoti kiekvienà ið suskaidytø daliø, rekursyviai taikome joms tà paèià procedûrà. Pateikiamoje programoje masyvas a[1..r] skirtas iðeities duomenims saugoti, o masyvas b[1..r] yra pagalbinis:



procedure mergesort(l,r: integer);

var i,j,k,m: integer;

begin if r-l>0 then

	begin m:=(r+l) div 2;

	mergesort(l,m); mergesort(m+1,r);

	for i:=m downto l do b[i]:=a[i];

	for j:=m+1 to r do b[r+m+1-j]:=a[j];

	for k:=l to r do if b[i]<b[j]

	then begin a[k]:=b[i]; i:=i+1 end

	else begin a[k]:=b[j]; j:=j-1 end;

	end;

end;



	Sàlajos algoritmas, realizuotas naudojant tiesiná sàraðà, rûðiuoja duomenis nekeldamas juos ið vienos vietos á kità ar keisdamas vietomis, bet keisdamas nuorodø reikðmes. Be to kiekvienas sàraðas, atstovaujantis duomenø dalims, kurios formuojamos programoje, baigiasi nuoroda á tà patá unifikuotà elementà. Programa pateikiama kaip funkcija, kurios argumentas yra nuoroda á nesurûðiuotà failà, o reikðmë yra nuoroda á surûðiuotà failà:



function mergesort(c:link):link;

var a,b:link;

begin if c^.next=z then mergesort:=c else

	begin

	a:=c; b:=c^.next; b:=b^.next; b:=b^.next;

	while b<>z do begin c:=c^.next; b:=b^.next; b:=b^.next end;

	b:=c^.next; c^.next:=z;

	mergesort:=merge(mergesort(a),mergesort(b));

	end;

end;



	Kaip ir bet kurio kito, ðio algoritmo rekursyvià realizacijà galime pakeisti nerekursyvia. Sàlajos rûðiavimo atveju tam reikia keisti duomenø grupavimo tvarkà ir naudoti vadinamàjá ið apaèios á virðø (bottom-up) metodà: imami atskiri elementai ir interpretuojami kaip vienetinio ilgio duomenø rinkiniai, po to jie suliejami, gaunant surûðiuotus 2 ilgio rinkinius, po to ðie rinkiniai suliejami, gaunant 4 ilgio duomenø rinkinius, ir t.t.:



function mergesort(c:link):link;

var a,b,head,todo,t:link;

i,N: integer;

begin

	N:=1; new(head); head^.next:=c;

repeat

	todo:=head^.next; c:=head;

	repeat

	t:=todo; a:=t; 

	for i:=1 to N-1 do t:=t^.next;

	b:=t^.next; t^.next:=z; t:=b; 

	for i:=1 to N-1 do t:=t^.next;

	todo:=t^.next; t^.next:=z;

	c^.next:=merge(a,b);

	for i:=1 to N+N do c:=c^.next

	until todo=z;

	N:=N+N;

until a=head^.next;

	mergesort:=head^.next

end;



	Sàlajos rûðiavimo algoritmo sudëtingumas ir savybës yra tokios:



nepriklausomai nuo duomenø, naudoja apytikriai NlogN lyginimø;

naudoja papildomà atmintá, kurios tûris proporcingas duomenø kiekiui N;

algoritmas yra stabilus;

algoritmo darbas nepriklauso nuo duomenø tvarkos;

darbà galima pagerinti, kombinuojant já su kitais rûðiavimo metodais.



2.6. Iðorinis rûðiavimas (external sorting)



	Apdoruojant informacijà labai daþnai pasitaiko atvejø, kai disponuojama labai dideliais duomenø failais ar rinkiniais, kurie yra rûðiuojami ir netelpa kompiuterio vidinëje atmintyje. Tuo atveju anksèiau nagrinëti algoritmai netinka, vietoj jø yra naudojami vadinamieji iðoriniai rûðiavimo metodai. Du pagrindiniai faktoriai ið esmës skiria vidinio ir iðorinio rûðiavimo algoritmus:



kadangi dauguma duomenø saugomi antrinëje (diskinëje) ar netgi tretinëje atmintyje, elemento iðrinkimas ið iðorinës atminties trunka kur kas ilgiau, negu tûkstanèiai lyginimo ar keitimo vietomis operacijø ar kitokiø skaièiavimø vidinëje atmintyje;

duomenø failai, saugomi iðorinëje atmintyje, turi savus duomenø iðrinkimo ar paieðkos metodus, kuriø negalima atsisakyti ar pakeisti (pvz., magnetinëje juostoje duomenis galima iðrinkti tik nuosekliai).



	Todël iðorinio rûðiavimo atveju, kuriant ar taikant vienoká ar kitoká algoritmà, reikia atsiþvelgti á visus duomenø apdorojimo veiksnius ir etapus. Pilnos duomenø apdorojimo sistemos sàvoka èia lygiai tokia pat svarbi kaip ir algoritmo.

	Dauguma iðorinio rûðiavimo metodø naudoja tokià strategijà: jie perþiûri failà ir suskaido já á blokus, tinkamus raðyti vidinëje atmintyje; kiekvienà ið ðiø blokø surûðiuoja; surûðiuotus blokus sulieja á vis didesnius, procesas tæsiamas tol, kol gaunamas vienas surûðiuotas failas. Ðitokia strategija verèia programà daug kartø kreiptis á iðoriná árenginá, skaitant failà ar raðant á já. Todël norint parinkti efektyvø iðorinio rûðiavimo algoritmà, reikia kreipti dëmesá ne tik á lyginimo ar keitimo vietomis operacijø skaièiø, kaip bucvo daroma anksèiau, bet ir maþinti ávedimo ar iðvedimo operacijø skaièiø ir jø vykdymo laikà.

	Iðorinio rûðiavimo metodai, sukurti, kai duomenys dar buvo saugomi perfokortose ir popierinëse perfojuostose, naudojami ir dabar rûðiuoti diskuose ir magnetinëse juostose, jie bus reikalingi ir ateityje, rûðiuojant duomenis domeninëje atmintyje (bubble-memory) ir videodiskuose. Verþlus technologijø vystymasis kelia jiems daug reikalavimø, verèia juos adaptuoti vis sudëtingesnei kompiuterinei aplinkai. Pvz., rûðiavimo metodai dabartinëse multimedia sistemose kompiuterinæ atmintá skirsto á pirminæ, antrinæ, tretinæ, ið kuriø kiekviena turi didelës átakos rûðiavimo greièiui ir algoritmams. Ið tikrøjø situacija yra dar sudëtingesnë. Ðiuolaikiniuose kompiuteriuose vidinë atmintis nëra vienarûðë, jos sudëtinës ar jà aptarnaujanèios dalys yra ir superoperatyvioji atmintis (cache memory), ir buferinë atmintis (buffer memory). Duomenø iðrinkimo greièiai ðiose dalyse irgi yra skirtingi. Aiðku, kad rûðiavimo metodai galingose kompiuterinëse sistemose turi gerai iðnaudoti ir ðiuos skirtumus.

	Iðorinio rûðiavimo algoritmai ne tik rûðiuoja duomenis failuose, bet ir juos sulieja, todël dar jie vadinami rûðiavimo-sàlajos algoritmais (sort-merge).



2.6.1. Subalansuota daugybinë sàiaja (balanced multiway merging)



	Tarkime, reikia surûðiuoti pakankamai didelio failo áraðus, o vidinëje atmintyje telpa tik trys áraðai. Sakykime, kad turime neribotà kieká magnetiniø juostø (nuoseklaus iðrinkimo árenginiø), ir eiliniam suliejimui naudosime bet kurias tris ið jø. Tada pirmiausia ið pirminio failo skaitome nuosekliai po tris áraðus, juos rûðiuojame ir blokus po tris áraðus pakaitomis ir nuosekliai raðome á tris skirtingas juostas. Toliau vykdomos suliejimo procedûros. Po vienà áraðà ið kiekvienos juostos skaitoma á atmintá ir maþiausias ið jø raðomas á naujà juostà. Vël kreipiamasi á juostà, kurioje buvo maþiausias áraðas, ir ið jos skaitomas naujas áraðas, vël maþiausias ið jø raðomas á juostà. Taip tæsiama tol, kol nepasibaigs blokas juostoje, ið kurios skaitoma, po to ta juosta ignoruojama, o ið likusiø dviejø juostø skaitomi ir suliejami likusieji áraðai. Taip naujoje juostoje suformuojamas blokas ið devyniø elementø. Jei dar blokø yra, ði procedûra gali bûti tæsiama. Po to vël tà paèià porcedûrà galima taikyti naujai suformuotoms trims juostoms, kuriose iðdëstyti devyniø elementø ilgio blokai.

	Ði apraðyta procedûra taikoma daugeliui gan efektyviai veikianèiø rûðiavimo-sàlajos algoritmø, kurie subalansuotai naudoja nuoseklaus iðrinkimo iðorinius árenginius. Balansuotumas reiðkia tolygø iðoriniø atminties árenginiø darbo paskirstymà.



2.6.2. Pakeitimo iðrinkimas (replacement selection)



	Rûðiavimo-sàlajos algoritmams galima natûraliai ir efektyviai pritaikyti prioritetines eiles. Pirmiausia sàlajos metu, kai reikia iðrinkti ið suliejamø elementø minimalø, tikslinga naudoti heap struktûrà ir jos operacijà replace, kuri pakeièia ið karto ankstesnio algoritmo dvi operacijas - minimalaus elemento raðymà á iðorinæ atmintá ir naujo elemento áterpimà. Taip sumaþinamas atliekamø operacijø skaièius.  Aiðku, heap struktûrà reikia naudoti nuosekliai, t.y. jau pirminiame etape, kai elementai skirstomi á blokus ir rûðiuojami, tikslinga juos iðdëstyti á heap struktûrà ir surûðiuoti tik ið dalies. 

	Be to (tai yra dar svarbiau), prioritetiniø eiliø struktûros panaudojimas ágalina sàlajos metu gauti ilgesnius surûðiuotus blokus, negu jie tilptø á vidinæ atmintá. Kai iðeities duomenys yra tvarkomi á heap struktûrà ir minimalus elementas yra keièiamas nauju, reikia papildomai naudoti tokià taisyklæ: jei naujas elementas, raðomas vietoje minimalaus elemento senoje heap struktûroje, yra maþesnis uþ já, reikia nuo ðio elemento pradëti naujà blokà ir naujà heap struktûrà, interpretuojant já esant didþiausiu ðioje struktûroje. Algoritmai, naudojantys ðias taisykles, yra vadinami pakeitimo iðrinkimo vardu.

	Algoritmai, sukurti naudojant iðdëstytus ir panaðius principus, turi tokias jø efektyvumà vertinanèias savybes:

rûðiavimo-sàlajos algoritmai, rûðiuojantys N áraðø, kai vidinë atmintis talpina M áraðø ir duomenys raðomi á (P+1)-à iðoriná árenginá, perrinks ðiuos duomenis 1 + logP(N/2M) kartø;

pakeitimo iðrinkimo algoritmai, esant atsitiktiniams duomenims,  formuoja duomenø blokus dvigubai ilgesnius negu naudojama heap struktûra.

�3. Paieðka



3.1. Elementarûs paieðkos metodai



	Paieðka yra viena ið fundamentaliø kompiuteriø darbo operacijø. Jos esmë - dideliame informacijos rinkinyje rasti tam tikrà duomenø elementà arba patvirtinti, kad jo ten nëra. Remiantis kai kuriais vertinimais, paieðkos operacijos uþima iki 30% kompiuterio darbo laiko [1]. Duomenø vienetai, su kuriais tenka manipuliuoti ðiose operacijose, daþniausiai atitinka áraðus, susidedanèius savo ruoþtu ið laukø. Tokiu atveju paieðkos metu reikia rasti áraðus, kuriø tam tikras laukas turi konkreèià reikðmæ. Ði situacija kompiuteriø taikymuose pasitaiko daþniausiai, todël ji pagrindinai ir bus nagrinëjama. Áraðo laukas, kurio reikðmë naudojama paieðkoje, vadinamas raktu (key).

	Paieðkos procese daþnai pasitaikanèiø duomenø struktûrø pavyzdþiai yra þodynai ir simboliø lentelës. Beveik kiekvienas tekstø redaktorius suteikia galimybæ vartotojui patikslinti þodþiø teisingà raðymà (spelling). Tam naudojami anglø ar kokios kitos kalbos þodynai. Tikslinant raðybà, kompiuteriui reikia rasti þodyne visus þodþius, besiskirianèius nuo duoto viena ar dviem raidëmis, nesvarbu, kurioje pozicijoje. Akivaizdu, kad ðá norà lengva formuluoti, bet jam realizuoti reikia sudëtingo algoritmo. Simboliø lenteliø formavimas ir paieðka jose yra kitas labai panaðus uþdavinys, daþnai sutinkamas programavime. Simboliø lentelës yra pagrindiniai duomenys kompiliatoriams, programø bibliotekoms ir pan. Paieðka jose vyksta lygiai taip pat, kaip ir þodynuose. Paieðkos laukai yra kintamøjø ar kitø programø simboliø vardai, o áraðai - informacija, apraðanti vardo vietà programoje, kiti atributai.

	Paieðkos metu naudojamos tokios operacijos:



initialize (iðskirti vietà kompiuterio atmintyje);

search (rastá áraðà, kuriame yra konkreti rakto reikðmë);

insert (áterpti naujà áraðà);

delete (iðmesti tam tikrà áraðà);

join (sulieti du þodynus á vienà);

sort (rûðiuoti áraðus arba þodynà).



	Gana daþnai ávairiuose taikomuosiuose algoritmuose iðvardytos operacijos naudojamos ne tik savarankiðkai ar paskirai, bet ir jungiamos á grupes. Taip paaiðkinama didelë paieðkos procese dalyvaujanèiø duomenø struktûrø ávairovë bei jø specifika. Didelës átakos paieðkos algoritmams turi áraðai su pasikartojanèiomis raktø reikðmëmis. Jie yra apdorojami kitokiais algoritmais, negu áraðai be pasikartojanèiø rakto reikðmiø.

	Pagrindinës algoritmø ir duomenø struktûrø, nagrinëjamø ðiame skyriuje, operacijos - initialize, search, insert, ir delete. Kartais reikës operacijos sort. Kaip ir prioritetiniø eiliø atveju, operacijai join realizuoti reikia sudëtingesnës procedûros, kuri galëtø bûti nagrinëjama kituose specialiuose kursuose.

	Algoritmus, atliekanèius paieðkà áraðuose be pasikartojanèiø rakto reikðmiø, galima pritaikyti paieðkai ir áraðuose su pasikartojanèiomis reikðmëmis. Tai galima padaryti keliais bûdais. Vienas ið jø - paieðkos operacijos vykdomos áraðams be pasikartojanèiø rakto reikðmiø, o áraðai su ta paèia rakto reikðme raðomi á atskirà sàraðà su nuorodà á ðá sàraðà ið tam tikro áraðo. Kitas bûdas - visi áraðai raðomi kompiuterio atmintyje naudojant vieningà duomenø struktûrà, o paieðkos metu randamas tik vienas áraðas ið keliø galimø. Ðis bûdas paprastesnis realizuoti, bet gali neatitikti kitø keliamø paieðkai reikalavimø. Ðá bûdà tenka papildyti kitais algoritmais, kai reikia rasti visus áraðus su tam tikru raktu. Treèias bûdas - kiekvienam áraðui priskirti unikalø identifikatoriø (kodà) ir já naudoti paieðkos operacijø metu (vietoje paieðkos rakto reikðmës).



3.1.1. Nuosekli paieðka



	Paprasèiausias paieðkos algoritmas yra nuosekli paieðka - nuoseklus vieno po kito elementø perrinkimas. Tariant, kad elementai yra saugomi masyve, paieðkà lengva apibrëþti ðiomis operacijomis:



operacija insert - elemento raðymas á laisvà vietà masyve;

operacija search - nuoseklus masyvo elementø perrinkimas iki tol, kol bus sutikta reikiama elemento reikðmë;

operacija delete -surasto elemento paðalinimas ið masyvo.



	Paieðkos algoritmà realizuojanti programa bûtø tokia:



type node=record key,info: integer end;

var a: array [0..maxN] of node; N: integer;

procedure initialize;

	begin N:=0 end;

function seqsearch(v:integer; x:integer):integer;

begin

	a[N+1].key:=v;

	if x=<N then

	repeat x:=x+1 until v=a[x].key;

	seqsearch:=x

end;

function seqinsert(v:integer):integer;

begin

	N:=N+1; a[N].key:=v;

	seqinsert:=N;

end;



	Vertinant algoritmo sudëtingumà, tikslinga þinoti lyginimø skaièiø, nes tai pagrindinë algoritmo operacija. Jis reikalauja vidutiniðkai (N + 1)/2 lyginimø.

	Nuoseklià paieðkà galima realizuoti ir naudojant sàraðà. Ðiuo atveju áraðai turi bûti surûðiuoti, nes tai pagreitina algoritmo darbà.

	Programa, realizuojanti nuoseklià paieðkà, bûtø tokia:



type link=^node;

	node=record key, info:integer; next :link end;

var head,t,z:link; i:integer;

procedure initialize;

begin

	new(z); z^.next :=z;

	new(head); head^.next :=z;

end;

function listsearch(v:integer; t :link):link;

begin

	z^.key:=v;

	repeat t :=t^.next until v=<t^.key;

	if v=t^.key then listsearch:=t

	else listsearch:=z

end;



	Algoritmas pagreitëja todël, kad paieðkos atveju suradus raktà, didesná uþ duotà, galima teigti, kad paieðka buvo nesëkminga, ir baigti darbà. Tokiu atveju vidutiniðkai reikës lyginti tik pusæ áraðø. Taèiau tokios prielaidos atveju reikia, kad operacijos insert ir delete irgi nekeistø surûðiuotø elementø tvarkos. Áterpimo operacijos programa ðiuo atveju bûtø tokia:



function listinsert(v:integer; t :link):link;

var x:link;

begin

	z^.key:=v;

	while t^.next^.key<v do t:=t^.next ;

	new(x); x^.next :=t^.next ; t^.next :=x; x^.key:=v;

	listinsert:=x;

end;



	Nuosekli paieðka naudos N/2 lyginimø ir sëkmingu ir nesëkmingu atvejais.

	Jei ieðkomø raktø daþnumai þinomi, tai algoritmo darbà gali pagreitinti áraðø rûðiavimas jø daþnumø maþëjimo tvarka. Jei tokie daþnumai neþinomi, efektyvi priemonë yra patalpinti pirmà kartà surastà áraðà á sàraðo pradþià.



3.1.2. Dvejetainë paieðka



	Jei áraðø, kuriuose ieðkoma, yra daug, nuoseklios paieðkos laikas juose gali bûti labai ilgas. Jis gali þymiai sutrumpëti, taikant paieðkos algoritmams "skaldyk ir valdyk" paradigmà. Ðiuo principu yra sudaromi dvejetainës paieðkos algoritmai, kurie veikia panaðiai kaip quicksort. Duomenys yra laikomi surûðiuotame faile. Paieðkos metu jie yra skaidomi á dvi lygias dalis (kairæ ir deðinæ) ir iðskiriamas ribinis elementas (maþiausias tarp deðinës dalies ir didþiausias tarp kairës dalies elementø). Ieðkomas raktas lyginamas su ribiniu elementu, ir jei jis maþesnis uþ ribiná, paieðka tæsiama kairioje dalyje, o jei didesnis - deðinëje dalyje. Programa, realizuojanti toká algoritmà, atrodytø taip:



function binarysearch(v: integer): integer;

var x,l,r: integer;

begin

	l:=1; r:=N;

	repeat

	x:=(l+r) div 2;

	if v<a[x].key then r:=x-1 else l:=x+1

	until (v=a[x].key) or (l>r);

	if v=a[x].key then binarysearch:=x

	else binarysearch:=N+1

end;



	Panaðiai kaip algoritmai quicksort ir radix, ðis metodas naudoja rodykles l ir r, iðskiriant analizuojamø duomenø dalá. Dvejetainë paieðka reikalauja lgN+1 lyginimø sëkmingu ar nesëkmingu atvejais. Taèiau laikas, reikalingas áterpimo operacijai, kai programuojama naudojant masyvà, yra didelis. Elementus masyve reikia laikyti surûðiuotus, vadinasi, áterpiant naujà elementà á tam tikrà vietà kitus reikia perkelti toliau - á masyvo pabaigà. Todël dvejetainës paieðkos algoritmà verta naudoti tada, kada ið pradþiø galima beveik pilnai suformuoti failà (t.y. paieðkos metu beveik nepasitaikys áterpimo operacijø), o po to naudoti tik paieðkà (daug kartø).

	Ðá algoritmà sunkiau programuoti, kai yra pasikartojantys raktai, nes ribinis elementas gali atsidurti tarp keliø lygiø. Tokiu atveju bus sunku spræsti, kurià dalá - kairæ ar deðinæ - toliau analizuoti, ypaè kai reikia rasti visus áraðus su tuo paèiu raktu.

	Dvejetainës paieðkos algoritmà galima patobulinti, dalijant duomenis ne á dvi lygias dalis, o nustatant ribiná elementà pagal ieðkomo rakto reikðmæ. Tarkime, telefonø knygoje reikia rasti þodá, prasidedantá raide H. Knygà nebûtina ir netikslinga versti ties viduriu, èia efektyvu yra ávesti interpoliacinæ paieðkà. Formaliai tai reiðkia, kad intervalà tarp l ir r reikia dalyti á dvi dalis ne per pusæ, bet interpoliacinës formulës



l+(v-a[l].key)*(r-l) div (a[r].key - a[l].key)



rekomenduojamu santykiu. Èia rakto v reikðmë yra spëjama vieta tarp raktø a[l] ir a[r] reikðmiø. Tokio modifikuoto algoritmo sudëtingumas bus apie lglgN+1 lyginimø.

	Taèiau ðis metodas gali bûti efektyviai taikomas tik kai raktø reikðmës yra pasiskirstæ tolygiai. Be to, maþoms N reikðmëms funkcijos lg ir lglg nedaug skiriasi. Kita vertus, interpoliacijà tikslinga naudoti, kai duomenø failai dideli, áraðø ar raktø lyginimai reikalauja daug laiko sànaudø arba duomenys laikomi iðorinëje atmintyje ir jø iðrinkimas (t.y. perkëlimas á vidinæ atmintá) yra labai ilgas.



3.1.3. Dvejetainio medþio paieðka



	Dvejetainio medþio paieðkos algoritmas naudoja dvejetainës paieðkos ir interpoliacinës paieðkos principus, juos pritaikydamas visoms operacijoms (áterpimo, iðmetimo, ir t.t.). Tai paprastas, efektyvus dinaminis metodas, jis yra vienas ið fundamentaliø algoritmø informatikoje aibës. Duomenims dëstyti algoritmas naudoja dvejetainá medá, o áterpimo ar iðmetimo operacijoms - tokià taisyklæ: visos virðûnës, maþesnës uþ duotà, turi bûti talpinamos kairiajame pomedyje, o visos didesnës ar lygios - deðiniajame. Paieðkos operacija ðiame algoritme - tai tik ëjimas tam tikra medþio ðaka. Dvejetainë paieðka skiriasi nuo dvejetainio medþio paieðkos ne tik tuo, kaip dalijami elementai á dalis, bet ir tuo, kad pastaruoju atveju yra formuojama duomenø struktûra. Programa, realizuojanti algoritmà, bûtø  tokia:



type link=^node;

node = record key, info: integer; l,r: link end;

var t,head,z:link;

function treesearch(v:integer; x:link):link;

begin

	z^.key:=v;

	repeat

	if v<x^.key then x:=x^.l else x:=x^.r

	until v=x^.key;

	treesearch:=x

end;



	Algoritmà programuojant, verta apibrëþti kintamàjá head, kurio deðinë nuoroda bûtø nukreipta á medþio ðakná, kairë nuoroda bûtø nil, o reikðmë bûtø maþesnë uþ visø kitø virðûniø reikðmes. Norint iðsaugoti kintamøjø vienarûðiðkumà, visø kitø virðûniø nuorodas, kai jos laisvos, reikia nukreipti á vienà (dummy) virðûnæ z. Kitas galimas atvejis - reikia iðskirti du virðûniø (ir áraðø) tipus: vidines ir iðorines virðûnes. Tuðèio medþio inicializacijos programa bûtø tokia:



procedure treeinitialize;

begin

	new(z); z^.l:=z; z^.r:=z;

	new(head); head^.key:=0; head^.r:=z;

end;



	Norint áterpti virðûnæ á medá, reikia atlikti nesëkmingà paieðkà ir naujà virðûnæ áterpti kaip sûnø prie tos virðûnës, kur paieðka uþsibaigë:



function treeinsert(v:integer; x: link): link;

var p:link;

begin

	repeat

	p:=x;

	if v<x^.key then x:=x^.l else x:=x^.r

	until x=z;

	new(x); x^.key:=v; x^.l:=z; x^.r:=z;

	if v<p^.key then p^.l:=x else p^.r:=x;

	treeinsert:=x

end;



	Norint áterpti naujà áraðà tuo atveju, kai jau toks dvejetainiame paieðkos medyje yra, reikia já áterpti kaip deðiná sûnø tos virðûnës, kuri jam lygi.

	Jei reika surûðiuoti duomenis, belieka tik esamà medá atspausdinti, perenkant visas jo virðûnes ið kairës á deðinæ, ignoruojant jas jungianèius ryðius.



procedure treeprint(x: link);

begin

	if x<>z then

	begin

		treeprint(x^.l);

		printnode(x);

		treeprint(x^.r)

	end

end;



	Ðis rûðiavimo metodas labai panaðus á quicksort algoritmà, skirtumas tik toks, kad pastarasis medþio rûðiavimas naudoja gan daug papildomos atminties ryðiams tarp virðûniø iðsaugoti, tuo tarpu quicksort algoritmas tokiems ryðiams atminties naudoja labai maþai.

	Algoritmo efektyvumas labai priklauso nuo dvejetainio medþio formos, teisingiau nuo jo subalansuotumo. Jei dvejetainis paieðkos medis yra subalansuotas, algoritmas naudos 2lnN lyginimø. Blogiausiu atveju algoritmas naudos N lyginimø.



3.1.4. Operacija delete



	Áterpimo, paieðkos ir rûðiavimo operacijos dvejetainiame paieðkos medyje yra realizuojamos gan paprastai ir tiesmukiðkai. Taèiau elemento iðmetimo (delete) operacija yra þymiai sudëtingesnë programuoti, jà verta nagrinëti kaip rekurentinës procedûros paieðkos algoritmuose pavyzdá.

	Paðalinti virðûnæ ið medþio yra nesudëtinga, kai ji neturi sûnø arba turi tik vienà sûnø. Taèiau paðalinant virðûnæ, turinèià du sûnus, reikia virðûniø vietas medyje pertvarkyti. Dvejetainiams paieðkos medþiams ðiuo atveju naudojamas toks principas - á iðmetamos virðûnës vietà reikia áterpti virðûnæ, kità pagal didumà. Aiðku, kad ðis principas yra optimalus paieðkai, bet jo realizavimas gali kartais priversti ið pagrindø pakeisti medþio struktûrà. Tokià situacijà verta iliustruoti pavyzdþiais:



procedure treedelete(t,x: link);

var p,c:link;

begin

	repeat

	p:=x;

	if t^.key<x^.key then x:=x^.l else x:=x^.r

	until x=t;

	if t^.r=z then x:=x^.l

	else if t^.r^.l=z then

	begin x:=x^.r; x^.l:=t^.l end

	else begin

		c:=x^.r; while c^.l^.l<>z do c:=c^.l;

		x:=c^.l; c^.l:=x^.r;

		x^.l:=t^.l; x^.r:=t^.r

	end;

	if t^.key<p^.key then p^.l:=x else p^.r:=x;

end;



	Programuojant ðá algoritmà, reikia perrinkti ne tik daug atvejø, bet ir naudoti ávairius programavimo triukus. Pavyzdþiui, tikslinga ieðkoti kitos dar prieð iðmetant tam tikrà virðûnæ, o ne po to. Algoritmas taip, kaip èia pateiktas, atrodo asimetrinis - visada iðrenkamas pirmiausia deðinys sûnus, nors kartais duomenys yra taip iðsidëstæ, kad tikslingiau bûtø iðrinkti kairájá sûnø. Tokiø programos patobulinimø gali bûti daug.



3.1.5. Netiesioginiai dvejetainës paieðkos medþiai



	Daþniausiai reikiai tik áraðø paieðkos, o ne áterpimo, iðmetimo ar kitø tiesioginio manipuliavimo su áraðais operacijø. Tokio taikymo pavyzdys - bibliotekinës informacinës sistemos. Jose áraðai bûna suformuoti ið anksto arba tai daroma iðskirtiniu laiko momentu, o informaciniø sistemø funkcionavimo metu vykdomos tik paieðkos operacijos. Norint pagreitinti tokios sistemos darbà, kartais reikia sukurti papildomas rodykles, kurios padëtø lengvai rasti áraðo vietà dokumentø rinkinyje. Taigi, reikia sukurti indeksà, nurodantá masyvo elementus.

	Dvejetainës paieðkos medþius taikyti tokiai situacijai galima keliais bûdais. Vienas ið jø - virðûniø informacinæ dalá naudoti ne raktø reikðmëms saugoti, o áraðo vietø masyve nuorodoms. Antras bûdas - virðûniø informacinëse dalyse sudaryti raktø reikðmiø kopijas. Treèias - raktø reikðmes kopijuoti á atskirà masyvà, o virðûnëse saugoti ðio naujo masyvo elementø nuorodas.

	Taikant visus ðiuos ar kitus netiesioginio paieðkos medþio realizavimo bûdus, turimus ryðius, t.y. nuorodas, galima realizuoti naudojant rodyklës tipà arba masyvà. Jei ryðiai realizuojami naudojant masyvà, bet kuri nuoroda yra raðoma masyvo elementuose. Tada nëra bûtinybës kurti naujus áraðus (procedûra new). Ðitoks bûdas naudojamas daugelyje taikomøjø programø, ypaè kai dirbama su dideliais duomenø kiekiais (taèiau jø skaièius taèiau ið anksto gali bûti ávertintas).

	Dvejetainiø paieðkos medþiø á sûnus nuorodoms realizuoti galima naudoti ir kelis lygiagreèius masyvus, vienas ið jø gali rodyti á kairiuosius sûnus, kitas á deðiniuosius, ir t.t. Dar kiti masyvai gali bûti naudojami atskiroms medþiø ðakoms ar -pan. iðskirti. Tokios programos dirba labai greitai, yra lanksèios, jas nesudëtinga papildyti, nors jos ir netaupo atminties.



3.2 Subalansuoti medþiai.



	Algoritmai, naudojantys dvejetainius medþius, gali dirbti labai greitai, bet gali ir labai lëtai, jø efektyvumas labai svyruoja (daþniausiai priklausomai nuo duomenø). Ypaè jø efektyvumas krinta blogiausiu atveju. Nepalankûs atvejai yra, kai duomenys pilnai surûðiuoti, arba iðdëstyti atvirkðtine tvarka, arba paeiliui didelis keièia maþà, arba iðdëstyti vienas po kito kokia nors kitokia reguliaria tvarka. Ðitokia ypatybë buvo aptikta ir anksèiau, kituose algoritmuose. Pavyzdþiui, quicksort algoritmo atveju prieð rûðiuojant duomenis rekomenduotina atsitiktinai sumaiðyti arba bent jau atsitiktiniu bûdu rinkti dalijantá elementà. Tokios rekomendacijos nors ir maþina blogiausio atvejo tikimybæ, taèiau turi tik statistiná pobûdá ir negarantuoja, kad jo galima iðvengti.

	Dvejetainiø medþiø atveju yra geriau, jiems galima apibrëþti reguliarias struktûras, valdanèias algoritmø efektyvumà ir ágalinanèias ið viso iðvengti blogiausiø atvejø. Pagrindinës ir labiausiai paplitusios tokios struktûros yra subalansuoti medþiai. Jie remiasi vadinamaisiais balansavimo metodais - paradigma, panaðia á “skaldyk ir valdyk”. Taèiau balansavimo metodai, gerinantys algoritmø efektyvumà, turi vienà bendrà blogà savybæ - juos lengviau formuluoti, negu realizuoti.



3.2.1. 2-3-4 ir 2-3-medþiai



	Blogiausias dvejetainiø medþiø algoritmø atvejis yra, kai dauguma virðûniø turi tik po vienà sûnø, ir todël struktûra yra beveik “tiesinë”. Balansavimo principas draudþia tokià bûsenà, t.y. kiekviena virðûnë turi turëti daugiau negu vienà sûnø. Kita vertus, struktûra turi bûti pakankamai lanksti, kad leistø apraðyti daugelá realiø situacijø. Todël subalansuotiems medþiams leidþiama turëti ne tik 2, bet ir daugiau sûnø. 2-3-4-medþiuose kiekvienai virðûnei leidþiama turëti ne maþiau kaip 2 ir ne daugiau kaip 4 sûnus. Tokio medþio virðûnës vadinamos 2-virðûne (atitinkamai 3-virðûne, 4-virðûne), jei ji turi 2 sûnus (atitinkamai 3 sûnus, 4 sûnus). Be to, kiekvienai virðûnei yra priskiriami áraðai: 2-virðûnei - vienas áraðas; 3-virðûnei - du áraðai; 4-virðûnei - trys áraðai. Jø reikðmës skirtos pomedþiø minimalioms reikðmëms saugoti. Vieninteliame 2-virðûnës áraðe bus saugoma minimali reikðmë, kurià galima rasti deðinio sûnaus pomedyje. Viename 3-virðûnës áraðe bus saugoma minimali reikðmë, kurià galima rasti vidurinio sûnaus pomedyje, o kitame áraðe - minimali reikðmë, kurià galima rasti deðinio sûnaus pomedyje. Viename 4-virðûnës áraðe bus saugoma minimali reikðmë, kurià galima rasti antro sûnaus pomedyje, kitame áraðe bus saugoma minimali reikðmë, kurià galima rasti treèio sûnaus pomedyje, o treèiame áraðe - minimali reikðmë, kurià galima rasti deðinio sûnaus pomedyje. Taip suformuoti áraðai virðûnëje leidþia automatiðkai nustatyti minimalø ir maksimalø elementus, esanèius kiekviename pomedyje, ir tokiu bûdu paieðkos operacijà atlikti per logaritminá laikà. Kad paieðka bûtø ið tikrøjø vienarûðë, apibrëþiant subalansuotà medá dar reikalaujama, kad visos ðakos bûtø vienodo ilgio. Paieðka pradedama nuo medþio ðaknies, ir toliau tæsiama tame pomedyje, kurio reikðmiø intervale yra ieðkoma rakto reikðmë. Ji visada uþbaigiama ðakos lape. 2-3-4-medþio pavyzdys parodytas 11 pav.
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11 pav. Sakinio “SUBALANSUOTAS MEDIS” 2-3-4-medis 



	Áterpimo procedûra 2-3-4-medyje vykdoma taip: atliekame nesëkmingà paieðkà ir nustatome vietà, kur nauja virðûnë turi bûti áterpta. Jei tai 2- ar 3-virðûnë, tai prijungdami naujà sûnø jà pertvarkome á 3- ar 4-virðûnæ. Jei tai 4-virðûnë, jà skaidome á dvi 2-virðûnes ir prie vienos ið jø prijungiame naujà. Jei virðûnë, kurios sûnus buvo pastaroji 4-virðûnë, yra 2- arba 3-virðûnë, áterpimo procedûra baigta. Jei ði virðûnë savo ruoþtu buvo 4-virðûnë, jà irgi reikia skaidyti á dvi virðûnes. Ðis procesas kartojamas tol, kol naujai pertvarkoma virðûnë yra 4-virðûnë.

	Áterpimo operacijos metu 4-virðûnës yra skaidomos á dvi virðûnes. Jei skaidoma taip, kaip kà tik apraðyta, medþiø pertvarkymas vyksta ið apaèios á virðø, ir jie vadinami bottom-up 2-3-4-medþiais. Taèiau 4-virðûnes galima skaidyti paieðkos metu, kai tik jos aptinkamos einant medþio ðakomis ið virðaus á apaèià. Tada medþiai vadinami top-down 2-3-4-medþiais.

	Teiginys: Paieðkos metu 2-3-4-medyje, turinèiame N virðûniø, visada aptinkama ne daugiau lgN+1 virðûniø. Áterpimo metu tokiame medyje yra skaidoma ne daugiau kaip lgN+1 virðûnë blogiausiu atveju, ir tikëtina (tà teigia statistiniai testai), kad skaidoma maþiau negu 1 virðûnë vidutiniðkai.

	Panaðiai 2-3-4-medþiuose galima apibrëþti ir iðmetimo operacijà, tik vietoje virðûnës skaidymo á dvi, èia dvi virðûnës ið kuriø viena turi tik vienà sûnø, bus jungiamos á vienà. Ðios operacijos sudëtingumà vertins toks pat analogiðkas teiginys.

	Nors algoritmai 2-3-4-medþiams yra pilnai apibrëþti ir teoriniai jø vertinimai geresni negu dvejetainiø medþiø, bet jø programavimas yra sudëtingas, o programos, realizuotos tiesiogiai perraðant algoritmus, gali bûti labai lëtos, netgi lëtesnës negu dvejetainiams medþiams. Todël taikomosiose programose “tikrø” 2-3-4-medþiø pasitaiko ne taip daþnai. Vietoj jø naudojami arba 2-3-medþiai, arba raudoni-juodi medþiai.

	2-3-medþiai turi tokias savybes:



kiekviena vidinë virðûnë turi du arba tris sûnus;

kiekviena ðaka nuo ðaknies iki lapo yra vienodo ilgio (arba gali skirtis tik vienu lygmeniu).



	Áraðai 2-3-medyje, kaip ir 2-3-4-medyje, yra surûðiuoti ir talpinami lapuose. Lygiai taip, kaip ir anksèiau, apibrëþiamos 2-virðûnës ir 3-virðûnës, ir joms priskiriami áraðai. 2-3-medis, kurio ðakos yra ilgio k, turi ne maþiau kaip 2k-1 ir ne daugiau kaip 3k-1 lapø. Toks medis ið N elementø turës ne maþiau kaip 1+log3N lygiø ir ne daugiau kaip 1+log2N lygiø.



3.2.2. Áterpimo operacija 2-3-medþiuose



	Ðiame skyrelyje pateikiamos programos yra daugiau apraðomojo pobûdþio, bet jos gerai iliustruoja manipuliavimo su medþio virðûnëmis operacijas. Algoritmas, áterpiantis naujà sûnø vienai virðûnei, bûtø toks:



procedure insert1 (node:^twothreenode);

x:elementtype; { x is to be inserted into the subtree of node }

var pnew:^twothreenode; { pointer to new node created to right of node }

var low:real); { smallest element in the subtree pointed to by pnew }

begin

	pnew:=nil;

	if node is a leaf then begin

	if x is not the element at node then begin

		create new node pointed to by pnew;

		put x at the new node;

		low:=x.key

		end end

	else begin { node is an interior node }

		let w be the child of node to whose subtree x belongs;

		insert1 (w,x,pback,lowback);

		if pback<>nil then begin

		insert pointer pback among the children of node just

		to the right of w;

		if node has four children then begin

		create new node pointed to by pnew;

		give the new node the third and the fourth children of node;

		adjust lowofsecond and lowofthird in node and the new node;

		set low to be the lowest key among the children of the new node

		end end

	end

end; { insert1 } 



	Ta pati programa, perraðyta vietoje komentarø áterpiant Paskalio operatorius, atrodytø taip:



procedure insert1 (node:^twothreenode);

x: elementtype;

var pnew:^twothreenode; var low:real);

var pback:^twothreenode; lowback:real;

child:1..3; { indicates which child of node is followed in recursive call }

w:^twothreenode; { pointer to the child }

begin

	pnew:=nil;

	if node^.kind=leaf then begin

	if node^.element.key<>x then begin

		new(pnew,leaf);

		pnew^.element:=x;

		low:=x.key

		end end

		else begin { node is an interior node }

		if x.key<node^.lowofsecond then begin

			child:=1; w:=node^.firstchild end

	else if (node^.thirdchild=nil) or (x.key<node^.lowofthird) then begin

		child:=2; w:=node^.secondchild end

		else begin { x is in third subtree }

			child:=3; w:=node^.thirdchild end;

	insert1 (w,x,pback,lowback);

		if pback <>nil then

	if node^.thirdchild=nil then begin

			if child=2 then begin

			node^.thirdchild:=pback;

			node^.lowofthird:=lowback

			end

		else begin { child=1 }

			node^.thirdchild:=node^.secondchild;

			node^.lowofthird:=node^.lowofsecond;

			node^.secondchild:=pback;

			node^.lowofsecond:=lowback

			end

	else begin { node already had three children }

		new (pnew,interior);

		if child=3 then begin

			pnew^.firstchild:=node^.thirdchild;

			pnew^.secondchild:=pback;

			pnew^.thirdchild::=nil;

			pnew^.lowofsecond:=lowback;

			low:=node^.lowofthird;

			node^.thirdchild:=nil

			end

		else begin { child=<2; move third child of node to pnew }

			pnew^.secondchild:=node^.thirdchild;

			pnew^.lowofsecond:=node^.lowofthird;

			pnew^.thirdchild:=nil;

			node^.thirdchild:=nil end

		if child=2 then begin

		pnew^.firstchild:=pback;

		low:=lowback end

		if child=1 then begin

			pnew^.firstchild:=node^.secondchild;

			low:=node^.lowofsecond;

			node^.secondchild:=pback;

			node^.lowofsecond:=lowback end

		end

	end

end; { insert1 }



	Visa naujo elemento áterpimo á 2-3-medá programa atrodytø taip:



procedure insert (x:elementtype; var S: set);

var pback:^twothreenode; { pointer to new node returned by insert1 }

	lowback:real; { low value in subtree of pback }

	 saveS: set; { place to store a temporary copy of the pointer S }

begin

{ checks for S being empty or a single node should occur here, and an appropriate insertion procedure should be included }

	insert1 (S,x,pback,lowback);

	if pback<> nil then begin

	{ create new root; its children are now pointed to by S and pback }

		saveS:=S; new(S);

		S^.firstchild:=saveS;

		S^.secondchild:=pback;

		S^.lowofsecond:=lowback;

		S^.thirdchild:=nil;

	end

end; { insert }



3.2.3. Iðmetimo operacija 2-3-medþiuose



	Neformaliai uþraðyta programa, realizuojanti elemento iðmetimà ið vienos 2-3-medþio virðûnës, bûtø tokia:



function delete1 (node:^twothreenode; x:elementtype):boolean;

var onlyone:boolean; { to hold the value returned by a call to delete1 }

begin

	delete:=false;

	if the children of node are leaves then begin

	if x is among those leaves then begin

		remove x;

		shift children of node to the right of x one position left;

		if node now has one child then

		delete1:=true end

	end

	else begin { node is at level two or higher }

		determine which child of node could have x as a descendant;

		onlyone:=delete1 (w,x); { w stands for node^.firstchild,

		node^.secondchild, or node^.thirdchild, as appropriate }

	if onlyone then begin { fix children of node }

		if w is the first child of node then 

		if y, the second child of node, has three children then

		make the first child of y be the second child of w

		else begin { y has two children }

			make the child of w be the first child of y;

			remove w from among the children of node;

			if node now has one child then

			delete1:=true end

			if w is the second child of node then

			if y is the first child of node, has three children then

			make the third child of y be the first child of w

			else { y has two children }

			if z, the third child of node, exists and has three children then

			make first of z be the second child of w

			else begin { no other child of node has three children }

			make the child of w be the third child of y;

			remove w from among the children of node;

			if node now has one child then

			delete1:=true end;

			if w is the third child of node then

			if y, the second child of node, has three children then

			make thr third child of y be the second child of w

		else begin { y has two children }

		make the child of w be the third child of y;

		remove w from among the children of node

		end { note node surely has two children left in this case }

		end

	end

end; { delete1 }



3.2.4. Duomenø struktûros 2-3-medþiams



	Realizuojant algoritmus su medþiais, iðskiriamos dviejø tipø medþio virðûnës - vidinës ir iðorinës. Ðis iðskyrimas yra esminis, nes tokias virðûnes suvienodinus gaunami visiðkai kiti algoritmai. Jie bus nagrinëjami vëliau.

	Vidinëms ir iðorinëms virðûnëms realizuoti reikia naudoti skirtingas duomenø struktûras. Paskalio kalboje tai galima daryti naudojant case operatoriø. Virðûnæ galima apibrëþti taip:



type	elementtype = record

		key: real;

		{other fields as warranted}

		end;

	nodetypes = (leaf, interior);

	twothreenode = record

		case kind: nodetypes of leaf: (element: elementtype);

		interior: (firstchild, secondchild, thirdchild: ^twothreenode;

			lowofsecond, lowofthird: real)

		end;

set = ^twothreenode;



	Lygiai tokius pat programavimo principus galime taikyti ir 2-3-4-medþiams. Vidinës virðûnës gali turëti nuorodas á 2 ar 3 ar 4 sûnus. Iðorinës virðûnës yra elementaraus tipo ir nuorodø neturi. Aiðku, programos, realizuojanèios paieðkà 2-3-4-medyje, bus dar sudëtingesnës, bet manipuliavimo su jø virðûnëmis principai lieka tie patys.



3.2.5. Raudoni - juodi medþiai



	Be 2-3-medþiø, yra ir kitø bûdø palengvinti algoritmø, besiremianèiø 2-3-4-medþiais, realizavimà. Vienas ið jø - naudoti raudonus -juodus medþius. Ið esmës tai tie patys aukðèiau apraðyti dvejetainiai medþiai, tik kiekvienai jø virðûnei iðskiriamas papildomas bitas nuorodos ið virðûnës á jos sûnus spalvai, kuri gali bûti raudona ar juoda, saugoti. Pagrindinë mintis - vaizduoti 2-3-4-medþio 3-virðûnes ir 4-virðûnes kaip maþus dvejetainius medþius, sujungtus raudonomis briaunomis, tuo tarpu paties 2-3-4-medþio briaunos yra vaizduojamos juoda spalva. 4-virðûnæ atitiks trys dvejetainës virðûnës, sujungtos raudonomis jungtimis, o 3-virðûnæ atitiks dvi dvejetainës virðûnës, irgi sujungtos raudonai. Jø galima iðraiðka parodyta 12 pav. Jame raudona spalva paþymëta storesne linija. Programuojant kiekvienai virðûnei iðskiriamas papildomas bitas, rodantis jungties spalvà.
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12 pav. 3-virðûnës iðraiðka raudonu-juodu medþiu.



	3-virðûnë gali bûti iðreikðta nevienareikðmiðkai, vaizduojant raudonà nuorodà á sûnø, nukreiptà kairën ar deðinën. Todël tà patá 2-3-4-medá galima iðreikðti skirtingais raudonais-juodais medþiais. Jø þymëjimo suvienodinimas priklauso nuo konkreèiø algoritmo sàlygø. Raudoniems-juodiems medþiams galima formuluoti tam tikras jø struktûrines savybes:



raudonas-juodas medis neturi dviejø greta esanèiø vienoje ðakoje raudonø jungèiø;

visos ðakos turi vienodà kieká juodø jungèiø;

skirtingø ðakø ilgiai (skaièiuojant ir raudonas jungtis) gali skirtis ne daugiau kaip dvigubai (bet visø jø ilgis proporcingos logN).



	Aiðku, kad raudonø-juodø medþiø programavimo sudëtingumas yra toks pat kaip dvejetainiø, ir daug lengvesnis negu 2-3-4-medþiø. Raudoni-juodi medþiai turi ir kitø gerø savybiø. Pavyzdþiui., juose nesunku dëstyti ir programuoti pasikartojanèiø elementø reikðmes. Aiðku, kad bet kuris subalansuoto medþio algoritmas turi leisti pasikartojanèioms reikðmëms "kristi" á abi puses nuo virðûnës, kurios reikðmë irgi tokia pati. Ðiuo atveju paieðkos procedûrà reikia neþymiai modifikuoti, pritaikant jà apeiti visà nagrinëjamà pomedá, kaip tai buvo padaryta anksèiau procedûroje treeprint.

	Kita gera ðiø medþiø savybë yra ta, kad paieðkos paprastame dvejetainiame medyje procedûros gali bûti ádiegtos, ir beveik be modifikacijø. Jungèiø spalvà galima realizuoti, ávedant loginá kintamàjá, kuris bus "true", kai jungtis raudona, ir "false", kai jungtis juoda. Be to, paieðkos metu á jungties spalvà galima nekreipti dëmesio. Papildomos spalvos analizës reikia elementø áterpimo ar iðmetimo metu.

	Áterpimo operacijos "papildomos pastangos" irgi yra nedidelës. Jos reiðkia, kad vidiniame paieðkos cikle reikia tikrinti, ar abi nuorodos á sûnus yra raudonos (t.y. ar yra 4-virðûnë), o tam programoje reikia ásiminti prosenelio (gg), senelio (g) ir tëvo (p) nuorodas. Áterpimo procedûros programa bûtø tokia:



function rbtreeinsert(v: integer; x: link): link;

var gg,g,p:link;

begin

	p:=x; g:=x;

	repeat

	gg:=g; g:=p; p:=x;

	if v<x^.key then x:=x^.l else x:=x^.r;

	if x^.l^.red and x^.r^.red then x:=split(v,gg,g,p,x);

	until x=z;

	new(x); x^.key:=v; x^.l:=z; x^.r:=z;

	if v<p^.key then p^.l:=x else p^.r:=x;

	rbtreeinsert:=x;

	x:=split(v,gg,g,p,x);

end;



	Nuoroda gg (senelio nuoroda) reikalinga split operacijoje, bûtent, kai 2-virðûnës vienas ið sûnø yra 4-virðûnë, jos abi ir nauja virðûnë turi bûti transformuojamos á 3-virðûnæ ir du jos sûnus - á 2-virðûnes; kai 3-virðûnës vienas ið sûnø yra 4-virðûnë, jos abi ir nauja virðûnë transformuojamos á 4-virðûnæ ir du jos sûnus - á 2-virðûnes. Raudoniems-juodiems medþiams taip iðreikðta skaidymo operacija reiðkia, kad reikia pakeisti nuorodø spalvà - dviejø sûnø raudonas jungtis reikia padaryti juodomis, o jø tëvo jungtá su seneliu padaryti raudona, kaip parodyta 13 pav.
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13 pav. Spalvø transformacija raudonuose-juoduose medþiuose.



	13 pav. matome, kad po virðûniø skaidymo raudonø-juodø medþiø vienoje ðakoje gali susidaryti viena po kitos einanèios dvi raudonos jungtys - struktûriniu poþiûriu neleistina situacija. Tai reiðkia, kad reikia papildomø veiksmø su virðûnëmis. Analizë rodo, kad taip gali atsitikti dël “neteisingos” sûnø orientacijos - 4-virðûnë yra kairysis ar vidurinis (o ne deðinysis, kaip pirmuose dviejuose pavyzdþiuose) sûnus. Aiðku, kad virðûnes reikia perorientuoti.

	Raudonø-juodø medþiø atveju ðitoká perorientavimà galima suformuluoti kaip gan paprastai iðreiðkiamà sukimo operacija (rotate). Bûtent turi bûti keièiamos vietomis trys jungtys: tëvo kairioji jungtis nukreipiama á jo kairiojo sûnaus deðiná anûkà, kairiojo sûnaus jungtis pertvarko tëvà á deðiná sûnø, o senelio deðinioji jungtis nukreipiama á kairájá sûnø. Be to, dviejø jungèiø spalvos sukeièiamos tarpusavyje.

	Ði paprasta sukimo operacija gali bûti apibrëþta ne tik raudonam-juodam, bet ir bet kuriam dvejetainiam medþiui. Savo ruoþtu ji buvo panaudota keliems subalansuotø medþiø algoritmams. Operacija rotate iðsaugo paieðkos medþio esmæ ir lokaliai keièia tik tris virðûnes. Taèiau svarbu paþymëti, kad ði operacija neturi tendencijos gerinti medþio balansà, nes virðûnës, kuri po sukimo tampa deðiniuoju sûnumi, sûnûs paþemëja vienu lygiu.

	Atliekant rotate operacijà, modifikuojama medþio struktûra, todël tai reikia daryti atsargiai. Tinkamas pavyzdys yra pateikiama programa, kai virðûnës v tëvas yra virðûnë y:



function rotate(v: integer; y: link): link;

var c,gc: link;

begin

	if v<y^.key then c:=y^.l else c:=y^.r;

	if v<c^.key

		then begin gc:=c^.l; c^.l:=gc^.r; gc^.r:=c end

		else begin gc:=c^.r; c^.r:=gc^.l; gc^.l:=c end;

	if v<y^.key then y^.l:=gc else y^.r:=gc;

	rotate:=gc

end;



	Atskirai verta pateikti procedûros split programà, kuri taip pat iliustruoja, kaip reikia ásiminti jungtis:



function split(v: integer; gg,g,p,x: link): link;

begin

	x^.red:=true; x^.l^.red:=false; x^.r^.red:=false;

	if p^.red then begin

		g^.red:=true;

		if (v<g^.key)<>(v<p^.key) then p:=rotate(v,g);

		x:=rotate(v,gg); x^.red:=false 

		end;

	head^.r^.red:=false;

	split:=x

end;



	Tai turi átakos raudono-juodo medþio inicializacijos procedûrai:



type link=^node;

	node=record key, info:integer; l,r:link; red: boolean  end;

var head,z:link;

procedure rbtreeinitialize;

begin

	new(z); z^.l:=z; z^.r:=z; z^.red:=false;

	new(head); head^.key:=0; head^.r:=z;

end;



	Sujungus ðiø programø tekstus á vientisà, gaunamas efektyvus pakankamai paprastas algoritmas, áterpiantis virðûnæ á dvejetainá medá ir garantuojantis, kad paieðkai ir áterpimams bus naudojamas logaritminis lyginimø kiekis:



vienai paieðkai raudoname-juodame medyje reikia apie lgN lyginimø;

vienam áterpimui vidutiniðkai reikia maþiau negu vieno sukimo.



	Raudoni-juodi medþiai vertingi ir tuo, kad jie efektyviai dirba ir blogiausiu atveju. Paieðkai raudoname-juodame medyje blogiausiu atveju reikia maþiau negu 2lgN+2 lyginimø, o áterpimo operacijai - ketvirtadaliu maþiau sukimø negu lyginimø. Vadinasi, turint apie pusæ milijono áraðø, 2-3-4-medþio (arba raudono-juodo medþio) aukðtis bus ne didesnis uþ 20 lygiø.



3.3 Dëstymo lentelës



	Dëstymo lentelës, dar kartais vadinamos iðdëstymo funkcijomis (angliðkai hashing) atstovauja visiðkai kitokiais principais pagrástiems paieðkos algoritmams. Tai metodai, kurie raðo áraðus tiesiogiai á lenteles (masyvus), adresus áraðams skaièiuodami áraðø reikðmiø pagrindu (atlikdami su áraðø reikðmëmis aritmetines operacijas). Tarkime, jei þinoma, kad rakto reikðmës yra skirtingos ir keièiasi nuo 1 iki N, tai áraðà, atitinkantá rakto reikðmæ i, reikia raðyti á matricos ar lentelës i-àjà vietà, tokiu bûdu naudojant tiesioginio iðrinkimo metodà. Iðdëstymo lenteliø algoritmai kuriami apibendrinant ðá trivialø metodà.

	Paieðkos operacijos iðdëstymo lentelëse atliekamos paprastai: elementui, kurá norima rasti, pagal hash funkcija skaièiuojamas adresas lentelëje ir lyginami tuo adresu esantys vienas ar keli elementai. Áterpimo operacija vykdoma irgi taip pat: elementui, kurá reikia áterpti, skaièiuojamas adresas ir tuo adresu elementas raðomas á lentelæ. Panaái ir iðmetimo operacija.

	Iðdëstymo lenteliø algoritmai paprastai susideda ið dviejø daliø. Pirmas þingsnis - tai adreso lentelëje skaièiavimas (hash funkcijos reikðmës skaièiavimas). Jei tokia funkcija parinkta idealiai, tai kiekvienam áraðui skaièiuojamas vienintelis galimas adresas, tada kiekvienas áraðas turi vienà ir tik vienà vietà lentelëje, ir algoritmà galima tobulinti nebent tik trumpinant funkcijos reikðmiø skaièiavimo laikà. Taèiau tokiø hash funkcijø beveik neegzistuoja, todël paprastai reikalingas papildomas þingsnis: kolizijø iðskyrimas, t.y. kai keliems áraðams skaièiuojama ta pati vieta lentelëje (tas pats adresas), reikia nuspræsti, kaip iðskirti áraðus. Tada yra galimos skirtingos kolizijø iðskyrimo strategijos, t.y. skirtingi algoritmai.

	Iðdëstymo funkcijø algoritmai priklauso informatikos klasikai. Tokiø funkcijø ir algoritmø yra pasiûlyta daug, ir jie detaliai iðtirti. Iðdëstymo funkcijoms yra þinoma daug rekomendacijø, kurios ágalina efektyviai iðnaudoti norimà ar turimà laiko ir atminties santyká ir já balansuoti.



3.3.1. Iðdëstymo funkcijos



	Dëstymo lenteliø algoritmams pirmiausia reikia funkcijos, kuri transformuotø rakto reikðmes (simboliø sekas, ar skaièius, ar kitokius duomenis) á lentelës adresus. Galima tarti, kad tai yra skaièiai, iðsidëstæ intervale [1 ... M]; èia M reikðmë parenkama praktiniais sumetimais (pvz., kiek turima atminties). Funkcija beveik visad yra aritmetinë. Ideali hash funkcija yra tokia, kurios reikðmes galima lengvai ir greitai skaièiuoti ir kuri visas galimas reikðmes “paskirsto” tolygiai, t.y. bet kuri gaunama reikðmë vienodai tikëtina. Tokiø funkcijø parinkimo problemos labai panaðios á atsitiktiniø skaièiø generatoriø sudarymà.

	Skaièiuojant tokiø funkcijø reikðmes, pirmiausia reikia áraðà ar raktà interpretuoti kaip skaièiø. Daþniausiai tokiu atveju rakto dvejetainë iðraiðka (dvejetainë eilë, kai kiekvienas simbolis pakeièiamas atitinkanèiu dvejetainiu kodu) yra skaitoma kaip dvejetainis sveikas skaièius be þenklo. Po to ðá skaièiø (jei jis neperdaug ilgas) verèiant adresu, yra naudojama (daþniausiai) mod funkcija. Adresà skaièiuojanti iðdëstymo funkcija uþraðoma taip: h(k) = k mod M. Norint patenkinti tolydumo reikalavimà, M turi bûti pirminis skaièius.

	Kai dvejetainë eilë ilga, jà pateikti kompiuteriui kaip skaièiø - kintamojo reikðmæ - yra sudëtinga. Tokiu atveju naudojami kitokie metodai, pvz., ilga dvejetainë seka interpretuojama kaip kokios nors pozicinës skaièiavimo sistemos (32-ainës) skaièius, o adreso reikðmëms skaièiuoti taikomas Hornerio metodas:



h:=key[1];

for j:=2 to keysize do

	h:= (h * 32) + key[j]) mod M;



	Iðdëstymo funkcijos detaliai apraðytos D. Knuto [12] knygos 3-me tome. Sudëtingesnës funkcijos, ádomios ir matematikos, ne tik informatikos poþiûriu, apraðytos [11] knygoje.



3.3.2. Atskirti sàraðai.



	Iðdëstymo funkcijos tà patá adresà gali priskirti keliems áraðams. Todël bûtina iðspræsti tokio pobûdþio kolizijas. Atskirtø sàraðø algoritmas teigia, kad kiekvienà áraðø, turinèiø tà patá adresà, grupæ reikia formuoti kaip atskirà tiesiná sàraðà. Vadinasi yra M sàraðø, o hash funkcijos adresai yra ne kas kita, kaip nuorodos á kaþkurio sàraðo pradþià. Kartais sàraðo elementus naudinga laikyti surûðiuotus. Programuojant ðá algoritmà, reikia naudoti nuorodø masyvà. Programa ðiam metodui atrodytø taip:



type link= ^node;

	node= record key.info: integer; next: link end;

var heads: array[0..M] of link; t,z:link;

procedure initialize;

var i:integer;

begin

	new(z); z^.next:=z;

	for i:=0 to M-1 do

	begin new(heads[1]); heads[i]^.next:=z end;

end;



	Algoritmo savybës. Naudojamø lyginimø skaièius yra lygus nuoseklios paieðkos lyginimø skaièiui, padalytam ið M. Kompiuteris naudoja papildomà atmintá M nuorodoms saugoti.

	Nuorodø masyvo galima bûtø iðvengti, jei funkcija nuorodas formuotø tiesiogiai á pirmà reikiamo sàraðo elementà. Taèiau tai komplikuoja algoritmo programavimà.



3.3.3. Atviro adresavimo dëstymo metodai



	Dëstymo metodus naudoja kompiliatoriai, ypaè sudarydami simboliø lenteles. Ðiuo atveju atminties yra pakankamai, todël lenteliø dydis didesnis uþ elementø kieká. Dëstymo metodai tokiu atveju vadinami atviro adresavimo metodais. Taèiau hash funkcijø skaièiuojami adresai skirtingiems áraðams vis dëlto gali sutapti, todël algoritmai turi nagrinëti ir kolizijø atvejus. Èia bus iðdëstyti du tokie algoritmai: tiesinio dëstymo (linear probing) ir dvigubo dëstymo (double hashing).



Tiesinis dëstymas. Tiesinio dëstymo algoritmas, paskaièiavæs elemento adresà, tikrina, ar jau tokiu adresu nurodyta vieta yra uþimta, ir jei taip - nuosekliai vienà po kitos tikrina kitas pozicijas tol, kol suranda laisvà vietà. Áterpimo operacijos metu naujas elementas raðomas á ðià vietà, o paieðkos operacija uþbaigiama. Ðiame algoritme galimi keli skirtingi lyginimai: galima lyginti raktus arba hash funkcijos reikðmes raktams (priklausomai nuo taikymo). Programa, realizuojanti algoritmo operacijas, bûtø tokia:



procedure hashinitialize;

var i:integer;

begin

	for i:=0 to M do a[1].key:=maxint;

end;

function hashinsert(v: integer): integer;

var x:integer;

begin

	x:=h(v);

	while a[x].key<>maxint do x:=(x+1) mod M;

	a[x].key:=v;

	hashinsert:=x;

end;



	Savybë. Remiantis statistiniais vertinimais, galima teigti, kad tiesinis dëstymas naudoja vidutiniðkai maþiau negu penkis nuoseklius perrinkimus, kai lentelë uþpildyta daugiau negu dviem treèdaliais.



Dvigubas dëstymas. Tiesinio dëstymo algoritmas gali dirbti labai lëtai, jei lentelë bûna beveik uþpildyta. Tada vietoje jo tikslinga naudoti kità algoritmà. Vienas ið tokiø yra dvigubo dëstymo algoritmas. Jame siûloma pakeisti vietø lentelëje perrinkimo strategijà - vietoje tiesinio perrinkimo naudoti kintamo þingsnio perrinkimà. Kitaip naudojama hash funkcija: po to, kai apskaièiuojamas rakto adresas ir, jei ta vieta uþimta, reikia pereiti prie kito elemento, tikslinga naudoti kintamà þingsná: x:= (x + u) mod M. Kad algoritmas sëkmingai veiktø, þingsnis u ir skaièius M turi bûti tarpusavyje pirminiai. Be to, u gali priklausyti nuo rakto x reikðmës.

	Todël daþniausiai tokiu atveju apibrëþiama nauja (antra) iðdëstymo funkcija. Pavyzdþiui, ji gali bûti tokia: h2(k) = (M - 2 - k) mod (M-2). Ávairiose dvigubo dëstymo algoritmo modifikacijose pasiûlyta ir daugiau tokiø funkcijø [11]. Kaip ir anksèiau, skaièiai M ir M-2 turi bûti pirminiai.

	Empirinë savybë. Dvigubas dëstymas laisvos vietos paieðkoje paprastai reikalauja maþiau bandymø negu tiesinis dëstymas.

	Dëstymo algoritmø srityje yra atlikta daug tyrimø ir pasiûlyta daug funkcijø, kurios daþniausiai testuotos ir ávertintos empiriðkai. Matematinë tokiø funkcijø analizë ir vertinimai surinkti [13 knygoje, jie yra gan sudëtingi.



3.4 Skaitmeninë paieðka



	Paieðkos ar kokiø nors kitø operacijø tikslams daþnai galima panaudoti raktø ar áraðø reikðmiø dvejetainæ (skaitmeninæ) iðraiðkà (o ne áraðø reikðmes), kurià ðie áraðai turi kompiuterio atmintyje. Áraðø iðraiðkø bitai gali bûti analizuojami ar lyginami tarpusavyje, ðiø lyginimø pagrindu daromos iðvados, tokios pat kaip ir anksèiau nagrinëtais paieðkos algoritmø atvejais. Tokie algoritmai vadinami skaitmeninës paieðkos (radix-searching) algoritmais. Juos patogu naudoti tada, kai su dvejetainëmis áraðø iðraiðkomis lengva manipuliuoti, ir kai jos vienokia ar kitokia prasme pakeièia áraðø reikðmes. 



3.4.1. Skaitmeniniai paieðkos medþiai



	Tai paprasèiausias skaitmeninës paieðkos algoritmas, labai panaðus á dvejetainës paieðkos medá. Jø skirtumas tas, kad pereinant ið vienos virðûnës á kità yra lyginamos ne raktø (virðûniø) reikðmës, bet ðiø reikðmiø dvejetainiø iðraiðkø bitai. Pereinant nuo medþio ðaknies á jos sûnus, lyginamas 1-as bitas, ið ðiø sûnø á jø sûnus - 2-as bitas ir t.t., iki tol, kol nebus pasiektas lapas (ðakos pabaiga). Jei bito reikðmë lygi nuliui, pereinama á kairájá sûnø, jei vienetui - á deðiná sûnø. Raðant ðio algoritmo programà, tikslinga apibrëþti funkcijà, kuri ið tam tikrø raktø reikðmiø iðskirtø reikalingus bitus: bits(x, k, j) - ið reikðmës x iðkiria j bitø, pradedant nuo k-ojo bito. Algoritmo programos tekstas tada bûtø toks:



function digitalsearch (v: integer; x: link): link;

var b:integer;

begin

	z^.key:=v; b:=maxb;

	repeat

		if bits(v,b,1)=0 then x:=x^.l else x:=x^.r;

		b:=b-1;

	until v=x^.key;

	digitalsearch:=x

end;



	Duomenø struktûros, naudojamos ðiame algoritme, yra tokios pat kaip ir dvejetainiø medþiø. Sutampanèios raktø reikðmës skaitmeninëje paieðkoje (kaip ir skaitmeniniame rûðiavime) sudaro esminá kliuviná. Todël ðiame skyriuje bus nagrinëjami tik tie atvejai, kai visø raktø reikðmës yra skirtingos.

	Skaitmeninës paieðkos áterpimo procedûra irgi yra tik lengva dvejetainio paieðkos medþio modifikacija:



function digitalinsert (v: integer; x: link): link;

var p: link; b: integer;

begin

	b:=maxb;

	repeat

		p:=x;

		if bits(v,b,1)=0 then x:=x^.l else x:=x^.r;

		b:=b-1;

	until x=z;

	new(x); x^.key:=v; x^.l:=z; x^.r:=z;

	if bits(v,b+1,1)=0 then p^.l:=x else p^.r:=x;

	digitalinsert:=x

end;



	Algoritmo sudëtingumas: Paieðkai ar áterpimui skaitmeniniame paieðkos medyje, kurá sudaro b bitø ilgio N virðûniø, reikia vidutiniðkai apie lgN lyginimø (ir b lyginimø blogiausiu atveju).



3.4.2. Skaitmeniniai paieðkos indeksai



	Skaitmeniniuose paieðkos medþiuose elementø reikðmës, nors ir dvejetainës, yra saugomos (ir lyginamos, ar apdorojamos, t.y. ið jø iðskiriami bitai ar jø grupës) virðûnëse. Jei ðios reikðmës yra ilgos, jos gali labai sumaþinti algoritmo efektyvumà.

	Ðiame skyrelyje bus aptariami algoritmai, kurie iðnaudoja skaitmeniniø paieðkos medþiø privalumus, bet ágalina elemento reikðmæ paieðkos operacijoje lyginti tik vienà kartà. Idëja paimta ið gyvenimo: telefonø knygoje puslapiø virðuje raðomos pirmos pavardþiø raidës, bet ne pilnos pavardës. Todël paieðka joje atliekama ieðkant pirmos reikalingo þodþio raidës, o tik po to viso þodþio. Plëtojant ðià idëjà, 1960-ais metais E. Fredkin pasiûlë tokios paieðkos duomenø struktûrà ir algoritmà [12]. Ði struktûra þinoma "trie" vardu (nuo þodþiø tree ir retrieval). Jos esmë yra tokia: M-ariniame medyje skiriamos vidinës ir iðorinës virðûnës, prie kiekvienos vidinës virðûnës raðomas (M-1)-matis vektorius (skaitmeninis ar simbolinis), kurio reikðmës indeksuoja jungtis ir nurodo, kuria ið jø reikia eiti toliau. Elementø reikðmës raðomos iðorinëse virðûnëse (kurios yra medþio lapai). Dvejetainëje trie struktûroje vidinëse medþio virðûnëse yra raðomi nuliai ar vienetai (bitai), o virðûniø numeriai atitinka bito pozicijà áraðo dvejetainëje iðraiðkoje. Pavyzdþiui, norint rasti elementus, kurie treèio bito pozicijoje turi reikðmæ, lygià vienetui, reikia ið treèios virðûnës pereiti á deðiná sûnø ir taip tæsti toliau. Ði struktûra lietuviðkai bus vadinama “skaitmeniniais paieðkos indeksais” (iki ðiol lietuviø kalboje nusistovëjusio termino nëra). Trie struktûros ávairios realizacijos, modifikacijos ir analizë pateikta [12] knygoje.

	Skaitmeniniai paieðkos indeksai nepriklauso nuo elementø áterpimo tvarkos - tiems patiems duomenims gaunamas tas pats medis nepriklausomai nuo to, kokia tvarka elementai buvo átraukti. Áterpimo operacijos metu reikia atlikti nesëkmingà paieðkà ir prie vidinës virðûnës prijungti iðorinæ, kartu pakeièiant jà atitinkantá indeksà. Trie struktûros pavyzdys pateiktas 14 pav.
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14 pav. Trie struktûra raidþiø penkiø bitø kodams.



	Programuoti trie struktûrà nëra paprasta, nes ji reikalauja specialiø operacijø su bitø ar panaðiø simboliø indeksais. Knygose [1, 12] aptarta daug programavimo ir programø optimizavimo metodø. Ði struktûra yra geras algoritmo, kurá verta programuoti þemo lygio programavimo kalba, pavyzdys.

	Algoritmø sudëtingumas. Skaitmeninës paieðkos indeksø struktûra turi vidutiniðkai apie N/lgN (t.y. apie 1,44N) vidiniø virðûniø.

	Viena ið trie struktûros problemø - galimi skirtingi paieðkos medþio ðakø ilgiai. Ji gali bûti sprendþiama arba dvejetainá medá pertvarkant á M-ariná, arba trumpinant ðakas, kuriose yra daug ilgø vienodø indeksø.



3.4.3. Daugybiniai skaitmeniniai paieðkos indeksai



	Struktûros, kurios vadinamos daugybiniais skaitmeniniais paieðkos indeksais, siûlo pereinant nuo vienos virðûnës prie kitos naudoti keliø bitø sekas (pvz., b ilgio) ir sudaryti M-arinius medþius (M=2b). Ðis metodas tinkamas tuo atveju, kai yra daug elementø, kuriø dvejetainëje iðraiðkoje tam tikros bitø sekos kartojasi. M-arinis medis bus ðiuo atveju labiau subalansuotas ir jo ðakos trumpesnës (ðakø ilgis bus logMN). Vadinasi ir paieðka bus vykdoma greièiau. Tokio daugybinio medþio pavyzdys pateiktas 15 pav.
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15 pav. Keturiø lygiø trie struktûra raidþiø kodams.



	Ðis metodas labai efektyvus, kai turima daug raktø ir jø reikðmiø - matuojamø tûkstanèiais. Kita vertus, ðioje struktûroje yra paslëpta galimybë uþterðti atmintá, nes gali bûti daug neiðnaudotø jungèiø.



3.4.4. Patricia algoritmas



	Skaitmeninës paieðkos medþiai turi dvi savybes, kurios potencialiai trukdo efektyviam algoritmo veikimui ir jo realizacijai:



potenciali ir daþnai pasitaikanti galimybë turëti daug neiðnaudotø jungèiø;

paieðkos medþio virðûnës turi bûti dviejø skirtingø tipø.



	Ðios neigiamos savybës yra eliminuotos D. R. Morrison'o pasiûlytame Patricia algoritme. Jame sudaromas medis ið N virðûniø (kiekvienam elementui po virðûnæ), o kiekvienai virðûnei priskiriama informacijà leidþia naudoti tik vienà pilnà elementø lyginimà per vienà paieðkos operacijà.

	Neiðnaudotos jungtys eliminuojamos paprastai - kiekvienai virðûnei priskiriamas papildomas indeksas - bito numeris, kurá reikia lyginti norint nuspræsti, kuria ðaka toliau eiti. Elementø reikðmës saugomos virðûnëse, todël iðnyksta skirtumas tarp vidiniø ir iðoriniø virðûniø. Kiekviena virðûnë turi dvi jungtis, ið kuriø kiekviena gali bûti nukreipta ne tik á sûnus, bet ir á paèià virðûnæ ar á kurià nors aukðtesnio lygio virðûnæ.

	Kad bûtø vaizdþiau, verta iðnagrinëti pavyzdá. Tarkime, turime tokias raides ir jø dvejetainius kodus:
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	Nuosekliai, tokia tvarka, kaip iðdëstyti elementai lentelëje, áterpiant virðûnes á Patricia medá gaunama 16 pav. pavaizduota struktûra.
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16 pav. Patricia medis raidþiø penkiø bitø kodams.





	Patricia medyje paieðka vykdoma taip: jei reikia rasti, tarkime, elementà X, yra skaitoma jo dvejetainio kodo pozicija, kuri paþymëta ties ðaknine virðûne, ir tokiu bûdu nusprendþiama, ar eiti á kairájá ar á deðinájá sûnø. Ði operacija kartojama tol, kol prieinama nuoroda, nukreipta arba á tà paèià virðûnæ, arba á aukðèiau esanèià virðûnæ. Tada yra lyginamos ieðkomo elemento X ir nurodytos virðûnës reikðmës ir paieðka uþbaigiama. Jei reikðmës sutapo, paieðka sëkminga, jei ne - nesëkminga. Reikia pastebëti, kad bûtent Patricia medþio konstrukcija atspindi specifinius skirtumus tarp elementø. Pavyzdþiui., elemento S kodas yra toks, kad dvejetainis posekis 10*11 tarp kitø elementø nëra sutinkamas. Ðis skirtumas ir yra prieþastis, kodël ið apaèios á virðø nuoroda (ið artimiausio elementui S elemento R) buvo nukreipta á elementà S.

	Áterpimo operacija yra sudëtingesnë, jos realizacijoje reikia skirti du atvejus, kai virðûnë áterpiama medþio ðakoje (vidinë virðûnë) ir kai lape (iðorinë virðûnë). Tokios paieðkos ir áterpimo operacijø programos galëtø bûti tokios:



type link=^node;

node = record key. info, b: integer; l,r: link end;

var head,z: link;

function patriciasearch(v:integer; x:link):link;

var p:link;

begin

	repeat

	p:=x;

	if bits(v,x^.b,1)=0 then x:=x^.l else x:=x^.r;

	until p^.b=<x^.b;

	patriciasearch:=x

end;



function patriciainsert(v:integer; x: link): link;

label 0;

var t,p:link; i:integer;

begin

	t:=patriciasearch(v,x);

	if v=t^.key then goto 0;

	i:=maxb;

	while bits(v,i,1)=bits(t^.key,i,1) do i:=i-1;

	repeat

		p:=x;

		if bits(v,x^.b,1)=0 then x:=x^.l else x:=x^.r;

	until (x^.b=<i) or (p^.b=<x^.b);

	new(t); t^.key:=v; t^.b:=i;

	if bits(v,t^.b,1)=0

		then begin t^.l:=t; t^.r:=x end

		else begin t^.r:=t; t^.l:=x end;

	if bits(v,p^.b,1)=0 then p^.l:=t else p^.r:=t;

	0:patriciainsert:=t

end;



	Algoritmo sudëtingumas. Patricia medis, sudarytas ið atsitiktiniø b bitø ilgio N elementø, turi N virðûniø ir paieðkos operacijai vidutiniðkai naudoja lgN lyginimø.



3.5 Iðorinë paieðka



	Praktiðkai daþnai reikia ieðkoti duomenø dideliuose failuose, kurie laikomi iðorinëje atmintyje. Kaip ir iðorinio rûðiavimo atveju, tokia paieðka vadinama iðorine. Nagrinëjami algoritmai bus pritaikyti darbui antrinëje, t.y. diskinëje atmintyje. Ðià atmintá galima ðiek tiek formalizuoti, skirtingai negu tretinæ atmintá, kurioje gausu labai ávairiø ir skirtingø techniniø sprendimø, daranèiø átakà algoritmø darbui.

	Paieðka yra viena ið labai daþnø ir fundamentaliø operacijø su diskiniais árenginiais. Nors diskiniø árenginiø konstrukcijos skiriasi, visoms joms galima naudoti tam tikrà modelá. Tà daryti verèia ir manipuliacijø su duomenimis pobûdis - operacijø metu reikia pakeisti, áterpti, iðmesti ar rasti kelis bitus ar baitus labai dideliuose failuose. Failai paprastai yra raðomi taip, kad iðnaudotø visas technines diskiniø árenginiø charakteristikas ir iðrinktø duomenis kuo greièiau. Todël labai sudëtinga rasti objektyvius kriterijus, kurie pagelbëtø vertinant paieðkos metodø efektyvumà ávairiuose taikymuose, nes labai daug kas priklauso nuo techninës ir programinës árangos. Formalus diskiniø árenginiø modelis padeda vaizdþiai ir matematiðkai grieðtai pateikti iðorinës paieðkos algoritmus. Ðie, skirtingai nuo iðorinio rûðiavimo, nelabai skiriasi nuo vidinës paieðkos algoritmø, tik yra labiau pritaikyti dinaminei duomenø dëstymo situacijai.

	Nagrinëjami iðorinës paieðkos metodai yra naudojami ir naudingi ne tik failams ar jø sistemoms, bet ir duomenø bazëms. Taèiau duomenø bazës turi labai didelæ inercijà, t.y. kai koks nors algoritmas jose yra ádiegtas, visà manipuliavimo su duomenimis struktûrà labai sunku pakeisti. Paprastai ádiegti algoritmai gyvuoja tol, kol gyvuoja duomenø baziø taikymas. Nauji, dinamiðki paieðkos metodai diegiami tik kartu su naujomis duomenø bazëmis.

	Diskinës atminties modelyje atmintis skirstoma á atskiras sekcijas, vadinamuosius puslapius. Kiekvienas diskas turi po fiksuotà kieká puslapiø (nagrinëjamuose algoritmuose - po tris). Á puslapá galima raðyti fiksuotà kieká áraðø (nagrinëjamuose algoritmuose - po keturis), kurie puslapio viduje iðrenkami nuosekliai. Skaitymo-raðymo (input/output - I/O) operacijos reikalauja daug daugiau laiko negu visos kitos kompiuterio operacijos. Skaitymo-raðymo operacijos metu visas puslapis perkeliamas á vidinæ atmintá (arba atvirkðèiai).



3.5.1. Indeksinë-nuosekli paieðka



	Paprasèiausias nuoseklios paieðkos algoritmas gali bûti pritaikytas ir paieðkai diskinëje atmintyje. Tokiu atveju áraðus reikia dëstyti nuosekliai didëjimo tvarka disko puslapiuose. Tada paieðka atliekama kreipiantis á kiekvienà puslapá ir nuskaitant jo turiná á atmintá. Algoritmas dirbs tol, kol bus sutiktas áraðas, didesnis uþ ieðkomà, ir jo veikimo laikas bus tiesiogiai proporcingas nuskaitytø puslapiø skaièiui.

	Nuoseklios paieðkos algoritmà galima akivaizdþiai patobulinti. Diske esantiems puslapiams galima sukurti rodyklæ (angliðkai index), kurioje nurodoma, kokia áraðo reikðme prasideda ar baigiasi kiekvienas puslapis. Rodyklei skiriamas atskiras puslapis. Paieðka ðioje struktûroje yra daug greitesnë: norint rasti reikiamà áraðà, yra nuskaitomas rodyklës puslapis ir po to - tas puslapis, kuriame gali bûti ieðkomasis áraðas. Ðitai paieðkai paprastai reikia dviejø I/O operacijø. Jei yra keli diskai, galima dar kurti rodykliø rodyklæ (master index), kurioje raðomi áraðø reikðmiø, esanèiø kiekviename diske diapazonai. Paprastai tokia rodyklë yra maþa ir paieðkos metu jà galima laikyti vidinëje atmintyje. Ðitokia duomenø struktûra vadinama indeksiniu-nuosekliu failu ar paieðka, jos pavyzdys pateiktas 17 pav. Ji labai tinka greitai duomenø paieðkai, bet jos áraðø áterpimo ar iðmetimo operacijà vykdo labai ilgai, nes gali tokiu atveju prireikti pakeisti visø disko ar diskø puslapiø turiná.
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17 pav. Indeksinë-nuosekli struktûra diskuose.



	Algoritmo sudëtingumas: Paieðkos operacija indeksiniame-nuosekliame faile vyksta pastoviu laiku, taèiau áterpimo ar iðmetimo operacijos gali pareikalauti pertvarkyti visà failà (t.y. eksponentiniu laiku).



3.5.2. B-medþiai



	Kai duomenys kokioje nors aibëje keièiasi dinamiðkai, t.y. kai paieðkos, áterpimo ar iðmetimo operacijos yra vienodai tikëtinos, geriausia naudoti vienodo (ir maþiausio galimo) sudëtingumo struktûras. Viena ið tokiø tinkamø struktûrø - subalansuoti medþiai. Iðorinës paieðkos atveju medþiai paprastai susieja disko ar diskø puslapius ir todël I/O operacijø atþvilgiu turi bûti optimizuoti, t.y. jie turi bûti gan ðakoti. Algoritmai, kurie èia naudojami, gali apibendrinti (ar pritaikyti) 2-3-4-medþius. Medþiø virðûnës gali turëti priskirtas ið tam tikro intervalo (nuo 1 iki M-1) reikðmes, t.y. gali turëti nuo 2 iki M nuorodø. Nuorodos gali bûti nukreiptos á puslapius, kuriuose áraðyti tame intervale esantys áraðai (teisingiau á puslapá, kuriame prasideda áraðai). Ðitokia struktûra yra vadinama B-medþiais, jà 1972-ais metais pasiûlë autoriai R. Bayer ir McCreight [2]. Jos pavyzdys pateiktas 18 pav.
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18 pav. Sakinio “SUBALANSUOTAS MEDIS” (þr. 11 pav.) B-medis diske.



	Paieðkos, áterpimo ar iðmetimo operacijos ðioje struktûroje atliekamos kaip ir 2-3-4-medþiuose. Formaliai B-medþiuose yra dviejø tipø virðûnës: vidinës ir iðorinës. Taèiau jø realizacija panaikina ðá skirtumà. Jei medis yra maþas, jo visos vidinës virðûnës gali tilpti vidinëje atmintyje ir joms galima taikyti vienà ið anksèiau nagrinëtø struktûrø. Ðio atveju nuorodos á iðorines virðûnes bus diskø ir jø puslapiø adresai. Jei medis didelis ir vidinëje atmintyje netelpa, kiekvienai vidinei virðûnei (iðskyrus medþio ðakná) galima priskirti atskirà puslapá, turintá savà struktûrà (18 pav.). Áraðø adresavimas bus kompleksinis: disko numeris ir puslapio numeris. Saugant diske virðûnes, joms skirtuose puslapiuose yra saugomi ir visi jungtims reikalingi adresai, taèiau puslapiuose, sauganèiuose áraðus, jungèiø saugoti nereikia. Medþio ðakná verta laikyti vidinëje atmintyje, nes pradedant paieðkà visad reikia formuoti reikalingus adresus. Aiðku, B-medþio atminties kiekis priklauso nuo puslapiø, áraðø dydþio ir nuorodø kiekio.

	B-medþiø áterpimo ir iðmetimo operacijos, kai vienà virðûnæ reikia skaidyti á dvi ar dvi virðûnes sujungti á vienà, formaliai yra tokios pat, kaip ir 2-3-4-medþiuose. Taèiau skiriasi jø realizacija. Pagrindiná dëmesá reikia sutelkti ne á struktûros elementø keitimà, o á tai, kad reikia minimizuoti operacijø su puslapiais skaièiø.

	Algoritmo sudëtingumas. Paieðkos, áterpimo ar iðmetimo operacijoms B-medyje, turinèiame N elementø ir M jungèiø, reikia logM/2N disko I/O operacijø. Praktiðkai, kai skaièius M yra pakankamai didelis, tam reikia pastovaus laiko. Virðûniø skaièius, reikalingas tokiam medþiui, gali bûti ávertintas apytikriai 1,44N/M.

	B-medis iðsiskiria dar keliomis savybëmis, kurias galima iðnaudoti algoritmo darbui pagerinti. Viena ið jø - virðûnëse galima naudoti kintamà jungèiø (ir intervalø) skaièiø. Virðutiniuose lygiuose galima naudoti daugiau jungèiø, apatiniuose - maþiau, taip galima sutaupyti reikalingø medþiui saugoti puslapiø skaièiø, kartu I/O operacijø skaièiø. Kita savybë - virðûniø áraðuose galima saugoti ne áraðø reikðmes, o jø kodus ar reikðmiø prefiksus. Tokia procedûra gali sutaupyti laiko ir vietos. Literatûroje pasiûlyta daug tokiø galimø modifikacijø (ir daug ið jø yra realizuota). Apie tai liudija ir aibë pavadinimø: prefix-B-medþiai, B+-medþiai, prefix-B+-medþiai, K-D-B-medþiai ir pan.



3.5.3. Iðplëstinis dëstymas



	Iðplëstinis dëstymas (extendable hashing) yra tam tikra alternatyva B-medþiams. Ðis metodas pritaiko skaitmeninius paieðkos metodus iðorinei atminèiai, pirmà kartà buvo pasiûlytas 1978 metais [1], vëliau buvo paskelbta daug modifikacijø ir taikymø. Jo pagrindinis privalumas yra tai, kad tipinëse ir labai daþnai pasitaikanèiose duomenø dëstymo situacijose paieðkai reikia tik dviejø I/O operacijø ir panaðiai tiek pat naujeims elementams áterpti ar iðmesti. Iðplëstinio dëstymo atveju, kaip ir B-medþiuose, áraðai ir jø indeksai saugomi disko puslapiuose. Indeksai sudaromi naudojant dvejetainius áraðø kodus. Duomenø saugojimo ðioje struktûroje schema parodyta 19pav.
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19 pav. Iðplëstinio dëstymo struktûra diske.



	Operacijos su indeksais iðplëstinio dëstymo algoritmuose yra dvilypës: indekso struktûra disko puslapyje yra vienaip modifikuojama, kai keièiasi analizuojamø bitø skaièius áterpiant ar iðmetant elementus, ir kitap modifikuojama, kai reikia vieno puslapio turiná skaidyti á du puslapius arba du puslapius sujungti á vienà. Duomenø struktûra, gauta á 19 pav. struktûrà áterpus papildomus elementus, pavaizduota 20 pav.
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20 pav. Elementø áterpimas iðplëstinio dëstymo struktûroje.



	Puslapio viduje áraðai saugomi surûðiuoti. Tai nëra esminë algoritmo darbo savybë, nes daugiausia laiko sunaudoja I/O operacijos. Puslapiø modifikacija atliekama vadovaujantis tokiais principais: kai puslapá reikia skaidyti á dvi dalis, ir dalá áraðø perkelti á kità puslapá, jie turi bûti raðomi taip, kad viename puslapyje liktø áraðai, prasidedantys 0, o á kità patektø prasidedantys 1. Ðità principà reikia taikyti ir toliau, sekoms 00, 01, 10, 11, ir t.t. Kai reikia pereiti prie ilgesniø skaitmeniniø sekø, tenka padvigubinti rodyklæ (indeksà). Rodyklë naudoja tik puslapiø nuorodas - todël jai reikia maþai vietos. Aiðku, kad rodyklës skaidymas ir yra ta operacija, kuri gali labai pabloginti algoritmo darbà, nes gali tekti skaidyti ar sujungti daug puslapiø. Taèiau tokia situacija bûna ne taip jau daþnai. Todël algoritmas daþniausiai dirba labai efektyviai. Jei rodyklë uþima daugiau nei vienà puslapá, vidinëje atmintyje galima suformuoti rodyklës puslapiø nuorodas ir su jø pagalba kreiptis tik á tà puslapá, kuriame yra reikiamas rodyklës fragmentas.

	Taèiau yra ir neigiamø iðplëstinio dëstymo algoritmo savybiø. Algoritmas yra jautrus dvejetainiø reikðmiø pasiskirstymui. Jei daugumos áraðø reikðmës prasideda tuo paèiu dvejetainiu fragmentu, rodyklës tûris gali nepagrástai iðsipûsti, nes prie dvejetainio fragmento pridedant vienà bità, rodyklës tûris padvigubëja. Esant minëtam netolygumui, patartina vietoje dvejetainio fragmento naudoti vienokià ar kitokià iðdëstymo funkcijà.

	Kita algoritmo ypatybë - jo priklausomumas nuo puslapio dydþio. Teisingiau, ðio algoritmo darbui yra svarbus áraðø, puslapiø ir iðdëstymo funkcijos reikðmiø dydþiø santykis. Tai daro átakà ir rodyklës dydþiui, ir nuorodø skaièiui, ir uþimamos atminties dydþiui. Aiðku, toks faktorius yra svarbus, kai duomenø pakankamai daug, pvz., konstruojant labai dideles duomenø baziø sistemas.

	Dar viena algoritmo elgsenos ypatybë, á kurià reikia kreipti dëmesá - nuorodø perteklius esant dideliam lygiø áraðø kiekiui, t.y. kai vienas áraðas kartojasi daug kartø. Ðie áraðai dirbtinai iðpuèia rodyklæ, nes atsiranda daug nuorodø á tà paèià reikðmæ. Ði problema panaði á dvejetainiø fragmentø pasiskirstymo netolydumus ir gali bûti sprendþiama panaðiai. Taèiau jei kartojasi tik vienas arba tik keli áraðai, galima naudoti fiktyvias reikðmes, identifikuojanèias pasikartojanèiø áraðø tinkamus poaibius.

	Algoritmo sudëtingumas. Jei á diskinës atminties puslapá telpa M áraðø, atminties tûris, reikalingas saugoti N áraðø, bus apytikriai lygus 1,44N/M puslapiø. Iðplëstinio dëstymo algoritmo rodyklë turës apie N1+1/M/M nuorodø.

	Reikia pastebëti, kad iðplëstinis dëstymas yra labai panaðus á virtualios atminties formavimo metodus. Virtuali atmintis, kuri yra ne kas kita, kaip bendros paskirties iðorinës paieðkos metodas, formuoja tiesioginius adresus á iðorinës atminties puslapius ir remiasi prielaida, kad áraðai, esantys kompiuterio vidinëje atmintyje, ir áraðai, esantys diske, fiziðkai yra netoli vienas nuo kito ir, be to, susijæ. Nuorodø formavimo principai abiems algoritmams yra tokie patys. Taèiau virtualios atminties formavimo metodo, skirtingai negu iðplëstinio dëstymo algoritmo, negalima tiesiogiai pritaikyti duomenø baziø valdymo sistemoms. Duomenø baziø ar failø sistemoms reikia, kad be jokiø iðankstiniø susiejimø bûtø galima efetyviai kreiptis ið bet kurios duomenø vietos á bet kurià kità.

�4. Sekø apdorojimas ir kompresija



4.1 Sekø paieðka



	Ðiame skyriuje sàvoka "seka" bus interpretuojama kaip duomenø aibë, kuri negali bûti iðskaidyta á logiðkai nepriklausomus áraðus taip, kad kiekvienas jø turëtø nesudëtingai identifikuojamà dalá. Sekos - tai dviejø skirtingø kompiuteriø programø sistemø ðeimø pagrindinis objektas: tekstø apdorojimo sistemø, vadinamøjø dokumentø procesoriø (simboliø sekos), ir kompiuterinës grafikos sistemø (dvejetainës sekos). Ðitie du atvejai turi daug skirtumø ir panaðumø. Panaðus uþdavinio formulavimas ir sekø apdorojimo procedûros. bet skirtingi alfabetai, simboliø kiekis, ir t.t. Ðie faktoriai daþnai sàlygoja skirtingus algoritmus.

	Pagrindinës operacijos, atliekamos su sekomis - tai posekiø paieðka ir sekø fragmentø identifikavimas. Posekiø paieðkos operacijos labai skiriasi nuo nagrinëtø paieðkos algoritmø, todël èia bus nagrinëjamos atskirai. Sekø fragmentø identifikavimo (pattern matching) uþdavinys gali bûti formuluojamas taip: yra N simboliø ilgio seka (N yra didelis), ir M simboliø ilgio fragmentas (pattern), reikia rasti visus fragmento pasikartojimus tekste. Pavyzdþiui, rasti visas vietas, kur ðioje knygoje sutinkamas fragmentas “duomenø struktûra”. Toks formulavimas nëra paprasta simbolio paieðka, ir todël algoritmai gali labai skirtis.

	Kaip visuomet, svarbi algoritmø sudëtingumo problema. 1970-ais metais buvo paskelbtas teiginys, kad egzistuoja posekiø paieðkos algoritmas, ku.rio sudëtingumas netgi blogiausiu atveju yra M+N. Vëliau per kelerius metus buvo sugalvoti ir ádiegti konkretûs algoritmai, kurie atitiko teorinius rezultatus. Ðie algoritmai nagrinëjami ðiame skyriuje.

	Daugelis posekiø paieðkos algoritmø turi ádomià ir retai pasitaikanèià savybæ - jø teoretiðkai vertinamas sudëtingumas paprastai yra blogesnis uþ praktiná. Pavyzdþiui, brutalios jëgos algoritmo teorinis sudëtingumas yra lygus MN, o jo kruopðtus realizavimas leidþia simaþinti jo sudëtingumà iki M+N.

	Ádomu pastebëti, kad keli plaèiai naudojami fundamentalûs ir efektyvûs posekiø paieðkos algoritmai yra labai paprastai formuluojami (ir ðia savo savybe vos ne genialûs), bet buvo pasiûlyti tik prieð kelis metus. Natûralu pagalvoti, kodël ðie algoritmai nebuvo atrasti anksèiau?



4.2. Tiesmukiðkas (brutalios jëgos) algoritmas



	Vienas ið posekiø paieðkos metodø yra akivaizdus - reikia nuosekliai vienà po kito tikrinti kiekvienà sekos simbolá tol, kol jis sutampa su pirmuoju fragmento simboliu, ir jei taip - lyginti fragmento ir sekos antruosius simbolius, po to treèiuosius, ir t.t. Jei bent vienoje vietoje simboliai nesutampa, reikia pereiti prie sekanèio sekos simbolio ir tikrinimà pradëti ið naujo. Jei seka ir fragmentas iðdëstyti masyvuose, programa realizuojanti ðá algoritmà, bûtø tokia:



function brutesearch: integer;

	var i, j: integer;

	begin i:= 1; j:= 1;

	repeat	 if a[i] = p[j]

		then begin i:= i+1; j:= j+1 end

		else begin i:= i - j +2; j:= 1 end;

	until ( j > M ) or ( i > N );

	if j > M then brutesearch:= i - M else brutesearch:= i

	end;



	Èia i ir j yra atitinkamai sekos ir fragmento nagrinëjamø simboliø rodyklës. Algoritmo efektyvumas labai priklauso nuo konkreèiø sekø ir fragmentø savybiø. Pavyzdþiui, tekstø apdorojimo metu labai retai pasitaiko, kad vidinis ciklas kartotøsi tiek kartø, kiek numatyta, daþniausiai jis net neinicijuojamas. Be vidinio ciklo algoritmo sudëtingumas bûtø M+N. Kaip jau buvo minëta anksèiau, algoritmo teorinis sudëtingumas reikalauja MN lyginimø paieðkos metu.



4.3. Knuth-Morris-Pratt’o algoritmas



	Pagrindinis principas, kuriant ðá algoritmà, buvo toks: fragmentas yra þinomas ið anksto ir ði informacija turi bûti panaudota. Pavyzdþiui, jei fragmento pirmasis simbolis toliau nesikartoja, o fragmento ir sekos lyginimo metu sutapo (j-1) simboliø, ir j-asis nesutapo, tai faktiðkai yra þinoma daug daugiau - sekoje nuo tos vietos, kur buvo pradëta tikrinti, galima praleisti (j-1) simbolá ir pereiti prie j-ojo lyginimo, nes në vienas ið ðiø praleistø simboliø tikrai nesutaps su pirmuoju fragmento simboliu. Todël brutalios jëgos algoritme rodyklës i reikðmæ galima keisti (i+1), o ne (i-j+2), kaip anksèiau. Ðios idëjos ágyvendinimas ir sudaro nagrinëjamo algoritmo turiná. Be to, remiantis ávairiais papildomais pastebëjimais galima pasiekti, kad rodyklës i reikðmë niekad nemaþëtø.

	Programuojant ðá algoritmà, yra apibrëþiamas naujas masyvas next[1 .. M], kurio elementø reikðmës skaièiuojamos taip:



next[1]:=0;

jei j > 1, tai next[j] reikðmë yra lygi maksimaliam k < j, kai pirmieji (k-1) fragmento simboliø sutampa su paskutiniais (k-1) simboliø fragmento sekos, susidedanèioje ið j-1 elementø.

	Funkcija, apskaièiuojanti gráþimo indeksà, bûtø tokia:



function kmpsearch: integer;

	var i, j: integer;

	begin i:= 1; j:= 1; initnext;

	repeat if (j = 0) or (a[i] = p[j])

		then begin  i:= i+1; j:= j+1 end

		else begin j:= next[j] end;

	until (j > M) or (i > N);

	if j > M then kmpsearch:= i - M else kmpsearch:= i;

	end;



	Algoritmà realizuojanti rpograma gali bûti paraðyta taip, kad masyvo next[1 .. M] reikðmiø skaièiavimas bûtø realizuotas paèioje programoje kartu naudojant papildomus programavimo triukus:



procedure initnext;

	var i,j: integer;

	begin i:= 1; j:= 0; next[1]:= 0;

	repeat if (j = 0) or (p[i] = p[j])

		then begin i:= i+1; j:= j+1; next[i]:= j; end

		else begin j:= next[j] end;

	until i > M;

	end;



	Jei fragmentas keièiasi retai ir fiksuotas per visà programos vykdymo laikà, galima toká masyvà sudaryti ið anksto ir áterpti á programà. Pateikiamas tokio algoritmo realizavimo pavyzdys (fragmentui 10100111):



	i:=0;

0: i:= i+1;

1: if a[i] <> '1' then goto 0; i:+ i+1;

2: if a[i] <> '0' then goto 1; i:+ i+1;

3: if a[i] <> '1' then goto 1; i:+ i+1;

4: if a[i] <> '0' then goto 2; i:+ i+1;

5: if a[i] <> '0' then goto 3; i:+ i+1;

6: if a[i] <> '1' then goto 1; i:+ i+1;

7: if a[i] <> '1' then goto 2; i:+ i+1;

8: if a[i] <> '1' then goto 2; i:+ i+1;

	search:= i - 8;



	Ði programa - tai sekos paieðkos kompiliatoriaus pavyzdys. Naudojant papildomus pastebëjimus, kuriuos galima realizuoti ðiame algoritme, galima pasiekti toká jo sudëtingumà: Knuth-Morris-Pratt’o algoritmas naudoja ne daugiau kaip (M+N) simboliø lyginimø.

	Nors lyginimø skaièiumi ðis algoritmas daug efektyvesnis uþ brutalios jëgos algoritmà, taèiau jo reikðmë ið tikrøjø ne tokia jau didelë. Taikymuose ne taip jau daþnai pasitaiko pasikartojanèio teksto pasikartojanèiø fragmentø paieðka. Ðis metodas turi kità privalumà - sekoje simboliai perþiûrimi nuosekliai ir niekada negráþtama atgal. Todël toká algoritmà yra patogu realizuoti situacijose, kai simboliai ávedami vienas po kito, ið ðiø simboliø yra iðrenkami reikalingi fragmentai, taèiau nereikia naudoti papildomos atminties anksèiau buvusiems sekos simboliams ásiminti.



4.4. Boyer-Moore’o algoritmas



	Jeigu sekos analizës metu galima laisvai pereiti nuo vienos pozicijos prie kitos ir gráþti á bet kurià pozicijà atgal, taikomas greitesnis posekio paieðkos metodas, patá fragmentà analizuojant ið deðinës á kairæ. Ði idëja gali bûti pagrásta tokiu pavyzdþiu: jei fragmento 10100111 8-a, 7-a ir 6-a pozicijos sutampa su sekos simboliais, bet 5-a pozicija nesutampa, ið karto fragmento analizë perkeliama per 7 pozicijas ir tikrinama nuo 15-os pozicijos. Ðitoká sprendimà galima pagrásti tuo, kad fragmento 6, 7, 8 pozicijos (t.y. fragmento dalis 111) niekur daugiau fragmente nesikartoja, todël paties fragmento pirmose septyniose sekos pozicijose negali bûti. Aiðku, nesikartojanèios fragmento dalys masyve next turi bûti identifikuotos ið anksto. Ðis masyvas turi bûti modifikuotas skaièiuoti pozicijoms ið deðinës á kairæ.

	Verta pastebëti, kad turbût pagrindinis skiriamasis ðio algoritmo bruoþas yra tai, kad jo veiksmams valdyti yra naudojamas simboliø nesutapimo poþymis, ne taip kaip anksèiau - simboliø sutapimo poþymis. Programa, realizuojanti algoritmà, bûtø tokia:



function mischarsearch: integer;

	var i, j: integer;

	begin i:= M; j:= M; initskiip;

	repeat if a[i] = p[j]

		then begin i:= i-1; j: j-1 end

		else begin if M-j+1 > skip[index(a[i])]

			then i:= i + M - j + 1 else i:= i + skip[index(a[i])];

		j:= Mp end;

	until (j < 1) or (i > N);

mischarsearch:= i+1;

end;



	Algoritmo sudëtingumas. Boyer-Moore posekiø paieðkos algoritmas visada naudoja ne daugiau kaip (M+N) simboliø lyginimø. Jam reikia apie N/M lyginimø, jei alfabetas nëra labai maþas, o fragmentas nëra labai ilgas.

	Pastaroji savybë, aiðku, yra euristinë. Ji pagrásta pastebëjimu, kad jei simboliø alfabete yra daug, o fragmentas ne toks jau ilgas, daugelio simboliø arba nebus fragmente ið viso, arba jie pasikartos ne daugiau kaip vienà kartà.



4.5. Rabin-Karp'o algoritmas



	Posekiø paieðkos procedûroms galima pritaikyti ir iðdëstymo funkcijø metodus. Tokiu atveju fragmentà reikëtø interpretuoti kaip galimà iðdëstymo funkcijos reikðmæ. Jei fragmentas yra trumpas, dëstymo algoritmus galima taikyti tiesiogiai, t.y. fragmentà interpretuoti kaip hashing adresà visiems galimiems sekos M ilgio posekiams. Jei fragmentas nëra trumpas ir M ilgio posekiø analizë atmintyje komplikuota, reikia ir fragmentams, ir posekiams taikyti tinkamà iðdëstymo funkcijà. Teigiama ðios paieðkos ypatybë yra ta, kad nereikia atmintyje saugoti paèios iðdëstymo lentelës, nes domina tik fragmento ir posekio vienkartinis sutapimas.

	Algoritmas, naudojantis hash funkcijà, formuluojamas paprastai:



apibrëþiama kokia nors paprastai ir greitai apskaièiuojama hash funkcija, pvz., h(k)=k mod q, èia q yra pirminis skaièius;

apskaièiuojama ir saugoma ðios funkcijos reikðmë fragmentui;

perrenkant visus galimus sekos M ilgio posekius, pradedant  nuo 1-os pozicijos, jiems skaièiuojama hash funkcijos reikðmë ir lyginama su fragmento reikðme;

jei abi reikðmës sutapo, tiesiogiai lyginami fragmentas ir posekis, jei ne - analizuojamas kitas posekis.



	Algoritmo sudëtingumas. Rabin-Karp'o algoritmas, vykusiai parinkus hash funkcijà, naudoja apytikriai M+N lyginimo operacijø, nors jo teorinis sudëtingumas blogiausiu atveju yra O(MN).



4.6. Dviejø sekø bendras ilgiausias posekis



	Problema, nagrinëjama ðiame skyrelyje ir daþnai pasitaikanti praktikoje, gali bûti formuluojama taip: reikia iðskirti bendrà ilgiausià dviejø sekø poseká (t.y. sekà, gautà iðmetus tam tikrà kieká, galbût nuliná, elementø ið sekos). Ðis uþdavinys taip daþnai iðkyla taikomosiose programose, kad, pavyzdþiui, UNIX operacinëje sistemoje yra net speciali failø lyginimo komanda diff, surandanti didþiausià poseká, kuris yra bendras dviems failams, jei jie yra nelygûs. Ðioje programoje áraðai yra interpretuojami kaip sekos elementai.

	Algoritmas yra formuluojamas aibiø duomenø struktûros terminais, o pagrindinës naudojamos operacijos su aibëmis yra ðios:



FIND(r) - suranda aibæ, kurioje yra elementas r;

SPLIT(S, T, U, r) - aibæ S suskaido á dvi aibes T ir U taip, kad aibëje T atsiduria elementai, maþesni uþ r, o aibëje U - didesni uþ r ar lygûs jam;

MERGE(S, T, U) - aibes S ir T sujungia á vienà ir raðo á aibæ U.



	Uþdavinio tikslas yra surasti ilgiausià bendrà dviejø simboliø sekø A ir B poseká.

	Algoritmo darbas pradedamas nuo to, kad sekai A sudaromas aibiø rinkinys:



PLACES(a) = {i - numeris| kad  simbolis a yra i-oje pozicijoje}.



	Ðità aibiø rinkiná galima efektyviai realizuoti, sudarant pozicijø sàraðus kaip tam tikrø pozicijø nuorodø rinkiná. Jei simboliai, sudarantys sekas A ir B, yra pakankamai sudëtingi, pvz. failo áraðai (tekstinio failo eilutës), galima ðiam tikslui naudoti kokià nors tinkamà iðdëstymo (hash) funkcijà. Aibës PLACES sudarymo sudëtingumas bûtø O(n).

	Sudarius PLACES, toliau jau tiesiogiai galima rasti ilgiausià bendràjá poseká. Èia pateikiamas algoritmas sugebës nustatyti maksimalø bendrojo posekio ilgá. Lengva algoritmo modifikacija, reikalinga surasti paèiam posekiui, paliekama skaitytojui.

	Algoritmas darbà pradeda, nuosekliai analizuodamas vienà po kito sekos B elementus. Kiekvienam aibës B elementui bj, 0 < j < m, reikia iðskirti ilgiausià bendràjá poseká, kurá turi sekos {a1,...ai} ir {b1,...bj}. Tam tikslui simboliø pozicijø indeksai i jungiami á aibes Sk, kurias sudaro tokios pozicijø i reikðmës, kad aibiø {a1,...ai}ir {b1,... bj} ilgiausio bendrojo posekio ilgis yra lygus k (k kinta nuo 0 iki n). Reikia pastebëti, kad aibë Sk visada susideda ið didëjimo tvarka iðsidësèiusiø skaièiø, ir skaièiai, esantys aibëje Sk+1, yra didesni uþ skaièius, esanèius aibëje Sk.

	Algoritmas dirba iteratyviai. Tariant, kad visos aibës Sk, esant sekos B pozicijai j-1, jau sudarytos, yra nagrinëjama pozicija j ir jai sudaromos naujos aibës Sk. Tam tikslui reikia tik modifikuoti jau turimas aibes Sk. Iðskiriama aibë PLACES(bj). Kiekvienam elementui r ið ðios aibës reikia nuspræsti, ar jis galës pailginti ilgiausià bendràjá poseká. Jeigu taip, ir, be to, jei abu elementai (r-1) ir r bus vienoje aibëje Sk, tada visi elementai s >= r turi priklausyti aibei Sk+1. Toks tikrinimas atliekamas modifikuojant aibes taip:



FIND(r) - norint surasti reikalingà aibæ Sk;

Jei FIND(r-1) nëra lygi aibei Sk, tai naujas elementas bj negali pailginti bendrojo posekio, todël nieko modifikuoti nereikia ir algoritmas ðá etapà turi uþbaigti;

Jei FIND(r-1) = Sk, yra vykdoma operacija SPLIT (Sk, Sk, Sk', r), siekiant ið aibës Sk iðskirti elementus, didesnius uþ r;

MERGE(Sk', Sk+1, Sk+1) - iðskirti elementai turi bûti perkelti á aibæ Sk+1.



	Kai visi aibës B elementai yra perrinkti, ilgiausio bendrojo posekio ilgis yra saugomas aibëje Sk, èia k - gautas maksimalus skaièius.

	Nesunku pastebëti, kad algoritmo darbà galima padaryti efektyvesná, aibëse PLACES(bj) imant analizuojamus skaièius maþëjimo tvarka. Tai gali sumaþinti operacijø skaièiø.

	Algoritmo sudëtingumas. Operacijø skaièius gali bûti ávertintas asimptotika O(p log n): èia n yra sekø ilgiø maksimumas, o p - skaièius porø pozicijø, kur sutampa sekø simboliai. Blogiausiu atveju skaièius p yra lygus n2.



4.7. Sekø ir failø kompresijos metodai



	Iki ðiol nagrinëtuose algoritmuose daugiausia dëmesio buvo sliriama procedûrø vykdymo greièiui, ir ne visada kreipiamas dëmesys á papildomos atminties reikalingumà ar panaudojimà. Duomenø kompresija skirta bûtent taupyti kompiuterio atmintá - vidinæ ar iðorinæ. Daugelis kompiuteriniø failø yra perteklingi, todël kompresijos metodai ágalina juos suspausti. Ðiuos metodus tikslingiausia taikyti tekstiniams failams, rastriniams (kompiuterinës grafikos) failams, taip pat garso kodavimo failams, kuriuose áraðyti daþni pasikartojimai.

	Failø kompresijai bûdingos tokios charakteristikos: tekstiniai failai sumaþëja vidutiniðkai nuo 20 iki 50%, dvejetainiai failai - nuo 50 iki 90%. Taèiau kai kuriø tipø failams kompresija gali nepadëti, jø tûris kartais gali net padidëti.

	Failø ar duomenø kompresija yra prieðtaringas reiðkinys. Kompiuterinë atmintis pastoviai pinga, atsiranda vis naujos technologijos, kai diskinë atmintis padidëja deðimtimis ir ðimtais kartø, daþnai paprasèau saugoti ar naudoti failus nesuspaustus. Kita vertus, kaip tik dël atminties technologijos pasikeitimø, iðrinkimo greièio antrinëje ar tretinëje atmintyje padidëjimo suspaustos informacijos saugojimas tampa vis labiau patogesnis ir efektyvesnis ir plaèiau naudotinas.



4.7.1. Vienodø simboliø sekø kodavimas



	Perteklingø simboliø sekos, turinèios paprasèiausià galimà struktûrà ir gan daþnai pasitaikanèios - tai ilgos paeiliui einanèiø vienodø simboliø sekos. Jas galima keisti á skaièiø ir simboliø kombinacijas: pvz., vietoj AAAAAAA galima raðyti 7A - seka akivaizdþiai sutrumpëja. Ðitoks metodas be dideliø pakeitimø gerai tinka situacijai, kai tekste yra vien tik raidës ir jame nëra tokio fragmento 7A ar panaðaus. Jei tekste yra ir raidþiø, ir skaièiø, metodà galima ir reikia modifikuoti. Ðá metodà paprasta ir lengva taikyti dvejetainiams failams - skaièiai 0 ir 1 yra alternuojantys, todël vienodø simboliø sekas galima tiesiog uþraðyti skaièiais:



0000000111111000111111111 galima keisti skaièiø seka 7639



	Ðitoks kompresijos metodas patogus vadinamiesiems “bitmap” tipo failams (rastriniams pieðiniams, pieðiamiems ðriftams, ir pan.), failo suspaudimo santykis gali bûti labai didelis. Neigiama jo ypatybë - metodas tinka tik tam tikriems specializuotiems failams.

	Kitas elementarus bûdas - vadinamøjø escape (iðeities) sekø naudojimas. Koduojamos sekos pradþioje raðomas specialus simbolis, o po jo dvi ar kelios raidës, iðreiðkianèios sekos turiná. Pavyzdþiui, simboliø sekà AAA reikia koduoti seka QCA, kuri turi bûti suprantama taip: raidë Q yra specialus escape simbolis, raidë C atitinka skaièiø 3, nes tai treèia raidë alfabete (3 yra koduojamo simbolio pasikartojimø skaièius), o raidë A - koduojamà simbolá. Kadangi escape seka visada uþima ne maþiau kaip 3 pozicijas, verta pradëti koduoti sekas, ne trumpesnes kaip 4 simboliø. Jei pats escape simbolis yra tekste, jam galima naudoti koduojanèià kombinacijà Q[tarpas], t.y. nulinio ilgio sekà. Labai ilgoms vienodø simboliø sekoms galima naudoti pasikartojanèias escape sekas. Reikia pastebëti, kad taikymuose escape sekos yra naudojamos ne tik sekø ar failø kompresijai realizuoti, bet ir vykdomoms simboliø sekoms (t.y. komandoms) nuo informaciniø simboliø atskirti, pvz., failuose, kurie á spausdintuvø atmintá áraðo ðriftus ar pan.



4.7.2. Kintamo ilgio kodavimas



	Sekø kompresijai yra taikoma ir daug kitokiø metodø. Viena ið labiausiai paplitusiø idëjø, kurios realizavimas sugeba sutrumpinti sekos ilgá ir kurios pagrindu sukurta daug failø kompresijos programø, yra tokia: kuo daþniau simbolis ar simboliai kartojasi sekoje, tuo trumpesnis turi bûti jam(-iems) konstruojamas kodas. Tada galima tikëtis, kad ir simboliø sekos ilgis bus trumpesnis. Ávairioms galimybëms ir apribojimams apþvelgti, verta pateikti detalø ir paprastà pavyzdá.

	Turint tekstinius failus, simboliø alfabetas susideda ið 26 lotyniðkø raidþiø, todël kiekvienam simboliui galima priskirti penkiø bitø ilgio kodà. Uþkoduotos sekos AAAAABBBCCD ilgis tokiu atveju bus 55 bitai. Jei raidëms bûtø priskirti kodai pagal jø daþnumus: A-0, B-1, C-00, D-01, seka transformuotøsi á dvejetainæ sekà 00000111000001, kurios ilgis bus tik 14 bitø. Nors sekø ilgiai labai sutrumpëja, taèiau ðiuo atveju iðkyla kita - vienareikðmio dekodavimo problema. Jà galima spræsti keliais bûdais, ið kuriø vienas - ávedant tarp kodø specialius skyriklius. Tarkime, jei skyriklis uþims vienà bità (paprastai jis yra daug ilgesnis), uþkoduota seka pailgës 10 bitø, t.y. bus lygi 24 bitams, ir ji vistiek bus trumpesnë uþ pradinæ sekà. Atrodytø, ðitoks kodavimas yra efektyvus. Taèiau analizuojant situacijà ið esmës, iðkyla daug problemø. Ðitoks kodavimo bûdas yra nestabilus, t.y. ðitaip uþkoduotoje sekoje pametus nors vienà bità (taip daþnai atsitinka telekomunikacijø kanaluose), bus dekoduotas visiðkai kitas tekstas. Ðá metodà sunku realizuoti (iðkyla daug techniniø detaliø) kompiuteriø programose.

	Siûlant iðeitá ið tokios situacijos ir ávertinant vienareikðmio kodavimo svarbà, daugelyje algoritmø buvo sëkmingai panaudota vadinamoji prefikso taisyklë: koduojama turi bûti taip, kad vienas kodas negalëtø bûti kito kodo pradþia. Esant tokiam kodavimui, nereikës jokiø skyrikliø, visi koduojanèio alfabeto simboliai bus lygiaverèiai, o tai þymiai palengvins algoritmo realizavimà.

	Toks principas ir kodavimo bûdas buvo pasiûlyti Huffman’o (tariama Hafmen) 1952-ais metais ir yra þinomas jo vardu. Ðis algoritmas yra realizuotas labai daugelyje kompiuteriniø programø, programø sistemø, techninëje árangoje (daþnai tokiose telekomunikacijos prietaisuose, kaip faksas, modemas ar pan.). Toliau bus nagrinëjami ðio algoritmo principai ir jo realizavimo detalës.

	Tarkime, kad simboliø sekos susideda ið lotyniðkø raidþiø, kurias reikia perkoduoti á dvejetainiø simboliø sekas. Pirmas algoritmo þingsnis - paskaièiuoti iðeities teksto simboliø daþnumus. Programa, realizuojanti ðià procedûrà, atrodytø taip:



for i:= 0 to 26 do count[i]:= 0;

for i:= 1 to M do

	count [index (a [i] ) ]:= count [index (a [i] ) ] + 1;



	Ðioje programoje raidþiø kodai naudojami kaip masyvo indeksai. Þinant teksto raidþiø daþnumus, galima konstruoti paèius dvejetainius kodus. Konceptualiai, taèiau nekonstruktyviai tai galima apraðyti taip: visas raides reikia suskirstyti á dvi grupes taip, kad vienos grupës raidþiø daþnumø suma bûtø lygi (arba apytikriai lygi) kitos grupës raidþiø daþnumø sumai. Visø vienos grupës raidþiø kodo pradþios simbolis turi bûti nulis, o kitos grupës raidþiø - vienetas. Po to kiekvienà ið ðiø grupiø reikia vël perskirti á dvi grupes ir taikyti tà paèià procedûrà kiekvienai ið jø. Ðá procesà reikia tæsti tol, kol grupëje bus bent dvi raidës.

	Programuojant ðá kodavimo procesà, reikia turëti algoritmà, ágalinantá efektyviai skirstyti raides á grupes. Pasirodo, kad tai galima pasiekti naudojant skaitmeninëje paieðkoje iðdëstytos trie struktûros principus, kuriais remiantis gaunamas efektyvus tiesinio sudëtingumo algoritmas.

	Raides (kuriø yra N) reikia koduoti konstruojant dvejetainá medá ið apaèios á virðø pagal jø daþnumus. Tam tikslui visos raidës yra iðdëstomos apaèioje, bûsimo medþio lapuose. Kiekvienai raidei priskiriama virðûnë, ðalia kurios raðomas daþnumas. Po to iðrenkamos dvi virðûnës su maþiausiais daþnumais ir joms priskiriama nauja virðûnë, jos paèios tampa ðios virðûnës kairiuoju ir deðiniuoju sûnumis, o naujai virðûnei yra priskiriamas suminis jos sûnø daþnumas. Toliau turint sekà virðûniø ið (N-1)-os virðûnës vël atrenkamos dvi virðûnës su maþiausiais daþnumais ir jos padaromos sûnumis naujos virðûnës, kartu jai priraðant jos sûnø daþnumø sumà. Taip turi bûti tæsiama tol, kol bus gauta tik viena virðûnë. Tokio skaidymo metu kodai kiekvienai ið raidþiø priskiriami automatiðkai, kai dvi virðûnës tampa naujos virðûnës sûnumis, tada viena ið briaunø (kairioji) gauna kodà 0, o kita briauna (deðinioji) - 1. Raidës kodas bus lygus bitø sekai, kuri gaunama einant vienintele ðaka ið medþio ðaknies á raidës lapà.

	Kodo savybës:

uþkoduoto praneðimo ilgis bus lygus vidutiniam pasvertam ðakø ilgiø vidurkiui Huffman’o daþnumø medyje;

bet kuris kitas daþnumø medis duos kodo ilgá didesná, negu kad Huffman’o medis.

�5. Daugiamaèiø duomenø struktûros ir algoritmai



	Ðiame skyriuje pateikiamos duomenø struktûros ir algoritmai, bûdingi geografinëms informacinëms sistemoms (GIS), kompiuterinës grafikos ir kompiuterinio konstravimo sistemø (CAD) vaizdø analizei, daugiaterpëms duomenø bazëms (multimedia DB) ir labai didelëms duomenø bazëms (VLDB). Jie papildo ir apibendrina ankstesniuose skyriuose nagrinëtus algoritmus tekstiniams duomenims apdoroti.

	Daugiamaèiai duomenys skirtinguose taikymuose yra skirtingai suvokiami. Sudëtingos integroschemø kompiuterinio konstravimo sistemos (VLSI CAD) remiasi daugiausia dvimaèiais arba iðsluoksniuotais dvimaèiais duomenimis, kuriø bazinius elementus sudaro staèiakampiai, daugiakampiai, orientuoti pagal koordinaèiø aðis. Tipinës tokiø duomenø operacijos yra sankirta, sàjunga, trasavimas. Kartografinës sistemos irgi naudoja dvimaèius duomenis, kuriø baziniai elementai yra taðkai, tiesës, uþdaros sritys plokðtumoje. Bazines operacijas sudaro erdvinë paieðka, srièiø sankirta, atstumø skaièiavimas. Mechaninëse CAD sistemose duomenys yra trimaèiai, jose operuojama su kietais kûnais erdvëje, o duomenø dëstymo formatai gali bûti labai ávairûs.

	Daþnas terminas yra ir vaizdø duomenø bazës. Jose paprastai laikomi neanalizuoti vaizdiniai duomenys, pvz., rentgeno nuotraukos, palydovinës nuotraukos, ir pan., kuriø pagrindu vëliau bûna apskaièiuojamos tam tikros charakteristikos. Kompiuterio atmintyje tokie vaizdiniai yra laikomi rastriniuose failuose. Metodai, analizuojantys vaizdinius duomenis, sëkmingai taikomi ir kitose srityse, pvz., infraraudoniems sensoriniams signalams arba garsams. Tuo tarpu daugiamaèiø duomenø bazës kaupia ir apdoroja detalià informacijà apie objektus, jø savybes, vietà erdvëje ir pan., o duomenys jose yra laikomi vadinamaisiais vektoriniais formatais.

	Detaliau apibrëþiant daugiamaèius duomenis, galima iðskirti tokias jø savybes:



daugiamaèiai duomenys yra sudëtingos struktûros - jø objektai kartais susideda ið daugelio tûkstanèiø taðkø, ávairiai pasiskirsèiusiø erdvëje, jø negalima atvaizduoti vienoje fiksuotos struktûros reliacinëje lentelëje;

daugiamaèiai duomenys yra dinaminiai - áterpimas ar iðmetimas kaitaliojasi su papildymo operacijomis, ir duomenø struktûros turi bûti pritaikytos tokiems procesams;

daugiamaèiø duomenø bazës yra didelës - paprastai yra operuojama gigabaitiniais atminties tûriais;

daugiamaèiai duomenys neturi nusistovëjusios standartiniø algebriniø operacijø ar specifikacijø aibës - manipuliacijos su duomenimis labai priklauso nuo dalykinës srities;

daug daugiamaèiø duomenø operacijø nëra uþdaros - jø vykdymo metu galima gauti figûras, visiðkai kitokias negu pradinës (dviejø daugiakampiø sankirtoje galima gauti paskirus taðkus, kelis daugiakampius, kitokias figûras);

daugiamaèiø duomenø bazës yra lëtesnës negu áprastos (jø operatoriai paprastai reikalauja daugiau kompiuterio operacijø negu reliaciniai ar kitokie operatoriai).



	Iðvardytos ávairialypës ir sudëtingos duomenø savybës neleidþia pateikti vieningos tokiø baziø teorijos. Viena ið svarbiø grupiø, iðskirianèiø manipuliacijas su daugiamaèiais duomenimis, yra vadinamieji geometriniai operatoriai. Pagrindiniai ið jø yra erdviniai paieðkos operatoriai, kuriø efektyvi realizacija reikalauja specialiø fizinio lygio algoritmø ir struktûrø. Ðie operatoriai paieðkai naudoja ne tik skaitinius ar simbolinius, bet ir kitokius atributus, pvz., elemento vietà erdviniame objekte.

	Anksèiau nagrinëtø paieðkos metodø negalima tiesmukiðkai panaudoti erdvinei paieðkai, nebent tik iðimtiniais atvejais. Viena ið pagrindiniø kliûèiø - erdviniams duomenims nëra tokiø vieningø tvarkiniø, kurie iðsaugotø nuotolius tarp objektø. O visi anksèiau nagrinëti metodai remiasi tokiais tvarkiniais. Todël norint panaudoti tokius metodus erdviniams duomenims, reikëtø daugiamaèius objektus bijektyviai atvaizduoti á vienmaèius taip, kad atstumai tarp objektø prieð atvaizdavimà ir po jo liktø nepakitæ. Konkreèioje situacijoje rasti toká atvaizdavimà ne visada pavyksta.

	Manipuliuojant su erdviniais duomenimis, kreipties metodai, atitinkantys naudojamas struktûras ir algoritmus, turi tenkinti reikalavimus, kylanèius ið erdviniø duomenø savybiø:

Dinamiðkumas. Áterpiant ar iðmetant elementus, kreipties metodai turi padaryti visus su tuo susijusius pakeitimus.

Antrinës ir tretinës atminties valdymas. Erdviniø duomenø tûriai tokie dideli, kad jø neámanoma laikyti vidinëje atmintyje. Kreipties metodai turi laisvai valdyti antrinæ ir tretinæ atmintá.

Plataus operacijø spektro palaikymas. Kreipties metodai turi vienodai efektyviai vykdyti visas operacijas (vykdymo sudëtingumas visoms operacijoms turi bûti tas pats).

Nepriklausomybë nuo duomenø ávedimo. Kreipties metodai turi bûti efektyvûs ir laukiamu, ir blogiausiu atvejais.

Paprastumas. Painûs kreipties metodai, turintys daug iðskirtiniø atvejø, daþnai nëra pakankamai patikimi, nes jø realizacijoje tikëtinos klaidos.

Invariantiðkumas. Kreipties metodai turi gerai adaptuotis prie auganèio duomenø kiekio.

Efektyvumas. Kadangi erdvinës paieðkos operacijos naudoja daug procesoriaus laiko ir daug I/O operacijø, kreipties metodai turi minimizuoti ir kreipiniø á antrinæ atmintá skaièiø, ir procesoriaus naudojimo laikà.

	Daugiamaèiø duomenø kreipties metodai, realizuojantys paieðka, sudaro didelæ operacijø klasæ. Verta iðskirti taðkinius (point access methods) ir erdvinius kreipties metodus (spatial access methods). Taðkiniai metodai skirti erdvinei paieðkai taðkinëse duomenø bazëse, kuriose taðkai gali bûti dviejø ar daugiau matavimø, bet be erdviniø charakteristikø. Erdviniai kreipties metodai, be kitø, valdo tokius objektus, kaip tiesës, daugiakampiai, daugiamaèiai briaunainiai ir pan. Papildomai dar galima iðskirti nedidelæ klasæ metodø, kurie pritaikyti erdviniams duomenims, bet nevaldo iðorinës atminties (vadinamieji vidinës atminties metodai). Taèiau ðie kreipties metodai yra tik vienas þingsnis erdvinës paieðkos procese. Taðkiniø ir erdviniø kreipties metodø santyká tarp jø iliustruoja 21 pav.
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21 pav. Daugiamaèiø duomenø paieðka



5.1. Vidinës atminties struktûros



	Tolesniam ir pilnesniam temos nagrinëjimui tikslinga susikurti modeliná uþdaviná. Tarkime, kad staèiakampëje geometrinëje srityje turime penkis daugiakampius ri ir penkis taðkus pi. Daugiakampiams gali atstovauti jø centroidai ci (arba minimalûs gaubiantys staèiakampiai) (22 pav.).
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22 pav. Modelinis pavyzdys.



5.1.1. K-D-medþiai



	Viena ið labai paplitusiø erdvinës paieðkos struktûrø yra vadinamieji k-d-medþiai. Tai dvejetainës paieðkos medþiai, fiksuojantys rekursyvø geometrinës erdvës skaidymà (d-1) matmenø hiperplokðtumomis. Ðios plokðtumos yra lygiagreèios su koordinaèiø plokðtumomis, o jø orientacija kiekvienu skaidymo atveju yra keièiama viena ið d galimø krypèiø (nustatyta seka). Kiekviena plokðtuma turi turëti bent vienà duomenø taðkà, kuris ir naudojamas plokðtumai medyje þymëti. Be to, kiekvienai vidinei tokiu bûdu gaunamo medþio virðûnei priskiriama diskriminanto funkcijos reikðmë, kuri naudojama paieðkos metu. Paieðkos ir áterpimo tokioje struktûroje operacijos atliekamos tiesiogiai, be komplikuotø alternatyvø. Taèiau iðmetimo operacija gali bûti sudëtingesnë, nes kartais reikia partvarkyti visà pomedá, prasidedantá iðmetamoje virðûnëje.

	Dvejetainis medis, atitinkantis pavaizduotà 22 pav. geometrijà, parodytas 23 pav. Kadangi medþio virðûnës turi atitikti taðkus, plokðtumas identifikuoja daugiakampiø centroidai ir taðkai. Pirmoji kertanti plokðtuma eina vertikaliai per centroidà c4, kuris saugomas medþio ðaknyje. Kitos dvi plokðtumos yra horizontalios ir eina per taðkus p2 ir c2, kurie yra ðaknies sûnûs. Savo ruoþtu ðiø sûnø sûnûs bus gaunami skaidant staèiakampá vertikaliomis plokðtumomis, ir t.t.
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23 pav. Modelinio uþdavinio k-d-medis.



	Aiðku, kad k-d-medþiai yra paprasta ir efektyvi erdvinës paieðkos struktûra, ágalinanti greitai rasti ar apibrëþti taðkus ir kitas geometrines figûras erdvëje. Taèiau jos blogybës yra tai, kad medþio forma labai priklauso nuo taðkø áterpimo tvarkos ir duomenø taðkai iðmëtomi po visà medá. Buvo pasiûlytos kelios ðio medþio modifikacijos, iðvengianèios ðiø blogø algoritmui atvejø. Viena ið jø - adaptyvûs k-d-medþiai. Jose skaidanèias plokðtumas siûloma parinkti taip, kad abiejose pusëse bûtø apytikriai po vienodà kieká elementø, kartu atsisakant taisyklës, kad plokðtumos turi turëti duomenø taðkus. Tokiame medyje duomenys yra talpinami medþio lapuose. Vidinës virðûnës þymimos skaidanèios plokðtumos dimensija ir koordinatëmis, o skaidymas vyksta tol, kol kiekviename poerdvyje lieka tik po vienà taðkà. Taèiau adaptyvus medis nëra visiðkai dinaminë struktûra. Já sunku laikyti subalansuotà, kai elementai daþnai áterpiami ir iðmetami. Geriausia, kai duomenø papildymai þinomi ið anksto arba yra reti.

	Kitas k-d-medþiø patobulintas variantas - bin-medþiai. Ði struktûra siûlo rekursyviai skaidyti erdvæ á d-maèius lygius briaunainius tol, kol kiekviename ið jø liks po vienà elementà. Jos privalumas tas, kad visada tiksliai þinomas skaidanèiø plokðtumø iðsidëstymas ir galima su jomis manipuliuoti, pvz., optimizuoti jø parinkimà priklausomai nuo duomenø. Taèiau norint ðá medá iðlaikyti adaptyviai prisitaikantá prie duomenø reikia daug daugiau pastangø.



5.1.2. BSP-medþiai



	Tai, kad geometrinæ erdvæ skaidanèios hiperplokðtumos yra lygiagreèios su koordinatinëmis, apriboja struktûros efektyvumà. Todël buvo pasiûlytas nemaþas kiekis metodø, leidþianèiø skaidyti erdvæ bet kuriomis kryptimis. Galbût þinomiausias ið tokiø metodø - BSP-medþiai (binary space partitioning). Kaip ir k-d-medþiai, BSP-medþiai yra dvejetainiai, atitinkantys rekursyvø erdvës skaidymà á poerdvius (d-1)-matëmis plokðtumomis. Kiekvienas poerdvis yra skaidomas individualiai, nepriklausomai nuo kitø poerdviø ir nuo to, kaip jis buvo gautas. Skaidanèiø plokðtumø parinkimas priklauso tik nuo taðkø, esanèiø poerdvyje, iðsidëstymo. Poerdviai skaidomi tol, kol juose esanèiø taðkø skaièius virðija tam tikrà slenkstá. BSP-medþiuose kiekvienà skaidanèià plokðtumà atitinka vidinë virðûnë, o poerdvius - lapai. Lapai saugo nuorodas á tuos taðkus, kurie yra poerdvyje.

	Paieðkos medyje metu taðko koordinatës áterpiamos á ðakná ir nustatoma, kurioje hiperplokðtumos pusëje yra taðkas, po to pereinama á atitinkamà sûnø, ir operacija kartojama. Kai tokiu bûdu pasiekiamas lapas, ieðkomasis taðkas yra lyginamas su kiekvienu taðku lapui atitinkamame puslapyje. Tokiu bûdu surandama (arba nesurandama), ar taðkas yra geometrinëje erdvëje. BSP-medþiai lengvai adaptuojasi prie taðkø pasiskirstymo duomenø bazëje pobûdþio. Juos lengva pritaikyti ir ranginei paieðkai. Taèiau BSP-medþiai turi ir neigiamø savybiø. Paprastai ðie medþiai yra nebalansuoti, jie kartais turi labai gilius vienðakius pomedþius, kurie pablogina algoritmø efektyvumà. Be to, BSP-medþiams saugoti reikia daugiau atminties, palyginus su k-d-medþiais.



5.1.3. Ketvirtainiai medþiai



	Ketvirtainiai medþiai (angliðkai quadtrees), nors ir artimi k-d-medþiams, nëra dvejetainiai. Jei jie konstruojami d-matei erdvei, kiekviena virðûnë turi 2d sûnø. Jø pavadinimas kilæs ið dvimatës plokðtumos, ir ðiuo atveju kiekviena vidinë virðûnë turi po keturis sûnus. Nors ketvirtainiai medþiai turi daug variantø, pagrindinë idëja taikoma visiems ið jø: d-matë geometrinë erdvë yra skaidoma (d-1)-matëmis lygiagreèiomis su koordinatinëmis plokðtumomis á 2d poerdviø; paèiam skaidiniui priskiriama medþio virðûnë, o kiekvienam poerdviui - po sûnø; visiems ðiems poerdviams nustatytas tvarkinys (kokia tvarka juos galima perrinkti), nurodantis ir virðûnës sûnø numeracijà. Ketvirtainis medis, atitinkantis modeliná uþdaviná, parodytas 24 pav. Jis yra dar vadinamas taðkiniu ketvirtainiu medþiu (nes erdvës skaidymo virðûnës parenkamos duomenø bazës taðkuose).
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24 pav.Modelinio uþdavinio taðkinis ketvirtainis medis.



	Kitas paplitæs ketvirtainiø medþiø variantas yra vadinamieji sektoriniai ketvirtainiai medþiai (region quadtree). Jø virðûnës nepriklauso nuo duomenø bazës taðkø, o kiekviena jø atitinka reguliarø erdvës skaidymà á sektorius, sutvarkytus pagal koká nors tvarkiná. Duomenys yra saugomi lapuose. Modeliná uþdaviná atitinkantis sektorinis ketvirtainis medis parodytas 25 pav.
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25 pav. Modelinio uþdavinio sektorinis ketvirtainis medis.



	Paieðkos poþiûriu ketvirtainiai medþiai yra nesubalansuoti ir todël kartais gali bûti neefektyvûs. Taèiau jie labai daþnai pasitaiko, kai ið rastrinio vaizdo (pieðinio) yra gaunama vektorinë struktûra (pvz., geografinëse informacinëse sistemose).



5.2. Antrinës atminties struktûros



	Daugiamatës duomenø struktûros, nagrinëtos ankstesniame skyrelyje, nepritaikytos duomenims, esantiems iðorinëje kompiuterio atmintyje, valdyti. Tuo tarpu praktiðkai duomenø negalima raðyti vien tik vidinëje atmintyje. Jei ðias struktûras tiesmukiðkai taikytume ir iðorinei atminèiai, algoritmai bûtø labai neefektyvûs.

	Duomenø struktûras, arba kreipties metodus, valdanèius daugiamaèius duomenis, galima skirstyti á taðkinius ir sektorinius (arba srities). Duomenø baziø taðkai (arba pakankamai maþos sritys) yra skirstomi á vadinamuosius buketus, kurie parenkami taip, kad kiekvienà ið jø galima raðyti á atskirà diskinës atminties puslapá. Be to, ðiø buketø atributai turi bûti pritaikyti prie kompiuterio operacinës sistemos ypatumø. Vizualiai buketai gali bûti vaizduojami tam tikromis, daþnai paprastomis, geometrinëmis figûromis, pvz., staèiakampiais.



5.2.1. Daugiamaèiai iðplëstinio dëstymo metodai



	Nors dviejø ar daugiau matavimø duomenys paprastai neturi kokio nors tvarkinio, iðsauganèio atstumus tarp jø, taèiau literatûroje yra daug bandymø ávesti toká sutvarkymà, bent jau ið dalies. Tikimasi, kad tai gali þymiai sumaþinti kreipèiø á diskinæ atmintá skaièiø. Aiðku tokie bandymai yra euristiniai, jie remiasi noru objektus, esanèius geometrinëje erdvëje arti vienas kito, ir antrinëje atmintyje dëstyti arti vienas kito. Vienas ið populiariausiø metodø yra iðplëstinis dëstymas, apibendrintas daugiamaèiam atvejui - vadinamasis grid file. Yra daug jo modifikacijø, taèiau visos jos remiasi viena idëja - geometrinës erdvës skaidymu á gardeles. Gardelës yra gaunamos skaidant erdvæ plokðtumomis, lygiagreèiomis su koordinatinëmis, taèiau jos gali bûti nevienodo dydþio ir formos. Gardelës gali bûti sujungtos á buketus taip, kad vienas buketas atitiktø vienà atminties puslapá. Kaip ir iðplëstinio dëstymo algoritme, gardelëms sudaroma rodyklë. Ji irgi turi bûti pritaikyta saugoti iðorinëje atmintyje. Rodyklës pagrindà sudaro koordinaèiø aðiø dalijimo intervalai, kuriais remiantis formuojama vadinamoji liniuotë, pritaikyta saugoti vidinëje atmintyje. Modeliniam uþdaviniui sudarytas grid file parodytas 26 pav. Jame vienas skaidymo metu gautas staèiakampis atitinka vienà disko puslapá.
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26 pav. Modelinio uþdavinio grid file.



	Paieðka grid file struktûroje atliekama taip: ið pradþiø randamas ieðkomojo taðko koordinaèiø iðsidëstymas liniuotëje ir nusprendþiama, kurá gardeliø rodyklës puslapá diske reikia skaityti; po to analizuojamas nuskaitytas puslapis ir nustatoma, kurá gardelës puslapá diske reikia skaityti, kad galutinai nuspræsti, ar taðkas yra geometrinëje erdvëje. Todël paieðkos metu reikia (maþiausiai) du kartus  kreiptis á iðorinæ atmintá - tokia yra paieðkos operacijos kaina. Paieðkos operacija reikalinga ir áterpiant naujà elementà á struktûrà. Jos metu surandama gardelë, o teisingiau disko puslapis, á kurá áterpiamas elementas. Jei puslapis nepilnas, áterpimo operacija papildomø veiksmø nereikalauja. Taèiau jei puslapis pilnas, á liniuotæ ávedama nauja plokðtuma, duomenø buketas yra skaidomas ðia plokðtuma á du buketus ir atitinkamas disko puslapis perraðomas á du puslapius. Ðiuo atveju reikia pakeisti ir gardelës rodyklæ. Visi ðie veiksmai reikalauja papildomø I/O operacijø.

	Taèiau dar daugiau struktûros ir disko pertvarkymø gali prireikti iðmetimo operacijos atveju. Jei paðalinus elementà ið puslapio jame likæs informacijos kiekis tampa maþesnis uþ leistinà, puslapá reikia sujungti su kitu gretimu. Taèiau tai galima tik tada, kai ir gretimame informacijos kiekis yra maþesnis uþ leistinà, ir norint tai pasiekti gali tekti pertvarkyti visà geometrinës erdvës iðdëstymà diske. Bûtent tokiam pertvarkymui efektyviai realizuoti yra pasiûlyti papildomi algoritmai ir struktûros (vadinamieji neighbor system ir buddy system).

	Iðplëstinio dëstymo idëja daugiamaèiu atveju apibendrinta ir kitaip - algoritmuose EXCELL, BANG file, dviejø lygiø grid file, dvynukø grid file, kituose metoduose. EXCELL (þodþiø Extendible CELL sutrumpinimas) metodu geometrinæ erdvæ siûloma skaidyti á reguliarias vienodo dydþio gardeles, o áterpimo ar iðmetimo atveju visas jas dvigubinti ar perpus maþinti, atitinkamai didinant ar maþinant skaidymo rodyklæ. Greitai paieðkai rodyklëje ðis metodas siûlo naudoti hierarchines struktûras. Kad hierarchijos nebûtø perdaug gilios, jos norimu momentu gali bûti uþbaigiamos specialiai konstruojamais puslapiais (vadinamaisiais overflow pages). Dviejø lygiø grid file metodas gardelës rodyklei siûlo taikyti gardelës konstrukcijà, t. y. rodyklæ interpretuoti kaip geometrinæ erdvæ ir jà skaidyti á gardeles. Metodas BANG file (þodþiø Balanced And Nested Grid sutrumpinimas) gardeles siûlo konstruoti bet kokio tinkamo daugiakampio formos, be to, leidþia jø sankirtai bûti netuðèiai. Netuðèios sankirtos gali bûti naudojamos hierarchiniams medþiams, priskirtiems gardeliø rodyklei, iðbalansuoti. Dvynukø grid file metodas siûlo geometrinæ erdvæ skaidyti á dvi skirtingas gardeliø sistemas, susiejant jas taip, kad elementø áterpimo ar iðmetimo atveju duomenis bûtø galima dinamiðkai perkelti ið vienos sistemos á kità.

	Be iðplëstinio dëstymo daugiamaèiø apibendrinimø, kurie èia buvo paminëti, dar yra daug kitokiø metodø, besiremianèiø iðdëstymo funkcijomis. Tai ir daugiamatis tiesinis iðdëstymas, ir vadinamieji buddy-medþiai, ir daugelis kitø. Visi jie turi teigiamø ir neigiamø savybiø. Vienuose ið jø netolygiai pasiskirstæs skirtingø operacijø sudëtingumas, kiti labai sudëtingi programuoti, treti naudoja perdaug papildomos atminties. Taèiau kiekvienas ið jø yra tinkamas tam tikriems duomenims ir taikymams. Todël prieð nusprendþiant, kuriuos ið jø panaudoti, o kuriuos atmesti, turi bûti atlikta detali taikomojo uþdavinio analizë.



5.2.2. Daugiamaèiai hierarchiniai metodai



	Hierarchiniai metodai remiasi dvejetainiais ar daugiamaèiais medþiais, jie kitaip negu iðdëstymo metodaiø, neskaièiuoja atminties adresø, taèiau duomenis kaip ir anksèiau jungia á buketus. Kiekvienas medþio lapas atitinka duomenø buketà ir puslapá diske, o vidinës medþiø virðûnës skiriamos nuorodoms saugoti ir todël atitinka tam tikrus geometrinius poerdvius. Skirtumai tarp ðiø struktûrø ir jø sudëtingumø bei realizacijø daugiausia remiasi erdviø ypatybëmis.

	k-d-B-medþiai jungia adaptyviø k-d-medþiø ir B-medþiø konstravimo ypatumus. Jie skaido geometrinæ erdvæ lygiai taip, kaip adaptyvûs k-d-medþiai ir gautiems poerdviams priskiria vidines virðûnes. Poerdviai, priskiriami broliams, nesikerta, o jø sàjunga apima visà erdvæ. Duomenø taðkai, priskiriami atskiriems medþio lapams, yra ið vieno skaidinio ir saugomi viename disko puslapyje. k-d-B-medþiai yra visiðkai subalansuoti medþiai, pritaikyti esamam duomenø pasiskirstymui. Modeliná uþdaviná atitinkantis k-d-B-medis pavaizduotas 27 pav.
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27 pav. Modelinio uþdavinio k-d-B-medis.



	Paieðkos operacija atliekama lygiai taip kaip ir adaptyviame k-d-medyje. Prieð áterpiant elementà, paieðkos metu randamas reikiamas duomenø buketas ir, jei disko puslapyje yra vietos, elementas ten áraðomas. Nesant vietos puslapyje, buketas skaidomas á du, atitinkamos vidinës virðûnës keièiamos taip, kaip tai buvo daroma 2-3-4-medyje (arba B-medyje). Vidiniø virðûniø keitimas gali apimti kelis medþio lygius. Dël ðios prieþasties negalima sakyti, kad k-d-B-struktûra visada efektyvi - galimi atvejai, kai atmintis bus labai netaupiai naudojama. Lygiai tokiomis pat ypatybëmis pasiþymi ir iðmetimo operacija.

	hB-medþiai (holey brick tree) konstravimo maniera yra giminingi k-d-B-medþiams, skiriasi tik poerdviø skaidymo taisyklës - poerdviø taðkams gali bûti taikomi skirtingi atributai. Todël vidines virðûnes atitinka ne d-maèiai intervalai, bet tokie, ið kuriø gali bûti gaunami intervalø poaibiai. Erdvinë struktûra, charakteringa hB-medþiams, labai panaði á fraktaliná pieðiná. Modeliná uþdaviniui atitinkantis hB-medis parodytas 28 pav.
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28 pav. Modelinio uþdavinio hB-medis.



	LSD-medis geometrinës erdvës skaidyme remiasi adaptyviais k-d-medþiais, taèiau erdvæ skaido á nelygias gardeles. Ðitaip algoritmas efektyviai prisitaiko prie esamo duomenø pasiskirstymo, o naudojant specialø puslapiavimo algoritmà gaunamas subalansuotas medis. Jei duomenys netelpa vidinëje atmintyje, algoritmas identifikuoja pomedþius, kuriuos tikslinga perkelti á iðorinæ atmintá. Detalus algoritmo apraðymas ir ypaè jo realizavimas labai priklauso nuo duomenø ir geometrinës erdvës. Modelinio uþdavinio LSD-medþio vaizdas pateiktas 29 pav.
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29 pav. Modelinio uþdavinio LSD-medis.



5.2.3. Erdviniai kreipties metodai



	Manipuliacijos su erdviniais duomenimis yra labai skirtingos ir todël joms taikomi labai skirtingi principai. Iki ðiol nagrinëtos duomenø struktûros buvo suformuluotos ir tinkamos daugiausia tam atvejui, kai geometrinëje figûroje reikia ieðkoti taðkø arba jais identifikuojamø objektø. Taèiau geografiniø duomenø bazës, operuojanèios daugiakampiais, ar mechaninës CAD-sistemos, kuriø pagrindiniai objektai yra trimaèiai briaunainiai, reikalauja daug sudëtingesniø algoritmø. Norint pritaikyti taðkø paieðkos algoritmus tokiems ir panaðiems taikymams, reikia papildomai naudoti ðiø algoritmø modifikavimo procedûras:



transformacijas (object mapping);

srièiø persidengimà (overlapping regions, object bounding);

srièiø atkartojimà (clipping, object duplication).



	Transformacijos. Objektus, sudarytus ið paprastø geometriniø figûrø (apskritimø, trikampiø, staèiakampiø ir pan.), galima transformuoti á taðkus didesniø matavimø erdvëje. Pavyzdþiui, atkarpà ir jos vietà plokðtumoje pilnai apibrëþia atkarpos galø koordinatës, t.y. dvi skaièiø poros, o ið jø gautà skaièiø ketvertà galima interpretuoti kaip taðkà keturmatëje Euklido erdvëje. Tà paèià atkarpà galima apraðyti ir kitaip: jos centro koordinatëmis, atkarpos ilgiu ir kampu, kurá atkarpa sudaro su x aðimi. Visi ðie skaièiai irgi charakterizuoja taðkà keturmatëje erdvëje. Galimi ir kitokie figûrø atvaizdavimai á taðkus didesniø matavimø erdvëje. Kad ir koks bûtø atvaizdavimas, objektams kompiuterio atmintyje dëstyti ir ieðkoti gali bûti naudojami taðkiniai paieðkos metodai.

	Nusprendus, kokias transformacijas ið pradinës erdvës á didesniø matavimø erdvæ ir kokius taðkinius kreipties metodus nagrinëjamame uþdavinyje tikslinga naudoti, reikia formuluoti taisykles, kaip erdvinës paieðkos uþklausos, manipuliacijos su duomenø sritimis, duomenø áterpimas ar iðmetimas (pradinëje erdvëje) bus transformuojami á operacijas su taðkais (vaizdo erdvëje). Daþniausiai ðios operacijos susiveda á taðkø identifikavimo ir duomenø intervalø ar buketø iðskyrimà. Realizuojant toká mechanizmà, labai svarbus yra operacijø efektyvumas. Praktiðkai uþklausø formulavimas ir vykdymas vaizdo erdvëje yra kur kas sudëtingesnis, negu pradinëje erdvëje, todël bûtina kompleksinë viso ðio proceso analizë. Be to, reikia turëti omenyje, kad transformacijas galima gan paprastai formuluoti ir naudoti tik nesudëtingiems geometriniams objektams. Jei objektai sudëtingesni, pvz., ávairiø formø daugiakampiai, sunku rasti koká nors akivaizdø jø atvaizdavimà á didesniø matavimø taðkus. Priklausomai nuo konkretaus uþdavinio galima arba ðiuos objektus aproksimuoti paprastesniais (pvz., naudoti minimalius gaubiamuosius staèiakampius ar trikampius), arba objektus ir taðkus erdvëje sutvarkyti specialiu bûdu (pvz., uþpildyti geometrinæ erdvæ fraktalinëmis kreivëmis), arba pereiti prie kitokiø vaizdavimo bûdø. Per pastaruosius 5-7 metus ðioms problemoms spræsti buvo pasiûlyta daug ávairiø metodø ir algoritmø.

	Srièiø persidengimas. Taðkinius kreipties metodus galima modifikuoti, pritaikyti erdvinëms sritims saugoti ir su jomis manipuliuoti, leidþiant duomenis ið susikertanèiø srièiø (t.y. pasikartojanèius taðkus ar figûras) dëstyti skirtinguose duomenø buketuose. Yra nemaþai sistemø, kuriose ði idëja realizuota. Jø patirtis teigia, kad algoritmø funkcionalumas iðlieka beveik toks pat (nes hierarchiniø struktûrø gylis padidëja neþymiai). Taèiau kitas sistemos darbo parametras - naðumas - gali labai keistis priklausomai nuo to, kokià geometrinës erdvës dalá uþpildo duomenys. Jei áterpiami duomenys visà laikà didina susikertanèiø srièiø skaièiø ir sankirtø tûrá, tam tikros duomenø rodyklës gali tapti labai didelës ir neefektyvios. Dar vienas, nors ir maþesnis pavojus, slypintis tokiose struktûrose - neapibrëþtumas áterpiant naujus elementus á susikertanèias sritis (t.y. kuriems buketams reikia priskirti naujus elementus, kai jie yra susikertanèiose srityse). Nesiimant tam specialiø priemoniø, paieðkos struktûros gali bûti vaizduojamos nesubalansuotais medþiais arba áterpimo operacijos metu gali prireikti daug parengiamøjø skaièiavimø. Ði problema iki ðiol buvo sprendþiama euristiniais metodais.

	Srièiø atkartojimas. Paieðkos schemos, pagrástos srièiø atkartojimu, eliminuoja srièiø netuðèias sankirtas ir iðvengia jø tolimensniame konstravime. Netuðèioms sankirtoms yra priskiriami keli duomenø buketai, saugantys ávairiarûðæ informacijà: sankirtos duomenø turiná, atributus, srities geometrijà ir pan. Vadinasi, hierarchiniø duomenø struktûrø paieðkos ðakos yra vienareikðmës, o objektø atributai atskirti (informacija apie objekto formà saugoma atskirai nuo objekto turinio). Aiðku, kad tokioje struktûroje paieðka yra greita, ar tai bûtø objektø turinio, ar jø formos uþklausa. Ðio metodo problemos susijæ su duomenø áterpimo ir iðmetimo operacijomis. Áterpiant elementus, gali prireikti sritis skaidyti specialiomis hiperplokðtumomis, o informacijà apie objektà saugoti keliuose puslapiuose, viename ið jø raðant srities geometrines charakteristikas, kitame - turiná, treèiame - specialius atributus, ir pan. Ðitoks duomenø saugojimo perteklingumas kelia pavojø, kad struktûra gali iðsigimti, ne tik neleistinai ilgindama paieðkos laikà, bet ir didindama sankirtoms atstovaujanèiø buketø skaièiø. Be to, áterpimo metu gali didëti srièiø sankirtos dydis. Taigi, srièiø atkartojimo atveju geometrinëje erdvëje gali neuþtekti vietos duomenø iðplëtimams dëstyti, atsiras vadinamoji aklavietë (deadlock), kuriai iðspræsti gali prireikti pertvarkyti visus struktûros duomenis. Dar viena galima problema - duomenø buketø skaidymas. Paprastai kiekvienas buketas atitinka tam tikrà geometrinæ sritá arba jos atributus. Taèiau elementø áterpimo metu disko puslapyje turi bûti pakankamai vietos naujiems duomenims. Jei vietos puslapyje neuþtenka, duomenø buketà reikia skaidyti, taèiau nekeisti paèios srities. Vadinasi, vienai srièiai ar vienam srities apraðymui gali bûti skirti keli duomenø buketai. Aiðku, kad ðitokia situacija gali pabloginti paieðkos charakteristikas ir algoritmo realizavimà.



	Daugiamaèiø, erdviniø ir pan. duomenø ávedimo á kompiuteriø atmintá, saugojimo joje, paieðkos ir iðvedimo algoritmai bei atitinkamos duomenø struktûros yra ðiuo metu gan plaèiai ir intensyviai tiriamos, joms dar nëra susiklosèiusios vieningos teorijos. Todël dar nëra ir vadovëliø, kuriuose bûtø nagrinëjamos ðios struktûros. Èia pateikta medþiaga yra surinkta daugiausia ið straipsniø þurnaluose, techniniø apraðø, monografijø, kitokiø panaðaus pobûdþio leidiniø. Dalis pateikiamø struktûrø apraðyta (daþniausiai kitokiame kontekste) [14] leidinyje.

	Be to, daugiamaèiø duomenø struktûrø ir algoritmø yra pasiûlyta labai daug. Jei tekstinio tipo duomenims yra susiklosèiusi tam tikra klasikinë teorija ir jos pagrindinës struktûros ðiame leidinyje buvo pateiktos, tai apie erdvines arba daugiamates struktûras to negalima pasakyti. Liko visiðkai neapraðyti daugiamaèiø erdviø sutvarkymo metodai (pvz., uþpildanèios erdvæ kreivës ir z-tvarkiniai), daugiasieniai medþiai, R-medþiai ir jais besiremiantys algoritmai, hierarchiniø daugiamaèiø briaunainiø struktûros, daugiasluoksniai gardeliø failai, ir pan.

�6. Uþdaviniai ir pratimai



	Èia pateikiami uþdaviniai yra suskirstyti á grupes. Kiekvienos grupës uþdaviniams, ypaè jø sprendimo bûdui, keliami kitokie reikalavimai.



6.1. Pirmoji uþdaviniø grupë



	Ðios grupës uþdaviniai nesudëtingi, pagrindinis tikslas yra paraðyti ðiems uþdaviniams tokias programas, kuriose nebûtø nei vienos bereikalingai vykdomos operacijos, ir árodyti, kad programos iðsiskiria bûtent ðia savybe.



Surasti porà didþiausiø skaièiø, kuriø didþiausias bendrasis daliklis (gcd) yra lygus m ir kurie Paskalio sistemoje gali bûti apibrëþti kaip integer tipo kintamieji.

Paraðyti programà, skaièiuojanèià Fibonaèio skaièiø sekà iki duoto skaièiaus n.

Realizuoti dviejø dvejetainiø n-bitiniø skaièiø, saugomø masyvuose A(n) ir B(n), sudëtá. Sumà raðyti á masyvà C(n+1).

Realizuoti n-ojo laipsnio vieno kintamojo polinomo reikðmiø skaièiavimà pagal Hornerio schemà.

Surûðiuoti masyve A(n) saugomus skaièius, randant maþiausià ið jø ir raðant já á masyvà B(n), po to taikant ðià procedûrà pakartotinai.

Masyve A(n) yra n skirtingø skaièiø. Inversija vadinama situacija, kai indeksai i < j, o A(i) > A(j). Suskaièiuoti inversijø skaièiø masyvui A.

Paraðyti programà, kuri ið N skaièiø masyvo iðrinktø tris skirtingus skaièius taip, kad jø suma dalytøsi ið k.

Skaièiø seka iðsiskiria savybe: a1 < a2 < a3 < ... < an. Paraðyti programà, kuri nustatytø, kada ai = i.

Svarbiausiu masyvo elementu vadinamas toks, kuris pasikartoja daugiau negu n/2 kartø. Sudaryti programà, kuri rastø svarbiausià elementà, arba nustatytø, kad tokio nëra.

Paraðyti programà,kuri tikrintø dalumo ið skaièiaus n poþymius.

Sudauginti du didelius skaièius M ir N greitos daugybos metodu, taikant já rekursyviai: M = 10nK + L, N = 10nP + R.

Paraðyti programà, kuri sudarytø daugybos lentelæ.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri vienà simboliø sekà x pervestø á kità simboliø sekà y, áterpdama simbolá arba iðmesdama já ir atlikdama minimalø kieká tokiø operacijø.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, surandanèià, kurios ið atkarpø plokðtumoje yra lygiagreèios.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, surandanèià, kiek atkarpø porø plokðtumoje kertasi.

Paraðyti programà realizuojanèià div ir mod procedûras.

Paraðyti programà, kuri sveikiems teigiamiems skaièiams a, b, c rastø tiesinës lygties a*x + b*y = c sveikaskaièius sprendinius, arba nustatytø, kad tokiø nëra.

Paraðyti programà, skaièiuojanèià funkcijos sin(x) reikðmes.

Paraðyti programà, skaièiuojanèià deriniø skaièiø Ckn.



6.2. Antroji uþdaviniø grupë



	Ðios grupës uþdaviniø tikslas - patikrinti duomenø struktûrø programavimo ágûdþius.



Realizuoti operacijas su dvejetainiu prefiksiniu medþiu masyvo pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu infiksiniu medþiu masyvo pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu postfiksiniu medþiu masyvo pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu infiksiniu medþiu rodyklës pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu prefiksiniu medþiu rodyklës pagrindu.

Realizuoti operacijas su dvejetainiu postfiksiniu medþiu rodyklës pagrindu.

Realizuoti operacijas su rekursyviu medþiu.

Realizuoti operacijas su medþiu (nuorodos á kairájá sûnø ir deðiná brolá) masyvo pagrindu.

Realizuoti operacijas su medþiu (nuorodos á kairájá sûnø ir deðiná brolá) rodyklës pagrindu.

Realizuoti operacijas su aibëmis bitmap vektoriaus pagrindu.

Sudaryti programà, realizuojanèià atviro adresavimo dëstymo algoritmà operacijoms insert, search, delete.

Sudaryti programà, realizuojanèià dvigubo dëstymo metodà operacijoms insert, search, delete.

Realizuoti Patricia algoritmà.

Realizuoti skaitmeninës paieðkos algoritmà (abiem knygoje apraðytais atvejais).

Realizuoti operacijà delete B-medyje.

Realizuoti extendible hashing paieðkos algoritmà: áterpimo ir paieðkos operacijas.

Realizuoti bottom-up mergesort rûðiavimo metodà.

Realizuoti top-down mergesort rûðiavimo metodà.

Realizuoti heapsort metodà.

Realizuoti áterpimo ir iðmetimo operacijas heap struktûroje.

Realizuoti dviejø prioritetiniø eiliø suliejimo operacijà.

Realizuoti Knuth-Morris-Pratt’o algoritmà.

Realizuoti Boyer-Moore’o algoritmà.

Realizuoti Rabin-Karp’o algoritmà.



6.3. Treèioji uþdaviniø grupë



	Ðios grupës uþdaviniai yra sudëtingesni, jø sprendime ir realizavime reikia taikyti ávairius duomenø struktûrø algoritmus.



Rasti dviejø aukðto laipsnio polinomø g(x) ir h(x) didþiausià bendràjá daliklá.

Rasti dviejø dideliø skaièiø (keliø deðimèiø ar ðimtø skaitmenø eilës) M ir N didþiausià bendràjá daliklá.

Kiekvienà skaièiø nuo 1 iki n iðskaidyti ne daugiau kaip k dëmenø suma. Kaip parinkti tokius skirtingus dëmenis, kad jø skaièius bûtø minimalus?

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri generuotø atsitiktinæ N-bitø (N>1000) sekà, o po to rastø visus posekius, lygius paskutiniams k bitø.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri dviejø matavimø tekste rastø visas vietas, kuriose yra tam tikras posekis.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri sekø aibëje S = (y1, y2,... yn) iðskirtø tas, kurios áeina á sekà x.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri surastø ilgiausià bendràjá tolydø poseká dviejuose duotose sekose.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri ið aibës S poaibiø sistemos {s1, s2,... sn} iðrinktø minimalø skaièiø poaibiø, kuriø sàjunga padengtø visà aibæ.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri naudodama medþio duomenø struktûrà suspaustø tekstiná failà.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri perkoduotø (ir dekoduotø) bet koká failà á tekstiná.

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri aibæ ið n skaièiø ið pradþiø rûðiuoja Quicksort metodu, o likus maþesniems aibëms, pereina prie áterpimo metodo. Kada toks perëjimas tikslingas?

Sukurti efektyvø algoritmà ir paraðyti programà, kuri ið n skaièiø surastø k maþiausiø.

Paraðyti programas ir empiriðkai palyginti metodus, kai formuojamos heap aibës ið atsitiktiniø skaièiø, naudojant dvi procedûras: bottom-up heap ir top-down heap.

Paraðyti programas heapsort, kada naudojamos dvi skirtingos operacijos: iðmesti maþiausià ir iðmesti didþiausià (heap aibë formuojama taip, kaip buvo nagrinëta).

Paraðyti programà, kuri natûraliai uþraðytà algebriná reiðkiná (su skliausteliais) pertvarkytø á postfiksiná reiðkiná. Kurias struktûras geriau naudoti: stekà, eilæ, dekà?

Sukurti algoritmà ir paraðyti programà, kuri polinomus vienà ið kito dalytø greitos daugybos metodu (polinomø laipsnis gali bûti labai didelis).

Skaièiø aibë yra skaidoma á kelias dalis taip, kad ðiø daliø sumos bûtø kiek galima labiau viena kitai artimos. Ðá principà rekursyviai galima pritaikyti vis maþesnëms aibëms. Panaudoti dvejetainius ar 2-3, ar 2-3-4-medþius. Paraðyti atitinkamà programà ir atlikti uþdavinio analizæ.

Sudaryti programà, kuri naudodama atsitiktiniø skaièiø generatoriø, sudarytø raudonus-juodus medþius (ne maþiau 1000 virðûniø) ir ávertintø vidutiná ðakø ilgá nuo ðaknies iki lapø.

Sudaryti programà, kuri pagal raudonà-juodà medá atstatytø 2-3-4-medá, ir atvirkðèiai.

Realizuoti operacijas su trie struktûra, kai duomenys yra saugomi sàraðo pavidalu masyvo pagrindu.

Realizuoti dviejø iðretintø matricø daugybà. Algoritmo efektyvumà palyginti su standartiniais metodais.

Realizuoti dviejø iðretintø polinomø daugybà. Algoritmo efektyvumà palyginti su standartiniais metodais.

Realizuoti dviejø labai dideliø dvejetainiø skaièiø daugybà. Algoritmo sudëtingumà palyginti su standartiniais metodais.

Sudaryti algoritmà ir paraðyti programà, kuris algebriná  reiðkiná pertvarkytø á prefiksiná pavidalà.

Paraðyti programà, kuri dvejetainiame paieðkos medyje rastø visas virðûnes, kurios patenka á tam tikrà reikðmiø diapazonà.

Paraðyti programà, kuri 2-3-4-medyje rastø visas virðûnes, patenkanèias á tam tikrus diapazonus (jø gali bûti keli).



6.4. Pratimai tiriamajam darbui



Kompleksiðkai iðtirti dvejetainæ paieðkà ir dvejetainius paieðkos medþius: iðvesti jø sudëtingumo priklausomai nuo duomenø struktûros formules; pateikti rekursyvias ðiø algoritmø realizacijos programas.

Iðtirti dvejetainius paieðkos medþius: nustatyti, ar verta áterpti áraðus á medá jø daþnumø maþëjimo tvarka, kai ið anksto þinomi paieðkos raktø daþnumai; modifikuoti dvejetainius medþius, kad jie galëtø turëti pasikartojanèius raktus; sudaryti rekursyvias programas, spausdinanèias medþiø virðûnes eilës tvarka.

Iðtirti raudonus-juodus medþius: naudojant atsitiktiniø skaièiø generatorius, iðtirti ðiø medþiø statistines savybes (ðakø minimalius, maksimalius, vidutinius ilgius; santykius tarp juodø ir raudonø-juodø ðakø; kitas savybes); palyginti ðiuos medþius su nebalansuotais dvejetainiais paieðkos medþiais.

Sukurti keturiø spalvø ir aðtuoniø spalvø medþiø teorijà (kokio tipo paieðkos struktûroms gali atstovauti medþiai, kai raudoname-juodame medyje spalvai þymëti yra naudojami du arba trys bitai), pateikti pavyzdþiø.

Iðanalizuoti ávairias hash funkcijas: kaip galima hash funkcijas keisti atsitiktiniø skaièiø generatoriais ir atvirkðèiai; kokias funkcijas reikia naudoti, kai þinomi reikðmiø diapazonai, elementø lentelëje skaièius, kai laukiama, kad bus daug pasikartojanèiø raktø reikðmiø; kaip tirti ávairiø hash funkcijø statistines savybes.

Iðtirti skaitmeninius paieðkos medþius: naudojant atsitiktiniø skaièiø generatorius, iðtirti ðiø medþiø statistines savybes; surasti duomenø savybes, sàlygojanèias blogà struktûros trie iðbalansavimà; surasti kaip reikia taisyti struktûrà tokiu atveju: 26-iø nuorodø trie struktûrà naudojama lotyniðko alfabeto raidëms identifikuoti, taèiau kai kurios raidës labai retai sutinkamos.

Kompleksiðkai iðtirti Patricia algoritmà: naudojant atsitiktiniø skaièiø generatorius, iðtirti jo statistines savybes; rasti duomenø savybes, kurios Patricia medá labai debalansuoja; kada verta paraðyti programas, spausdinanèias Patricia medþio virðûnes didëjimo tvarka.

Kompleksiðkai iðanalizuoti B-medþius: naudojant atsitiktiniø skaièiø generatorius, iðtirti ðiø medþiø statistines savybes; kokie turi bûti santykiai tarp puslapio dydþio, sûnø skaièiaus vienai virðûnei, virðûniø skaièiaus, prefikso dydþio, kad paieðka (áterpimo operacija, iðmetimo operacija) medyje bûtø efektyviausia.

Kompleksiðkai iðtirti iðplëstiná dëstymà: naudojant atsitiktiniø skaièiø generatorius, iðtirti ðio algoritmo statistines savybes; paraðyti elemento iðmetimo programà ir iðanalizuoti jos sudëtingumà; kaip turi bûti modifikuotas iðplëstinio dëstymo algoritmas, kai jis dirba vidinëje atmintyje.

 Modifikuoti visus iðdëstytus sekø paieðkos algoritmus, kai fragmentas turi vienà ar kelis wild-card simbolius, iðtirti jø sudëtingumà.

 Kompleksiðkai iðtirti Huffman’o kodo savybes: kaip kodo ilgis priklauso nuo statistinio daþnumø pasiskirstymo; koks yra dvejetainio failo Huffman’o kodas; jei raidþiø daþnumai visi skirtingi, ar Huffman’o kodas yra vienareikðmis; kaip taupyti atmintá realizuojant Huffman’o algoritmà.
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