Paskaity konspektai

Dvejetainiy ir AVL medzZiy programavimas

Dvejetainiai paieSkos medZiai

Su dvejetainiais medziais atlickamos $ios operacijos
- elemento jtraukimas
- elemento paieska
- medzio spausdinimas
* preorder
* postorder
* inorder
- elemento pasalinimas

Aptarsime elemento pasalinima. Konstruosime procediira:

m

\ Turime medj m ir elementa
e. Atlikus procedira,
/V > m turésime tik medj m.
e

Tarkime, turime medj:

@ Medis sudarytas atsizvelgiant
1 leksikografing tvarka — t.y.,
pvz.,G<D

Salinant i§ medzio, galimi 4 variantai:

1. Salinamas elementas — lapas
(musy pavyzdyje lapai yra A, C, E, I, L)

2. Salinamas elementas neturi kairés $akos
(pavyzdyje: H)

3. Salinamas elementas neturi desinés $akos
M, J)

4. Salinamas elementas turi ir kaire, ir de§ing Sakas
(G, D, K, B).
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Aptarsime kiekviena atveji.

1. Pirmu atveju miisy nagrin¢jamo medzio dalis ties lapu schematiskai atrodo taip:

m: —» B Pasaling lapus A ir B, gauname:

—» B
A C

2. Siuo atveju pasaling elementa H, turime tokj medzio fragmenta:

<

m.
K
|_>—1 mi.d :
J
I

3. Analogiskai.

Tarkime, reikia pasalinti virStinés

elementg 24. Taciau, kad medzio

e struktiira nesugritity, ji turi kazkas
pakeisti. Realiausias tam tinkamas

skaiCius — 20, nes jis yra i$ visy

kairés Sakos elementy pats
didziausias (kairés Sakos pats
deSiniausias elementas). Medzio
} struktiira nesugritity, jei 24
keistume ir deSinés Sakos paciu
kairiausiu elementu (i§ visos
Ii b desinés Sakos paciu maziausiu).
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Pasalinus elementa 24, gauname medi:

o °

Galime paraSyti elemento Salinimo procediira:

Type medis = “mazgas;
Mazgas = record
info: integer;
k, d : medis;
end;
procedure pasalinti (var m : medis; e : integer);
var r, pirm : medis;
begin
if m <> nil
then begin
if m".info = ¢
then ...
else if e > m".info
then pasalinti (m”.d, e)
else pasalinti (m”".k, e)
end;
end;

Tai, ka salygos sakinyje Zymejome daugtaskiu, parasome:

Begin
If m"k = nil
Then begin
r:=m;
m = m".d;
dispose (r);
end
else if m™.d = nil
then begin
r:=m;
m = m".k;
dispose (r);
end

Vietoj 24 virStinéje turime 20.
Taciau, kad nesidubliuoty
elementai, taip pat pasaliname
lapa su skai¢iumi 20.

{néra kairés medzio Sakos}
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else {yra abi Sakos}
then begin
pirm := pirmatkas (m);
m”.info := pirm”.info;
pasalinti (mS.k, mS.info);
end;
end;

Miisy parasytoje salygos sakinio dalyje yra funkcija pirmatakas - ji pakeicia vir§tnés
pasalinta elementa tokiu, kuris leidzia iSlaikyti medzio struktiira. Ja paraSysime
(pirmtaku laikome kairés Sakos didZiausia elementa):

Function pirmtakas (m: medis): medis
var p : medis;
begin

p =m"k;

while p*.d <> nil do

p =p’d;

pirmtakas := p;

end;

Dvejetainiai medZziai naudojami aprasant (generuojant) duomeny bazes.
Panagriné¢kime pacios paprasciausios duomeny bazés pavyzdi. Tarkime, su duomeny
baze galima atlikti tokias tris operacijas (tranzakcijas):

e Elemento jterpimas

e clemento paieska

e clemento pasalinimas

e duomeny bazés turinio spausdinimas

Susitarkime, kad tranzakcijy kodai bus tokie:

I — jterpimas
Q — elemento paieska
D — elemento pasalinimas

ParaSome programa tokios duomeny bazés kiirimui ir jos tvarkymui Siomis
tranzakcijomis:

Program PaprastaDB;
Type medis = “mazgas;
Mazgas = record
Info: integer;

k, d : medis;
end;
var
DB: medis;
Kodas: char;
1: integer;
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begin
Db := nil;
While not eof do
Begin
ReadLn (kodas, 1);
Case kodas of
‘I’ : Iterpti (Db, 1);
‘Q° :if yra (DB, 1)
then WriteLn (i, , yra DB)
else WriteLn (i, ‘néra DB);
‘D’ : pasalinti (i, DB);
end;
end;
Writeln (‘DB turinys*);
Spausdinti (DB);
Writeln (gylis (DB));
WriteLn (kiek (DB));
End.

Sioje papras¢iausia duomeny baze generuojanéioje programoje taip pat be jau minéty
tranzakcijy turime ir funkcijas, nustatancias dvejetainio medzio, kitaip — duomeny
bazés gyli (funkcija gylis (DB) ), jos elementy skaiciy (funckija Kiek (DB) ).
ApraSysime jas:

Function gylis (m: medis): integer;
Begin
If m = nil
Then gylis = 0
Else gylis := 1 + max (gylis (m”".k), gylis (m”.d);

End;
Function Kiek (m: medis): integer; mrk mihd
Begin m: | _|
If m = nil A
Then kiek := 0
Else kiek := 1 + kiek (m”.d) + kiek (m”".k)
End;

Taigi turime visas funkcijas ir procediras, reikalingas apdoroti pacia primityviausia
duomeny baze:

Funkcija [terpti,
Procedira Spausdinti;
Procediira pasalinti;
Funkcija pirmtakas;
Funkcija Kiek;
Funkcija Gylis;
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AVL medZziai.

AVL medziai — tai tokia dvejetainiy medziy riisis, kuriai priklauso medziai, suformuoti
pagal tam tikra balansavimo taisykle. AVL medzius iStyrinéjo du rusy mokslininkai:
Adelson — Velskij ir Landis.

AVL medziy balansavimo taisyklé yra tokia — Tokio medzio kairiosios ir deSinios Sakos
skiriasi ne daugiau kaip per viena mazga.

Dvejetainiy (paprasty medziy) ir AVL medziy palyginimas

Palyginimy skaicius Palyginimy skaicius
(blogiausias atvejis) (vidutiniSkai)
Dvejetainiai medZiai n 1,39 logon
AVL medziai 1,44 logon 1,04 logon

n — elementy (mazgy) kiekis medyje

AVL ir ne avl medziy pavyzdziai:

jo}
Joso
ONG

o

Ne AVL medziai:

OO YO
<2 % ®@® ®

O o 375

AVL medis
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Iterpimas j AVL medj.

Norint iterpti i duota medi, reikalingos 4 korekcijos (transformacijos)
posiukis kairén

posikis desinén

dvigubas posiikis kairén

dvigubas posiikis deSinén;

Pvz. I AVL medi iterpiame tokius skaiCius: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.

[terpiame 1:

O

[terpiame 2:

0,
©

[terpiame 3:

0,

Matome, kad tai néra AVL medis. Vadinasi, Reikia atlikti tam tikra transformacija, kuri
transformuoty duota medj | AVL medi.

Posiikis kairén.

elementas n jterpiamas {
medi — jis tampa lapu.
Matome, kad atsirado

@ pazeidimas. X, Y, Z —
n+?2 submedziai.
n+lyr

\\ v

A ° A A Bendras atvejis. Naujas

n+3
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Atlikus posuki:

Kai jau atliktas posukis, tai
A gauname AVL medj.
[rodome, kad tai korektiskas
AVL medis.
Medyje, prie kurio prijungéme
elementa n, turime:
ki <k
X<k
Y >k

Matome, kad tokius pat
santykius turime ir
n+2 transformuotame medyje.

Pavyzdyje turejome: Transformuojame (atlickame
posuki
kairén):

% 0
O ©

Prie gauto medzio prijungiame 4:

2
©
Q@

Gautas medis — taisyklingas AVL medis.
Prijungiame 5:

Turime du pazeidimus AVL medzio struktiiroje. Taikysime posiiki kairén (paZyméta
medzio Saka (submedj) transformuojame ir prijungiame prie pradinio medzio:
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O

L
S
©

Prijungiame 6 ir atlickame transformacija kairén:
fo
foR0} 9

Prijungiame 7 ir atlickame transformacija kairén:

9

Posiikis deSinén.

Postkis desinén atlickamas analogiskai kaip ir posiikis kairén, pvz:
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Turime medji:
medis:

£
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Atlikus postuki deSinén, gautas AVL

O

ONO

Bendra taisyklé postkiui deSinén. Atlikus posiiki deSinén, gautas AVL

medis:

Turime tokios struktiiros medi (X,
Y, Z — submedziai), i kurj
Itrauktas naujas elementas n (lapas):

O
v

Kad gautasis medis — korektiSkas AVL medis, irodome panasiai, kaip ir posikio kairén

atveju.

Tokio tipo posiikiai (kairén arba deSinén) naudojami tokiais atvejais:

Posiikio tipas

n santykis su medZio elementais

Posiikis kairén

n>k >k

Posiikis deSinén

n <k, <k,
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Dvigubas posikis.

Apibendrinta dvigubo postkio kairén taisykle.

o
ANIO
OAN

Pavyzdziui, prie jau turimo AVL medzio prijunkime skai€iy 15 (prijungus tik 15,
gauname tvarkinga AVL med}) ir skaiciy 14:

Gautas medis néra AVL medis. Atliekame dviguba posuki
kairén ir
gauname taisyklinga AVL medi:

Q
@% \@
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I turima medi ijungsime skaiciy 13: Atliekame dviguba posiiki kairén:

Q
@% S

Transformuojame:

I turimg medj jjungiame skaiciy 11: Siam medziui transformuoti { AVL medj
atlickame
tik paprasta (nedviguba) postki deSinén:

YOS O

/

AN
ofololo ofolololo
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Dvigubas posiikis deSinén.

Apibendrinta taisykle. Turime medi, prie
kurio Sakos B arba C prijungiame nauja
elementa n. Medi reikia transformuoti taip,
kad gautume taisyklinga AVL medi.

Atliekamas posiikis deSinén.
Gautas medis — taisyklingas
AVL medis. Elementas n Gali
biiti B arba C lapas.

Norint aprasyti iterpimo 1 AVL medi procediira, biitina zinoti medzio auksti (gyli).
Susitarsime, kad:

Medis Medzio Medzio vaizdavimas su rodykliniais rySiais
aukstis
-1 Nil

Néra medzio

(DG T

® T
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Turime medj, kurio Sakos yra tokiy auksciy (pacio medzio aukstis — vir§iinés aukstis):

2

ApraSome tipus, kuriuos naudosime procediiroms ir funkcijoms:
Type
medis = “mazgas;
mazgas = record
inf: integer;
aukstis : integer;
k, d : medis;
end;

Parasysime funkcija apskai¢iuoti medzio auksciui:

function aukstis (m: medis) : integer;
begin
if m = nil
then aukstis := -1
else aukstis := m”.aukstis
end;

Posiikis kairén

Turime toki medj: Atlikus transformacija, gautas toks AVL
Ja, 2

medis:
/(\ /Z\ X Y

Norint i§ pradinio medzio gauti transformuota, biitina atlikti tokius veiksmus:
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gautas rezultatas:

m: —» k

X Y

ParasSysime procediira posukiui kairén:

procedure kairén (var m : medis);
var r: medis

begin
r:=m".d; (D)
m.d =1tk (2)
{medzio aukscio sutvarkymas}
m:=r; 3)
end;

Transformuoto medzio Saky auks¢iams sutvarkyti reikalingi tokie sakiniai, kuriuos
atliekant posiikio kairén procediira kreipiasi i jau anks¢iau aprasyta funkcija aukstis:
m”.aukstis := max (aukstis (m”.k), aukstis (m*.d)) + 1;

r.aukstis ;= max (m".aukstis, aukstis (r.d)) + 1;

r: —» ki

reikia redaguoti
r: —P ke
. Y
aukscio reikSmés
iSlieka ——- s auRS¢iai nepakio
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Dabar aprasysime analogiska procediira posiikiui deSinén:

Procedure desinén (var m: medis);
var r: medis;

begin
r:=mk; r:| [P

m .k :=m".d;

>,F >,F

HK
e,

{medzio aukscio sutvarkymas}

m:=r; r: —» ki

PN

Y
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end;
Sutvarkome medzio auksti:

m”.aukstis := max (aukstis (m”.k), aukstis (m*.d)) + 1;
r™.aukstis ;= max (m”".aukstis, aukstis (r.d)) + 1;

Aprasome pagrinding procediira, kuri iterpia elementa i AVL medi (reikiant AVL
medi transformuoja):

Procedure [terpti | AVL (i: integer; var m : medis);

begin
if m = nil ljei AVL medis tuscias}
then begin
new (m); {kuriamas AVL medis is vieno elemento)
m”.info = i;
m”.aukstis := 0;
m”.k := nil,
m”.d := nil,
end
else
end;

Uzbaigiame salygos sakinj, pazyméta EEH :

if i <mMinf

then begin
Iterpti [ AVL (i, m*.k);
if aukstis (m”.k) — aukstis (m*.d) = 2 {AVL struktiira pazeista}

then if i < m".k".inf
then deSinén (m)
else dvigubas_deSinén (m)
else m”.aukstis := max (aukstis (m”.k), aukstis (m*.d)) + 1;
end
else begin
- {analogiski sakiniai desiniajai sakai}
end;
Pagrindiné programa:

Program AVL medis;
Type
medis = “mazgas;
mazgas = record
inf: integer;
aukstis : integer;
k, d : medis;
end;
var
M : medis;
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J : integer;
begin
M = nil;
readln (j);
while j > 0 do
begin
Iterpti [ AVL (j, M);
readln (j);
end
end.
Dvigubas posiikis kairén.

Turime tokios struktiiros dvejetaini medi: Atlikus dvigubo posukio kairén
transformacija, gautas medis:

Galima pastebéti, kad dvigubas posiikis kairén ekvivalentus tokiai transformacijy
sekai:

- postkis desinén (virsuné ks)
- postkis kairén (virsing k;)
[rodome, kad bitent taip ir yra:
pradinis medis: Atlikus posiki desinén (apie

virsing
k3)
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gauta medj transformuojame postkiu kairén (apie virSung k;):

ParaSysime procediira dvigubam posiikiui kairén remdamiesi auk$¢iau iSdéstytais
pasteb¢jimais:

procedure dvigubas kairén (var m : medis);

begin
desinén (m*.d); {medis sukamas apie virsine ks}
kairén (m); {medis sukamas apie virsiine ky;
end;

Rekursijos realizacija kompiuteryje

Rekursija gali buti apibrézta:

lL,u=1;
1. Apibrézime: u! =

u*(u-1),u>1;

2. Funkcijos aprase;
3. Procediros aprase.
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Pavyzdziai.
Turime rekursing procediira, paraSancia raides atvirksc¢ia tvarka, nei jos yra ivestos:
procedure atv (n : integer);

var
ch : char;
begin
ifn=1
then begin
readln (ch);
write (ch);
end
else begin
readln (ch);
atv(n—1);
write (ch);
end;
end;
procediiros vykdymas:

procediiroje pirma karta kreipiames { ja pacia su n reikSme, lygia 3. Toliau vykdome
kitus kreipinius:

(atlickame 2-3 salygos
sakinio Saka)

(atlickame 2-3 salygos
sakinio Saka)

%
atv
atv (3); /
A
atv % gt atv |kek L atv [k

n=3 n=2 n=1

ch=7? ch=7? ch=7?

3 =1 (false) 2 =1 (false) 1 =1 (true)

(atlickame 1-3 salygos
sakinio Saka)

read(ch) read(ch) read(ch)

ch="‘A’ J ch="‘B’ ch=C’

atv (2) atv (1) ] write (ch)
sp [C’]

Ry: Ri: Grizti (Ry)

write (ch); write (ch);

sp [A] sp [B]

Grizti 1 (Rs) Grizti 1 (Rz)

Tokie rekursiniai kreipiniai kompiuteryje naudoja tam tikra duomeny struktiira :
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-
n: 1
> ko
ch: C kiekvienas naujas kreipimasis i procediira
< sukuria nauja freima saugomoms
n: 2 reikSméms.
> k% 5
ch: B Si duomeny struktiira vadinama LIFO
< (Last In First Out) arba kitaip - stekas
n 3
C* freimas
ch: A
~

Kai procediiroje atlickamas grizimo
veiksmas, kompiuterio atmintyje

7 freimai yra pazingsniui naikinami
(pirmas sunaikinamas tas, kuris
[k buvo sukurtas paskutinis (LIFO
struktiira) )
<
Rk
ch: B
<
n 3
>k
ch: A

IS to, kas iSdéstyta, galima daryti ivada, jog, vykdant rekursija kompiuteryje, freimy
gali buti sukurta be galo daug, ir kompiuterio atmintis bus perkrauta. Tokiu atveju bus
pateikta klaida:

202 stack overflow error

Taigi aprasant rekursija reikia tikrinti, ar ji néra begaliné (ar i rekursing funkcija ar
procediira néra kreipiamasi be galo daug karty).

Rekursiniy funkcijy pavyzdziai

1. Skaiciaus faktorialas
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ParaSysime rekursing funkcija skaiciaus faktorialui apskaiciuoti:

function fakt (n: integer) : integer;

begin
ifn=1
then fakt =1
else fakt = n * fakt (n— 1);
end;

parasysime funkcija apskaiciuoti skaiCiaus faktoriala nenaudodami rekursijos:
function fakt (n: integer): integer;
var
p, 1: integer;
begin
p:=1
fori:=1tondo
p=p*i
fakt :=p;
end;
2. Fibonacio skaiciai.
Matematinis Fibonacio skai¢iy apibréZzimas yra toks: fo = 0, f; = 1, kiekvienas kitas
yra gaunamas sudedant du skacius, esancius pries ji. UzraSyta benra formule tai
atrodo:
fn = fn-l + fn—Z

ParasSysime rekursing funkcija n-tajam Fibonacio skaiciui rasti:

function fib (n: integer): integer;

begin
ifn=0
then fib :=0
elseifn=1
then fib := 1
else fib := fib (n— 1) + fib (n - 2);
end;

Funkcija n-tajam Fibonacio skai¢iui be rekursijos atrodys taip:

function fib (n : integer): integer:
var
fl, £2, £, i : integer;
begin
fl :=0;
2:=1;
fori:=2 tondo
begin
f:=fl+12;
2 :=f;
fl:=12;
end;
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end;
3. DidZiausias bendras daliklis

Algoritmas diziausiam bendrajam dalikliui rasti matematiSkai apraSomas taip
(Euklido algoritmas):

r =amodb (liekana, dalijant viena skaiciy i$ kito)
jeir=0,dbd=b
dbd (a, b) = dbd (b, )

parasysime rekursing funkcija dviejy skaiciy didziausiam bendrajam dalikliui rasti:

function dbd (a, b : integer): integer;

var
r : integer;
begin
r:=amodb;
ifr=0
then dbd = 0
else dbd : = dbd (b, r);
end;

4. Vietovés bakteriologinis uZterSumas
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Turime vietove, kurig suskirstome langeliais
(kiekvieno langelio koordinatés x ir y yra
zinomos). Apkrésta langeli Zymésime juoda
spalva. Procediiros uzduotis — rasti démeés dydi
(langeliy skaiciy) 1 kuri patenka nurodytas
langelis.

Jei nurodytas langelis patenka | démg, tai jis turi daugiausia 8 kaimyninius
langelius, kurie gali buti arba uzkresti, arba ne. Kiekvienas ju turi taip pat
daugiausia 8 kaimynus, tie savo ruoztu — taip pat, ir t.t.

kaimyniniy langeliy koordinatés:

x—1 x x+1

bakteriologiné démé bus apibréziama:

0, jei langelis (su koordinatémis x ir y) yra tuscias

bd (x, y)
Il+bd(x—-1Ly-1)+bd(x,y—1)+bd(x+1,y-1)+bd(x—-1,y)+
+bd(x+ Ly)+bd(x—-1,y+1)+bd(x,y+1)+bd(x+1,y+1);
Reikia sudaryti funkcija:
Gardelé
S demés dydis n
T —» —>

s A

Parasome funkcija Siems veiksmams atlikti:

const
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MaxX = 100;
maxyY = 100;
type

biisena = (tuscia, uzpildyta);
gardtipas = array [1 .. MaxX, 1 .. MaxY] of biisena;

function Bdéme ( gard: gardtipas; X, Y : integer): integer;
function bd (X, Y: integer): integer;

begin
if (X<1)or((X>MaxX)or (Y <1)or (Y >MaxY)
then bd := 0
else if gard [X, Y] = tusCia
then bd := 0
else begin

gard [X, Y] :=tuscia
bd:=1+bd(x-1,y—1)+bd(x,y—1)+bd(x+1,y-1)+
bd(x—1,y)+ bd(x+ 1,y)+bd(x—-1,y+1)+bd(x,y+1)+bd(x+1,y+1);

end;
end;
begin
Bdémé :=bd (X,Y);
end;
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