I. VEKTORIAI IR VEIKSMAI SU VEKTORIAIS

Daznai trimatés erdveés vektorius apibréziamas kaip orientuota atkarpa AB. Tagkas A
vadinamas vektoriaus pradiniu tasku, o taskas B — vektoriaus galiniu tasku. Vektoriai AB
ir CD yra vadinami lygiais, jei tiesés, kurioms priklauso atkarpos AB ir CD, yra lygia-
grecios, atkarpu ilgiai — lygis ir orientuotos atkarpos yra tos pacios krypties. Paaiskinsime,
kaip suprantamas pasakymas ”orientuotos atkarpos AB ir CD yra tos pacios krypties”.
Jei tiesés, kurioms priklauso atkarpos AB ir CD, yra lygiagrecios, tai Sios atkarpos prik-
lauso vienai ir tik vienai plokstumai P. Plokstumoje P egzistuoja vienintelé tiesé [, kuriai
priklauso orientuotu atkarpu ABir CD pradzios taskai A ir C. Tiesé [ plokstuma P dalija
i dvi pusplokstumes. Jei orientuotu atkarpu AB ir CD galiniai taskai B ir D priklauso
vienali ir tai paciai pusplokStumei, tai orientuotos atkarpos ABir CD yra tos pacios kryp-
ties, o jei taskai B ir D priklauso skirtingoms pusplokStuméms, tai orientuotos atkarpos
ABir CD yra vadinamos skirtingu krypciu.

Trimates erdves visu vektoriu aibe pazymékime raide V. Kaip zinome, vektoriu
aibéje V apibrézta sudétis ir §i sudétis turi tam tikras savybes. Taigi pateiksime Stai
toki apibrézima.

Apibrézimas. Tegu V — aibé, kurioje apibrézta sudétis +, tenkinanti aksiomas:

1. Sudétis + aibéje V' — asociatyvi, t.y. bet kuriems vy, v, v3 € V|

(v1 + v2) + v3 = v1 + (V2 + v3);

2. Egzistuoja sudéties + atzvilgiu neutralus elementas 0, dar vadinamas nuliumi, t.y.
toks elementas, kad kiekvienam v € V,

O+v=v+0=uv;

3. Kiekvienam aibés V' elementui v egzistuoja sudeéties + atzvilgiu simetrinis elementas
—uv, taipogi dar vadinamas prieSingu elementu elementui v, t.y. toks elementas, kad

v+ (—v) = 0;

4. Sudétis + aibéje V' — komutatyvi, t.y. bet kuriems vy, vs,

V1 + vy = vy 4+ V1.

Aibé V joje apibréztos sudéties 4, tenkinancios anksciau iSvardintas aksiomas, atzvil-
giu yra vadinama Abelio grupe ir zymima (V,+).

Taigi vektoriu aibé V' sudéties + atzvilgiu yra Abelio grupé. Be sio pavyzdzio galima
pateikti ir daugiau Abelio grupiu pavyzdziu.

Pavyzdziai. 1. (Z,+), (Q,+), (R,+) — Abelio grupés, ¢ia Z, Q, R — seikuju,
racionaliuju ir realiuju skaiciuy aibés.

2. Tegu X — aibé, P(X) — aibés X visu poaibiu aibé, © — aibiu simetriné atimtis, t.y.
bet kuriems aibés X poaibiams A ir B,

AeB=:(A\B)U(B\A).

Galite isitikinti, kad (P(X), &) — Abelio grupé, () — veiksmo & atzvilgiu yra neutralus
elementas, o kiekvienam A € P(X) simetrinis elementas elementui A yra jis pats, t.y.
AcA=1.



Vektorius ne tik galima sudéti, bet kiekviena vektoriu galima padauginti ir i§ realaus
skaiciaus. Taigi pateiksime toki apibrézima.

Apibrézimas. Abelio grupé (V,+) yra vadinama tiesine erdve virs realiuju skaic¢iu
kiino R, jei apibréztas atvaizdis

CRxV =V, (a,v) — a-v,

tenkinantis aksiomas:

1. Bet kuriems o, e R, v eV, a-(f-v) = (a-f) - v;

2. Kiekvienam v € V, 1-v = v;

3. Bet kuriems a, ER, v eV, (a+ ) - v=a-v+ (v

4. Bet kuriems o € R, v1,v2 € V, - (v1 +v2) = - vy + a - va.

Taigi visi trimatés erdves vektoriai sudéties + ir daugybos is realiuju skaic¢iu atzvilgiu
sudaro tiesine erdve virs realiyju skaiciu kiino. Realiuju skaiciu aibé joje apibréztu sudéties
+ ir daugybos - atzvilgiu yra vadinama ktunu. Egzistuoja be galo daug aibiu, tiek baigtiniu,
tiek ir begaliniu, kuriose galima apibrézti tu aibiu elementu veiksmus, vadinamus taip pat
sudétimi + ir daugyba -, ir turin¢iu tokias pat savybes, kaip ir realiuju skaiciu sudétis ir
daugyba. Visi tokie objektai yra vadinami ktuinais. Realieji skaiciai yra tiktai vienas iS
tokiu objektu pavyzdziu.

Apibrézimas. Aibé k joje apibréztu sudéties + ir daugybos - atzvilgiu yra vadinama
ktinu, jei

I (k,+) — Abelio grupé;

I1 (k*,-) — Abelio grupé, ¢ia k* = k '\ {0}, 0 — nulis sudéties atzvilgiu;

11T Sudétis + ir daugyba - susieti distributyvumo deésniu: bet kuriems «, 3, v € k

(a+p)-y=a-v+3-7.

Pastaba. Jei tiesinés erdvés apibrézime realiuosius skaicius pakeistume bet kuriuo
kiinu, gautume visiskai bendra tiesinés erdveés apibrézima.

Vektoriy skaliariné daugyba

Trimatés erdvés vektorius galima sudauginti skaliariskai. Si daugyba apibréziama
dviem budais. Vienas i§ siu budu toks: jei u,v € V, tai u-v = |u| - |v| - cos p(u,v), ¢ia
lu|, |[v] — vektoriu w ir v ilgiai, o ¢(u,v) — kampas tarp Siu vektoriu. Kitas apibrézimas
remiasi kiekvieno vektoriaus uzrasu baziniais vektoriais ¢, j ir k, kurie tarp saves yra
statmeni, kiekvieno i$ ju ilgis lygus vienam ir jie sudaro taip vadinama deSinine vektoriu
sistena. Jei

u:a1~i+oz2'j—|—oz3-k, Uzﬁl'i—l—ﬂQ'j—Fﬁg'k’,

taiu-v=a1-01 +as- P+ as- 3.



Vektoriu skaliariné daugyba turi Sias savybes:

1. u-v =wv-u (vektoriu skaliariné daugyba simetriné);

2. (aru+pv) w=au-w+p-v-w, afcR uv,weV (vektoriu skaliariné
daugyba tiesiné funkcija pagal pirmaji argumenta);

3. u-u>0iru-u =0 tada ir tik tada, kai u = O, ¢ia O — nulinis vektorius (vektoriu
skaliariné daugyba teigiamai apibrézta).

Tegu (V, +) — tiesiné erdveé virs realiuju skaiciu kiino R. Sioje tiesinéje erdvéje galima
apibrezti skaliarine daugyba, kaip dvieju kintamuju funkcija

(,):VxV =R,

tenkinancia vektoriu skaliarinés daugybos iSvardintas tris savybes:
1. (u,v) = (v,u), u,v € V;
2. (a-u+p-v,w), =a (u,w)+ G- (v,w), a,f €R, u,v,w €V,
3. (u,u) >0 ir (u,u) = 0 tada ir tik tada, kai u = O, ¢ia O — nulinis vektorius.

Apibrézimas. Tiesiné erdvé (V,+) vir§ realiuju skai¢iu kuno R, kurioje apibrézta
skaliariné daugyba ( , ), yra vadinama Euklido erdve.

Galima irodyti, kad Euklido erdvéje (V, +) egzistuoja tokia vektoriu Seima ey, e, ...,
en, kad
1. Kiekvienas vektorius v € V vienareikSmiskai tiesiSkai iSreiskiamas vektoriais ey, e,
ceoy En, LY
v=aprertag-ea ... Fape,, a €eR 1< 5<n

2. (ei,e;) = 0;5, 1 < 4,j < n, ¢ia §;; — taip vadinamas Kronekerio simbolis (lygus
vienam, kai indeksai sutampa ir lygus nuliui kitais atvejais).

Euklido erdves vektoriu Seima eq, es, ..., e,, tenkinanti anks¢iau uzrasytas salygas,
yra vadinama Fuklido erdveés ortonormuota baze. Trimateéje vektorinéje erdveje V' vektoriai
1, j ir k ir yra Sios erdvés ortonormuota bazeé.

Vektoriu vektoriné daugyba

Apibrésime dar viena svarbu veiksma su vektoriais — vektoriu vektorine daugyba. Tegu
w ir v — trimatés erdvés vektoriai. Apibrésime vektoriu u X v, turinti savybes:

1. Vektorius v X v yra statmenas vektoriams u ir v.

2. Vektoriaus u X v ilgis lygus lygiagretainio, kuri sudaro vektoriu a.-u+ 3 - v, turin¢iu
bendra pradzia kuriame nors taske, galai, ¢ia 0 < «a, § < 1, plotui.

3. Vektoriai u, v ir u X v sudaro deSinine vektoriu sistema.

Tam tikslui reikalingas trecios eilés kvadratinés matricos determinanto apibézimas.
Trecios eilés kvadratiné matrica — tai lentele:

Q11 Q12 (13
Q21 Q22 (23 )
Q31 Q32 (33
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¢la a5, 1 < 4,7 < 3, — realieji skaiCiai, oy; yra vadinamas matricos ¢j-elementu. Sios
matricos determinanta apibréziame taip:

11 Q12 013
det | ag1 o2 o3 | = oy -
31 Q32 (33

Q21 (22
Q31 (32

Q21 (23
Q31 (33

Qg (¥23
Q32 (33

= (1] - Q- (33 — (1] - (23 - (32 — (V2 (g1~ (33 + Q1 - (123 - (k31 + 13 - Q21 " (V32 — (V13 * (22~ (431

Pastebésime, kad pirmoji lygybé — tai Sios matricos determinanto skleidinys pirmaja eilute.
Siame skleidinyje matome antros eilés matricu, gaunamu isbraukiant trecios eilés matricos
pirmaja eilute ir atitinkamai pirmaji, antraji ir treciaji stulpelius, t.y. ta eilute ir stulpelius,
kuriu susikirtime uzrasyti elementai a1, aqo ir ay3, determinantus

Q21 (22
31 (33

Q21 (23
31 (33

Qo2 (23
32 (33

Y b

Tik pastebésime, kad Sie determinantai uzrasyti panasiai kaip ir matricos, bet tarp tiesiu
skliaustu. Matricos elementai surasomi tarp lenktu skliaustu. Antros eilés matricos

11 Qg2
Q21 (22
determinantas pagal apibrézima yra lygus skaiciui
Q1 - Qg — (12 - Qg1
I i apibrézima taip pat galime zitreti kaip i antros eilés matricos determinanto skleidini
pirmosios eilutés elementais.

Matricos determinanto savybés

Dabar isvardinsime trecios eilés matricos determinanto savybes. Jas formuluosime tik
matricos eilutéms. Tokias pat savybes galima suformuluoti ir matricos stulpeliams.

1. Trecios eilés matricos determinantas yra lygus nuliui, jei matricos kurios nors dvi
eilutés yra lygios.

2. Antraja savybe uzraSysime tik pirmajai matricos determinanto eilutei. Kitoms ma-
tricos eilutéms §i savybé uzraSoma panasiai. Zodziais §i savybeé isreiSkiama taip: matricos
determinantas yra bet kurios matricos eilutés tiesinée funkcija.

/ /! / 1! / 1!
Arajptp-afy Arajgtpealy Aajs+pe-alfs
det Q921 22 Q23 =
Q31 Q32 Q33



! ! ! 1) 1! 1!
a1 Qo Qgg a1 Qo Ogg
A - det Qo1 (o2 (23 + u- det Q21 (o2 (23

Q31 Q32 (33 Q31 Q32 (33

3. Trecios eilés matricos, kurios istrizainéje yra vienetai, o kitose — nuliai, determi-
nantas yra lygus vienam. Bet kuri n-tos eilés matrica, kurios istrizainéje uzrasyti vienetai,
o kitose — nuliai, yra vadinama vienetine n-tos eilés matrica.

Sias trecios eilés matricos determinanto savybes galite tiesiog patikrinti remdamiesi
matricos determinanto apibrézimu.

Pastaba. Bet kurios eilés kvadratinés matricos determinanta galima apibrézti ak-
siomatiskai. Aksiomu sistema — kaip tik iSvardintos trys trecios eilés kvadratiniu matricu
determinantu savybés. Sios aksiomos bet kurios eilés kvadratinés matricos determinanta
apibrézia vienareikSmiskai.

Remiantis iSvardintomis trecios eilés kvadratinés matricos determinanto savybémis,
galima padaryti kai kurias iSvadas.

1. Jei sukeiciame matricos kurias nors dvi eilutes ar stulpelius vietomis, tai matricos
determinantas pakeicia zenkla.

2. Jei matricos kurios nors dvi eilutés yra proporcingos, tai Sios matricos determinan-
tas lygus nuliui.

Pastaba. Panasiai galima apibrézti ir n-tos eilés kvadratinés matricos determinanta,

suvedant jo skai¢iavima i n — 1-os eilés kvadratiniu matricu determinantu skai¢iavima. Su-
%:17
bendraji elementa «;; tarp skliausteliu ir nurodydami sio bendrojo elemento pirmojo ir

tarkime n-tos eilés matrica A uzrasyti taip: A = («a;;) t.y. uzraSydami $ios matricos

antrojo indeksu igyjamas reikSmes. Dabar nurodysime, kaip matricos A = (ozij)?jzl de-
terminanto skaiciavima galime suvesti i n — 1-o0s eilés kvadratiniu matricu determinantu
skaic¢iavima. Bet kuriam r, 1 < r < n, apibrézkime
det(aij)%zl = (—1)r+10417~M1r —+ (—1)T+2042TM2r + ...+ (_1)r+nanTMnr,

¢ia MI" — n — 1-os eilés matricos, gautos matricoje A = (aij)?jzl iSbraukus j-aja eilute
ir r-aji stulpeli, determinantas. ParaSyta formulé — tai n-tos eilés matricos determinanto
skleidinys r-ojo stulpelio elementais. Taip pat §i determinanta galima iSkleisti bet kurios
eilutés elementais. Visais atvejais gaunama viena ir ta pati determinanto reiksmé. Be to,
taip apibréztas n-tos eilés matricos determinantas turi visas tas pacias savybes, kaip ir
trecios eilés matricos determinantas. Sis bendras atvejis kolkas mums nereikalingas. Tad
grizkime prie dvieju vektoriu vektorinés sandaugos apibrézimo.

Apibrézimas. Tegu vektoriai w ir v uzrasyti baziniais vektoriais 7, j, k:

u=ay-itax-jtasg-k, v=010+ P2 j+ 05k,



Tuomet dvieju vektoriu u ir v vektoriné sandauga u x v apibréziama taip:

uxv=det| a; s az | =% ;| Wy 2
B2 Ba B1 Bs B B2
B B2 B3

=(ag-B3—az-P2)-i—(an-Ps—az-B1)-j+(a1-Pa—az-P1) -k

Dabar reikia isitikinti, kad dvieju vektoriu vektoriné sandauga turi anksciau paminétas
savybes. Taigi irodysime, kad vektoriu u ir v vektorinés sandaugos vektorius u X v turi
savybes:

1. Vektorius v X v yra statmenas vektoriams u ir v.

2. Vektoriaus u x v ilgis lygus lygiagretainio, kuri sudaro vektoriu a.- u + (- v, turin¢iu
bendra pradzia kuriame nors taske, galai, ¢ia 0 < «a, § < 1, plotui.

3. Vektoriai u, v ir u X v sudaro deSinine vektoriu sistema.

Taigi pirmiausia isitikinsime, kad vektorius u X v yra statmenas vektoriams u ir v.
Tuo tikslu sudauginkime skaliariskai vektorius w ir u X v, o taip pat v ir u X v. Bet

a1 G2 Q3
u-(uxv)=det| ag as az | =0.

B B2 P

Sis determinantas yra lygus nuliui, nes jo pirmosios dvi eilutés yra lygios. Taigi uL(u x v).
Panasiai gauname, kad vl (u x v). Kaip suprantate, zenklas | paraSytas tarp vektoriu
zymi, kad sie vektoriai statmeni (ortogonalus).

Dabar apskaiciuokime lygiagretainio a-u+-v, 0 < «, 8 < 1, uztempto ant vektoriu u
ir v, plota ir isitikinkime, kad jis yra lygus vektoriaus u x v ilgiui. Istikruyju irodysime, kad
nagrinéjamojo lygiagretainio ploto kvadratas yra lygus vektoriaus u x v ilgio kvadratui.
Taip patogiau skaiciuoti.

Taigi figura {au + fv | 0 < «a,f < 1} yra lygiagretainis, uztemptas ant vektoriu
u ir v. Kaip zZinome, lygiagretainio plotas yra lygus kurios nors lygiagretainio krastinés
ir lygiagretainio aukstinés i Sia krastine ilgiu sandaugai. Imkime lygiagretainio krastine
u. Tuomet lygiagretainio aukstinés i krastine w ilgis yra lygus |v| - sing(u,v). Taigi
lygiagretainio plotas yra lygus |u| - |v| sin ¢(u, v). Lygiagretainio ploto kvadratas yra lygus:

(Jul - o] - sinp(u, v))* = [uf* - [v]* - (1 = cos” p(u, v)) =

(u-v)

2 2
. (1=
ul? - Jof? - (1=

)= lul* - o = (u-v)*.

Kadangi radome lygiagretainio, uztempto ant vektoriu u ir v, ploto kvadrato formule, tai
lu|? - [v|?> = (u-v)? > 0. Tai labai svarbi nelygybé, vadinama Kosi, Svarco, Buniakovskio
vardais. Be to, i§ geometrinés prasmés matome, kad |u|? - [v|?> — (u - v)? = 0 tada ir tik
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tada, kai lygiagretainis supliuksta, t.y. tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra kolinearis
(proporcingi). Sia nelygybe nesunku irodyti ir bendruoju atveju, t.y. tiesinés erdves virs
R, kurioje apibrézta skaliariné daugyba, atveju.

Tegu
u=oy-itax-jtag-k, v=p0-1+02-5+ 03 k.

Tuomet
ul> - o> = (u-v)? = (f + a3+ a3) - (67 + 65 + 85)—

(041'514-(12'524—043'53)2=(a§'5g+a%'ﬁ%+a%'5§+
agﬂ%+a§5§+a§ﬁ§—2ala26162—20410435163—20420435253
Vektoriaus u x v ilgio kvadratas yra lygus

2
+

2
+

2
Qg a3

B2 B3

Qa1 Qg

B B3

a1 Q2

Bi B

lu x v|? =

= (a2 fBs—ag-Ba)’+ (a1 B3 —az-B1)° + (a1 B2 — a2 1)

Sutvarke §i reiskini, galite isitikinti, kad jis yra lygus anks¢iau uzrasytam lygiagretainio,
uztempto ant vektoriu w ir v, ploto kvadratui.

Tegu i, j ir k — baziniai vektoriai. Tuomet ramdamiesi baziniu vektoriu apibrézimu

treciaja savybe, pakanka isitikinti remiantis vektoriu vektorinés daugybos apibrézimu, kad
k =1 x 5. Remdamiesi vektoriu vektorines daugybos apibrézimu rasime ¢ X j:

ix j=det =0-i—0-j+1-k=k.

O =
— O .
S O

Vektoriu vektorinés daugybos savybés

Vektoriu vektoriné daugyba be anksc¢iau paminétu savybiu turi dar Sias savybes:
1. Kiekvienam v € V, u x u = O;
2. Bet kuriems \, p € R, v/, u",v € V,

N +p-u)yxv= v xv+p-u xov;
3. Bet kuriems u,v,w € V,
(uxv)Xw+ (vxw)xu+ (wxu) xv=0.
Si savybé yra vadinama Jakobi (Jacobi) tapatybe.
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Pirmoji savybé akivaizdi. Antraja savybe irodysime. Tegu
uW=a)itay-j+ah-k u=al it+al-j+af-k, v=p010+B2)+ B3 k.

Tuomet

At e = (A g o) i+ (a4 af) -+ (- + - o) -k

Taigi
i j k
A +p-u)yxv=det | Ao +p-af Nahb+p-af Nahb+p-af | =
S G2 B3
ik ik
Aodet | of oy as | +p-det| of of of | =
bi P2 Ps pi B2 Ps

A (U x o)+ p- (U xo).

Remiantis antraja vektoriu vektorinés daugybos savybe, treciaja savybe pakanka pa-
tikrinti tik baziniams vektoriams ¢, j, k. Paliekame tai padaryti skaitytojui.

Pastaba. Vektoriu vektorine daugyba trimateje erdveje — tai atskiras atvejis veiksmo,
vadinamo Li (Lie) veiksmu. Sis veiksmas apibréziamas aksiomatiskai tiesinéje erdvéje.
Bendruoju atveju operacija X zymima |, |.

Apibrézimas. Tegu V — tiesiné erdveé virs kuno K. Atvaizdis
[, ]: VXV =V, (u,v) — [u,v],

tenkinantis aksiomas:
1. Kiekvienam u € V, [u,u| = O;
2. Bet kuriems \, p € K, v/, u”,v €V,

[)"ul—’—ﬂ'u//av] = A [ulav] + [uuvv];
3. Bet kuriems u,v,w € V,
[[u, v], w] + [[v, w], u] + [w, u],v] = O,

yra vadinamas tiesinéje erdveéje V' Li operacija. Tiesiné erdvé V vir§ kiino K, kurioje
apibrézta Li operacija [, ], yra vadinama Li algebra, o pati operacija [, ] — Li skliaustais.

Taigi trimaté vektoriné erdvé vektoriu vektorinés daugybos atzvilgiu yra Li algebra.
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Pastaba. Li algebros tampriai susijusios su Li grupémis. Pavyzdziui, trimaté vek-
toriné Li algebra yra susijusi su trimatés erdvés visu posukiu apie fiksuota taska Li grupe,
zymima SO(3). Li grupiu sandara gana sudétinga ir Siai sandarai nagrinéti pasitelkiama
atitinkama Li algebra, kuri turi zymiai paprastesne struktiira.

II. TIESES IR PLOKSTUMOS TRIMATEJE ERDVEJE LYGTYS
Dabar galime uzrasyti tiesés ir plokStumos trimatéje erdveje lygtis.
Kanoninée tiesés lygtis

Kokiu tiesés duomenu pakanka tiesés lygéiai uzrasyti? Pirmiausia galime remtis ak-
sioma, kad du skirtingi tiesés taskai vienareikSmiskai apibrézia tiese. Tegu du skirtingi
taskai A(ay,aq,ag) ir B(bl, ba, b3) prlklauso tiesei [. Tegu X(x1, 22, x3) — bendrasis tiesés
taskas. Tuomet vektoriai AX ir AB yra kolineartus (proporcingi). Taigi galime paraSyti:

1T —aq o — Q9 Ir3 — as

b1—a1 bg—ag bg—CLg.

Tai ir yra tiesés [, kuriai priklauso du skirtingi tiesés taskai A ir B, lygtis. Kadangi du
skirtingi tiesés taskai A ir B laisvai parenkami, tai daug tiesés lygc¢iu apraSo viena ir ta
pacia tiese.

Apibrézimas. Nenulinis vektorius, lygiagretus tiesei, yra vadinamas tos tiesés kryp-
ties vektoriumi.

Remdamiesi tik tiesés krypties vektoriaus apibrézimu, galime suformuluoti paprasta
teiginj.

Teiginys. Visi tiesés krypties vektoriai yra kolinearts.

Taigi vektorius AB = (b1 — a1, by —as, bs —ag) yra tiesés [ krypties vektorius. Matome,
kad tiesés taskas A ir kuris nors tiesés krypties vektorius taip pat vienareiksmiskai apibrézia
tiese ir Siuo atveju galime uzrasyti tieses kanonine lygti:

r1 —ay To — a2 xr3 —as

aq a2 a3

¢ia vektorius (b — aq, by — ag, bs — a3) = (o, oo, avz). Tai tiesés [, kuri lygiagreté vektoriui
v = (a1, a9, as) ir kuriai priklauso taskas A(aq,as,as), lygtis.

Parametriné tiesés lygtis

Tiesés lygti galima ir kitaip uzrasyti, ivedus parametra t. Tegu

r1 — aq _332—@2 _.’L‘3—CL3 _—
a1 &%) as '




Tuomet tiesés bendrojo tasko koordinates galime isreiksti per parametra:

$1:Oél't+a1,
l‘zzag't+a2,
x3:a3-t+a3.

I sia parametrine tieses lygti galima zitiréti, kaip ir i atvaizdi:
R—R3 t— (a1 -t +ay, a0 - t+ag,as-t+ as).

Sis atvaizdis rodo, kaip realioji tiesé¢ R idéta i trimate erdve R3.
Plokstumos lygtis

Dabar nagrinésime trimatés erdvés plokstumas. Kaip zinome, trys skirtingi taskai,
nesantys vienoje tieséje, vienareiksmiskai apibrézia plokstuma. Tegu trys skirtingi taskai
A(ay,az,a3), B(by,bs,bs) ir C(c1, 2, c3), nesantys vienoje tieséje, priklauso plokstumai P.
Tegu X (x1,x2,x3) — bendrasis plokstumos P taskas. Tuomet vektorius AX statmenas
vektoriui AB x AC. Pastarasis vektorius nelygus nuliniam vektoriui, nes vektoriai AB ir
AC néra kolinears. Taigi galime uzrasyti:

AX - (AB x AC) = 0.

Tai plokstumos P lygtis vektorinéje formoje. Galime §ia lygti uzrasyti ir vektoriu koordi-
natémis:
i J k
(131—&1,$2—a2,333—a3)'d€t b1—a1 b2_a2 bg—ag =0.
ci1—ay Cz—as C3—as

Sia lygti galima uzrasyti ir taip:

Tr1 —ay T — Qg X3 — as
det b1 — a b2 — a9 b3 — as =0.
€1 —a1 C2—az C3—ag

Uzrase Sio determinanto skleidini pirmosios eilutés elementais, gauname:
aq - ($1 —a1)+a2-(a:2—a2)+a3~(a:3—a3) :0,

Cla

by — by —
a1 :det(cz_gz Ci—Zi) = (bg—ag)-(03—a3)—(bg—a3)~(02—a2),

ir panasiai

b — bs — b1 — by —
agz_det<1 ar by a3),@3:det<1 ar by )
i —ap C3—as C1 —a1 C2 — Q2
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Kadangi trys skirtingi taskai A(a, as, as), B(b1, ba, bs) ir C'(c1, ca, c3), nesantys vienoje
tieséje, parenkami laisvai, tai, kaip ir tiesés atveju, daug plokstumos lygc¢iu apraso viena ir
ta pacia plokstuma.

Apibrézimas. Nenulinis vektorius, statmenas plokstumai, yra vadinamas plokstumos
normalés vektoriumi.

Pavyzdziui, vektorius AB x AC yra plokStumos P normalés vektorius. Jei plokStumos
P lygtis yra uzrasyta pavidalu

ap-(x1 —a1) +ag - (xg —az) +ag- (3 —az) =0,

tai vektorius (aq, asg,a3) yra plokstumos P normalés vektorius. Taigi plokStumos taskas
ir plokstumos normalés vektorius vienareikSmiskai apibrézia plokstuma.

Kaip ir tiesés atveju, remdamiesi tik plokstumos normalés vektoriaus apibrézimu,
galime suformuluoti paprasta teigini.

Teiginys. Visi plokStumos normalés vektoriai yra kolinearis.
Parametriné plokstumos lygtis

Sutarkime, kad visu nagrinéjamu vektoriu pradinis taskas yra (0,0,0). Taip sutare,
galime sutapatinti trimatés erdvés taskus su vektoriu galiniais taskais.
Pirmiausia panagrinékime atvaizdi R> — R?, apibrézta taip:

(u,v) = (a1 - u+ 2 - v, Qo1 - U+ o2V, Q31U+ azs-0).

Vektoriaus (1,0) € R? vaizdas yra vektorius (11, 12, 13), o vektoriaus (0,1) € R? vaiz-
das yra vektorius (awi, a2, 23). Bendrojo plokstumos R? vektoriaus (u,v) vaizdas yra
sudaromas taip:

u- (11,012, 003) + v - (21, a22, a23).

Koks 8io atvaizdzio vaizdas? Jei vektoriai (aq1, aq2, aq3) ir (a1, ieg, aie3) yra proporcingi,
tai nagrinéjamojo atvaizdzio vaizdas, kaip nesunku matyti, yra tiesé. Jei vektoriu (1,0),
(0,1) € R? vaizdai néra proporcingi, tai irodysime, kad nagrinéjamojo atvaizdzio vaizdas
yra plok$tuma, kuriai priklauso trimatés erdvés taskas (0,0,0). Irodysime, kad nenulinio
daugiklio tikslumu egxistuoja vienintelis nenulinis lygc¢iu sistemos

o111+ oo+ apz-xz =0
Qo1 - T1+ Qo Tot+ agz-xz =0

sprendinys. [ Sias lyg¢iu kairiasias puses galime ziuréti, kaip i vektoriaus (z1,x2,z3)
skaliarine sandauga su vektoriais (a1, a2, aq3) ir (a1, oo, aes). Kadangi tos sandau-
gos yra lygios nuliui, tai lygtis galime interpretuoti, kad skaliariskai dauginami vektoriai
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yra statmeni. Todél nesunku suvokti, kad Sios lygciu sistemos vienas iS sprendiniu yra
vektorius

(011,12, 013) X (@21, (g2, ai23),
nes, kaip zinome, 8is vektorius yra statmenas vektoriams (aq1, @12, @13) ir (a21, @22, @23).
Dabar akivaizdu, kad trimatés erdveés taskai (arba vektoriai)
(i1 -u+aiz-v, Qg -u+ o v, az-u+ as-)
tenkina plokstumos lygti

11 Qa3 a1 02

Q21 (23

12 (13
Qo2 (23

T3 = 0.
Q21 (23

Ir atvirksiai: irodysime, kad kiekvienas Sios lygties sprendinys (a1, as,as) yra uzraSomas
vienareikSmiskai pavidalu

(i1 -u+ a2 v, Qo1 -u+ae-v, oz -u+aze-v), u,veER,
t. y. kiekvienam lygties sprendiniui (a1, as,a3) parametru v ir v reikSmés randamos
vienareikSmiskai.
Paprastumo délei tarkime, kad ploksStumos lygties paskutinis koeficientas

a11 (12
= (11 - iz — (12 * Q21

Q21 (23
nelygus nuliui. Tegu (a1, as, az) — plokstumos taskas. Nagrinékime lygciu sistema:

a11~u+ 19 -V =aq,
Q21 - U+ Qo2 -U = ag.

Galite jsitikinti, kad §i lygc¢iu sistema turi vieninteli sprendini:

Qg2 - a1 — (12 * A2 Q11 - Q2 — Q21 - A]

Ug = Vo =

, .
Q11 - Qo3 — (12 - (V21 Q11 - Qi3 — (12 - (21

Trecioji plokstumos tasko komponenté as vienareiksmiskai randama, Zinant pirmasias dvi
komponentes a7 ir as, nes pagal prielaida paskutinis plokstumos lygties koeficientas nelygus
nuliui. Kadangi

a1 = Qi1 - Ug + Q12 - Vg, G2 = Q21 - Uy + Qa2 - Vo,
tai ir
az = Q31 - Ug + Q32 - Vo,

12



nes sutvarkytas trejetas
(a11-u+aiz-v, a1 -u+ g v, Q31U+ Qs -0),

tapatingai visiems u, v € R, tenkina anksc¢iau uzrasyta plokstumos lygti.

Dabar galime nagrinéti bendresni atvaizdi R — R?, apibrézta taip:
(u,v) — (a’ll ~u+a12-v—|—a1,a21 -u+a22-v—|—a2,a31 -u+a32-v+a3).

Kaip ir anksé¢iau, jei vektoriai (a1, aq2,13) ir (aer, iog, a3) yra proporcingi, tai na-
grinéjamojo atvaizdzio vaizdas, kaip nesunku matyti, yra tiesé, kuriai priklauso taskas
(a1,a2,a3). Jei sie vektoriai néra proporcingi, tai galima irogyti, kap ir anksé¢iau, kad
nagrinéjamojo atvaizdzio vaizdas yra plokstuma, kuriai priklauso trimates erdves taskas
(a1,a2,a3). Kaip ir anksciau, galite isitikinti, kad Sios plokstumos lygtis yra

o117 (13 a11 Q12
Q21 (23

Q12 (13

(z2 —az) +
Qo2 (23

'(1‘1—&1)— '(1’3—6L3):0.

Q21 (23
Taigi i atvaizdi R? — R?, apibrézta taip:
(U,U) — (0411 U+ Q19U+ Q1,001 - U+ Qg - U+ ag, 031 'U+0432'U+G3)7

galime zitiréti, kaip i realiosios plokStumos R? idetj i realiaja trimate erdve R3.
Tiesé plokstumoje, bendroji tiesés lygtis

Tegu [ — tiesé plokstumoje R?, A(aq,as), B(B1,32) — skirtingi Sios tiesés fiksuoti
taskai, X (x1,x2) — bendrasis tiesés [ taskas. Tuomet vektoriai AB ir AX yra kolinearts.
Vadinasi, galime uzrasyti lygybe:

Ty —aq T2 — Q2

51—041 _ﬁz—az.

Tai tiesés [, kuriai priklauso taskas A ir kurios krypti nusako vektorius AB , lygtis. Tai
kanoniné tiesés plokStumoje lygtis. Visi tiesés ploksStumoje krypties vektoriai yra kolin-
eartis. Sia lygti galime ir kitaip uzrasyti:

(B2 — ag)(z1 —a1) = (B1 — a1) (22 — a2).

[ — ag pazyméje ay, ap — 1 pazyméje asg, o (g — fP2)ay + (ﬁl — al)az — raide b, pastaraja
lygti uzrasome taip:
a1r1 + asxe + b = 0.
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Si tiesés plokstumoje lygtis yra vadinama bendraja. Nesunku isitikinti, kad vektorius
(a1,a9) yra statmenas tiesés | krypties vektoriui AB = (61 — a1,01 — a1). Vektorius
(a1,a2) yra vadinamas tiesés [ normalés vektoriumi. Visi tiesés plokstumoje normalés
vektoriai yra kolinearts.

ITI. UZDAVINIAI IR JU SPRENDIMAS

Dabar galime iSspresti keleta paprastu uzdaviniu. Viename i§ ju rasime tasko erdvéje
atstuma iki plokstumos. PanaSaus uzdavinio plokStumoje sprendinys gaunamas is uz-
davinio sprendinio erdveéje atmetus treciasias tasku koordinates arba treciaja koordinate
prilyginus nuliui.

1. Uzdavinys. Tegu A(aq,asz,as) — trimatés erdves taskas, P — plokStuma, kurios
lygtis yra

a1 x1+ag-xe+az-x3+8=0.

Rasti atstuma p(A, P) tarp tasko A ir plokstumos P.

Sprendimas. Stai ka mes darysime. Uzradysime tiesés [, kuriai priklauso taskas A
ir kuri statmena plokStumai P, lygti. Rasime tiesés [ ir plokStumos P susikirtimo taska
B. Atstumas tarp tasku A ir B p(A, B ir yra lygus atstumui p(A, P) tarp tasko A ir
plokstumos P.

Tieseés [, kuriai priklauso taskas A ir kuri statmena plokstumai P, lygtis yra

r1 —ay To — a2 xr3 —as
Qi Qs as

Tiesés [ ir plokstumos P susikirtimo tasko B koordinateés yra lygciu sistemos

Ti—a1 _ ZTz—az _ Z3—as
Qi az as

{061'131+062'$2+Oé3'$3+5:07

sprendinys. Patogu iSspresti Sia lygciu sistema uzrasius tiesés lygti parametrine forma
r1 = a1 -t+aq,
Tro = (g - t+ as,

r3 = as-t+ as.
Irase x1, xo ir x3 iSraiskas i plokstumos lygti, gauname:
ap - (ag-t4+a))+az-(ag-t+az)+as-(ag-t+az)+ 5 =0.
Sios lygties sprendinys yra

arp-a1 +ag-ax+ag-az+ 6
oz%—koz%—kozg

to = —
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Taigi tiesés [ ir plokstumos P susikirtimo tasko B koordinatés yra lygios
x1 = aq -ty + a,
Ty = ag -ty + ag,
r3 = a3 -ty + as.
Atstumo tarp tasko A ir plokstumos P kvadratas yra lygus
p(A, P)* = p(A, B)? = (a1 - t0)* + (a2 - t0)* + (a3 - o) =t - (0F + 03 + a3).

Sutvarke, gauname:

o (1-a1+ay-ax+as-as+3)°
a? + a3 + o

p(A, P)

arba
o -ar+az-ax+as-az+ f

\/a% —|—oz% +a§

p(A, P)

Plokstumos lygti
aq '1'1+062~$2—|—063-£E3+ﬁ:0

normave, gauname taip vadinama normaliaja plokstumos lygti

ap Tyt r2tag-r3+ 0

Vai+as+ a3

0.

Pastaba. Tegu A(ay,as) — plokstumos taskas, [ — tiesé plokstumoje, kurios lygtis yra
Qq '23'1+042'332+ﬁ:0.

Tuomet atstumas p(A4,1) tarp tasko A ir tiesés [ yra

|y - a1 + g - ag + O

2 2
Vv ai+as

p(Al) =

Tiesés plokstumoje bendraja lygti
o1 x1+ay-T2t+ag-x3+B=0

normave, gauname taip vadinama normaliaja tiesés plokStumoje lygti

ap Tyt T2+
Vai+ a3

15
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2. Uzdavinys. Tegu

T —ax T2 — a2 xr3 —as

a1 (6% (%]

ir
1 —b1  x2—by x3—1D3

B B2 B3
dvieju tiesiu [y ir lo lygtys. Rasti atstuma p(l1,l2) tarp $iu tiesiu.

Sprendimas. Pirmiausia nagrinékime atveji, kai Sios tiesés yra prasilenkiancios, t.y.
kai ju krypéiu vektoriai (aq, ag, ag) ir (51, B2, #3) néra proporcingi. Tuomet iSsirinke kuri-
oje nors tieséje taska, pavyzdziui, pirmojoje taska A(aq, az, as), uzrasykime tiesés l3, kuriai
priklauso taskas A ir kuri yra lygiagreté antrajai tiesei, lygti:

I1 —ag To — G2 I3 —as

b1 B2 B3

Egzistuoja plokstuma P, kuriai priklauso tiesés [y ir I3. Be to, Si plokStuma yra lygiagrete
tiesei l5. Vektorius

(a1, a2,a3) x (81, B2, 43)
yra Sios ploksStumos normalés vektorius. Taigi galime uzrasyti plokstumos P, kuriai prik-
lauso tiesés [y ir I3, lygti

(g B3 —az - B2)(w1 —a1) + (a3 - 1 — a1 - B3)(x2 —az) + (a1 - B2 — g - B1)(z3 — ay = 0.

Taigi atstumas p(l1,l2) tarp prasilenkianciu tiesiu /; ir Iy yra lygus atstumui p(B, P) tarp
tieseés Iy tasko B(by, be, bs) ir plokstumos P ir, remiantis pirmojo uzdavinio sprendiniu, yra
lygus

(a2 - B3 — g - f2) (b1 — a1)+ (az - B — a1 - B3)(b2 — az)+ (a1 - P2 — a2 - B1) (b3 — )
\/(042'53—613'52)24-(043'51 —aq - 33)2 4 (a1 - B2 —ag - B1)?

arba labiau simetrine iSraiska

Qs Q3 a1 Q3 (O %)
B2 B3 (b —a) - Bi B3 Bi B (b5 —as)

Ve B3 —as-B2)?+ (az- 1 — a1 B3)2 + (a1 - B2 — ag - 1)?

- (b2 —a2) +

p(llalQ) =

Tegu tiesés [ ir Iy yra lygiagrecios, t.y.

T —ax T2 — a2 xr3 —as

(5] Q9 (0%}
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— tiesés [ lygtis ir
ZL‘l—bl - aZ'Q—bQ o IE3—b3

(03] a9 0%

— tiesés I lygtis. Siuo atveju atstumas p(l,l3) tarp tiesiu l; ir I yra lygus atstumui tarp,
pavyzdziui, tiesés [; kurio nors tasko ir tieses l5. Taigi iSspresime paprasta uzdavini.

3. Uzdavinys. Rasti atstuma p(A, 1) tarp tasko A(aq,aq,as) ir tiesés [, kuri apibre-
ziama lygtimi
.Tl—bl . xg—bg . Ig—bg

6751 a2 Q3

Sprendimas. Pasirinkime du skirtingus tiesés [ taskus. Tegu vienas i§ ju yra
B(bl, b2, b3), o kitas —
B'(b1 + a1,by + az,bs + as).

Rasime lygiagretainio, uztempto ant vektoriu BA ir BB , ploto kvadrata. Sis ploto
kvadratas yra lygus vektoriaus BA x BB ilgio kvadratui, o taip pat Sio lygiagretainio
krastinés BB’ ilgio ir ieskomo atstumo p(A,l) tarp tasko A(aq,as,as) ir tiesés [ (t. y.
lygiagretainio aukstinés) sandaugos kvadratui. Taigi galime uzrasyti lygybe:

(A1) - |BB]? = | BA x BB,

Kadangi |BB'|2 = o2 + a2 + a2, o

2 2 2
- = ag—by az—0> a;—by az3—0> a1 —by ax—0»
|BA % BB/|2 — 2 2 3 3 + 1 1 3 3 + 1 1 2 2 7
Q2 as aq ag aq Q2
tai
2 2 2
ag—bg a3—b3 al—bl a3—b3 a1—61 ag—bg
p(A, P = T -
aj + a5+ a3
Taigi
2 2 2
ag—bg ag—b3 + CLl—bl CL3—b3 + al—bl ag—bg
(6% (0% a1 (0% a1 (6%)

p(A,l) =

Vaoi+as+ o3

Kitas sprendimas. Tegu P — plokstuma, kuriai priklauso taskas A kuri yra statmena
tiesei [. Siuo atveju tiesés I krypties vektorius (g, as,as) yra plokstumos P normalés
vektorius. Vadinasi, galime uzrasyti plokstumos P lygti:

041-(:231—a1)+a2'(££2—a2)+a/3'(1‘3—a3):0.
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Rade tiesés [ ir plokstumos P susikirtimo taska C, galésime uzraSyti atstuma p(ly,l2),
kuris yra lygus atstumui p(A, C) tarp tasku A ir C. Taigi iSsprende lygciu sistema

{(a1'($1 —ai) +az - (r2 —az) +az-(r3 —az) =0,
z1=bi _ my—by _ z3-b3
a1 a9 a3 :
rasime tasko C' koordinates. Patogu iSspresti Sia lygciu sistema uzrasSius tiesés lygti
parametrine forma
Ir1 =« - t+ bl,
Ty = Q9 - t+ b2,
T3 = a3 -t + bs.

Irase x1, xo ir x3 iSraiSkas i plokstumos lygti, gauname:
ay-(ap-t+by—ay1)+ag-(ag-t+by—az)+asg-(a;-t+bs—az)=0.
Sios lygties sprendinys yra

" :_a1-(b1—a1)+a2-(bg—a2)+a3-(b3—a3)
0 a? + a3 + o '

Taigi tasko C koordinatés yra
r1 = aj -t + by,
Ty = ag - tg + ba,
X3 2043't0+b3.

Atstumo tarp tasko A ir tiesés [ kvadratas yra lygus

2 _ (a1 -to+bi—a1)?+ (a2 to + by — az)® + (a3 - to + by — as)’
o + a3 + a3 '

p(A,1)

Irase to reikéme ir sutvarke reigkini, gausime galutine atstumo p(A,1)? israiska. Galite
atlikti veiksmus.

IV. TRIMATES ERDVES TRANSFORMACIJOS

Tegu V — aibé. Kiekviena bijekcija f : V' — V butu galima pavadinti aibés V trans-
formacija. Kai V — trimaté erdvé, joje apibrézta atstumo funkcija p(A, B) tarp tasku.
Nagrinésime tik tokias bijekcijas f : V' — V, kurios islaiko atstumus tarp tasku, t.y.

p(f(A), f(B)) = p(A, B).

Kaip zinome, postkiai apie taska bei postumiai vektoriumi islaiko atstumus tarp tasku.
Kyla klausimas, kaip tokias transformacijas patogiai uzrasyti, kad butu galima atlikti
efektyvius skaic¢iavimus, sprendziant ivairius uzdavinius? Pasirodo, kad patogu uzrasyti
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Sias transformacijas pasitelkiant matricas. Pavyzdziui, tegu duotos dvi ortonormuotos

trimatés erdvés bazés i, j, k ir i/, 5/, k’. Tuomet galime uzrasyti

i’:all-i+a12-j+a13
. ) )

J =911+ Qiag - )+ Qa3
K =as-i+asge-j+ ass

Panasiai galime uzrasyti
. !/ -/ / -/ /
2—0611'7/ +Oé]_2'j +Q{13

- / -/ ! -/ !
J= Qg1+ gyt )+ Qg
k=ah i +ah, i +
= Q311 T Q39 "] Q33

-k,
-k,
k.

K
: k’7
K.

(1)

(2)

Dabar pasistengsime suzinoti, kaip yra susijusios matricos, sudarytos i§ koeficientu prie

baziniu vektoriu. Anksciau uzrasytas lygybes perrasykime pasitelke matricu daugyba.

Apibrésime matricu daugyba.

Tegu duotos matricos

A= (Oéij)ZLj’L ir B= (ﬁw)zg 1

Cia svarbu, kad pirmoji matrica turéty tiek stulpeliu, kiek antroji matrica turi eilu¢iu. Tik

tokias matricas galima sudauginti. Tuomet matricu

(az‘j)TjL ir (ﬂzy),] 1

sandauga yra vadinama matrica

(vig)iiy - (Big)ier =2 (Vig)i 2

kurios ij-elementas v;; apibréziamas taip:

n
=Y i By, 1<i<m, 1<

Dabar (1) lygybes galime uzrasyti taip:

? 11 (12 Q13
-/
= | Q21 Q22 (23
/
k Q31 Q3 Q33

Sia lygybe galima uzrasyti ir taip:

p

;. =

Q11 Q21
(i" § k)= j k) [ an ax
Q13 (23
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a3]
32

Q33.
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Sudaugine (17) ir (1’) lygybiu kairiasias ir deSiniasias puses (atitinkamus vektorius daugi-
name skaliariskai), gauname tarp matricu tokia lygybe:

1 00 a1 1 Q31 Q11 o2 o3
0 1 0)=| a2 @ azx |- | a1 o« a3 (3)
0 0 1 13 Qo3 Q33 Q31 Q32 Q33.

Apibrézimas. Matrica A = (aij)?jzl, kuri sudauginta su savo transponuota matrica
A! yra lygi vienetinei matricai (t.y. tenkinanti (3) lygybe), yra vadinama ortogonaliaja.

Kitaip tariant, jei A — ortogonali matrica, tai A= = A?,
Nesunku isitikinti, kad matrica
ofp app oy
/ / /
Qo1 Qo Qog
/ / /
Q31 Q3 Q33
yra atvirkstiné matricai A. IS tikruju, irase i (2’)-aja lygybe (1’)-os lygybés bazés vektoriu

israiskas ar atvirksciai — i (1’)-aja lygybe (2’)-os lygybés bazés vektoriu israiskas, gauname
rysi tarp matricu

/ / /
a1 12 03 Qpp Qg Qg3 10 0
/ / / —
/ / / 0 O 1
Q31 (32 (33 G371 (39 (33
Taigi
/ / /
a1 Q. Qa3 a11 Qo1 Q031
/ !/ / _
Qo1 Qoo Qog | = | 2 Q22 (32
! ! /

Dabar nesunku uzraSyti transformacijos israiskas ir vektoriu koordinatéms. Tegu
o . . Y /Y / /
v=x1-i+x2-jra3-k=a] 0" +xy-5 +a5-k,
o vektoriai 7, j, k ir i/, j/, k' yra susieti (2)-aja lygybe. Irase vektoriu i, j, k iSraiskas
vektoriais 4/, j/, k' i vektoriaus v israiska, gauname
/ !/ / -/
Q. Q. Qa3 . L .
/ / / -/ . N
v=(x1,29,23) | oy by by || F | =2y 4oy kK
/ / / /
Q31 GQ3zp Q33 k

Sulygine koordinates prie baziniu vektoriu ', 7/, k', gauname
/ / /
Qp;  Qpp Qi3
/ / / . / / /
(z1,29,73) = (T1,72,73) - | a5 5y Qg

/ / /
Q31 Q3p  Oi33.

20



arba, prisimine, kad matrica, kurios elementai Strichuoti, yra atvirkstiné ortogonaliai ma-
tricai, kurios elementai be Strichu, galime parasyti taip:

/

Tp =011 %1+ Q12 - T2 + Q13 - T3,

!

Ty = Q21 - T1 + Q22 * T + Q23 * T3, (4)
/I

CL‘3—C¥31'$1+0632'.’L‘2—|—0633'563.

Transformacijos, aprasomos ortogonaliomis matricomis, yra posukiai. Atliekant posukius
ir postumius vektoriais, bendros tasku koordinaciu transformacijos formulés atrodo taip:

/

Ty =011 T + a2 T2+ o3 - T3 + P,

/

Ty = Qa1 - T1 + Qa2 - To + a3 - T3 + Pa, (4)
/

T3 = 31 - T1 + Q32 - T + a3z - 3 + P3,

¢ia (f1, B2, P3) — vektoriaus, kuriuo atliekamas postumis, koordinatés. Rasime vél tasko
atstumo iki plokstumos israiska, pasinaudoje transformacijomis ir suvede bendraji atveji i
atskira, labai paprasta. Pamatysite, kaip praktiskai galima pasinaudoti transformacijomis.

1’. Uzdavinys. Tegu A(aq,asz,a3) — trimatés erdvés taskas, P — plokstuma, kurios
lygtis yra
041-56‘1+062'5172+063~$'3+6:0.,

Rasti atstuma p(A, P) tarp tasko A ir plokstumos P.

Sprendimas. Spresime §i uzdavini suvesdami ji i paprastesni atveji, kai plok§tumos
lygtis yra, pavyzdziui, 21 = 0. Siuo atveju atstumas tarp tasko A(aq,az,as) ir plokstumos
zoxs yra lygus p(4, P) = |ai].

Dabar bendraji atveji suvesime i ka tik paminéta. Tegu taskas B(by, b2, b3) — plokstu-
mos taskas. Tuomet plokstumos lygti galime uzrasyti ir taip:

O_/l'(171—b1)+a2'(1’2—b2)+&3'(.Ig—bg)zo.

Rasime toki postuki, kuris plokstumos normalés vektoriu (aq, as, ag) pervestu i plokstumos
x1 = 0 normalés vektoriu (y/a3 + a3 + a3,0,0), o plokstumos P taska B(by, b, b3) i taska
0(0,0,0). Tai atliksime dviem Zzingsniais. Pirma pasuksime erdve apie z3 asi taip, kad
vektoriaus (aq, g, a3) projekcija i plokstuma z3 = 0 (t.y. xi1z2 plokStuma) (o, as,0)
pasisuktu ir sutaptu su x; aSies kryptimi. Vektoriaus (aq, s, as) vaizdas (af,0,af)
atsiras plokstumoje xo = 0. Po to pasuksime erdve apie xo asi taip, kad vektorius
(), 0, 04) pasisuktu ir sutaptu su x; asies kryptimi. Rade $ia transformacija, rasime
tasko A(aq,as,as) vaizdo A’ koordinates ir uzrasysime atstuma p(A’, P’) tarp tasko A’ ir
plokstumos P’, kurios lygtis yra xz; = 0.
Nesunku matyti, kad pirmojo posukio transformacijos israiska atrodo taip:

! aq a2

rN = —F—— $1+ —F— X2
1 oz%#—oz% a%—ka%
! — Qg aq

To = —F——=—= L1+ —F— X
P Velte T Vatre 7
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Antrojo posukio transformacijos israiska yra tokia:

2! — Vaitad 2 + as !
1 — 2. 2., 2 1 /2. 2. 2 3
ajtaz+oasz ajtaz+oaz
" o__ /
Lo = )

" o__ —ag Va%—i—ag
T3 = s 2. o Ll + 5. 2. o 13

Dvieju postkiu, atliktu vienas po kito, transformacijos israiska yra

" o__ g a2 a3
T = —F/————7 - 7
L7 Valtazraz Veira3ta3 Voitoitad
" — Qo (5]
Ty = =21 +——= T2
2 Vetta3 Ved+a3

2 2
— 13 —Qo Q3 \ aftas

-1+ “To + - I3.
Veai+ad/ai+ad+ad Vei+ad/a2+ad+ad Veai+ad/ai+ad+ad

Tl =

Taigi trimatés erdvés transformacija, kuri plokstumos normalés vektoriu (aq, as, ag) per-
veda | plokstumos z; = 0 normalés vektoriu (v/a? + a3 + a3,0,0), o plokstumos P taska
B(by, ba,b3) i taska O(0,0,0), yra gaunama transformacijos (1)-je sistemoje z; pakeiciant
xj —bj, 1 < j < 3. Uzrasysime tik x{ israiska, nes ji mums tik ir reikalinga. Taigi

aq

\/a% —|—oz§ —|—a§

Galu gale gauname:

a2

\/a% +oz§ —|—a§

as

\/o@ +oz% —|—oz§

(r1—=b1) + (g —ba) + - (x5 — b3).

"
.Il —

‘051 . (a1 — b1) + a9 - (CLQ — bz) + Qg - (a3 — b3)|

Vaoi+as+ o3

V. GEOMETRIJOS RAIDOS TRUMPA APZVALGA

p(A, P) = p(A', P') =

Goemetrija, iSdestyta Euklido ”Elementuose”, pagrista keturiolika teiginiu, penki
i$ kuriu yra vadinami postulatais (aksiomomis). Penktasis postulatas formuluojamas
sudétingai ir Sis postulatas tapo daugelio kartu matematiku geometrijos aksiomatikos ty-
rimo paskata. Penktasis postulatas Euklido ”Elementuose” formuluojamas taip: kiekviena
karta, kai tiesé susikirsdama su kitomis dvejomis tiesémis sudaro su jomis vidinius gre-
timus kampus, kuriu suma mazesné nei 2d, tai tos tiesés kertasi ir, be to, toje puséje,
kurioje § suma maZesné nei 2d. Sis postulatas ekvivalentus teiginiui: duotajai tiesei
ir duotajam taskui, nepriklausanc¢iam duotajai tiesei, egzistuoja vienintelé tiesé, kuriai
priklauso duotasis taskas ir kuri yra lygiagreté duotajai tiesei. Kadangi Sis postulatas
matematikams atrodé labai sudétingai formuluojamas, jie tikéjosi §i postulata irodyti kaip
teorema. Irodymo paieska tesési daugeli Simtmeciu ir to irodymo nepasiseké rasti. Be
to, buvo déta nemaza pastangu sukurti tobulesne aksiomu sistema. Euklido apibrézimai
buvo negriezti, paremti neapibréztomis savokomis ir matematiky toks geometrijos pagrindi-
mas netenkino. Cia biitu galima paminéti daugeli matematiky ir ju pastangas sukurti
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tobulesne geomtrijos aksiomatika ir irodyti penktaji postulata. Bet tai padaryti Siame
trumpame konspekte neturime galimybiu. Geriausia tai iSdestyti iSsamiai geometrijos is-
torijos kurse. Paminésime tik taip vadinamos neeuklidinés geometrijos sukiirimo keleta
momenty ir iSdéstysime dabartine geometrijos pagrindu padéti.

Penktasis postulatas buvo irodinéjamas priestaros metodu. Buvo daroma prielaida,
kad egzistuoja bent dvi tiesés, kurioms priklauso duotasis taskas ir kurios yra lygiagretes
duotajai tiesei. Buvo manoma, kad, remiantis Sia prielaida, bus imanoma irodyti kuri nors
teigini ir Sio teiginio neigini. Taip daré beveik visi matematikai, kurie stengesi irodyti
penktaji postulata. Taip bandé irodyti ir J. Boijai (1802-1860), K.F. Gausas (1777-1855)
ir N.I. Lobacevskis (1792-1856), vadinami neeuklidinés hiperbolinés geometrijos kuréjais.
Bet, remiantis Sia prielaida, buvo irodomi nauji ir nauji faktai, o gauti priestaros nesiseke.
Gausas jau apie 1800 metus buvo isitikines, kad priestaros gauti ir neimanoma, t.y. egzis-
tuoja visiskai kitokia geometrija. Savo rezultatus Lobacevskis atspausdino 1826 metais, o
1832 metais atspausdino savo rezultatus ir Boijai. Gauso rezultatai buvo rasti po jo mir-
ties. Daugelis bando aigkinti tai, kad Gausas nepaskelbé savo rezultatu, Gauso bailumu
biti nesuprastam. Sia nuomone galima suabejoti. Gausas daugeli savo rezultatu nes-
pausdindavo istisus deSimtmecius. Pavyzdziui, jo nauji, originaliis rezultatai apie elipsines
funkcijas neatspausdinti iSguléjo jo lentynuose daugiau nei 30 metu. Toks jis jau buvo.
Kalbant apie penktaji postulata, vieninteli Gausa, kaip rodo jo laiskai, kuriuose rasoma
apie nauja geometrija, tik ji nepaprastai jaudino problema, kaip irodyti naujos geometri-
jos nepriestaringuma. Tuomet tik Gausas intensyviai galvojo apie Sia problema, bet jos
neissprendé. Zymiai véliau A. Puankaré (1854-1912) ir nepriklausomai F. Kleinas (1849
1925) sukonstravo neeuklidinés hiperbolinés geometrijos modelius. Tuo pac¢iu buvo irodyta,
kad egzistuoja nepriestaringa geometrija, kurioje kiekvienai duotajai tiesei ir Salia esanc¢iam
taskui galima nurodyti dvi tieses, kurioms priklauso taskas ir kurios yra lygiagrecios duota-
jai tiesei. Tuo paciu buvo sugriautas isitikinimas, kad egzistuoja tik vienintelé geometrija,
kuri mums tik ir suvokiama i$ prigimties.

Pagaliau 1899 metais buvo isleista D. Hilberto (1862-1943) ” Geometrijos pagrindai”
(Grundlagen der Geometrie)(ar Geometrijos pagrindimas?). Sioje knygoje pateiktos pen-
kios aksiomu grupés ir atlikta nepaprastai gili aksiomu nepriklausomumo, isvadu is jvairiu
aksiomu grupiu, o taip pat, kiekvienos ar keliu aksiomu svarba vienoje ar kitoje geometri-
joje, analize. 1930 metais pasirodé Sios knygos septintasis leidinys. Sis leidinys buvo
iSverstas i rusu kalba. ISrasysiu aksiomu grupes i$ leidinio rusu kalba. Norintiems iSsamiai
iSnagrinéti geometrijos pagrindus ir gerai ivaldziusiems vokieciu kalba, patarciau skaityti
Hilberto kiirini originalia kalba. Jis pajusite didziuli malonuma susipazine su §io proto gi-
ganto mastymo stiliumi. O dabar grizkime prie geometrijos aksiomu. Sios aksiomu grupés
tokios:

I 1-8 sujungimo (priklausomumo) aksiomos,

II 14 tvarkos aksiomos,
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IIT 1-5 kongruentumo aksiomos,

IV aksioma apie lygiagretes,

V 12 tolydumo aksiomos.

Pirmosios grupés aksiomos: sujungimo (priklausomumo) aksiomos

I,. Bet kuriems dviem taskams A, B egzistuoja tiesé a, priklausanti kiekvienam is$
dvieju tasku A, B.

I5. Bet kuriems dviem taskams A, B egzistuoja nedaugiau nei viena tiesé, priklausanti
kiekvienam i§ tasku A, B.

Cia, o taip pat ir visur kitur rasydami du, trys, ... taskai (dvi, trys, ... tieseés,
plokstumos) suprantame skirtingus taskus (skirtingas tieses, plokstumas).

Vietoje zodzio ”priklauso” galimi ir kiti iSsireiSkimai. Pavyzdziui, vietoje ”tiesé prik-
lauso kiekvienam i tasku A, B” mes galime issireiksti: ”tiese, iSvesta per taskus A ir B,”
arba ”tieseé, jungianti taskus A ir B; vietoje ” A priklauso a” galime iSsireiksti: " A yra
tieséje a” arba ” A yra a taskas” ir t.t. Jei taskas A priklauso tiesei a ir tiesei b, tai galime
iSsireiksti ir taip: tiesés a ir b kertasi taske A, turi bendra taska A ir t.t.

I5. Egzistuoja bent du tiesés taskai. Egzistuoja bent trys taskai, nepriklausantys
vienai tiesei.

I,. Bet kuriems trims taskams A, B, C', nepriklausantiems vienai ir tai paciai tie-
sei, egzistuoja plokstuma «, priklausanti kiekvienam i$ triju tasku A, B,C. Kiekvienai
plokstumai visuomet egzistuoja priklausantis jai taskas.

I5. Bet kuriems trims taskams A, B, C, nepriklausantiems vienai ir tai paciai tiesei,
egzistuoja nedaugiau nei viena plokstuma, priklausanti tiems taskams.

Ig. Jei tiesés a du taskai A, B priklauso plokstumai «, tai ir kiekvienas tiesés a taskas
priklauso plokstumai a.

1. Jei dvi plokstumos « ir 8 turi bendra taska A, tai jos turi dar bent viena bendra
taska B.

Is. Egzistuoja bent keturi taskai, nepriklausantys vienai plokStumai.

I, _3 aksiomos vadinamos plokstumos aksiomomis, I,_g — erdves aksiomomis.
Is Siu aksiomu galima irodyti teoremas.

1 Teorema. Dvi tiesés, esancios vienoje ir toje pacioje plokstumoje, turi viena bendra
taska arba neturi nei vieno bendro tasko. Dvi plokStumos arba neturi nei vieno bendro
tasko, arba turi viena bendra tiese ir jokiu kitu (nepriklausanciu bendrajai tiesei) bendru
tasku. Plokstuma ir nepriklausanti jai tiesé arba neturi bendro tasko, arba turi viena benra
taska.

24



2 Teorema. Per tiese ir taska, nepriklausanti tiesei, taip pat per dvi tieses, turincias
bendra taska, visuomet galima iSvesti plokstuma ir tiktai viena.

Antroji aksiomu grupé. Tvarkos aksiomos

Sios grupés aksiomos apibrézia savoka ”tarp” ir remiantis §ia savoka galima nurodyti
tasku tvarka tieséje, plokStumoje ir erdvéje.

Tiesés taskai yra tarpusavyje tam tikruose sarysiuose. Tie sarySiai dazniausiai nusa-
komi zodziu ”tarp”.

I11;. Jei taskas B yra tarp tasko A ir tasko C, tai A, B, C' — trys skirtingi tiesés taskai,
ir B taip pat yra tarp C ir A.

I15. Bet kuriems taskams A ir C, esantiems tiese¢je AC, egzistuoja bent vienas toks
taskas B, kad C yra tarp A ir B.

113. I8 bet kuriu triju tiesés tasku egzistuoja nedaugiau vieno tasko, esancio tarp kitu
dvieju.

Be siu tvarkos aksiomu tieséje, buitina dar viena aksioma, susijusi su tvarka plokstu-
moje.

Apibrézimas. Nagrinékime tieséje a du taskus A ir B; dvieju tasku A ir B sistema
pavadinsime atkarpa ir zymésime AB arba BA. Tagkai, esantys tarp A ir B, vadinami
atkarpos AB taskais arba taskais, esanciais atkarpos AB viduje; taskai A ir B vadinami
atkarpos AB galais. Visi kiti tiesés a taskai yra vadinami taskais, esanciais uz atkarpos.

114. Tegu A, B, C — trys taskai, nepriklausantys vienai tiesei, ir a — tiesé plokStumoje
ABC, nepriklausanti nei vienam i$ tasku A, B, C; jei tiesei priklauso atkarpos AB kuris
nors taskas, tai tiesei priklauso atkaros AC' kuris nors taskas arba atkarpos BC' kuris nors
taskas.

ISvados iS sujungimo ir tvarkos aksiomu

3 Teorema. Bet kuriems dviems tiesés taskams A ir C' egzistuoja bent vienas taskas
D, esantis tarp tasku A ir C.

4 Teorema. IS triju vienos ir tos pacios tiesés tasku A, B, C egzistuoja vienas, esantis
tarp kitu dvieju.

5 Teorema. Keturis taskus, esan¢ius vienoje tieséje, galima pazymeéti raidémis A, B,
C, D taip, kad taskas, pazymeétas raide B, butu kaip tarp tasku A ir C, taip ir tarp tasku
A ir D, o tagkas, pazymétas raide C, butu kaip tarp tasku A ir D, taip ir tarp tasku B ir
D.

6 Teorema (5 teoremos apibendrinimas). Kaip bebutu issidéstes baigtinis tasku
skaiCius tieséje, juos galima taip suzyméti raidemis A, B, C, D, E, ..., K, kad taskas
pazymeétas raide B, butu tarp tasko A i§ vienos puseés ir tasku C, D, F, ..., K — i§ kitos,
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toliau C' —tarp A, B iS vienos pusésir D, F, ..., K is kitos, D —tarp A, B, C'is vienos pusés
ir F, ..., K is kitos ir t.t. Be Sio zymeéjimo egzistuoja dar tiktai atvirkStinis suzyméjimo
budas K, ..., E, D, C, B, A, turintis ta pacia savybe.

7 Teorema. Tarp dvieju tiesés tasku egzistuoja be galo daug tasku.

8 Teorema. Kiekviena tiesé a, priklausanti plokStumai «, suskirsto plokStumos
a taskus, nepriklausancius tiesei a, i dvi sritis (pusplokstumes), turinéias Sia savybe:
kiekvienas taskas A iS kurios nors vienos srities su kiekvienu tasku B i$ kitos srities
apibreézia atkarpa AB, kurios vidui priklauso vienas tiesés a taskas, o bet kurie du vienos ir
tos pacios srities taskai A ir A’ apibreézia atkarpa AA’, kuriai nepriklauso nei vienas tiesés
a taskas.

Apibrézimas. Sakysime, kad plokStumos « taskai A ir A’ yra vienoje ir toje pacioje
plokstumos pusplokstumeéje tiesés a atzvilgiu, o taskai A ir B — skirtingose plokstumos
pusplokstumeése tiesés a atzvilgiu.

Apibrézimas. Tegu tieséje a duoti keturi tokie taskai A, A’, O, B, kad taskas O
yra tarp tasku A ir B, bet néra tarp tasku A ir A’; siuo atveju sakysime, kad taskai A
ir A’ yra vienoje ir toje pacioje tiesés a pustieséje tasko O atzvilgiu, o taskai A ir B yra
skirtingose tiesés pustiesése tasko O atzvilgiu. Tiesés taskus, priklausancius vienai tiesés
pustiesei tagko O atzvilgiu dar vadina spinduliu, prasidedanc¢iu taske O. Taigi kiekvienas
tiesés taskas O dalija tiese i du spindulius, prasidedancius taske O.

Apibrézimas. Atkarpu AB, BC, CD, ..., KL sistema vadinasi lauzte, jungiancia
taskus A ir L; §i lauzté zymima paprasciau taip: ABCD ... KL. Atkarpu AB, BC, CD,
..., KL vidiniai tagkai, o taipogi taskai A, B, C, D, ..., K, L yra vadinami lauztés tagkais.
Jeivisi taskai A, B, C, D, ..., K, L priklauso vienai plok§tumai ir, be to, taskas A sutampa
su tasku L, tai tokia lauzté yra vadinama daugiakampiu ir Zymima taip: ABCD ... K.
Atkarpos AB, BC, CD, ..., KA yra vadinamos daugiakampio krastinémis, o taskai A, B,
C, D, ... K- daugiakampio virsinémis. Daugiakampiai, turintys 3, 4, ..., n virSuniu yra
vadinami trikampiais, keturkampiais, ..., n-kampiais.

Apibrézimas. Jei visos daugiakampio virsuneés yra skirtingos, nei viena virstniu
nepriklauso daugiakampio krastinei ir jokia jo krastiniu pora neturi bendro vidinio tasko,
tai daugiakampis yra vadinamas paprastuoju (pirminiu).

9 Teorema. Kiekvienas pirminis daugiakampis, esantis plokStumoje « suskirsto
plokstumos « taskus, nepriklausancius daugiakampiui, i dvi sritis — vidine ir iSorine, —
turincias sekancias savybes: jei A vidinés srities taskas (vidinis taskas), o B — iSorinés sri-
ties taskas (iSorinis taskas), tai kiekviena lauzté, esanti plokstumoje « ir jungianti taskus
A ir B, turi bent viena bendra taska su daugiakampiu; jeigu A ir A’ du daugiakampio vi-
diniai taskai, o B ir B’ —jo iSoriniai taskai, tai, atvirksciai, visuomet egzistuoja plokstumoje
a lauztés, jungiancios taska A su A’ ir taska B su B’ ir neturincios jokiu bendru tasku
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su daugiakampiu. Atitinkamai parinkus pavadinimus abiem Sioms sritims, plokstumoje
egzistuoja tiesés, priklausancios iSorinei daugiakampio sriciai ir néra tiesiu, priklausanciu
vidinei daugiakampio sriciai.

10 Teorema. Kiekviena plokstuma « suskirsto visus erdveés taskus, nepriklausancius
plokstumai «, i dvi sritis, turin¢ias tokia savybe: kiekvienas vienos srities taskas A su
kitos srities bet kuriuo tasku B apibrézia atkarpa AB, kurios vidui priklauso plok§tumos
o taskas; bet kurie du vienos srities taskai A ir A’ apibrézia atkarpa AA’, neturin¢ia bendru
tasku su plokstuma .

Apibrézimas. Sakysime, kad taskai A ir A’ (naudojame 10 teoremos Zyméjimus)
yra viename ir tame pacCiame erdvés puserdvyje plokStumos « atzvilgiu, o taskai A ir B —
skirtinguose erdves puserdvyse plokstumos a atzvilgiu.

Trecioji aksiomu grupé: kongruentumo aksiomos

III;. Jei A, B kurie nors tiesés a taskai ir A’ — Sios tiesés arba kitos tiesés a’ taskas, tai
visuomet galima rasti taska B’, esanti duotoje tiesés a’ puséje ir, be to, toki, kad atkarpa
AB kongruenti, kitaip tariant, lygi atkarpai A’B’. Atkarpu AB ir A’B’ kongruentumas
zZymimas taip:

AB=A'B'.

II15. Jei atkarpa A’ B’ ir atkarpa A” B” kongruencios vienali ir tai paciai atkarpai AB,
tai atkarpa A’B’ kongruenti atkarpai A” B”; kitaip tariant, jei dvi atkarpos kongruencios
treciajai, tai jos kongruencios viena kitai.

I11I5. Tegu AB ir BC tiesés a dvi atkarpos, neturin¢ios nei vieno bendro tasko, ir
tegu A’B’ ir B'C’ tos pacios tiesés arba kitos tiesés a’ dvi atkarpos, taipogi neturincios
bendro tasko; jei

AB=A'B' ir BC = B'C/,

tal ir

AC = A'C.

Apibrézimas. Tegu a — kuri nors plok§tuma, o h ir k — jos kurie nors du spinduliai,
skirtingi, turintys viena ir ta pati pradini taska O ir priklausantys skirtingoms tieséms.
Tokiu dvieju spinduliu A ir k sistema pavadinsime kampu ir Zymeésime ja taip: Z(h, k) arba
/(k,h). Spinduliai h ir k yra vadinami kampo krastinémis, o taskas O — kampo virsune.

Cia istiestiniai ir superbiikieji kampai neapibrézti.

I111,. Tegu duota plokstumoje o kampas Z(h, k) ir plokstumoje o’ tiesé a’, o taipogi
visiskai apibrézta plokstumos o’ pusplokstume tiesés a’ atzvilgiu. Tegu h’ Zymi tiesés o’
spinduli, prasidedanti taske O’; siuo atveju plokStumoje o’ egzistuoja vienas ir tik vienas
spindulys &', turintis sekancias savybes: kampas /(h, k) kongruentus, kitaip tariant, lygus

27



kampui Z(h/, k"), ir tuo paciu visi vidiniai kampo Z(h’, k) taskai yra plokstumos o’ duotoje
pusplokstuméje tieses o' atzvilgiu. Kampo Z(h, k) kongruentumas kampui Z(h', k") yra
Zymimas taip:

L(h,k) = L(W,K).

Paaiskinimas. Kampas, kurio virsuné yra B, vienai kraStinei priklauso taskas A, o
kitai krastinei — taskas C', taipogi yra zymimas /ABC arba sutrumpintai /B. Kampai
Zymimi ir mazosiomis graikiskomis raidémis.

II15. Jei dviems trikampiams ABC ir A’B’'C” teisingos lygybeés

AB=A'B', AC=A'C'", /BAC =B'A'C’,

tai taip pat teisingas kongruentumas

L/ABC = A'B'C".

Isvados iS kongruentumo aksiomu.

Apibrézimas. Jei dvieju kampu, turinc¢iu bendra virSune ir bendra krastine, kitos
nebendros krastines sudaro tiese, tai Sie kampai yra vadinami gretimais. Jei dvieju kampuy,
turin¢iu bendra virsine, krastinés poromis sudaro tieses, tai Sie kampai yra vadinami
priesingais. Kampas, kongruentus savo gretimajam, yra vadinamas stac¢iuoju kampu.

11 Teorema. Trikampyje, kurio dvi krastinés kongruencios, kampai, esantys pries
Sias krastines, yra kongruentus.

Apibrézimas. Trikampis ABC yra vadinamas kongruenciu trikampiui A’B’C’, jei
AB=A'B', AC=A'C', BC = B'C’,
/A= /A", /B=/B' /C=/C"

12 Teorema (Pirmoji teorema apie trikampiu kongruentuma). Trikampis
ABC yra kongruentus trikampiui A’B’C”, jei

AB=A'B', AC=AC', /A= /A

13 Teorema (Antroji teorema apie trikampiu kongruentuma). Trikampis
ABC yra kongruentus trikampiui A’B’C”, jei
AB=A'B, /1A=/A", /B=/B.
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14 Teorema. Jei kampas /ABC kongruentus kampui /A’ B’C’, tai kampas /CBD,
gretimas pirmajam, yra kongruentus kampui Z/C’B’D’, gretimam antrajam kampui.

15 Teorema. Tegu h, k, [ ir ', k', I’ du trejetai spinduliy, i§ kuriu kiekvienas
prasideda viename taske ir priklauso vienai plokStumai; tuos taskus pazymeékime raidémis
O ir O, o plokstumas — « ir . Be to, tegu spinduliu poros h, k ir b/, k' arba yra vienoje
puséje arba skirtingose spinduliu [ ir I’ atzvilgiu. Tuomet jei

L(h ) = LW, Lk, = LKD),

tal

L(hk) = LW, E).

16 Teorema. Tegu kampas Z(h,k), esantis plokstumoje «, kongruentus kampui
/(W K'), esanciam plokstumoje o'. Be to, tegu | — spindulys, esantis plokStumoje «,
prasidedantis kampo Z(h, k) virsunéje ir esantis to kampo viduje. Tuomet plokstumoje
o/ egzistuoja ir tiktai vienas toks spindulys I, prasidedantis kampo /(h/, k") virsunéje ir
esantis to kampo viduje, kad

L(h )= LW i Lk = LK),

17 Teorema. Jei du taskai Z; ir Z5 yra skirtingose tiesés XY pusese ir jei, be to
XZ21=X7Zy ir YZ1 =Y Zs,

tai
(XY 7, = /XY Z,.

18 Teorema (Trecioji teorema apie trikampiy kongruentuma). Jei dvieju
trikampiu ABC' ir A’B’C’ atitinkamos krastinés kongruencios, tai $ie trikampiai yra kon-
gruentus.

19 Teorema. Jei kiekvienas i§ dvieju kampu Z(h', k') ir Z(h”,k”) kongruentus
trec¢iajam /(h, k), tai ir kampas Z(h', k") kongruentus kampui Z(h”,k”).

20 Teorema. Tegu /(h, k) ir Z(h',l") — du kampai. Jei atidedant kampa Z(h, k) salia
spindulio A’ toje pacioje puséje, kurioje yra ir spindulys I’, gaunamas vidinis spindulys
k', tai atidedant kampa /(h',1’) salia spindulio h toje pacioje puséje, kaip ir spindulys &,
gaunamas iSorinis spindulys [ ir atvirksciai.

Apibrézimas. Jei atidedant kampa /(h, k), kaip nurodyta 20 teoremoje, spindulys
k" yra kampo Z(h',l') viduje, tai sakoma, kad kampas Z(h, k) mazesnis uz kampa Z(h',1’)
ir tal Zymima taip:

L(h, k) < L(W,1);
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jei spindulys k' yra kampo Z(h/,l') iSoréje, tai sakoma, kad kampas Z(h, k) didesnis uz
kampa /(h',l") ir tai Zymima taip:

L(h, k) > L(BT).
Kampams « ir § teisinga tik viena i Siu galimybiu:

a<fB,irf>a, a=8, a>0, a<f<a.

21 Teorema. Visi statiis kampai kongruentis tarp saves.

22 Teorema (Teorema apie iSorini kampa. Trikampio iSorinis kampas didesnis
uz kiekviena jam negretutini Sio trikampio kampa.

23 Teorema. Kiekviename trikampyje krastiné esanti pries didesni kampa yra dides-
ne.
24 Teorema. Trikampis, kuriame du kampai yra lygus, yra lygiasonis.

25 Teorema. Du trikampiai ABC ir A’B’C’ yra kongruentus, jei

AB=A'B, /1A=/A", /C=/C".

26 Teorema. Kiekviena atkarpa galima padalinti pusiau.

Apibrézimas. Jei taskai A, B, C, D, ..., K, L, esantys tieséje a, ir taskai A’, B’,
C', D, ..., K', L' esantys tieséje a’, sudaro tokias dvi tasku sekas, kad visos atitinkamos
atkarpos AB ir A’B’, AC ir A’C’, BC ir B'C’, ..., KL ir K'L’ kongruencios viena kitai,
tai tos dvi tasku sekos vadinamos kongruenciomis viena kitai; taskai A ir A’, B ir B’, ...,
L ir L' yra vadinami kongruenciu tasku seku atitinkamais tagkais.

27 Teorema. Jei is dvieju kongruenciu tasku seku A, B, ..., K, Lir A’, B, ..., K',
L' pirmoji sutvarkyta taip, kad taskas B yra tarp A i§ vienos pusés ir C, D, ..., K, L i$
kitos pusés, taskas C' — tarp A, B iS vienos puseés ir D, ..., K, L is kitos puseés ir t.t., tai
taskai A’, B, ..., K', L' sutvarkyti taip pat, t.y. B’ yra tarp A’ i§ vienos pusés ir C’, D',
..., K', L' i§ kitos pusés, taskas C' — tarp A’, B’ i$ vienos pusés ir D, ..., K', L’ i§ kitos
puseés it t.t..

Apibrézimas. Baigtiné tasku visuma yra vadinama figura; jei visi taskai priklauso
vienai plokStumai, tai figura yra vadinama plokstumine.

Dvi figtiros yra vadinamos kongruenciomis, jei galima nurodyti tokia atitinkamybe
tarp jos tasku, kad atitinkamos atkarpos ir atitinkami kampai biitu kongruentis.

28 Teorema. Jei (A,B,C,...,L)ir (A, B',C’,..., L") dvi kongruencios plokstumi-
nés figuros ir taskas P yra pirmosios figiros plokstumoje, tai antrosios figiiros plokstumoje
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galima rasti toki taska P’, kad figuros (A, B,C,...,L,P) ir (A",B',C’,..., L', P") butu
taip pat kongruencios. Jei, be to, figuroje (A, B,C,..., L) yra bent trys taskai, nepriklau-
santys vienai tiesei, tai taskas P’ randamas tik vieninteliubudu.

29 Teorema. Jei figuros (A,B,C,...,L) ir (A',B’,C’,..., L") kongruencios, tai
kiekvienam taskui P galima nurodyti toki taska P’, kad figuros (A, B,C,...,L,P) ir
(A", B',C’,...,L', P") butu taip pat kongruencios. Jei, be to, figuroje (A, B,C,...,L)
yra bent keturi taskai, nepriklausantys vienai plokStumai, tai taskas P’ randamas tik v i e
ninteliubudu

Ketvirtoji aksiomuy grupé: aksioma apie lygiagretes

Tegu « — kuri nors plokstuma, a — kuri nors plokstumos « tiesé, o A — tos pacios
plokstumos taskas, nepriklausantis tiesei a. Nubrésime plokstumoje « per taska A pirmi-
ausia tiese c¢, kertancia tiese a, po to tiese b taip, kad tiesé ¢ kirstu tieses a ir b lygiais
atitinkamais kampais. Siuo atveju, kaip nesunku teigti, remiantis teorema apie iSorini
kampa (22 teorema), tiesés a ir b neturi bendro tasko, t.y. plokstumoje o visuomet galima
nubrézti per taska A, nepriklausanti tiesei a, tiese, nekertancia tiesés a.

Aksioma apie lygiagretes formuluojama taip:

Euklido aksioma. Tegu a —bet kuri tiesé, A — taskas, nepriklausantis Siai tiesei; Siuo
atveju, plokstumoje, apibréztoje tiesés a ir tasko A, egzistuoja nedaugiau nei viena tiesé,
kuriai priklauso taskas A, ir kuri nekerta tiesés a.

Apibrézimas. Remiantis aksioma apie lygiagretes ir tuo, kas buvo isdéstyta anksciau,
mes zinome, kad plokstumoje, apibréziamoje tiese a ir tasku A, egzistuoja viena ir tik viena
tiesé, kuriai priklauso taskas ir kuri nekerta tiesés a; pavadinasime Sia tiese lygiagtrete tiesei
a, iSvestai per taska A.

Aksioma apie lygiagretes ekvivalenti tokiam reilalavimui:
Jei dvi tieses a, b, esancios vienoje ploksStumoje, nekerta treciosios tiesés, esancios toje
pat plokstumoje, tai ir jos nesikerta.

30 Teorema. Jei dvi lygiagrecios tieseés kertamos treciaja, tai tuomet susidarantys
aitinkami ir kryzminiai kampai yra kongruentis, ir atvirksciai, jei aitinkami ir kryzminiai
kampai yra kongruentus, tai tiesés yra lygiagrecios.

31 Teorema. Trikampio kampu suma lygi dviem statiems.

Apibrézimas. Tegu M kuris nors plokstumos « taskas; visu tasku A, priklausanciu
plokstumai «, visuma, kuriems atkarpos M A tarpusavy kongruencios, vadinasi apskritimu.

Penktoji aksiomu grupé: tolydumo aksiomos
Vi (Matavimo arba Archimedo aksioma). Tegu AB ir CD — kurios nors dvi

atkarpos; tuomet tieséje AB egzistuoja baigtinis skaiCius tokiu tasku A, Ao, ..., 4,, kad
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atkarpos AA1, A1As, AsAs, ..., A1 A, kongruencios atkarpai C'D ir taskas B yra tarp
taskuy A ir A,,.

V2 (Tiesinio pilnumo aksioma). Tiesés taskai sudaro sistema, kurios, islaikant
tiesine tvarka (6 -oji teorema), kongruentumo pirmaja aksioma ir Archimedo aksioma (t.y.
Lo, II, 111, V; aksiomas) nebegalima niekaip praplésti, t.y. prie Sios tasku sistemos
negalima prideéti dar tasku taip, kad sistema, sudaryta i§ pradiniu ir nauju tasku, tenkintu
visas iSvardintas aksiomas.

D. Hilbertas 32 teoremoje irodo geometrijos pilnuma. Tuo jo veikalas nesibaigia.
Toliau nagrinéjamas vienu aksiomu nepriklausomumas nuo kitu. Taip pat nagrinéjamos ir
geometrijos, kurios netenkina Archimedo aksiomos ir t.t.
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