XI skyrius. KUNAI

1. Kino savoka

1. 1. Siame skyriuje nagrinésime kiinus. Kiinas — tai aibé k, kurioje apibrézti aibés
k elementu du vidiniai kompozicijos désniai, zymimi + ir %, ir vadinami aibés k elementu
sudétimi ir daugyba, tenkintys tam tikra aksiomu sistema. Kiino k elementu sudétis ir dau-
gyba savo savybémis, kurias nusako aksiomu sistema, niekuo nesiskiria nuo racionaluiju ar
realiyju skaic¢iu sudéties ir daugybos savybiu. Kyla klausimas, ar ka nors laimime, kopijuo-
dami skaic¢iu sudéties ir daugybos savybes? Atsakymas: taip, labai daug laimime, nes kuinu
be galo daug. Be galo daug net baigtiniu ktinu. Todél ivairius objektus, pavyzdziui, kaip
tiesiniu lygciu sistemas, matricu algebras ir kitus, tikslinga nagrinéti su koeficientais kune k,
o neapsiriboti tik racionaliaisiais ar realiaisiais skaic¢iais. Tai vienas i§ svarbiausiu algebros
mokslo bruozu — jos universalumas, grindziamas aksiomatiniu metodu. Algebros objektai, nu-
sokomi aksiomu sistemomis, kuriose slypi (uzprogramuotos) esminés objektu savybeés, tiriami
paciu bendriausiu savo didziuléje ivairovéje atveju.

1. 2. Kuno apibrézimas. Aibé k joje apibréztu jos elementu sudéties + ir daugybos
x atzvigiu yra vadinama kiinu, jei

1. Aibés k elementu sudétis + yra asociatyvi, t.y. (Va, 3,7 € k)((a + B) +7) =
(a+ (B+7)).

2. Egzistuoja neutralus elementas 0 € k aibés k elementu sudéties + atzvilgiu, vadi-
namas nuliumi, t. y. (30 € k)(Vo € £)(0 + o = o).

3. Kiekvienam elementui o € k egzistuoja simetrinis elementas aibés k£ elementu
sudéties + atzvilgiu, vadinamas priesingu elementu elementui « ir zymimas —a, t.y. (Va €
k)36 € k)(a+ £ =0).

4. Aibés k elementu sudétis + yra komutatyvi, t.y. (Va, 8 € k)(a+ 3 =B+ ).

5. Aibés k elementu daugyba * yra asociatyvi, t.y. (Va, 3,7 € k)((a* () *v) =
(o % (B 57)).

6. Egzistuoja neutralus elementas 1 € k aibés k elementuy daugybos * atzvilgiu, vadi-
namas vienetu, t.y. (31 € k)(Va € k)(1 * a = «).

7. Kiekvienam elementui o € k egzistuoja simetrinis elementas aibés k£ elementu
daugybos * atzvilgiu, vadinamas atvirkstiniu elementu elementui o ir Zymimas a~!, t.y.
(Vo € k\ {0})(38 € k\ {0})(a + B = 1).

8. Aibés k elementu daugyba * komutatyvi, t.y. (Va, 8 € k)(a* [ = [ * a).

9. Aibés k elementu sudéti + ir daugyba * sieja distributyvumo désnis, t.y. (Ve 8,7 €
k)((a+B)xy=axy+B*7).

1. 3. Kai aibés k elementu sudétis + tenkina 1 — 4 aksiomas, tai aibé k sudéties +

atzvilgiu yra vadinama Abelio grupé. Taigi 1 — 4 aksiomas galima pakeisti tokia formuluote:

I. (k,+) — Abelio grupé. Neutralus elementas sudéties + atzvilgiu zymimas 0 ir yra
vadinamas kiino k£ nuliumi.

Kuno apibrézimo 5 — 8 aksiomas galima pakeisti tokia formuluote:
II. (k*,*%)— Abelio grupé, ¢ia k* =: k \ {0}. Neutralus elementas daugybos * atzvilgiu
yra zymimas 1 ir yra vadinamas ktino k vienetu.

9-aja kuino apibrézimo aksioma galima suformuluoti taip:
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ITI. Sudétis + ir daugyba * yra susieti distributyvumo désniu: bet kuriems «, 3,y € k,
(a+B)xy=a*xy+Bx*7.

1. Pastaba. Tais atvejais, kai norésime atkreipti démesi i kino k£ elementu sudeéti + ir
daugyba *, rasysime: (k,+,*) yra kunas

2. Pastaba. Daugybos zenklo * tarp dauginamuju sutarkime nerasyti, iSskyrus atvejus,
kai butina pabrézti daugybos kurias nors savybes.

Pratimai.

Remdamiesi kiino k£ apibrézimo aksiomomis, irodykite:

1. Kiekvienam « € k, 0 = 0.

2. Jeiaf=0,a,€k, taia=0ar f=0.

3. Kiekvienam « € k, (—1)a = —a, ¢ia —1 — priesingas elementas elementui 1.

1. 4. Pavyzdziai.

1. Racionaliuju skaiciu aibé QQ skaiciu sudéties ir daugybos atzvilgiu sudaro kuna.

2. Isitikinsime, kad aibé Q(v2) =: {a + bv/2| a,b € Q} skai¢iu sudéties ir daugybos
atzvilgiu sudaro kuna.

Akivaizdu, kad (Q(v/2),+4) — Abelio grupe.

Daugyba aibéje Q(v/2)* apibrézta.

Akivaizdzios aibés Q(v/2)* elementu daugybos Sios savybés: i) daugyba asociatyvi; ii)
daugyba komutatyvi; iii) 1 € Q(v/2)*, nes 1 = 1 + 0v/2. Isitikinsime, kad kiekvienam a +
bv2 € Q(v/2)*, t. y., kai bent vienas i§ koeficientu a, b yra nelygus 0, atvirkitinis elementas

(a+by2)" 1 = a+11] 7 priklauso aibei Q(v/2)*. Padaugine trupmenos a+11] 7 skaitiklj ir vardikli

iSa— b\/§, gauname:

1 B a— b2 B a n —-b
a+bv2  (a+bV/2)(a—bv2) a?—20%  a® - 20

V2 e Q(V2)*.

Skai¢iy sudétis ir daugyba yra susieti distributyvumo désniu: bet kuriems o, 3,y € Q(v/2),

(a+pB)xy=axy+Bx7y.

Isitikinome, kad Q(v/2) i§ tikruju skaiciu sudéties ir daugybos atzvilgiu sudaro kiina.

3. Apibrézkime aibe k = Q(\/p) =: {a + b\/p| a,b € Q}, ¢ia p — pirminis skaicius. Taip
pat, kaip ir antrajame pavyzdyje, galite isitikinti, kad aibé Q(,/p) skaiciu sudéties ir daugybos
atzvilgiu sudaro kiina.

4. Tarkime, kad Q(¥/p) =: {a + b¥/p + c¥/p?| a,b,c € Q}, ¢ia p — pirminis skaicius. Aki-
vaizdu, kad skaiciu sudétis + ir daugyba - aibéje Q(&/p) apibrézti. Taip pat lengva isitikinti,
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kad sudétis ir daugyba tenkina visas kiino apibrézimo aksiomas, iSskyrus 7-aja, kaip ir 2-me
ir 3-me pavyzdziuose. Tuo tarpu isitikinti, ar

1 cQ
a+by/p+ cyp?

(¥/p),

¢ia a +byp+ 0\3/232 # 0, néra taip paprasta, kaip 2-ne ar 3-me pavyzdziuose. Jei

1 cQ
a+by/p+ cp?

(¥/p),

tai egzistuoja tokie x,y, z € Q, kad
1
a+byp+ cyp?

Sia lygybe perrasykime taip:

(a+b9p+ ) +y I+ 2F) = 1.

Sios lygybes kairéje puséje esancius skaicius sudaugine, gauname:

=x+ydp+2Ip°.

ax + cpy + bpz + (bx + ay + cpz) /P + (cx + by + az)Ip> = 1+ 0¢/p + 0/p*.
Siame reiskinyje sulygine koeficientus prie 1, I/p ir \3/}_92, gauname lygciu sistema:
axr —“+cpy +bpz =1
br +ay +cpz =0
cx by +az =0

Sia lyg¢iu sistema isspresime Kramerio metodu. Matricos, sudarytos i§ koeficientu prie
nezinomuju, determinantas yra lygus:

a cp bp
det [ b a ¢p | =a®+b3p+p? — 3abep.
c b a
Tuomet
1 ¢cp bp
det { 0 a c¢p
0 b a a® — bep
a3 + b3p 4+ c3p2 — 3abep a3 + b3p + 3p2? — 3abep’
a 1 bp
det | b 0 ¢p
c 0 a c2p —ab

Y= @1 b3p + c3p2 — 3abep a3 + b3p + 3p? — 3abep’
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1
det | b a O
B 0 B b? — ac
a3+ 3p+c3p2 —3abep a3 + b3p + 3p? — 3abep’

Vadinasi, jei a + b¢/p + 0\3/]32 #0, a,b,ce€Q, tai

a’® — bep n
a® + b3p + 3p? — 3abep

(a+by/p+c/p?) ! =

n cp —ab I+ b? —ac IB € QUp)
a® + b3p + 3p? — 3abep P + b3p + 3p? — 3abep b -

Isitikinome, kad Q({/p) skaiciu sudéties ir daugybos atzvilgiu sudaro kuna.

Pratimas. Remdamiesi pagrindine aritmetikos teorema, irodykite, kad lygtis a® + b3p +
c3p? — 3abep = 0 sveikaisiais skaiGiais turi tik nulinj sprendini. Kadangi $i lygtis yra ho-
mogenineé, tai ji ir racionaliaisiais skaiciais turi tik nulinj sprendini.

5. Galima, pavyzdziui, nagrinéti skaiciu aibe

n—1
Q(¢/p) = {> _a;3/pla; €Q, 0<j<n—1},

J=0

¢ia p — pirminis skaic¢ius. Lengva isitikinti, kad skaiciu sudétis ir daugyba apibrézti aibéje
Q(/p), t. y. bet kuriems o, 8 € Q(/p), a + B,aB € Q(1/p). Taip pat lengva isitikinti,
kad aibés Q( ¢/p) skaiciu sudétis ir daugyba tenkina visas, iSskyrus 7-aja, kiino apibrézimo
aksiomas. Irodyti tiesiogiai, t. y. taip, kaip daréme 4-me pavyzdyje, kad kiekvienam a =

n—1 . n—1 .
> a; /P € Q(/p), a # 0, egzistuoja toks Y. z; ¢/p’ € Q(1/p), kad
j=0 §=0

(S 0y v 2 ) = 1.
=0 §=0

ne taip paprasta. Darant taip, kaip daréme 4-me pavyzdyje, prisieitu spresti tiesiniu lygciu
sistema, sudaryta i§ n lyg€iu su n nezinomaisiais. Sprendziant Kramerio metodu, reikétu
apskaiciuoti n + 1 n-tos eilés determinantu. Tiesa, norint irodyti, kad lygciu sistema yra
suderinta, t. y. turi sprendini, pakaktu irodyti, kad matricos, sudarytos i§ koeficientu prie
nezinomuju, determinantas yra nelygus nuliui. Sio determinanto israiska gana sudétinga:
bendruoju atveju galime tvirtinti, kad Sis determinantas yra koeficientu a;, 0 < 7 < n —1,
n-ojo laipsnio homogeninis polinomas F'(ag,a1,...,a,—1). Taigi reikétu jrodyti, kad lygtis
F(ag,a1,...,ap—1) = 0 racionaliaisiais skai¢iais turi tik nulini sprendini. Visas Sias kliutis
galima apeiti §j uzdavini sprendziant kitu budu.

6. Irodysime, kad kiekvienam pirminiam skai¢iui p, likiniu klases j + pZ, 0 < 5 < p,
kurios gaunamos dalijant sveikuosius skai¢ius i§ pirminio skaic¢iaus p, likiniu klasiu sudéties ir

288



daugybos atzvilgiu sudaro kiina. Sis kiinas yra zymimas GF(p) ir yra vadinamas Galua kiinu
(baigtiniai kunai yra vadinami Galua kunais, nes Galua pirmasis juos visus atrado ir istyre).

Kitaip tariant, GF (p) = Z/pZ = {pZ,1+pZ, . ..,p—1+pZ}. Primiminsime, kad i+pZ =
J+pZ tada ir tik tada, kai pli — j, (i +pZ) + (j +pZ) = i+ j+pZ, (i +pZ)(j +pZ) = ij + pZ.
Akivaizdu, kad likiniu klasiu sudétis ir daugyba tenkina visas, iSskyrus galbut 7-aja, kuno
apibrézimo aksiomas. Isitikinsime, kad likiniu klasiu daugyba tenkina ir 7-aja aksioma.

Imkime nenulinj aibés GF(p) elementa i + pZ, t. y. p fi. Kadangi p — pirminis skai¢ius
ir p nedalija ¢, tai skaiciu p ir ¢ didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, egzistuoja
tokie j,1 € Z, kad ij + pl = 1. Tuomet (i + pZ)(j + pZ) = ij + pZ = 1 — pl + pZ = 1 + pZ.
Kaip matome, elementui i+ pZ, p fi, egzistuoja atvirkstinis elementas j + pZ. Taigi irodéme,
kad GF(p) likiniu sudéties ir daugybos atzvilgiu yra kunas.

2. Pirminiai kunai

2. 1. Siame skyrelyje aprasysime maziausius kinus, t. y. tokius kiinus, kurie neturi
pokiiniu.

Apibrézimas. Jei (K, +,*) yra kunas, tai aibés K poaibis k, kuris sudéties + ir dau-
gybos * atzvilgiu yra taip pat kiinas, yra vadinamas kiino K pokiiniu.

2. 2. Apibrézimas. Kiinas k yra vadinamas pirminiu kiinu, jei k£ neturi jokiu pokiiniuy,
isskyrus pati kiina k.

Mums reikalinga dar viena svarbi savoka.

2. 3. Apibrézimas. Kunai (K, +,*) ir (L, +, %) yra vadinami izomorfiniais, jei egzis-
tuoja tokia bijecija f : K — L, kad bet kuriems «, § € K,
L fla+08) = f(a)+ f(B);
2. flax*p)=f(a) = f(B).

2. 4. Kunu teorijos pozituriu izomorfiniai ktinai identiski. Svarbiausias kunu teorijos
uzdavinys — aprasyti kiinus izomorfizmo tikslumu. Pirminius kinus aprasysime izomorfizmo
tikslumu.

Sakykime, k£ — pirminis ktinas. Sutarkime laikinai ktino k£ vieneta zyméti e, o ne 1, kad
nepainiotume su naturaliuju skaic¢iu vienetu. Kuno k vieneta e sudéje su savimi n kartu, n —
teigiamas sveikasis skaiCius, gauname kiino k elementa e + e + ... + e, kuri sutarkime zyméti

—_———

ne. Matematinés indukcijos metodu galite isitikinti, kad bet kl?riems teigiamiems sveikiesiems
skaiciams m, n,
1. (m + n)e = me + ne;
2. (mn)e = m(ne).
Panasiai apibrézkime n(—e) = (—e)+ (—€) + ...+ (—e), ¢ia n — teigiamas sveikasis

-~

n
skaicius. Ir Siuo atveju teisingos lygybés: bet kuriems teigiamiems sveikiesiems skai¢iams

L (e m)(—e) = m(—e) 4 n(—e);
. (mn)(—e) = m(n(—e)).

~—

1
2
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Akivaizdu, kad kiekvienam teigiamam sveikajam skaiciui n, n(—e) = —(ne). Taigi galime
apibrezti ne, kai n € Z. Teigiamam sveikajam skaiciui n apibrézéme ne. Jei n — neigiamas
sveikasis skaic¢ius, tai me apibrézkime taip: ne = (—n)(—e) = —((—n)e). Kai n = 0, tai
apibrézkime Oe = 0. Dabar galite isitikinti, kad bet kuriems m,n € Z,

1. (m+ n)e = me + ne;

2. (mn)e = m(ne).
Apibrézkime sveikuju skai¢iu ir kuno k elementu daugyba: na =: (ne)a, n € Z, a € k.
Akivaizdziai teisingos lygybés: bet kuriems m,n € Z, o, 8 € k,

1. (m+n)a = ma + na;

2. n(a+ B) = na+np;

3. (mn)a = m(na);

4. n(af) = (na)p.

2. 5. Tarkime, kad k£ — pirminis kunas, e — §io kuno vienetas. Galimi du atvejai: i)
kiekvienam naturaliajam n > 1, ne # 0; ii) Egzistuoja toks naturalusis skaicius ng > 1, kad
noe = 0. Aptarsime kiekviena i$ Siu atveju.

Tarkime, kad kiekvienam naturaliajam n > 1, ne # 0. Tuomet ir kiekvienam sveikajam
skaiciui n # 0, ne # 0. Kuno k elementus ne, n € Z, galime sutapatinti su sveikaisiais
skaiciais n € Z. Vadinasi, galime parasyti: Z C k. Kadangi k — kiinas, o sveikuju skaiciu
santykiai sudaro racionaliyju skaic¢iu kuna Q, tai gauname, kad racionaliyju skaiciu ktinas Q
yra kiuino k pokiinis, t. y. galime parasyti Q C k. Kadangi k — pirminis kiinas, tai Q = k.
Pirminis kiinas Q yra vadinamas nulinés charakteristikos kuinu.

Teiginys. Kiekvienas nulinés charakteristikos pirminis kuinas yra izomorfinis racionaliu-
ju skaiciu kunui Q.

Dabar aptarsime antraji atveji, kai egzistuoja toks natturalusis skaicius ng > 1, kad
noe = 0. Siuo atveju egzistuoja toks maziausias teigiamas sveikasis skai¢ius p > 1, kad
pe = 0, o kiekvienam j, 1 < j < p, je # 0. Irodysime, kad p yra pirminis skaicius.

Tarkime, kad p = pip2, p1 < p, p2 < p. Tuomet pe = (pip2)e = (pie)(p2e) = 0.
Vadinasi, bent vienas i§ kiino k elementu pye ar pse yra nulinis elementas. Vienu ar kitu
atveju gauname prieStara skaiciaus p parinkimui, nes p > 1 maziausias teigiamas sveikasis
skaicius toks, kad pe = 0. Taigi irodéme, kad p — pirminis skaicius.

2. 6. Apibrézimas. Sakykime, k — kiinas, e — Sio kino vienetas. Jei egzistuoja toks
pirminis skaic¢ius p € N, kad pe = 0, tai k yra vadinamas p charakteristikos ktinu, o pirminis
skaicius p — kuino k charakteristika.

Teiginys. Kiekvienam pirminiam skai¢iui p € N egzistuoja p charakteristikos pirminis
kunas. Kiekvienas p charakteristikos pirminis kiinas yra izomorfinis likiniu klasiu moduliu p
ktunui GF(p).

Irodymas. Pastebésime, kad kiekvienam pirminiam skaic¢iui p € N, Galua kunas GF'(p)
yra pirminis, jo charakteristika yra lygi p. IS tikruju, p(1 4+ pZ) = p + pZ = pZ, t. y. kuno
GF(p) vienetas 1 + pZ, padaugintas i§ pirminio skaiciaus p, yra lygus §io kuino nuliniam
elementui pZ. Taigi, kaip matome, kiekvienam pirminiam skaiciui p € N egzistuoja p charak-
teristikos pirminis ktinas. Lieka irodyti, kad kiekvienas p charakteristikos pirminis kiinas yra
izomorfinis kunui GF(p).
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Sakykime, k& — p charakteristikos pirminis kiinas, e — Sio kiino vienetas. Irodysime, kad
kiino k elementai 0, e, 2e, ..., (p—1)e sudaro kuno k pokuni, izomorfini Galua kunui GF'(p).
Kadangi k — pirminis kunas, tai gausime, kad k yra izomorfinis kunui GF'(p).

Pastebésime, kad kuno k elementai 0, e, 2e, ..., (p — 1)e yra tarp saves skirtingi.
Apibrézkime atvaizdi

f:Z —k, f(j)=je, jELZL.

Sis atvaizdis turi savybes: bet kuriems i, j € Z,
Lo fi+g) = f0) + f(). B tikrujus f(i+j) = (i +j)e = ie + je = f(i) + f());
2 Fij) = FG) (). T tikruju: £(i) = (if)e = (ie)(je) = F() f(7):
Taigi f : Z — k yra ziedu homomorfizmas. f(j) = 0 tada ir tik tada, kai p|j, t. ¥.
J € pZ. Vadinasi, atvaizdis

f:Z/pZ =GF(p) =k, f(j +pZ) = f(j), j € Z,

yra injektyvus homomorfizmas. Kaip matome, Galua kunas GF(p) yra izomorfinis savo

vaizdui f(GF(p)) ={0,e,2¢,...,(p—1)e}. A
2. 7. Kaip matome, pirminiai kiinai yra §ie: i) kiekvienas nulinés charakteristikos
pirminis kunas yra izomomorfinis racionaliuju skai¢iu kunui; ii) kiekvienam pirminiam skai¢iui
p € N carakteristikos p pirminis kunas yra izomorfinis kunui GF(p).
3. Kuny plétiniai

3. 1. Apibrézimas. Kunas K yra vadinamas kuno k plétiniu, jei k yra kuno K
pokiinis.

Teiginys. Kiekvienas kiinas yra vienintelio pirminio pokiinio plétinys.

Irodymas. Sakykime, K — kunas. Sio kiino visu pokuniu sankirta () k = ko yra
pirminis ktinas, nes kg neturi poktuniu, iSskyrus ji pati. A rer

3. 2. Apibrézimas. Jei kiino k pirminis pokiinis yra izomorfinis racionaliuju skaiciu
ktinui, tai k£ yra vadinamas nulinés charakteristikos ktuinu.

Pastebésime, jei k£ nulinés charakteristikos kiinas, tai kiekvienam nenuliniam sveikajam
skaiciui n ir kiekvienam « € k, a # 0, na # 0.

3. 3. Apibrézimas. Jei kuno k pirminis pokunis yra izomorfinis kunui GF'(p), p € N
— pirminis skaicius, tai k yra vadinamas p charakteristikos kuinu.

Pastebésime, jei k yra p charakteristikos kiinas, tai kiekvienam a € k, pa = 0. IS tikruju:
pa = plea) = (pe)a = 0a = 0.

Teiginys. Jei k — p charakteristikos kiinas, p € N — pirminis skaic¢ius, tai bet kuriems
a, B €k,
(a+p)P =a? +0°7 , meN.

Irodymas. Irodysime matematinés indukcijos metodu.
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Kadangi « ir 3 yra perstatomi, remdamiesi Niutono binomo formule, galime parasyti

lygybe: .,
(o + B)P Z ( )ajﬁp J

Jj=1

Niutono binomo koeficientai

|
(P):—p 1<j<p—1,
j Jlp—J)!

dalijasi i§ pirminio skaic¢iaus p. IS tikruju: kadangi Niutono binomo koeficiento skaitiklis
dalijasi i§ pirminio skaic¢iaus p, o vardiklis — nesidalija, remdamiesi pagrindine aritmetikos
teorema, gauname p| (1;’) Vadinasi, galime parasyti:

(a4 B)P = af + (P.
Sakykime, kad kiekvienam m € N, m < s,
(a + ﬁ)an _ ap7n + ﬁp'm

Tuomet ) ) )
(a+ By =((a+ By ) =(a" +p" )=

1

=@ P+ =a 5 A

4. Algebriniai ir transcendentiniai elementai

4. 1. Dabar nagrinésime kiino k plétini K. Plétinio K elementai pokiinio k atzvilgiu
yra skirstomi i algebrinius ir transcendentinius.

Apibrézimas. Sakykime, K yra kuno k plétinys. Kino K elementas 6 yra vadinamas
algebriniu virs k, jei egzistuoja toks polinomas f(z) € k[z], kad f(f) = 0. Priesingu atveju
ktino K elementas 6 yra vadinamas transcendentiniu virs k. Kitaip tariant, kiino K elementas
0 yra transcendentinis vir§ k, jei kiekvienam nenuliniam polinomui f(x) € k[z|, f(6) # 0.

Pavyzdziai.

1. Sakykime, k(z) — = kintamojo polinomu ziedo k[z] virs kuno k santykiu kunas.

Kino k(z) elementai, — tai polinomy santykiai £ W’ f(z),g(x) € k[x], g(z) # 0. Polinomu

santykiai % ir %, g1(z) # 0, go(x) # 0, yra lygus kino k(x) elementai tada ir tik tada,
kai fi(z)ge(z) = g1(x)f2(x). Kuno k(z) elementas x yra transcendentinis virs kuno k. IS
tikruju kiekvienas kuno k(z) elementas, nepriklausantis k, yra transcendentinis virs k.

2. Panasiai, kaip ir pirmajame pavyzdyje, k(x1,z2,...,z,) — n kintamuju polinomu
ziedo k[zq,xo,...,x,] santykiu kunas, t. y. kintamuju x1,xs,...,z, racionaliuju funkciju
ktunas. Kuno k(zi,x2,...,x,) elementai x1,xs,...,z, yra transcendentiniai vir§ kuno k.

Sie elementai yra vadinami algebriskai nepriklausomais, nes neegzistuoja nenulinis polinomas
f(t1,ta, ..., tn) € k[t1,ta,...,t,] toks, kad butu teisinga lygybe f(x1,x2,...,2z,) = 0. Kaip
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ir pirmajame pavyzdyje, kiekvienas racionaliuju funkciju kuno k(x1,z2,...,z,) elementas,
nepriklausantis k, yra transcendentinis virs k.

4. 2. Jei 6§ € K yra algebrinis vir§ kiino K pokiinio k, tai egzistuoja toks maziausio
laipsnio polinomas f(z) € k[z], kad f(f) = 0. Polinomas f(z) yra pirminis vir§ kuno k
(neredukuojamas, neskaidomas polinomu ziede k[x]). Is tikruju, jei butu f(z) = g(z)h(x),
degg(x) < degf(x), degh(x) < degf(x), g(x), h(z) € klz], tai gautume ¢(#) = 0 ar h(f) = 0,
kas priestarautu tam, kad polinomas f(z) € k[x] maziausio laipsnio, kurio Saknimi yra 6. Be
to, polinoma f(z) galime normuoti, padaugine f(z) i§ atvirkstinio elemento koeficientui prie
polinomo f(z) auksciausiojo z-o laipsnio. Maziausio laipsnio normuoto polinomo f(x) € kx|,
kurio Saknimi yra 6, koeficientas prie auksciausiojo x laipsnio yra lygus 1.

Apibrézimas. Jei elementas 6 € K yra algebrinis vir§ kiino K pokiinio k, tai maziausio
laipsnio normuotas polinomas f(x) € k[x], kurio Saknimi yra 6, t. y. f(0) = 0, yra vadinamas
algebrinio elemento € virs kiino £ minimaliuoju polinomu.

Teiginys. Tarkime, kad 6 € K yra algebrinis vir§ pokunio k, f(x) = 2™ + ap_1 + ...+
a1z + ag € k[z] — elemento § normuotas minimalusis polinomas. Tuomet

k(0) =:{bo+b104 ...+ b, 10" b€k, 0<j<n-—1}

yra maziausias kuno K pokunis, kuriam priklauso pokunio k elementai ir elementas 6 (kitaip
tariant, k() yra maziausias pokunio k plétinys, kuriam priklauso elementas 6). k(6) yra
baigtinés dimensijos tiesiné erdvé virs kuno k, dimy, k(6) = degf(z) = n.

Irodymas. Akivaizdu, kad aibé k() elementu sudéties atzvilgiu sudaro Abelio grupe.
Taigi aibés k(0) elementu sudétis + tenkina kuno apibrézimo I-aja aksiomu grupe.

Pries irodydami, kad aibés k() elementu daugyba tenkina kuno apibrézimo II-aja aksio-
mu grupe, pirmiausia isitikinsime, kad daugyba aibéje k(#) apibrézta. Tuo tikslu reikia
isitikinti, kad elemento 6 visi teigiami sveikieji laipsniai priklauso aibei k(6), t. y. elemento
0 visi teigiami sveikieji laipsniai 67, j > n, yra tiesiskai iSreiskiami elemento @ laipsniais 67,
0 <7 < n—1, su koeficientais i kiino k. Jei bet kurie elemento 6 visi teigiami sveikieji
laipsniai 67, j > 0, priklauso aibei k(6), tai ir bet kuriu dvieju aibés k(6) elementu sandauga
priklauso aibei k().

Kadangi f(0) = 0, tai

0" = —an_lﬁn_l — . a10 — ap, (1)
Kaip matome, 0" yra tiesiskai iSreiskiamas elemento 6 laipsniais 6;, 0 < j < n —1. Sakykime,
kad 0™ € k(0), m > n. Irodysime, kad ir 0™ € k(6).
Kadangi 0™ € Ek(0), tai egzistuoja tokie bg, b1, ...,by—2,b,—1 € k, kad
0™ = b, 10" 4+ b, 20" + . 4 D10 + by, (2).
Padaugine (2) lygybe is 6 ir ™ pakeite (1) lygybés desiniaja puse, gauname:

gmtl — bn_l(—an_lgn_l — a0 — a()) + bn_zen_l + ...+ b192 + bob =
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= (—bp_1Gp_1 +bp_2)0" '+ .+ (=bp_1a1 + )0 — bp_1a0 € k(H).

Dabar irodysime, kad kiekvienam nenuliniam (§ € k(0), egzistuoja toks v € k(6), kad

By =1
Nagrinékime atvaizdi

gp : k(0) — k(0), gs(z) = Bz, z € k(6).
Akivaizdu, kad k() — tiesiné erdvé virs kiino k, o apibréztasis atvaizdis yra tiesinis. I8 tikruju:
93(A1z1 + Aaz2) = B(A121 + Aaze) = A1z + Aofze =

= Aigp(z1) + Xagp(z2), A1, A2 €k, 21,22 € K(6).

Tiesinio atvaizdzio gs branduolys Kergs = {0}. Kadangi tiesinés erdvés k(#) dimensija virs
ktino k yra baigtiné (ji yra lygi n = degf(z)), tai gs(k(f)) = k(f) (zinome, kad dimy k() =
dimy, Kergg + dimy, gg(k(6))). Vadinasi, egzistuoja toks v € k(0), kad gg(y) =1 € k(0), t. y.
By =1.

Taigi aibés k(f) elementu daugyba tenkina kuno apibrézimo II-aja aksiomu grupe. Aki-
vaizdu, kad aibés k(6) elementu sudétis ir daugyba susieti distributyvumo désniu, nes siuo
désniu susieti kino K elementu sudétis ir daugyba. Taigi k() yra kuno K pokunis, kuriam
priklauso pokunio k elementai ir elementas 6. IS kuno k() konstrukcijos matome, kad Sis
kuno K pokunis maziausias, kuriam priklauso pokunio k elementai ir elementas . A

4. 3. Antras jirodymas. Apibrézkime atvaizdi
F:klz] = K, F(g(z)) = g(0) € K, g(z) € klz].

Akivaizdzios atvaizdzio F' savybés:
L F(h(z) + g(x)) = F(h(z)) + F(g(2));
2. F(h(x)g(x)) = F(h(x)) Flg(x)).

Vadinasi, ' yra homomorfizmas. Sio homomorfizmo branduolys KerF' yra ziedo k[z]
idealas, sudarytas i§ visu polinomu g(x) € k[z], tenkinanc¢iu salyga: ¢(6) = 0. Kadangi
elemento 6 minimalusis polinomas f(x) € k[z]| yra pirminis virs k&, tai kiekvienas polinomas
g(x), tenkinantis salyga g(f) = 0, dalijasi i§ f(z). I8 tikruju, remdamiesi dalybos su liekana
formule polinomams, galime parasyti: g(z) = f(z)h(z) + q(z), degg(x) < degf(x). T sia
lygybe vietoje x irase 0, gauname g(0) = f(0)h(0) + q(0), t. y. q(0) = 0. Kadangi degg(x) <
degf(x), tai g(x) = 0. Taigi KerF = f(z)k[z]. Homomorfizmo F vaizdas yra izomorfinis
faktorziedui k[x]/f(z)k[x]. Skyrelyje [7] yra irodyta, kad &is faktoerziedas yra kunas. Lieka
irodyti, kad homomorfizmo F' vaizdas yra k(6).

Polinomo g(x) vaizdas F(g(x)) = g(#). Padalije polinoma g(x) i$ elemento § minimaliojo
polinomo 6, gauname

g9(x) = f(z)h(z) + q(x), degq(z) < degf(z).
I sia lygybe vietoje z irase 6, gauname g(0) = f(0)h(0) + q(0), t. y. g(0) = q(0) € k(0).
Vadinasi, ImF' C k(). Idétis k(0) C ImF akivaizdi. Irodéme, kad k() yra izomorfinis kunui
klz]/ f(x)k[z]. A
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Apibrézimas. Sakykime, § € K yra algebrinis elementas vir§ kiino K pokiinio k. Kiino
k() kaip tiesinés erdveés virs k dimensija dimy, k() yra vadinama kuno & plétinio k(6) laipsniu
ir yra zymima [k(0) : k.

4. 4. Trodéme, kad kiekvienam kuno k(#) nenuliniam elementui [ egzistuoja atvirkstinis
elementas 371 € k(0). Kaip matome, Sie irodymai néra konstruktyviis. I§ irodymu eigos
nesimato, kaip nenuliniam elementui 8 € k(6) rasti elementa 3~!. Dabar nurodysime, kaip
nenuliniam elementui 3 € k() konstruktyviai rasti 3~'. Sis nenuliniam elementui § €
k(6) atvirkstinio elemento konstruktyvus egzistavimo irodymas pagristas Euklido algoritmu
polinomams.

Priminsime Euklido algoritmo esminius momentus.

Apibrézimas. Polinomas f(x) yra vadinamas nenuliniu polinomu f; (), f2(x) didziau-
siu bendruoju dalikliu, jei
L. f(2)|f1(z), f(x)|f2(x) (t. y. polinomas f(x) yra polinomu fi(z) ir fa(x) bendrasis
daliklis);
2. Jei h(z)|f1(x), h(x)|fa(z), tai h(x)|f(x).
Dvieju nenuliniu polinomu didziausia bendraji dalikli galima rasti Euklido algoritmu.
Sakykime, nenuliniai polinomai fi(x), fo(z) € k[z]. Remdamiesi dalybos su liekana formule,
galime parasyti lygybes:

fi(z) = fa(z)ha(z) + f3(), deg f3(r) < deg fa(z),
fa(z) = fa(x)ha(z) + fa(z), deg fa(z) < deg f3(x),
fa(z) = fa(@)ha(z) + f5(2), deg f5(x) < deg fa(x),

Fnea(@) = fonea(@)hmos(@) + fnor(2), deg fur(x) < dog fru_s(z),
fm—Q(m) - fm—l(m)hm—l(x) + fm(l')7 deg fm(x) < deg fm—l(m)a
fm—1(x) = fm(x)hpm(x) + 0,

Paskutiné, nelygi nuliui, liekana f,,(z) ir yra polinomu f;(x) ir fo(x) didziausias ben-
drasis daliklis.
Musuy tikslams svarbi

4. 5. Isvada. Jei polinomu fi(x) ir fa(x), priklausanéiu ziedui k[z]|, didziausias
bendrasis daliklis yra d(z), tai egzistuoja tokie polinomai g, (), g2(x) € k[x], kad

d(z) = f1(2)g1(x) + f2(2)g2(2).

Si isvada svarbi tuo, kad polinomus g; (), go(x) € k[x] galima rasti efektyviai.

Irodymas. Polinomams fi(z) ir fo(x) pritaike Euklido algoritma, gauname:

fiz) = fa(z)ha(z) + f3(), deg f3(r) < deg fa(z),
fa(z) = fa(x)ha(z) + fa(z), deg fa(z) < deg f3(x),
fa(z) = fa(@)ha(z) + f5(2), deg f5(x) < deg fa(x),

Froos(@) = froea(@) (@) + fnr (), deg fruoi(z) < deg fin_a(2),
fmfZ(x) = fm,1($ hmfl(x) + fm(x), deg fm(x) < deg fmfl(x)y
fm—1(x) = fm(x)hm(z) +0,
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Kaip zinome, f,,(z) yra polinomu fi(z) ir fo(x) didziausias bendrasis daliklis, t. y. d(z) =
e fm(x). I8 priespaskutinés Euklido algoritmo lygybés gauname:

fm(@) = fm—2() = fr—1(2) hm 1 (2).

I sia lygybe irase polinomo f,, 1 iSraiska, gauta i§ Euklido algoritmo auksc¢iau esancios ly-
gybeés, gauname:

fm(®) = frn2(®) = (frm—3(2) = frn—2(2)hin—2(2)) R —1(x) =

= —fm—3(@)hm—1(2) + frm—2(2) (1 + hn—2(2)hpm -1 (2)).

I sia lygybe irase polinomo f,, o(z) iSraiska polinomais f,,_3 ir f,,_4, gauname polinomo
fm () iSraiska polinomais f,,_3 ir f,,—4. Darydami tokius pertvarkymus ir toliau, galu gale
gausime f,,(z) israiska polinomais fi(z) ir fa(x):

fm(x) = [r(2)g1(x) + f2()g2(2).

Remdamiesi Sia lygybe, gauname
d(z) = e(fi(z)g1(z) + f2(2)g2(2)) = fi(x)g1(z) + f2(z)g2(2),

¢ia g1(x) = eg1(x), g2(x) = €g2(x)

4. 6. Sakykime, K — kiuinas, § € K yra algebrinis elementas vir§ kiino K pokiinio k,
f(z) =x"+an_1+...+a1x+ag € k[zr] — elemento § minimalusis polinomas. Dabar jrodysime,
kad kiekvienam nenuliniam elementui 3 = b, 10" "1 + ... + b0 + by € k(0) C K, egzistuoja
atvirkstinis elementas 87! € k(6). Sis irodymas efektyvus ta prasme, kad remiantis $iuo
irodymu kiekvienu konkreciu atveju nenuliniam elementui § € k() galima rasti atvirkstini
elementa 371.

Tegu 8 = b, 10" 1 + ...+ b10 + by € k() — nenulinis elementas, t. y. bent vienas
is koeficientu b; € k, 0 < j < n — 1, nelygus 0. Sudarykime polinoma g(z) = b,_1z""! +
...+ biz + by. Kadangi algebrinio elemento § € K vir§ k minimalusis polinomas f(z) =
2" +an_1+...+ar1x+ap € k[x] yra pirminis vir§ kuno k, tai polinomu g(z) ir f(z) didziausias
bendrasis daliklis yra lygus 1. Remiantis iSvada, egzistuoja tokie polinomai h(x),p(z) €
klz], kad g(x)h(x) + f(z)p(z) = 1. I §ia lygybe vietoje z-o irase elementa 6, gauname:
g(0)h(0) + F(O)p(0) =1 arba g(0)h(6) = 1 (nes £(9) = 0).

ISnagrinésime keleta pavyzdziu.
Pavyzdziai.

1. Sakykime, k = Q racionaliuju skai¢iu kiinas, § € R yra polinomo f(z) = 2% — 5z + 5
Saknis (nelyginio laipsnio polinomas 3 —5x +5 turi relia Saknij ir yra pirminis vir§ racionaliuju
skaic¢iu kuno Q remiantis Eizeinsteino kriterijumi). Kunas Q(#) yra sudarytas i$ skai¢iu
a20? + a10 + ag, az, a1, a9 € Q.
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Imkime, pavyzdziui, 3 = 6% —26—2. Polinomu 2° -2z —2ir f(z) = 2° —52+5 didziausias
bendrasis daliklis yra lygus 1. Si didziausia bendraji dalikli rasime pritaike polinomams
2? — 2z — 2 ir f(z) = 23 — 5z + 5 Euklido algoritma.

> —br+5 = (22 -22-2)(x+2)+x+9
r?—-2x -2 = (x+9)(x—11) +97

Taigi
7 =2-22—-2—(2+9)(z—11) =
=220 -2—(2° =5z +5— (22 — 20— 2)(z +2))(zx — 11) =
=(2* - 20— 2)(1+ (z+2)(z — 11)) — (2° — 5z +5)(x — 11) =
= (2? — 22 — 2)(2% — 9z — 21) — (2° — 5z + 5)(x — 11).

I pastaraja lygybe vietoje x-o irasSe elementa €, gauname:
(6% — 20 — 2)(6% — 96 — 21) = 97.

Vadinasi,
1 62 —90—21
62 —-20—-2 97 '

(02 —20 —2)7! =

Patikrinimas. Sudauginkime 02 — 20 — 2 ir #% — 90 — 21:
(02 — 20 — 2)(6% — 90 — 21) = 0* — 116 — 56 + 600 + 42 (1).
Kadangi 03 = 50 — 5, tai §* = 502 — 50. Irase sias 62 ir 6* reikémes i (1) lygybe, gauname:

(6% — 20 — 2)(6% — 90 — 21) = 50 — 50 — 550 + 55 — 56% + 600 + 42 = 97.

2. Kaip ir pirmajame pavyzdyje k = Q, f(z) = 2® — 52 + 5, 6 — polinomo f(x) realioji
Saknis. Imkime 3 = 6% + 0 + 1. Kaip ir pirmajame pavyzdyje parasykime lygybes:

2> —5x+5 = (2®2+z+1)(z—1)+ (-5x+6)
?>+r+1 = (=bz+6)(—tz— 5) + 5

Vadinasi,

91 1 11
A 1— (=52 + 6)(——p — —) =
o5 =% tr 1l (b4 6)(-pr—oF)

11

1
:x2+x+1—(x3—5x+5—(:)32+x—|—1)(:c—1))(—5x—%):

36 — 6x — Hz2

2
= 1
(x“+x+1) 5%

Taigi

*+0+1)"" = =



Patikrinimas. Sudauginkime 36 — 66 — 56 ir 6% + 0 + 1:
(0% 40 +1)(36 — 60 — 50°) = 36 + 300 + 250 — 116> — 50* =

= 36 + 300 + 250% — 556 + 55 — 2502 + 250 = 91.
Kaip matome, skaiciuodami klaidu nepadaréme.

4. 7. Kaip matéme, jei kiino K elementas 6 yra algebrinis vir§ kiino K pokinio &,
tai k(6) yra maziausias kuno K pokunis, kuriam priklauso pokunio k elementai ir elementas
0. Trodéme, kad k(0) yra izomorfinis kunui k[z]/f(x)k[z], ¢ia f(x) elemento # minimalu-
sis polinomas. Duotam pirminiam vir§ k& polinomui f(z) konstruojant kuna k[z]/f(z)k|x]
nebutina zinoti, ar polinomo f(x) Saknis priklauso kuriam nors kuno k plétiniui K, ar ne.
Kunas k[x]/f(x)k[z] kaip tik ir yra maziausias kiino k plétinys, kuriam priklauso polinomo
f(x) saknis. Kitaip tariant, duotajam pirminiam vir§ kuno k polinomui f(z) € k[z], gal-
ima sukonstruoti minimaly kuno & plétini, kuriam priklauso polinomo f(z) Saknis. Be to,
kaip isitikinsime, visi minimalus kuno & plétiniai, kuriems priklauso kuri nors polinomo f(x)
Saknis, ir tik tokie kuino k plétiniai yra tarp saves izomorfiniai virs k.

Kuno k plétinio k[x]/ f(x)k[z] sudarymas yra vadinamas pirminio virs k polinomo f(z) €
k[x] 8aknies prijungimo prie kuno k konstrukcija.

Apibrézimas. Kuno k plétiniai L, ir L, yra vadinami izomorfiniais virs k, jei egzistuoja
tokia bijekcija F': L1 — Lo, kad bet kuriems o € k, 3,7 € Ly,
1. F(a) = a;
2. F(B+7) = F(B)+ F(v);
3. F(By) = F(B)F (7).

Teiginys. Sakykime, K — kuno k plétinys, 61,05 € K. Tuomet atvaizdis
F:k(61) — k(6), F(bo+b1601 4 ... +bp 1607 1) =bo+b10o + ...+ by 10571,

bj €k, 0<j<n-—1,yra kunu k(6;) ir k(62) izomorfizmas virs k tada ir tik tada, kai 6 ir
02 yra vieno ir to paties pirminio vir§ kuno k polinomo f(x) saknys.
Irodymas. Sakykime, kad 6; ir 65 yra vieno ir to paties pirminio vir§ ktino k£ polinomo
f(x) saknys. Teigiame, kad atvaizdis
F k:(91) — ]{7(92), F(bo + b0 +...+ bn_lﬁ?_l) =by+b109+ ...+ bn_lgg_l

yra kiinu k(6;) ir k(fy) izomorfizmas virs k. Sis teiginys akivaizdus, prisiminus kaip kinai
k(6,) ir k(03) yra sudaromi.
Sakykime, kad atvaizdis

F:k(01) — k(6s), F(bo +b1601 4 ... +bp 107" 1) =by+b10y + ... 4+ b, 10571

yra kunu k() ir k(62) izomorfizmas virs k. Reikia irodyti, kad elementai #; ir 0y yra
vieno ir to paties pirminio vir§ kuno k£ polinomo f(x) saknys. Kadangi f(61) = 0, tai ir

F(f(61)) = f(F(61)) = f(f2) =0. A
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4. 8. Pirminio polinomo virs$ k£ Saknies prijungimo prie kiino k£ konstrukcija yra univer-
sali. Kad ir kokie butu kunas k, f(z) pirminis polinomas virs k, egzistuoja kiino k maziausias
plétinys L1, kuriam priklauso polinomo f(z) Saknis ir, be to, bet kurie du tokie plétiniai yra
izomorfiniai virs kuno k. Remdamiesi Sia pirminio polinomo virs k£ Saknies prijungimo prie
kiino k konstrukcija galime irodyti, kad kiekvienam polinomui g(z) € k[z] egzistuoja toks
minimalus kiino & plétinys L, vir§ kurio polinomas g(x) iSsiskaido i pirmo laipsnio polinomus.

Sakykime, g(x) € k[z], g(x) = g1(x)g2(x) ... gr(x) — polinomo g(z) skaidinys pirminiais
polinomais virs kuino k. Pasirinkime Sio skaidinio pirmini virs kiino £ polinoma, kurio laipsnis
yra didesnis uz 1. Tarkime, g;, (z) € k[z], 1 < j; < r, — toks polinomas. Tuomet polinomo
gj, () saknj 0 prijunge prie kiino k, gauname kino k plétini L;. Kadangi g;, (z) € k[z] C
Ly [z] ir egzistuoja polinomo g;, (x) Saknis § € Ly, tai bent g;, (x) yra isskaidomas polinomas
virs Ly. Vadinasi, gauname, kad polinomo ¢(z) skaidinio gi(x)g2(x)...g-(z) be daugiklio
gj, (z) galbtit kai kurie ir kiti pirminiai daugikliai virs ktno k issiskaido vir§ ktino k plétinio
L;. Tesdami §i Saknies prijungimo procesa, po baigtinio zingsniu skaiciaus gausime kuino k
plétini L, kuriam priklauso visos polinomo g(z) Ssaknys. Be to, bet kurie tokie plétiniai yra
izomorfiniai vir§ kuno k.

Apibrézimas. Maziausias kuno k plétinys L, kuriam priklauso visos polinomo f(x) €
k[x] saknys, yra vadinamas polinomo f(x) isskaidymo kunu.

5. Baigtiniai kuinai
5. 1. Siame skyrelyje aprasysime visus baigtinius kinus.

Sakykime, GF'(q) — baigtinis kunas, turintis ¢ elementu, GF(p) — kuno GF'(q) pirminis
pokunis, n = [GF(q) : GF(p)] = dimgp,) GF(q). Kadangi tiesinés erdvés GF(q) virs kiino
GF(p) dimensija yra lygi n, tai tiesiné erdvé GF(q) turi p” elementu. Vadinasi, ¢ = p™. Kyla
klausimas, ar kiekvienam teigiamam sveikajam skai¢iui n egzistuoja kunas GF(p™)? Musu
artimiausias tikslas i Si klausima atsakyti: taip.

Teiginys. Baigtinio kiino GF(p") elementai yra polinomo 2P" — x € GF(p)[x] saknys.

Irodymas. Jei GF(p™) kunas, tai $io kuno nenuliniai elementai sudaro Abelio grupe,
kurios eilé yra lygi p™ — 1. Vadinasi, bet kuri Sios grupés elementa o € GF(p™)*, pakéle
p"™ — 1 laipsniu, gauname grupés vieneta: o —! = 1. Kitaip tariant, nenuliniai kiino GF(p")
elementai yra polinomo zP"~! — 1 Saknys. Padaugine § polinoma i§ z-o, gauname, kad
kiekvienas kino GF(p") elementas yra polinomo 2P" — x saknis. A

Pastebésime, kad polinomas zP" — 2 € GF(p)[z] neturi kartotiniu saknu. Kaip zinome,
polinomo Saknis yra kartotiné tada ir tik tada, kai ji yra Sio polinomo ir jo iSvestinés Saknis.
Polinomo 2P" — 2 € GF(p)[z] isvestiné yra lygi p*aP ~' — 1 = —1 (p charakteristikos kiine
pa =0), t. y. yra lygi —1 ir neturi Saknu.

Teorema. Kiekvienam teigiamam sveikajam skaiciui n ir kiekvienam pirminiam skaic¢iui
p egzistuoja baigtinis kunas GF'(p™).

Irodymas. Imkime polinoma 2P" —z € GF(p)[x] ir nagrinékime $io polinomo isskaidymo
kuna L. Irodysime, kad L = GF(p").
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Pirmiausia pastebésime, kad GF(p) C L. I8 tikruju, nes kiekvienas kino GF'(p) elemen-
tas yra polinomo zP — x Saknis, o 2P — x|xp" — . Kadangi polinomas zP" —  neturi kartotiniu
saknu, lieka irodyti, kad visos polinomo 2?" — z Saknys ( 0 ju kune L yra p™) sudaro kuna.

Sakykime, kad «, # yra polinomo zP" — z Saknys. Tuomet isitikinsime, kad o + 3 ir a3
taip pat yra polinomo zP" — z aknys.

Jei P =, BP" = B3, tai (a+ B)P =P + PP =a+ .

Jei aP" = a, BP" = B, tai (af)?" = a?" P = af.

Kadangi polinomo 2P" — x visy Saknu aibé yra stabili kino L elementu sudéties ir dau-
gybos atzvilgiu, tai §i aibé kuno L elementu sudéties ir daugybos atzvilgiu sudaro kuna. L —
maziausias kiino GF(p) plétinys, kuriam priklauso visos polinomo zP" — 2 aknys. Vadinasi,
kiinas L yra sudarytas tik i polinomo z?" — z Saknu. Kadangi §is polinomas turi p” saknu,
tai [L| = p™. Taigi L = GF(p"™). A

6. Kuno algebriniai plétiniai. Algebriskai uzdari kiinai
6. 1. Nagrinésime algebrinius plétinius.

Teiginys. Sakykime, K — baigtinio laipsnio kiino k£ plétinys. Tuomet kiekvienas kiino
K elementas yra algebrinis virs k.

Irodymas. Imkime kiino K elementa 6 ir nagrinékime §io elemento laipsnius 1, 6, 62, 63,

..., 0™ .... Kadangi kino K kaip tiesinés erdveés vir§ k£ dimensija dimy K < oo, tai vektoriai
1,0,0%,63,...,6™, ... yra tiesiskai priklausomi vir§ k. Vadinasi, egzistuoja toks n € N ir tokie
kiino k elementai aj, 0 < j < n, kuriu bent vienas nelygus 0, kad

0™ + 10"+ 10+ o = 0.
Kaip matome, elementas 6 yra nenulinio polinomo polinomo

anx” + 1+ ...+ oz + ap € k]
Saknis. Taigi 6 yra algebrinis elementas virs kuno k. A

Teiginys. Jei K — kiino L baigtinio laipsnio plétinys, o L — kiino k& baigtinio laipsnio
plétinys, tai K yra kuno k baigtinio laipsnio plétinys ir, be to, [K : k] = [K : L][L : k.

Irodymas. Sakykime, 61,60,,...,0, — kiino K kaip tiesinés erdves vir§ kiino L bazeé,
A1, A2,..., As — kino L kaip tiesinés erdves virs kuino k baze. Teigiame, kad 0,75, 1 <@ <,
1 <j <s,—kiino K kaip tiesinés erdves virs kiino k bazeé.

Pirmiausia irodysime, kad 0;A;, 1 <@ <r, 1 < j < s, — tiesiSkai nepriklausomi vir§ kiino
k. Tuo tikslu nagrinekime lygybe

ZZO&U@MJ’:O, ajj €k, 1<i<r 1<j5<s.

i=1 j=1
Irodysime, kad bet kuriems 1 <7 < r, 1 < j <'s, a;; = 0. Tuo tikslu auksciau parasyta
lygybe perrasykime taip:
T S
ZHZ(ZO&”)\J) = O, Q5 € k‘, 1< < T, 1 S] < s.
i=1 =1
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Kadangi 0;, 1 <1 < r, — tiesiSkai nepriklausomi virs L, tai kiekvienam i, 1 <17 <7,

i aij)\j =0.
J=1

Kadangi A;, 1 < j < s, — tiesiSkai nepriklausomi virs k, tai bet kuriems ¢,5, 1 < ¢ < r,
1 <j <5, a;; = 0. Kaip matome, elementai 6;A;, 1 <1 < r, 1 < j < s, yra tiesiskai
nepriklausomi virs kiino k.

Lieka irodyti, kad kiekvienas ktino K elementas tiesiskai yra iSreiskiamas elementais 0;;,
1<i<r, 1<j <s, su koeficientais is kiino k.

Sakykime, u € K. Kadangi 61,605, ...,60, —kiino K kaip tiesinés erdvés virs kiino L baze,
tai egzistuoja tokie v; € L, 1 < i <r, kad

MZV191+V292—|—...—|—V7-97-. (1)

Kadangi A1, A2,...,A\s — kino L kaip tiesinés erdvés vir§ kuno k bazé, tai kiekvienam 4,
1 <4 <r, egzistuoja tokie a;;; € k, 1 < j <'s, kad

Vi = 01 A1 + oo + .+ Qs A (2)

I (1) lygybe irase v;, 1 < i <r, reikdmes i3 (2) lygybés, gauname:

n = ZQZ(Z Ozl'j)\j) = ZZ&WHZ)\J
i=1 j=1

i=1 j=1
Remdamiesi plétinio laipsnio apibrézimu, galime parasyti: [L: k] =rs =[K : L|[L : k]. A

6. 2. Isvada. Sakykime, K — ktino k plétinys, 61, 2 — kiino K elementai algebriniai
virs k. Tuomet elementai 61 + 65 ir 6,605 yra algebriniai virs kiino k.

Irodymas. Nagrinékime kuno k plétinius L =: k(6;) ir K =: L(03) = k(01,02). Aki-
vaizdu, kad 6, + 05,0:605 € K. Irodysime, kad K yra kiino k baigtinio laipsnio plétinys.
Tuomet remdamiesi anksciau irodytu teiginiu, gausime, kad elementai 6, + 65 ir 6165 yra
algebriniai virs ktino k.

Galime parasyti: [K : k] = [K : L][L : k] < oco. I8 tikruju, [k(0;) : k] < oo, kadangi 6,
yra algebrinis virs k ir [L(0) : L] < oo, kadangi 05 yra algebrinis virs & ir tuo labiau virs kuno
k plétinio L. A

6. 3. Akivaizdu, kad baigtinio skaic¢iaus algebriniu elementu virs kuino k£ suma ir san-
dauga yra algebriniai elementai virs k.

Apibrézimas. Kuno k plétinys K yra vadinamas kiino k algebriniu plétiniu, jei kiek-
vienas kiino K elementas yra algebrinis virs k.

Kiekvienas kiino k£ baigtinio laipsnio plétinys yra kiino k algebrinis plétinys. Pateiksime
kiino k£ begalinio laipsnio algebrinio plétinio pavyzdi.

Pavyzdys. Pazymékime raide P visuy naturaliyju pirminiy skaiciu aibe. Nagrinékime
racionaliuju skaic¢iu kiino Q maziausia plétini K, kuriam priklauso visi skaiCiai /p, p €
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P. Kiekvienas Sio plétinio K elementas vienareikSmiskai yra uzrasomas baigtine suma taip:
ap+ai/ny+...+a./n,., éaag,a1,...,a, € Q,0ny, ..., n, tarp saves skirtingi bekvadraciai
naturalieji skaiciai. Irodysime, kad racionaliuju skaic¢iu kuno QQ begalinio laipsnio plétinys K
yra kuno Q algebrinis plétinys.

Skaiciai /p € K, p € P yra algebriniai virs Q. Kaip Zinome, algebriniu virs kurio nors
kiino elementu suma ir sandauga yra algebriniai elementai vir§ to kiino. Vadinasi, kiino K
elementai (Siuo atveju skai¢iai) yra algebriniai virs Q.

6. 4. Teiginys. Sakykime, kiinas K yra kiino k plétinys. Tuomet visi kiino K elementai,
algebriniai virs k, sudaro kiino K pokini L, kuris yra kiino k£ algebrinis plétinys.

Irodymas. Irodymas akivaizdus.

Teiginys. Jei kinas K yra kiino L algebrinis plétinys, L yra kiino k algebrinis plétinys,
tai K yra ktino k algebrinis plétinys.

Irodymas. Sakykime, § € K. Tuomet egzistuoja toks polinomas f(x) € L[z|, f(0) = 0.
Sakykime,

fl)=2"+ap_ 12" ' +...+ a1z +ap, a; €L, 0<j<n—1.

Nagrinékime kuna M = k(ag,a1,...,a,—1). Kadangi elementai ag, a, ..., a,—1 yra alge-
briniai virs kuno k, tai

dimyg k(ag, a1, ...,an_1) < 00.
Elementas 6 yra algebrinis vir§ kuno M = k(ag,a1,...,a,—1). Taigi dimy; M(0) < oo.

Vadinasi, ir dimy M (0) < oo, t. y. 6 yra alebrinis vir§ kuno k. A

6. 5. Apibrézimas. Kunas k£ yra vadinamas algebriskai uzdaras, jei kiekvienas polino-
mas f(z) € k[x], kurio laipsnis degf(z) > 0, turi bent viena Saknj kune k.

Algebriskai uzdari kuinai nepaprastai svarbuis. Sprendziant matematikos uzdavinius, labai
daznai tenka nagrinéti polinomus, susijusius su tuo uzdaviniu. Todél svarbu zinoti, ar na-
grinéjami polinomai turi Sakni duotajame kiine, ar ne.

Dabar suformuluosime teorema, kurios neirodysime. Sios teoremos irodymas pagristas
transfiniciosios indukcijos metodu (arba siam metodui ekvivalen¢ia Corno lema).

Teorema. Kiekvienam kiinui k£ egzistuoja kiino k algebriskai uzdaras algebrinis plétinys

6. 6. Pavyzdziui, racionaliuju skaiciu kuino Q algebriskai uzdaras algebrinis plétinys
Q kaip aibé yra skai¢ios galios. Mes netrukus nagrinésime algebriskai uzdara kompleksiniuy
skaiciu kuma C. Kompleksiniu skaiciu kiinas C kaip aibé yra realiuju skaic¢iu aibés R Dekarto
kvadratas R x R. Kadangi realiuju skai¢iu aibé yra kontinuumo galios, tai ir kompleksiniu
skaic¢iu aibé yra kontinuumo galios. Vadinasi, kompleksiniu skaic¢iu kiine C egzistuoja be
galo daug transcendentiniuy virs Q elementu. Norédami tiksliau suformuluoti teigini apie
transcendentinius skaic¢ius virs QQ, apibrésime viena svarbia savoka.

Apibrézimas. Sakykime, K — kuno k plétinys. Kuno K elementai 64, 0o, ..., 6,, yra
vadinami algebriskai nepriklausomais, jei neegzistuoja tokio m kintamuju polinomo

flz1, e, ..., xm) € klx1,22,. .., Tm],
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kad f(01,02,...,0m)=0.

Apibrézimas. Kino k plétinio K elementu Seima {0, }acr, ¢ia I — indeksu aibé, kuri
gali buti tiek baigtine, tiek ir begaliné, yra vadinama algebriskai nepriklausoma, jei kiekvienas
Sios Seimos baigtinis poseimis yra algebriskai nepriklausomas.

Remdamiesi aibés galios savoka, galime suformuluoti teigini apie realiuosius transcen-
dentinius skaicius virs Q.

Teorema. Realiuju skaiciu ( o taip pat ir kompleksiniu skai¢iu) kiine R egzistuoja
kontinuumo galios algebriskai nepriklausomu skaic¢iu Seima.

Taigi net algebriskai nepriklausomu realiuju skaic¢iu aibé yra kontinuumo galios. Na-
grinéjant kai kuriuos konkrecius realius skaicius, atsakyti i klausima, ar Sie skaiciai algebriskai
priklausomi, ar ne, biina gana sudétinga. Pavyzdziui, yra zinoma, kad skai¢iai e ir 7 yra tran-
scendentiniai vir§s QQ, bet néra zinoma, ar Sie skaiCiai yra algebriskai priklausomi, ar ne. Tai,
kad skaicius e yra transcendentinis virs Q, irodé pranctuzu matematikas Ermitas dar praeitame
Simtmetyje. Skaiciaus 7 transcendentiSskuma virs Q 1882 metais irodé vokiec¢iu matematikas
Lindemanas.

7. Kompleksiniy skaic¢iu kuinas

7. 1. Apibrézkime aibe
C={a+bila, beR, i* = —1}.

Aibés C elementas a + bi, a,b € R, yra vadinamas kompleksiniu skai¢iumi. a yra vadinama
kompleksinio skai¢iaus a + bi realiaja dalimi ir zymima $(a + bi), t. y. a = R(a + bi), o
b — sio kompleksinio skai¢iaus menamaja dalimi ir zymima (a + bi), t. y. b = S(a + bi).
Du kompleksiniai skaic¢iai a + bi ir ¢ + di yra lygus pagal apibrézima tada ir tik tada, kai
ju realiosios ir menamosios dalys yra lygios: a = ¢,b = d. Apibrésime kompleksiniu skaiciu
sudéti ir daugyba ir isitikinsime, kad kompleksiniai skaic¢iai apibréztu veiksmu atzvilgiu yra
kiinas.

Aibés C elementu sudéti apibrézkime taip:
(a+bi)+ (c+di) =: (a+0b) + (c+d)i, a,b,c,d € R.

Akivaizdu, kad kompleksiniu skaiciu aibé sudéties atzvilgiu sudaro Abelio grupe.

Aibés C elementu daugyba apibrézkime taip:
(a + bi)(c+ di) =: (ac — bd) + (ad + be)i, a,b,c,d € R.

1. Isitikinkite, kad taip apibrézta kompleksiniu skai¢iu daugyba asociatyvi.
2. Akivaizdu, kad kompleksinis skai¢ius 1 = 1 4 0i daugybos atzvilgiu yra neutralus
elementas, t. y. vienetas.
3. Kiekvienam nenuliniam kompleksinam skaiciui a + bi egzistuoja atvirkstinis kom-
pleksinis skaicius:
1 a— bi a—bi a —b

b' _1: prm— prm— prm— )
(a+bi) a+bi  (a+bi)(a—0bi) a®+b? a2—|—62+a2—|—b226

C,
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nes #, ﬁ;wa’ € R.

4. Kompleksiniu skai¢iu daugyba komutatyvi: (a+bi)(c+di) = (c+di)(a+bi). Isitikinkite
sudaugine Siuos kompleksinius skaicius.

Dabar akivaizdu, kad kompleksiniu skaic¢iu aibé be nulinio elemento C* daugybos at-
zvilgiu sudaro Abelio grupe. Kadangi kompleksiniu skaic¢iu sudétis ir daugyba yra susieti
distributyvumo désniu:

(a+B)y=ay+ By, a,8,7€C,

(isitikinkite atlike veiksmus), tai kompleksiniu skai¢iu aibé C kompleksiniu skai¢iu sudéties ir
daugybos atzvilgiu sudaro kiina.

8. Kompleksiniy skaic¢iy geometriné interpretacija

8. 1. Kompleksinius skai¢ius galima pavaizduoti plokstumos R?* = R x R taskais:
kompleksini skai¢iu a + bi atitinka plokstumos R* taskas, kurio koordinatés yra (a,b). Real-
inosius skaicius @ = a 4 04, a € R, atitinka plokstumos R? tiesé {(a,0)| a € R}, vadinama
realiagja tiese ir zymima Re, o grynai menamuosius kompleksinius skaic¢ius 0 + bz, b € R,
atitinka plokstumos R? tiesé {(0,b)| b € R}, vadinama menamaja tiese ir zymima Im.

Plokstumos R? tagko (a,b), atitinakanc¢io kompleksini skai¢iu a + bi, atstumas iki koor-
dinaciu pradzios (0,0) va? 4 b? yra vadinamas kompleksinio skai¢iaus a 4+ bi moduliu ir yra
zymimas |a+0bi|. Isitikinsime, kad funkcija | | : C — R4 (¢ia Ry — neneigiamu realiuju skaiciuy
aibé) yra multiplikatyvi:

(@ + bi)(c + di)| = |a + biljc + di|, a,b,c,d € R.
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Norint jrodyti pastaraja lygybe, patogu vietoje kompleksinio skai¢iaus a+bi modulio |a+bi| =
va? + b2 nagrinéti §io kompleksinio skai¢iaus modulio kvadrata |a + bi|? = a? + b%. Taigi

|(a + bi)(c+ di)|* = (ac — bd)* + (bc + ad)? = a®c? + b*d* + b*c® + a®d* =

= (a* +b*)* + (a® + b1)d* = (a® + b)) (c* + d*) = |a + bil*|c + di|?.

8. 2. Apibrézimas. Kompleksinis skaic¢ius a — bi yra vadinamas sujungtiniu kom-
pleksiniam skaiciui a + b¢ ir yra zymimas a + bi.

Jei kompleksini skaiciu a + bi atitinka plokstumos R? taskas (a,b), tai sujungtini kom-
pleksinj skaic¢iu a — bi skaiciui a + bi atitinka plokstumos R? taskas (a,—b), simetrinis taskui
(a,b) realiosios tiesés {(a,0)| a € R} atzvilgiu.

Pratimai.
1. Trodykite, kad kopleksiniams skai¢iams o, 3 teisinga lygybé: off = ag.

2. Trodykite, kad nenuliniam kopleksiniam skaiciui « teisinga lygybé: a—1 = (a)~!.

9. Kompleksiniu skai€iy trigonometriné iSraiska

9. 1. Kompleksinj skai¢iu a + b galima uzraSyti trigonometrine israiska. Sakykime,
kampas tarp realiosios aSies ir vektoriaus, kurio pradzia yra taske (0,0), o galas — taske
(a,b) yra lygus ¢. Sio vektoriaus ilgis yra lygus kompleksinio skaic¢iaus a + bi moduliui
r =|a+ bi] = va? 4 b2. Tuomet a = rcos ¢, b = rsin ¢. Taigi galime parasyti:

a+ bi = rcosy +irsing = r(cos+isin p).

Si kompleksinio skaicaius a + bi iSraiska yra vadinama trigonometrine.

Apibrézimas. Kampas ¢ tarp realiosios aSies ir vektoriaus, kurio pradzia yra taske
(0,0), o galas — taske (a,b), yra vadinamas kompleksinio skai¢iaus a + bi argumentu ir yra
zymimas arg(a+bi), t. y. ¢ = arg(a+0bi). Apibrézkime Arg(a+bi) =: {arg(a+bi)+2mn|n €
7}

Kompleksinius skai¢ius trigonometrineje israiskoje patogu dauginti. Sakykime, a1 401t =
r1(cos ¢y +isinpy), ag + bai = r2(cos w2 + isin @y). Tuomet

(a1 + bli)(ag + bQ’L) =T (COS ©1 +1 sin (,01)7’2 (COS ©2 + 7 sin QOQ) =

= r1ra(cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2)).

Kaip matome,

_ [ arga +argp, jei argar +argff < 2m
arg(af) = { arga + arg — 2m, jei argar + argf > 2r

a, 8 e C.

305



9. 2. Remdamiesi kompleksinio skai¢iaus daugiareiksmio argumento Arga apibrézimu,
galime parasSyti:
Arg(aB) = Arga + ArgB, o, € C,
Cia

Arga + Argl =: {p + [ ¢ € Arga, ¥ € Argf}.

Kompleksinio skaic¢iaus trigonometrine israiska galima ir kitaip uzrasyti. [ funkcijos
exp(z) = e” skleidinj eilute:

S 22 23 x"
j=0
vietoje z-o irase i@, ¢ € R, gauname:
2 ;.3 4
o) =1 dtip_ P W ¥ _
exp(ip) =1+ iy 51 T + 1 +...=

o
et | (e ~
=L Tl oy S tising

DS |

=0

Vadinasi, a + bi = r(cos ¢ +isingy) = rexp(ip), ¢ia r = |a + bi|, ¢ = arg(a + bi).

10. Kompleksinés plokstumos vienetinis apskritimas

10. 1. Visi kompleksiniai skaic¢iai «, kuriu modulis || yra lygus 1, sudaro kompleksinéje
plokstumoje C apskritima S, kurio centras yra koordinaciu pradzioje (0, 0), o spindulys lygus
1. Trodysime, kad apskritimas S! kompleksiniu skai¢iu daugybos atzvilgiu yra Abelio grupe.

Akivaizdu, aibé S' yra stabili kompleksiniu skai¢iu daugybos atzvilgiu. I§ tikruju, jei
a,B € St tai aB € S, nes |aB| = ||| = 1.

Akivaizdu, kad 1) daugyba asociatyvi; ii) 1 — daugybos atzvilgiu vienetinis elementas; iii)
jei a € St tai o=t € St iv) daugyba komutatyvi. Taigi S' kompleksiniu skai¢u daugybos
atzvilgiu yra Abelio grupé.

10. 2. Kompleksiné plokstuma be nulio C* kompleksiniu skai¢iu daugybos atzvilgiu
yra grupé, R7 ir S1 — gios grupés pogrupiai. Kiekvienas nenulinis kompleksinis skai¢ius

« vienareikSmiskai yra uzraSomas a = |afexp(iarge), |a| € R, exp(iarga) € S'. Kitais
zodziais galima pasakyti taip: grupé C* yra savo pogrupiu RY ir S ! tiesioginé sandauga:
C* =R} x St

+

Apibtidinant Abelio grupe S' nuodugniau, reikalingos kai kurios matematinés analizés
savokos. Tarsime, kad tos savokos, kurias paminésime, yra zinomos.

Kompleksine plokstuma C, kaip metrine erdve atstumo funkcijos d(a, 5) = |a — [
atzvilgiu, galima sutapatinti su Euklido plokstuma R?. n-matés Euklido erdvés R™ poaibis
yra kompaktinis tada ir tik tada, kai jis yra apréztas ir uzdaras. Kadangi apskritimas S*
kompleksinéje plokstumoje yra apréztas ir uzdaras, tai S yra kompaktiné aibe.

306



Daugybos operacija S' x S! — S! yra tolydus atvaizdis. Galima pasakyti ir tiksliau:
daugybos funkcija x + yi = (a +ib) - (c+id), a,b,c,d € R, a® +b*> = 1, ¢ + d? = 1, yra glodi
(0 i8 tikruju, analiziné) funkcija. Todél grupé S! yra vadinama kompaktine realiaja Li grupe.

Teiginys. Nenuliniu kompleksiniu skaic¢iu grupés C* kiekvienas kompaktinis pogrupis G
yra grupés St pogrupis.

Irodymas. Sakykime, G — grupés C* kompaktinis pogrupis, bet G ¢ S'. Vadinasi,
egzistuoja toks kompleksinis skaic¢ius a@ € G, bet a ¢ S!. Tuomet |a| # 1. Kadangi G —
grupe, tai kiekvienam n € Z, o™ € G. Aibé {a" | n € Z} néra kompaktiné. I8 tikruju.
Apibréztumo délei tarkime, kad || > 1. Tuomet

lim |o|" = oo,
n—oo
t. y. aibé G néra apreézta, vadinasi, néra kompaktiné. Gavome priestaravima prielaidai. Taigi

Gc St A

10. 3. Kadangi kiekvienas grupés C* baigtinis pogrupis G yra kompaktinis, tai rem-
damiesi irodytu teiginiu, gauname G C S'. Kitame skyrelyje aprasysime visus grupés S*
baigtinius pogrupius (ir tuo paciu visus grupés C* kompaktinius pogrupius).

11. n-ojo laipsnio Saknys iS vieneto

11. 1. Pirmiausia Siame skyrelyje iSnagrinésime lygties ™ — 1 = 0 sprendinius kom-
pleksiniais skaiciais. Sakykime, kompleksinis skaic¢ius a yra Sios lygties sprendinys, t. y. a™ =
1. Remdamiesi kompleksinio skaic¢iaus modulio multiplikatyviaja savybe, galime paraSyti:
la™| = |a|™ = 1. Kadangi kompleksinio skai¢iaus o modulis || yra neneigiamas realusis
skaicius, tai gauname |a| = 1. Vadinasi, lygties 2™ — 1 = 0 sprendinj trigonometrine israiska
galime uzraSyti taip: a = cos ¢ + ¢sin . IraSe §i skaiciu i lygti "™ — 1 = 0, gauname:

a" = cos(ny) +isin(ng) = 1 = cos(27ws) + isin(27s), s € Z.

s

Taigi np = 27ws, s € Z. IS sSios lygybés gauname: ¢ = 27, s € Z. Kintamajam s suteike

reikSmes s = 0,1,...,n—1, gauname n skirtingu ¢ reiksmiu: 0, %, 2122, cee w , kurios
priklauso intervalui [0, 27). Kitaip tariant, gavome n skirtingu komplesiniu lygties " —1 = 0

Saknu:

217 . 2mj 2mij

cos L 4 jsin =L =exp(—=), 0<j<n-—1.
n n n

Bet, kaip zinome, n-ojo laipsnio lygtis kiine negali turéti daugiau Saknu nei n. Vadinasi,
suradome visas lygties £ — 1 = 0 Saknis.

Lygties ™ —1 = 0 saknys exp(%), 0 < j < n-—1, kompleksinéje plokstumoje C issidésto

vienetiname apskritime S! ir & apskritima dalija i n lygias dalis.
Teiginys. Lygties ™ — 1 = 0 Saknys exp(%), 0 < j <n—1, sudaro cikline grupe (t.
y. grupe, kuria generuoja vienas §ios grupeés elementas).

Irodymas. Apibrézkime atvaizdi

. )
iz {ep(T ) [0<j<n-1}C8f() =, j ez
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Sis atvaizdis yra siurjektyvus ir tenkina salyga: f(j +1) = f(5) - f(), 4,1 € Z. I8 tikruju,

- S
PETED)) — op (BT eep(PT0

f(G+1) = exp( Y= f() - f(),: 4,1 € Z.

Kitaip tariant, atvaizdis f : Z — S! yra homomorfizmas. Kadangi Z skai¢iu sudéties atzvilgiu
yra begalinés eilés cikliné grupé, tai Sios grupés vaizdas f(Z) = {exp(%) |0<j<n-—1}
yra n-tos eilés grupes S! ciklinis pogrupis. Sio pogrupio sudaromoji yra exp(%), t. y. Sis
elementas generuoja pogrupi {exp(@) |10<j<n-—1}

Homomorfizmo f branduolys Kerf = nZ = {nl | l € Z}. Remdamiesi pirmaja teorema
apie homomorfizma, matome, kad lygties z” — 1 = 0 Saknu grupée {exp(224) |0 < j < n—1}

n
yra izomorfiné grupei Z/nZ = Z,,. A

11. 2. Galime susumuoti rezultatus apie grupés S' baigtinius pogrupius. Sios grupés
baigtiniai pogrupiai — tai baigtinio laipsnio Saknu isS vieneto grupés ir Siu grupiu pogrupiai.

11. 3. Pagrindiné algebros teorema.
Pirmoji formuluoté. Kompleksiniu skaic¢iu kiinas C yra algebriskai uzdaras.

Antroji formuluoté. Kiekvienas polinomas
f(x) :anxn+an—1$n_1+---+a1l‘+ao, aj eC,0<j<n, n>1,

turi bent viena Saknj o € C.

Isvada. Kiekvinas n-ojo laipsnio polinomas
f(z) = apa™ + apn_12" ' + ...+ arz + ao, a; €C,0<j5<n, n>1,
yra iSskaidomas pirmojo laipsnio polinomu sandauga:
" + ap 12" Fardag = an(z — ) (T —a0)... (. — an),

¢ia aq, ag, ..., a, € C — polinomo f(z) saknys.
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