
XI skyrius. KŪNAI

1. Kūno sa
‘
voka

1. 1. Šiame skyriuje nagrinėsime kūnus. Kūnas – tai aibė k, kurioje apibrėžti aibės
k elementu

‘
du vidiniai kompozicijos dėsniai, žymimi + ir ∗, ir vadinami aibės k elementu

‘
sudėtimi ir daugyba, tenkintys tam tikra

‘
aksiomu

‘
sistema

‘
. Kūno k elementu

‘
sudėtis ir dau-

gyba savo savybėmis, kurias nusako aksiomu
‘
sistema, niekuo nesiskiria nuo racionalu

‘
iju

‘
ar

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
sudėties ir daugybos savybiu

‘
. Kyla klausimas, ar ka

‘
nors laimime, kopijuo-

dami skaičiu
‘
sudėties ir daugybos savybes? Atsakymas: taip, labai daug laimime, nes kūnu

‘
be galo daug. Be galo daug net baigtiniu

‘
kūnu

‘
. Todėl i

‘
vairius objektus, pavyzdžiui, kaip

tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemas, matricu

‘
algebras ir kitus, tikslinga nagrinėti su koeficientais kūne k,

o neapsiriboti tik racionaliaisiais ar realiaisiais skaičiais. Tai vienas ǐs svarbiausiu
‘
algebros

mokslo bruožu
‘
– jos universalumas, grindžiamas aksiomatiniu metodu. Algebros objektai, nu-

sokomi aksiomu
‘
sistemomis, kuriose slypi (užprogramuotos) esminės objektu

‘
savybės, tiriami

pačiu bendriausiu savo didžiulėje i
‘
vairovėje atveju.

1. 2. Kūno apibrėžimas. Aibė k joje apibrėžtu
‘
jos elementu

‘
sudėties + ir daugybos

∗ atžvigiu yra vadinama kūnu, jei
1. Aibės k elementu

‘
sudėtis + yra asociatyvi, t.y. (∀α, β, γ ∈ k)((α + β) + γ) =

(α+ (β + γ)).
2. Egzistuoja neutralus elementas 0 ∈ k aibės k elementu

‘
sudėties + atžvilgiu, vadi-

namas nuliumi, t. y. (∃0 ∈ k)(∀α ∈ k)(0 + α = α).
3. Kiekvienam elementui α ∈ k egzistuoja simetrinis elementas aibės k elementu

‘
sudėties + atžvilgiu, vadinamas priešingu elementu elementui α ir žymimas −α, t.y. (∀α ∈
k)(∃β ∈ k)(α+ β = 0).

4. Aibės k elementu
‘
sudėtis + yra komutatyvi, t.y. (∀α, β ∈ k)(α+ β = β + α).

5. Aibės k elementu
‘

daugyba ∗ yra asociatyvi, t.y. (∀α, β, γ ∈ k)((α ∗ β) ∗ γ) =
(α ∗ (β ∗ γ)).

6. Egzistuoja neutralus elementas 1 ∈ k aibės k elementu
‘
daugybos ∗ atžvilgiu, vadi-

namas vienetu, t.y. (∃1 ∈ k)(∀α ∈ k)(1 ∗ α = α).
7. Kiekvienam elementui α ∈ k egzistuoja simetrinis elementas aibės k elementu

‘
daugybos ∗ atžvilgiu, vadinamas atvirkštiniu elementu elementui α ir žymimas α−1, t.y.
(∀α ∈ k \ {0})(∃β ∈ k \ {0})(α ∗ β = 1).

8. Aibės k elementu
‘
daugyba ∗ komutatyvi, t.y. (∀α, β ∈ k)(α ∗ β = β ∗ α).

9. Aibės k elementu
‘
sudėti

‘
+ ir daugyba

‘
∗ sieja distributyvumo dėsnis, t.y. (∀α, β, γ ∈

k)((α+ β) ∗ γ = α ∗ γ + β ∗ γ).

1. 3. Kai aibės k elementu
‘

sudėtis + tenkina 1 – 4 aksiomas, tai aibė k sudėties +
atžvilgiu yra vadinama Abelio grupė. Taigi 1 – 4 aksiomas galima pakeisti tokia formuluote:

I. (k,+) – Abelio grupė. Neutralus elementas sudėties + atžvilgiu žymimas 0 ir yra
vadinamas kūno k nuliumi.

Kūno apibrėžimo 5 – 8 aksiomas galima pakeisti tokia formuluote:
II. (k∗, ∗)– Abelio grupė, čia k∗ =: k \ {0}. Neutralus elementas daugybos ∗ atžvilgiu

yra žymimas 1 ir yra vadinamas kūno k vienetu.

9-a
‘
ja

‘
kūno apibrėžimo aksioma

‘
galima suformuluoti taip:
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III. Sudėtis + ir daugyba ∗ yra susieti distributyvumo dėsniu: bet kuriems α, β, γ ∈ k,

(α+ β) ∗ γ = α ∗ γ + β ∗ γ.

1. Pastaba. Tais atvejais, kai norėsime atkreipti dėmesi
‘
i
‘
kūno k elementu

‘
sudėti

‘
+ ir

daugyba
‘
∗, rašysime: (k,+, ∗) yra kūnas

2. Pastaba. Daugybos ženklo ∗ tarp dauginamu
‘
ju

‘
sutarkime nerašyti, ǐsskyrus atvejus,

kai būtina pabrėžti daugybos kurias nors savybes.

Pratimai.

Remdamiesi kūno k apibrėžimo aksiomomis, i
‘
rodykite:

1. Kiekvienam α ∈ k, 0α = 0.

2. Jei αβ = 0, α, β ∈ k, tai α = 0 ar β = 0.

3. Kiekvienam α ∈ k, (−1)α = −α, čia −1 – priešingas elementas elementui 1.

1. 4. Pavyzdžiai.

1. Racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė Q skaičiu

‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu sudaro kūna

‘
.

2. I
‘
sitikinsime, kad aibė Q(

√
2) =: {a + b

√
2| a, b ∈ Q} skaičiu

‘
sudėties ir daugybos

atžvilgiu sudaro kūna
‘
.

Akivaizdu, kad (Q(
√

2),+) – Abelio grupė.
Daugyba aibėje Q(

√
2)∗ apibrėžta.

Akivaizdžios aibės Q(
√

2)∗ elementu
‘
daugybos šios savybės: i) daugyba asociatyvi; ii)

daugyba komutatyvi; iii) 1 ∈ Q(
√

2)∗, nes 1 = 1 + 0
√

2. I
‘
sitikinsime, kad kiekvienam a +

b
√

2 ∈ Q(
√

2)∗, t. y., kai bent vienas ǐs koeficientu
‘
a, b yra nelygus 0, atvirkštinis elementas

(a+b
√

2)−1 = 1
a+b

√
2

priklauso aibei Q(
√

2)∗. Padaugine
‘
trupmenos 1

a+b
√

2
skaitikli

‘
ir vardikli

‘

ǐs a− b
√

2, gauname:

1
a+ b

√
2

=
a− b

√
2

(a+ b
√

2)(a− b
√

2)
=

a

a2 − 2b2
+

−b
a2 − 2b2

√
2 ∈ Q(

√
2)∗.

Skaičiu
‘
sudėtis ir daugyba yra susieti distributyvumo dėsniu: bet kuriems α, β, γ ∈ Q(

√
2),

(α+ β) ∗ γ = α ∗ γ + β ∗ γ.

I
‘
sitikinome, kad Q(

√
2) ǐs tikru

‘
ju

‘
skaičiu

‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu sudaro kūna

‘
.

3. Apibrėžkime aibe
‘
k = Q(

√
p) =: {a + b

√
p| a, b ∈ Q}, čia p – pirminis skaičius. Taip

pat, kaip ir antrajame pavyzdyje, galite i
‘
sitikinti, kad aibė Q(

√
p) skaičiu

‘
sudėties ir daugybos

atžvilgiu sudaro kūna
‘
.

4. Tarkime, kad Q( 3
√
p) =: {a+ b 3

√
p+ c 3

√
p2| a, b, c ∈ Q}, čia p – pirminis skaičius. Aki-

vaizdu, kad skaičiu
‘
sudėtis + ir daugyba · aibėje Q( 3

√
p) apibrėžti. Taip pat lengva i

‘
sitikinti,
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kad sudėtis ir daugyba tenkina visas kūno apibrėžimo aksiomas, ǐsskyrus 7-a
‘
ja

‘
, kaip ir 2-me

ir 3-me pavyzdžiuose. Tuo tarpu i
‘
sitikinti, ar

1
a+ b 3

√
p+ c 3

√
p2

∈ Q( 3
√
p),

čia a+ b 3
√
p+ c 3

√
p2 6= 0, nėra taip paprasta, kaip 2-ne ar 3-me pavyzdžiuose. Jei

1
a+ b 3

√
p+ c 3

√
p2

∈ Q( 3
√
p),

tai egzistuoja tokie x, y, z ∈ Q, kad

1
a+ b 3

√
p+ c 3

√
p2

= x+ y 3
√
p+ z 3

√
p2.

Šia
‘
lygybe

‘
perrašykime taip:

(a+ b 3
√
p+ c 3

√
p2)(x+ y 3

√
p+ z 3

√
p2) = 1.

Šios lygybės kairėje pusėje esančius skaičius sudaugine
‘
, gauname:

ax+ cpy + bpz + (bx+ ay + cpz) 3
√
p+ (cx+ by + az) 3

√
p2 = 1 + 0 3

√
p+ 0 3

√
p2.

Šiame reǐskinyje sulygine
‘
koeficientus prie 1, 3

√
p ir 3

√
p2, gauname lygčiu

‘
sistema

‘
: ax +cpy +bpz = 1

bx +ay +cpz = 0
cx +by +az = 0

Šia
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

ǐsspre
‘
sime Kramerio metodu. Matricos, sudarytos ǐs koeficientu

‘
prie

nežinomu
‘
ju

‘
, determinantas yra lygus:

det

 a cp bp
b a cp
c b a

 = a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp.

Tuomet

x =

det

 1 cp bp
0 a cp
0 b a


a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp

=
a2 − bcp

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
,

y =

det

 a 1 bp
b 0 cp
c 0 a


a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp

=
c2p− ab

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
,
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z =

det

 a cp 1
b a 0
c b 0


a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp

=
b2 − ac

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
.

Vadinasi, jei a+ b 3
√
p+ c 3

√
p2 6= 0, a, b, c ∈ Q, tai

(a+ b 3
√
p+ c 3

√
p2)−1 =

a2 − bcp

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
+

+
c2p− ab

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
3
√
p+

b2 − ac

a3 + b3p+ c3p2 − 3abcp
3
√
p2 ∈ Q( 3

√
p).

I
‘
sitikinome, kad Q( 3

√
p) skaičiu

‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu sudaro kūna

‘
.

Pratimas. Remdamiesi pagrindine aritmetikos teorema, i
‘
rodykite, kad lygtis a3 + b3p+

c3p2 − 3abcp = 0 sveikaisiais skaičiais turi tik nulini
‘

sprendini
‘
. Kadangi ši lygtis yra ho-

mogeninė, tai ji ir racionaliaisiais skaičiais turi tik nulini
‘
sprendini

‘
.

5. Galima, pavyzdžiui, nagrinėti skaičiu
‘
aibe

‘

Q( n
√
p) =: {

n−1∑
j=0

aj
n
√
pj | aj ∈ Q, 0 ≤ j ≤ n− 1},

čia p – pirminis skaičius. Lengva i
‘
sitikinti, kad skaičiu

‘
sudėtis ir daugyba apibrėžti aibėje

Q( n
√
p), t. y. bet kuriems α, β ∈ Q( n

√
p), α + β, αβ ∈ Q( n

√
p). Taip pat lengva i

‘
sitikinti,

kad aibės Q( n
√
p) skaičiu

‘
sudėtis ir daugyba tenkina visas, ǐsskyrus 7-a

‘
ja

‘
, kūno apibrėžimo

aksiomas. I
‘
rodyti tiesiogiai, t. y. taip, kaip darėme 4-me pavyzdyje, kad kiekvienam α =

n−1∑
j=0

aj
n
√
pj ∈ Q( n

√
p), α 6= 0, egzistuoja toks

n−1∑
j=0

xj
n
√
pj ∈ Q( n

√
p), kad

(
n−1∑
j=0

aj
n
√
pj)(

n−1∑
j=0

xj
n
√
pj) = 1,

ne taip paprasta. Darant taip, kaip darėme 4-me pavyzdyje, prisieitu
‘
spre

‘
sti tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, sudaryta

‘
ǐs n lygčiu

‘
su n nežinomaisiais. Sprendžiant Kramerio metodu, reikėtu

‘
apskaičiuoti n + 1 n-tos eilės determinantu

‘
. Tiesa, norint i

‘
rodyti, kad lygčiu

‘
sistema yra

suderinta, t. y. turi sprendini
‘
, pakaktu

‘
i
‘
rodyti, kad matricos, sudarytos ǐs koeficientu

‘
prie

nežinomu
‘
ju

‘
, determinantas yra nelygus nuliui. Šio determinanto ǐsraǐska gana sudėtinga:

bendruoju atveju galime tvirtinti, kad šis determinantas yra koeficientu
‘
aj , 0 ≤ j ≤ n − 1,

n-ojo laipsnio homogeninis polinomas F (a0, a1, . . . , an−1). Taigi reikėtu
‘
i
‘
rodyti, kad lygtis

F (a0, a1, . . . , an−1) = 0 racionaliaisiais skaičiais turi tik nulini
‘
sprendini

‘
. Visas šias kliūtis

galima apeiti ši
‘
uždavini

‘
sprendžiant kitu būdu.

6. I
‘
rodysime, kad kiekvienam pirminiam skaičiui p, likiniu

‘
klasės j + pZ, 0 ≤ j < p,

kurios gaunamos dalijant sveikuosius skaičius ǐs pirminio skaičiaus p, likiniu
‘
klasiu

‘
sudėties ir
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daugybos atžvilgiu sudaro kūna
‘
. Šis kūnas yra žymimas GF (p) ir yra vadinamas Galua kūnu

(baigtiniai kūnai yra vadinami Galua kūnais, nes Galua pirmasis juos visus atrado ir ǐstyrė).
Kitaip tariant, GF (p) = Z/pZ = {pZ, 1+pZ, . . . , p−1+pZ}. Primiminsime, kad i+pZ =

j+pZ tada ir tik tada, kai p|i− j, (i+pZ)+(j+pZ) = i+ j+pZ, (i+pZ)(j+pZ) = ij+pZ.
Akivaizdu, kad likiniu

‘
klasiu

‘
sudėtis ir daugyba tenkina visas, ǐsskyrus galbūt 7-a

‘
ja

‘
, kūno

apibrėžimo aksiomas. I
‘
sitikinsime, kad likiniu

‘
klasiu

‘
daugyba tenkina ir 7-a

‘
ja

‘
aksioma

‘
.

Imkime nenulini
‘
aibės GF (p) elementa

‘
i+ pZ, t. y. p 6 |i. Kadangi p – pirminis skaičius

ir p nedalija i, tai skaičiu
‘
p ir i didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, egzistuoja

tokie j, l ∈ Z, kad ij + pl = 1. Tuomet (i + pZ)(j + pZ) = ij + pZ = 1 − pl + pZ = 1 + pZ.
Kaip matome, elementui i+pZ, p 6 |i, egzistuoja atvirkštinis elementas j+pZ. Taigi i

‘
rodėme,

kad GF (p) likiniu
‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu yra kūnas.

2. Pirminiai kūnai

2. 1. Šiame skyrelyje aprašysime mažiausius kūnus, t. y. tokius kūnus, kurie neturi
pokūniu

‘
.

Apibrėžimas. Jei (K,+, ∗) yra kūnas, tai aibės K poaibis k, kuris sudėties + ir dau-
gybos ∗ atžvilgiu yra taip pat kūnas, yra vadinamas kūno K pokūniu.

2. 2. Apibrėžimas. Kūnas k yra vadinamas pirminiu kūnu, jei k neturi jokiu
‘
pokūniu

‘
,

ǐsskyrus pati
‘
kūna

‘
k.

Mums reikalinga dar viena svarbi sa
‘
voka.

2. 3. Apibrėžimas. Kūnai (K,+, ∗) ir (L,+, ∗) yra vadinami izomorfiniais, jei egzis-
tuoja tokia bijecija f : K → L, kad bet kuriems α, β ∈ K,

1. f(α+ β) = f(α) + f(β);
2. f(α ∗ β) = f(α) ∗ f(β).

2. 4. Kūnu
‘
teorijos požiūriu izomorfiniai kūnai identǐski. Svarbiausias kūnu

‘
teorijos

uždavinys – aprašyti kūnus izomorfizmo tikslumu. Pirminius kūnus aprašysime izomorfizmo
tikslumu.

Sakykime, k – pirminis kūnas. Sutarkime laikinai kūno k vieneta
‘
žymėti e, o ne 1, kad

nepainiotume su natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
vienetu. Kūno k vieneta

‘
e sudėje

‘
su savimi n kartu

‘
, n –

teigiamas sveikasis skaičius, gauname kūno k elementa
‘
e+ e+ . . .+ e︸ ︷︷ ︸

n

, kuri
‘
sutarkime žymėti

ne. Matematinės indukcijos metodu galite i
‘
sitikinti, kad bet kuriems teigiamiems sveikiesiems

skaičiams m,n,
1. (m+ n)e = me+ ne;
2. (mn)e = m(ne).

Panašiai apibrėžkime n(−e) = (−e) + (−e) + . . .+ (−e)︸ ︷︷ ︸
n

, čia n – teigiamas sveikasis

skaičius. Ir šiuo atveju teisingos lygybės: bet kuriems teigiamiems sveikiesiems skaičiams
m,n,

1. (m+ n)(−e) = m(−e) + n(−e);
2. (mn)(−e) = m(n(−e)).
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Akivaizdu, kad kiekvienam teigiamam sveikajam skaičiui n, n(−e) = −(ne). Taigi galime
apibrėžti ne, kai n ∈ Z. Teigiamam sveikajam skaičiui n apibrėžėme ne. Jei n – neigiamas
sveikasis skaičius, tai ne apibrėžkime taip: ne = (−n)(−e) = −((−n)e). Kai n = 0, tai
apibrėžkime 0e = 0. Dabar galite i

‘
sitikinti, kad bet kuriems m,n ∈ Z,

1. (m+ n)e = me+ ne;
2. (mn)e = m(ne).

Apibrėžkime sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
ir kūno k elementu

‘
daugyba

‘
: nα =: (ne)α, n ∈ Z, α ∈ k.

Akivaizdžiai teisingos lygybės: bet kuriems m,n ∈ Z, α, β ∈ k,
1. (m+ n)α = mα+ nα;
2. n(α+ β) = nα+ nβ;
3. (mn)α = m(nα);
4. n(αβ) = (nα)β.

2. 5. Tarkime, kad k – pirminis kūnas, e – šio kūno vienetas. Galimi du atvejai: i)
kiekvienam natūraliajam n ≥ 1, ne 6= 0; ii) Egzistuoja toks natūralusis skaičius n0 > 1, kad
n0e = 0. Aptarsime kiekviena

‘
ǐs šiu

‘
atveju

‘
.

Tarkime, kad kiekvienam natūraliajam n ≥ 1, ne 6= 0. Tuomet ir kiekvienam sveikajam
skaičiui n 6= 0, ne 6= 0. Kūno k elementus ne, n ∈ Z, galime sutapatinti su sveikaisiais
skaičiais n ∈ Z. Vadinasi, galime parašyti: Z ⊂ k. Kadangi k – kūnas, o sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
santykiai sudaro racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūna

‘
Q, tai gauname, kad racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūnas Q

yra kūno k pokūnis, t. y. galime parašyti Q ⊂ k. Kadangi k – pirminis kūnas, tai Q = k.
Pirminis kūnas Q yra vadinamas nulinės charakteristikos kūnu.

Teiginys. Kiekvienas nulinės charakteristikos pirminis kūnas yra izomorfinis racionaliu
‘
-

ju
‘
skaičiu

‘
kūnui Q.

Dabar aptarsime antra
‘
ji
‘

atveji
‘
, kai egzistuoja toks natūralusis skaičius n0 > 1, kad

n0e = 0. Šiuo atveju egzistuoja toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius p > 1, kad
pe = 0, o kiekvienam j, 1 ≤ j < p, je 6= 0. I

‘
rodysime, kad p yra pirminis skaičius.

Tarkime, kad p = p1p2, p1 < p, p2 < p. Tuomet pe = (p1p2)e = (p1e)(p2e) = 0.
Vadinasi, bent vienas ǐs kūno k elementu

‘
p1e ar p2e yra nulinis elementas. Vienu ar kitu

atveju gauname prieštara
‘
skaičiaus p parinkimui, nes p > 1 mažiausias teigiamas sveikasis

skaičius toks, kad pe = 0. Taigi i
‘
rodėme, kad p – pirminis skaičius.

2. 6. Apibrėžimas. Sakykime, k – kūnas, e – šio kūno vienetas. Jei egzistuoja toks
pirminis skaičius p ∈ N, kad pe = 0, tai k yra vadinamas p charakteristikos kūnu, o pirminis
skaičius p – kūno k charakteristika.

Teiginys. Kiekvienam pirminiam skaičiui p ∈ N egzistuoja p charakteristikos pirminis
kūnas. Kiekvienas p charakteristikos pirminis kūnas yra izomorfinis likiniu

‘
klasiu

‘
moduliu p

kūnui GF (p).

I
‘
rodymas. Pastebėsime, kad kiekvienam pirminiam skaičiui p ∈ N, Galua kūnas GF (p)

yra pirminis, jo charakteristika yra lygi p. Iš tikru
‘
ju

‘
, p(1 + pZ) = p + pZ = pZ, t. y. kūno

GF (p) vienetas 1 + pZ, padaugintas ǐs pirminio skaičiaus p, yra lygus šio kūno nuliniam
elementui pZ. Taigi, kaip matome, kiekvienam pirminiam skaičiui p ∈ N egzistuoja p charak-
teristikos pirminis kūnas. Lieka i

‘
rodyti, kad kiekvienas p charakteristikos pirminis kūnas yra

izomorfinis kūnui GF (p).
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Sakykime, k – p charakteristikos pirminis kūnas, e – šio kūno vienetas. I
‘
rodysime, kad

kūno k elementai 0, e, 2e, . . . , (p−1)e sudaro kūno k pokūni
‘
, izomorfini

‘
Galua kūnui GF (p).

Kadangi k – pirminis kūnas, tai gausime, kad k yra izomorfinis kūnui GF (p).
Pastebėsime, kad kūno k elementai 0, e, 2e, . . . , (p − 1)e yra tarp save

‘
s skirtingi.

Apibrėžkime atvaizdi
‘

f : Z → k, f(j) = je, j ∈ Z.

Šis atvaizdis turi savybes: bet kuriems i, j ∈ Z,
1. f(i+ j) = f(i) + f(j). Iš tikru

‘
ju

‘
: f(i+ j) = (i+ j)e = ie+ je = f(i) + f(j);

2. f(ij) = f(i)f(j). Iš tikru
‘
ju

‘
: f(ij) = (ij)e = (ie)(je) = f(i)f(j).

Taigi f : Z → k yra žiedu
‘

homomorfizmas. f(j) = 0 tada ir tik tada, kai p|j, t. y.
j ∈ pZ. Vadinasi, atvaizdis

f̄ : Z/pZ = GF (p) → k, f̄(j + pZ) = f(j), j ∈ Z,

yra injektyvus homomorfizmas. Kaip matome, Galua kūnas GF (p) yra izomorfinis savo
vaizdui f̄(GF (p)) = {0, e, 2e, . . . , (p− 1)e}. 4

2. 7. Kaip matome, pirminiai kūnai yra šie: i) kiekvienas nulinės charakteristikos
pirminis kūnas yra izomomorfinis racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūnui; ii) kiekvienam pirminiam skaičiui

p ∈ N carakteristikos p pirminis kūnas yra izomorfinis kūnui GF (p).

3. Kūnu
‘
plėtiniai

3. 1. Apibrėžimas. Kūnas K yra vadinamas kūno k plėtiniu, jei k yra kūno K
pokūnis.

Teiginys. Kiekvienas kūnas yra vienintelio pirminio pokūnio plėtinys.

I
‘
rodymas. Sakykime, K – kūnas. Šio kūno visu

‘
pokūniu

‘
sankirta

⋂
k⊂K

k = k0 yra

pirminis kūnas, nes k0 neturi pokūniu
‘
, ǐsskyrus ji

‘
pati

‘
. 4

3. 2. Apibrėžimas. Jei kūno k pirminis pokūnis yra izomorfinis racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūnui, tai k yra vadinamas nulinės charakteristikos kūnu.

Pastebėsime, jei k nulinės charakteristikos kūnas, tai kiekvienam nenuliniam sveikajam
skaičiui n ir kiekvienam α ∈ k, α 6= 0, nα 6= 0.

3. 3. Apibrėžimas. Jei kūno k pirminis pokūnis yra izomorfinis kūnui GF (p), p ∈ N

– pirminis skaičius, tai k yra vadinamas p charakteristikos kūnu.

Pastebėsime, jei k yra p charakteristikos kūnas, tai kiekvienam α ∈ k, pα = 0. Iš tikru
‘
ju

‘
:

pα = p(eα) = (pe)α = 0α = 0.

Teiginys. Jei k – p charakteristikos kūnas, p ∈ N – pirminis skaičius, tai bet kuriems
α, β ∈ k,

(α+ β)pm

= αpm

+ βpm

, m ∈ N.

I
‘
rodymas. I

‘
rodysime matematinės indukcijos metodu.
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Kadangi α ir β yra perstatomi, remdamiesi Niutono binomo formule, galime parašyti
lygybe

‘
:

(α+ β)p =
p∑

j=1

(
p

j

)
αjβp−j .

Niutono binomo koeficientai (
p

j

)
=

p!
j!(p− j)!

, 1 ≤ j ≤ p− 1,

dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p. Iš tikru
‘
ju

‘
: kadangi Niutono binomo koeficiento skaitiklis

dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p, o vardiklis – nesidalija, remdamiesi pagrindine aritmetikos
teorema, gauname p|

(
p
j

)
. Vadinasi, galime parašyti:

(α+ β)p = αp + βp.

Sakykime, kad kiekvienam m ∈ N, m < s,

(α+ β)pm

= αpm

+ βpm

.

Tuomet
(α+ β)ps

= ((α+ β)ps−1
)p = (αps−1

+ βps−1
)p =

= (αps−1
)p + (β)ps−1

)p = αps

+ βps

. 4

4. Algebriniai ir transcendentiniai elementai

4. 1. Dabar nagrinėsime kūno k plėtini
‘
K. Plėtinio K elementai pokūnio k atžvilgiu

yra skirstomi i
‘
algebrinius ir transcendentinius.

Apibrėžimas. Sakykime, K yra kūno k plėtinys. Kūno K elementas θ yra vadinamas
algebriniu virš k, jei egzistuoja toks polinomas f(x) ∈ k[x], kad f(θ) = 0. Priešingu atveju
kūno K elementas θ yra vadinamas transcendentiniu virš k. Kitaip tariant, kūno K elementas
θ yra transcendentinis virš k, jei kiekvienam nenuliniam polinomui f(x) ∈ k[x], f(θ) 6= 0.

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, k(x) – x kintamojo polinomu
‘

žiedo k[x] virš kūno k santykiu
‘

kūnas.
Kūno k(x) elementai, – tai polinomu

‘
santykiai f(x)

g(x) , f(x), g(x) ∈ k[x], g(x) 6= 0. Polinomu
‘

santykiai f1(x)
g1(x) ir f2(x)

g2(x) , g1(x) 6= 0, g2(x) 6= 0, yra lygūs kūno k(x) elementai tada ir tik tada,
kai f1(x)g2(x) = g1(x)f2(x). Kūno k(x) elementas x yra transcendentinis virš kūno k. Iš
tikru

‘
ju

‘
kiekvienas kūno k(x) elementas, nepriklausantis k, yra transcendentinis virš k.

2. Panašiai, kaip ir pirmajame pavyzdyje, k(x1, x2, . . . , xn) – n kintamu
‘
ju

‘
polinomu

‘
žiedo k[x1, x2, . . . , xn] santykiu

‘
kūnas, t. y. kintamu

‘
ju

‘
x1, x2, . . . , xn racionaliu

‘
ju

‘
funkciju

‘
kūnas. Kūno k(x1, x2, . . . , xn) elementai x1, x2, . . . , xn yra transcendentiniai virš kūno k.
Šie elementai yra vadinami algebrǐskai nepriklausomais, nes neegzistuoja nenulinis polinomas
f(t1, t2, . . . , tn) ∈ k[t1, t2, . . . , tn] toks, kad būtu

‘
teisinga lygybė f(x1, x2, . . . , xn) = 0. Kaip
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ir pirmajame pavyzdyje, kiekvienas racionaliu
‘
ju

‘
funkciju

‘
kūno k(x1, x2, . . . , xn) elementas,

nepriklausantis k, yra transcendentinis virš k.

4. 2. Jei θ ∈ K yra algebrinis virš kūno K pokūnio k, tai egzistuoja toks mažiausio
laipsnio polinomas f(x) ∈ k[x], kad f(θ) = 0. Polinomas f(x) yra pirminis virš kūno k
(neredukuojamas, neskaidomas polinomu

‘
žiede k[x]). Iš tikru

‘
ju

‘
, jei būtu

‘
f(x) = g(x)h(x),

degg(x) < degf(x), degh(x) < degf(x), g(x), h(x) ∈ k[x], tai gautume g(θ) = 0 ar h(θ) = 0,
kas prieštarautu

‘
tam, kad polinomas f(x) ∈ k[x] mažiausio laipsnio, kurio šaknimi yra θ. Be

to, polinoma
‘
f(x) galime normuoti, padaugine

‘
f(x) ǐs atvirkštinio elemento koeficientui prie

polinomo f(x) aukščiausiojo x-o laipsnio. Mažiausio laipsnio normuoto polinomo f(x) ∈ k[x],
kurio šaknimi yra θ, koeficientas prie aukščiausiojo x laipsnio yra lygus 1.

Apibrėžimas. Jei elementas θ ∈ K yra algebrinis virš kūno K pokūnio k, tai mažiausio
laipsnio normuotas polinomas f(x) ∈ k[x], kurio šaknimi yra θ, t. y. f(θ) = 0, yra vadinamas
algebrinio elemento θ virš kūno k minimaliuoju polinomu.

Teiginys. Tarkime, kad θ ∈ K yra algebrinis virš pokūnio k, f(x) = xn + an−1 + . . .+
a1x+ a0 ∈ k[x] – elemento θ normuotas minimalusis polinomas. Tuomet

k(θ) =: {b0 + b1θ + . . .+ bn−1θ
n−1| bj ∈ k, 0 ≤ j ≤ n− 1}

yra mažiausias kūno K pokūnis, kuriam priklauso pokūnio k elementai ir elementas θ (kitaip
tariant, k(θ) yra mažiausias pokūnio k plėtinys, kuriam priklauso elementas θ). k(θ) yra
baigtinės dimensijos tiesinė erdvė virš kūno k, dimk k(θ) = degf(x) = n.

I
‘
rodymas. Akivaizdu, kad aibė k(θ) elementu

‘
sudėties atžvilgiu sudaro Abelio grupe

‘
.

Taigi aibės k(θ) elementu
‘
sudėtis + tenkina kūno apibrėžimo I-a

‘
ja

‘
aksiomu

‘
grupe

‘
.

Prieš i
‘
rodydami, kad aibės k(θ) elementu

‘
daugyba tenkina kūno apibrėžimo II-a

‘
ja

‘
aksio-

mu
‘

grupe
‘
, pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad daugyba aibėje k(θ) apibrėžta. Tuo tikslu reikia

i
‘
sitikinti, kad elemento θ visi teigiami sveikieji laipsniai priklauso aibei k(θ), t. y. elemento
θ visi teigiami sveikieji laipsniai θj , j ≥ n, yra tiesǐskai ǐsreǐskiami elemento θ laipsniais θj ,
0 ≤ j ≤ n − 1, su koeficientais ǐs kūno k. Jei bet kurie elemento θ visi teigiami sveikieji
laipsniai θj , j ≥ 0, priklauso aibei k(θ), tai ir bet kuriu

‘
dvieju

‘
aibės k(θ) elementu

‘
sandauga

priklauso aibei k(θ).
Kadangi f(θ) = 0, tai

θn = −an−1θ
n−1 − . . .− a1θ − a0, (1).

Kaip matome, θn yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas elemento θ laipsniais θj , 0 ≤ j ≤ n−1. Sakykime,
kad θm ∈ k(θ), m ≥ n. I

‘
rodysime, kad ir θm+1 ∈ k(θ).

Kadangi θm ∈ k(θ), tai egzistuoja tokie b0, b1, . . . , bn−2, bn−1 ∈ k, kad

θm = bn−1θ
n−1 + bn−2θ

n−2 + . . .+ b1θ + b0, (2).

Padaugine
‘
(2) lygybe

‘
ǐs θ ir θn pakeite

‘
(1) lygybės dešinia

‘
ja puse, gauname:

θm+1 = bn−1(−an−1θ
n−1 − . . .− a1θ − a0) + bn−2θ

n−1 + . . .+ b1θ
2 + b0θ =
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= (−bn−1an−1 + bn−2)θn−1 + . . .+ (−bn−1a1 + b0)θ − bn−1a0 ∈ k(θ).

Dabar i
‘
rodysime, kad kiekvienam nenuliniam β ∈ k(θ), egzistuoja toks γ ∈ k(θ), kad

βγ = 1.
Nagrinėkime atvaizdi

‘

gβ : k(θ) → k(θ), gβ(z) = βz, z ∈ k(θ).

Akivaizdu, kad k(θ) – tiesinė erdvė virš kūno k, o apibrėžtasis atvaizdis yra tiesinis. Iš tikru
‘
ju

‘
:

gβ(λ1z1 + λ2z2) = β(λ1z1 + λ2z2) = λ1βz1 + λ2βz2 =

= λ1gβ(z1) + λ2gβ(z2), λ1, λ2 ∈ k, z1, z2 ∈ k(θ).

Tiesinio atvaizdžio gβ branduolys Kergβ = {0}. Kadangi tiesinės erdvės k(θ) dimensija virš
kūno k yra baigtinė (ji yra lygi n = degf(x)), tai gβ(k(θ)) = k(θ) (žinome, kad dimk k(θ) =
dimk Kergβ + dimk gβ(k(θ))). Vadinasi, egzistuoja toks γ ∈ k(θ), kad gβ(γ) = 1 ∈ k(θ), t. y.
βγ = 1.

Taigi aibės k(θ) elementu
‘
daugyba tenkina kūno apibrėžimo II-a

‘
ja

‘
aksiomu

‘
grupe

‘
. Aki-

vaizdu, kad aibės k(θ) elementu
‘
sudėtis ir daugyba susieti distributyvumo dėsniu, nes šiuo

dėsniu susieti kūno K elementu
‘
sudėtis ir daugyba. Taigi k(θ) yra kūno K pokūnis, kuriam

priklauso pokūnio k elementai ir elementas θ. Iš kūno k(θ) konstrukcijos matome, kad šis
kūno K pokūnis mažiausias, kuriam priklauso pokūnio k elementai ir elementas θ. 4

4. 3. Antras i
‘
rodymas. Apibrėžkime atvaizdi

‘

F : k[x] → K, F (g(x)) = g(θ) ∈ K, g(x) ∈ k[x].

Akivaizdžios atvaizdžio F savybės:
1. F (h(x) + g(x)) = F (h(x)) + F (g(x));
2. F (h(x)g(x)) = F (h(x))F (g(x)).

Vadinasi, F yra homomorfizmas. Šio homomorfizmo branduolys KerF yra žiedo k[x]
idealas, sudarytas ǐs visu

‘
polinomu

‘
g(x) ∈ k[x], tenkinančiu

‘
sa

‘
lyga

‘
: g(θ) = 0. Kadangi

elemento θ minimalusis polinomas f(x) ∈ k[x] yra pirminis virš k, tai kiekvienas polinomas
g(x), tenkinantis sa

‘
lyga

‘
g(θ) = 0, dalijasi ǐs f(x). Iš tikru

‘
ju

‘
, remdamiesi dalybos su liekana

formule polinomams, galime parašyti: g(x) = f(x)h(x) + q(x), degq(x) < degf(x). I
‘

šia
‘

lygybe
‘
vietoje x i

‘
raše

‘
θ, gauname g(θ) = f(θ)h(θ) + q(θ), t. y. q(θ) = 0. Kadangi degq(x) <

degf(x), tai q(x) = 0. Taigi KerF = f(x)k[x]. Homomorfizmo F vaizdas yra izomorfinis
faktoržiedui k[x]/f(x)k[x]. Skyrelyje [?] yra i

‘
rodyta, kad šis faktoeržiedas yra kūnas. Lieka

i
‘
rodyti, kad homomorfizmo F vaizdas yra k(θ).

Polinomo g(x) vaizdas F (g(x)) = g(θ). Padalije
‘
polinoma

‘
g(x) ǐs elemento θ minimaliojo

polinomo θ, gauname

g(x) = f(x)h(x) + q(x), degq(x) < degf(x).

I
‘

šia
‘
lygybe

‘
vietoje x i

‘
raše

‘
θ, gauname g(θ) = f(θ)h(θ) + q(θ), t. y. g(θ) = q(θ) ∈ k(θ).

Vadinasi, ImF ⊂ k(θ). I
‘
dėtis k(θ) ⊂ ImF akivaizdi. I

‘
rodėme, kad k(θ) yra izomorfinis kūnui

k[x]/f(x)k[x]. 4
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Apibrėžimas. Sakykime, θ ∈ K yra algebrinis elementas virš kūno K pokūnio k. Kūno
k(θ) kaip tiesinės erdvės virš k dimensija dimk k(θ) yra vadinama kūno k plėtinio k(θ) laipsniu
ir yra žymima [k(θ) : k].

4. 4. I
‘
rodėme, kad kiekvienam kūno k(θ) nenuliniam elementui β egzistuoja atvirkštinis

elementas β−1 ∈ k(θ). Kaip matome, šie i
‘
rodymai nėra konstruktyvūs. Iš i

‘
rodymu

‘
eigos

nesimato, kaip nenuliniam elementui β ∈ k(θ) rasti elementa
‘
β−1. Dabar nurodysime, kaip

nenuliniam elementui β ∈ k(θ) konstruktyviai rasti β−1. Šis nenuliniam elementui β ∈
k(θ) atvirkštinio elemento konstruktyvus egzistavimo i

‘
rodymas pagri

‘
stas Euklido algoritmu

polinomams.

Priminsime Euklido algoritmo esminius momentus.

Apibrėžimas. Polinomas f(x) yra vadinamas nenuliniu
‘
polinomu

‘
f1(x), f2(x) didžiau-

siu bendruoju dalikliu, jei
1. f(x)|f1(x), f(x)|f2(x) (t. y. polinomas f(x) yra polinomu

‘
f1(x) ir f2(x) bendrasis

daliklis);
2. Jei h(x)|f1(x), h(x)|f2(x), tai h(x)|f(x).

Dvieju
‘

nenuliniu
‘

polinomu
‘

didžiausia
‘

bendra
‘
ji
‘

dalikli
‘

galima rasti Euklido algoritmu.
Sakykime, nenuliniai polinomai f1(x), f2(x) ∈ k[x]. Remdamiesi dalybos su liekana formule,
galime parašyti lygybes:

f1(x) = f2(x)h2(x) + f3(x), deg f3(x) < deg f2(x),
f2(x) = f3(x)h3(x) + f4(x), deg f4(x) < deg f3(x),
f3(x) = f4(x)h4(x) + f5(x), deg f5(x) < deg f4(x),
. . . . . . . . .

fm−3(x) = fm−2(x)hm−2(x) + fm−1(x), deg fm−1(x) < deg fm−2(x),
fm−2(x) = fm−1(x)hm−1(x) + fm(x), deg fm(x) < deg fm−1(x),
fm−1(x) = fm(x)hm(x) + 0,

Paskutinė, nelygi nuliui, liekana fm(x) ir yra polinomu
‘
f1(x) ir f2(x) didžiausias ben-

drasis daliklis.

Mūsu
‘
tikslams svarbi

4. 5. Išvada. Jei polinomu
‘
f1(x) ir f2(x), priklausančiu

‘
žiedui k[x], didžiausias

bendrasis daliklis yra d(x), tai egzistuoja tokie polinomai g1(x), g2(x) ∈ k[x], kad

d(x) = f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x).

Ši ǐsvada svarbi tuo, kad polinomus g1(x), g2(x) ∈ k[x] galima rasti efektyviai.

I
‘
rodymas. Polinomams f1(x) ir f2(x) pritaike

‘
Euklido algoritma

‘
, gauname:

f1(x) = f2(x)h2(x) + f3(x), deg f3(x) < deg f2(x),
f2(x) = f3(x)h3(x) + f4(x), deg f4(x) < deg f3(x),
f3(x) = f4(x)h4(x) + f5(x), deg f5(x) < deg f4(x),
. . . . . . . . .

fm−3(x) = fm−2(x)hm−2(x) + fm−1(x), deg fm−1(x) < deg fm−2(x),
fm−2(x) = fm−1(x)hm−1(x) + fm(x), deg fm(x) < deg fm−1(x),
fm−1(x) = fm(x)hm(x) + 0,
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Kaip žinome, fm(x) yra polinomu
‘
f1(x) ir f2(x) didžiausias bendrasis daliklis, t. y. d(x) =

εfm(x). Iš priešpaskutinės Euklido algoritmo lygybės gauname:

fm(x) = fm−2(x)− fm−1(x)hm−1(x).

I
‘

šia
‘
lygybe

‘
i
‘
raše

‘
polinomo fm−1 ǐsraǐska

‘
, gauta

‘
ǐs Euklido algoritmo aukščiau esančios ly-

gybės, gauname:

fm(x) = fm−2(x)− (fm−3(x)− fm−2(x)hm−2(x))hm−1(x) =

= −fm−3(x)hm−1(x) + fm−2(x)(1 + hm−2(x)hm−1(x)).

I
‘

šia
‘
lygybe

‘
i
‘
raše

‘
polinomo fm−2(x) ǐsraǐska

‘
polinomais fm−3 ir fm−4, gauname polinomo

fm(x) ǐsraǐska
‘
polinomais fm−3 ir fm−4. Darydami tokius pertvarkymus ir toliau, galu

‘
gale

gausime fm(x) ǐsraǐska
‘
polinomais f1(x) ir f2(x):

fm(x) = f1(x)g̃1(x) + f2(x)g̃2(x).

Remdamiesi šia lygybe, gauname

d(x) = ε(f1(x)g̃1(x) + f2(x)g̃2(x)) = f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x),

čia g1(x) = εg̃1(x), g2(x) = εg̃2(x)

4. 6. Sakykime, K – kūnas, θ ∈ K yra algebrinis elementas virš kūno K pokūnio k,
f(x) = xn+an−1+. . .+a1x+a0 ∈ k[x] – elemento θ minimalusis polinomas. Dabar i

‘
rodysime,

kad kiekvienam nenuliniam elementui β = bn−1θ
n−1 + . . .+ b1θ + b0 ∈ k(θ) ⊂ K, egzistuoja

atvirkštinis elementas β−1 ∈ k(θ). Šis i
‘
rodymas efektyvus ta prasme, kad remiantis šiuo

i
‘
rodymu kiekvienu konkrečiu atveju nenuliniam elementui β ∈ k(θ) galima rasti atvirkštini

‘
elementa

‘
β−1.

Tegu β = bn−1θ
n−1 + . . . + b1θ + b0 ∈ k(θ) – nenulinis elementas, t. y. bent vienas

ǐs koeficientu
‘
bj ∈ k, 0 ≤ j ≤ n − 1, nelygus 0. Sudarykime polinoma

‘
g(x) = bn−1x

n−1 +
. . . + b1x + b0. Kadangi algebrinio elemento θ ∈ K virš k minimalusis polinomas f(x) =
xn+an−1+. . .+a1x+a0 ∈ k[x] yra pirminis virš kūno k, tai polinomu

‘
g(x) ir f(x) didžiausias

bendrasis daliklis yra lygus 1. Remiantis ǐsvada, egzistuoja tokie polinomai h(x), p(x) ∈
k[x], kad g(x)h(x) + f(x)p(x) = 1. I

‘
šia

‘
lygybe

‘
vietoje x-o i

‘
raše

‘
elementa

‘
θ, gauname:

g(θ)h(θ) + f(θ)p(θ) = 1 arba g(θ)h(θ) = 1 (nes f(θ) = 0).

Išnagrinėsime keleta
‘
pavyzdžiu

‘
.

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, k = Q racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūnas, θ ∈ R yra polinomo f(x) = x3 − 5x+ 5

šaknis (nelyginio laipsnio polinomas x3−5x+5 turi relia
‘
šakni

‘
ir yra pirminis virš racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q remiantis Eizeinšteino kriterijumi). Kūnas Q(θ) yra sudarytas ǐs skaičiu

‘
a2θ

2 + a1θ + a0, a2, a1, a0 ∈ Q.
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Imkime, pavyzdžiui, β = θ2−2θ−2. Polinomu
‘
x2−2x−2 ir f(x) = x3−5x+5 didžiausias

bendrasis daliklis yra lygus 1. Ši
‘

didžiausia
‘

bendra
‘
ji
‘

dalikli
‘

rasime pritaike
‘

polinomams
x2 − 2x− 2 ir f(x) = x3 − 5x+ 5 Euklido algoritma

‘
.

x3 − 5x+ 5 = (x2 − 2x− 2)(x+ 2) + x+ 9
x2 − 2x− 2 = (x+ 9)(x− 11) + 97 .

Taigi
97 = x2 − 2x− 2− (x+ 9)(x− 11) =

= x2 − 2x− 2− (x3 − 5x+ 5− (x2 − 2x− 2)(x+ 2))(x− 11) =

= (x2 − 2x− 2)(1 + (x+ 2)(x− 11))− (x3 − 5x+ 5)(x− 11) =

= (x2 − 2x− 2)(x2 − 9x− 21)− (x3 − 5x+ 5)(x− 11).

I
‘
pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘
vietoje x-o i

‘
raše

‘
elementa

‘
θ, gauname:

(θ2 − 2θ − 2)(θ2 − 9θ − 21) = 97.

Vadinasi,

(θ2 − 2θ − 2)−1 =
1

θ2 − 2θ − 2
=
θ2 − 9θ − 21

97
.

Patikrinimas. Sudauginkime θ2 − 2θ − 2 ir θ2 − 9θ − 21:

(θ2 − 2θ − 2)(θ2 − 9θ − 21) = θ4 − 11θ3 − 5θ2 + 60θ + 42 (1).

Kadangi θ3 = 5θ − 5, tai θ4 = 5θ2 − 5θ. I
‘
raše

‘
šias θ3 ir θ4 reikšmes i

‘
(1) lygybe

‘
, gauname:

(θ2 − 2θ − 2)(θ2 − 9θ − 21) = 5θ2 − 5θ − 55θ + 55− 5θ2 + 60θ + 42 = 97.

2. Kaip ir pirmajame pavyzdyje k = Q, f(x) = x3 − 5x + 5, θ – polinomo f(x) realioji
šaknis. Imkime β = θ2 + θ + 1. Kaip ir pirmajame pavyzdyje parašykime lygybes:

x3 − 5x+ 5 = (x2 + x+ 1)(x− 1) + (−5x+ 6)
x2 + x+ 1 = (−5x+ 6)(− 1

5x−
11
25 ) + 91

25

.

Vadinasi,
91
25

= x2 + x+ 1− (−5x+ 6)(−1
5
x− 11

25
) =

= x2 + x+ 1− (x3 − 5x+ 5− (x2 + x+ 1)(x− 1))(−1
5
x− 11

25
) =

= (x2 + x+ 1)
36− 6x− 5x2

25
+ (x3 − 5x+ 5)

5x+ 11
25

.

Taigi

(θ2 + θ + 1)−1 =
1

θ2 + θ + 1
=

36− 6θ − 5θ2

91
.
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Patikrinimas. Sudauginkime 36− 6θ − 5θ2 ir θ2 + θ + 1:

(θ2 + θ + 1)(36− 6θ − 5θ2) = 36 + 30θ + 25θ2 − 11θ3 − 5θ4 =

= 36 + 30θ + 25θ2 − 55θ + 55− 25θ2 + 25θ = 91.

Kaip matome, skaičiuodami klaidu
‘
nepadarėme.

4. 7. Kaip matėme, jei kūno K elementas θ yra algebrinis virš kūno K pokūnio k,
tai k(θ) yra mažiausias kūno K pokūnis, kuriam priklauso pokūnio k elementai ir elementas
θ. I

‘
rodėme, kad k(θ) yra izomorfinis kūnui k[x]/f(x)k[x], čia f(x) elemento θ minimalu-

sis polinomas. Duotam pirminiam virš k polinomui f(x) konstruojant kūna
‘
k[x]/f(x)k[x]

nebūtina žinoti, ar polinomo f(x) šaknis priklauso kuriam nors kūno k plėtiniui K, ar ne.
Kūnas k[x]/f(x)k[x] kaip tik ir yra mažiausias kūno k plėtinys, kuriam priklauso polinomo
f(x) šaknis. Kitaip tariant, duotajam pirminiam virš kūno k polinomui f(x) ∈ k[x], gal-
ima sukonstruoti minimalu

‘
kūno k plėtini

‘
, kuriam priklauso polinomo f(x) šaknis. Be to,

kaip i
‘
sitikinsime, visi minimalūs kūno k plėtiniai, kuriems priklauso kuri nors polinomo f(x)

šaknis, ir tik tokie kūno k plėtiniai yra tarp save
‘
s izomorfiniai virš k.

Kūno k plėtinio k[x]/f(x)k[x] sudarymas yra vadinamas pirminio virš k polinomo f(x) ∈
k[x] šaknies prijungimo prie kūno k konstrukcija.

Apibrėžimas. Kūno k plėtiniai L1 ir L2 yra vadinami izomorfiniais virš k, jei egzistuoja
tokia bijekcija F : L1 → L2, kad bet kuriems α ∈ k, β, γ ∈ L1,

1. F (α) = α;
2. F (β + γ) = F (β) + F (γ);
3. F (βγ) = F (β)F (γ).

Teiginys. Sakykime, K – kūno k plėtinys, θ1, θ2 ∈ K. Tuomet atvaizdis

F : k(θ1) → k(θ2), F (b0 + b1θ1 + . . .+ bn−1θ
n−1
1 ) = b0 + b1θ2 + . . .+ bn−1θ

n−1
2 ,

bj ∈ k, 0 ≤ j ≤ n− 1, yra kūnu
‘
k(θ1) ir k(θ2) izomorfizmas virš k tada ir tik tada, kai θ1 ir

θ2 yra vieno ir to paties pirminio virš kūno k polinomo f(x) šaknys.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad θ1 ir θ2 yra vieno ir to paties pirminio virš kūno k polinomo

f(x) šaknys. Teigiame, kad atvaizdis

F : k(θ1) → k(θ2), F (b0 + b1θ1 + . . .+ bn−1θ
n−1
1 ) = b0 + b1θ2 + . . .+ bn−1θ

n−1
2

yra kūnu
‘
k(θ1) ir k(θ2) izomorfizmas virš k. Šis teiginys akivaizdus, prisiminus kaip kūnai

k(θ1) ir k(θ2) yra sudaromi.
Sakykime, kad atvaizdis

F : k(θ1) → k(θ2), F (b0 + b1θ1 + . . .+ bn−1θ
n−1
1 ) = b0 + b1θ2 + . . .+ bn−1θ

n−1
2

yra kūnu
‘
k(θ1) ir k(θ2) izomorfizmas virš k. Reikia i

‘
rodyti, kad elementai θ1 ir θ2 yra

vieno ir to paties pirminio virš kūno k polinomo f(x) šaknys. Kadangi f(θ1) = 0, tai ir
F (f(θ1)) = f(F (θ1)) = f(θ2) = 0. 4
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4. 8. Pirminio polinomo virš k šaknies prijungimo prie kūno k konstrukcija yra univer-
sali. Kad ir kokie būtu

‘
kūnas k, f(x) pirminis polinomas virš k, egzistuoja kūno k mažiausias

plėtinys L1, kuriam priklauso polinomo f(x) šaknis ir, be to, bet kurie du tokie plėtiniai yra
izomorfiniai virš kūno k. Remdamiesi šia pirminio polinomo virš k šaknies prijungimo prie
kūno k konstrukcija galime i

‘
rodyti, kad kiekvienam polinomui g(x) ∈ k[x] egzistuoja toks

minimalus kūno k plėtinys L, virš kurio polinomas g(x) ǐssiskaido i
‘
pirmo laipsnio polinomus.

Sakykime, g(x) ∈ k[x], g(x) = g1(x)g2(x) . . . gr(x) – polinomo g(x) skaidinys pirminiais
polinomais virš kūno k. Pasirinkime šio skaidinio pirmini

‘
virš kūno k polinoma

‘
, kurio laipsnis

yra didesnis už 1. Tarkime, gj1(x) ∈ k[x], 1 ≤ j1 ≤ r, – toks polinomas. Tuomet polinomo
gj1(x) šakni

‘
θ prijunge

‘
prie kūno k, gauname kūno k plėtini

‘
L1. Kadangi gj1(x) ∈ k[x] ⊂

L1[x] ir egzistuoja polinomo gj1(x) šaknis θ ∈ L1, tai bent gj1(x) yra ǐsskaidomas polinomas
virš L1. Vadinasi, gauname, kad polinomo g(x) skaidinio g1(x)g2(x) . . . gr(x) be daugiklio
gj1(x) galbūt kai kurie ir kiti pirminiai daugikliai virš kūno k ǐssiskaido virš kūno k plėtinio
L1. Te

‘
sdami ši

‘
šaknies prijungimo procesa

‘
, po baigtinio žingsniu

‘
skaičiaus gausime kūno k

plėtini
‘
Ls, kuriam priklauso visos polinomo g(x) šaknys. Be to, bet kurie tokie plėtiniai yra

izomorfiniai virš kūno k.

Apibrėžimas. Mažiausias kūno k plėtinys L, kuriam priklauso visos polinomo f(x) ∈
k[x] šaknys, yra vadinamas polinomo f(x) ǐsskaidymo kūnu.

5. Baigtiniai kūnai

5. 1. Šiame skyrelyje aprašysime visus baigtinius kūnus.

Sakykime, GF (q) – baigtinis kūnas, turintis q elementu
‘
, GF (p) – kūno GF (q) pirminis

pokūnis, n = [GF (q) : GF (p)] = dimGF (p)GF (q). Kadangi tiesinės erdvės GF (q) virš kūno
GF (p) dimensija yra lygi n, tai tiesinė erdvė GF (q) turi pn elementu

‘
. Vadinasi, q = pn. Kyla

klausimas, ar kiekvienam teigiamam sveikajam skaičiui n egzistuoja kūnas GF (pn)? Mūsu
‘

artimiausias tikslas i
‘
ši
‘
klausima

‘
atsakyti: taip.

Teiginys. Baigtinio kūno GF (pn) elementai yra polinomo xpn − x ∈ GF (p)[x] šaknys.

I
‘
rodymas. Jei GF (pn) kūnas, tai šio kūno nenuliniai elementai sudaro Abelio grupe

‘
,

kurios eilė yra lygi pn − 1. Vadinasi, bet kuri
‘

šios grupės elementa
‘
α ∈ GF (pn)∗, pakėle

‘
pn− 1 laipsniu, gauname grupės vieneta

‘
: αpn−1 = 1. Kitaip tariant, nenuliniai kūno GF (pn)

elementai yra polinomo xpn−1 − 1 šaknys. Padaugine
‘

ši
‘

polinoma
‘

ǐs x-o, gauname, kad
kiekvienas kūno GF (pn) elementas yra polinomo xpn − x šaknis. 4

Pastebėsime, kad polinomas xpn − x ∈ GF (p)[x] neturi kartotiniu
‘
šaknu

‘
. Kaip žinome,

polinomo šaknis yra kartotinė tada ir tik tada, kai ji yra šio polinomo ir jo ǐsvestinės šaknis.
Polinomo xpn − x ∈ GF (p)[x] ǐsvestinė yra lygi pnxpn−1 − 1 = −1 (p charakteristikos kūne
pα = 0), t. y. yra lygi −1 ir neturi šaknu

‘
.

Teorema. Kiekvienam teigiamam sveikajam skaičiui n ir kiekvienam pirminiam skaičiui
p egzistuoja baigtinis kūnas GF (pn).

I
‘
rodymas. Imkime polinoma

‘
xpn−x ∈ GF (p)[x] ir nagrinėkime šio polinomo ǐsskaidymo

kūna
‘
L. I

‘
rodysime, kad L = GF (pn).
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Pirmiausia pastebėsime, kad GF (p) ⊂ L. Iš tikru
‘
ju

‘
, nes kiekvienas kūno GF (p) elemen-

tas yra polinomo xp−x šaknis, o xp−x|xpn −x. Kadangi polinomas xpn −x neturi kartotiniu
‘

šaknu
‘
, lieka i

‘
rodyti, kad visos polinomo xpn − x šaknys ( o ju

‘
kūne L yra pn) sudaro kūna

‘
.

Sakykime, kad α, β yra polinomo xpn − x šaknys. Tuomet i
‘
sitikinsime, kad α+ β ir αβ

taip pat yra polinomo xpn − x šaknys.
Jei αpn

= α, βpn

= β, tai (α+ β)pn

= αpn

+ βpn

= α+ β.
Jei αpn

= α, βpn

= β, tai (αβ)pn

= αpn

βpn

= αβ.
Kadangi polinomo xpn − x visu

‘
šaknu

‘
aibė yra stabili kūno L elementu

‘
sudėties ir dau-

gybos atžvilgiu, tai ši aibė kūno L elementu
‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu sudaro kūna

‘
. L –

mažiausias kūno GF (p) plėtinys, kuriam priklauso visos polinomo xpn − x šaknys. Vadinasi,
kūnas L yra sudarytas tik ǐs polinomo xpn − x šaknu

‘
. Kadangi šis polinomas turi pn šaknu

‘
,

tai |L| = pn. Taigi L = GF (pn). 4

6. Kūno algebriniai plėtiniai. Algebrǐskai uždari kūnai

6. 1. Nagrinėsime algebrinius plėtinius.

Teiginys. Sakykime, K – baigtinio laipsnio kūno k plėtinys. Tuomet kiekvienas kūno
K elementas yra algebrinis virš k.

I
‘
rodymas. Imkime kūno K elementa

‘
θ ir nagrinėkime šio elemento laipsnius 1, θ, θ2, θ3,

. . ., θm, . . .. Kadangi kūno K kaip tiesinės erdvės virš k dimensija dimk K <∞, tai vektoriai
1, θ, θ2, θ3, . . . , θm, . . . yra tiesǐskai priklausomi virš k. Vadinasi, egzistuoja toks n ∈ N ir tokie
kūno k elementai αj , 0 ≤ j ≤ n, kuriu

‘
bent vienas nelygus 0, kad

αnθ
n + αn−1θ

n−1 + . . .+ α1θ + α0 = 0.

Kaip matome, elementas θ yra nenulinio polinomo polinomo

αnx
n + αn−1x+ . . .+ α1x+ α0 ∈ k[x]

šaknis. Taigi θ yra algebrinis elementas virš kūno k. 4
Teiginys. Jei K – kūno L baigtinio laipsnio plėtinys, o L – kūno k baigtinio laipsnio

plėtinys, tai K yra kūno k baigtinio laipsnio plėtinys ir, be to, [K : k] = [K : L][L : k].

I
‘
rodymas. Sakykime, θ1, θ2, . . . , θr – kūno K kaip tiesinės erdvės virš kūno L bazė,

λ1, λ2, . . . , λs – kūno L kaip tiesinės erdvės virš kūno k bazė. Teigiame, kad θiλj , 1 ≤ i ≤ r,
1 ≤ j ≤ s, – kūno K kaip tiesinės erdvės virš kūno k bazė.

Pirmiausia i
‘
rodysime, kad θiλj , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, – tiesǐskai nepriklausomi virš kūno

k. Tuo tikslu nagrinėkime lygybe
‘

r∑
i=1

s∑
j=1

αijθiλj = 0, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.

I
‘
rodysime, kad bet kuriems 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, αij = 0. Tuo tikslu aukščiau parašyta

‘
lygybe

‘
perrašykime taip:

r∑
i=1

θi(
s∑

j=1

αijλj) = 0, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.
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Kadangi θi, 1 ≤ i ≤ r, – tiesǐskai nepriklausomi virš L, tai kiekvienam i, 1 ≤ i ≤ r,

s∑
j=1

αijλj = 0.

Kadangi λj , 1 ≤ j ≤ s, – tiesǐskai nepriklausomi virš k, tai bet kuriems i, j, 1 ≤ i ≤ r,
1 ≤ j ≤ s, αij = 0. Kaip matome, elementai θiλj , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, yra tiesǐskai
nepriklausomi virš kūno k.

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienas kūno K elementas tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas elementais θiλj ,

1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, su koeficientais ǐs kūno k.
Sakykime, µ ∈ K. Kadangi θ1, θ2, . . . , θr – kūno K kaip tiesinės erdvės virš kūno L bazė,

tai egzistuoja tokie νi ∈ L, 1 ≤ i ≤ r, kad

µ = ν1θ1 + ν2θ2 + . . .+ νrθr. (1)

Kadangi λ1, λ2, . . . , λs – kūno L kaip tiesinės erdvės virš kūno k bazė, tai kiekvienam i,
1 ≤ i ≤ r, egzistuoja tokie αij ∈ k, 1 ≤ j ≤ s, kad

νi = αi1λ1 + αi2λ2 + . . .+ αisλs. (2)

I
‘
(1) lygybe

‘
i
‘
raše

‘
νi, 1 ≤ i ≤ r, reikšmes ǐs (2) lygybės, gauname:

µ =
r∑

i=1

θi(
s∑

j=1

αijλj) =
r∑

i=1

s∑
j=1

αijθiλj .

Remdamiesi plėtinio laipsnio apibrėžimu, galime parašyti: [L : k] = rs = [K : L][L : k]. 4

6. 2. Išvada. Sakykime, K – kūno k plėtinys, θ1, θ2 – kūno K elementai algebriniai
virš k. Tuomet elementai θ1 + θ2 ir θ1θ2 yra algebriniai virš kūno k.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime kūno k plėtinius L =: k(θ1) ir K =: L(θ2) = k(θ1, θ2). Aki-

vaizdu, kad θ1 + θ2, θ1θ2 ∈ K. I
‘
rodysime, kad K yra kūno k baigtinio laipsnio plėtinys.

Tuomet remdamiesi anksčiau i
‘
rodytu teiginiu, gausime, kad elementai θ1 + θ2 ir θ1θ2 yra

algebriniai virš kūno k.
Galime parašyti: [K : k] = [K : L][L : k] < ∞. Iš tikru

‘
ju

‘
, [k(θ1) : k] < ∞, kadangi θ1

yra algebrinis virš k ir [L(θ) : L] <∞, kadangi θ2 yra algebrinis virš k ir tuo labiau virš kūno
k plėtinio L. 4

6. 3. Akivaizdu, kad baigtinio skaičiaus algebriniu
‘
elementu

‘
virš kūno k suma ir san-

dauga yra algebriniai elementai virš k.

Apibrėžimas. Kūno k plėtinys K yra vadinamas kūno k algebriniu plėtiniu, jei kiek-
vienas kūno K elementas yra algebrinis virš k.

Kiekvienas kūno k baigtinio laipsnio plėtinys yra kūno k algebrinis plėtinys. Pateiksime
kūno k begalinio laipsnio algebrinio plėtinio pavyzdi

‘
.

Pavyzdys. Pažymėkime raide P visu
‘
natūraliu

‘
ju

‘
pirminiu

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
. Nagrinėkime

racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q mažiausia

‘
plėtini

‘
K, kuriam priklauso visi skaičiai

√
p, p ∈
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P . Kiekvienas šio plėtinio K elementas vienareikšmǐskai yra užrašomas baigtine suma taip:
a0+a1

√
n1+ . . .+ar

√
nr, čia a0, a1, . . . , ar ∈ Q, o n1, . . ., nr tarp save

‘
s skirtingi bekvadračiai

natūralieji skaičiai. I
‘
rodysime, kad racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q begalinio laipsnio plėtinys K

yra kūno Q algebrinis plėtinys.
Skaičiai

√
p ∈ K, p ∈ P yra algebriniai virš Q. Kaip žinome, algebriniu

‘
virš kurio nors

kūno elementu
‘
suma ir sandauga yra algebriniai elementai virš to kūno. Vadinasi, kūno K

elementai (šiuo atveju skaičiai) yra algebriniai virš Q.

6. 4. Teiginys. Sakykime, kūnasK yra kūno k plėtinys. Tuomet visi kūnoK elementai,
algebriniai virš k, sudaro kūno K pokūni

‘
L, kuris yra kūno k algebrinis plėtinys.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas akivaizdus.

Teiginys. Jei kūnas K yra kūno L algebrinis plėtinys, L yra kūno k algebrinis plėtinys,
tai K yra kūno k algebrinis plėtinys.

I
‘
rodymas. Sakykime, θ ∈ K. Tuomet egzistuoja toks polinomas f(x) ∈ L[x], f(θ) = 0.

Sakykime,

f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0, aj ∈ L, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Nagrinėkime kūna
‘
M = k(a0, a1, . . . , an−1). Kadangi elementai a0, a1, . . ., an−1 yra alge-

briniai virš kūno k, tai
dimk k(a0, a1, . . . , an−1) <∞.

Elementas θ yra algebrinis virš kūno M = k(a0, a1, . . . , an−1). Taigi dimM M(θ) < ∞.
Vadinasi, ir dimk M(θ) <∞, t. y. θ yra alebrinis virš kūno k. 4

6. 5. Apibrėžimas. Kūnas k yra vadinamas algebrǐskai uždaras, jei kiekvienas polino-
mas f(x) ∈ k[x], kurio laipsnis degf(x) > 0, turi bent viena

‘
šakni

‘
kūne k.

Algebrǐskai uždari kūnai nepaprastai svarbūs. Sprendžiant matematikos uždavinius, labai
dažnai tenka nagrinėti polinomus, susijusius su tuo uždaviniu. Todėl svarbu žinoti, ar na-
grinėjami polinomai turi šakni

‘
duotajame kūne, ar ne.

Dabar suformuluosime teorema
‘
, kurios nei

‘
rodysime. Šios teoremos i

‘
rodymas pagri

‘
stas

transfiničiosios indukcijos metodu (arba šiam metodui ekvivalenčia Corno lema).

Teorema. Kiekvienam kūnui k egzistuoja kūno k algebrǐskai uždaras algebrinis plėtinys
k̄.

6. 6. Pavyzdžiui, racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q algebrǐskai uždaras algebrinis plėtinys

Q̄ kaip aibė yra skaičios galios. Mes netrukus nagrinėsime algebrǐskai uždara
‘
kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
kūma

‘
C. Kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
kūnas C kaip aibė yra realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės R Dekarto

kvadratas R × R. Kadangi realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė yra kontinuumo galios, tai ir kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
aibė yra kontinuumo galios. Vadinasi, kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
kūne C egzistuoja be

galo daug transcendentiniu
‘

virš Q elementu
‘
. Norėdami tiksliau suformuluoti teigini

‘
apie

transcendentinius skaičius virš Q, apibrėšime viena
‘
svarbia

‘
sa

‘
voka

‘
.

Apibrėžimas. Sakykime, K – kūno k plėtinys. Kūno K elementai θ1, θ2, . . ., θm yra
vadinami algebrǐskai nepriklausomais, jei neegzistuoja tokio m kintamu

‘
ju

‘
polinomo

f(x1, x2, . . . , xm) ∈ k[x1, x2, . . . , xm],
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kad f(θ1, θ2, . . . , θm) = 0.

Apibrėžimas. Kūno k plėtinio K elementu
‘
šeima {θα}α∈I , čia I – indeksu

‘
aibė, kuri

gali būti tiek baigtinė, tiek ir begalinė, yra vadinama algebrǐskai nepriklausoma, jei kiekvienas
šios šeimos baigtinis pošeimis yra algebrǐskai nepriklausomas.

Remdamiesi aibės galios sa
‘
voka, galime suformuluoti teigini

‘
apie realiuosius transcen-

dentinius skaičius virš Q.

Teorema. Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
( o taip pat ir kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
) kūne R egzistuoja

kontinuumo galios algebrǐskai nepriklausomu
‘
skaičiu

‘
šeima.

Taigi net algebrǐskai nepriklausomu
‘

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė yra kontinuumo galios. Na-

grinėjant kai kuriuos konkrečius realius skaičius, atsakyti i
‘
klausima

‘
, ar šie skaičiai algebrǐskai

priklausomi, ar ne, būna gana sudėtinga. Pavyzdžiui, yra žinoma, kad skaičiai e ir π yra tran-
scendentiniai virš Q, bet nėra žinoma, ar šie skaičiai yra algebrǐskai priklausomi, ar ne. Tai,
kad skaičius e yra transcendentinis virš Q, i

‘
rodė prancūzu

‘
matematikas Ermitas dar praeitame

šimtmetyje. Skaičiaus π transcendentǐskuma
‘
virš Q 1882 metais i

‘
rodė vokiečiu

‘
matematikas

Lindemanas.

7. Kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
kūnas

7. 1. Apibrėžkime aibe
‘

C = {a+ bi| a, b ∈ R, i2 = −1}.

Aibės C elementas a + bi, a, b ∈ R, yra vadinamas kompleksiniu skaičiumi. a yra vadinama
kompleksinio skaičiaus a + bi realia

‘
ja dalimi ir žymima <(a + bi), t. y. a = <(a + bi), o

b – šio kompleksinio skaičiaus menama
‘
ja dalimi ir žymima =(a + bi), t. y. b = =(a + bi).

Du kompleksiniai skaičiai a + bi ir c + di yra lygūs pagal apibrėžima
‘

tada ir tik tada, kai
ju

‘
realiosios ir menamosios dalys yra lygios: a = c, b = d. Apibrėšime kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
sudėti

‘
ir daugyba

‘
ir i

‘
sitikinsime, kad kompleksiniai skaičiai apibrėžtu

‘
veiksmu

‘
atžvilgiu yra

kūnas.

Aibės C elementu
‘
sudėti

‘
apibrėžkime taip:

(a+ bi) + (c+ di) =: (a+ b) + (c+ d)i, a, b, c, d ∈ R.

Akivaizdu, kad kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
aibė sudėties atžvilgiu sudaro Abelio grupe

‘
.

Aibės C elementu
‘
daugyba

‘
apibrėžkime taip:

(a+ bi)(c+ di) =: (ac− bd) + (ad+ bc)i, a, b, c, d ∈ R.

1. I
‘
sitikinkite, kad taip apibrėžta kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
daugyba asociatyvi.

2. Akivaizdu, kad kompleksinis skaičius 1 = 1 + 0i daugybos atžvilgiu yra neutralus
elementas, t. y. vienetas.

3. Kiekvienam nenuliniam kompleksinam skaičiui a + bi egzistuoja atvirkštinis kom-
pleksinis skaičius:

(a+ bi)−1 =
1

a+ bi
=

a− bi

(a+ bi)(a− bi)
=

a− bi

a2 + b2
=

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i ∈ C,
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nes a
a2+b2 ,

−b
a2+b2 ∈ R.

4. Kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
daugyba komutatyvi: (a+bi)(c+di) = (c+di)(a+bi). I

‘
sitikinkite

sudaugine
‘
šiuos kompleksinius skaičius.

Dabar akivaizdu, kad kompleksiniu
‘

skaičiu
‘

aibė be nulinio elemento C
∗ daugybos at-

žvilgiu sudaro Abelio grupe
‘
. Kadangi kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
sudėtis ir daugyba yra susieti

distributyvumo dėsniu:
(α+ β)γ = αγ + βγ, α, β, γ ∈ C,

(i
‘
sitikinkite atlike

‘
veiksmus), tai kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
aibė C kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
sudėties ir

daugybos atžvilgiu sudaro kūna
‘
.

8. Kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
geometrinė interpretacija

8. 1. Kompleksinius skaičius galima pavaizduoti plokštumos R
2 = R × R taškais:

kompleksini
‘
skaičiu

‘
a+ bi atitinka plokštumos R

2 taškas, kurio koordinatės yra (a, b). Real-
iuosius skaičius a = a + 0i, a ∈ R, atitinka plokštumos R

2 tiesė {(a, 0)| a ∈ R}, vadinama
realia

‘
ja tiese ir žymima Re, o grynai menamuosius kompleksinius skaičius 0 + bi, b ∈ R,

atitinka plokštumos R
2 tiesė {(0, b)| b ∈ R}, vadinama menama

‘
ja tiese ir žymima Im.
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1
ϕ

Plokštumos R
2 taško (a, b), atitinakančio kompleksini

‘
skaičiu

‘
a + bi, atstumas iki koor-

dinačiu
‘
pradžios (0, 0)

√
a2 + b2 yra vadinamas kompleksinio skaičiaus a+ bi moduliu ir yra

žymimas |a+bi|. I
‘
sitikinsime, kad funkcija | | : C → R+ (čia R+ – neneigiamu

‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė) yra multiplikatyvi:

|(a+ bi)(c+ di)| = |a+ bi||c+ di|, a, b, c, d ∈ R.
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Norint i
‘
rodyti pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘
, patogu vietoje kompleksinio skaičiaus a+bi modulio |a+bi| =√

a2 + b2 nagrinėti šio kompleksinio skaičiaus modulio kvadrata
‘
|a+ bi|2 = a2 + b2. Taigi

|(a+ bi)(c+ di)|2 = (ac− bd)2 + (bc+ ad)2 = a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2 =

= (a2 + b2)c2 + (a2 + b2)d2 = (a2 + b2)(c2 + d2) = |a+ bi|2|c+ di|2.

8. 2. Apibrėžimas. Kompleksinis skaičius a − bi yra vadinamas sujungtiniu kom-
pleksiniam skaičiui a+ bi ir yra žymimas a+ bi.

Jei kompleksini
‘
skaičiu

‘
a + bi atitinka plokštumos R

2 taškas (a, b), tai sujungtini
‘
kom-

pleksini
‘
skaičiu

‘
a− bi skaičiui a+ bi atitinka plokštumos R

2 taškas (a,−b), simetrinis taškui
(a, b) realiosios tiesės {(a, 0)| a ∈ R} atžvilgiu.

Pratimai.

1. I
‘
rodykite, kad kopleksiniams skaičiams α, β teisinga lygybė: αβ = ᾱβ̄.

2. I
‘
rodykite, kad nenuliniam kopleksiniam skaičiui α teisinga lygybė: α−1 = (ᾱ)−1.

9. Kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
trigonometrinė ǐsraǐska

9. 1. Kompleksini
‘

skaičiu
‘
a + bi galima užrašyti trigonometrine ǐsraǐska. Sakykime,

kampas tarp realiosios ašies ir vektoriaus, kurio pradžia yra taške (0, 0), o galas – taške
(a, b) yra lygus ϕ. Šio vektoriaus ilgis yra lygus kompleksinio skaičiaus a + bi moduliui
r = |a+ bi| =

√
a2 + b2. Tuomet a = r cosφ, b = r sinφ. Taigi galime parašyti:

a+ bi = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cos +i sinϕ).

Ši kompleksinio skaičaius a+ bi ǐsraǐska yra vadinama trigonometrine.

Apibrėžimas. Kampas ϕ tarp realiosios ašies ir vektoriaus, kurio pradžia yra taške
(0, 0), o galas – taške (a, b), yra vadinamas kompleksinio skaičiaus a + bi argumentu ir yra
žymimas arg(a+bi), t. y. ϕ = arg(a+bi). Apibrėžkime Arg(a+bi) =: {arg(a+bi)+2πn| n ∈
Z}.

Kompleksinius skaičius trigonometrinėje ǐsraǐskoje patogu dauginti. Sakykime, a1+b1i =
r1(cosϕ1 + i sinϕ1), a2 + b2i = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Tuomet

(a1 + b1i)(a2 + b2i) = r1(cosϕ1 + i sinϕ1)r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Kaip matome,

arg(αβ) =
{

argα+ argβ, jei argα+ argβ < 2π
argα+ argβ − 2π, jei argα+ argβ ≥ 2π ,

α, β ∈ C.
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9. 2. Remdamiesi kompleksinio skaičiaus daugiareikšmio argumento Argα apibrėžimu,
galime parašyti:

Arg(αβ) = Argα+ Argβ, α, β ∈ C,

čia
Argα+ Argβ =: {ϕ+ ψ| ϕ ∈ Argα, ψ ∈ Argβ}.

Kompleksinio skaičiaus trigonometrine
‘

ǐsraǐska
‘

galima ir kitaip užrašyti. I
‘

funkcijos
exp(x) = ex skleidini

‘
eilute:

exp(x) =
∞∑

j=0

xj

j!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

vietoje x-o i
‘
raše

‘
iϕ, ϕ ∈ R, gauname:

exp(iϕ) = 1 + iϕ− ϕ2

2!
− iϕ3

3!
+
ϕ4

4!
+ . . . =

=
∞∑

j=0

(−1)jϕ2j

(2j)!
+ i

∞∑
j=1

(−1)j−1ϕ2j−1

(2j − 1)!
= cosϕ+ i sinϕ.

Vadinasi, a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ) = r exp(iϕ), čia r = |a+ bi|, ϕ = arg(a+ bi).

10. Kompleksinės plokštumos vienetinis apskritimas

10. 1. Visi kompleksiniai skaičiai α, kuriu
‘
modulis |α| yra lygus 1, sudaro kompleksinėje

plokštumoje C apskritima
‘
S1, kurio centras yra koordinačiu

‘
pradžioje (0, 0), o spindulys lygus

1. I
‘
rodysime, kad apskritimas S1 kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
daugybos atžvilgiu yra Abelio grupė.

Akivaizdu, aibė S1 yra stabili kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
daugybos atžvilgiu. Iš tikru

‘
ju

‘
, jei

α, β ∈ S1, tai αβ ∈ S1, nes |αβ| = |α||β| = 1.
Akivaizdu, kad i) daugyba asociatyvi; ii) 1 – daugybos atžvilgiu vienetinis elementas; iii)

jei α ∈ S1, tai α−1 ∈ S1; iv) daugyba komutatyvi. Taigi S1 kompleksiniu
‘
skaiču

‘
daugybos

atžvilgiu yra Abelio grupė.

10. 2. Kompleksinė plokštuma be nulio C
∗ kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
daugybos atžvilgiu

yra grupė, R
∗
+ ir S1 – šios grupės pogrupiai. Kiekvienas nenulinis kompleksinis skaičius

α vienareikšmǐskai yra užrašomas α = |α| exp(iargα), |α| ∈ R
∗
+, exp(iargα) ∈ S1. Kitais

žodžiais galima pasakyti taip: grupė C
∗ yra savo pogrupiu

‘
R
∗
+ ir S1 tiesioginė sandauga:

C
∗ = R

∗
+ × S1.

Apibūdinant Abelio grupe
‘
S1 nuodugniau, reikalingos kai kurios matematinės analizės

sa
‘
vokos. Tarsime, kad tos sa

‘
vokos, kurias paminėsime, yra žinomos.

Kompleksine
‘

plokštuma
‘

C, kaip metrine
‘

erdve
‘

atstumo funkcijos d(α, β) = |α − β|
atžvilgiu, galima sutapatinti su Euklido plokštuma R

2. n-matės Euklido erdvės R
n poaibis

yra kompaktinis tada ir tik tada, kai jis yra aprėžtas ir uždaras. Kadangi apskritimas S1

kompleksinėje plokštumoje yra aprėžtas ir uždaras, tai S1 yra kompaktinė aibė.
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Daugybos operacija S1 × S1 ·→ S1 yra tolydus atvaizdis. Galima pasakyti ir tiksliau:
daugybos funkcija x+ yi = (a+ ib) · (c+ id), a, b, c, d ∈ R, a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1, yra glodi
(o ǐs tikru

‘
ju

‘
, analizinė) funkcija. Todėl grupė S1 yra vadinama kompaktine realia

‘
ja Li grupe.

Teiginys. Nenuliniu
‘
kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
grupės C

∗ kiekvienas kompaktinis pogrupis G
yra grupės S1 pogrupis.

I
‘
rodymas. Sakykime, G – grupės C

∗ kompaktinis pogrupis, bet G 6⊂ S1. Vadinasi,
egzistuoja toks kompleksinis skaičius α ∈ G, bet α /∈ S1. Tuomet |α| 6= 1. Kadangi G –
grupė, tai kiekvienam n ∈ Z, αn ∈ G. Aibė {αn | n ∈ Z} nėra kompaktinė. Iš tikru

‘
ju

‘
.

Apibrėžtumo dėlei tarkime, kad |α| > 1. Tuomet

lim
n→∞

|α|n = ∞,

t. y. aibė G nėra aprėžta, vadinasi, nėra kompaktinė. Gavome prieštaravima
‘
prielaidai. Taigi

G ⊂ S1. 4

10. 3. Kadangi kiekvienas grupės C
∗ baigtinis pogrupis G yra kompaktinis, tai rem-

damiesi i
‘
rodytu teiginiu, gauname G ⊂ S1. Kitame skyrelyje aprašysime visus grupės S1

baigtinius pogrupius (ir tuo pačiu visus grupės C
∗ kompaktinius pogrupius).

11. n-ojo laipsnio šaknys ǐs vieneto

11. 1. Pirmiausia šiame skyrelyje ǐsnagrinėsime lygties xn − 1 = 0 sprendinius kom-
pleksiniais skaičiais. Sakykime, kompleksinis skaičius α yra šios lygties sprendinys, t. y. αn =
1. Remdamiesi kompleksinio skaičiaus modulio multiplikatyvia

‘
ja savybe, galime parašyti:

|αn| = |α|n = 1. Kadangi kompleksinio skaičiaus α modulis |α| yra neneigiamas realusis
skaičius, tai gauname |α| = 1. Vadinasi, lygties xn − 1 = 0 sprendini

‘
trigonometrine ǐsraǐska

galime užrašyti taip: α = cosϕ+ i sinϕ. I
‘
raše

‘
ši
‘
skaičiu

‘
i
‘
lygti

‘
xn − 1 = 0, gauname:

αn = cos(nϕ) + i sin(nϕ) = 1 = cos(2πs) + i sin(2πs), s ∈ Z.

Taigi nϕ = 2πs, s ∈ Z. Iš šios lygybės gauname: ϕ = 2πs
n , s ∈ Z. Kintamajam s suteike

‘

reikšmes s = 0, 1, . . . , n−1, gauname n skirtingu
‘
ϕ reikšmiu

‘
: 0, 2pi

n , 2pi2
n , . . . , 2pi(n−1)

n , kurios
priklauso intervalui [0, 2π). Kitaip tariant, gavome n skirtingu

‘
komplesiniu

‘
lygties xn−1 = 0

šaknu
‘
:

cos
2πj
n

+ i sin
2πj
n

= exp(
2πij
n

), 0 ≤ j ≤ n− 1.

Bet, kaip žinome, n-ojo laipsnio lygtis kūne negali turėti daugiau šaknu
‘

nei n. Vadinasi,
suradome visas lygties xn − 1 = 0 šaknis.

Lygties xn−1 = 0 šaknys exp( 2πj
n ), 0 ≤ j ≤ n−1, kompleksinėje plokštumoje C ǐssidėsto

vienetiname apskritime S1 ir ši
‘
apskritima

‘
dalija i

‘
n lygias dalis.

Teiginys. Lygties xn − 1 = 0 šaknys exp( 2πij
n ), 0 ≤ j ≤ n− 1, sudaro cikline

‘
grupe

‘
(t.

y. grupe
‘
, kuria

‘
generuoja vienas šios grupės elementas).

I
‘
rodymas. Apibrėžkime atvaizdi

‘

f : Z → {exp(
2πij
n

) | 0 ≤ j ≤ n− 1} ⊂ S1, f(j) = e
2πij

n , j ∈ Z.
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Šis atvaizdis yra siurjektyvus ir tenkina sa
‘
lyga

‘
: f(j + l) = f(j) · f(l), j, l ∈ Z. Iš tikru

‘
ju

‘
,

f(j + l) = exp(
2πi(j + l)

n
) = exp(

2πij
n

) · exp(
2πil
n

) = f(j) · f(l), ; j, l ∈ Z.

Kitaip tariant, atvaizdis f : Z → S1 yra homomorfizmas. Kadangi Z skaičiu
‘
sudėties atžvilgiu

yra begalinės eilės ciklinė grupė, tai šios grupės vaizdas f(Z) = {exp( 2πij
n ) | 0 ≤ j ≤ n − 1}

yra n-tos eilės grupės S1 ciklinis pogrupis. Šio pogrupio sudaromoji yra exp( 2πi
n ), t. y. šis

elementas generuoja pogrupi
‘
{exp( 2πij

n ) | 0 ≤ j ≤ n− 1}.
Homomorfizmo f branduolys Kerf = nZ = {nl | l ∈ Z}. Remdamiesi pirma

‘
ja teorema

apie homomorfizma
‘
, matome, kad lygties xn− 1 = 0 šaknu

‘
grupė {exp( 2πij

n ) | 0 ≤ j ≤ n− 1}
yra izomorfinė grupei Z/nZ = Zn. 4

11. 2. Galime susumuoti rezultatus apie grupės S1 baigtinius pogrupius. Šios grupės
baigtiniai pogrupiai – tai baigtinio laipsnio šaknu

‘
ǐs vieneto grupės ir šiu

‘
grupiu

‘
pogrupiai.

11. 3. Pagrindinė algebros teorema.

Pirmoji formuluotė. Kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
kūnas C yra algebrǐskai uždaras.

Antroji formuluotė. Kiekvienas polinomas

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, aj ∈ C, 0 ≤ j ≤ n, n ≥ 1,

turi bent viena
‘
šakni

‘
α ∈ C.

Išvada. Kiekvinas n-ojo laipsnio polinomas

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, aj ∈ C, 0 ≤ j ≤ n, n ≥ 1,

yra ǐsskaidomas pirmojo laipsnio polinomu
‘
sandauga:

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = an(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn),

čia α1, α2, . . ., αn ∈ C – polinomo f(x) šaknys.
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