X skyrius. EUKLIDO IR UNITARIOSIOS ERDVES
1. Euklido erdvés

1. 1. Sakykime, kad V' — tiesiné erdveé virs realiuju skaic¢iu kiino R.

Apibrézimas. Atvaizdis F' : V x V — R yra vadinamas simetrine dvitiesine forma,
apibrézta tiesineje erdveje V, jei bet kuriems x,xq, 22,y € V, a1, a9 € R,
L F(z,y) = F(y,z);
2. Fla1m1 + aora,y) = arF(21,y) + aeF (22, 9).

Kaip matome, simetriné dvitiesiné forma F', apibrézta tiesinéje erdveje V', esant fiksuo-
tam antrajam argumentui, yra tiesiné pagal pirmaji argumenta. Irodysime, kad F', esant fik-
suotam pirmajam argumentui, yra tiesine ir pagal antraji argumenta. Tai pateisins simetrinés
formos F' apibudinima kaip dvitiesinés.

Teiginys. Jei F': V x V — R yra simetriné dvitiesiné forma, tai F, esant fiksuotam
pirmajam argumentui, yra tiesiné pagal antraji argumenta, t. y. bet kuriems ai,as € R,
T,Y1,Y2 € V;

F(z,a1y1 + aoy2) = a1 F(z,y1) + aaF(x, y2).

Irodymas. F(z,c1y1 + asy2) = F(aqyr + aoya,z) = anF(y1,2) + agF(y2,x) =
arF(x,y1) + aoF(x,y92). A

Apibrézimas. Simetriné dvitiesiné forma F', apibrézta tiesinéje erdveje V', yra vadinama
teigiamai apibrézta, jei kiekvienam z € V, F(z,z) > 0 ir F(z,x) = 0 tada ir tik tada, kai
x=0.

Apibrézimas. Simetriné dvitiesiné teigiamai apibrézta forma F', apibrézta tiesinéje
erdvéje V', yra vadinama skaliarine daugyba.

Pastaba. Skaliarine daugyba F', apibrézta tiesinéje erdveéje V', paprastumo délei vadin-
sime skaliarine daugyba tiesinéje erdvéje V', o reiksme F(z,y), x,y € V, — vektoriu x ir y
skaliarine sandauga.

1. 2. Apibrézimas. Jei tiesinéje erdvéje V' yra apibrezta skaliariné daugyba F', tai
tiesiné erdve V skaliarinés daugybos F' atzvilgiu yra vadinama Euklido erdve ir yra zymima
(V. F).

Pastaba. Dazniausiai skaliariné daugyba Euklido (ar tiesinéje) erdvéje V' yra zymima
(, ). Mes skaliarine daugyba Euklido erdvéje V' zZymésime tiek raide F' ar dar kuria nors kita
raide, tiek ir simboliu (, ).

Teiginys. Jei (V, F) yra Euklido erdvé, tai kiekvienas tiesinés ervés V tiesinis poerdvis
L yra Euklido erdvé indukuotos skaliarinés daugybos F'|, atzvilgiu.

Irodymas. Irodymas akivaizdus.
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Pavyzdziai.

1. Sakykime, tiesiné erdvé V' = R". Apibrézkime atvaizdi (, ) : R" x R” — R taip:
<<041, a2, ... 7an)7 (ﬁla ﬂ?v cee 7Bn)> - Za]ﬁja
j=1

(Oél,Oég, e 7an)7 (61,527 oee 7671) € Rn

Nesunkiai galite isitikinti, kad (R™,( , )) yra Euklido erdvé. Sia Euklido erdve vadinsime
standartine n-mate Euklido erdve.

2. Sakykime, kad V = RJ[t] visu polinomu su realiaisiais koeficientais tiesiné erdve.
Skaliarine daugyba tiesinéje erdvéje R[t] apibrézkime taip:

1

(f(t),9(t)) = /f(t)g(t)dt, f(t),9(t) € R[E].

—1

Isitikinkite, kad taip apibréztas atvaizdis ( , ) : R[t] x R[t] — R yra skaliariné daugyba
tiesinéje erdvéje RJt].
Euklido erdvé (R[t],(, )) yra begalinmaté.

Kiekvienam sveikajam skai¢iui n > 0 Euklido erdvés R[t] tiesiniai poerdviai
Rlt]ln = {f(t) e R[f] | deg f(t) < n} ={ao+art + ...+ ant" | a; €R, 0 <j < n}

yra baigtines dimensijos Euklido erdvés.

3. Tegu V = R[t]. Skaliarine daugyba tiesinéje erdvéje R[t] apibrézkime taip:
(F@9(0) = [ FOg(e de. £0).9(0) < Rl

Isitikinkite, kad taip apibréztas atvaizdis ( , ) : R[t] x R[t] — R yra skaliariné daugyba
tiesinéje erdvéje R[t].

Euklido erdveé (R[t],( , )) yra begalinmaté. Panaiai, kaip ir antrajame pavyzdyje,
kiekvienam sveikajam skai¢iui n > 0 sios Euklido erdvés R[t] tiesiniai poerdviai

Ritl, = {f(t) e R[t] | deg f(t) <n} ={ao+art+...+a,t" |a; €R, 0<j<n}

yra baigtinés dimensijos Euklido erdveés.

4. Sakykime, kad V' = C[0 1] — visu tolydziu intervale [0 1] funkciju su reik§mémis realiuju
skaiciu aibéje R tiesiné erdvé. Apibrézkime skaliarine daugyba tiesinéje erdvéje C[0 1] taip:

(f(t),9(t)) = /f(t)g(t)dt ft),9(t) € R[0 1].
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Isitikinkite, kad taip apibréztas atvaizdis (, ) : C[0 1] x C[0 1] — R yra skaliariné daugyba
tiesinéje erdvéje C[0 1].
Euklido erdve (C[0 1], (, )) yra begalinmaté.

5. Sakykime, kad V' = M, (R) — visu n-tos eilés kvadratiniu matricu su koeficientais
realiuju skaiciu kune R tiesiné erdvé. Skaliarine daugyba tiesinéje erdvéje M, (R) apibrézkime
taip:

(A,B) = Tr(AB"), A,B € M,(R).

B! — tai transponuota matrica B.

Isitikinkite, kad taip apibréztas atvaizdis ( , ) : M,(R) x M,(R) — R yra skaliariné
daugyba tiesinéje erdvéje M, (R).

1. 3. Teiginys. Kiekvienoje baigtinés dimensijos tiesinéje erdvéje V' virs realiuju skaiciu
kiino R galima apibrézti skaliarine daugyba.

Irodymas. Sakykime, kad V' — baigtinés dimensijos tiesiné erdvé vir§ realiyju skaiciu
kiino R, uy,us,...,u, — Sios erdvés baze. Tiesines erdves V' vektorius vy ir ve, uzrase bazés

ui,Us, ..., U, vektoriais atitinkamai v; = ajuy + asus + ... + anuy, ir vo = Grug + Bous +
..+ Bnuy,, vektoriu vy ir vy skaliarine sandauga apibrézkime taip:

7)17712 Za]ﬁj

Isitikinsime, kad taip apibréztas atvaizdis (, ) : V x V — R yra skaliariné daugyba tiesinéje
erdveje V.

Visiskai akivaizdu, kad bet kuriems vektoriams vi,ve € V, (v1,v2) = (vg,v1). Lieka
isitikinti, kad atvaizdis (, ) yra tiesinis pagal pirmaji argumenta ir teigiamai apibréztas.
Sakykime, v1 = aiu; + asus + ... + aply,, vo = frur + Pous + ... + Bpuy, vz =

YUl + Yous + ... + YpUn, A, 1 € R, Tuomet

(Aor + g, vs) = (A gy +py  Byug, Y yyus) =
j=1 j=1 j=1

n

(Z()\a] + wi35)uy, ZVJUJ = Z (Aaj + pf;)v; =
j=1

Jj=1 7j=1

Z/\O‘ﬂ’] + Zﬂﬂﬂb AZ%% + MZﬁJ% = Mv1,v3) + p{v2, v3).

Akivaizdu, kad (vi,v1) = (> ojuj, > ajuy) = Z o > 0ir (v,v1) = Y oF =0 tada
j=1 j=1 j=1
ir tik tada, kai oy =as = ... =, =0, t. y. (vl,v1> = O tada ir tik tada, kai

Irodysime paprasta iSvada, gaunama remiantis skaliarinés daugybos tiesineje erdvéje
apibrézimu.
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Teiginys. Sakykime, (V, F) — Euklido erdvé, O — tiesinés erdvés V' nulinis vektorius.
Tuomet kiekvienam u € V', F(O,u) = 0.

Irodymas. I§ lygybés F(O,u) = F(O+O,u) = F(O,u)+ F(O,u) = 2F (0, u) gauname
F(O,u) =0.

1. 4. Kosi-Svarco-Buniakovskio nelygybé. Sakykime, (V,F) — Euklido erdvé.
Tuomet bet kuriems u,v € V, F(u,v)? < F(u,u)F(v,v) it F(u,v)? = F(u,u)F(v,v) tada ir
tik tada, kai vektoriai w ir v yra tiesiSkai priklausomi.

Irodymas. Nagrinékime vektoriaus tu+v (¢ — kintamasis, vietoje kurio galima irasynéti
reikSmes o € R) skaliarinj kvadrata F(tu+wv, tu+wv). Kadangi skaliariné daugyba F' : VxV —
R yra dvitiesiné ir simetriné funkcija, tai

F(tu +v,tu +v) = t*F(u,u) + 2tF(u,v) + F(v,v) > 0.

F(u,u) = 0, tada ir tik tada, kai u = O. Siuo atveju vektoriai w = O ir v yra tiesiskai
priklausomi ir teisinga lygybé F(O,v)? = F(O,0)F(v,v), nes F(O,v) = 0.

Dabar nagrinékime atveji, kai F'(u,u) # 0. Siuo atveju F(u,u) > 0 ir kiekvienam ¢ € R,
t2F(u, u)+2tF(u,v)+ F(v,v) > 0, t. y., kvadratinis trinaris 2 F (u, u) +2tF (u, v)+ F (v, v) yra
neneigiamai apibréztas. Vadinasi, Sio kvadratinio trinario diskriminantas tenkina nelygybe:
F(u,v)? — Fu,u)F(v,v) <0, t. y. F(u,v)? < F(u,u)F(v,v).

Neneigiamai apibréztas kvadratinis trinaris t2F(u,u) + 2tF(u,v) + F(v,v) turi realia
Sakni tada ir tik tada, kai jo diskriminantas yra lygus nuliui, t. y. F(u,v)? = F(u,u)F(v,v).
Taigi F(u,v)? = F(u,u)F(v,v) tada ir tik tada, kai egzistuoja toks to € R, kad t3F(u,u) +
2toF(u,v) + F(v,v) = F(tou + v,tou +v) = 0, t. y., kai tou + v = O arba, kitaip tariant,
vektoriai u ir v yra tiesiskai priklausomi. A

Pastaba. Kosi-Svarco-Buniakovskio nelygybé teisinga tiek baigtinés dimensijos, tiek
begalinés dimensijos Euklido erdveés atvejais. Irodydami Sia nelygybe, nesiréméme Euklido
erdvés dimensija.

Pavyzdziai.

1. Sakykime, kad (R",( , )) standartiné n-maté Euklido erdvé. Priminsime, kad
skaliariné daugyba Sioje erdvéje apibrézta taip:

<(041,0ég, cee 7an); (517627 <o 7ﬂn)> = Zajﬁj;
j=1

(ala a2, ... 7an)7 (517627 s 7ﬁn)v€ Rn'
Tuomet, remdamiesi Kosi-Svarco-Buniakovskio nelygybe, galime parasyti:

(DB <) ai) B
=1 j=1  j=1
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2. Tegu V = RJt] visu polinomu su realiaisiais koeficientais tiesiné erdvé, o skaliariné
daugyba Sioje erdvéje apibrézta taip:

1

(f(t),9(t)) = /f(t)g(t)dt, f(t),9(t) € R[t].

—1

Tuomet, remdamiesi Kogi-Svarco-Buniakovskio nelygybe, galime parasyti:

(| fMg®)at)® < [ ft)?dt [ g(t)?dt
[ oo frera]

3. Tegu V = R]t], o skaliariné daugyba sioje erdvéje apibrézta taip:
(@9(0) = [ FOg( dt £(0),9(0) < Rl

Tuomet, remdamiesi Kosi-Svarco-Buniakovskio nelygybe, galime parasyti:

(70 Ft)gte dt)? < /Oo Ft)2e " dt 7g(t)26_t2dt.

oo —0

2. Euklido erdvés metrinés savybés

2. 1. Pries pradédami aptarti Euklido erdvés metrines savybes, pirmiausia apibrésime
normuotos ir metrinés erdviy savokas.

Apibrézimas. Sakykime, V tiesiné erdvé virs realiuju skaic¢iu kino R, R} — neneigiamu
realiyju skaic¢iy aibé. Funkcija || || : V' — R4 yra vadinama norma, apibrézta tiesinégje erdvéje
V', jei bet kuriems u,v € V, a € R,

L. ||ul] > 0, ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = O;
2. Jou]| = o] - [|ulf;
3. |lu+v|| < |lul| +|]v|| (trikampio nelygybeé).

Apibrézimas. Tiesiné erdve V' virs realiuju skaic¢iu kiino R, kurioje apibrézta norma
|| ||, yra vadinama normos || || atzvilgiu normuota tiesine erdve ir yra zymima (V|| ||).
Funkcijos || || reiksmé ||v|| vektoriuje v yra vadinama vektoriaus v norma arba vektoriaus v
ilgiu.

Apibrézimas. Sakykime, X — netuscia aibé. Funkcija p : X x X — R, yra vadinama
atstumo funkcija, apibrézta aibéje X, jei bet kuriems a, b,c € X,

1. p(a,b) >0, p(a,b) = 0 tada ir tik tada, kai a = b;
2. p(a,b) = p(b, a);
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3. p(a,b) < p(a,c)+ p(c,b) (trikampio nelygybé).

Apibrézimas. Netuscia aibée X, kurioje apibrézta atstumo funkcija p, yra vadinama
metrine erdve p atvilgiu ir yra zymima (X, p).

2. 2 Normuotoje tiesinéje erdvéje (V|| ||) galima apibrézti atstumo funkcija p : V xV —
R taip: bet kuriems u,v € V, p(u,v) =: ||[u—v||. Galite isitikinti, kad taip apibrézta funkcija
p:V xV — Ry i§ tikruju yra atstumo funkcija. Be to, §i atstumo funkcija yra suderinta su
tiesinés erdvés V' struktira: bet kuriems u,v,w € V, p(u + w,v + w) = p(u,v).

Jei tiesiné erdve (V|| ||) yra normuota, tai galima kalbéti apie Sios erdveés vektoriu ilgius,
atstumus tarp vektoriu, vektoriu seku ribas ir t. t.. Normuotos tiesinés erdvés atveju kam-
pai tarp vektoriu néra apibrézti, negalime kalbéti apie ivairiu figuiru plotus, turius. Metrinése
erdvése galima nagrinéti atstumus tarp erdvés elementu, metrinés erdvés elementu seku ribas,
bet negalime nagrinéti Sios erdvés elementu ilgius. Normuotu tiesiniu erdviu klasé yra siau-
resné nei metriniy tiesiniu erdviy klaseé. Zymiai siauresne erdviy klase nei normuotos tiesinés
erdvés sudaro Euklido erdves. FEuklido erdviu atveju, kaip isitikinsime, galima nagrinéti
vektoriu ilgius, kampus tarp vektoriu, ivairiu dimensiju gretasieniu ”tturius” ir t. t..

Dabar apibrésime normos funkcija Euklido erdvéje.
Sakykime, (V,F) — Euklido erdvé. Apibrézkime funkcija || || : V — Ry, |ul] =:
F(u,u), u € V. Isitikinsime, kad taip apibrézta funkcija || || turi sekanc¢ias savybes:
1. Kiekvienam u € V, ||u|| > 0 ir ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = O;

2. Kiekvienam u € V, kiekvienam « € R, |lau|| = |a] - ||ull;
3. Bet kuriems u,v € V, ||u + v|| < ||u|| + ||v|| (trikampio nelygybe).

Akivaizdu, kad funkcija || || tenkina pirmaja normos apibrézimo salyga. Jei o € R,
u €V, tai ||au|| = /F(au,au) = /a2F(u,u) = |a|\/F(u,u) = |a| - ||u||. Lieka irodyti, kad
funkcija || || tenkina trec¢iaja normos apibrézimo salyga.

Sakykime, u,v € V. Tuomet
w4 v||* = F(u+v,u+v) =

F(u,u) + 2F (u,v) + F(v,0) < [Jull* + 2/[ul| - [o]| + [[o][* = (|l + [Jv])*

(remiantis Kogi-Svarco-Buniakovskio nelygybe, F(u,v)? < F(u,u)F(v,v) arba |F(u,v)| <
[lull-[[v]l, nes ||ul[* = F(u, w), [Jv]|* = F(v,v)). Nelygybe |fu+uv[|* < [Jul|*+2[[ul|-[[v]|+[v]|*
ekvivalenti nelygybei ||u + v|| < ||ul| + ||v]|, nes dydziai ||u + v||, ||u|| 4+ ||v]| yra neneigiami.

2. 3. Kaip matome, Euklido erdvé (V| F') priklauso normuotu erdviu ir tuo labiau
metriniu erdviu klasei. Kyla klausimas, kokias salygas turi tenkinti normuotos erdveés (V, || ||)
normos funkcija || ||, kad normuotoje erdvéje (V, || ||) butu galima apibrézti skaliarine daugyba
F, suderinta su normos funkcija || || tokia prasme: kiekvienam u € V, F(u,u) = ||u||?>? Pries
atsakydami i §i klausima, irodysime svarbia skaliarinés daugybos savybe.

Teiginys. Sakykime, (V, F') — Euklido erdvé. Tuomet bet kuriems vektoriams u,v € V,
teisinga lygybe:

Flu+v,u+v)+ Flu—v,u—v)=2(F(u,u) + F(v,v)).
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Pastaba. Sia lygybe galima interpretuoti taip: lygiagretainio jstrizainiu ilgiu kvadraty
suma yra lygi lygiagretainio krastiniu ilgiu kvadratu sumai. Be to, Sia lygybe galime uzrasyti
ir taip: bet kuriems u,v € V, [|[u + v||? + |Ju — v||* = 2(||ul|* + ||v]]?).

Irodymas. F(u+v,u+v)+ F(u —v,u —v) = F(u,u) + F(u,v) + F(v,u) + F(v,v) +
F(u,u) — F(u,v) — F(v,u) + F(v,v) = 2F (u,u) + 2F (v,v). A

Teorema. Normuotoje tiesinéje erdvéje (V|| ||) galima apibrézti skaliarine daugyba F,
suderinta su normos funkcija || || tada ir tik tada, kai normos funkcija || || tenkina salyga:
bet kuriems u,v € V, ||u + v||* + |Ju — v||* = 2(]|ul|* + ||v]]?).

Irodymas. Sios teoremos irodymas pateikiamas skaitytojui kaip pratimas. Apibrézkime
atvaizdi F': V x V — R taip: bet kuriems u,v € V,

1
Fu,v) = 2 (|[u+ol* = [l — ).

Akivaizdu, kad kiekvienam u € V, F(u,u) = ||u|[*>. Taip pat akivaizdu, kad bet kuriems
u,v € V, F(u,v) = F(v,u). Irodykite, kad bet kuriems u, uy, us, v € V, a € R, teisingos
lygybeés:

1. F(uy + ug,v) = F(uy,v) + F(ug,v);

2. F(au,v) = aF(u,v).

Antraja lygybe pirmiausia irodykite tuo atveju, kai a yra sveikasis skai¢ius, o po to
irodykite, kai « yra racionalusis skai¢ius. Kadangi normos funkcija || || yra tolydi, tai tolydi
yra ir funkcija F. Vadinasi, jei funkcija F' tenkina antraja salyga, kai a yra racionalusis
skaiCius, tai ji tenkina antraja salyga ir tuo atveju, kai a yra realusis skaicius.

Apibrézimas. Euklido erdvés (V) F) vektorius u, kurio ilgis lygus 1, yra vadinamas
normuotu vektoriumi. Jei V > u # O, tai vektoriu u galime normuoti, padaugine ji i ||u||~!:
||u||~tu — normuotas vektorius.

2. 4. Sakykime, (V,F) — Euklido erdvé. Kadangi bet kuriems u,v € V, |F(u,v)| <

l|ul] - ||v]|, tai bet kuriems nenuliniams vektoriams u,v € V,
i< F(u,v) <1
[lull - [|v]]

Apibrézkime kampa ¢ (u, v) tarp vektoriu u ir v, kurio kosinusas yra lygus |F(“’”) Taigi bet

[ul[-]]v]]*
kuriems nenuliniams vektoriams u,v € V,

 Flu)
cos (e v) = Tl

Kampas 1 (u, v) tarp vektoriu u ir v, remiantis pastaraja lygybe, néra vienareiksmiskai apibré-
ztas. Susitarkime, kad ¥ (u,v) yra lygus maziausiai teigiamai reiksmei, tenkinanciai anks¢iau
uzrasyta lygti.

Apibrézimas. Euklido erdvés (V, F') nenuliniai vektoriai u ir v yra vadinami ortogona-
liais, jei F'(u,v) = 0. Jei vektoriai u ir v yra ortogonalus, tai yra raSoma u_lwv.
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2. 5. Lygiagretainio plotas. Taigi Euklido erdvéje apibréztos vektoriaus ilgio, ats-
tumo tarp vektoriu ir kampo tarp vektoriu savokos. Jei (V, F) yra n-maté Euklido erdvé, tai
galima apibrézti m-macius gretasienius ir tokiu figtiru turius. Pavyzdziui, jei Euklido erdves
(V, F') vektoriai u ir v yra tiesiskai nepriklausomi, tai figira {au + v | 0 < «, 5 < 1} gal-
ime pavadinti dvimaciu lygiagretainiu, uztemptu ant vektoriu w ir v. Apskai¢iuokime tokio
lygiagretainio plota. Kaip zinome, lygiagretainio plotas yra lygus kurios nors lygiagretainio
krastines ir lygiagretainio aukstinés i Sia krastine ilgiu sandaugai. Imkime lygiagretainio
krastine u. Tuomet lygiagretainio aukstinés i krastine u ilgis yra lygus ||v|| sin ¢ (u, v). Taigi
lygiagretainio plotas yra lygus [|u|| - ||v||sin(u,v). Patogu apskaic¢iuoti Sio lygiagretainio
ploto kvadrata:

(lull - [[o]] sin e (u, v))* = F(u, u) F(v,0)(1 = cos® ¢(u, v)) =

F(u,v)?

Fluw) 0. v)( = 5o S F o)

) = F(u,u)F(v,v) — F(u,v)%

Stai kokia idomi Kogi-Svarco-Buniakovskio nelygybés geometriné prasme! Dabar akivaizdu,
kad
F(u,w)F(v,v) — F(u,v)* >0,

kai vektoriai w ir v yra tiesiSskai nepriklausomi ir
F(u,u)F(v,v) — F(u,v)*> =0

tada ir tik tada, kai u ir v yra tiesiSkai priklausomi. Lygiagretainis, uztemptas ant vektoriu
yra "supliuskes” tada ir tik tada, kai vektoriai w ir v yra tiesiskai priklausomi. ” Supliuskusio”
lygiagretainio plotas yra lygus 0.

2. 6. Trimacio gretasienio turis. Idomu apskaic¢iuoti trimacio gretasienio, uztempto

ant triju Euklido erdvés (V| F') tiesiskai nepriklausomu vektoriu uq, ug, ug, turi. Isspreskime §i

uzdavini. Tokio gretasienio tiiris yra lygus gretasienio pagrindo ploto ir gretasienio aukstinés

i 8i pagrinda ilgio sandaugai. Gretasienio pagrindo, uztempto, pavyzdziui, ant vektoriu u; ir

us, ploto kvadratas yra lygus F(uy,uy)F(us,us) — F(u1,u2)?. Lieka apskaic¢iuoti gretasienio

aukstines i §j pagrinda ilgi. Gretasienio aukstiné h i §i pagrinda turi pavidala: h = uz—aju; —

asug, ag,ay € R. Koeficientai o ir ap — nezinomi. Kadangi h yra statmena (ortogonali)

pagrindui, tai F(h,u;) = 0, F(h,us) = 0. 1 Sias lygtis irase h israiska, gauname lygé¢iu
sistema:

{ F(us — aqu; — agug,uy) =0 (1)

F<U3 — 01U — OU9, ’LLQ) =0

Pertvarke Sia lygciu sistema, gauname:

alF(ul,ul)—i—agF(uQ,ul) ZF(U,g,U,l)
ole(ul,UQ) —f—OéQF("LLQ,UQ) =F

Sios lygéiu sistemos determinantas

F(u,uy) F(ug,u1)) B ,
det <F('LL1,’LL2) F(u2,U2) - F(UI’UI)F(u27u2) F(UI,UQ) > 0,
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kaip matome, yra nelygus nuliui. Vadinasi, Sia lygciu sistema galime iSspresti remdamiesi
Kramerio taisykle:

F(U3,U1) F(Ug,ul) F(ul,ul) F(u3,u1)
F(U3,UQ> F(UQ,UQ) F(ul,uz) F(U3,UQ)
ap = , Q2 = )
F(ul,ul) F(uz,ul) F(ul,ul) F(UQ,U1)
F(ul,u2) F(UQ,UQ) F(ul,u2) F(UQ,UQ)
arba
= F(U3, Ul)F(UQ,'LLQ) — F(U3, UQ)F('UQ,Ul)
F(ul,ul)F(UQ, Ug) — F(ul,u2)2
o — F(ug,up) Fuz, ug) — F(uy, uz) F'(us, ug)
2 — .

F(u,up) Fuz, ug) — F(ur, uz)?
Dabar galime apskaic¢iuoti aukstinés h ilgio kvadrata:
||h||2 = F(u3 — cquy — aoug, u3 — aqug — Qaug) =
= F(Ug, Ug) - ole(ul,u;;) - OéQF(?,l,Q,U,g).

Taip uzrasydami aukstinés h ilgio kvadrata pasinaudojome tuo, kad (aq, az) yra (1)-os lygéiu
sistemos sprendinys. Irase aq, as reikSmes i aukstinés h ilgio kvadrato israiska, gauname:

‘F(Ui’nul) F(uz,u1) F(ur,u1) F(us,ur)

F(us,u F(usg,u F(ui,u F(us,u

F(us,u3) — (g, uz) (12, o) F(ui,us) — (11, o) (1, u2) F(ug,us)
F(ul,ul) F(u2,u1) F(ul,ul) F(UQ,Ul)
F(Ul,UQ) F(UQ,UQ) F(ul,u2) F(UQ,UQ)

Subendravardikline §j reiskini ir padaugine i§ pagrindo ploto kvadrato, gauname gretasienio,
uztempto ant vektoriu uq, us, us, turio kvadrato israiska:

F(u17u1) F(Ul,UQ) F(Ul,Ug)
det F(UQ, ul) F(Ug, Ug) F(U,Q, Ug)
F(U3,U1) F(’U,3,’U,2) F(Ug,Ug)

2. 7. Panasiai butu galima pabandyti apskaic¢iuoti r-maciu gretasieniu, uztemptu ant
Euklido erdveés (V, F') tiesiskai nepriklausomu vektoriu uj,us,...,u, € V, r-maciu turiu
kvadratus. Tiesiogiai tai padaryti gana sudétinga. Bet galima tai ir visiskai kitaip padaryti.
Pavyzdziui, jei Euklido erdvés (V| F') vektoriai u;, ug, uz yra tarpusavy ortogonalus, tai
staciakampio gretasienio, uztempto ant vektoriu uy, us, us, tirio kvadratas yra lygus

(|| [uz][*[lus|® = F(ur,ua) F(us, uz) F(us, us).

Savaime suprantama, kad r-macio sta¢iakampio gretasienio, uztempto ant tarpusavy ortogo-
naliu vektoriu wq,uo,...,u, € V, r-macio tiurio kvadratas turétu buti apibréziamas taip:

| P[Juz? . fJurl® = F(ur, u) F(uz, us) ... F(ur,ur).
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Jei Euklido erdvés (V, F') vektoriai v, vs,...,v, € V néra tarpusavyje ortogonalus, tai egzis-
tuoja ortogonalizacijos algoritmas, kuriuo remiantis vektoriu Seima vy, vo,...,v, € V galima
pertvarkyti i tokia tarpusavyje ortogonaliu vektoriu Seima uq,uso,...,u, € V, kad r-maciu
gretasieniu, uztemptu tiek ant vektoriu vy, vs, ..., v, € V, tiek ant vektoriu u, uo,...,u, € V,
turiai yra lygus.

3. Ortogonalizacijos algoritmas. Ortonormuotos vektoriu Seimos

3. 1. Apibrézimas. Euklido erdveés (V, F') vektoriu Seima uq, usg, ..., u, yra vadinama
ortonormuota, jei F(u;,u;) = 6;5, 1 <1i,5 <r (d;; — Kronekerio simbolis).

Teiginys. Euklido erdvés (V, F') ortonormuota vektoriu Seima uq, usg, . . ., u, yra tiesiskai
nepriklausoma.

Irodymas. Sakykime, kad ajuy + asus + ... + a,u, = O. Skaliariskai padaugine Sios
lygybés abi puses is vektoriaus u;, 1 < 7 < r, gauname:

Flajus + agua + ...+ apup,uj) =a; =0, 1 <5 <r.

Taigi vektoriai uq, uo, ..., u, yra tiesiskai nepriklausomi. A

3. 2. Teorema (Ortogonalizacijos algoritmas (procesas)). Sakykime, (V,F)
— Euklido erdvé. Egzistuoja algoritmas, vadinamas ortogonalizacijos algoritmu (procesu),
kuriuo remiantis Euklido erdvés V' kiekviena tiesiSskai nepriklausomu vektoriu Seima vq, vs,
., Vs galima pertvarkyti i tokia ortonormuota vektoriu Seima wu, us, .. ., us, kad kiekvienam
J,1<j<s,
va —f—RUg—l—...—f—RUj :]Rul +RU2++RUJ

Pastaba. Rv; + Rovg + ... + Ru; — vektoriu vy, ve, ..., v; tiesinis apvalkalas. Kadangi
vektoriai vy, vs, ..., vs yra tiesiSkai nepriklausomi, tai kiekvienam r, 1 < r < s, poerdviu
Rov;, 1 < j < s, suma Rv; + Rwvy + ... + Ru, yra tiesioginé suma Rvy & Rvs @ ... ® Ru,.

Irodymas. Sia teorema irodysime matematinés indukcijos metodu.

Pirmiausia irodysime, kad tiesiskai nepriklausomus vektorius vy, vs, ..., vy galima pert-
varkyti i tokia tarpusavy ortogonaliu vektoriu Seima wy, ws, ..., ws, kad kiekvienam j,
1<j<s,

R’Ul +sz—|—...—|—RUj :Rwl +Rw2++ij

Po to vektorius wy, ws, ..., ws normuosime ir gausime ortonormuota vektoriu Seima
u; = ||w;||"'w;, tenkinanéia salygas, suformuluotas teoremoje.

Tegu wy = vy. Sakykime, ws = ajiw; + ve. Koeficientas a1 yra kol kas nezinomas.
Kiekvienam a1; € R, wy # O. Koeficienta a1 parinkime taip, kad ws butu ortogonalus
vektoriui wi. Tuo tikslu sudarome lygti:

F(allwl + Uz,wl) =0.

Kaip matome, lygtis a11 F'(wy,wy) + F (v, w1) = 0 yra iSsprendziama, nes, kadangi wy # O,
tai ir F'(wy,w;) # 0. Be to, akivaizdu, kad Rv; = Rwy, Ru; + Rvg = Rw; + Ruws.

246



Sakykime, kad jau radome tokius tarpusavy ortogonalius vektorius wi, wo, ..., w,, kad
kiekvienam j, 1 < j <r,

R’l}l —FR'UQ—F...—FRU]':R’UM —|—Rw2—|——l—Rw3

Jei r = s, tai teoremos irodymas baigtas. Jei r < s, tai, sakykime, w,y1 = o w; +
QroW2 + . .. + appwy + vpy1. Pastebésime, kad bet kuriems a1, g, ..oy € Ry wyyq # O.
Koeficientus a1, a9, ..., a,, parinksime taip, kad butu w,41 Lwy, wygp1 Lws, ..., Wrp Lw,.

Tuo tikslu sudarome lygciu sistema:

F(apw + appwe + ... + ppwy + vpy1,w1) =0
F(omwi + aowa + ... + pprwy + Upp1,w2) =0
F(arlwl + QroWa + ... + QppWy + Vrg1, wr) =0
Kadangi vektoriai wy, wo, ..., w, yra tarp saves ortogonalus, tai kairéje lyg¢iu sistemos

puséje skaliariskai sudaugine vektorius, gaunme:

ar F(wi,wr) + F(vpg1,w1) =0
aroF(wa, wa) + F(vpg1,w2) =0

O F(Wy, wy) + F(vpg1,w,) =0

-
Kai matome, §i lygéiu sistema yra iSsprendziama. Taigi vektorius wy41 = Y apjw; + vps1,
i=1
T ‘a
ortogonalus vektoriams w;, 1 < j <r, egzistuoja. Kadangi @ Rv,; = @ Rwj, tai akivaizdu,

i=1 i=1
r+1 r+1 r+1 r+1
kad wyy1 € @ Ru; ir v,41 € @ Rw;. Vadinasi, @ Rv; = @ Rw;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Taigi nurodéme, kaip duotus tiesiSkai nepriklausomus vektorius v;, 1 < j <, galima
pertvarkyti i tarpusavy ortogonaliu vektoriu seima wj;, 1 < j < s, tenkinancia salygas:

kiekvienam r, 1 <r < s,
T T
j=1 j=1

Normave vektorius wj, 1 < j < s, gausime ieSkoma ortonormuota vektoriu Seima u; =
Jwil|Trw;, 1< j < s. A

3. 3. Isvada. Kiekvienoje Euklido erdveéje egzistuoja ortonormuota bazeé.

Irodymas. Kuria nors Euklido erdves baze ortogonalizacijos algoritmu galime pert-
varkyti i Sios erdvés ortonormuota baze. A

Pratimas.
Sakykime, vy, vo, ..., vs — tieisiSkai nepriklausomi, o vy, vo, ..., vs, V41 — tiesiSkai

priklausomi Euklido erdvés (V, F') vektoriai. Irodykite, kad ortogonalizave vektorius vy, va,
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., Vg, Ust1, gausite tokia ortogonalia vektoriu Seima wy, wo, ... , ws, wsy1, kurios vektoriai
w; #0,1<7<s,0wsp1 =0.

3. 4. Ortogonaliy vektoriu Seimuy pavyzdziai.

1. Sakykime, kad (R",( , )) standartiné n-maté Euklido erdvé. Priminsime, kad
skaliariné daugyba Sioje erdvéje apibrézta taip:

<(Oél,062, <. ,Oén), (51;527 v 7ﬁn)> = Z@jﬁj;
j=1

(0[1,042, oo 7an)7 (617ﬁ27 oo 7671) € Rn'

Akivaizdu, kad Sios erdvés standartiné bazeé e, eo, .. ., e, yra ortonormuota. Priminsime,
kad e; = (6;1,6852,...,0jn), 1 <j <mn, ¢ia §;; - Kronekerio simbolis.

2. Sakykime, kad V' = RJt] visu polinomu su realiaisiais koeficientais tiesiné erdvée, o
skaliariné daugyba Sioje erdvéje apibrézta taip:

1

(f(t),9(t)) = /f(t)g(t)dt, f(t), 9(t) € R[E].

21
Lezandro polinomai P;(t), j > 0 yra apibréziami taip:

dJ

= %(R — 1), j >0, Py(t) =: 1.

P;(t)

Teiginys. Lezandro polinomai sudaro Euklido erdvés R[t] ortogonalia baze.

Irodymas. Lezandro polinomo P;(t) laipsnis yra lygus j, j > 0. Vadinasi, sie polinomai
sudaro tiesinés erdvés R[t] baze. Irodysime, kad bet kurie du skirtingi Lezandro polinomai
yra ortogonalts. Imkime P.(t) ir Ps(t), r # s. Sakykime, kad r < s. Tuomet

|
»—'\»—t
QL
S|
3
—~
~
N
—_
S—
3
QU
x| &
V)
—~
~
N
—_
N
V)
QL
~~

(P(8), Pu(t)) = / Py (8)P,(t)dt =

Integruokime dalimis:

1 1
dr ds dr ds—l
— -1 — 2 =1)%dt= | — (> -1)"d 2 —1)% =
/dt’"( ) dt5< ) /dt”( ) dtS*l( )
—1 —1

dr 9 ds—l
— Y 1 A
dt”( ) dts—l(




Isitikinkite, kad

Vadinasi,

1 1
dr ) ds 5 dr—i—l 5 ds—l 5
— (" —=1)"—(t* = 1)°dt = — t*—1)"—(t° — 1)°dt.
/ dtr( ) dts( ) / dt”‘l( ) dts—l( )
-1 1
Pakartoje integravima dalimis m kartu, gausime:

1 1

dr s 2 dr—i—m ) ds_m )

Sy - — 1)t = (—1)™ [ —— (2 —1)" 2 — 1)%dt.
[ @ = @ - v =y [ G -1y @ -
-1

tr dts

Jeim = s, tai

1 1
d’ 2 d’ 2 / 2 d’r’+s 2
— (" =1)" t*—1)%dt = (—1)° [ (t=—=1)° t“—1)"dt =0
[ G = - v = (1 [ -1 @ - =,
—1 —1

nes CZ;L (t2 —1)" = 0 ( 2 r laipsnio polinoma isdiferencijave r + s > 2r kartu, gauname 0).

Apskaiciuokite vektoriaus P,.(t) normos kvadrato

1
dT‘ T‘
— — 1 —1)"dt
(P, /tw )y )
—1

reikSme.

3. Sakykime, kad V' = R]t], o skaliariné daugyba Sioje erdvéje apibrézta taip:
)
(@9t = [ 1Oge e, Fie).9(0) € Rl

Ermito polinomai H,(t), j > 0, yra apibréziami taip:

. 2
jot2 diet

H;(t) =: (—1)e g

, 7 >0, Hg(t) =:1.

Ermito polinomo Hj(t) laipsnis yra lygus j, j > 0. Vadinasi, Ermito polinomai sudaro
tiesinés erdves R[t] baze. Kaip ir antrajame pavyzdyje galima irodyti, kad bet kurie du
skirtingi Ermito polinomai yra ortogonalis.
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Pratimas. [rodykite, kad Ermito polinomams H, ir F, r < s, teisinga lygybé:

2 2
r+s t2 d?“e—t t? dse_t

(HL (1), Ho (1)) = /(—1) e =0,

— 00

3. 5. Skaliariné daugyba F' tiesinéje erdvéje V' virs realiuju skaic¢iu kuno R, — tai dar
viena, — metriné, — struktira, apibrézta aibéje V ir suderinta su tiesinés erdveés struktiira,
apibrézta toje pacioje aibéje V. Todél svarbu apibrézti dvieju Euklido erdviu tapatumo
savoka, t. y. kaip suprasti skirtingai apibréztas Euklido erdves tu erdviu struktiiru pozitiriu
esancias vienodas.

Apibrézimas. Euklido erdves (V) F) ir (W,G) yra vadinamos izomorfinémis (arba
izometrinémis), jei egzistuoja bijekcija f : V' — W, tenkinanti salygas:
1. Atvaizdis f : V — W yra tiesinis, t. y. bet kuriems «, 5 € R, u,v € V, f(au+pv) =
af(u) + Bf(v);
2. Bet kuriems u,v € V, G(f(u), f(v)) = F(u,v).

Teorema. Euklido erdvés (V) F) ir (W, G) yra izomorfinés tada ir tik tada, kai tiesiniu
erdviu V' ir W dimensijos dimp V' ir dimp W yra lygios.

Irodymas. Jei Euklido erdvés (V, F) ir (W, G) yra izomorfinés, tai egzistuoja tiesiné
bijekcija f: V — W. Vadinasi, dimp V' = dimp W.

Tarkime, kad (V, F) ir (W, G) yra Euklido erdvés ir dimp V' = dimg W = n. Irodysime,
kad Euklido erdvés (V, F') ir (W, G) yra izomorfinés.

Issirinkime Euklido erdviu (V| F') ir (W, G) ortonormuotas bazes atitinkamai vy, va, ...,
Uy it wy, wo, ..., wy. Tuomet tiesinis atvaizdis f : V — W, f(v;) = w;, 1 < j < n, yra
tiesiné bijekcija. Isitikinsime, kad bet kuriems uq,us € V, teisinga lygybé: G(f(u1), f(uz)) =
F (Ul, Ug).

Sakykime, u; = Z Q;vj, Uy = Z Bjvj. Tuomet
7j=1 j=1

u17u2 E QU E BJU]

YD iBiFwivy) =Y ) aifidiy =Y af;.
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Kita vertus,

G(f(w), f Zazvz Zﬁjvj Z@zf v;) Z f( J)) =

ZzaiﬁjG(wi’wj Zzazﬁj ij = Zajﬁj

i=1 j=1 i=1 j=1
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Kaip matome, bet kuriems uy,us € V, teisinga lygybé: G(f(u1), f(u2)) = F(u1,ue). Taigi
Euklido erdvés (V, F') ir (W, G) yra izomorfinés. A

3. 6. Sakykime, (V, F') yra Euklido erdvé, L — tiesinés erdvés V poerdvis. Apibrézkime
poaibi L+, sudaryta is tiesinés erdvés V visu tokiu vektoriu, kuriy kiekvienas yra ortogonalus
kiekvienam poerdvio L vektoriui. Matematiniais zymeéjimais:

Lt ={uecV|F(ul) =0, l €L}

Teiginys. Jei L yra Euklido erdvés (V, F) tiesinis poerdvis, tai L+ taip pat yra tiesinés
erdves V tiesinis poerdvis.

Irodymas. Sakykime, u,us € L+, t. y. u; LL, us LL ir aq, as € R. Tuomet kiekvienam
lel,
F(a1u1 + QoU9, l) = alF(ul, l) + OéQF(UQ, l) =0.

Vadinasi, jei a1, 0 € R, up,us € L*, tai ir aju; + asus € L, t. y. LT yra tiesines erdvés
V' tiesinis poerdvis. A

Teiginys. Jei L yra Euklido erdvés (V, F) tiesinis poerdvis, tai V = L @ L*.

Irodymas. Sakykime, kad wq, us, ..., u, — ortonormuota tiesinio poerdvio L bazé, o
UL, U, ..., Up, V], V), ..., UL — tiesinés erdvés V bazé. Remiantis ortogonalizacijos algoritmu,
tiesinés erdvés V' baze ui, ug, ..., Uy, v}, V5, ..., v, galima pertvarkyti i ortonormuota baze
UL, U2, .., Up, U1, Va2, ..., Vs. Akivaizdu, kad vy, va, ..., vy € L*. Taigi V = L + L*. Bet
LN Lt ={0}. Is tikruju: jei w € LN LY, tai wlw arba F(w,w) =0, t. y. w = O. Taigi
V=LaL- A

Euklido erdvés (V, F) poerdviu L ir L' tiesiogine suma L @ L+ biitu galima pavad-
inti poerdviu L ir L+ ortogonaliaja suma todeél, kad kiekvienas poerdvio L vektorius yra
ortogonalus kiekvienam poerdvio L+ vektoriui.

4. Daugiamaciu gretasieniy turiai

4. 1. Dabar aptarsime r-maciu gretasieniu turiu formules.

Apibrézimas. Sakykime, (V, F') — Euklido erdveé, vy, va, ..., v, — Sios erdvés vektoriu
Seima. Matrica

F(vy,v1) F(vi,ve) ... F(v,v,)
F(vy,v1) F(vg,va) ... F(vg,v
G(v1,v2,...,0,) =: ( ) (v2, v2) ( )
F(vpyv1) F(up,va) ... F(op,v.)
yra vadinama vektoriu Seimos vy, vs, ..., v, Gramo matrica, o Sios matricos determinan-
tas det G(vy,va,...,0,) = det(F(vi,vj))ijl — vektoriu Seimos v1, v, ..., v, Gramo de-
terminantu. Vektoriu Seimos vy, vg, ..., v, Gramo matrica gali buti uzrasoma ir taip:

(£ (v, Uj))g,j:r
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Teiginys. Jei Euklido erdvés (V, F) vektoriai uj, 1 < j < r, yra tiesiskai iSreiskiami

T
vektoriais v;, 1 < j < 7, t. y. uj = D QjmUm, 1 < j < r, tai det G(uq,ug,...,u,) =
m=1
(det(cvij); j—1)? det G(v1, v, ..., vp).
T
Irodymas. Jei u; = > ajmUm, 1 < j < r, tal iSsiaiskinkime, kaip yra susiejusios
m=1

vektoriuy Seimu uj, 1 < j <7, ir v;, 1 <j <r, Gramo matricos. Taigi

G(ur,ug, ... up) = (F(ui,ug))i jo1 =

T T

= (F(Z i1, Z O‘jmvm)):,jzl) = (Z Z ailo‘ij(UlaUm))zr,j:r
=1 m=1

=1 m=1

Remdamiesi pastaraja lygybe, matome: jei pazymetume matricas (av;)f ;—1, (F/(wi,u;)); ;=
ir (F(vi,v;)); j=1 raidémis T', G’ ir G, tai galétume parasyti: G' = TGT". Kadangi det G’ =
det G(uy,us,...,u.), det G = det G(vy,va, ..., v,), tai

det G(uy,us, ..., u,) = det TG(vy,va, ..., v,) det T* = (det T)? det G(vy,va, . .., v,).2A

Teiginys. Sakykime, wuy, ug, ..., u,, — Euklido erdvés (V, F') vektoriu Seima, gauta
ortogonalizavus tiesiSkai nepriklausomu vektoriu Seima vq, vs, ..., v,.. Tuomet

det G(v1,va,...,v.) = det G(ug, ug, ..., up) = HF(uj,uj).
j=1

Irodymas. Ortogonalizuojant vektoriu Seima vy, ve, ... , v, ortogonalizuotos vektoriu
Seimos vektoriai u;, 1 < j < r, kaip matéme, yra iSreiSkiami taip: kiekvienam j, 1 < j <,

Uj = j—11U1 +Qj—12U2 + ...+ Q51 j-1Uj—1 + Vj, Qup € R, 1<Im<r—1.
Koeficientas agg = 0. Kadangi kiekvinam j, 1 <7 <,
R’Ul —f-RUg—l—...—f—Rl}j :]Rul +RUQ++RU],

tai vektoriai u;, 1 < j < r, yra iSreiSkiami vektoriais v;, 1 < j < r, taip: kiekvienam j,
1<j<r,

uj = Fj_11v1 + Bij—12v2 + ...+ Bj_1j-10j-1 + V5, Bm €ER, 1 <Iim <r— 1.

Koeficientas Gy = 0.

Kaip matome, peréjimo matrica is vektoriu Seimos vy, vo, ... , v,, i ortogonalia vektoriu
Seima u1, Ug, ..., Uy, yra
1 0 0 ... 0
P11 1 0 0
B21 B22 1 0
67“—11 ﬁr—lQ Br—13 s 1
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Kadangi Sios matricos determinantas yra lygus 1, tai

det G(vy,va,...,v,) =det G(uy,ug,...,u.) = HF(uj,uj).A

j=1

4. 2. Isvada. Sakykime, (V, F') — Euklido erdvé, vy, va, ..., v, € V, — tiesiskai nepriklau-
somi vektoriai, 1 < r < dimp V. Tuomet det G(v1,vz,...,v,) > 0. det G(vy,vz,...,v,) =0
tada ir tik tada, kai vektoriai vy, vs, ..., v, € V yra tiesiskai priklausomi.

Irodymas. Jei Euklido erdveés (V| F') vektoriai vy, v, ..., v, € V, yra tiesiSkai nepriklau-
somi, tai Siuos vektorius ortogonalizave, gauname ortogonalia tiesiSkai nepriklausoma vektoriu
seima ui, Uo, ..., U,. Taigl

det G(vy,va,...,v,.) = det G(uy,ug, ..., u.) = H F(uj,uj) > 0.

Jj=1

T ~
det G(v1,ve,...,v,) = 0 tada ir tik tada, kai [[ F(u;,u;) = 0. Si sandauga yra lygi nuliui
j=1
tada ir tik tada, kai egzistuoja toks jo, 1 < jo < r, kad F(uj,,u;,) =0, t. y. tada ir tik tada,
kai uj, = O. Jei uj, = O, tai vektoriai vy, va, ..., vj, yra tiesiSkai priklausomi, nes, kaip
zinome,
va —|—R’02+...+R’Uj0 :Rul +RU2+...+RUjO =
= Rul +RU2 + e +Rujo—1 = R'Ul —|—RU2 + e +Rvj0_1.
Vadinasi, ir vektoriai vy, vg, ..., v, € V yra tiesiSkai priklausmi. A

4. 3. Dabar galime pateikti dar viena Kogi-Buniakovskio-Svarco nelygybés jrodyma,
kaip ka tik irodytos iSvados atskira atveji.

Teiginys. Tarkime, (V, F) — Euklido erdvé. Tuomet bet kuriems u,v € V, F(u,v)? <
F(u,u)F(v,v) ir F(u,v)? = F(u,u)F(v,v) tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesiskai
priklausomi.

Irodymas. Jei u = O, tai abi nelygybés pusés yra lygios nuliui, o vektoriai w ir v

tiesiskai priklausomi. Sakykime, u # O. Ortogonalizave vektorius u, v, tarkime, gauname
vektorius u = v/ ir v’. Tuomet

F,u) F',v) roor I
det(F(v’,u’) P v') Fu',u")F(v',v") >0,
nes F(u',v') = 0 (vektoriai u' ir v/ — ortogonalis). Taigi F(u,u)F(v,v) — F(u,v)? > 0.
F(u,u)F(v,v)—F(u,v)? = 0 tada ir tik tada, kai F(u’,v')F(v',v") = 0. Kadangi u = u’ # O,
tai F'(v/,0") =0, t. y. v/ = O. Bet v = O tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesiskai
priklausomi. A
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4. 4. r-matis gretasienis. r-macio gretasienio r-macio tirio kvadratas.

Sakykime, (V, F') — Euklido erdveé, vy, va, ..., v, € V — tiesiskai nepriklausomi vektoriai.
Apibrézimas. Aibé {ajv; + agve + ...+ v, |0 < ; <1, 1 <i <r} yra vadinama
r-maciu gretasieniu, uztemptu ant vektoriu vy, va, ..., v, € V ir zymima [v1,va, ..., v,]. Sio
gretasienio r-macio turio kvadratu yra vadinama vektoriu Seimos vy, vs, ..., v,, Gramo deter-
minanto det G(vy,va,...,v,) reikémé. Gretasienio [v1,vs,...,v,] turi sutarkime Zymeésime
vol[vy, vg, ..., v
Pastaba. Tarkime, €4, €9, ..., e, — Euklido erdveés (V, F’) ortonormuota bazé. Sakykime,
kad
V1 = 1161 + 19€2 + ...+ apen
Vo = (21€1 + Qo162 + ...+ Qo€
Up = Qplel + ap2es + ...+ appeéy

Irodysime, kad

vol[vy, va, ..., v,] = | det(aj)i =1 |-
Tari vollvy, ve, ..., v,] galime apskaiciuoti remdamiesi n-lypiais integralais. Kadangi

[U17v27"'7vn]:{61U1+'--+ann|1§5j§17 ]-SJSTL}:

=X Biaper+. .+ Bajmen | 1< 6 <1, 1< j <n},

Jj=1 Jj=1

tai
vol[vy, va, ..., v,] = /// dty...dt, =
t1=B1a11+..-+Bnani
tn=B101p+ - +Bncnn
0<fF1<1:....0<Bn <1
1 1 B
D(t, ...,
= dﬁl dﬁ —
/ /‘Dﬁlw";ﬁn) "
0 0
1 1
= [ [ 1dettasy)tmaldBy .48, = |det(as)y |
0 0
Gretasienio [v1,va, ..., v,] turi vollvy, ve, ..., v,] dabar apskai¢iuosome kitu budu. Gal-

ime parasyti lygybe:
(vol[vy,va,...,v,])? = det G(vy,va,...,0,) =

= (det(aij)zjzl)zG(el, ceyEp) = (det(aij)ﬁjzl)?

Vadinasi,

vol[vy, v, ..., vp] = [det(aijz); 1 ]-
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5. Unitariosios erdvés

5. 1. Sakykime, kad V — tiesiné erdveé vir§ kompleksiniu skai¢iu kuno C.

Apibrézimas. Atvaizdis F : V x V — C yra vadinamas Ermito forma, apibrézta
tiesinéje erdvéje V, jei bet kuriems x, x1,x2,y € V, aq,as € C,

1. F(z,y) = F(y,r);
2. F(anzy + asxe,y) = a1 F(z1,y) + aoF (22, y).

Kaip matome, Ermito forma F', apibrézta tiesinéje erdvéje V', esant fiksuotam antrajam
argumentui, yra tiesiné pagal pirmaji argumenta. Irodysime, kad F', esant fiksuotam pirma-
jam argumentui, yra taip vadinama pusiautiesiné pagal antraji argumenta. Ermito forma
daznai yra vadinama pusantrakart tiesine.

Teiginys. Jei F': V x V — R yra Ermito forma, tai F', esant fiksuotam pirmajam argu-
mentui, yra pusiautiesiné pagal antraji argumenta, t. y. bet kuriems ay, a0 € C, x,y1,y2 € V,

F(z,a1y1 + aoy2) = ar F(z,y1) + oo F(x, y2).

Irodymas.

F(z,a1y1 + agys) = F(a1y1 + aeya, ) = o F(y1,z) + e F(y2, x) =

= a1 F(y1, ) + aaF(y2, 7) == a1 F'(y1,7) + a2 F (y2, ) =
Apibrézimas. Ermito forma F tiesinéeje erdvéje V yra vadinama teigiamai apibrézta,
jei kiekvienam z € V, F(x,z) > 0 ir F(x,z) = 0 tada ir tik tada, kai z = O.

Apibrézimas. Teigiamai apibrézta Ermito forma F' tiesinéje erdvéje V' yra vadinama
skaliarine daugyba, apibrézta tiesin¢je erdveje V.

5. 2. Apibrézimas. Jei tiesinéje erdveje V' yra apibrézta skaliariné daugyba F', tai
tiesine erdve V skaliarinés daugybos F' atzvilgiu yra vadinama unitariaja erdve ir yra zymima
(V. F).

Pastaba. Dazniausiai skaliariné daugyba unitarijoje (ar tiesinéje) erdvéje V yra zymima
(, ). Mes skaliarine daugyba unitariojoje erdvéje V' zZymésime tiek raide F' ar dar kuria nors
kita raide, tiek ir simboliu ( , ).

Standartinés unitariosios erdvés pavyzdys.

Nagrinékime tiesine erdve
C"={(a1, ag, ..., ap) | a; € C, 1 < j <n}.
Apibrézkime Sioje erdvéje skaliarine daugyba
(,):C"xC"—=C
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taip: bet kuriems (a1, ag, ..., ay), (81, B2, ..., Bn) € C",

<(Cl/1, Qg, ..., an)u(ﬁla B27 R Bn)> :OélBl +a262++an3n

Isitikinkite, kad §is atvaizdis i$ tikruju yra skaliariné daugyba tiesinéje erdvéje C™. Unitariaja
erdve (C", (, )) vadinsime n-mate standartine unitariaja erdve.

5. 3. Teiginys. Tegu (V,(, )) unitarioji erdvé. Kaip ir Euklido erdves atveju yra
teisinga Svarco-Kosi-Buniakovskio nelygybé: bet kuriems u,v € V,

[u, v)* < (u,u) (v, v).

Irodymas. Kadangi Ermito forma (, ) teigiamai apibrézta, tai bet kuriems u,v € V,
A € C teisinga nelygybé:
(u— Av,u — Av) > 0.

Sia nelygybe galime perradyti taip:

(u, u) — Mov,u) — Mu,v) + A\ (v, v) > 0. (1)
Svarco-Kosi-Buniakovskio nelygybé tuo atveju, kai v = Oy, akivaizdi. Galime tarti, kad
v # Oy . | pirmaja lygybe vietoje A irase %, gauname:

oy 00 @) | ) )

(v, v) (v, v) (v,v)? -

Pertvarke Sia nelygybe, gauname:

(u, u)(v,v) — [{(u,v)]* > 0. A

5. 4. Kaip ir Euklido erdvés atveju unitariojoje erdvéje galime apibrézti normos funkcija:

|| ||2V—>R+7 ||u||: v(U,U), uelV.

Kaip ir Euklido erdveés atveju normos funkcija turi savybes: bet kuriems u,v € V, a € C,
L ||oul] = |af - [|ull;
2. Ju+of| < Jul] + |oll;
3. |lul| =0, ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = Oy.

Kampo tarp unitariosios erdveés vektoriu apibrézti negalime, nes skaliariné daugyba uni-
tariojoje erdvéje igyja reikSmes kompleksiniu skaiciu aibéje. Bet galima apibreézti ortogo-
nalumo savoka.

Apibrézimas. Unitariosios erdvés V vektoriai w ir v yra vadinami ortogonaliais, jei
(u,v) = 0.

Apibrézimas. Unitariosios erdvés V vektoriu Seima uy, us, ..., u, yra vadinama
ortonormuota, jei (u;,u;) = d;5, 1 < 1,5 <r, ¢ia §;; — Kronekerio simbolis.
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Teiginys. Unitariosios erdves V ortonormuota vektoriu Seima uy, us, . . ., u, yra tiesiskai
nepriklausoma.

Irodymas. Sio teiginio irodymas toks pat, kaip ir Euklido erdvés atveju.

5. 5. Teorema (Ortogonalizacijos algoritmas). Sakykime, (V,(, )) — unitari-
oji erdvé. Egzistuoja algoritmas, vadinamas ortogonalizacijos algoritmu (procesu), kuriuo
kiekviena unitariosios erdveés V' tiesisSkai nepriklausomu vektoriu Seima vy, vo, ..., vs galima
pertvarkyti i tokia ortonormuota vektoriu Seima uq, us, ..., us, kad kiekvienam 5, 1 < 5 < s,

(Cvl—l—(Cvg—f—...—f—Cvj:Cu1+Cu2+...+Cuj.

Irodymas. Sios teoremos irodymas visiskai toks pat, kaip ir Euklido erdvés atveju.
Isvada. Kiekvienoje unitarioje erdvéje egzistuoja ortonormuota bazé.

5. 6. Apibrézimas. Unitariosios erdvés (V, F) ir (W, G) yra vadinamos izomorfinémis
(arba izometrinémis), jei egzistuoja bijekcija f : V' — W, tenkinanti salygas:
1. Atvaizdis f : V — W yra tiesinis, t. y. bet kuriems «, 5 € C, u,v € V, f(au+pv) =
af(u) + Bf(v);
2. Bet kuriems u,v € V, G(f(u), f(v)) = F(u,v).

Teorema. Unitariosios erdvés (V, F) ir (W, G) yra izomorfinés tada ir tik tada, kai
tiesiniu erdviu V' ir W dimensijos dimg V ir dimg W yra lygios.

Irodymas. Jei unitariosios erdves (V, F') ir (W, G) yra izomorfinés, tai egzistuoja tiesiné
bijekcija f : V' — W. Vadinasi, dimg V' = dim¢ W.

Tarkime, kad (V; F') ir (W, G) yra unitariosios erdvés ir dimg V' = dimg W = n. Irody-
sime, kad unitariosios erdveés (V| F') ir (W, G) yra izomorfinés.

I8sirinkime unitariuju erdviu (V, F) ir (W, G) ortonormuotas bazes vi, va, ..., v, ir wy,
w2, ..., wy. Tuomet tiesinis atvaizdis f : V — W, f(v;) = w;, 1 < j < n, yra tiesiné bijekcija.
Isitikinsime, kad bet kuriems uq,us € V, teisinga lygybé: G(f(u1), f(u2)) = F(u1,uz).

n
Sakykime, uq = ) a;v;, us = Y B;v;. Tuomet
= =1

F Ul,UQ Za UzyZﬁJvJ
YD aiBiF(viv) =YY iy =) a;B;.
j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Kita vertus,

G(f(ul)v f Za Uz Zﬁ]vj Zazf Uz Z f(v])) =
j=1
ZzaiBjG(wiawj Zzazﬁj ij = Zajﬁj

i=1 j=1 i=1 j=1
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Kaip matome, bet kuriems uy,us € V, teisinga lygybé: G(f(u1), f(u2)) = F(u1,ue). Taigi
unitariosios erdves (V, F) ir (W, Q) yra izomorfinés. A

Isvada. Kiekviena n-maté unitarioji erdvé V' yra izomorfiné (izometriné) standartinei
unitariajai erdvei (C", (, )).

Irodymas. Tarkime, vy, v, ..., v, — unitariosios erdves V ortonormuota baze, e, e,
.., en, — standartinés unitariosios erdvés (C", (, )) standartiné ortonormuotoji bazé. Tuomet
apibrézkime tiesini atvaizdi

Vou=aoav +avs+...+apv, — (a1, ag, ..., ay) € C".

Akivaizdu, kad Sis atvaizdis yra nagrinéjamu unitariyju erdviu izomorfizmas. A

5. 7. Sakykime, (V,(, )) yra unitarioji erdvé, L — tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis.
Apibrézkime poaibi L+, sudaryta i$ tiesinés erdves V' visu tokiu vektoriu, kuriu kiekvienas
yra ortogonalus kiekvienam poerdvio L vektoriui. Matematiniais zymeéjimais:

Lt = {ueV|F(ul)=0, l€L}.

Teiginys. Jei L yra unitariosios erdvés (V, (, )) tiesinis poerdvis, tai L' taip pat yra
tiesines erdves V tiesinis poerdvis.

Irodymas. Sio teiginio irodymas toks pat, kaip ir Euklido erdvés atveju.

Apibrézimas. Sakykime, (V, F') — unitarioji erdvé, vy, va, ... , v, — §ios erdves vektoriu
Seima. Matrica

F(vy,v1) F(vy,ve) ... F(vy,v,)

Gloy, va, .00 = F(va,v1) F(vg,va) ... F(vg,v,)

F(vp,v1) F(up,va) ... F(op,v.)
yra vadinama vektoriu Seimos vy, vg, ..., v, Gramo matrica, o Sios matricos determinantas
det G(vy,va,...,0,) = det(F(vi,vj));“’jzl — vektoriu $eimos v, va, ..., v, Gramo determi-

nantu.
Teiginys. Sakykime, unitariosios erdvés (V, F') vektoriai u;, 1 < j < r, yra tiesiskai

™
isreiskiami vektoriais v;, 1 < j <7, t. y. uj = Y ajmUm, 1 < j <r. Tuomet
m=1

det G(uy,ug,...,u.) = | det(aij)zjzllz det G(vy,va,...,0.).

T
Irodymas. Jei uj = > ojmum, 1 < j < r, tai iSsiaiskinkime, kaip yra susiejusios
m=1
vektoriuy Seimu uj, 1 < j <r,ir v;, 1 < j <r, Gramo matricos. Taigi

G(ui,ug, ... up) = (Fug,ug))i jo1 =
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T T

= (F(Z R Z UjmUm))j j=1 = (Z Z it O F' (01, 0m) )i j=1-
=1 m=1

I=1 m=1

Remdamiesi pastaraja lygybe, matome: jei pazymétume matricas (cv;); 1, (F(wi,u;))i =4
ir (F(vi,v;)); j=; raidémis T', G" ir G, tai galétume parasSyti: G' = TGT?, ¢ia T — matrica,
sudaryta is matricos T elementams kompleksiskai sujungtiniu elementu. Kadangi det G’ =
det G(uy,ug,...,u,), det G = det G(vy,ve, ..., v, ), tai

det G(uy,us, ..., u,) = det Tdet G(vy,va, ..., v, )det Tt = | det T|* det G(vy,vo, ..., v,).

Teiginys. Sakykime, uq, ug, ..., u,, — unitariosios erdvés (V, F') vektoriu Seima, gauta
ortogonalizavus tiesiSkai nepriklausomu vektoriu Seima vy, vs, ..., v,.. Tuomet

det G(v1,va,...,v.) = det G(ug, ug, ..., up) = H F(uj,u;).

Jj=1

Irodymas. Irodymas toks pat, kaip ir Euklido erdviu atveju.
Apibrézimas. Matrica A € M,,(C) yra vadinama Ermito, jei A = A’.

Apibrézimas. Ermito matrica A € M,(C) yra vadinama teigiamai apibrézta, jei

kiekvienam o = (aq, ag, ..., a,) € C", a # O, aAa’ > 0.
Pratimas. Irodykite, kad unitariosios erdvés V kiekvienai tiesiskai nepriklausomai
vektoriu Seimai vy, vs, ..., v, Gramo matrica
F(vy,v1) F(vy,v2) ... F(v1,v,)
Glor, v, vp) = F(vy,v1) F(vg,v3) ... F(va,v,)
F(v.,v1) F(uv.,ve) ... F(ve,v,)

yra teigiamai apibrézta Ermito matrica.

6. Unitarieji atvaizdziai
6. 1. Sakykime, (V, (, )) — unitarioji erdve, f : V — V — tiesinis atvaizdis.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra vadinamas unitariuoju, jei bet kuriems

Uy, U2 € V7 <f(u1)7 f(U2)> = <’LL1,’LL2>.
Pirmiausia irodysime keleta paprastu unitariojo atvaizdzio savybiu.
Teiginys. Unitarusis atvaizdis f : V' — V yra bijektyvus.

Irodymas. Tarkime, kad u € Ker f. Tuomet (u,u) = (f(u), f(u)) = (Oy,Oy) = 0.
Vadinasi, v — nulinis vektorius, kitaip tariant Ker f = {Oy}. Remdamiesi lygybe

dimgKer f + dimgcIm(f) = dimgV,
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gauname dimg I'm(f) = dimg V. Taigi unitarusis atvaizdis f yra bijektyvus. A

6. 2. Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — V, ¢ia V — unitari erdvé, yra unitarus tada
ir tik tada, kai unitarios erdvés V' ortonormuotos bazés vaizdas yra ortonornuota baze.

Irodymas. Tegu f : V — V yra unitarus atvaizdis, o ey, es, ..., e, — unitarios erdves
V' ortonormuota bazé. Tuomet bet kuriems i, 5, 1 <1i,5 < n,
(f(ei), f(ej)) = (e, €5) = bij. (1)

Cia 0i; yra Kronekerio simbolis. Priminsime, kad
5ii — 1, jeii=j,
970, jeii#j

Remdamiesi (1) lygybe, matome, kad unitarios erdvés ortonormuotos bazés ey, ea, ..., e,
vaizdas f(e1), f(ez2), ..., f(e,) yra ortonormuota bazeé.

Tegu f: V — V yra toks tiesinis atvaizdis, kad unitarios erdvés V' ortonormuotos bazés
e1, €, ..., ey vaizdas f(e1), f(ez2), ..., f(en) yra ortonormuota bazé, t. y. bet kuriems 4, j,
1 < Z?] < n,

(ei,e5) = (f(ei), f(ef)) = diy-

Irodysime, kad bet kuriems vektoriams w1, us € V teisinga lygybeé:

(f(u1), f(u2)) = (u1,uz).

Vektorius uq,us € V iSreiske unitarios erdvés V' bazés vektoriais eq, eo, ..., e,

n n
up = E Qrer, Uy = E Bses,
r=1 s=1

gauname

<f<ul)7f(u2)> = <Z arf(er)a Zﬁsf(es» = Z ar55<f(er)7 f(es)> =

r,s=1

— Z . fsler, es) = (Z arer,ZﬁseS> = (u1, us).
r=1 s=1

r,s=1
Kaip matome, f yra unitarus atvaizdis. A

Teiginys. Visi unitarieji atvaizdziai f : V — V atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu
sudaro grupe, kuri yra vadinama unitariaja ir yra zymima U (V).

Irodymas. Pirmiausia isitikinsime, kad unitariu atvaizdziu kompozicija yra unitarus
atvaizdis. Sakykime f, g — unitarus atvaizdziai. Tuomet bet kuriems uy,us € V,

((fog)(u1), (f 0 g)(u2)) = ((f(g(u1)), (f(g(u2))) =
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(9(u1), g(u2)) = (u1,ug).

Kaip matome, f o g yra unitarus atvaizdis. Taigi visu unitariu atvaizdziu aibé U(V) yra
stabili unitariu atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu. Dabar isitikinsime, kad unitariu atvaizdziu
kompozicijos désnis tenkina grupés apibrézimo aksiomas.

1. Atvaizdziu kompozicija yra asociatyvus kompozicijos désnis;

2. Tapatusis atvaizdis id : V' — V akivaizdziai yra unitarus atvaizdis;

3. Kiekvienam unitariajam atvaizdziui f € U(V) egzistuoja atvirkstinis atvaizdis f~1,
nes, kaip anksciau isitikinome, kiekvienas unitarusis atvaizdis yra bijektyvus. Lieka isitikinti,
kad f~! yra unitarus atvaizdis.

Sakykime, u,us € V. Tuomet

(u,ug) = ((f o f~ ) (1), (f o f7 1) (u2)) =
= (f(f M w)), F(F N (u2))) = (f " (ua), £~ (u2)).

Remdamiesi $ia lygybe, matome, kad f~! yra unitarus atvaizdis. Taigi irodéme, kad U (V)
yra grupé. A

6. 3. Apibrézimas. Matrica A € M, (C) yra vadinama unitariaja, jei AA" = 1,.
Bruksnelis vir§ matricos A Zymi, kad matricos A kiekvienas koeficientas yra pakeic¢iamas
kompleksiniu sujungtiniu skaic¢iumi.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — V, ¢ia V — unitari erdvé, yra unitarus tada tik
tada, kai jo matrica unitarios erdvés V' ortonormuotoje bazéje yra unitari.

Irodymas. Sakykime, f : V — V — unitarus atvaizdis, ey, es,...,e, yra unitarios

erdves V ortonormuota bazé. Sakykime, unitaraus atvaizdzio matrica tiesinés erdves V bazéje
n . n . . .

€1, €2, ... 6n yra (qg;)ii—q, by fle)) = D25 asjej, 1 < i < n. Kadangi f unitarus

atvaizdis, tai bet kuriems r,s, 1 <r,s <n,

(fer), fes)) = (er,es) = dps.

Cia 0, yra Kronekerio simbolis. I lygybe (f(e,), f(es)) = 6,5, 1 < 7,5 < n, irade vektoriu
f(e), 1 < i < n, israiskas bazés eq, eq, ..., e, vektoriais

n
flei) = Zaijeja 1 <i<n,
=1

gauname:

n n n n
<Z Qrji€j, Z asmem> - Zarj Z C_Ysm<ej7 em> =
j=1 m=1 j=1 m=1

n n
= 5 a'r’j@sméj,m = E Oérj@sj = 51"57 1< r,s < n.
Jym=1 Jj=1
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n

" —1, remdamiesi lygybémis

Pazyméje A = (o)
n

Zarj@sj = 57‘57 1< r,s <n,
j=1

matome, kad AA? = 1,,. Taigi irodéme, kad unitaraus atvaizdzio f matrica A unitarios erdvés
V' ortonormuotoje bazéje yra unitari.

Dabar sakykime, kad tiesinio atvaizdzio f : V' — V matrica A = (aij);fszl unitarios
erdves V ortonormuotoje bazéje e, es,. .., e, yra unitari. Irodysime, kad tiesinis atvaizdis f
yra unitarus. Galime paraSyti lygybes:

n n
- ~ ~
1, = AA" — 6,5 = E QrjQgj = § O jQsmOj,m =
j=1

j,m=1
n n n n
Zam Z asm<eja em) = <Z Qrji€j, Z asm€m> <f(er)a f(es)>7 1<rs<n
J=1 m=1 j=1 m=1

Kaip matome,
<f(€7’)7 f(es)> = <er7€s> = 6rsa 1<rs<n,

t. y. ortonormuotos bazés ej, e, ..., e, vaizdas f(ey), f(e2), ..., f(e,) yra ortonormuota
bazé. Remdamiesi teginiu [6. 2.], gauname, kad f yra unitarus atvaizdis. A

6. 4. Nagrinékime standartine n-mate unitariaja erdve (C", (, )). Priminsime, kad
n
(o1, 00,0 0m), (B1, Bas -, Bn)) = Y a3
j=1

Sios erdvés standartiné bazé e; = (d,1,9;2,...,0;,), ¢ia §;; — Kronekerio simbolis, yra ortonor-
muota. Kiekvienam unitariam atvaizdziui f : C" — C" tiesinés erdveés standartinéje ortonor-

muotoje bazéje vienareiksmiskai yra priskiriama unitari matrica A = (;)75_1,

f(el) = Zaijej, 1 S ) S n.

Jj=1

Pazymeéje visu n-tos eilés unitariuju matricu aibe U(n), galime nagrinéti atvaizdi F : U(C") —
U(n), F(f) = A, A — unitariojo atvaizdzio f matrica tiesinés erdvés C" standartinéje bazéje.
Atvaizdis F' yra bijektyvus.

Teiginys. Visu n-tos eilés unitariuju matricu aibé U(n) matricu daugybos atzvilgiu yra
grupe.

Irodymas. Pirmiausia isitikinsime, kad aibé U(n) yra stabili matricu daugybos atzvil-
giu. Jei A, B € U(n), tai AA* = 1,, BB' = 1,. Tuomet

(—t

(AB)(AB) = (AB)B'A! = A(BBY)A! = A1, A! = AA! = 1,

262



t. y. AB yra unitari matrica.
Isitikinsime, kad U(n) matricu daugybos atzvilgiu yra grupé. Akivaizdu, kad
1. Matricu daugyba yra asociatyvi;
2. 1, € U(n) — tai akivaizdu;
3. Jei A € U(n), tai AA' =1,,t. y. A~ = A, Galime parasyti: AtA = AtA = 1,.
Kaip matome, A=t = A' € U(n).
Taigi U(n) matricu daugybos atzvilgiu yra grupé. A

Teiginys. Atvaizdis F : U(C") — U(n) yra antihomomorfizmas, t. y., bet kuriems
f,9€U(C), F(fog) = F(g)F(f).
Irodymas. Sakykime, f,g € U(C"),

n

f(el) = Zaijej,g(ei) = Zﬂijej, 1 S ) S n.
j=1

=1

Tuomet

(fog)e) = flgle) = FO_Bijes) =D Bisfle;) =D By > ajrer =
Jj=1 j=1 j=1 =1

n n n
Z(Z 6@‘]‘04]'7")67" = Z’Yirera 1 <1 <n,
r=1

r=1 j=1

n
¢ia vir = ), Bijajr, 1 < i,r < n. Pazyméje A = (ay5)7 21, B = (Bij) 21, C = (021
j=1

gauname: C' = BA. Taigi matome, kad, jei F/(f) = A, F(g) = B, tai F(fog) =C = BA =
F(g)F(f). &

6. 5. Kadangi unitarioji matrica A tenkina salyga AA’ = 1,, tai
det(AA") = det Adet A? = |det A|* = 1,

t. y. |det A] = 1.
6. 6. Unitaraus atvaizdzio (unitarios matricos) spektras.

Sakykime, f : V — V yra unitarus atvaizdis, ¢;(t) — Sio atvaizdzio charakteringasis
polinomas. Kadangi V' yra tiesiné erdve virs kuino C, tai, remiantis pagrindine algebros
teorema, egzistuoja polinomo ¢¢(¢) Saknis A € C. Tuomet egzistuoja tiesinio atvaizdzio f
tikrinis vektorius v € V, atitinkantis tikrine reikSme \. Vadinasi, galime parasyti lygybe:

f(u) = Au,u e V, X € C.
Kadangi f yra unitarus atvaizdis, tai
(u,u) = (f(w), f(u)) = (Au, M) = A (u, u).
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Remdamiesi §ia lygybe, gauname A\ = 1, t. y. A € S' ¢ C (S' — vienetinio spindulio
apskritimas kompleksinéje plokstumoje).

Isvada. Unitaraus atvaizdzio f spektras ( atvaizdzio f charakteringojo polinomo ¢(t)
visu Saknu visuma) priklauso kompleksinés plokstumos vienetinio spindulio apskritimui S!.

6. 7. Teorema (unitaraus atvaizdzio spektrinis iSskaidymas). Sakykime, f :
V — V yra unitarus atvaizdis. Egzistuoja unitarios erdvés V' ortonormuota baze, sudaryta
i§ unitaraus atvaizdzio f tikriniu vektoriu.

Irodymas. Sakykime, A\; € S! yra tiesinio atvaizdZio f charakteringojo polinomo ¢¢(t)
saknis, u; € V — tiesinio atvaizdzio f normuotas tikrinis vektorius (t. y. toks, kurio ilgis
yra lygus 1), atitinkantis tikrine reiksme \;. Sudarykime poerdvi L = Cuy, — vektoriaus u;
tiesini apvalkala. Tuomet unitaria erdve V' galime iSskaidyti i tarpusavy ortogonaliu poerdviu
L ir L™ tiesiogine suma:

V=LoL".

Isitikinsime, kad L+ yra f - invariantinis poerdvis (priminsime, kad reikia irodyti : v €
L+ = f(v) € L*). Sakykime, kad v € L+, t. y. (uy,v) = 0 (kitaip tariant u; Lv). Tuomet

(f(u1), f(v)) = (u1,v) = 0.

Kita vertus

(f(u1), f(v)) = (Aug, f(v)) = Mua, f(v)) = 0.

Kadangi A € S, t. y. X # 0, tai (uy, f(v)) = 0. Kaip matome, u; Lf(v), t. y. f(v) € L*.
Irodéme, kad L+ yra f - invariantinis poerdvis. Tare, kad teoremos teiginys yra irodytas
kiekvienam unitariam atvaizdziui g : N — N, kai dimgN < dimgV tai teoremos irodyma
galime uzbaigti matematinés indukcijos metodu. Musu atveju clz'm(CLL < dimgV, f | Lt
L+ — Lt yra unitarus atvaizdis. A

6. 8. Isvada. Kiekvienai unitariai matricai A = (a;);';_; egzistuoja tokia unitari
matrica B, kad matrica BAB~! = D — istrizaininé matrica, kurios istrizainé yra sudaryta is
matricos A tikriniu reiksmiy.

Irodymas. Nagrinékime standartine n-mate unitaria erdve (C™, (, )). Sios erdvés
standartiné ortonormuota bazé yra e; = (d;1,9;2,...,0;,), ¢ia §;; — Kronekerio simbolis.

n
Atvaizdis f : C" — C", f(e;) = > ajjej, 1 <i < n, yra unitarus, nes sio atvaizdzio matrica
j=1
A tiesinés erdvés C" ortonormuotoje bazéje e;, 1 < j < n, yra unitari. Remdamiesi teorema
apie unitaraus atvaizdzio spektrinj iSskaidyma, imkime tiesinés erdvés ortonormuota baze €;,
1 < j < n, sudaryta i§ unitaraus atvaizdzio f tikriniu vektoriu. Sakykime, kad peréjimo
matrica i$ bazeés ej, 1 < j < n, i baze ¢;, 1 < j <n, yra B. Kadangi bazés e;, 1 < j < n,ir
€j, 1 < j < n, yra ortonormuotos, tai matrica B yra unitari. Tiesinio atvaizdzio f matrica
bazéje €, 1 < j < n, yra BAB~!. Tiesinio atvaizdzio f matrica bazéje €;, 1 < j < n,
uzrasykime remdamiesi apibrézimu: f(€;) = Ajé;, 1 < j < mn, nes €;, 1 < j < n, yra f -
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tikriniai vektoriai, o A;, 1 < j < n, — tiesinio atvaizdzio f tikrinés reikSmes. Vadinasi,

Ay 0 ... 0
. 0 X ... O . .
BAB™ " = ) . ], A ESHIS i <Sn A
0O 0 ... X\

6. 9. Specialioji n-tos eilés unitariyju matricu grupé SU(n).

Nagrinékime n-tos eilés unitariuju matricu, kuriu determinantas lygus 1, aibe SU(n), t.
y. SU(n) =: {A € U(n)|det A = 1}. Kadangi det(AB) = det Adet B, tai SU(n) matricu
daugybos atzvilgiu yra grupé. Si grupé yra grupes U (n) normalusis pogrupis. Atvaizdis
det : U(n) — St ¢ia St = {2 € CHZ\ = 1}, yra siurjektyvus. Is tikruju: jei z € S*, tai
matricos

z 0 0 0
01 0 0
00 0 ... 1

determinantas yra lygus z. Atvaizdzio det : U(n) — S! branduolys Ker det = SU(n).
Vadinasi, faktorgrupe U(n)/SU(n) yra izomorfiné grupei S* = U(1).

6. 10. Grupé SU(2). Issamiau istirsime grupe SU(2). Sakykime, kad

(: ?) A e SUQ).

(6 }) - (—57 _aﬂ)

Vadinasi, ¥ = —3, 6 = &. Taigi matrica A, priklausanti grupei SU(2), atrodo taip:

A= (féﬁ g),\@\QHﬁF:l-

Pazymékime o = x1 + 224, 3 = 23 + 241, 71,22, 73,74 € R, i2 = —1. Lygybé |a|? + 8> =1
naujais Zyméjimais atrodo taip: z? + 23 + 23 + 27 = 1. Visu keturmatés erdveés R* vektoriu,
kuriu koordinatés tenkina lygti x3 + 23 + 22 + 23 = 1, galai uzpildo spindulio 7 = 1 trimate
sfera S3. Taigi matrica

A

Tuomet A' = A=1 t. y.

1 QI

T1+ X2t T3+ 140
A= ! 2 ), @1, 20,23, 24 € R, w%#—x%—{—x%—}—xi:l,

—T3+ T4l T1 — T2l
sutapatine su keturmates erdves R* vektoriumi (w1, 72,23, 24), T3 +23+23+2% = 1, gauname,
kad visos matricos

A:(Jfl—f—xgi $3+I47Z

2 2 2 2
—x3 + T4l 371—51322'), L0275 €R, oyt og ey =1,
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sudaro keturmaréje erdvéje R? trimate sfera S, Nepaprastai idomus tas faktas, kad trimatéje
sferoje S? tokiu biidu galima apibrézti grupés struktiira. Kaip matéme, S* = U(1) yra
komutatyvi grupe, tuo tarpu, grupé S° néra komutatyvi.

6. 11. Nurodysime idomu rysi tarp matricu aibés

H:{(l‘1+$2@ T3 + x4t

. |z, 2o, x amER}
—T3 + T4l 33‘1—1‘22)’ 2

ir kvaternionu nekomutatyvaus ktino H. Priskyre matricai

T+ .flizi r3 + l’4i
—X3 4+ x4t X1 — Tl

) ; T1,T2,23,%4 € Ra
kvaterniona xy + x2t + x3) + x4k € H, gauname atvaizdi
f:H— H.
Akivaizdu, kad atvaizdis f adityvus: f(A+ B) = f(A) + f(B), A, B € H. Isitikinsime,
kad atvaizdis f turi ir tokias savybes:
1. f(AB) = f(A)f(B), A, B € H;

2. det = Nm o f.
Priminsime:

Nm (m1+x2i+x3j+x4k)::L’?—Fac%—kxg—kxi, 1+ T2t + x37] + x4k € HL

Dabar isitikinsime, kad f turi savybe: f(AB) = f(A)f(B), A,B € H. Tuo tikslu

nagrinékime matricas

( 1 + T2t $3+334i) ( Y1+ Y2t Y3 + yYal

; ; . ), iy, €R1 < < 4.
—T3+ T4l T1 — T2l —y3 + Y4l y1—y22) 32 Yj >7>

Tiesiogiai patikrinti, sudauginus Sias matricas, kad f turi irodinéjama savybe, pakankamai
sudétinga. Sias matricas uzrasykime taip:

T1+ T2t T3+ x4t 1 0 1 0 0 1 0 =2
(—x3+x4z‘ xl—xgi)_x1<0 1)“62(0 —i)+x3<—1 0)“”4(1' 0)’
Y1+ Y20 Y3 +yat ) 1 0 i 0 0 1 0 1

z;,y; € R,1 < j < 4. Remiantis tuo, kad matricy sudétis ir daugyba yra susieti distribu-
tyvumo désniais: (A + B)C = AC + BC, C(A+ B) = CA + CB, pakanka isitikinti, kad

matricos
1 0 i 0 0 1 0 1
0 1/)°\0 —/J’\—=1 0/)’\7« 0)°

tarpysavy yra dauginamos taip, kaip ir kvaternionai 1,1, 7, k. Bet tai akivaizdu.
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Atvaizdzio f savybé det = Nm o f akivaizdi, nes matricos

A — xr1 + .Igi I3 —+ .T4i
—x3+ x40 X1 — X0

> ;, 1,T2,T3,T4 € R

determinantas det A, kaip ir kvaterniono z1 +x2i+x3j+ x4k norma Nm (x1 +x2i+x37 +24k),
yra lygus 22 + 2% + 22 + 22, Taigi atvaizdis f : H — H yra bijektyvus Ziedu homomorfizmas.
Bet kadangi H yra nekomutatyvus kiinas, tai matricu aibé H matricu sudéties ir daugybos
atzvilgiu yra taip pat nekomutatyvus kunas, izomorfinis H. Visos matricos A € H, kuriu
determinantas yra lygus 1, sudaro grupe SU(2), izomorfine kvaternionu, kuriu norma yra

lygi 1, grupei

{x1 + 290 + 235 + 24k € H | Nm (21 + 227 + w35 + 24k) = 23 + 25 + 235 + 25 = 1}.

6. 12. Pasinaudoje anksc¢iau nurodytu rysiu tarp kvaternionu nekomutatyvaus kiino H
ir matricu aibés

1 —|—£L‘22 I3 —|—.I‘4Z
H:{ : N I 3317.’132,.’133,1‘4ER )
—X3 + Tq4t X1 — T2l

issiaiskinkime grupeés
S3 = SU(2) = {x1 + 2ot + 237 + x4k € H | Nm (21 + 201 + 235 + 24k) = 1}

kai kurias savybes.
Apibrézimas. Kvaterniona ai + (35 + vk € H vadinsime grynai menamu.

Teiginys. Visu grynai menamu kvaternionu, kuriu norma yra lygi vienam, aibé
{i+Bj+vkeH|a?+ 82+~ =1}

yra dvimaté sfera S? C S3. Kiekvienas grynai menamas kvaternionas, kurio norma yra lygi
vienam, pakeltas kvadratu yra lygus —1.

Irodymas. Visiskai akivaizdu, kad aibe
{ai+Bj+ok € H| o + 52 +9% =1}
galima sutapatinti su aibe
{(0,a,8,7) eR* | ® + 5% +7* =1} = 5% c 5.
Pakéle grynai menama kvaterniona «i + 85 + vk € H, o? + 3% + 4% = 1, kvadratu, gauname:
(@i +Bj +7k)° = —(@*+ 82 +7) = -1. A
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6. 13. Kaip matome, kvaternionu nekomutatyviame kiine H lygties 22 + 1 = 0 spren-
diniai sudaro dvimate sfera S?, tuo tarpu, n-ojo laipsnio lygtis f(z) =0, f(z) € k[x], komu-
tatyviajame kune k negali turéti daugiau nei n sprendiniuy (Saknu).

6. 14. Dabar nagrinésime grupe SU(2) = S? ir issiaiskinsime elemento i € S3
sujungtiniu elementu klase

{(z1 + x2i + x3) + 24k) i (x1 + 220 + 23 + x4k) 7! | 21 + @2l + 23] + x4k € 83}.

Elementas
(ZIZ‘l —|— acgi + Igj —|— $4]€) Z (Il + :Bgi —|— ZL‘3j + ZL‘4]{7)_1,

21 + X0 + 23§ + 14k € S3, yra lygus elementui

(22 + 22 — 22 — 22)i + (2z124 + 22023)7 + (—2w123 + 22014k,

Kaip matome, elementui i € S® sujungtiniu elementu klasé yra grupés S° grynai menamu
elementy poaibis. Ar §is poaibis sutampa su grupés S® grynai menamu elementy poaibiu?
Jei taip yra, tai kiekvienam rinkiniui («, 3,7) € R?, tenkinanc¢iam salyga o2 + 32 + 42 = 1,
lygciu sistema

2+ —23—127 =a

2x124 + 22973 =/

—2r173 + 21274 =1y

?+ai+ai+al =1
turi bent viena sprendinj realiaisiais skaiciais. IStirti Sia lygciu sistema ne taip paprasta. [
anksciau suformuluota klausima ieskosime atsakymo visiskai kitaip.

6. 15. Grynai menamam kvaternionui ai + 35 + vk € S3, atitinka matrica

B ot B+ i 2 2 2
A_(—5+’Yi o ), a,B,yER, a4+ [+ =1.

Nagrinésime grynai menamus kvaternionus ai + 3§ + vk € S2, nelygius i, t. y. , kai o # 1,
nes norime issiaiskinti, kokie i§ ju priklauso elemento ¢ sujungtiniu elementu klasei. Kaip
matome, matrica A yra grupés SU(2) elementas. Sios matricos charakteringasis polinomas
da(t) = t? + 1, Vadinasi, Sios matricos tikrinés reik§més yra +i € C. Remdamiesi isvada
(zr.[6. 7.]), gauname, kad egzistuoja tokia unitarioji matrica 7', kad

(i 0
TAT _(O _)

Rasime matrica 7. Tuo tikslu rasime matricos A tikrinius vektorius, atitinkanc¢ius tikrines
reikSmes 7 ir —i.

Galite jsitikinti, kad (8—-yi,i(a—1)) yra matricos A tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
reiksme ¢, o (i(a — 1), + ~yi) — tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme —i. Tuomet
matrica 1" yra tokia:

B—i i(a—1)
V2(1-a)  4/2(1-a)
i(a—1) Btyi , aF L

V2(1-a)  4/2(1-a)
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Dabar galime nurodyti ir lygc¢iu sistemos

x%-l—x%—x%—xz

2:13‘1:114 —+ 2%2563
—2.’1311’3 + 2{1)2334
xf + 23 + a3 + a3

|
=2 oo

sprendini: bet kuriems «, 3,7, tenkinantiems salygas a? + 32 + 12 = l,a # 1, x; =
8 . ~ . _4/2(1-w)
maxQ—m:xS—oax4_ 2 :

Pratimas.

Raskite kvaternionui o + 37 + vj + 0k sujungtiniu elementu klase.

7. Ermito atvaizdziai
7. 1. Sakykime, (V, (, )) — unitarioji erdvé, f : V — V — tiesinis atvaizdis.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra vadinamas Ermito, jei bet kuriems
ur,uz € V7 <f(u1)7u2> = <u17 f(U2)>

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra Ermito tada ir tik tada, jei untariosios
erdvés V' kurios nors bazés vektoriams vy, ve, ..., vn, (f(vi),v;) = (vi, f(v;)), 1 <i,5 < n.

Irodymas. Jei f yra Ermito atvaizdis, tai, remdamiesi Ermito atvaizdzio apibrézimu,

gauname, kad (f(v;),v;) = (vi, f(v;)), 1 < i,7 < n.
Sakykime, kad untariosios erdvés V kurios nors bazés vektoriams vy, vs, ..., Un,

<f(vi)7vj> = <vi7 f(v])>7 1 < 27.7 < n.
Tegu vektoriai uy,us € V. Uzrasykime vektoriu u; ir ue iSraiSkas unitariosios erdves V' bazés
n n

vektoriais vy, v, ..., Upt U1 = Y v, ug = » [v;. Tuomet
i=1 j=1

(f(u1),uz) = (f(z aivi),ZﬁjUj> = <Z Oéz‘f(vi)aZﬁin) =
O‘ZZ (v, f =

1 j=1

[vj:

A

> > Bilf(wi),v;

=1 j=1
O i, > Bif ) = O awvi, FO - Bjvy) = (ur, f(uz)). A
i=1 =1 i=1 =1

Priminsime, kad matrica A € M, (C) yra vadinama Ermito, jei A = A’.

Teiginys. Sakykime, V yra unitarioji erdvé. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra Er-
mito tada ir tik tada, jei tiesinio atvaizdzio f matrica A = (ay;)7,;—; unitariosios erdveés V
ortonormuotoje bazéje e, e, ..., e, yra Ermito.
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Irodymas. Sakykime, eq,eo,...,e, yra unitarios erdvés V ortonormuota bazé, A =
n
(vij)f ;=1 — tiesinio atvaizdzio f matrica bazéje e, ez,...,en (t. y. fe)) = D aije;, 1 <i <
Jj=1
Tarkime, kad f yra Ermito atvaizdis. Tuomet, remdamiesi Ermito atvaizdzio apibrézimu,
galime parasyti lygybes:

(fei)sej) = (ei, feg)), 1<i,5<n.

I sias lygybes irase baziniu vektoriu vaizdus f(e;), 1 < i < n, iSreikStus bazés vektoriais
€1,€2,...,6En,, gauname:

<f(ei)7€j> = <€’L'7f(€j)>71 S Za] S n,<— <Zaire’raej> - <6i7zajses>71 S Za] S n, <

r=1 s=1

n n
Zair(er,ej> = Zo‘zjs<ei,es>, 1<i,j<n, <
r=1

s=1

n n
Zair(srj = Z@js(sis; 1<) <n, < qa; =a;,1 <i,7<n.
r=1 s=1

Lygybes a;; = @;;, 1 < 4,7 < n, yra ekvivalencios matricu lygybei A = At. Kaip matome,
Ermito atvaizdzio f matrica unitariosios erdvés V ortnormuotoje bazéje eq,eo, ..., e,, yra
Ermito matrica.

Sakykime, kad tiesinio atvaizdzio f : V' — V matrica A = (;;)};_; unitariosios erdveés
V ortonormuotoje bazéje e, es, ..., e, yra Ermito. Tuomet matricu lygybé A = A uzrasyta
ju koeficientams atrodo taip: o;; = aj;, 1 < 7,j < n. Remdamiesi Siomis lygybémis, gauname
(f(ei),ej) = (ei, f(e;)), 1 <1i,7 <n. Vadinasi, f yra Ermito atvaizdis. A

7. 2. Ermito atvaizdzio (Ermito matricos) spektras.

Teiginys. Sakykime, V' yra unitarioji erdvé. Ermito atvaizdzio f : V — V spektras (t.
y. tiesinio atvaizdzio f charakteringojo polinomog¢y(t) visu Saknu visuma) yra sudarytas i§
realiyju skaiciu.

Irodymas. Tarkime, kad f : V — V yra Ermito atvaizdis. Unitarioji erdve V yra
apibrézta vir§ kuno C. Kadangi kunas C yra algebraiskai uzdaras, tai tiesinio atvaizdzio
f charakteringasis polinomas ¢(t) turi sakni A € C. Sakykime, kad u € V yra tiesinio
atvaizdzio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme A. Tuomet galime parasyti:

(f(u),u) = (u, f(u)) = Au,u) = (u, \u) = Mu,u) = \u,u).

Kadangi u nenulinis vektorius, tai (u,u) # 0. Vadinasi, A = A, t. y. A€ R. A
7. 3. Isvada. Kiekvienos Ermito matricos tikrinés reikSmeés yra realios.

7. 4. Teorema (Ermito atvaizdzio spektrinis iSskaidymas). Sakykime, V yra
unitarioji erdve, f : V — V — Ermito atvaizdis. Tuomet egzistuoja unitariosios erdvés V
ortonormuota baze, sudaryta i§ Ermito atvaizdzio f tikriniu vektoriu.
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Irodymas. Sakykime, A\; yra Ermito atvaizdzio f tikriné reikSmé, w; — tiesinio at-
vaizdzio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikdme A;. Tegu vektoriaus wu, ilgis yra
lygus 1, nes prieSingu atveju ji galime normuoti. Unitariosios erdves V' tiesinis poerdvis
L = Cuy yra f invariantinis, f(uq) = Ajuy. Unitariaja erdve V' galime iSskaidyti i tarpusavy
ortogonaliu tiesiniu poerdviu L ir L' tiesiogine suma V = L @ L. Isitikinsime, kad tiesinis
poerdvis L yra f invariantinis, t. y. irodysime, kad

ve Lt = f(v) e Lt
Sakykime, kad v € L, t. y. (u1,v) = 0. Tuomet
(u, f(v)) = (f(w1),v) = (Arur,v) = Ai(ur,v) = 0.

Kaip matome, jei v € L*, tai ir f(v) € Lt. Tare, kad teoremos teiginys yra irodytas
kiekvienam Ermito atvaizdziui g : N — N, kai dimg N < dimg V, tai teoremos irodyma
galime uzbaigti matematinés indukcijos metodu. Musu atveju dimg Lt < dimg V, f| Lt
L+ — L+ yra Ermito atvaizdis. A

7. 5. Teiginys. Kiekvienai Ermito matricai A egzistuoja tokia unitari matrica 7', kad

A 0 ... 0
. 0 X ... O '
TAT " =D=| . . s N eER 1 <j<n.
0O 0 ... X\

Cia A; € R, 1 < j < n, yra matricos A tikrinés reikSmeés.

Irodymas. Tarkime, kad A = (aij)?’ j=1 yra Ermito matrica. Nagrinékime standartine
unitariaja erdve (C", (, )), kurioje yra apibrézta standartine skaliarine daugyba

< ) > : (Cn X (Cn - Ca <(a17a27‘"70471),(61,627"'7571)) = Zaj6j7
j=1

(Oél,OéQ, v aan)7 (/817/827 S 7ﬁn) € c".
Sio erdvés bazé ej = (0j1,052,...,0;n), 1 < j < n yra ortonormuota. Apibrézkime tiesini
n
atvaizdi f : C" — C", f(e;) = > asjej, 1 < i < n. Kadangi tiesinio atvaizdzio f matrica
j=1
A= (Oéij)?,jzl unitariosios erdvés C" ortonormuotoje bazéje e;, 1 < j < n, yra Ermito,
tai f yra Ermito atvaizdis. Vadinasi, remiantis teorema apie Ermito atvaizdzio spektrini
isskaidyma, egzistuoja unitariosios erdvés C™" ortonormuota bazé v;, 1 < j < n, sudaryta
i Ermito atvaizdzio f tikriniu vektoriu. Per¢jimo matrica 7' iS ortonormuotos bazés e;,
1 < j < n, i ortonormuota baze v;, 1 < j < n, yra unitari. Ermito atvaizdzio f matrica
bazéje v, 1 < j < n, yra

A 0 ... 0
. 0 X ... 0 _
TAT " =D=| . . , AyeER 1< <n.
0O 0 ... A\,
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Akivaizdu, kad A\; € R, 1 < j < n, yra matricos A tikrinés reiksSmeés. A
Pavyzdziai.

1. Nagrinékime visu antros eilés Ermito matricu aibe Erm (2) = {4 € M(C)|A = At}.
Antros eilés bendrosios Ermito matricos israiska yra tokia:

A= (b—aci b—;m) ,a,b,c,d e R, i% = —1.

Remdamiesi antros eilés bendrosios Ermito matricos israiska, matome, kad dvieju Ermito
matricy suma yra Ermito matrica. Vadinasi, aibé Erm (2) yra stabili matricu sudéties +
atzvilgiu. Akivaizdu, kad (Erm (2),+) yra Abelio grupé.

Ermito matrica padaugine, pavyzdziui, i kompleksinio skaiciaus ¢, gausime matrica,
kuri néra Ermito. Taigi aibé Erm (2) néra stabili matricu daugybos i§ kompleksiniu skai¢iu
atzvilgiu. Vadinasi, grupé (Erm (2), +) néra tiesiné erdve virs kompleksiniu skaicky kuno C.

Ermito matrica padaugine i$ realiojo skaiCiaus, gausime Ermito matrica. Atvaizdis

R x Erm (2) — Erm (2)

yra apibréztas. Abelio grupé (Erm (2),+) yra tiesiné erdvé vir§ realiyju skaic¢iy kuno R.
Akivaizdu, kad dimp Erm (2) = 4. Matricos

D)) (o) G ),

sudaro tiesinés erdvés Erm (2) virs R baze. Sios matricos labai svarbios teoringje fizikoje.
Fizikoje paskutiniosios trys matricos yra vadinamos Paulio matricomis, izymaus fiziko Paulio

vardu.
Matricu
0 1 0 =2 1 0
1 0)’\—=i 0/)’\0 -1/’
tiesini apvalkala su realiaisiais koeficientais sutarkime zyméti Ermg(2). Kitaip tariant,

Ermy(2) = {A € Erm (2)|TrA = 0}.

Akivaizdu, kad dimp Erm(2) = 3.

2. Kieviena Ermito matrica A € Erm (2), padauginus i§ kompleksinio skai¢iaus i, yra
gaunama jstrizai Ermito matrica B = ¢A ( matrica B yra vadinama istrizai Ermito, jei
B + B! = 0). Tiesinés erdvés iErm (2) =: {iA]A € Erm (2)} ir Erm (2) virs kiino R yra
izomorfinés.

Yra glaudus rysys tarp grupés SU(2) ir istrizai Ermito matricu tiesinés erdvés iErm (2)
tiesinio poerdvio iErmg(2) . Nagrinékime atvaizdj

exp : iErmg(2) — SU(2),
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exp(iA) =: — A7 A € Ermg(2).

Dabar isitikinsime, kad matricos A, priklausancios tiesiniai erdvei iErmg(2), vaizdas exp(iA)
priklauso grupei SU(2). Nagrinékime matricos iA, A € Ermg(2), eksponente, kai

A:( a' b+ci).
b—ci —a

. . a b+ ci > i a b+ci)’
exp(ZA):epr(b—ci —a ))ZZﬁ(b—Ci —a)

J=0

Matricos A kvadratas yra lygus

a b+ ci a b+ci\ o 5 o (1 0
(b_Ci —a )(b—CZ —a )_(a +0o +C) 0 1 ,a,b,CER,

Kaip matome, matricos A 2j-asis laipsnis yra lygus (a? + b + ¢?)712, 0 2j + 1 -asis laipsnis
yra lygus (a? + b + ¢?)7 A. Vadinasi,

exp(iA) = exp(z’ (b—acz’ bj{f)) = N i,—jAj =
Z

J=0

oS : 1) .
Z (a +b2+c)]12—1—22%@2—1—(72—1—02)%4.
7=0

Pasinaudoje formulémis:

3 5 oo j.2j+1
, o (=1)7x=
smr=zr— —+4+— —...= —_—
3! 5l ;0 (25 + 1)!
2 4 0 i .2j
r® x (—=1)7 2=
cosr =1— — T —_—
STRREPT 2 )
J=0
ir atlike veiksmus, gauname matrica:
cosw + & ¢ sinw =ctbiginw
' A) = w .
cxp(id) ( b gin w cosw — & sinw) ’

¢ia w = va? 4+ b2 + 2. Dabar akivaizdu, kad matrica exp(iA) € SU(2), kai A € Erm ¢(2).

SU(2) yra taip vadinama Li grupe virs realiuju skai¢iu kuno R , o iErmg(2) — Li grupés
SU(2) Li algebra.
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8. Ortogonalieji atvaizdziai
8. 1. Sakykime, (V, (, )) — Euklido erdvé, f: V — V — tiesinis atvaizdis.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra vadinamas ortogonaliuoju, jei bet
kuriems uy,us € V, (f(u1), f(u2)) = (u1, us).

Pirmiausia irodysime keleta paprastu ortogonaliojo atvaizdzio savybiu.
Teiginys. Ortogonalusis atvaizdis f : V — V yra bijektyvus.

Irodymas. Tarkime, kad v € Ker f. Tuomet (u,u) = (f(u), f(u)) = (Oy,Oy) =
0. Vadinasi, u — nulinis vektorius, kitaip tariant, Ker f = {Oy}. Remdamiesi lygybe
dimp Ker f + dimp f(V) = dimp V, gauname dimp f(V) = dimp V. Taigi ortogonalu-
sis atvaizdis f yra bijektyvus. A

8. 2. Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — V, ¢ia V — Euklido erdveé, yra ortogonalus
tada ir tik tada, kai Euklido erdvés ortonormuotos bazés vaizdas yra ortonornuota baze.

Irodymas. Tegu f : V — V yra ortogonalus atvaizdis, o eq, eg, ..., e, — Euklido erdveés
V' ortonormuota bazé. Tuomet bet kuriems i, 7, 1 <1i,5 < n,

(f(ei), fleg)) = (ei, e5) = dij, (1)
¢ia d;; yra Kronekerio simbolis. Remdamiesi (1) lygybe, matome, kad Euklido erdveés ortonor-
muotos bazés ey, ea, ..., e, vaizdas f(e1), f(ez2), ..., f(e,) yra ortonormuota bazé.

Tegu f : V — V yra toks tiesinis atvaizdis, kad Euklido erdvés V' ortonormuotos bazeés
e1, €, ..., ey vaizdas f(e1), f(ez2), ..., f(en) yra ortonormuota bazé, t. y. bet kuriems i, 7,
1<14,5<n,

(eire5) = (f(ei), f(ej)) = diy-

Irodysime, kad bet kuriems vektoriams w1, us € V teisinga lygybeé:

(f(u1), f(uz)) = (u1,u2).

Vektorius uq,us € V isreiske Euklido erdvés V' bazés vektoriais eq, es, ..., e,

n n
up = E Qr€p, Uy = E Bses,
r=1 s=1

gauname

n

(f(u1), f(u2)) = <Z arf(er), ZBSJE(QS» = Z arBs(f(er), fles)) =

s=1 r,s=1

n

= Z arﬁs<€r,€s> = <Z a’reraZﬁseS) = <u17u2>'
r=1 s=1

r,s=1

Kaip matome, f yra ortogonalus atvaizdis. A
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Teiginys. Visi ortogonalieji atvaizdziai f : V — V atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu
sudaro grupe, kuri yra vadinama ortogonaliaja ir yra zymima O(V).

Irodymas. Pirmiausia isitikinsime, kad ortogonaliuju atvaizdziu kompozicija yra ortog-
onalusis atvaizdis. Sakykime f, g — ortogonalieji atvaizdziai. Tuomet bet kuriems uy,us € V,

((f o g)(ur), (f 0 g)(uz)) = ((f(g(u)), (f(g(u2))) =

(g(u1), g(u2)) = (u1, ug).

Kaip matome, f o g yra ortogonalusis atvaizdis. Taigi visu ortogonaliuju atvaizdziu aibé
O(V) yra stabili ortogonaliuju atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu. Dabar isitikinsime, kad
ortogonaliuju atvaizdziu kompozicijos désnis tenkina grupés apibrézimo aksiomas.

1. Atvaizdziu kompozicija yra asociatyvus kompozicijos désnis;

2. Tapatusis atvaizdis id : V' — V akivaizdziai yra ortogonalusis atvaizdis;

3. Kiekvienam ortogonaliajam atvaizdziui f € U(V') egzistuoja atvirkstinis atvaizdis
=1, nes, kaip ankséiau isitikinome, kiekvienas ortogonalusis atvaizdis yra bijektyvus. Lieka
isitikinti, kad f~! yra ortogonalusis atvaizdis.

Sakykime, uy,us € V. Tuomet

(u,ug) = ((f o f~ ") (), (f o f~ ") (u2)) =
(PO w), £ w2))) = (f (), 1 (u2)).

Remdamiesi sia lygybe, matome, kad f~! yra ortogonalus atvaizdis. Taigi irodéme, kad O(V)
yra grupé. A

8. 3. Apibrézimas. Matrica A € M,,(R) yra vadinama ortogonaliaja, jei AA* = 1,,.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — V, ¢ia V — Euklido erdvé, yra ortogonalusis tada
tik tada, kai jo matrica Euklido erdveés V' ortonormuotoje bazé¢je yra ortogonali.

Irodymas. Tegu f : V — V — ortogonalusis atvaizdis, ey, es, ..., e, yra Euklido erdveés
V ortonormuota bazé. Sakykime, ortogonalaus atvaizdzio f matrica tiesinés erdvés V' bazéje

n
€1, €2, -+ €n yra (auj)fi_y, t. .

f(el) = Zaijej, 1 S ) S n.

J=1

Kadangi f ortogonalus atvaizdis, tai bet kuriems r,s, 1 < r, s < n,

<f(e’r)a f(es)> = <er7€s> = 6rsa

I'lygybe (f(e,), f(es)) = 6rs, 1 < 1,5 < m, irase vektoriu f(e;), 1 < i < n, israiskas bazés ey,
ea, ..., €, vektoriais, gauname:

n n n n
<Z Qrji€j, Z OCsmem> - Zarj Z asm<€j7 em> =
i=1 m=1 j=1  m=1
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n n
= E Oy OmOjm = E Qrj0gj = Opg, 1 <18 <.
Jjm=1 j=1

n
r,s=1

Pazymeéje A = (o) remdamiesi lygybémis

n
§ QriQisj = 57‘87 1< r,s <n,
Jj=1

matome, kad AA' = 1,. Taigi irodéme, kad ortogonalaus atvaizdzio f matrica A Euklido
erdvés V ortonormuotoje bazéje yra ortogonali.

Dabar sakykime, kad tiesinio atvaizdzio f : V' — V matrica A = (aij)ﬁ j—1 Euklido erdves
V ortonormuotoje bazéje ey, eo, ..., €, yra ortogonali. Irodysime, kad tiesinis atvaizdis f yra
ortogonalus.

Galime parasyti lygybes:

n n
t
1, = AA" — 67“5 = Zarjasj = Z arjozsm(Sjm =
Jj=1

Jym=1

n n n n
Zarj Z Qs (€5, em) = <Z apje;, Z asmem) = (f(er), fles)),1 <r,s <n.
Jj=1 m=1 j=1 m=1
Kaip matome, irodéme:

<f(€7">7f(es)> = <€T,€S>, 1<rs<mn,

t. y., kad Euklido erdvés V ortonormuotos bazeés e1, e, ..., e, vaizdas f(e1), f(e2), ..., f(en)
yra ortonormuota bazé. Remdamiesi teiginiu [?], gauname, kad f yra ortogonalus atvaizdis.

A

Isvada. Peré¢jimo matrica iS ortonormuotos bazés i ortonormuota yra ortogonali.

Irodymas. Pere¢jimo matrica 7' is Euklido erdvés V' ortonormuotos bazeés eq, e, ..., e,
i ortonormuota baze vy, vs, ..., v, yra tiesinio atvaizdzio

[V =V, fle)=v;, 1<j<n,
matrica bazéje eq, es, ..., e,. Kadangi §i bazé ir jos vaizdas yra ortonormuotos, tai tiesinis

atvaizdis f yra ortogonalus. Vadinasi, §io atvaizdzio matrica A ortonormuotoje bazéje yra
ortogonali. A

8. 4. Nagrinékime standartine n-mate Euklido erdve (R", (, )). Priminsime, kad
<(041, Qg, ... 7an)7 (51; 527 v 7ﬁn)> - Zajﬁ]
j=1
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Sios erdvés standartiné bazé e; = (61,952, ...,0;,), ¢ia d;; — Kronekerio simbolis, yra ortonor-
muota. Kiekvienam ortogonaliam atvaizdziui f : R" — R" tiesinés erdvés R™ standartinéje
ortonormuotoje bazéje vienareik§miskai yra priskiriama ortogonali matrica A = (aij)?j:l,

n
f(61> = Zaijej, 1 S 1 S n.

J=1

Pazymékime visu n-tos eilés ortogonaliuju matricu aibe O(n). Yra apibréztas atvaizdis
F : OR") — O(n), F(f) = A, A — ortogonaliojo atvaizdzio f matrica tiesinés erdvés
R"™ standartinéje bazéje. Atvaizdis F yra bijektyvus.

Teiginys. Visu n-tos eilés ortogonaliuju matricu aibé O(n) matricu daugybos atzvilgiu
yra grupe.

Irodymas. Pirmiausia isitikinsime, kad aibé O(n) yra stabili matricu daugybos atz-
vilgiu. Jei A,B € O(n), tai AA* = 1,,, BB' = 1,,. Tuomet (AB)(AB)! = (AB)B'A" =
A(BBY) A" = A1,A" = AA" = 1,, t. y. AB yra ortogonali matrica. Isitikinsime, kad O(n)
matricu daugybos atzvilgiu yra grupé. Akivaizdu, kad

1. Matricu daugyba yra asociatyvi;
2. 1, € O(n) — tai akivaizdu;
3. Jei A € (n), tai AA" =1,,t. y. A=t = At. Galime parasyti: ATAY = AtA =1,
Kaip matome, A~! = A! € O(n).
Taigi O(n) matricu daugybos atzvilgiu yra grupé. A

Teiginys. Atvaizdis F : O(R") — O(n) yra antihomomorfizmas, t. y., bet kuriems
f,9 € OR"), F(f og) = F(g)F(f).
Irodymas. Sakykime, f,g € O(R"),

n n
f(ei) = Zaijejag<ei) = Zﬁzj€j7 I1<i<n.
j=1 j=1

Tuomet

(Fog)en = Flale) = S Byes) = 3 Bisfle) =

n n n n n
= Zﬁij Z%’rer = Z(Z Bijaur)er = Z%rer, 1<i<n,
j=1 =1

r=1 j:]_ r=1

Cavyir = Y Bijayr, 1 <i,r <n. Pazyméje A = (aij)7 =1, B = (Bi)1 =1, C = (vi5)i, 5 = 17,
j=1
gauname: C' = BA. Taigi matome, kad, jei F/(f) = A, F(g) = B, tai F(fog)=C = BA =

F(g)F(f). A
8. 5. Kadangi ortogonali matrica A tenkina salyga AA! = 1, tai

det(AA") = det Adet A* = (det A)? =1,
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t. y. det A = £1.
8. 5. Ortogonalaus atvaizdzio (ortogonalios matricos) spektras.

Sakykime, f : V — V yra ortogonalus atvaizdis. Kaip zinome, ortogonalaus atvaizdzio
f matrica A Euklido erdvés V' ortonormuotoje bazéje e, es, ..., e, yra ortogonali, t. y.
AA! = 1,,. Kiekviena ortogonali matrica A yra ir unitari, nes A = A ir AA* = 1,,. Taigi
ortogonalios matricos, o taipogi ir Sia matrica atitinkancio ortogonalaus atvaizdzio, tikrinés
reik§meés priklauso kompleksinés plokstumos vienetiniam apskritimui S = {z € C | |z| = 1}.
Irodysime, kad ortogonalios matricos (o taipogi ortogonalaus atvaizdzio) tikrinés reiksmeés
vienetiniame apskritime S! yra iSsidésciusios simetriskai realiosios tiesés atzvilgiu.

Sakykime, f : V' — V yra ortogonalus atvaizdis, A — Sio atvaizdzio ortogonali matrica
Euklido erdvés V ortonormuotoje bazéje, ¢4(t) — Sios matricos ( o taip pat ir ortogonalaus
atvaizdzio f) charakteringasis polinomas. Tegu a € S! yra polinomo ¢4(t) Saknis, t. .

¢pa(a) =0. Sakykime,
da(t) = (=1)™" + ap_1t"F + ...+ ait + ao, a; €eR, 0<j<n—-1

Tuomet

0=¢ala)=(-1)"a" +a,_1a" 1+ ...+ @a+ag =
= (-1)"a" + @p_10" '+ ...+ aa+ag =
= (-1)"a" +ap1@" ... Fara+ag = pa(@).

Kaip matome, jei a € S yra polinomo ¢4 (t) Saknis, tai ir & € S! yra polinomo ¢4 (¢) Saknis,
t. y. ortogonalios matricos tikrinés reikSmes yra simetriskai iSsidésciusios realiosios tieses
atzvilgiu.

8. 6. Teorema. Tegu f: V — V — ortogonalus atvaizdis. Egzistuoja Euklido erdvés

V' tokia ortonornuota bazé wuq, us, ..., u,, kurioje ortogonalaus atvaizdzio f matrica turi
pavidala:

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0 0

o ... 0o 0o ... -1 0 0 e 0 0

o ... 0o 0 ... 0 cosyy  siny; ... 0 0

O ... 0 0 ... 0 —sinyYy; cosy; ... 0 0

O ... 0o 0 ... 0 0 0 ... cost, siny,

o ... o 0 ... 0 0 0 ... —siny, cosy,

Sios matricos istrizainéje yra r vienetu, s — minus vienetuy ir p — specialaus pavidalo antros
eilés kvadratiniy matricu.
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Irodymas. ISrinkime Euklido erdvés V' ortonormuota baze e, es, ..., e,. Sakykime,
ortogonalaus atvaizdzio f matrica Sioje bazéje yra A = ()i ;—;, ¢a(t) — Sios matricos
charakteringasis polinomas.

Euklido erdve V galime sutapatinti su standartine Euklido erdve R":

Vov=ae1 +ases+...+aye, A (1, ag, ..., ap) € R™
o vietoje ortogonalaus atvaizdzio f : V — V galime nagrinéti ortogonalu atvaizdi:
R" A R™, A((aq, ag, ..., an)) = (a1, ag, ..., ap)A.

Kitaip tariant, diagrama

Vv =V
hl Lk
R" A R"

yra komutatyvi, t. y. Aoh = ho f.
Isskaidykime ¢ 4 (t) pirmojo laipsnio polinomais:

pat) =1 =) (=1 =) M\ —t)(A1 — 1) ... (A —)(Ap — 1),
¢ia \j € S1, 1 < j <p, - polinomo ¢(t) kompleksinés nerealios saknys.
Kadangi 1 € R, tai egzistuoja A-tikrinis vektorius uw; € R", |Juy|| = 1, atitinkantis
tikrine reiksme 1. Tegu L; = Ruy. L; yra A-invariantinis poerdvis. Uzrasykime lygybe:

R" = L @ Li. Isitikinsime, kad Li yra taip pat A-invariantinis.
Imkime v € L1, t. y. (v,u1) = 0. Tuomet

(A(v), ur) = (A(v), A(ur)) = (v,u1) = 0.

Kaip matome, jei v € L1, tai ir f(v) € Ly, kitaip tariant, L yra A-invariantinis. Vadinasi,
J 1 1 1y
galime nagrineéti ortogonalu atvaizdi

Ortogonalus atvaizdis A| L+ Ppalyginus su A nebeturi vienos tikrinés reiksmes, lygios 1.

Sia procediira galima kartoti tol, kol gaunami siauresni ortogonaliis atvaizdziai turi realiu
tikriniy reikSmiuy. Taigi egzistuoja tokia ortonormuota vektoriu seima uy, ..., Up, Upt1, - - -,
Urys, kad A(u;) = u, kai 1 <@ <7, ir A(upq5) = —uryj, kai 1 < j < s. Pazymékime

L=Ru1®... Ru, BRupy1 P ... 0 Ru,ys.

Veél galime uzrasyti R™ = L@ L*. Poerdvis L yra A-invariantinis. Galite jsitikinti, kad ir L*
yra A-invariantinis. Atvaizdzio A|j . charakteringasis polinomas yra lygus sandaugai:

(A= s = 1) ... (0 — (A, — ).
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Paprastumo délei ortogonalu atvaizdi A|,. pazymékime g, o L+ — N. Taigi nagrinékime
ortogonaluy atvaizdi g : N — N, kurio charakteringasis polinomas ¢,4(t) yra lygus

A =) A —t) ... (A —t)(Np — D).

Kaip ir anksciau, iSrinkime Euklido erdvés N ortonormuota baze v, va, ..., vop_1, v2p. Tegu
ortogonalaus atvaizdzio g matrica Sioje bazéje yra B. Tuomet, kaip ir anksc¢iau, N galime
sutapatinti su R?, o vietoje atvaizdzio g nagrinéti atvaizdi B:

N 4 N
h' | Ln,
R2p E} R2p
Cia 5
R™ = Rn, B((al, g, ..., Oégp)) = (Oél, g, ..., Oégp)B.

Standartine Euklido erdve R?? idékime i standartine unitariaja erdve C?r,
R? 5 (o1, g, ..., agp) — (a1, ag, ..., agp) € Cc?r,
Atvaizdi R™ 2 R,
B((a1, ag, ..., agp)) = (a1, agz, ..., agy)B.

galime pratesti i unitariaja erdve C?r,

cr 5 C", B((aa, ag, ..., agy)) = (a1, ag, ..., agp)B.

Tiesinis atvaizdis B : Cy, — Cyp, yra unitarus. Nagrinéjama situacija galime pavaizduoti
diagrama

N % N
h/ l l h/
RQ}) E} R2p ,
N N

C2p g CQP

Kadangi \; € C, tai egzistuoja atvaizdzio B tikrinis vektorius

wi = (Y1, Y25 -5 Y2p) € CF, Jun ]| =1,
atitinkantis tikrine reikSme A1, t. y.

(Y1, Y25 -5 Y2p) B = A(v1, 25 -5 Y2p)-

Akivaizdu, kad
'lDl — <ﬁ17 i/27 ey :)/Qp) € (CQP’ ||w1|| - 17
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yra atvaizdzio B tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reiksme ;. Kadangi \; # A1, tai
vektoriai w ir w yra tiesiskai nepriklausomi vir§ kuino C. Sudarykime vektorius
7

1
ll = ﬁ(wl —|—1I)1) ir lQ = ﬁ(wl — wl).

Sie vektoriai priklauso Euklido erdvei R?” ir yra tiesiskai nepriklausomi virs kiino R. Na-
grinékime Euklido erdveés R?P tiesini poerdvi U; =: Rl; + Rl,. Isitikinsime, kad Uy yra
B-invariantinis. Tuo tikslu nagrinékime B(ly) ir B(l3). Taigi

1 1

B(ll) = E(ll) = B(E(’wl —I—’lDl)) = —2(wlB —|—'wlB) = %(Alwl + 5\1@1) =

= %(M(h —ila) + M ((lh +ilp)) = %()\1 + M)+ %(/\1 — Ap)la.
Kadangi %()\1 +Ap) ir %(5\1 — A1) yra realus skaiciai, tai B(ly) € U;. Panasiai galite isitikinti,
kad ir B(lz) e U;.

Kagangi A € Sy, tai A = cosy + isinty. Vadinasi, %()\1 + A1) =costy, o %(5\1 — A1) =
sinty. Taigi B(ly) = cosinly + sine1le. Panasiai galite isitikiniti, kad B(ly) = —sinly +
cos YPls.

Galime uzrasyti lygybe:

R?? = U, @ Ui,

Tiesinis poerdvis Uj- yra B-invariantinis. Taigi teoremos irodyma galima uzbaigti matem-
atinés indukcijos metodu. A

9. Simetriniai atvaizdziai
9. 1. Sakykime, (V, (, )) — Euklido erdvé, f: V — V — tiesinis atvaizdis.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis f : V — V yra vadinamas simetriniu, jei bet kuriems

ui,uz €V, (f(u1), u2) = (u1, f(uz)).

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V' — V yra simetrinis tada ir tik tada, jei Euklido erdvés
V' kurios nors bazés vektoriams vy, v, ..., Uy,

(f (i), uj) = (us, f(ug)), 1<d,j<n.

Irodymas. Jei f yra simetrinis atvaizdis, tai, remdamiesi simetrinio atvaizdzio apibré-
zimu, gauname, kad (f(u;), u;) = (w;, f(u;)), 1 <i,7 <n.
Sakykime, kad Euklido erdvés V' kurios nors bazés vektoriams vy, vs, ..., U,

(f (i), us) = (us, f(ug)), 1<d,j<n.

Imkime kuriuos nors vektorius uqi,us € V. UzrasSykime vektoriu wy ir uo iSraiskas Euklido
erdvés V bazés vektoriais v, va, ..., Uy:

n n
up = E Qv Up = E Bjv;.
i=1 j=1
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Tuomet

(flun)ua) = (FQ_awwi), Y Bjvs) = 3 eif (vi), D Bvy) =
= Z%Zﬁj(f(ui)auﬂ = Z%Zﬁj<%f(uj)> =

<Z Oéz‘%Zﬁjf(Uj» = <Z aivi,f(Zﬁjvj)> = (u1, f(uz)). A

Apibrézimas. Matrica A € M,,(R) yra vadinama simetrine, jei A = A’

Teiginys. Sakykime, V' yra Euklido erdveé. Tiesinis atvaizdis f : V' — V yra simetrinis
tada ir tik tada, jei tiesinio atvaizdzio f matrica A = (;;);';—; Euklido erdves V' ortnormuo-
toje bazéje e, eq,...,e,, yra simetrine.

Irodymas. Sakykime, ej,es,...,e, yra Euklido erdvés V ortonormuota bazé, A =
n

(aij)?,j:l — tiesinio atvaizdzio f matrica bazéje e, ea,...,e, (t. y. f(ei) = > aije5, 1 <i <
j=1

Tarkime, kad f yra simetrinis atvaizdis. Tuomet, remdamiesi simetrinio atvaizdzio
apibrézimu, galime parasyti lygybes: (f(ei),e;) = (e, f(e;)), 1 < 4,5 < n. I sias lygybes
irase baziniu vektoriu vaizdus f(e;), 1 < i < n, iSreikStus bazés vektoriais e, es, ..., e,
gauname:

<f(ei)7€j> = <€i7f(€j)>71 S Za] S n,<— <Zai7‘e’r7€j> = <€iazajses>>1 S Z,j S n, <

r=1 s=1

n n
Zair@rveﬂ = Z%(ei,es), 1<4,j<n,<—
r=1

s=1

n n

Za¢r5rj = Zaj85i57 1<4,j<n, < a;; =aj;,1 <1, <n.
r=1 s=1

Lygybés a;; = aji, 1 <i,j < n, yra ekvivalen¢ios matricu lygybei A = A*. Kaip matome,

simetrinio atvaizdzio f matrica Euklido erdvés V' ortnormuotoje bazéje eq,es, ..., e,, yra

simetriné matrica.

Sakykime, kad tiesinio atvaizdzio f : V' — V matrica A = (a;;)}';—; Euklido V' ort-
normuotoje bazéje eq, e, ..., e,, yra simetriné. Tuomet matricuy lygybé A = A uzrasyta ju
koeficientams atrodo taip: ay;; = aj;, 1 < 7,5 < n. Remdamiesi Siomis lygybémis, gauname
(f(ei),ej) = (es, f(e5)), 1 <i,7 < n. Vadinasi, f yra simetrinis atvaizdis. A

9. 2. Simetrinio atvaizdzio ( simetrinés matricos) spektras.
Teiginys. Sakykime, V' yra Euklido erdvé. Simetrinio atvaizdzio f : V — V (o taip ir

simetrinés matricos) tikrinés reiksmés (t. y. spektras) priklauso realiuju skaiciu aibei.
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Irodymas. Tarkime, kad f : V — V yra simetrinis atvaizdis. ISsirinkime Euklido erdves
V ortonormuota baze v, vs, ..., v,. Simetrinio atvaizdzio f matrica

A = (ai;)ij—1 € Mn(R)

ortonormuotoje bazéje vy, vo, ..., v, yra simetriné. Simetriné matrica su realiaisiais koeficien-
tais yra Ermito matrica. Kaip zinome, Ermito matricos tikrinés reikSmes priklauso realiuju
skai¢iy aibei. A

9. 3. Teorema (simetrinio atvaizdzio spektrinis iSskaidymas). Sakykime, V'

yra FEuklido erdvé, f : V — V — simetrinis atvaizdis. Tuomet egzistuoja Euklido erdves V
ortonormuota baze, sudaryta i§ simetrinio atvaizdzio f tikriniu vektoriu.

Irodymas. Sakykime, A\; € R yra simetrinio atvaizdzio f tikriné reikSme, u; — tiesinio
atvaizdzio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme A;. Tegu vektoriaus u; ilgis yra
lygus 1, nes prieSingu atveju ji galime normuoti. Euklido erdvés V' tiesinis poerdvis L =
Ruy yra f invariantinis, nes f(u;) = Aju;. Euklido erdve V' galime isskaidyti i tarpusavy
ortogonaliy tiesiniu poerdviu L ir L+ tiesiogine suma V = L & L+, Isitikinsime, kad tiesinis
poerdvis LT yra f invariantinis, t. y. irodysime, kad

ve Lt = f(v) € L.
Sakykime, kad v € L+, t. y. (uy,v) = 0. Tuomet
(u1, f(v)) = (f(u1),v) = (Mur,v) = A {ug,v) = 0.
Kaip matome, jei v € L*, tai ir f(v) € Lt. Tare, kad teoremos teiginys yra irodytas
kiekvienam simetriniam atvaizdziui g : N — N, kai dimp N < dimpV’, tai teoremos irodyma
galime uzbaigti matematinés indukcijos metodu. Misu atveju
dimp L* < dimp V,
0 f|LL : L+ — L+ yra simetrinis atvaizdis. A

9. 4. Teiginys. Kiekvienai simetrinei matricai A egzistuoja tokia ortogonali matrica
T, kad

A0 ... 0
. 0 X ... O ,
TAT =D = ) . ) , eR, 1<5<n
0O 0 ... X\,

Cia Aj € R,1 < j < n, yra matricos A tikrinés reikSmeés.

Irodymas. Tarkime, kad A = («a;;)}';_; yra simetriné matrica. Nagrinékime standarti-
ne Euklido erdve (R", (, )), kurioje yra apibrézta standartiné skaliariné daugyba

<, > : (Cn X (Cn H(C, <(a1;a27---aan)7(51752>"'75n)> :Zajﬁj7
j=1
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(alu Qa, ... 7an)7 (ﬁl?ﬁ?; <o 7ﬁn) € R™.
Sio erdvés baze ej = (6;1,052,...,0jn), 1 < j < n yra ortonormuota. Apibrézkime tiesini

n
atvaizdi f : R" — R", f(e;) = a;jej, 1 < i < n. Kadangi tiesinio atvaizdzio f matrica

j=1
A= (aij)?’j:l Euklido erdvés R"™ ortonormuotoje bazéje e;, 1 < j < n, yra simetrine, tai
f yra simetrinis atvaizdis. Vadinasi, remiantis teorema apie simetrinio atvaizdzio spektrini
isskaidyma, egzistuoja Euklido erdvés R"™ ortonormuota bazé v;, 1 < j < n, sudaryta is
atvaizdzio f tikriniu vektoriu. Peré¢jimo matrica 7T i§ ortonormuotos bazés e;, 1 < j < n, i
ortonormuota baze v;, 1 < j < n, yra ortogonali. Simetrinio atvaizdzio f matrica bazéje vy,

1<j<n,yra

M0 .0
B 0 X ... 0 ,
TAT'=D=| . . . .|, NeERI<j<n,
0 0 ... A

cia A; € R, 1 < j < n, yra matricos A tikrinés reikSmes. A

284



