
X skyrius. EUKLIDO IR UNITARIOSIOS ERDVĖS

1. Euklido erdvės

1. 1. Sakykime, kad V – tiesinė erdvė virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R.

Apibrėžimas. Atvaizdis F : V × V → R yra vadinamas simetrine dvitiesine forma,
apibrėžta tiesinėje erdvėje V , jei bet kuriems x, x1, x2, y ∈ V , α1, α2 ∈ R,

1. F (x, y) = F (y, x);
2. F (α1x1 + α2x2, y) = α1F (x1, y) + α2F (x2, y).

Kaip matome, simetrinė dvitiesinė forma F , apibrėžta tiesinėje erdvėje V , esant fiksuo-
tam antrajam argumentui, yra tiesinė pagal pirma

‘
ji
‘
argumenta

‘
. I

‘
rodysime, kad F , esant fik-

suotam pirmajam argumentui, yra tiesinė ir pagal antra
‘
ji
‘
argumenta

‘
. Tai pateisins simetrinės

formos F apibūdinima
‘
kaip dvitiesinės.

Teiginys. Jei F : V × V → R yra simetrinė dvitiesinė forma, tai F , esant fiksuotam
pirmajam argumentui, yra tiesinė pagal antra

‘
ji
‘
argumenta

‘
, t. y. bet kuriems α1, α2 ∈ R,

x, y1, y2 ∈ V ,
F (x, α1y1 + α2y2) = α1F (x, y1) + α2F (x, y2).

I
‘
rodymas. F (x, α1y1 + α2y2) = F (α1y1 + α2y2, x) = α1F (y1, x) + α2F (y2, x) =

α1F (x, y1) + α2F (x, y2). 4

Apibrėžimas. Simetrinė dvitiesinė forma F , apibrėžta tiesinėje erdvėje V , yra vadinama
teigiamai apibrėžta, jei kiekvienam x ∈ V , F (x, x) ≥ 0 ir F (x, x) = 0 tada ir tik tada, kai
x = O.

Apibrėžimas. Simetrinė dvitiesinė teigiamai apibrėžta forma F , apibrėžta tiesinėje
erdvėje V , yra vadinama skaliarine daugyba.

Pastaba. Skaliarine
‘
daugyba

‘
F , apibrėžta

‘
tiesinėje erdvėje V , paprastumo dėlei vadin-

sime skaliarine daugyba tiesinėje erdvėje V , o reikšme
‘
F (x, y), x, y ∈ V , – vektoriu

‘
x ir y

skaliarine sandauga.

1. 2. Apibrėžimas. Jei tiesinėje erdvėje V yra apibrėžta skaliarinė daugyba F , tai
tiesinė erdvė V skaliarinės daugybos F atžvilgiu yra vadinama Euklido erdve ir yra žymima
(V, F ).

Pastaba. Dažniausiai skaliarinė daugyba Euklido (ar tiesinėje) erdvėje V yra žymima
〈 , 〉. Mes skaliarine

‘
daugyba

‘
Euklido erdvėje V žymėsime tiek raide F ar dar kuria nors kita

raide, tiek ir simboliu 〈 , 〉.

Teiginys. Jei (V, F ) yra Euklido erdvė, tai kiekvienas tiesinės ervės V tiesinis poerdvis
L yra Euklido erdvė indukuotos skaliarinės daugybos F

∣∣
L

atžvilgiu.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas akivaizdus.
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Pavyzdžiai.

1. Sakykime, tiesinė erdvė V = R
n. Apibrėžkime atvaizdi

‘
〈 , 〉 : R

n × R
n → R taip:

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αjβj ,

(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ R
n.

Nesunkiai galite i
‘
sitikinti, kad (Rn, 〈 , 〉) yra Euklido erdvė. Šia

‘
Euklido erdve

‘
vadinsime

standartine n-mate Euklido erdve.

2. Sakykime, kad V = R[t] visu
‘

polinomu
‘

su realiaisiais koeficientais tiesinė erdvė.
Skaliarine

‘
daugyba

‘
tiesinėje erdvėje R[t] apibrėžkime taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

1∫
−1

f(t)g(t)dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

I
‘
sitikinkite, kad taip apibrėžtas atvaizdis 〈 , 〉 : R[t] × R[t] → R yra skaliarinė daugyba

tiesinėje erdvėje R[t].
Euklido erdvė (R[t], 〈 , 〉) yra begalinmatė.

Kiekvienam sveikajam skaičiui n > 0 Euklido erdvės R[t] tiesiniai poerdviai

R[t]n = {f(t) ∈ R[t] | deg f(t) ≤ n} = {a0 + a1t+ . . .+ ant
n | aj ∈ R, 0 ≤ j ≤ n}

yra baigtinės dimensijos Euklido erdvės.

3. Tegu V = R[t]. Skaliarine
‘
daugyba

‘
tiesinėje erdvėje R[t] apibrėžkime taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

∞∫
−∞

f(t)g(t)e−t2dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

I
‘
sitikinkite, kad taip apibrėžtas atvaizdis 〈 , 〉 : R[t] × R[t] → R yra skaliarinė daugyba

tiesinėje erdvėje R[t].
Euklido erdvė (R[t], 〈 , 〉) yra begalinmatė. Panašiai, kaip ir antrajame pavyzdyje,

kiekvienam sveikajam skaičiui n > 0 šios Euklido erdvės R[t] tiesiniai poerdviai

R[t]n = {f(t) ∈ R[t] | deg f(t) ≤ n} = {a0 + a1t+ . . .+ ant
n | aj ∈ R, 0 ≤ j ≤ n}

yra baigtinės dimensijos Euklido erdvės.

4. Sakykime, kad V = C[0 1] – visu
‘
tolydžiu

‘
intervale [0 1] funkciju

‘
su reikšmėmis realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje R tiesinė erdvė. Apibrėžkime skaliarine

‘
daugyba

‘
tiesinėje erdvėje C[0 1] taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

1∫
0

f(t)g(t)dt, f(t), g(t) ∈ R[0 1].
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I
‘
sitikinkite, kad taip apibrėžtas atvaizdis 〈 , 〉 : C[0 1] × C[0 1] → R yra skaliarinė daugyba

tiesinėje erdvėje C[0 1].
Euklido erdvė (C[0 1], 〈 , 〉) yra begalinmatė.

5. Sakykime, kad V = Mn(R) – visu
‘
n-tos eilės kvadratiniu

‘
matricu

‘
su koeficientais

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūne R tiesinė erdvė. Skaliarine

‘
daugyba

‘
tiesinėje erdvėje Mn(R) apibrėžkime

taip:
〈A,B〉 = Tr(ABt), A,B ∈Mn(R).

Bt – tai transponuota matrica B.
I
‘
sitikinkite, kad taip apibrėžtas atvaizdis 〈 , 〉 : Mn(R) ×Mn(R) → R yra skaliarinė

daugyba tiesinėje erdvėje Mn(R).

1. 3. Teiginys. Kiekvienoje baigtinės dimensijos tiesinėje erdvėje V virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R galima apibrėžti skaliarine

‘
daugyba

‘
.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad V – baigtinės dimensijos tiesinė erdvė virš realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R, u1, u2, . . . , un – šios erdvės bazė. Tiesinės erdvės V vektorius v1 ir v2, užraše

‘
bazės

u1, u2, . . . , un vektoriais atitinkamai v1 = α1u1 + α2u2 + . . . + αnun ir v2 = β1u1 + β2u2 +
. . .+ βnun, vektoriu

‘
v1 ir v2 skaliarine

‘
sandauga

‘
apibrėžkime taip:

〈v1, v2〉 =
n∑

j=1

αjβj .

I
‘
sitikinsime, kad taip apibrėžtas atvaizdis 〈 , 〉 : V × V → R yra skaliarinė daugyba tiesinėje

erdvėje V .
Visǐskai akivaizdu, kad bet kuriems vektoriams v1, v2 ∈ V , 〈v1, v2〉 = 〈v2, v1〉. Lieka

i
‘
sitikinti, kad atvaizdis 〈 , 〉 yra tiesinis pagal pirma

‘
ji
‘
argumenta

‘
ir teigiamai apibrėžtas.

Sakykime, v1 = α1u1 + α2u2 + . . . + αnun, v2 = β1u1 + β2u2 + . . . + βnun, v3 =
γ1u1 + γ2u2 + . . .+ γnun, λ, µ ∈ R. Tuomet

〈λv1 + µv2, v3〉 = 〈λ
n∑

j=1

αjuj + µ
n∑

j=1

βjuj ,
n∑

j=1

γjuj〉 =

〈
n∑

j=1

(λαj + µβj)uj ,
n∑

j=1

γjuj〉 =
n∑

j=1

(λαj + µβj)γj =

n∑
j=1

λαjγj +
n∑

j=1

µβjγj = λ
n∑

j=1

αjγj + µ
n∑

j=1

βjγj = λ〈v1, v3〉+ µ〈v2, v3〉.

Akivaizdu, kad 〈v1, v1〉 = 〈
n∑

j=1

αjuj ,
n∑

j=1

αjuj〉 =
n∑

j=1

α2
j ≥ 0 ir 〈v1, v1〉 =

n∑
j=1

α2
j = 0 tada

ir tik tada, kai α1 = α2 = . . . = αn = 0, t. y. 〈v1, v1〉 = 0 tada ir tik tada, kai v = O. 4

I
‘
rodysime paprasta

‘
ǐsvada

‘
, gaunama

‘
remiantis skaliarinės daugybos tiesinėje erdvėje

apibrėžimu.
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Teiginys. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė, O – tiesinės erdvės V nulinis vektorius.
Tuomet kiekvienam u ∈ V , F (O, u) = 0.

I
‘
rodymas. Iš lygybės F (O, u) = F (O+O, u) = F (O, u)+F (O, u) = 2F (O, u) gauname

F (O, u) = 0.

1. 4. Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybė. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė.
Tuomet bet kuriems u, v ∈ V , F (u, v)2 ≤ F (u, u)F (v, v) ir F (u, v)2 = F (u, u)F (v, v) tada ir
tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesǐskai priklausomi.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime vektoriaus tu+v (t – kintamasis, vietoje kurio galima i

‘
rašynėti

reikšmes α ∈ R) skaliarini
‘
kvadrata

‘
F (tu+v, tu+v). Kadangi skaliarinė daugyba F : V ×V →

R yra dvitiesinė ir simetrinė funkcija, tai

F (tu+ v, tu+ v) = t2F (u, u) + 2tF (u, v) + F (v, v) ≥ 0.

F (u, u) = 0, tada ir tik tada, kai u = O. Šiuo atveju vektoriai u = O ir v yra tiesǐskai
priklausomi ir teisinga lygybė F (O, v)2 = F (O,O)F (v, v), nes F (O, v) = 0.

Dabar nagrinėkime atveji
‘
, kai F (u, u) 6= 0. Šiuo atveju F (u, u) > 0 ir kiekvienam t ∈ R,

t2F (u, u)+2tF (u, v)+F (v, v) ≥ 0, t. y., kvadratinis trinaris t2F (u, u)+2tF (u, v)+F (v, v) yra
neneigiamai apibrėžtas. Vadinasi, šio kvadratinio trinario diskriminantas tenkina nelygybe

‘
:

F (u, v)2 − F (u, u)F (v, v) ≤ 0, t. y. F (u, v)2 ≤ F (u, u)F (v, v).
Neneigiamai apibrėžtas kvadratinis trinaris t2F (u, u) + 2tF (u, v) + F (v, v) turi realia

‘
šakni

‘
tada ir tik tada, kai jo diskriminantas yra lygus nuliui, t. y. F (u, v)2 = F (u, u)F (v, v).

Taigi F (u, v)2 = F (u, u)F (v, v) tada ir tik tada, kai egzistuoja toks t0 ∈ R, kad t20F (u, u) +
2t0F (u, v) + F (v, v) = F (t0u + v, t0u + v) = 0, t. y., kai t0u + v = O arba, kitaip tariant,
vektoriai u ir v yra tiesǐskai priklausomi. 4

Pastaba. Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybė teisinga tiek baigtinės dimensijos, tiek
begalinės dimensijos Euklido erdvės atvejais. I

‘
rodydami šia

‘
nelygybe

‘
, nesirėmėme Euklido

erdvės dimensija.

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, kad (Rn, 〈 , 〉) standartinė n-matė Euklido erdvė. Priminsime, kad
skaliarinė daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αjβj ,

(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ R
n.

Tuomet, remdamiesi Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybe, galime parašyti:

(
n∑

j=1

αjβj)2 ≤
n∑

j=1

α2
j

n∑
j=1

β2
j .
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2. Tegu V = R[t] visu
‘
polinomu

‘
su realiaisiais koeficientais tiesinė erdvė, o skaliarinė

daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

1∫
−1

f(t)g(t)dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

Tuomet, remdamiesi Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybe, galime parašyti:

(

1∫
−1

f(t)g(t)dt)2 ≤
1∫

−1

f(t)2dt

1∫
−1

g(t)2dt

3. Tegu V = R[t], o skaliarinė daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

∞∫
−∞

f(t)g(t)e−t2dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

Tuomet, remdamiesi Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybe, galime parašyti:

(

∞∫
−∞

f(t)g(t)e−t2dt)2 ≤
∞∫

−∞

f(t)2e−t2dt

∞∫
−∞

g(t)2e−t2dt.

2. Euklido erdvės metrinės savybės

2. 1. Prieš pradėdami aptarti Euklido erdvės metrines savybes, pirmiausia apibrėšime
normuotos ir metrinės erdviu

‘
sa

‘
vokas.

Apibrėžimas. Sakykime, V tiesinė erdvė virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R, R+ – neneigiamu

‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė. Funkcija || || : V → R+ yra vadinama norma, apibrėžta tiesinėje erdvėje

V , jei bet kuriems u, v ∈ V , α ∈ R,
1. ||u|| ≥ 0, ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = O;
2. ||αu|| = |α| · ||u||;
3. ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v|| (trikampio nelygybė).

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė V virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R, kurioje apibrėžta norma

|| ||, yra vadinama normos || || atžvilgiu normuota tiesine erdve ir yra žymima (V, || ||).
Funkcijos || || reikšmė ||v|| vektoriuje v yra vadinama vektoriaus v norma arba vektoriaus v
ilgiu.

Apibrėžimas. Sakykime, X – netuščia aibė. Funkcija ρ : X ×X → R+ yra vadinama
atstumo funkcija, apibrėžta aibėje X, jei bet kuriems a, b, c ∈ X,

1. ρ(a, b) ≥ 0, ρ(a, b) = 0 tada ir tik tada, kai a = b;
2. ρ(a, b) = ρ(b, a);
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3. ρ(a, b) ≤ ρ(a, c) + ρ(c, b) (trikampio nelygybė).

Apibrėžimas. Netuščia aibė X, kurioje apibrėžta atstumo funkcija ρ, yra vadinama
metrine erdve ρ atvilgiu ir yra žymima (X, ρ).

2. 2 Normuotoje tiesinėje erdvėje (V, || ||) galima apibrėžti atstumo funkcija
‘
ρ : V ×V →

R+ taip: bet kuriems u, v ∈ V , ρ(u, v) =: ||u−v||. Galite i
‘
sitikinti, kad taip apibrėžta funkcija

ρ : V × V → R+ ǐs tikru
‘
ju

‘
yra atstumo funkcija. Be to, ši atstumo funkcija yra suderinta su

tiesinės erdvės V struktūra: bet kuriems u, v, w ∈ V , ρ(u+ w, v + w) = ρ(u, v).

Jei tiesinė erdvė (V, || ||) yra normuota, tai galima kalbėti apie šios erdvės vektoriu
‘
ilgius,

atstumus tarp vektoriu
‘
, vektoriu

‘
seku

‘
ribas ir t. t.. Normuotos tiesinės erdvės atveju kam-

pai tarp vektoriu
‘
nėra apibrėžti, negalime kalbėti apie i

‘
vairiu

‘
figūru

‘
plotus, tūrius. Metrinėse

erdvėse galima nagrinėti atstumus tarp erdvės elementu
‘
, metrinės erdvės elementu

‘
seku

‘
ribas,

bet negalime nagrinėti šios erdvės elementu
‘
ilgius. Normuotu

‘
tiesiniu

‘
erdviu

‘
klasė yra siau-

resnė nei metriniu
‘
tiesiniu

‘
erdviu

‘
klasė. Žymiai siauresne

‘
erdviu

‘
klase

‘
nei normuotos tiesinės

erdvės sudaro Euklido erdvės. Euklido erdviu
‘

atveju, kaip i
‘
sitikinsime, galima nagrinėti

vektoriu
‘
ilgius, kampus tarp vektoriu

‘
, i

‘
vairiu

‘
dimensiju

‘
gretasieniu

‘
”tūrius” ir t. t..

Dabar apibrėšime normos funkcija
‘
Euklido erdvėje.

Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė. Apibrėžkime funkcija
‘
|| || : V → R+, ||u|| =:√

F (u, u), u ∈ V . I
‘
sitikinsime, kad taip apibrėžta funkcija || || turi sekančias savybes:

1. Kiekvienam u ∈ V , ||u|| ≥ 0 ir ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = O;
2. Kiekvienam u ∈ V , kiekvienam α ∈ R, ||αu|| = |α| · ||u||;
3. Bet kuriems u, v ∈ V , ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v|| (trikampio nelygybė).

Akivaizdu, kad funkcija || || tenkina pirma
‘
ja

‘
normos apibrėžimo sa

‘
lyga

‘
. Jei α ∈ R,

u ∈ V , tai ||αu|| =
√
F (αu, αu) =

√
α2F (u, u) = |α|

√
F (u, u) = |α| · ||u||. Lieka i

‘
rodyti, kad

funkcija || || tenkina trečia
‘
ja

‘
normos apibrėžimo sa

‘
lyga

‘
.

Sakykime, u, v ∈ V . Tuomet

||u+ v||2 = F (u+ v, u+ v) =

F (u, u) + 2F (u, v) + F (v, v) ≤ ||u||2 + 2||u|| · ||v||+ ||v||2 = (||u||+ ||v||)2

(remiantis Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybe, F (u, v)2 ≤ F (u, u)F (v, v) arba |F (u, v)| ≤
||u|| · ||v||, nes ||u||2 = F (u, u), ||v||2 = F (v, v)). Nelygybė ||u+v||2 ≤ ||u||2+2||u|| · ||v||+ ||v||2
ekvivalenti nelygybei ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||, nes dydžiai ||u+ v||, ||u||+ ||v|| yra neneigiami.

2. 3. Kaip matome, Euklido erdvė (V, F ) priklauso normuotu
‘

erdviu
‘

ir tuo labiau
metriniu

‘
erdviu

‘
klasei. Kyla klausimas, kokias sa

‘
lygas turi tenkinti normuotos erdvės (V, || ||)

normos funkcija || ||, kad normuotoje erdvėje (V, || ||) būtu
‘
galima apibrėžti skaliarine

‘
daugyba

‘
F , suderinta

‘
su normos funkcija || || tokia prasme: kiekvienam u ∈ V , F (u, u) = ||u||2? Prieš

atsakydami i
‘
ši
‘
klausima

‘
, i

‘
rodysime svarbia

‘
skaliarinės daugybos savybe

‘
.

Teiginys. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė. Tuomet bet kuriems vektoriams u, v ∈ V ,
teisinga lygybė:

F (u+ v, u+ v) + F (u− v, u− v) = 2(F (u, u) + F (v, v)).
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Pastaba. Šia
‘
lygybe

‘
galima interpretuoti taip: lygiagretainio i

‘
strižainiu

‘
ilgiu

‘
kvadratu

‘
suma yra lygi lygiagretainio kraštiniu

‘
ilgiu

‘
kvadratu

‘
sumai. Be to, šia

‘
lygybe

‘
galime užrašyti

ir taip: bet kuriems u, v ∈ V , ||u+ v||2 + ||u− v||2 = 2(||u||2 + ||v||2).

I
‘
rodymas. F (u+ v, u+ v) + F (u− v, u− v) = F (u, u) + F (u, v) + F (v, u) + F (v, v) +

F (u, u)− F (u, v)− F (v, u) + F (v, v) = 2F (u, u) + 2F (v, v). 4

Teorema. Normuotoje tiesinėje erdvėje (V, || ||) galima apibrėžti skaliarine
‘
daugyba

‘
F ,

suderinta
‘
su normos funkcija || || tada ir tik tada, kai normos funkcija || || tenkina sa

‘
lyga

‘
:

bet kuriems u, v ∈ V , ||u+ v||2 + ||u− v||2 = 2(||u||2 + ||v||2).

I
‘
rodymas. Šios teoremos i

‘
rodymas pateikiamas skaitytojui kaip pratimas. Apibrėžkime

atvaizdi
‘
F : V × V → R taip: bet kuriems u, v ∈ V ,

F (u, v) =:
1
4
(||u+ v||2 − ||u− v||2).

Akivaizdu, kad kiekvienam u ∈ V , F (u, u) = ||u||2. Taip pat akivaizdu, kad bet kuriems
u, v ∈ V , F (u, v) = F (v, u). I

‘
rodykite, kad bet kuriems u, u1, u2, v ∈ V , α ∈ R, teisingos

lygybės:
1. F (u1 + u2, v) = F (u1, v) + F (u2, v);
2. F (αu, v) = αF (u, v).

Antra
‘
ja

‘
lygybe

‘
pirmiausia i

‘
rodykite tuo atveju, kai α yra sveikasis skaičius, o po to

i
‘
rodykite, kai α yra racionalusis skaičius. Kadangi normos funkcija || || yra tolydi, tai tolydi
yra ir funkcija F . Vadinasi, jei funkcija F tenkina antra

‘
ja

‘
sa

‘
lyga

‘
, kai α yra racionalusis

skaičius, tai ji tenkina antra
‘
ja

‘
sa

‘
lyga

‘
ir tuo atveju, kai α yra realusis skaičius.

Apibrėžimas. Euklido erdvės (V, F ) vektorius u, kurio ilgis lygus 1, yra vadinamas
normuotu vektoriumi. Jei V 3 u 6= O, tai vektoriu

‘
u galime normuoti, padaugine

‘
ji
‘
ǐs ||u||−1:

||u||−1u – normuotas vektorius.

2. 4. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė. Kadangi bet kuriems u, v ∈ V , |F (u, v)| ≤
||u|| · ||v||, tai bet kuriems nenuliniams vektoriams u, v ∈ V ,

−1 ≤ F (u, v)
||u|| · ||v||

≤ 1.

Apibrėžkime kampa
‘
ψ(u, v) tarp vektoriu

‘
u ir v, kurio kosinusas yra lygus F (u,v)

||u||·||v|| . Taigi bet
kuriems nenuliniams vektoriams u, v ∈ V ,

cosψ(u, v) =:
F (u, v)
||u|| · ||v||

.

Kampas ψ(u, v) tarp vektoriu
‘
u ir v, remiantis pastara

‘
ja lygybe, nėra vienareikšmǐskai apibrė-

žtas. Susitarkime, kad ψ(u, v) yra lygus mažiausiai teigiamai reikšmei, tenkinančiai anksčiau
užrašyta

‘
lygti

‘
.

Apibrėžimas. Euklido erdvės (V, F ) nenuliniai vektoriai u ir v yra vadinami ortogona-
liais, jei F (u, v) = 0. Jei vektoriai u ir v yra ortogonalūs, tai yra rašoma u⊥v.
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2. 5. Lygiagretainio plotas. Taigi Euklido erdvėje apibrėžtos vektoriaus ilgio, ats-
tumo tarp vektoriu

‘
ir kampo tarp vektoriu

‘
sa

‘
vokos. Jei (V, F ) yra n-matė Euklido erdvė, tai

galima apibrėžti m-mačius gretasienius ir tokiu
‘
figūru

‘
tūrius. Pavyzdžiui, jei Euklido erdvės

(V, F ) vektoriai u ir v yra tiesǐskai nepriklausomi, tai figūra
‘
{αu + βv | 0 ≤ α, β ≤ 1} gal-

ime pavadinti dvimačiu lygiagretainiu, užtemptu ant vektoriu
‘
u ir v. Apskaičiuokime tokio

lygiagretainio plota
‘
. Kaip žinome, lygiagretainio plotas yra lygus kurios nors lygiagretainio

kraštinės ir lygiagretainio aukštinės i
‘

šia
‘

kraštine
‘

ilgiu
‘

sandaugai. Imkime lygiagretainio
kraštine

‘
u. Tuomet lygiagretainio aukštinės i

‘
kraštine

‘
u ilgis yra lygus ||v|| sinψ(u, v). Taigi

lygiagretainio plotas yra lygus ||u|| · ||v|| sinψ(u, v). Patogu apskaičiuoti šio lygiagretainio
ploto kvadrata

‘
:

(||u|| · ||v|| sinψ(u, v))2 = F (u, u)F (v, v)(1− cos2 ψ(u, v)) =

F (u, u)F (v, v)(1− F (u, v)2

F (u, u)F (v, v)
) = F (u, u)F (v, v)− F (u, v)2.

Štai kokia i
‘
domi Koši-Švarco-Buniakovskio nelygybės geometrinė prasmė! Dabar akivaizdu,

kad
F (u, u)F (v, v)− F (u, v)2 > 0,

kai vektoriai u ir v yra tiesǐskai nepriklausomi ir

F (u, u)F (v, v)− F (u, v)2 = 0

tada ir tik tada, kai u ir v yra tiesǐskai priklausomi. Lygiagretainis, užtemptas ant vektoriu
‘

yra ”supliuške
‘
s” tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesǐskai priklausomi. ”Supliuškusio”

lygiagretainio plotas yra lygus 0.

2. 6. Trimačio gretasienio tūris. I
‘
domu apskaičiuoti trimačio gretasienio, užtempto

ant triju
‘
Euklido erdvės (V, F ) tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
u1, u2, u3, tūri

‘
. Išspre

‘
skime ši

‘
uždavini

‘
. Tokio gretasienio tūris yra lygus gretasienio pagrindo ploto ir gretasienio aukštinės

i
‘
ši
‘
pagrinda

‘
ilgio sandaugai. Gretasienio pagrindo, užtempto, pavyzdžiui, ant vektoriu

‘
u1 ir

u2, ploto kvadratas yra lygus F (u1, u1)F (u2, u2)− F (u1, u2)2. Lieka apskaičiuoti gretasienio
aukštinės i

‘
ši
‘
pagrinda

‘
ilgi

‘
. Gretasienio aukštinė h i

‘
ši
‘
pagrinda

‘
turi pavidala

‘
: h = u3−α1u1−

α2u2, α1, α2 ∈ R. Koeficientai α1 ir α2 – nežinomi. Kadangi h yra statmena (ortogonali)
pagrindui, tai F (h, u1) = 0, F (h, u2) = 0. I

‘
šias lygtis i

‘
raše

‘
h ǐsraǐska

‘
, gauname lygčiu

‘
sistema

‘
: {

F (u3 − α1u1 − α2u2, u1) = 0
F (u3 − α1u1 − α2u2, u2) = 0 (1)

Pertvarke
‘
šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gauname:{
α1F (u1, u1) + α2F (u2, u1) = F (u3, u1)
α1F (u1, u2) + α2F (u2, u2) = F (u3, u2)

Šios lygčiu
‘
sistemos determinantas

det
(
F (u1, u1) F (u2, u1)
F (u1, u2) F (u2, u2)

)
= F (u1, u1)F (u2, u2)− F (u1, u2)2 > 0,
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kaip matome, yra nelygus nuliui. Vadinasi, šia
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

galime ǐsspre
‘
sti remdamiesi

Kramerio taisykle:

α1 =

∣∣∣∣F (u3, u1) F (u2, u1)
F (u3, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣∣∣∣∣F (u1, u1) F (u2, u1)
F (u1, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣ , α2 =

∣∣∣∣F (u1, u1) F (u3, u1)
F (u1, u2) F (u3, u2)

∣∣∣∣∣∣∣∣F (u1, u1) F (u2, u1)
F (u1, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣ ,
arba

α1 =
F (u3, u1)F (u2, u2)− F (u3, u2)F (u2, u1)

F (u1, u1)F (u2, u2)− F (u1, u2)2
,

α2 =
F (u1, u1)F (u3, u2)− F (u1, u2)F (u3, u2)

F (u1, u1)F (u2, u2)− F (u1, u2)2
.

Dabar galime apskaičiuoti aukštinės h ilgio kvadrata
‘
:

||h||2 = F (u3 − α1u1 − α2u2, u3 − α1u1 − α2u2) =

= F (u3, u3)− α1F (u1, u3)− α2F (u2, u3).

Taip užrašydami aukštinės h ilgio kvadrata
‘
pasinaudojome tuo, kad (α1, α2) yra (1)-os lygčiu

‘
sistemos sprendinys. I

‘
raše

‘
α1, α2 reikšmes i

‘
aukštinės h ilgio kvadrato ǐsraǐska

‘
, gauname:

F (u3, u3)−

∣∣∣∣F (u3, u1) F (u2, u1)
F (u3, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣∣∣∣∣F (u1, u1) F (u2, u1)
F (u1, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣F (u1, u3)−

∣∣∣∣F (u1, u1) F (u3, u1)
F (u1, u2) F (u3, u2)

∣∣∣∣∣∣∣∣F (u1, u1) F (u2, u1)
F (u1, u2) F (u2, u2)

∣∣∣∣F (u2, u3)

Subendravardikline
‘
ši
‘
reǐskini

‘
ir padaugine

‘
ǐs pagrindo ploto kvadrato, gauname gretasienio,

užtempto ant vektoriu
‘
u1, u2, u3, tūrio kvadrato ǐsraǐska

‘
:

det

F (u1, u1) F (u1, u2) F (u1, u3)
F (u2, u1) F (u2, u2) F (u2, u3)
F (u3, u1) F (u3, u2) F (u3, u3)

 .

2. 7. Panašiai būtu
‘
galima pabandyti apskaičiuoti r-mačiu

‘
gretasieniu

‘
, užtemptu

‘
ant

Euklido erdvės (V, F ) tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
u1, u2, . . . , ur ∈ V , r-mačiu

‘
tūriu

‘
kvadratus. Tiesiogiai tai padaryti gana sudėtinga. Bet galima tai ir visǐskai kitaip padaryti.
Pavyzdžiui, jei Euklido erdvės (V, F ) vektoriai u1, u2, u3 yra tarpusavy ortogonalūs, tai
stačiakampio gretasienio, užtempto ant vektoriu

‘
u1, u2, u3, tūrio kvadratas yra lygus

||u1||2||u2||2||u3||3 = F (u1, u1)F (u2, u2)F (u3, u3).

Savaime suprantama, kad r-mačio stačiakampio gretasienio, užtempto ant tarpusavy ortogo-
naliu

‘
vektoriu

‘
u1, u2, . . . , ur ∈ V , r-mačio tūrio kvadratas turėtu

‘
būti apibrėžiamas taip:

||u1||2||u2||2 . . . ||ur||2 = F (u1, u1)F (u2, u2) . . . F (ur, ur).

245



Jei Euklido erdvės (V, F ) vektoriai v1, v2, . . . , vr ∈ V nėra tarpusavyje ortogonalūs, tai egzis-
tuoja ortogonalizacijos algoritmas, kuriuo remiantis vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2, . . . , vr ∈ V galima

pertvarkyti i
‘
tokia

‘
tarpusavyje ortogonaliu

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
u1, u2, . . . , ur ∈ V , kad r-mačiu

‘
gretasieniu

‘
, užtemptu

‘
tiek ant vektoriu

‘
v1, v2, . . . , vr ∈ V , tiek ant vektoriu

‘
u1, u2, . . . , ur ∈ V ,

tūriai yra lygūs.

3. Ortogonalizacijos algoritmas. Ortonormuotos vektoriu
‘
šeimos

3. 1. Apibrėžimas. Euklido erdvės (V, F ) vektoriu
‘
šeima u1, u2, . . ., ur yra vadinama

ortonormuota, jei F (ui, uj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ r (δij – Kronekerio simbolis).

Teiginys. Euklido erdvės (V, F ) ortonormuota vektoriu
‘
šeima u1, u2, . . ., ur yra tiesǐskai

nepriklausoma.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad α1u1 + α2u2 + . . . + αrur = O. Skaliarǐskai padaugine

‘
šios

lygybės abi puses ǐs vektoriaus uj , 1 ≤ j ≤ r, gauname:

F (α1u1 + α2u2 + . . .+ αrur, uj) = αj = 0, 1 ≤ j ≤ r.

Taigi vektoriai u1, u2, . . ., ur yra tiesǐskai nepriklausomi. 4

3. 2. Teorema (Ortogonalizacijos algoritmas (procesas)). Sakykime, (V, F )
– Euklido erdvė. Egzistuoja algoritmas, vadinamas ortogonalizacijos algoritmu (procesu),
kuriuo remiantis Euklido erdvės V kiekviena

‘
tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2,

. . . , vs galima pertvarkyti i
‘
tokia

‘
ortonormuota

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
u1, u2, . . ., us, kad kiekvienam

j, 1 ≤ j ≤ s,
Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj = Ru1 + Ru2 + . . .+ Ruj .

Pastaba. Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj – vektoriu
‘
v1, v2, . . . , vj tiesinis apvalkalas. Kadangi

vektoriai v1, v2, . . . , vs yra tiesǐskai nepriklausomi, tai kiekvienam r, 1 ≤ r ≤ s, poerdviu
‘

Rvj , 1 ≤ j ≤ s, suma Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvr yra tiesioginė suma Rv1 ⊕ Rv2 ⊕ . . .⊕ Rvr.

I
‘
rodymas. Šia

‘
teorema

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu.

Pirmiausia i
‘
rodysime, kad tiesǐskai nepriklausomus vektorius v1, v2, . . . , vs galima pert-

varkyti i
‘

tokia
‘

tarpusavy ortogonaliu
‘

vektoriu
‘

šeima
‘
w1, w2, . . ., ws, kad kiekvienam j,

1 ≤ j ≤ s,
Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj = Rw1 + Rw2 + . . .+ Rwj .

Po to vektorius w1, w2, . . ., ws normuosime ir gausime ortonormuota
‘

vektoriu
‘

šeima
‘

uj = ||wj ||−1wj , tenkinančia
‘
sa

‘
lygas, suformuluotas teoremoje.

Tegu w1 = v1. Sakykime, w2 = α11w1 + v2. Koeficientas α11 yra kol kas nežinomas.
Kiekvienam α11 ∈ R, w2 6= O. Koeficienta

‘
α11 parinkime taip, kad w2 būtu

‘
ortogonalus

vektoriui w1. Tuo tikslu sudarome lygti
‘
:

F (α11w1 + v2, w1) = 0.

Kaip matome, lygtis α11F (w1, w1) + F (v2, w1) = 0 yra ǐssprendžiama, nes, kadangi w1 6= O,
tai ir F (w1, w1) 6= 0. Be to, akivaizdu, kad Rv1 = Rw1, Rv1 + Rv2 = Rw1 + Rw2.
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Sakykime, kad jau radome tokius tarpusavy ortogonalius vektorius w1, w2, . . . , wr, kad
kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r,

Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj = Rw1 + Rw2 + . . .+ Rwj .

Jei r = s, tai teoremos i
‘
rodymas baigtas. Jei r < s, tai, sakykime, wr+1 = αr1w1 +

αr2w2 + . . .+ αrrwr + vr+1. Pastebėsime, kad bet kuriems αr1, αr2, . . . , αrr ∈ R, wr+1 6= O.
Koeficientus αr1, αr2, . . ., αrr parinksime taip, kad būtu

‘
wr+1⊥w1, wr+1⊥w2, . . ., wr+1⊥wr.

Tuo tikslu sudarome lygčiu
‘
sistema

‘
:

F (αr1w1 + αr2w2 + . . .+ αrrwr + vr+1, w1) = 0
F (αr1w1 + αr2w2 + . . .+ αrrwr + vr+1, w2) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F (αr1w1 + αr2w2 + . . .+ αrrwr + vr+1, wr) = 0

Kadangi vektoriai w1, w2, . . . , wr yra tarp save
‘
s ortogonalūs, tai kairėje lygčiu

‘
sistemos

pusėje skaliarǐskai sudaugine
‘
vektorius, gaunme:
αr1F (w1, w1) + F (vr+1, w1) = 0
αr2F (w2, w2) + F (vr+1, w2) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αrrF (wr, wr) + F (vr+1, wr) = 0

Kai matome, ši lygčiu
‘
sistema yra ǐssprendžiama. Taigi vektorius wr+1 =

r∑
j=1

αrjwj + vr+1,

ortogonalus vektoriams wj , 1 ≤ j ≤ r, egzistuoja. Kadangi
r⊕

j=1

Rvj =
r⊕

j=1

Rwj , tai akivaizdu,

kad wr+1 ∈
r+1⊕
j=1

Rvj ir vr+1 ∈
r+1⊕
j=1

Rwj . Vadinasi,
r+1⊕
j=1

Rvj =
r+1⊕
j=1

Rwj .

Taigi nurodėme, kaip duotus tiesǐskai nepriklausomus vektorius vj , 1 ≤ j ≤, galima
pertvarkyti i

‘
tarpusavy ortogonaliu

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
wj , 1 ≤ j ≤ s, tenkinančia

‘
sa

‘
lygas:

kiekvienam r, 1 ≤ r ≤ s,
r⊕

j=1

Rvj =
r⊕

j=1

Rwj .

Normave
‘
vektorius wj , 1 ≤ j ≤ s, gausime ieškoma

‘
ortonormuota

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
uj =

||wj ||−1wj , 1 ≤ j ≤ s. 4

3. 3. Išvada. Kiekvienoje Euklido erdvėje egzistuoja ortonormuota bazė.

I
‘
rodymas. Kuria

‘
nors Euklido erdvės baze

‘
ortogonalizacijos algoritmu galime pert-

varkyti i
‘
šios erdvės ortonormuota

‘
baze

‘
. 4

Pratimas.

Sakykime, v1, v2, . . . , vs – tieisǐskai nepriklausomi, o v1, v2, . . . , vs, vs+1 – tiesǐskai
priklausomi Euklido erdvės (V, F ) vektoriai. I

‘
rodykite, kad ortogonalizave

‘
vektorius v1, v2,
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. . . , vs, vs+1, gausite tokia
‘
ortogonalia

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
w1, w2, . . . , ws, ws+1, kurios vektoriai

wj 6= O, 1 ≤ j ≤ s, o ws+1 = O.

3. 4. Ortogonaliu
‘
vektoriu

‘
šeimu

‘
pavyzdžiai.

1. Sakykime, kad (Rn, 〈 , 〉) standartinė n-matė Euklido erdvė. Priminsime, kad
skaliarinė daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αjβj ,

(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ R
n.

Akivaizdu, kad šios erdvės standartinė bazė e1, e2, . . ., en yra ortonormuota. Priminsime,
kad ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), 1 ≤ j ≤ n, čia δij – Kronekerio simbolis.

2. Sakykime, kad V = R[t] visu
‘

polinomu
‘

su realiaisiais koeficientais tiesinė erdvė, o
skaliarinė daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

1∫
−1

f(t)g(t)dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

Ležandro polinomai Pj(t), j ≥ 0 yra apibrėžiami taip:

Pj(t) =:
dj

dtj
(t2 − 1)j , j > 0, P0(t) =: 1.

Teiginys. Ležandro polinomai sudaro Euklido erdvės R[t] ortogonalia
‘
baze

‘
.

I
‘
rodymas. Ležandro polinomo Pj(t) laipsnis yra lygus j, j ≥ 0. Vadinasi, šie polinomai

sudaro tiesinės erdvės R[t] baze
‘
. I

‘
rodysime, kad bet kurie du skirtingi Ležandro polinomai

yra ortogonalūs. Imkime Pr(t) ir Ps(t), r 6= s. Sakykime, kad r < s. Tuomet

〈Pr(t), Ps(t)〉 =:

1∫
−1

Pr(t)Ps(t)dt =

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s

dts
(t2 − 1)sdt.

Integruokime dalimis:

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s

dts
(t2 − 1)sdt =

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)rd

ds−1

dts−1
(t2 − 1)s =

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s−1

dts−1
(t2 − 1)s

∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

dr+1

dtr+1
(t2 − 1)r d

s−1

dts−1
(t2 − 1)sdt.
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I
‘
sitikinkite, kad

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s−1

dts−1
(t2 − 1)s

∣∣∣1
−1

= 0.

Vadinasi,

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s

dts
(t2 − 1)sdt = −

1∫
−1

dr+1

dtr+1
(t2 − 1)r d

s−1

dts−1
(t2 − 1)sdt.

Pakartoje
‘
integravima

‘
dalimis m kartu

‘
, gausime:

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s

dts
(t2 − 1)sdt = (−1)m

1∫
−1

dr+m

dtr+m
(t2 − 1)r d

s−m

dts−m
(t2 − 1)sdt.

Jei m = s, tai

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

s

dts
(t2 − 1)sdt = (−1)s

1∫
−1

(t2 − 1)s d
r+s

dtr+s
(t2 − 1)rdt = 0,

nes dr+s

dtr+s (t2 − 1)r = 0 ( 2 r laipsnio polinoma
‘
ǐsdiferencijave

‘
r + s > 2r kartu

‘
, gauname 0).

Apskaičiuokite vektoriaus Pr(t) normos kvadrato

〈Pr(t), Pr(t)〉 =

1∫
−1

dr

dtr
(t2 − 1)r d

r

dtr
(t2 − 1)rdt

reikšme
‘
.

3. Sakykime, kad V = R[t], o skaliarinė daugyba šioje erdvėje apibrėžta taip:

〈f(t), g(t)〉 =:

∞∫
−∞

f(t)g(t)e−t2dt, f(t), g(t) ∈ R[t].

Ermito polinomai Hj(t), j ≥ 0, yra apibrėžiami taip:

Hj(t) =: (−1)jet2 d
je−t2

dtj
, j > 0, H0(t) =: 1.

Ermito polinomo Hj(t) laipsnis yra lygus j, j ≥ 0. Vadinasi, Ermito polinomai sudaro
tiesinės erdvės R[t] baze

‘
. Kaip ir antrajame pavyzdyje galima i

‘
rodyti, kad bet kurie du

skirtingi Ermito polinomai yra ortogonalūs.
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Pratimas. I
‘
rodykite, kad Ermito polinomams Hr ir Fs, r < s, teisinga lygybė:

〈Hr(t),Hs(t)〉 =:

∞∫
−∞

(−1)r+set2 d
re−t2

dtr
et2 d

se−t2

dts
e−t2dt = 0.

3. 5. Skaliarinė daugyba F tiesinėje erdvėje V virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R, – tai dar

viena, – metrinė, – struktūra, apibrėžta aibėje V ir suderinta su tiesinės erdvės struktūra,
apibrėžta toje pačioje aibėje V . Todėl svarbu apibrėžti dvieju

‘
Euklido erdviu

‘
tapatumo

sa
‘
voka

‘
, t. y. kaip suprasti skirtingai apibrėžtas Euklido erdves tu

‘
erdviu

‘
struktūru

‘
požiūriu

esančias vienodas.

Apibrėžimas. Euklido erdvės (V, F ) ir (W,G) yra vadinamos izomorfinėmis (arba
izometrinėmis), jei egzistuoja bijekcija f : V →W , tenkinanti sa

‘
lygas:

1. Atvaizdis f : V →W yra tiesinis, t. y. bet kuriems α, β ∈ R, u, v ∈ V , f(αu+βv) =
αf(u) + βf(v);

2. Bet kuriems u, v ∈ V , G(f(u), f(v)) = F (u, v).

Teorema. Euklido erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės tada ir tik tada, kai tiesiniu
‘

erdviu
‘
V ir W dimensijos dim

R
V ir dim

R
W yra lygios.

I
‘
rodymas. Jei Euklido erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės, tai egzistuoja tiesinė

bijekcija f : V →W . Vadinasi, dim
R
V = dim

R
W .

Tarkime, kad (V, F ) ir (W,G) yra Euklido erdvės ir dim
R
V = dim

R
W = n. I

‘
rodysime,

kad Euklido erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės.
Išsirinkime Euklido erdviu

‘
(V, F ) ir (W,G) ortonormuotas bazes atitinkamai v1, v2, . . .,

vn ir w1, w2, . . ., wn. Tuomet tiesinis atvaizdis f : V → W , f(vj) = wj , 1 ≤ j ≤ n, yra
tiesinė bijekcija. I

‘
sitikinsime, kad bet kuriems u1, u2 ∈ V , teisinga lygybė: G(f(u1), f(u2)) =

F (u1, u2).

Sakykime, u1 =
n∑

j=1

αjvj , u2 =
n∑

j=1

βjvj . Tuomet

F (u1, u2) = F (
n∑

i=1

αivi,
n∑

j=1

βjvj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβjF (vi, vj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβjδij =
n∑

j=1

αjβj .

Kita vertus,

G(f(u1), f(u2)) = G(f(
n∑

i=1

αivi), f(
n∑

j=1

βjvj)) = G(
n∑

i=1

αif(vi),
n∑

j=1

βjf(vj)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβjG(wi, wj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβjδij =
n∑

j=1

αjβj .
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Kaip matome, bet kuriems u1, u2 ∈ V , teisinga lygybė: G(f(u1), f(u2)) = F (u1, u2). Taigi
Euklido erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės. 4

3. 6. Sakykime, (V, F ) yra Euklido erdvė, L – tiesinės erdvės V poerdvis. Apibrėžkime
poaibi

‘
L⊥, sudaryta

‘
ǐs tiesinės erdvės V visu

‘
tokiu

‘
vektoriu

‘
, kuriu

‘
kiekvienas yra ortogonalus

kiekvienam poerdvio L vektoriui. Matematiniais žymėjimais:

L⊥ =: {u ∈ V | F (u, l) = 0, l ∈ L}.

Teiginys. Jei L yra Euklido erdvės (V, F ) tiesinis poerdvis, tai L⊥ taip pat yra tiesinės
erdvės V tiesinis poerdvis.

I
‘
rodymas. Sakykime, u1, u2 ∈ L⊥, t. y. u1⊥L, u2⊥L ir α1, α2 ∈ R. Tuomet kiekvienam

l ∈ L,
F (α1u1 + α2u2, l) = α1F (u1, l) + α2F (u2, l) = 0.

Vadinasi, jei α1, α2 ∈ R, u1, u2 ∈ L⊥, tai ir α1u1 + α2u2 ∈ L⊥, t. y. L⊥ yra tiesinės erdvės
V tiesinis poerdvis. 4

Teiginys. Jei L yra Euklido erdvės (V, F ) tiesinis poerdvis, tai V = L⊕ L⊥.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad u1, u2, . . ., ur – ortonormuota tiesinio poerdvio L bazė, o

u1, u2, . . ., ur, v′1, v
′
2, . . ., v

′
s – tiesinės erdvės V bazė. Remiantis ortogonalizacijos algoritmu,

tiesinės erdvės V baze
‘
u1, u2, . . ., ur, v′1, v

′
2, . . ., v

′
s galima pertvarkyti i

‘
ortonormuota

‘
baze

‘
u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . ., vs. Akivaizdu, kad v1, v2, . . ., vs ∈ L⊥. Taigi V = L + L⊥. Bet
L ∩ L⊥ = {O}. Iš tikru

‘
ju

‘
: jei w ∈ L ∩ L⊥, tai w⊥w arba F (w,w) = 0, t. y. w = O. Taigi

V = L⊕ L⊥. 4

Euklido erdvės (V, F ) poerdviu
‘
L ir L⊥ tiesiogine

‘
suma

‘
L ⊕ L⊥ būtu

‘
galima pavad-

inti poerdviu
‘
L ir L⊥ ortogonalia

‘
ja suma todėl, kad kiekvienas poerdvio L vektorius yra

ortogonalus kiekvienam poerdvio L⊥ vektoriui.

4. Daugiamačiu
‘
gretasieniu

‘
tūriai

4. 1. Dabar aptarsime r-mačiu
‘
gretasieniu

‘
tūriu

‘
formules.

Apibrėžimas. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė, v1, v2, . . . , vr, – šios erdvės vektoriu
‘

šeima. Matrica

G(v1, v2, . . . , vr) =:


F (v1, v1) F (v1, v2) . . . F (v1, vr)
F (v2, v1) F (v2, v2) . . . F (v2, vr)

. . . . . . . . . . . .
F (vr, v1) F (vr, v2) . . . F (vr, vr)


yra vadinama vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . . , vr Gramo matrica, o šios matricos determinan-

tas detG(v1, v2, . . . , vr) = det(F (vi, vj))r
i,j=1 – vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . . , vr Gramo de-

terminantu. Vektoriu
‘

šeimos v1, v2, . . . , vr Gramo matrica gali būti užrašoma ir taip:
(F (vi, vj))r

i,j=1.
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Teiginys. Jei Euklido erdvės (V, F ) vektoriai uj , 1 ≤ j ≤ r, yra tiesǐskai ǐsreǐskiami

vektoriais vj , 1 ≤ j ≤ r, t. y. uj =
r∑

m=1
αjmvm, 1 ≤ j ≤ r, tai detG(u1, u2, . . . , ur) =

(det(αij)r
i,j=1)

2 detG(v1, v2, . . . , vr).

I
‘
rodymas. Jei uj =

r∑
m=1

αjmvm, 1 ≤ j ≤ r, tai ǐssiaǐskinkime, kaip yra susiejusios

vektoriu
‘
šeimu

‘
uj , 1 ≤ j ≤ r, ir vj , 1 ≤ j ≤ r, Gramo matricos. Taigi

G(u1, u2, . . . , ur) = (F (ui, uj))r
i,j=1 =

= (F (
r∑

l=1

αilvl,
r∑

m=1

αjmvm))r
i,j=1) = (

r∑
l=1

r∑
m=1

αilαjmF (vl, vm))r
i,j=1.

Remdamiesi pastara
‘
ja lygybe, matome: jei pažymėtume matricas (αij)r

i,j=1, (F (ui, uj))r
i,j=1

ir (F (vi, vj))r
i,j=1 raidėmis T , G′ ir G, tai galėtume parašyti: G′ = TGT t. Kadangi detG′ =

detG(u1, u2, . . . , ur), detG = detG(v1, v2, . . . , vr), tai

detG(u1, u2, . . . , ur) = detTG(v1, v2, . . . , vr) detT t = (detT )2 detG(v1, v2, . . . , vr).4

Teiginys. Sakykime, u1, u2, . . ., ur, – Euklido erdvės (V, F ) vektoriu
‘

šeima, gauta
ortogonalizavus tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2, . . . , vr. Tuomet

detG(v1, v2, . . . , vr) = detG(u1, u2, . . . , ur) =
r∏

j=1

F (uj , uj).

I
‘
rodymas. Ortogonalizuojant vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2, . . . , vr, ortogonalizuotos vektoriu

‘
šeimos vektoriai uj , 1 ≤ j ≤ r, kaip matėme, yra ǐsreǐskiami taip: kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r,

uj = αj−1 1u1 + αj−1 2u2 + . . .+ αj−1 j−1uj−1 + vj , αlm ∈ R, 1 ≤ l,m ≤ r − 1.

Koeficientas α00 = 0. Kadangi kiekvinam j, 1 ≤ j ≤ r,

Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj = Ru1 + Ru2 + . . .+ Ruj ,

tai vektoriai uj , 1 ≤ j ≤ r, yra ǐsreǐskiami vektoriais vj , 1 ≤ j ≤ r, taip: kiekvienam j,
1 ≤ j ≤ r,

uj = βj−1 1v1 + βj−1 2v2 + . . .+ βj−1 j−1vj−1 + vj , βlm ∈ R, 1 ≤ l,m ≤ r − 1.

Koeficientas β00 = 0.
Kaip matome, perėjimo matrica ǐs vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . . , vr, i

‘
ortogonalia

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
u1, u2, . . ., ur, yra 

1 0 0 . . . 0
β11 1 0 . . . 0
β21 β22 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
βr−11 βr−12 βr−13 . . . 1


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Kadangi šios matricos determinantas yra lygus 1, tai

detG(v1, v2, . . . , vr) = detG(u1, u2, . . . , ur) =
r∏

j=1

F (uj , uj).4

4. 2. Išvada. Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė, v1, v2, . . ., vr ∈ V , – tiesǐskai nepriklau-
somi vektoriai, 1 ≤ r ≤ dim

R
V . Tuomet detG(v1, v2, . . . , vr) > 0. detG(v1, v2, . . . , vr) = 0

tada ir tik tada, kai vektoriai v1, v2, . . ., vr ∈ V yra tiesǐskai priklausomi.

I
‘
rodymas. Jei Euklido erdvės (V, F ) vektoriai v1, v2, . . ., vr ∈ V , yra tiesǐskai nepriklau-

somi, tai šiuos vektorius ortogonalizave
‘
, gauname ortogonalia

‘
tiesǐskai nepriklausoma

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
u1, u2, . . ., ur. Taigi

detG(v1, v2, . . . , vr) = detG(u1, u2, . . . , ur) =
r∏

j=1

F (uj , uj) > 0.

detG(v1, v2, . . . , vr) = 0 tada ir tik tada, kai
r∏

j=1

F (uj , uj) = 0. Ši sandauga yra lygi nuliui

tada ir tik tada, kai egzistuoja toks j0, 1 ≤ j0 ≤ r, kad F (uj0 , uj0) = 0, t. y. tada ir tik tada,
kai uj0 = O. Jei uj0 = O, tai vektoriai v1, v2, . . ., vj0 yra tiesǐskai priklausomi, nes, kaip
žinome,

Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj0 = Ru1 + Ru2 + . . .+ Ruj0 =

= Ru1 + Ru2 + . . .+ Ruj0−1 = Rv1 + Rv2 + . . .+ Rvj0−1.

Vadinasi, ir vektoriai v1, v2, . . ., vr ∈ V yra tiesǐskai priklausmi. 4

4. 3. Dabar galime pateikti dar viena
‘

Koši-Buniakovskio-Švarco nelygybės i
‘
rodyma

‘
,

kaip ka
‘
tik i

‘
rodytos ǐsvados atskira

‘
atveji

‘
.

Teiginys. Tarkime, (V, F ) – Euklido erdvė. Tuomet bet kuriems u, v ∈ V , F (u, v)2 ≤
F (u, u)F (v, v) ir F (u, v)2 = F (u, u)F (v, v) tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesǐskai
priklausomi.

I
‘
rodymas. Jei u = O, tai abi nelygybės pusės yra lygios nuliui, o vektoriai u ir v

tiesǐskai priklausomi. Sakykime, u 6= O. Ortogonalizave
‘
vektorius u, v, tarkime, gauname

vektorius u = u′ ir v′. Tuomet

F (u, u)F (v, v)− F (u, v)2 = det
(
F (u, u) F (u, v)
F (v, u) F (v, v)

)
=

= det
(
F (u′, u′) F (u′, v′)
F (v′, u′) F (v′, v′)

)
= F (u′, u′)F (v′, v′) ≥ 0,

nes F (u′, v′) = 0 (vektoriai u′ ir v′ – ortogonalūs). Taigi F (u, u)F (v, v) − F (u, v)2 ≥ 0.
F (u, u)F (v, v)−F (u, v)2 = 0 tada ir tik tada, kai F (u′, u′)F (v′, v′) = 0. Kadangi u = u′ 6= O,
tai F (v′, v′) = 0, t. y. v′ = O. Bet v′ = O tada ir tik tada, kai vektoriai u ir v yra tiesǐskai
priklausomi. 4
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4. 4. r-matis gretasienis. r-mačio gretasienio r-mačio tūrio kvadratas.

Sakykime, (V, F ) – Euklido erdvė, v1, v2, . . ., vr ∈ V – tiesǐskai nepriklausomi vektoriai.

Apibrėžimas. Aibė {α1v1 + α2v2 + . . . + αrvr | 0 ≤ αi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ r} yra vadinama
r-mačiu gretasieniu, užtemptu ant vektoriu

‘
v1, v2, . . ., vr ∈ V ir žymima [v1, v2, . . . , vr]. Šio

gretasienio r-mačio tūrio kvadratu yra vadinama vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vr Gramo deter-

minanto detG(v1, v2, . . . , vr) reikšmė. Gretasienio [v1, v2, . . . , vr] tūri
‘
sutarkime žymėsime

vol[v1, v2, . . . , vr].

Pastaba. Tarkime, e1, e2, . . ., en – Euklido erdvės (V, F ) ortonormuota bazė. Sakykime,
kad

v1 = α11e1 + α12e2 + . . .+ α1nen

v2 = α21e1 + α21e2 + . . .+ α2nen

. . . . . . . . . . . . . . .
vn = αn1e1 + αn2e2 + . . .+ αnnen

I
‘
rodysime, kad

vol[v1, v2, . . . , vn] = |det(αij)n
i,j=1|.

Tūri
‘
vol[v1, v2, . . . , vn] galime apskaičiuoti remdamiesi n-lypiais integralais. Kadangi

[v1, v2, . . . , vn] = {β1v1 + . . .+ βnvn | 1 ≤ βj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ n} =

= {
n∑

j=1

βjαj1e1 + . . .+
n∑

j=1

βjαjnen | 1 ≤ βj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ n},

tai
vol[v1, v2, . . . , vn] =

∫ ∫
. . .

∫
t1=β1α11+...+βnαn1

..................
tn=β1α1n+...+βnαnn

0≤β1≤1,...,0≤βn≤1

dt1 . . . dtn =

=

1∫
0

. . .

1∫
0

∣∣∣ D(t1, . . . , tn)
D(β1, . . . , βn)

∣∣∣dβ1 . . . dβn =

=

1∫
0

. . .

1∫
0

|det(αij)n
i,j=1|dβ1 . . . dβn = |det(αij)n

i,j=1|.

Gretasienio [v1, v2, . . . , vn] tūri
‘
vol[v1, v2, . . . , vn] dabar apskaičiuosome kitu būdu. Gal-

ime parašyti lygybe
‘
:

(vol[v1, v2, . . . , vn])2 = detG(v1, v2, . . . , vn) =

= (det(αij)n
i,j=1)

2G(e1, . . . , en) = (det(αij)n
i,j=1)

2.

Vadinasi,
vol[v1, v2, . . . , vn] = |det(αij)n

i,j=1|.
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5. Unitariosios erdvės

5. 1. Sakykime, kad V – tiesinė erdvė virš kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
kūno C.

Apibrėžimas. Atvaizdis F : V × V → C yra vadinamas Ermito forma, apibrėžta
tiesinėje erdvėje V , jei bet kuriems x, x1, x2, y ∈ V , α1, α2 ∈ C,

1. F (x, y) = F (y, x);
2. F (α1x1 + α2x2, y) = α1F (x1, y) + α2F (x2, y).

Kaip matome, Ermito forma F , apibrėžta tiesinėje erdvėje V , esant fiksuotam antrajam
argumentui, yra tiesinė pagal pirma

‘
ji
‘
argumenta

‘
. I

‘
rodysime, kad F , esant fiksuotam pirma-

jam argumentui, yra taip vadinama pusiautiesinė pagal antra
‘
ji
‘

argumenta
‘
. Ermito forma

dažnai yra vadinama pusantrakart tiesine.

Teiginys. Jei F : V ×V → R yra Ermito forma, tai F , esant fiksuotam pirmajam argu-
mentui, yra pusiautiesinė pagal antra

‘
ji
‘
argumenta

‘
, t. y. bet kuriems α1, α2 ∈ C, x, y1, y2 ∈ V ,

F (x, α1y1 + α2y2) = α1F (x, y1) + α2F (x, y2).

I
‘
rodymas.

F (x, α1y1 + α2y2) = F (α1y1 + α2y2, x) = α1F (y1, x) + α2F (y2, x) =

= α1F (y1, x) + α2F (y2, x) == α1F (y1, x) + α2F (y2, x) =

= α1F (x, y1) + α2F (x, y2). 4

Apibrėžimas. Ermito forma F tiesinėje erdvėje V yra vadinama teigiamai apibrėžta,
jei kiekvienam x ∈ V , F (x, x) ≥ 0 ir F (x, x) = 0 tada ir tik tada, kai x = O.

Apibrėžimas. Teigiamai apibrėžta Ermito forma F tiesinėje erdvėje V yra vadinama
skaliarine daugyba, apibrėžta tiesinėje erdvėje V .

5. 2. Apibrėžimas. Jei tiesinėje erdvėje V yra apibrėžta skaliarinė daugyba F , tai
tiesinė erdvė V skaliarinės daugybos F atžvilgiu yra vadinama unitaria

‘
ja erdve ir yra žymima

(V, F ).

Pastaba. Dažniausiai skaliarinė daugyba unitarijoje (ar tiesinėje) erdvėje V yra žymima
〈 , 〉. Mes skaliarine

‘
daugyba

‘
unitariojoje erdvėje V žymėsime tiek raide F ar dar kuria nors

kita raide, tiek ir simboliu 〈 , 〉.

Standartinės unitariosios erdvės pavyzdys.

Nagrinėkime tiesine
‘
erdve

‘

C
n = {(α1, α2, . . . , αn) | αj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n}.

Apibrėžkime šioje erdvėje skaliarine
‘
daugyba

‘

〈 , 〉 : C
n × C

n → C
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taip: bet kuriems (α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ C
n,

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 = α1β̄1 + α2β̄2 + . . .+ αnβ̄n.

I
‘
sitikinkite, kad šis atvaizdis ǐs tikru

‘
ju

‘
yra skaliarinė daugyba tiesinėje erdvėje C

n. Unitaria
‘
ja

‘
erdve

‘
(Cn, 〈 , 〉) vadinsime n-mate standartine unitaria

‘
ja erdve.

5. 3. Teiginys. Tegu (V, 〈 , 〉) unitarioji erdvė. Kaip ir Euklido erdvės atveju yra
teisinga Švarco-Koši-Buniakovskio nelygybė: bet kuriems u, v ∈ V ,

|〈u, v〉|2 ≤ 〈u, u〉〈v, v〉.

I
‘
rodymas. Kadangi Ermito forma 〈 , 〉 teigiamai apibrėžta, tai bet kuriems u, v ∈ V ,

λ ∈ C teisinga nelygybė:
〈u− λv, u− λv〉 ≥ 0.

Šia
‘
nelygybe

‘
galime perrašyti taip:

〈u, u〉 − λ〈v, u〉 − λ̄〈u, v〉+ λλ̄〈v, v〉 ≥ 0. (1)

Švarco-Koši-Buniakovskio nelygybė tuo atveju, kai v = OV , akivaizdi. Galime tarti, kad
v 6= OV . I

‘
pirma

‘
ja

‘
lygybe

‘
vietoje λ i

‘
raše

‘

〈u,v〉
〈v,v〉 , gauname:

〈u, u〉 − 〈u, v〉〈v, u〉
〈v, v〉

− 〈v, u〉〈u, v〉
〈v, v〉

+
〈u, v〉〈v, u〉〈v, v〉

〈v, v〉2
≥ 0.

Pertvarke
‘
šia

‘
nelygybe

‘
, gauname:

〈u, u〉〈v, v〉 − |〈u, v〉|2 ≥ 0. 4

5. 4. Kaip ir Euklido erdvės atveju unitariojoje erdvėje galime apibrėžti normos funkcija
‘
:

|| || : V → R+, ||u|| =:
√
〈u, u〉, u ∈ V.

Kaip ir Euklido erdvės atveju normos funkcija turi savybes: bet kuriems u, v ∈ V , α ∈ C,
1. ||αu|| = |α| · ||u||;
2. ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||;
3. ||u|| ≥ 0, ||u|| = 0 tada ir tik tada, kai u = OV .

Kampo tarp unitariosios erdvės vektoriu
‘
apibrėžti negalime, nes skaliarinė daugyba uni-

tariojoje erdvėje i
‘
gyja reikšmes kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
aibėje. Bet galima apibrėžti ortogo-

nalumo sa
‘
voka

‘
.

Apibrėžimas. Unitariosios erdvės V vektoriai u ir v yra vadinami ortogonaliais, jei
〈u, v〉 = 0.

Apibrėžimas. Unitariosios erdvės V vektoriu
‘

šeima u1, u2, . . ., ur yra vadinama
ortonormuota, jei 〈ui, uj〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ r, čia δij – Kronekerio simbolis.
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Teiginys. Unitariosios erdvės V ortonormuota vektoriu
‘
šeima u1, u2, . . ., ur yra tiesǐskai

nepriklausoma.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas toks pat, kaip ir Euklido erdvės atveju.

5. 5. Teorema (Ortogonalizacijos algoritmas). Sakykime, (V, 〈 , 〉) – unitari-
oji erdvė. Egzistuoja algoritmas, vadinamas ortogonalizacijos algoritmu (procesu), kuriuo
kiekviena

‘
unitariosios erdvės V tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2, . . . , vs galima

pertvarkyti i
‘
tokia

‘
ortonormuota

‘
vektoriu

‘
šeima

‘
u1, u2, . . ., us, kad kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s,

Cv1 + Cv2 + . . .+ Cvj = Cu1 + Cu2 + . . .+ Cuj .

I
‘
rodymas. Šios teoremos i

‘
rodymas visǐskai toks pat, kaip ir Euklido erdvės atveju.

Išvada. Kiekvienoje unitarioje erdvėje egzistuoja ortonormuota bazė.

5. 6. Apibrėžimas. Unitariosios erdvės (V, F ) ir (W,G) yra vadinamos izomorfinėmis
(arba izometrinėmis), jei egzistuoja bijekcija f : V →W , tenkinanti sa

‘
lygas:

1. Atvaizdis f : V →W yra tiesinis, t. y. bet kuriems α, β ∈ C, u, v ∈ V , f(αu+βv) =
αf(u) + βf(v);

2. Bet kuriems u, v ∈ V , G(f(u), f(v)) = F (u, v).

Teorema. Unitariosios erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės tada ir tik tada, kai
tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W dimensijos dim

C
V ir dim

C
W yra lygios.

I
‘
rodymas. Jei unitariosios erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės, tai egzistuoja tiesinė

bijekcija f : V →W . Vadinasi, dim
C
V = dim

C
W .

Tarkime, kad (V, F ) ir (W,G) yra unitariosios erdvės ir dim
C
V = dim

C
W = n. I

‘
rody-

sime, kad unitariosios erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės.
Išsirinkime unitariu

‘
ju

‘
erdviu

‘
(V, F ) ir (W,G) ortonormuotas bazes v1, v2, . . ., vn ir w1,

w2, . . ., wn. Tuomet tiesinis atvaizdis f : V →W , f(vj) = wj , 1 ≤ j ≤ n, yra tiesinė bijekcija.
I
‘
sitikinsime, kad bet kuriems u1, u2 ∈ V , teisinga lygybė: G(f(u1), f(u2)) = F (u1, u2).

Sakykime, u1 =
n∑

j=1

αjvj , u2 =
n∑

j=1

βjvj . Tuomet

F (u1, u2) = F (
n∑

i=1

αivi,
n∑

j=1

βjvj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβ̄jF (vi, vj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβ̄jδij =
n∑

j=1

αj β̄j .

Kita vertus,

G(f(u1), f(u2)) = G(f(
n∑

i=1

αivi), f(
n∑

j=1

βjvj)) = G(
n∑

i=1

αif(vi),
n∑

j=1

βjf(vj)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβ̄jG(wi, wj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβ̄jδij =
n∑

j=1

αj β̄j .
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Kaip matome, bet kuriems u1, u2 ∈ V , teisinga lygybė: G(f(u1), f(u2)) = F (u1, u2). Taigi
unitariosios erdvės (V, F ) ir (W,G) yra izomorfinės. 4

Išvada. Kiekviena n-matė unitarioji erdvė V yra izomorfinė (izometrinė) standartinei
unitariajai erdvei (Cn, 〈 , 〉).

I
‘
rodymas. Tarkime, v1, v2, . . ., vn – unitariosios erdvės V ortonormuota bazė, e1, e2,

. . ., en – standartinės unitariosios erdvės (Cn, 〈 , 〉) standartinė ortonormuotoji bazė. Tuomet
apibrėžkime tiesini

‘
atvaizdi

‘

V 3 u = α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn 7→ (α1, α2, . . . , αn) ∈ C
n.

Akivaizdu, kad šis atvaizdis yra nagrinėjamu
‘
unitariu

‘
ju

‘
erdviu

‘
izomorfizmas. 4

5. 7. Sakykime, (V, 〈 , 〉) yra unitarioji erdvė, L – tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis.
Apibrėžkime poaibi

‘
L⊥, sudaryta

‘
ǐs tiesinės erdvės V visu

‘
tokiu

‘
vektoriu

‘
, kuriu

‘
kiekvienas

yra ortogonalus kiekvienam poerdvio L vektoriui. Matematiniais žymėjimais:

L⊥ =: {u ∈ V | F (u, l) = 0, l ∈ L}.

Teiginys. Jei L yra unitariosios erdvės (V, 〈 , 〉) tiesinis poerdvis, tai L⊥ taip pat yra
tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas toks pat, kaip ir Euklido erdvės atveju.

Apibrėžimas. Sakykime, (V, F ) – unitarioji erdvė, v1, v2, . . . , vr, – šios erdvės vektoriu
‘

šeima. Matrica

G(v1, v2, . . . , vr) =:


F (v1, v1) F (v1, v2) . . . F (v1, vr)
F (v2, v1) F (v2, v2) . . . F (v2, vr)

. . . . . . . . . . . .
F (vr, v1) F (vr, v2) . . . F (vr, vr)


yra vadinama vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . . , vr Gramo matrica, o šios matricos determinantas

detG(v1, v2, . . . , vr) = det(F (vi, vj))r
i,j=1 – vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . . , vr Gramo determi-

nantu.

Teiginys. Sakykime, unitariosios erdvės (V, F ) vektoriai uj , 1 ≤ j ≤ r, yra tiesǐskai

ǐsreǐskiami vektoriais vj , 1 ≤ j ≤ r, t. y. uj =
r∑

m=1
αjmvm, 1 ≤ j ≤ r. Tuomet

detG(u1, u2, . . . , ur) = |det(αij)r
i,j=1|2 detG(v1, v2, . . . , vr).

I
‘
rodymas. Jei uj =

r∑
m=1

αjmvm, 1 ≤ j ≤ r, tai ǐssiaǐskinkime, kaip yra susiejusios

vektoriu
‘
šeimu

‘
uj , 1 ≤ j ≤ r, ir vj , 1 ≤ j ≤ r, Gramo matricos. Taigi

G(u1, u2, . . . , ur) = (F (ui, uj))r
i,j=1 =
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= (F (
r∑

l=1

αilvl,
r∑

m=1

αjmvm))r
i,j=1 = (

r∑
l=1

r∑
m=1

αilᾱjmF (vl, vm))r
i,j=1.

Remdamiesi pastara
‘
ja lygybe, matome: jei pažymėtume matricas (αij)r

i,j=1, (F (ui, uj))r
i,j=1

ir (F (vi, vj))r
i,j=1 raidėmis T , G′ ir G, tai galėtume parašyti: G′ = TGT̄ t, čia T̄ – matrica,

sudaryta ǐs matricos T elementams kompleksǐskai sujungtiniu
‘
elementu

‘
. Kadangi detG′ =

detG(u1, u2, . . . , ur), detG = detG(v1, v2, . . . , vr), tai

detG(u1, u2, . . . , ur) = detT detG(v1, v2, . . . , vr)detT t = |detT |2 detG(v1, v2, . . . , vr).4

Teiginys. Sakykime, u1, u2, . . ., ur, – unitariosios erdvės (V, F ) vektoriu
‘
šeima, gauta

ortogonalizavus tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
šeima

‘
v1, v2, . . . , vr. Tuomet

detG(v1, v2, . . . , vr) = detG(u1, u2, . . . , ur) =
r∏

j=1

F (uj , uj).

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas toks pat, kaip ir Euklido erdviu

‘
atveju.

Apibrėžimas. Matrica A ∈Mn(C) yra vadinama Ermito, jei A = Āt.

Apibrėžimas. Ermito matrica A ∈ Mn(C) yra vadinama teigiamai apibrėžta, jei
kiekvienam α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ C

n, α 6= O, αAᾱt > 0.

Pratimas. I
‘
rodykite, kad unitariosios erdvės V kiekvienai tiesǐskai nepriklausomai

vektoriu
‘
šeimai v1, v2, . . . , vr, Gramo matrica

G(v1, v2, . . . , vr) =


F (v1, v1) F (v1, v2) . . . F (v1, vr)
F (v2, v1) F (v2, v2) . . . F (v2, vr)

. . . . . . . . . . . .
F (vr, v1) F (vr, v2) . . . F (vr, vr)


yra teigiamai apibrėžta Ermito matrica.

6. Unitarieji atvaizdžiai

6. 1. Sakykime, (V, 〈 , 〉) – unitarioji erdvė, f : V → V – tiesinis atvaizdis.

Apibrėžimas. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra vadinamas unitariuoju, jei bet kuriems
u1, u2 ∈ V , 〈f(u1), f(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Pirmiausia i
‘
rodysime keleta

‘
paprastu

‘
unitariojo atvaizdžio savybiu

‘
.

Teiginys. Unitarusis atvaizdis f : V → V yra bijektyvus.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad u ∈ Ker f . Tuomet 〈u, u〉 = 〈f(u), f(u)〉 = 〈OV , OV 〉 = 0.

Vadinasi, u – nulinis vektorius, kitaip tariant Ker f = {OV }. Remdamiesi lygybe

dim
C

Ker f + dim
C
Im(f) = dim

C
V,
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gauname dim
C
Im(f) = dim

C
V . Taigi unitarusis atvaizdis f yra bijektyvus. 4

6. 2. Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V , čia V – unitari erdvė, yra unitarus tada
ir tik tada, kai unitarios erdvės V ortonormuotos bazės vaizdas yra ortonornuota bazė.

I
‘
rodymas. Tegu f : V → V yra unitarus atvaizdis, o e1, e2, . . ., en – unitarios erdvės

V ortonormuota bazė. Tuomet bet kuriems i, j, 1 ≤ i, j ≤ n,

〈f(ei), f(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij . (1)

Čia δij yra Kronekerio simbolis. Priminsime, kad

δij =
{

1, jei i = j,
0, jei i 6= j

.

Remdamiesi (1) lygybe, matome, kad unitarios erdvės ortonormuotos bazės e1, e2, . . ., en

vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en) yra ortonormuota bazė.
Tegu f : V → V yra toks tiesinis atvaizdis, kad unitarios erdvės V ortonormuotos bazės

e1, e2, . . ., en vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en) yra ortonormuota bazė, t. y. bet kuriems i, j,
1 ≤ i, j ≤ n,

〈ei, ej〉 = 〈f(ei), f(ej)〉 = δij .

I
‘
rodysime, kad bet kuriems vektoriams u1, u2 ∈ V teisinga lygybė:

〈f(u1), f(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Vektorius u1, u2 ∈ V ǐsreǐske
‘
unitarios erdvės V bazės vektoriais e1, e2, . . ., en

u1 =
n∑

r=1

αrer, u2 =
n∑

s=1

βses,

gauname

〈f(u1), f(u2)〉 = 〈
n∑

r=1

αrf(er),
n∑

s=1

βsf(es)〉 =
n∑

r,s=1

αrβ̄s〈f(er), f(es)〉 =

=
n∑

r,s=1

αrβ̄s〈er, es〉 = 〈
n∑

r=1

αrer,
n∑

s=1

βses〉 = 〈u1, u2〉.

Kaip matome, f yra unitarus atvaizdis. 4

Teiginys. Visi unitarieji atvaizdžiai f : V → V atvaizdžiu
‘

kompozicijos ◦ atžvilgiu
sudaro grupe

‘
, kuri yra vadinama unitaria

‘
ja ir yra žymima U(V ).

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad unitariu

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicija yra unitarus

atvaizdis. Sakykime f, g – unitarūs atvaizdžiai. Tuomet bet kuriems u1, u2 ∈ V ,

〈(f ◦ g)(u1), (f ◦ g)(u2)〉 = 〈(f(g(u1)), (f(g(u2))〉 =
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〈g(u1), g(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Kaip matome, f ◦ g yra unitarus atvaizdis. Taigi visu
‘

unitariu
‘

atvaizdžiu
‘

aibė U(V ) yra
stabili unitariu

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicijos atžvilgiu. Dabar i

‘
sitikinsime, kad unitariu

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicijos dėsnis tenkina grupės apibrėžimo aksiomas.

1. Atvaizdžiu
‘
kompozicija yra asociatyvus kompozicijos dėsnis;

2. Tapatusis atvaizdis id : V → V akivaizdžiai yra unitarus atvaizdis;
3. Kiekvienam unitariajam atvaizdžiui f ∈ U(V ) egzistuoja atvirkštinis atvaizdis f−1,

nes, kaip anksčiau i
‘
sitikinome, kiekvienas unitarusis atvaizdis yra bijektyvus. Lieka i

‘
sitikinti,

kad f−1 yra unitarus atvaizdis.
Sakykime, u1, u2 ∈ V . Tuomet

〈u1, u2〉 = 〈(f ◦ f−1)(u1), (f ◦ f−1)(u2)〉 =

= 〈f(f−1(u1)), f(f−1(u2))〉 = 〈f−1(u1), f−1(u2)〉.

Remdamiesi šia lygybe, matome, kad f−1 yra unitarus atvaizdis. Taigi i
‘
rodėme, kad U(V )

yra grupė. 4

6. 3. Apibrėžimas. Matrica A ∈ Mn(C) yra vadinama unitaria
‘
ja, jei AĀt = 1n.

Brūkšnelis virš matricos A žymi, kad matricos A kiekvienas koeficientas yra pakeičiamas
kompleksiniu sujungtiniu skaičiumi.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V , čia V – unitari erdvė, yra unitarus tada tik
tada, kai jo matrica unitarios erdvės V ortonormuotoje bazėje yra unitari.

I
‘
rodymas. Sakykime, f : V → V – unitarus atvaizdis, e1, e2, . . . , en yra unitarios

erdvės V ortonormuota bazė. Sakykime, unitaraus atvaizdžio matrica tiesinės erdvės V bazėje
e1, e2, . . . , en yra (αij)n

i,j=1, t. y. f(ei) =
∑n

j=1 αijej , 1 ≤ i ≤ n. Kadangi f unitarus
atvaizdis, tai bet kuriems r, s, 1 ≤ r, s ≤ n,

〈f(er), f(es)〉 = 〈er, es〉 = δrs.

Čia δrs yra Kronekerio simbolis. I
‘

lygybe
‘
〈f(er), f(es)〉 = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n, i

‘
raše

‘
vektoriu

‘
f(ei), 1 ≤ i ≤ n, ǐsraǐskas bazės e1, e2, . . ., en vektoriais

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n,

gauname:

〈
n∑

j=1

αrjej ,
n∑

m=1

αsmem〉 =
n∑

j=1

αrj

n∑
m=1

ᾱsm〈ej , em〉 =

=
n∑

j,m=1

αrjᾱsmδj,m =
n∑

j=1

αrjᾱsj = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n.
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Pažymėje
‘
A = (αrj)n

r,s=1, remdamiesi lygybėmis

n∑
j=1

αrjᾱsj = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n,

matome, kad AĀt = 1n. Taigi i
‘
rodėme, kad unitaraus atvaizdžio f matrica A unitarios erdvės

V ortonormuotoje bazėje yra unitari.
Dabar sakykime, kad tiesinio atvaizdžio f : V → V matrica A = (αij)n

i,j=1 unitarios
erdvės V ortonormuotoje bazėje e1, e2, . . . , en yra unitari. I

‘
rodysime, kad tiesinis atvaizdis f

yra unitarus. Galime parašyti lygybes:

1n = AĀt =⇒ δrs =
n∑

j=1

αrjᾱsj =
n∑

j,m=1

αrjᾱsmδj,m =

n∑
j=1

αrj

n∑
m=1

ᾱsm〈ej , em〉 = 〈
n∑

j=1

αrjej ,
n∑

m=1

αsmem〉 = 〈f(er), f(es)〉, 1 ≤ r, s ≤ n.

Kaip matome,
〈f(er), f(es)〉 = 〈er, es〉 = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n,

t. y. ortonormuotos bazės e1, e2, . . ., en vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en) yra ortonormuota
bazė. Remdamiesi teginiu [6. 2.], gauname, kad f yra unitarus atvaizdis. 4

6. 4. Nagrinėkime standartine
‘
n-mate

‘
unitaria

‘
ja

‘
erdve

‘
(Cn, 〈 , 〉). Priminsime, kad

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αj β̄j .

Šios erdvės standartinė bazė ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), čia δij – Kronekerio simbolis, yra ortonor-
muota. Kiekvienam unitariam atvaizdžiui f : C

n → C
n tiesinės erdvės standartinėje ortonor-

muotoje bazėje vienareikšmǐskai yra priskiriama unitari matrica A = (αij)n
ij=1,

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n.

Pažymėje
‘
visu

‘
n-tos eilės unitariu

‘
ju

‘
matricu

‘
aibe

‘
U(n), galime nagrinėti atvaizdi

‘
F : U(Cn) →

U(n), F (f) = A, A – unitariojo atvaizdžio f matrica tiesinės erdvės C
n standartinėje bazėje.

Atvaizdis F yra bijektyvus.

Teiginys. Visu
‘
n-tos eilės unitariu

‘
ju

‘
matricu

‘
aibė U(n) matricu

‘
daugybos atžvilgiu yra

grupė.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad aibė U(n) yra stabili matricu

‘
daugybos atžvil-

giu. Jei A,B ∈ U(n), tai AĀt = 1n, BB̄t = 1n. Tuomet

(AB)(AB)
t
= (AB)B̄tĀt = A(BB̄t)Āt = A1nĀ

t = AĀt = 1n,

262



t. y. AB yra unitari matrica.
I
‘
sitikinsime, kad U(n) matricu

‘
daugybos atžvilgiu yra grupė. Akivaizdu, kad

1. Matricu
‘
daugyba yra asociatyvi;

2. 1n ∈ U(n) – tai akivaizdu;
3. Jei A ∈ U(n), tai AĀt = 1n, t. y. A−1 = Āt. Galime parašyti: Āt ¯̄At

t
= ĀtA = 1n.

Kaip matome, A−1 = Āt ∈ U(n).
Taigi U(n) matricu

‘
daugybos atžvilgiu yra grupė. 4

Teiginys. Atvaizdis F : U(Cn) → U(n) yra antihomomorfizmas, t. y., bet kuriems
f, g ∈ U(Cn), F (f ◦ g) = F (g)F (f).

I
‘
rodymas. Sakykime, f, g ∈ U(Cn),

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , g(ei) =
n∑

j=1

βijej , 1 ≤ i ≤ n.

Tuomet

(f ◦ g)(ei) = f(g(ei)) = f(
n∑

j=1

βijej) =
n∑

j=1

βijf(ej) =
n∑

j=1

βij

n∑
r=1

αjrer =

n∑
r=1

(
n∑

j=1

βijαjr)er =
n∑

r=1

γirer, 1 ≤ i ≤ n,

čia γir =
n∑

j=1

βijαjr, 1 ≤ i, r ≤ n. Pažymėje
‘
A = (αij)n

i,j=1, B = (βij)n
i,j=1, C = (γn

i,j=1,

gauname: C = BA. Taigi matome, kad, jei F (f) = A, F (g) = B, tai F (f ◦ g) = C = BA =
F (g)F (f). 4

6. 5. Kadangi unitarioji matrica A tenkina sa
‘
lyga

‘
AĀt = 1n, tai

det(AĀt) = detAdetAt = |detA|2 = 1,

t. y. |detA| = 1.

6. 6. Unitaraus atvaizdžio (unitarios matricos) spektras.

Sakykime, f : V → V yra unitarus atvaizdis, φf (t) – šio atvaizdžio charakteringasis
polinomas. Kadangi V yra tiesinė erdvė virš kūno C, tai, remiantis pagrindine algebros
teorema, egzistuoja polinomo φf (t) šaknis λ ∈ C. Tuomet egzistuoja tiesinio atvaizdžio f
tikrinis vektorius u ∈ V , atitinkantis tikrine

‘
reikšme

‘
λ. Vadinasi, galime parašyti lygybe

‘
:

f(u) = λu, u ∈ V, λ ∈ C.

Kadangi f yra unitarus atvaizdis, tai

〈u, u〉 = 〈f(u), f(u)〉 = 〈λu, λu〉 = λλ̄〈u, u〉.
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Remdamiesi šia lygybe, gauname λλ̄ = 1, t. y. λ ∈ S1 ⊂ C (S1 – vienetinio spindulio
apskritimas kompleksinėje plokštumoje).

Išvada. Unitaraus atvaizdžio f spektras ( atvaizdžio f charakteringojo polinomo φf (t)
visu

‘
šaknu

‘
visuma) priklauso kompleksinės plokštumos vienetinio spindulio apskritimui S1.

6. 7. Teorema (unitaraus atvaizdžio spektrinis ǐsskaidymas). Sakykime, f :
V → V yra unitarus atvaizdis. Egzistuoja unitarios erdvės V ortonormuota bazė, sudaryta
ǐs unitaraus atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
.

I
‘
rodymas. Sakykime, λ1 ∈ S1 yra tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomo φf (t)

šaknis, u1 ∈ V – tiesinio atvaizdžio f normuotas tikrinis vektorius (t. y. toks, kurio ilgis
yra lygus 1), atitinkantis tikrine

‘
reikšme

‘
λ1. Sudarykime poerdvi

‘
L = Cu1, – vektoriaus u1

tiesini
‘
apvalkala

‘
. Tuomet unitaria

‘
erdve

‘
V galime ǐsskaidyti i

‘
tarpusavy ortogonaliu

‘
poerdviu

‘
L ir L⊥ tiesiogine

‘
suma

‘
:

V = L⊕ L⊥.

I
‘
sitikinsime, kad L⊥ yra f - invariantinis poerdvis (priminsime, kad reikia i

‘
rodyti : v ∈

L⊥ =⇒ f(v) ∈ L⊥). Sakykime, kad v ∈ L⊥, t. y. 〈u1, v〉 = 0 (kitaip tariant u1⊥v). Tuomet

〈f(u1), f(v)〉 = 〈u1, v〉 = 0.

Kita vertus
〈f(u1), f(v)〉 = 〈λu1, f(v)〉 = λ〈u1, f(v)〉 = 0.

Kadangi λ ∈ S1, t. y. λ 6= 0, tai 〈u1, f(v)〉 = 0. Kaip matome, u1⊥f(v), t. y. f(v) ∈ L⊥.
I
‘
rodėme, kad L⊥ yra f - invariantinis poerdvis. Tare

‘
, kad teoremos teiginys yra i

‘
rodytas

kiekvienam unitariam atvaizdžiui g : N → N , kai dim
C
N < dim

C
V ,tai teoremos i

‘
rodyma

‘
galime užbaigti matematinės indukcijos metodu. Mūsu

‘
atveju dim

C
L⊥ < dim

C
V , f

∣∣
L⊥

:
L⊥ → L⊥ yra unitarus atvaizdis. 4

6. 8. Išvada. Kiekvienai unitariai matricai A = (αij)n
i,j=1 egzistuoja tokia unitari

matrica B, kad matrica BAB−1 = D – i
‘
strižaininė matrica, kurios i

‘
strižainė yra sudaryta ǐs

matricos A tikriniu
‘
reikšmiu

‘
.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime standartine

‘
n-mate

‘
unitaria

‘
erdve

‘
(Cn, 〈 , 〉). Šios erdvės

standartinė ortonormuota bazė yra ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), čia δij – Kronekerio simbolis.

Atvaizdis f : C
n → C

n, f(ei) =
n∑

j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n, yra unitarus, nes šio atvaizdžio matrica

A tiesinės erdvės C
n ortonormuotoje bazėje ej , 1 ≤ j ≤ n, yra unitari. Remdamiesi teorema

apie unitaraus atvaizdžio spektrini
‘
ǐsskaidyma

‘
, imkime tiesinės erdvės ortonormuota

‘
baze

‘
ẽj ,

1 ≤ j ≤ n, sudaryta
‘

ǐs unitaraus atvaizdžio f tikriniu
‘

vektoriu
‘
. Sakykime, kad perėjimo

matrica ǐs bazės ej , 1 ≤ j ≤ n, i
‘
baze

‘
ẽj , 1 ≤ j ≤ n, yra B. Kadangi bazės ej , 1 ≤ j ≤ n, ir

ẽj , 1 ≤ j ≤ n, yra ortonormuotos, tai matrica B yra unitari. Tiesinio atvaizdžio f matrica
bazėje ẽj , 1 ≤ j ≤ n, yra BAB−1. Tiesinio atvaizdžio f matrica

‘
bazėje ẽj , 1 ≤ j ≤ n,

užrašykime remdamiesi apibrėžimu: f(ẽj) = λj ẽj , 1 ≤ j ≤ n, nes ẽj , 1 ≤ j ≤ n, yra f -
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tikriniai vektoriai, o λj , 1 ≤ j ≤ n, – tiesinio atvaizdžio f tikrinės reikšmės. Vadinasi,

BAB−1 =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λj ∈ S1, 1 ≤ j ≤ n. 4

6. 9. Specialioji n-tos eilės unitariu
‘
ju

‘
matricu

‘
grupė SU(n).

Nagrinėkime n-tos eilės unitariu
‘
ju

‘
matricu

‘
, kuriu

‘
determinantas lygus 1, aibe

‘
SU(n), t.

y. SU(n) =: {A ∈ U(n)|detA = 1}. Kadangi det(AB) = detAdetB, tai SU(n) matricu
‘

daugybos atžvilgiu yra grupė. Ši grupė yra grupės U(n) normalusis pogrupis. Atvaizdis
det : U(n) → S1, čia S1 = {z ∈ C

∣∣|z| = 1}, yra siurjektyvus. Iš tikru
‘
ju

‘
: jei z ∈ S1, tai

matricos 
z 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


determinantas yra lygus z. Atvaizdžio det : U(n) → S1 branduolys Ker det = SU(n).
Vadinasi, faktorgrupė U(n)/SU(n) yra izomorfinė grupei S1 = U(1).

6. 10. Grupė SU(2). Išsamiau ǐstirsime grupe
‘
SU(2). Sakykime, kad

A =
(
α β
γ δ

)
, A ∈ SU(2).

Tuomet Āt = A−1, t. y. (
ᾱ γ̄
β̄ δ̄

)
=

(
δ −β
−γ α

)
.

Vadinasi, γ = −β̄, δ = ᾱ. Taigi matrica A, priklausanti grupei SU(2), atrodo taip:

A =
(
α β
−β̄ ᾱ

)
, |α|2 + |β|2 = 1.

Pažymėkime α = x1 + x2i, β = x3 + x4i, x1, x2, x3, x4 ∈ R, i2 = −1. Lygybė |α|2 + |β|2 = 1
naujais žymėjimais atrodo taip: x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1. Visu

‘
keturmatės erdvės R

4 vektoriu
‘
,

kuriu
‘
koordinatės tenkina lygti

‘
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1, galai užpildo spindulio r = 1 trimate

‘
sfera

‘
S3. Taigi matrica

‘

A =
(
x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
, x1, x2, x3, x4 ∈ R, x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1,

sutapatine
‘
su keturmatės erdvės R

4 vektoriumi (x1, x2, x3, x4), x2
1+x2

2+x2
3+x2

4 = 1, gauname,
kad visos matricos

A =
(
x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
, x1, x2, x3, x4 ∈ R, x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1,
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sudaro keturmarėje erdvėje R
4 trimate

‘
sfera

‘
S3. Nepaprastai i

‘
domus tas faktas, kad trimatėje

sferoje S3 tokiu būdu galima apibrėžti grupės struktūra
‘
. Kaip matėme, S1 = U(1) yra

komutatyvi grupė, tuo tarpu, grupė S3 nėra komutatyvi.

6. 11. Nurodysime i
‘
domu

‘
ryši

‘
tarp matricu

‘
aibės

H =
{(

x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
|x1, x2, x3, x4 ∈ R

}
ir kvaternionu

‘
nekomutatyvaus kūno H. Priskyre

‘
matricai(

x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
, x1, x2, x3, x4 ∈ R,

kvaterniona
‘
x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ H, gauname atvaizdi

‘

f : H → H.

Akivaizdu, kad atvaizdis f adityvus: f(A+B) = f(A) + f(B), A, B ∈ H. I
‘
sitikinsime,

kad atvaizdis f turi ir tokias savybes:
1. f(AB) = f(A)f(B), A,B ∈ H;
2. det = Nm ◦ f .

Priminsime:

Nm (x1 + x2i+ x3j + x4k) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ H.

Dabar i
‘
sitikinsime, kad f turi savybe

‘
: f(AB) = f(A)f(B), A,B ∈ H. Tuo tikslu

nagrinėkime matricas(
x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
,

(
y1 + y2i y3 + y4i
−y3 + y4i y1 − y2i

)
, xj , yj ∈ R, 1 ≤ j ≤ 4.

Tiesiogiai patikrinti, sudauginus šias matricas, kad f turi i
‘
rodinėjama

‘
savybe

‘
, pakankamai

sudėtinga. Šias matricas užrašykime taip:

(
x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
= x1

(
1 0
0 1

)
+ x2

(
i 0
0 −i

)
+ x3

(
0 1
−1 0

)
+ x4

(
0 i
i 0

)
,

(
y1 + y2i y3 + y4i
−y3 + y4i y1 − y2i

)
= y1

(
1 0
0 1

)
+ y2

(
i 0
0 −i

)
+ y3

(
0 1
−1 0

)
+ y4

(
0 i
i 0

)
,

xj , yj ∈ R, 1 ≤ j ≤ 4. Remiantis tuo, kad matricu
‘
sudėtis ir daugyba yra susieti distribu-

tyvumo dėsniais: (A + B)C = AC + BC, C(A + B) = CA + CB, pakanka i
‘
sitikinti, kad

matricos (
1 0
0 1

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
,

tarpysavy yra dauginamos taip, kaip ir kvaternionai 1, i, j, k. Bet tai akivaizdu.
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Atvaizdžio f savybė det = Nm ◦ f akivaizdi, nes matricos

A =
(
x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
, x1, x2, x3, x4 ∈ R

determinantas detA, kaip ir kvaterniono x1+x2i+x3j+x4k norma Nm (x1+x2i+x3j+x4k),
yra lygus x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4. Taigi atvaizdis f : H → H yra bijektyvus žiedu

‘
homomorfizmas.

Bet kadangi H yra nekomutatyvus kūnas, tai matricu
‘
aibė H matricu

‘
sudėties ir daugybos

atžvilgiu yra taip pat nekomutatyvus kūnas, izomorfinis H. Visos matricos A ∈ H, kuriu
‘

determinantas yra lygus 1, sudaro grupe
‘
SU(2), izomorfine

‘
kvaternionu

‘
, kuriu

‘
norma yra

lygi 1, grupei

{x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ H | Nm (x1 + x2i+ x3j + x4k) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1}.

6. 12. Pasinaudoje
‘
anksčiau nurodytu ryšiu tarp kvaternionu

‘
nekomutatyvaus kūno H

ir matricu
‘
aibės

H =
{(

x1 + x2i x3 + x4i
−x3 + x4i x1 − x2i

)
, x1, x2, x3, x4 ∈ R

}
,

ǐssiaǐskinkime grupės

S3 = SU(2) = {x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ H | Nm (x1 + x2i+ x3j + x4k) = 1}

kai kurias savybes.

Apibrėžimas. Kvaterniona
‘
αi+ βj + γk ∈ H vadinsime grynai menamu.

Teiginys. Visu
‘
grynai menamu

‘
kvaternionu

‘
, kuriu

‘
norma yra lygi vienam, aibė

{αi+ βj + γk ∈ H | α2 + β2 + γ2 = 1}

yra dvimatė sfera S2 ⊂ S3. Kiekvienas grynai menamas kvaternionas, kurio norma yra lygi
vienam, pakeltas kvadratu yra lygus −1.

I
‘
rodymas. Visǐskai akivaizdu, kad aibe

‘

{αi+ βj + γk ∈ H | α2 + β2 + γ2 = 1}

galima sutapatinti su aibe

{(0, α, β, γ) ∈ R
4 | α2 + β2 + γ2 = 1} = S2 ⊂ S3.

Pakėle
‘
grynai menama

‘
kvaterniona

‘
αi+ βj + γk ∈ H, α2 + β2 + γ2 = 1, kvadratu, gauname:

(αi+ βj + γk)2 = −(α2 + β2 + γ2) = −1. 4
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6. 13. Kaip matome, kvaternionu
‘
nekomutatyviame kūne H lygties x2 + 1 = 0 spren-

diniai sudaro dvimate
‘
sfera

‘
S2, tuo tarpu, n-ojo laipsnio lygtis f(x) = 0, f(x) ∈ k[x], komu-

tatyviajame kūne k negali turėti daugiau nei n sprendiniu
‘
(šaknu

‘
).

6. 14. Dabar nagrinėsime grupe
‘
SU(2) = S3 ir ǐssiaǐskinsime elemento i ∈ S3

sujungtiniu
‘
elementu

‘
klase

‘

{(x1 + x2i+ x3j + x4k) i (x1 + x2i+ x3j + x4k)−1 | x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ S3}.

Elementas
(x1 + x2i+ x3j + x4k) i (x1 + x2i+ x3j + x4k)−1,

x1 + x2i+ x3j + x4k ∈ S3, yra lygus elementui

(x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4)i+ (2x1x4 + 2x2x3)j + (−2x1x3 + 2x2x4)k.

Kaip matome, elementui i ∈ S3 sujungtiniu
‘
elementu

‘
klasė yra grupės S3 grynai menamu

‘
elementu

‘
poaibis. Ar šis poaibis sutampa su grupės S3 grynai menamu

‘
elementu

‘
poaibiu?

Jei taip yra, tai kiekvienam rinkiniui (α, β, γ) ∈ R
3, tenkinančiam sa

‘
lyga

‘
α2 + β2 + γ2 = 1,

lygčiu
‘
sistema 

x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = α
2x1x4 + 2x2x3 = β
−2x1x3 + 2x2x4 = γ
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1

turi bent viena
‘
sprendini

‘
realiaisiais skaičiais. Ištirti šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
ne taip paprasta. I

‘
anksčiau suformuluota

‘
klausima

‘
ieškosime atsakymo visǐskai kitaip.

6. 15. Grynai menamam kvaternionui αi+ βj + γk ∈ S3, atitinka matrica

A =
(

αi β + γi
−β + γi −αi

)
, α, β, γ ∈ R, α2 + β2 + γ2 = 1.

Nagrinėsime grynai menamus kvaternionus αi + βj + γk ∈ S3, nelygius i, t. y. , kai α 6= 1,
nes norime ǐssiaǐskinti, kokie ǐs ju

‘
priklauso elemento i sujungtiniu

‘
elementu

‘
klasei. Kaip

matome, matrica A yra grupės SU(2) elementas. Šios matricos charakteringasis polinomas
φA(t) = t2 + 1, Vadinasi, šios matricos tikrinės reikšmės yra ±i ∈ C. Remdamiesi ǐsvada
(žr.[6. 7.]), gauname, kad egzistuoja tokia unitarioji matrica T , kad

TAT−1 =
(
i 0
0 −i

)
.

Rasime matrica
‘
T . Tuo tikslu rasime matricos A tikrinius vektorius, atitinkančius tikrines

reikšmes i ir −i.
Galite i

‘
sitikinti, kad (β−γi, i(α−1)) yra matricos A tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine

‘
reikšme

‘
i, o (i(α − 1), β + γi) – tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine

‘
reikšme

‘
−i. Tuomet

matrica T yra tokia:  β−γi√
2(1−α)

i(α−1)√
2(1−α)

i(α−1)√
2(1−α)

β+γi√
2(1−α)

 , α 6= 1.

268



Dabar galime nurodyti ir lygčiu
‘
sistemos
x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4 = α

2x1x4 + 2x2x3 = β
−2x1x3 + 2x2x4 = γ
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1

sprendini
‘
: bet kuriems α, β, γ, tenkinantiems sa

‘
lygas α2 + β2 + γ2 = 1, α 6= 1, x1 =

β√
2(1−α)

, x2 = γ√
2(1−α)

, x3 = 0, x4 =
√

2(1−α)

2 .

Pratimas.

Raskite kvaternionui α+ βi+ γj + δk sujungtiniu
‘
elementu

‘
klase

‘
.

7. Ermito atvaizdžiai

7. 1. Sakykime, (V, 〈 , 〉) – unitarioji erdvė, f : V → V – tiesinis atvaizdis.

Apibrėžimas. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra vadinamas Ermito, jei bet kuriems
u1, u2 ∈ V , 〈f(u1), u2〉 = 〈u1, f(u2)〉.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra Ermito tada ir tik tada, jei untariosios
erdvės V kurios nors bazės vektoriams v1, v2, . . . , vn, 〈f(vi), vj〉 = 〈vi, f(vj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.

I
‘
rodymas. Jei f yra Ermito atvaizdis, tai, remdamiesi Ermito atvaizdžio apibrėžimu,

gauname, kad 〈f(vi), vj〉 = 〈vi, f(vj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.
Sakykime, kad untariosios erdvės V kurios nors bazės vektoriams v1, v2, . . . , vn,

〈f(vi), vj〉 = 〈vi, f(vj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.

Tegu vektoriai u1, u2 ∈ V . Užrašykime vektoriu
‘
u1 ir u2 ǐsraǐskas unitariosios erdvės V bazės

vektoriais v1, v2, . . . , vn: u1 =
n∑

i=1

αivi, u2 =
n∑

j=1

βjvj . Tuomet

〈f(u1), u2〉 = 〈f(
n∑

i=1

αivi),
n∑

j=1

βjvj〉 = 〈
n∑

i=1

αif(vi),
n∑

j=1

βjvj〉 =

n∑
i=1

αi

n∑
j=1

β̄j〈f(vi), vj〉 =
n∑

i=1

αi

n∑
j=1

β̄j〈vi, f(vj)〉 =

〈
n∑

i=1

αivi,
n∑

j=1

βjf(vj)〉 = 〈
n∑

i=1

αivi, f(
n∑

j=1

βjvj)〉 = 〈u1, f(u2)〉. 4

Priminsime, kad matrica A ∈Mn(C) yra vadinama Ermito, jei A = Āt.

Teiginys. Sakykime, V yra unitarioji erdvė. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra Er-
mito tada ir tik tada, jei tiesinio atvaizdžio f matrica A = (αij)n

i,j=1 unitariosios erdvės V
ortonormuotoje bazėje e1, e2, . . . , en yra Ermito.
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I
‘
rodymas. Sakykime, e1, e2, . . . , en yra unitarios erdvės V ortonormuota bazė, A =

(αij)n
i,j=1 – tiesinio atvaizdžio f matrica bazėje e1, e2, . . . , en (t. y. f(ei) =

n∑
j=1

αijej , 1 ≤ i ≤

n).
Tarkime, kad f yra Ermito atvaizdis. Tuomet, remdamiesi Ermito atvaizdžio apibrėžimu,

galime parašyti lygybes:

〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.

I
‘

šias lygybes i
‘
raše

‘
baziniu

‘
vektoriu

‘
vaizdus f(ei), 1 ≤ i ≤ n, ǐsreikštus bazės vektoriais

e1, e2, . . . , en, gauname:

〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒ 〈
n∑

r=1

αirer, ej〉 = 〈ei,
n∑

s=1

αjses〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒

n∑
r=1

αir〈er, ej〉 =
n∑

s=1

ᾱjs〈ei, es〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒

n∑
r=1

αirδrj =
n∑

s=1

ᾱjsδis, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒ αij = ᾱji, 1 ≤ i, j ≤ n.

Lygybės αij = ᾱji, 1 ≤ i, j ≤ n, yra ekvivalenčios matricu
‘
lygybei A = Āt. Kaip matome,

Ermito atvaizdžio f matrica unitariosios erdvės V ortnormuotoje bazėje e1, e2, . . . , en, yra
Ermito matrica.

Sakykime, kad tiesinio atvaizdžio f : V → V matrica A = (αij)n
i,j=1 unitariosios erdvės

V ortonormuotoje bazėje e1, e2, . . . , en yra Ermito. Tuomet matricu
‘
lygybė A = Āt užrašyta

ju
‘
koeficientams atrodo taip: αij = ᾱji, 1 ≤ i, j ≤ n. Remdamiesi šiomis lygybėmis, gauname

〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n. Vadinasi, f yra Ermito atvaizdis. 4

7. 2. Ermito atvaizdžio (Ermito matricos) spektras.

Teiginys. Sakykime, V yra unitarioji erdvė. Ermito atvaizdžio f : V → V spektras (t.
y. tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomoφf (t) visu

‘
šaknu

‘
visuma) yra sudarytas ǐs

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad f : V → V yra Ermito atvaizdis. Unitarioji erdvė V yra

apibrėžta virš kūno C. Kadangi kūnas C yra algebraǐskai uždaras, tai tiesinio atvaizdžio
f charakteringasis polinomas φf (t) turi šakni

‘
λ ∈ C. Sakykime, kad u ∈ V yra tiesinio

atvaizdžio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘
reikšme

‘
λ. Tuomet galime parašyti:

〈f(u), u〉 = 〈u, f(u)〉 =⇒ 〈λu, u〉 = 〈u, λu〉 =⇒ λ〈u, u〉 = λ̄〈u, u〉.

Kadangi u nenulinis vektorius, tai 〈u, u〉 6= 0. Vadinasi, λ = λ̄, t. y. λ ∈ R. 4

7. 3. Išvada. Kiekvienos Ermito matricos tikrinės reikšmės yra realios.

7. 4. Teorema (Ermito atvaizdžio spektrinis ǐsskaidymas). Sakykime, V yra
unitarioji erdvė, f : V → V – Ermito atvaizdis. Tuomet egzistuoja unitariosios erdvės V
ortonormuota bazė, sudaryta ǐs Ermito atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
.
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I
‘
rodymas. Sakykime, λ1 yra Ermito atvaizdžio f tikrinė reikšmė, u1 – tiesinio at-

vaizdžio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘

reikšme
‘
λ1. Tegu vektoriaus u1 ilgis yra

lygus 1, nes priešingu atveju ji
‘

galime normuoti. Unitariosios erdvės V tiesinis poerdvis
L = Cu1 yra f invariantinis, f(u1) = λ1u1. Unitaria

‘
ja

‘
erdve

‘
V galime ǐsskaidyti i

‘
tarpusavy

ortogonaliu
‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L ir L⊥ tiesiogine

‘
suma

‘
V = L⊕ L⊥. I

‘
sitikinsime, kad tiesinis

poerdvis L⊥ yra f invariantinis, t. y. i
‘
rodysime, kad

v ∈ L⊥ =⇒ f(v) ∈ L⊥.

Sakykime, kad v ∈ L⊥, t. y. 〈u1, v〉 = 0. Tuomet

〈u1, f(v)〉 = 〈f(u1), v〉 = 〈λ1u1, v〉 = λ1〈u1, v〉 = 0.

Kaip matome, jei v ∈ L⊥, tai ir f(v) ∈ L⊥. Tare
‘
, kad teoremos teiginys yra i

‘
rodytas

kiekvienam Ermito atvaizdžiui g : N → N , kai dim
C
N < dim

C
V , tai teoremos i

‘
rodyma

‘
galime užbaigti matematinės indukcijos metodu. Mūsu

‘
atveju dim

C
L⊥ < dim

C
V , f

∣∣
L⊥

:
L⊥ → L⊥ yra Ermito atvaizdis. 4

7. 5. Teiginys. Kiekvienai Ermito matricai A egzistuoja tokia unitari matrica T , kad

TAT−1 = D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n.

Čia λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n, yra matricos A tikrinės reikšmės.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad A = (αij)n

i,j=1 yra Ermito matrica. Nagrinėkime standartine
‘

unitaria
‘
ja

‘
erdve

‘
(Cn, 〈 , 〉), kurioje yra apibrėžta standartine skaliarine daugyba

〈 , 〉 : C
n × C

n → C, 〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αj β̄j ,

(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ C
n.

Šio erdvės bazė ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), 1 ≤ j ≤ n yra ortonormuota. Apibrėžkime tiesini
‘

atvaizdi
‘
f : C

n → C
n, f(ei) =

n∑
j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n. Kadangi tiesinio atvaizdžio f matrica

A = (αij)n
i,j=1 unitariosios erdvės C

n ortonormuotoje bazėje ej , 1 ≤ j ≤ n, yra Ermito,
tai f yra Ermito atvaizdis. Vadinasi, remiantis teorema apie Ermito atvaizdžio spektrini

‘
ǐsskaidyma

‘
, egzistuoja unitariosios erdvės C

n ortonormuota bazė vj , 1 ≤ j ≤ n, sudaryta
ǐs Ermito atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
. Perėjimo matrica T ǐs ortonormuotos bazės ej ,

1 ≤ j ≤ n, i
‘
ortonormuota

‘
baze

‘
vj , 1 ≤ j ≤ n, yra unitari. Ermito atvaizdžio f matrica

bazėje vj , 1 ≤ j ≤ n, yra

TAT−1 = D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n.
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Akivaizdu, kad λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n, yra matricos A tikrinės reikšmės. 4

Pavyzdžiai.

1. Nagrinėkime visu
‘
antros eilės Ermito matricu

‘
aibe

‘
Erm (2) = {A ∈ M2(C)|A = Āt}.

Antros eilės bendrosios Ermito matricos ǐsraǐska
‘
yra tokia:

A =
(

a b+ ci
b− ci d

)
, a, b, c, d ∈ R, i2 = −1.

Remdamiesi antros eilės bendrosios Ermito matricos ǐsraǐska, matome, kad dvieju
‘

Ermito
matricu

‘
suma yra Ermito matrica. Vadinasi, aibė Erm (2) yra stabili matricu

‘
sudėties +

atžvilgiu. Akivaizdu, kad (Erm (2),+) yra Abelio grupė.
Ermito matrica

‘
padaugine

‘
, pavyzdžiui, ǐs kompleksinio skaičiaus i, gausime matrica

‘
,

kuri nėra Ermito. Taigi aibė Erm (2) nėra stabili matricu
‘
daugybos ǐs kompleksiniu

‘
skaičiu

‘
atžvilgiu. Vadinasi, grupė (Erm (2),+) nėra tiesinė erdvė virš kompleksiniu

‘
skaičku

‘
kūno C.

Ermito matrica
‘
padaugine

‘
ǐs realiojo skaičiaus, gausime Ermito matrica

‘
. Atvaizdis

R× Erm (2) → Erm (2)

yra apibrėžtas. Abelio grupė (Erm (2),+) yra tiesinė erdvė virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R.

Akivaizdu, kad dim
R

Erm (2) = 4. Matricos(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 i
−i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

sudaro tiesinės erdvės Erm (2) virš R baze
‘
. Šios matricos labai svarbios teorinėje fizikoje.

Fizikoje paskutiniosios trys matricos yra vadinamos Paulio matricomis, i
‘
žymaus fiziko Paulio

vardu.
Matricu

‘ (
0 1
1 0

)
,

(
0 i
−i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

tiesini
‘
apvalkala

‘
su realiaisiais koeficientais sutarkime žymėti Erm0(2). Kitaip tariant,

Erm0(2) = {A ∈ Erm (2)|TrA = 0}.

Akivaizdu, kad dim
R

Erm0(2) = 3.

2. Kieviena
‘
Ermito matrica

‘
A ∈ Erm (2), padauginus ǐs kompleksinio skaičiaus i, yra

gaunama i
‘
strižai Ermito matrica B = iA ( matrica B yra vadinama i

‘
strižai Ermito, jei

B + B̄t = 0). Tiesinės erdvės iErm (2) =: {iA|A ∈ Erm (2)} ir Erm (2) virš kūno R yra
izomorfinės.

Yra glaudus ryšys tarp grupės SU(2) ir i
‘
strižai Ermito matricu

‘
tiesinės erdvės iErm (2)

tiesinio poerdvio iErm0(2) . Nagrinėkime atvaizdi
‘

exp : iErm0(2) → SU(2),
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exp(iA) =:
∞∑

j=0

ij

j!
Aj , A ∈ Erm0(2).

Dabar i
‘
sitikinsime, kad matricos iA, priklausančios tiesiniai erdvei iErm0(2), vaizdas exp(iA)

priklauso grupei SU(2). Nagrinėkime matricos iA, A ∈ Erm0(2), eksponente
‘
, kai

A =
(

a b+ ci
b− ci −a

)
.

exp(iA) = exp
(
i

(
a b+ ci

b− ci −a

) )
=

∞∑
j=0

ij

j!

(
a b+ ci

b− ci −a

)j

.

Matricos A kvadratas yra lygus(
a b+ ci

b− ci −a

) (
a b+ ci

b− ci −a

)
= (a2 + b2 + c2)

(
1 0
0 1

)
, a, b, c ∈ R.

Kaip matome, matricos A 2j-asis laipsnis yra lygus (a2 + b2 + c2)j12, o 2j + 1 -asis laipsnis
yra lygus (a2 + b2 + c2)jA. Vadinasi,

exp(iA) = exp
(
i

(
a b+ ci

b− ci −a

) )
=

∞∑
j=0

ij

j!
Aj =

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
A2j + i

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
A2j+1 =

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
(a2 + b2 + c2)j12 + i

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
(a2 + b2 + c2)jA.

Pasinaudoje
‘
formulėmis:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . =

∞∑
j=0

(−1)jx2j+1

(2j + 1)!
,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . =

∞∑
j=0

(−1)jx2j

(2j)!

ir atlike
‘
veiksmus, gauname matrica

‘
:

exp(iA) =
(

cosω + ai
ω sinω −c+bi

ω sinω
c+bi

ω sinω cosω − ai
ω sinω

)
,

čia ω =
√
a2 + b2 + c2. Dabar akivaizdu, kad matrica exp(iA) ∈ SU(2), kai A ∈ Erm 0(2).

SU(2) yra taip vadinama Li grupe virš realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno R , o iErm0(2) – Li grupės

SU(2) Li algebra.
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8. Ortogonalieji atvaizdžiai

8. 1. Sakykime, (V, 〈 , 〉) – Euklido erdvė, f : V → V – tiesinis atvaizdis.

Apibrėžimas. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra vadinamas ortogonaliuoju, jei bet
kuriems u1, u2 ∈ V , 〈f(u1), f(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Pirmiausia i
‘
rodysime keleta

‘
paprastu

‘
ortogonaliojo atvaizdžio savybiu

‘
.

Teiginys. Ortogonalusis atvaizdis f : V → V yra bijektyvus.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad u ∈ Ker f . Tuomet 〈u, u〉 = 〈f(u), f(u)〉 = 〈OV , OV 〉 =

0. Vadinasi, u – nulinis vektorius, kitaip tariant, Ker f = {OV }. Remdamiesi lygybe
dim

R
Ker f + dim

R
f(V ) = dim

R
V , gauname dim

R
f(V ) = dim

R
V . Taigi ortogonalu-

sis atvaizdis f yra bijektyvus. 4

8. 2. Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V , čia V – Euklido erdvė, yra ortogonalus
tada ir tik tada, kai Euklido erdvės ortonormuotos bazės vaizdas yra ortonornuota bazė.

I
‘
rodymas. Tegu f : V → V yra ortogonalus atvaizdis, o e1, e2, . . ., en – Euklido erdvės

V ortonormuota bazė. Tuomet bet kuriems i, j, 1 ≤ i, j ≤ n,

〈f(ei), f(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij , (1)

čia δij yra Kronekerio simbolis. Remdamiesi (1) lygybe, matome, kad Euklido erdvės ortonor-
muotos bazės e1, e2, . . ., en vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en) yra ortonormuota bazė.

Tegu f : V → V yra toks tiesinis atvaizdis, kad Euklido erdvės V ortonormuotos bazės
e1, e2, . . ., en vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en) yra ortonormuota bazė, t. y. bet kuriems i, j,
1 ≤ i, j ≤ n,

〈ei, ej〉 = 〈f(ei), f(ej)〉 = δij .

I
‘
rodysime, kad bet kuriems vektoriams u1, u2 ∈ V teisinga lygybė:

〈f(u1), f(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Vektorius u1, u2 ∈ V ǐsreǐske
‘
Euklido erdvės V bazės vektoriais e1, e2, . . ., en

u1 =
n∑

r=1

αrer, u2 =
n∑

s=1

βses,

gauname

〈f(u1), f(u2)〉 = 〈
n∑

r=1

αrf(er),
n∑

s=1

βsf(es)〉 =
n∑

r,s=1

αrβs〈f(er), f(es)〉 =

=
n∑

r,s=1

αrβs〈er, es〉 = 〈
n∑

r=1

αrer,
n∑

s=1

βses〉 = 〈u1, u2〉.

Kaip matome, f yra ortogonalus atvaizdis. 4
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Teiginys. Visi ortogonalieji atvaizdžiai f : V → V atvaizdžiu
‘
kompozicijos ◦ atžvilgiu

sudaro grupe
‘
, kuri yra vadinama ortogonalia

‘
ja ir yra žymima O(V ).

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad ortogonaliu

‘
ju

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicija yra ortog-

onalusis atvaizdis. Sakykime f, g – ortogonalieji atvaizdžiai. Tuomet bet kuriems u1, u2 ∈ V ,

〈(f ◦ g)(u1), (f ◦ g)(u2)〉 = 〈(f(g(u1)), (f(g(u2))〉 =

〈g(u1), g(u2)〉 = 〈u1, u2〉.

Kaip matome, f ◦ g yra ortogonalusis atvaizdis. Taigi visu
‘

ortogonaliu
‘
ju

‘
atvaizdžiu

‘
aibė

O(V ) yra stabili ortogonaliu
‘
ju

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicijos atžvilgiu. Dabar i

‘
sitikinsime, kad

ortogonaliu
‘
ju

‘
atvaizdžiu

‘
kompozicijos dėsnis tenkina grupės apibrėžimo aksiomas.

1. Atvaizdžiu
‘
kompozicija yra asociatyvus kompozicijos dėsnis;

2. Tapatusis atvaizdis id : V → V akivaizdžiai yra ortogonalusis atvaizdis;
3. Kiekvienam ortogonaliajam atvaizdžiui f ∈ U(V ) egzistuoja atvirkštinis atvaizdis

f−1, nes, kaip anksčiau i
‘
sitikinome, kiekvienas ortogonalusis atvaizdis yra bijektyvus. Lieka

i
‘
sitikinti, kad f−1 yra ortogonalusis atvaizdis.

Sakykime, u1, u2 ∈ V . Tuomet

〈u1, u2〉 = 〈(f ◦ f−1)(u1), (f ◦ f−1)(u2)〉 =

〈f(f−1(u1)), f(f−1(u2))〉 = 〈f−1(u1), f−1(u2)〉.

Remdamiesi šia lygybe, matome, kad f−1 yra ortogonalus atvaizdis. Taigi i
‘
rodėme, kad O(V )

yra grupė. 4

8. 3. Apibrėžimas. Matrica A ∈Mn(R) yra vadinama ortogonalia
‘
ja, jei AAt = 1n.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V , čia V – Euklido erdvė, yra ortogonalusis tada
tik tada, kai jo matrica Euklido erdvės V ortonormuotoje bazėje yra ortogonali.

I
‘
rodymas. Tegu f : V → V – ortogonalusis atvaizdis, e1, e2, . . ., en yra Euklido erdvės

V ortonormuota bazė. Sakykime, ortogonalaus atvaizdžio f matrica tiesinės erdvės V bazėje
e1, e2, . . ., en yra (αij)n

i,j=1, t. y.

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n.

Kadangi f ortogonalus atvaizdis, tai bet kuriems r, s, 1 ≤ r, s ≤ n,

〈f(er), f(es)〉 = 〈er, es〉 = δrs,

I
‘
lygybe

‘
〈f(er), f(es)〉 = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n, i

‘
raše

‘
vektoriu

‘
f(ei), 1 ≤ i ≤ n, ǐsraǐskas bazės e1,

e2, . . ., en vektoriais, gauname:

〈
n∑

j=1

αrjej ,
n∑

m=1

αsmem〉 =
n∑

j=1

αrj

n∑
m=1

αsm〈ej , em〉 =
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=
n∑

j,m=1

αrjαsmδjm =
n∑

j=1

αrjαsj = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n.

Pažymėje
‘
A = (αrj)n

r,s=1, remdamiesi lygybėmis

n∑
j=1

αrjαsj = δrs, 1 ≤ r, s ≤ n,

matome, kad AAt = 1n. Taigi i
‘
rodėme, kad ortogonalaus atvaizdžio f matrica A Euklido

erdvės V ortonormuotoje bazėje yra ortogonali.
Dabar sakykime, kad tiesinio atvaizdžio f : V → V matrica A = (αij)n

i,j=1 Euklido erdvės
V ortonormuotoje bazėje e1, e2, . . ., en yra ortogonali. I

‘
rodysime, kad tiesinis atvaizdis f yra

ortogonalus.
Galime parašyti lygybes:

1n = AAt =⇒ δrs =
n∑

j=1

αrjαsj =
n∑

j,m=1

αrjαsmδjm =

n∑
j=1

αrj

n∑
m=1

αsm〈ej , em〉 = 〈
n∑

j=1

αrjej ,
n∑

m=1

αsmem〉 = 〈f(er), f(es)〉, 1 ≤ r, s ≤ n.

Kaip matome, i
‘
rodėme:

〈f(er), f(es)〉 = 〈er, es〉, 1 ≤ r, s ≤ n,

t. y., kad Euklido erdvės V ortonormuotos bazės e1, e2, . . ., en vaizdas f(e1), f(e2), . . ., f(en)
yra ortonormuota bazė. Remdamiesi teiginiu [?], gauname, kad f yra ortogonalus atvaizdis.
4

Išvada. Perėjimo matrica ǐs ortonormuotos bazės i
‘
ortonormuota

‘
yra ortogonali.

I
‘
rodymas. Perėjimo matrica T ǐs Euklido erdvės V ortonormuotos bazės e1, e2, . . ., en

i
‘
ortonormuota

‘
baze

‘
v1, v2, . . ., vn yra tiesinio atvaizdžio

f : V → V, f(ej) = vj , 1 ≤ j ≤ n,

matrica bazėje e1, e2, . . ., en. Kadangi ši bazė ir jos vaizdas yra ortonormuotos, tai tiesinis
atvaizdis f yra ortogonalus. Vadinasi, šio atvaizdžio matrica A ortonormuotoje bazėje yra
ortogonali. 4

8. 4. Nagrinėkime standartine
‘
n-mate

‘
Euklido erdve

‘
(Rn, 〈 , 〉). Priminsime, kad

〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αjβj .
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Šios erdvės standartinė bazė ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), čia δij – Kronekerio simbolis, yra ortonor-
muota. Kiekvienam ortogonaliam atvaizdžiui f : R

n → R
n tiesinės erdvės R

n standartinėje
ortonormuotoje bazėje vienareikšmǐskai yra priskiriama ortogonali matrica A = (αij)n

ij=1,

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n.

Pažymėkime visu
‘
n-tos eilės ortogonaliu

‘
ju

‘
matricu

‘
aibe

‘
O(n). Yra apibrėžtas atvaizdis

F : O(Rn) → O(n), F (f) = A, A – ortogonaliojo atvaizdžio f matrica tiesinės erdvės
R

n standartinėje bazėje. Atvaizdis F yra bijektyvus.

Teiginys. Visu
‘
n-tos eilės ortogonaliu

‘
ju

‘
matricu

‘
aibė O(n) matricu

‘
daugybos atžvilgiu

yra grupė.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad aibė O(n) yra stabili matricu

‘
daugybos atž-

vilgiu. Jei A,B ∈ O(n), tai AAt = 1n, BBt = 1n. Tuomet (AB)(AB)t = (AB)BtAt =
A(BBt)At = A1nA

t = AAt = 1n, t. y. AB yra ortogonali matrica. I
‘
sitikinsime, kad O(n)

matricu
‘
daugybos atžvilgiu yra grupė. Akivaizdu, kad

1. Matricu
‘
daugyba yra asociatyvi;

2. 1n ∈ O(n) – tai akivaizdu;
3. Jei A ∈ (n), tai AAt = 1n, t. y. A−1 = At. Galime parašyti: AtAtt = AtA = 1n.

Kaip matome, A−1 = At ∈ O(n).
Taigi O(n) matricu

‘
daugybos atžvilgiu yra grupė. 4

Teiginys. Atvaizdis F : O(Rn) → O(n) yra antihomomorfizmas, t. y., bet kuriems
f, g ∈ O(Rn), F (f ◦ g) = F (g)F (f).

I
‘
rodymas. Sakykime, f, g ∈ O(Rn),

f(ei) =
n∑

j=1

αijej , g(ei) =
n∑

j=1

βijej , 1 ≤ i ≤ n.

Tuomet

(f ◦ g)(ei) = f(g(ei)) = f(
n∑

j=1

βijej) =
n∑

j=1

βijf(ej) =

=
n∑

j=1

βij

n∑
r=1

αjrer =
n∑

r=1

(
n∑

j=1

βijαjr)er =
n∑

r=1

γirer, 1 ≤ i ≤ n,

čia γir =
n∑

j=1

βijαjr, 1 ≤ i, r ≤ n. Pažymėje
‘
A = (αij)n

i,j=1, B = (βij)n
i,j=1, C = (γij)i, j = 1n,

gauname: C = BA. Taigi matome, kad, jei F (f) = A, F (g) = B, tai F (f ◦ g) = C = BA =
F (g)F (f). 4

8. 5. Kadangi ortogonali matrica A tenkina sa
‘
lyga

‘
AAt = 1n, tai

det(AAt) = detAdetAt = (detA)2 = 1,
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t. y. detA = ±1.

8. 5. Ortogonalaus atvaizdžio (ortogonalios matricos) spektras.

Sakykime, f : V → V yra ortogonalus atvaizdis. Kaip žinome, ortogonalaus atvaizdžio
f matrica A Euklido erdvės V ortonormuotoje bazėje e1, e2, . . ., en yra ortogonali, t. y.
AAt = 1n. Kiekviena ortogonali matrica A yra ir unitari, nes A = Ā ir AAt = 1n. Taigi
ortogonalios matricos, o taipogi ir šia

‘
matrica

‘
atitinkančio ortogonalaus atvaizdžio, tikrinės

reikšmės priklauso kompleksinės plokštumos vienetiniam apskritimui S1 = {z ∈ C | |z| = 1}.
I
‘
rodysime, kad ortogonalios matricos (o taipogi ortogonalaus atvaizdžio) tikrinės reikšmės

vienetiniame apskritime S1 yra ǐssidėsčiusios simetrǐskai realiosios tiesės atžvilgiu.
Sakykime, f : V → V yra ortogonalus atvaizdis, A – šio atvaizdžio ortogonali matrica

Euklido erdvės V ortonormuotoje bazėje, φA(t) – šios matricos ( o taip pat ir ortogonalaus
atvaizdžio f) charakteringasis polinomas. Tegu α ∈ S1 yra polinomo φA(t) šaknis, t. y.
φA(α) = 0. Sakykime,

φA(t) = (−1)ntn + an−1t
n−1 + . . .+ a1t+ a0, aj ∈ R, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Tuomet
0 = φA(α) = (−1)nαn + an−1αn−1 + . . .+ a1α+ ā0 =

= (−1)nᾱn + ān−1ᾱ
n−1 + . . .+ ā1ᾱ+ ā0 =

= (−1)nᾱn + an−1ᾱ
n−1 + . . .+ a1ᾱ+ a0 = φA(ᾱ).

Kaip matome, jei α ∈ S1 yra polinomo φA(t) šaknis, tai ir ᾱ ∈ S1 yra polinomo φA(t) šaknis,
t. y. ortogonalios matricos tikrinės reikšmės yra simetrǐskai ǐssidėsčiusios realiosios tiesės
atžvilgiu.

8. 6. Teorema. Tegu f : V → V – ortogonalus atvaizdis. Egzistuoja Euklido erdvės
V tokia ortonornuota bazė u1, u2, . . ., un, kurioje ortogonalaus atvaizdžio f matrica turi
pavidala

‘
: 

1 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 . . . 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 . . . 0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 . . . 0 0 . . . −1 0 0 . . . 0 0
0 . . . 0 0 . . . 0 cosψ1 sinψ1 . . . 0 0
0 . . . 0 0 . . . 0 − sinψ1 cosψ1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . cosψp sinψp

0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . − sinψp cosψp


Šios matricos i

‘
strižainėje yra r vienetu

‘
, s – minus vienetu

‘
ir p – specialaus pavidalo antros

eilės kvadratiniu
‘
matricu

‘
.
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I
‘
rodymas. Išrinkime Euklido erdvės V ortonormuota

‘
baze

‘
e1, e2, . . ., en. Sakykime,

ortogonalaus atvaizdžio f matrica šioje bazėje yra A = (αij)n
i,j=1, φA(t) – šios matricos

charakteringasis polinomas.
Euklido erdve

‘
V galime sutapatinti su standartine Euklido erdve R

n:

V 3 v = α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen
h7→ (α1, α2, . . . , αn) ∈ R

n,

o vietoje ortogonalaus atvaizdžio f : V → V galime nagrinėti ortogonalu
‘
atvaizdi

‘
:

R
n A→ R

n, A((α1, α2, . . . , αn)) = (α1, α2, . . . , αn)A.

Kitaip tariant, diagrama
V

f→ V
h ↓ ↓ h
R

n A→ R
n

yra komutatyvi, t. y. A ◦ h = h ◦ f .
Išskaidykime φA(t) pirmojo laipsnio polinomais:

φA(t) = (1− t)r(−1− t)s(λ1 − t)(λ̄1 − t) . . . (λp − t)(λ̄p − t),

čia λj ∈ S1, 1 ≤ j ≤ p, – polinomo φA(t) kompleksinės nerealios šaknys.
Kadangi 1 ∈ R, tai egzistuoja A-tikrinis vektorius u1 ∈ R

n, ||u1|| = 1, atitinkantis
tikrine

‘
reikšme

‘
1. Tegu L1 = Ru1. L1 yra A-invariantinis poerdvis. Užrašykime lygybe

‘
:

R
n = L1 ⊕ L⊥1 . I

‘
sitikinsime, kad L⊥1 yra taip pat A-invariantinis.

Imkime v ∈ L⊥1 , t. y. 〈v, u1〉 = 0. Tuomet

〈A(v), u1〉 = 〈A(v),A(u1)〉 = 〈v, u1〉 = 0.

Kaip matome, jei v ∈ L⊥1 , tai ir f(v) ∈ L⊥1 , kitaip tariant, L⊥1 yra A-invariantinis. Vadinasi,
galime nagrinėti ortogonalu

‘
atvaizdi

‘

A|L⊥1 : L⊥1 → L⊥1 .

Ortogonalus atvaizdis A|L⊥1 palyginus su A nebeturi vienos tikrinės reikšmės, lygios 1.
Šia

‘
procedūra

‘
galima kartoti tol, kol gaunami siauresni ortogonalūs atvaizdžiai turi realiu

‘
tikriniu

‘
reikšmiu

‘
. Taigi egzistuoja tokia ortonormuota vektoriu

‘
šeima u1, . . ., ur, ur+1, . . .,

ur+s, kad A(ui) = ui, kai 1 ≤ i ≤ r, ir A(ur+j) = −ur+j , kai 1 ≤ j ≤ s. Pažymėkime

L = Ru1 ⊕ . . .⊕ Rur ⊕ Rur+1 ⊕ . . .⊕ Rur+s.

Vėl galime užrašyti R
n = L⊕L⊥. Poerdvis L yra A-invariantinis. Galite i

‘
sitikinti, kad ir L⊥

yra A-invariantinis. Atvaizdžio A|L⊥ charakteringasis polinomas yra lygus sandaugai:

(λ1 − t)(λ̄1 − t) . . . (λp − t)(λ̄p − t).
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Paprastumo dėlei ortogonalu
‘

atvaizdi
‘
A|L⊥ pažymėkime g, o L⊥ – N . Taigi nagrinėkime

ortogonalu
‘
atvaizdi

‘
g : N → N , kurio charakteringasis polinomas φg(t) yra lygus

(λ1 − t)(λ̄1 − t) . . . (λp − t)(λ̄p − t).

Kaip ir anksčiau, ǐsrinkime Euklido erdvės N ortonormuota
‘
baze

‘
v1, v2, . . ., v2p−1, v2p. Tegu

ortogonalaus atvaizdžio g matrica šioje bazėje yra B. Tuomet, kaip ir anksčiau, N galime
sutapatinti su R

2p, o vietoje atvaizdžio g nagrinėti atvaizdi
‘
B:

N
g→ N

h′ ↓ ↓ h′

R
2p B→ R

2p

,

čia
R

n B→ R
n, B((α1, α2, . . . , α2p)) = (α1, α2, . . . , α2p)B.

Standartine
‘
Euklido erdve

‘
R

2p i
‘
dėkime i

‘
standartine

‘
unitaria

‘
ja

‘
erdve

‘
C

2p:

R
2p 3 (α1, α2, . . . , α2p) 7→ (α1, α2, . . . , α2p) ∈ C

2p.

Atvaizdi
‘
R

n B→ R
n,

B((α1, α2, . . . , α2p)) = (α1, α2, . . . , α2p)B.

galime prate
‘
sti i

‘
unitaria

‘
ja

‘
erdve

‘
C

2p:

C
n B→ C

n, B((α1, α2, . . . , α2p)) = (α1, α2, . . . , α2p)B.

Tiesinis atvaizdis B : C2p → C2p yra unitarus. Nagrinėjama
‘

situacija
‘

galime pavaizduoti
diagrama

N
g→ N

h′ ↓ ↓ h′

R
2p B→ R

2p

∩ ∩
C

2p B→ C
2p

,

Kadangi λ1 ∈ C, tai egzistuoja atvaizdžio B tikrinis vektorius

w1 = (γ1, γ2, . . . , γ2p) ∈ C
2p, ||w1|| = 1,

atitinkantis tikrine
‘
reikšme

‘
λ1, t. y.

(γ1, γ2, . . . , γ2p)B = λ1(γ1, γ2, . . . , γ2p).

Akivaizdu, kad
w̄1 = (γ̄1, γ̄2, . . . , γ̄2p) ∈ C

2p, ||w̄1|| = 1,

280



yra atvaizdžio B tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘

reikšme
‘
λ̄1. Kadangi λ1 6= λ̄1, tai

vektoriai w ir w̄ yra tiesǐskai nepriklausomi virš kūno C. Sudarykime vektorius

l1 =
1√
2
(w1 + w̄1) ir l2 =

i√
2
(w1 − w̄1).

Šie vektoriai priklauso Euklido erdvei R
2p ir yra tiesǐskai nepriklausomi virš kūno R. Na-

grinėkime Euklido erdvės R
2p tiesini

‘
poerdvi

‘
U1 =: Rl1 + Rl2. I

‘
sitikinsime, kad U1 yra

B-invariantinis. Tuo tikslu nagrinėkime B(l1) ir B(l2). Taigi

B(l1) = B(l1) = B(
1√
2
(w1 + w̄1)) =

1√
2
(w1B + w̄1B) =

1√
2
(λ1w1 + λ̄1w̄1) =

=
1
2
(λ1(l1 − il2) + λ̄1((l1 + il2)) =

1
2
(λ1 + λ̄1)l1 +

i

2
(λ̄1 − λ1)l2.

Kadangi 1
2 (λ1 + λ̄1) ir i

2 (λ̄1−λ1) yra realūs skaičiai, tai B(l1) ∈ U1. Panašiai galite i
‘
sitikinti,

kad ir B(l2) ∈ U1.
Kagangi λ ∈ S1, tai λ = cosψ1 + i sinψ1. Vadinasi, 1

2 (λ1 + λ̄1) = cosψ1, o i
2 (λ̄1 − λ1) =

sinψ1. Taigi B(l1) = cosψ1l1 + sinψ1l2. Panašiai galite i
‘
sitikiniti, kad B(l2) = − sinψ1l1 +

cosψ1l2.
Galime užrašyti lygybe

‘
:

R
2p = U1 ⊕ U⊥

1 .

Tiesinis poerdvis U⊥
1 yra B-invariantinis. Taigi teoremos i

‘
rodyma

‘
galima užbaigti matem-

atinės indukcijos metodu. 4

9. Simetriniai atvaizdžiai

9. 1. Sakykime, (V, 〈 , 〉) – Euklido erdvė, f : V → V – tiesinis atvaizdis.

Apibrėžimas. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra vadinamas simetriniu, jei bet kuriems
u1, u2 ∈ V , 〈f(u1), u2〉 = 〈u1, f(u2)〉.

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra simetrinis tada ir tik tada, jei Euklido erdvės
V kurios nors bazės vektoriams v1, v2, . . ., vn,

〈f(ui), uj〉 = 〈ui, f(uj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.

I
‘
rodymas. Jei f yra simetrinis atvaizdis, tai, remdamiesi simetrinio atvaizdžio apibrė-

žimu, gauname, kad 〈f(ui), uj〉 = 〈ui, f(uj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.
Sakykime, kad Euklido erdvės V kurios nors bazės vektoriams v1, v2, . . ., vn,

〈f(ui), uj〉 = 〈ui, f(uj)〉, 1 ≤ i, j ≤ n.

Imkime kuriuos nors vektorius u1, u2 ∈ V . Užrašykime vektoriu
‘
u1 ir u2 ǐsraǐskas Euklido

erdvės V bazės vektoriais v1, v2, . . ., vn:

u1 =
n∑

i=1

αivi, u2 =
n∑

j=1

βjvj .
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Tuomet

〈f(u1), u2〉 = 〈f(
n∑

i=1

αivi),
n∑

j=1

βjvj〉 = 〈
n∑

i=1

αif(vi),
n∑

j=1

βjvj〉 =

=
n∑

i=1

αi

n∑
j=1

βj〈f(ui), uj〉 =
n∑

i=1

αi

n∑
j=1

βj〈ui, f(uj)〉 =

〈
n∑

i=1

αivi,
n∑

j=1

βjf(vj)〉 = 〈
n∑

i=1

αivi, f(
n∑

j=1

βjvj)〉 = 〈u1, f(u2)〉. 4

Apibrėžimas. Matrica A ∈Mn(R) yra vadinama simetrine, jei A = At.

Teiginys. Sakykime, V yra Euklido erdvė. Tiesinis atvaizdis f : V → V yra simetrinis
tada ir tik tada, jei tiesinio atvaizdžio f matrica A = (αij)n

i,j=1 Euklido erdvės V ortnormuo-
toje bazėje e1, e2, . . . , en, yra simetrinė.

I
‘
rodymas. Sakykime, e1, e2, . . . , en yra Euklido erdvės V ortonormuota bazė, A =

(αij)n
i,j=1 – tiesinio atvaizdžio f matrica bazėje e1, e2, . . . , en (t. y. f(ei) =

n∑
j=1

αijej , 1 ≤ i ≤

n).
Tarkime, kad f yra simetrinis atvaizdis. Tuomet, remdamiesi simetrinio atvaizdžio

apibrėžimu, galime parašyti lygybes: 〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n. I
‘

šias lygybes
i
‘
raše

‘
baziniu

‘
vektoriu

‘
vaizdus f(ei), 1 ≤ i ≤ n, ǐsreikštus bazės vektoriais e1, e2, . . . , en,

gauname:

〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒ 〈
n∑

r=1

αirer, ej〉 = 〈ei,
n∑

s=1

αjses〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒

n∑
r=1

αir〈er, ej〉 =
n∑

s=1

αjs〈ei, es〉, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒

n∑
r=1

αirδrj =
n∑

s=1

αjsδis, 1 ≤ i, j ≤ n,⇐⇒ αij = αji, 1 ≤ i, j ≤ n.

Lygybės αij = αji, 1 ≤ i, j ≤ n, yra ekvivalenčios matricu
‘
lygybei A = At. Kaip matome,

simetrinio atvaizdžio f matrica Euklido erdvės V ortnormuotoje bazėje e1, e2, . . . , en, yra
simetrinė matrica.

Sakykime, kad tiesinio atvaizdžio f : V → V matrica A = (αij)n
i,j=1 Euklido V ort-

normuotoje bazėje e1, e2, . . . , en, yra simetrinė. Tuomet matricu
‘
lygybė A = At užrašyta ju

‘
koeficientams atrodo taip: αij = αji, 1 ≤ i, j ≤ n. Remdamiesi šiomis lygybėmis, gauname
〈f(ei), ej〉 = 〈ei, f(ej)〉, 1 ≤ i, j ≤ n. Vadinasi, f yra simetrinis atvaizdis. 4

9. 2. Simetrinio atvaizdžio ( simetrinės matricos) spektras.

Teiginys. Sakykime, V yra Euklido erdvė. Simetrinio atvaizdžio f : V → V (o taip ir
simetrinės matricos) tikrinės reikšmės (t. y. spektras) priklauso realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei.
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I
‘
rodymas. Tarkime, kad f : V → V yra simetrinis atvaizdis. Išsirinkime Euklido erdvės

V ortonormuota
‘
baze

‘
v1, v2, . . ., vn. Simetrinio atvaizdžio f matrica

A = (αij)n
i,j=1 ∈Mn(R)

ortonormuotoje bazėje v1, v2, . . ., vn yra simetrinė. Simetrinė matrica su realiaisiais koeficien-
tais yra Ermito matrica. Kaip žinome, Ermito matricos tikrinės reikšmės priklauso realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei. 4

9. 3. Teorema (simetrinio atvaizdžio spektrinis ǐsskaidymas). Sakykime, V
yra Euklido erdvė, f : V → V – simetrinis atvaizdis. Tuomet egzistuoja Euklido erdvės V
ortonormuota bazė, sudaryta ǐs simetrinio atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
.

I
‘
rodymas. Sakykime, λ1 ∈ R yra simetrinio atvaizdžio f tikrinė reikšmė, u1 – tiesinio

atvaizdžio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘
reikšme

‘
λ1. Tegu vektoriaus u1 ilgis yra

lygus 1, nes priešingu atveju ji
‘

galime normuoti. Euklido erdvės V tiesinis poerdvis L =
Ru1 yra f invariantinis, nes f(u1) = λ1u1. Euklido erdve

‘
V galime ǐsskaidyti i

‘
tarpusavy

ortogonaliu
‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L ir L⊥ tiesiogine

‘
suma

‘
V = L⊕ L⊥. I

‘
sitikinsime, kad tiesinis

poerdvis L⊥ yra f invariantinis, t. y. i
‘
rodysime, kad

v ∈ L⊥ =⇒ f(v) ∈ L⊥.

Sakykime, kad v ∈ L⊥, t. y. 〈u1, v〉 = 0. Tuomet

〈u1, f(v)〉 = 〈f(u1), v〉 = 〈λ1u1, v〉 = λ1〈u1, v〉 = 0.

Kaip matome, jei v ∈ L⊥, tai ir f(v) ∈ L⊥. Tare
‘
, kad teoremos teiginys yra i

‘
rodytas

kiekvienam simetriniam atvaizdžiui g : N → N , kai dim
R
N < dim

R
V , tai teoremos i

‘
rodyma

‘
galime užbaigti matematinės indukcijos metodu. Mūsu

‘
atveju

dim
R
L⊥ < dim

R
V,

o f
∣∣
L⊥

: L⊥ → L⊥ yra simetrinis atvaizdis. 4

9. 4. Teiginys. Kiekvienai simetrinei matricai A egzistuoja tokia ortogonali matrica
T , kad

TAT−1 = D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n.

Čia λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n, yra matricos A tikrinės reikšmės.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad A = (αij)n

i,j=1 yra simetrinė matrica. Nagrinėkime standarti-
ne

‘
Euklido erdve

‘
(Rn, 〈 , 〉), kurioje yra apibrėžta standartinė skaliarinė daugyba

〈 , 〉 : C
n × C

n → C, 〈(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)〉 =
n∑

j=1

αjβj ,
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(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ R
n.

Šio erdvės bazė ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), 1 ≤ j ≤ n yra ortonormuota. Apibrėžkime tiesini
‘

atvaizdi
‘
f : R

n → R
n, f(ei) =

n∑
j=1

αijej , 1 ≤ i ≤ n. Kadangi tiesinio atvaizdžio f matrica

A = (αij)n
i,j=1 Euklido erdvės R

n ortonormuotoje bazėje ej , 1 ≤ j ≤ n, yra simetrinė, tai
f yra simetrinis atvaizdis. Vadinasi, remiantis teorema apie simetrinio atvaizdžio spektrini

‘
ǐsskaidyma

‘
, egzistuoja Euklido erdvės R

n ortonormuota bazė vj , 1 ≤ j ≤ n, sudaryta ǐs
atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
. Perėjimo matrica T ǐs ortonormuotos bazės ej , 1 ≤ j ≤ n, i

‘
ortonormuota

‘
baze

‘
vj , 1 ≤ j ≤ n, yra ortogonali. Simetrinio atvaizdžio f matrica bazėje vj ,

1 ≤ j ≤ n, yra

TAT−1 = D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 , λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n,

čia λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n, yra matricos A tikrinės reikšmės. 4
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