
IX skyrius. TIESINIO ATVAIZDŽIO
MATRICOS KANONINIS PAVIDALAS

1. Tiesiniu
‘
atvaizdžiu

‘
tikrinės reikšmės ir tikrimiai vektoriai

1. 1. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis.

Apibrėžimas. Tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis L yra vadinamas f -invariantiniu, jei
f(L) ⊂ L.

Ypač svarbūs tiesinės erdvės V vienmačiai f -invariantiniai tiesiniai poerdviai.

Teiginys. Sakykime, L – tiesinės erdvės V vienmatis f -invariantinis tiesinis poerdvis.
Tuomet egzistuoja toks λ ∈ k, kad kiekvienam u ∈ L, u 6= OV , f(u) = λu (jei u = OV , tai
kiekvienam µ ∈ k, f(OV ) = µOV ).

I
‘
rodymas. Jei L-vienmatis tiesinis poerdvis, tai kiekvienas nenulinis vektorius u ∈ L

sudaro šio poerdvio baze
‘
. Kadangi L yra f -invariantinis tiesinis poerdvis, tai kiekvieno

vektoriaus u ∈ L vaizdas f(u) priklauso L. Vadinasi, jei u ∈ L ir u 6= OV , tai egzistuoja toks
λ ∈ k, kad f(u) = λu. Lieka i

‘
rodyti, kad λ nepriklauso nuo vektoriaus u ∈ L, u 6= OV .

Sakykime, kad l ∈ L, l 6= OV . Vadinasi, egzistuoja toks α ∈ k, kad l = αu. Tuomet

f(l) = f(αu) = αf(u) = α(λu) = λ(αu) = λl. 4

1. 2. Apibrėžimas. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis
atvaizdis. Tiesinės erdvės V vektorius u, u 6= OV , yra vadinamas tiesinio atvaizdžio f tikriniu
vektoriumi, atitinkančiu tiesinio atvaizdžio f tikrine

‘
reikšme

‘
λ ∈ k, jei f(u) = λu.

Teiginys. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis,
u ∈ V – tiesinio atvaizdžio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine

‘
reikšme

‘
λ ∈ k. Tuomet

tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis ku =: {αu | α ∈ k} yra vienmatis ir f -invariantinis.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas akivaizdus.

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, V = R
3, f : R

3 → R
3 – tiesinis atvaizdis, apibrėžtas taip:

f((α1, α2, α3)) = (α1, α2, 0), α1, α2, α3 ∈ R.

Tiesinio atvaizdžio f tikriniai vaktoriai yra šie:
i) (α1, α2, 0), čia α1 ir α2 kartu nelygūs nuliui, atitinkantys tikrine

‘
reikšme

‘
1;

ii) (0, 0, α), α 6= 0, atitinkantys tikrine
‘
reikšme

‘
0.

2. Sakykime, V = R
2, f : R

2 → R
2 – tiesinis atvaizdis, apibrėžtas taip:

f((α1, α2)) = (α1, α2)
(

cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
=

= (α1 cosψ − α2 sinψ, α1 sinψ + α2 cosψ).
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I
‘
sitikinsime, kad šis atvaizdis neturi tikriniu

‘
vektoriu

‘
, jei ψ 6= mπ, m ∈ Z. Jei (α1, α2) šio

atvaizdžio tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘
reikšme

‘
λ ∈ R, tai lygčiu

‘
sistema{

α1 cosψ − α2 sinψ = λα1

α1 sinψ + α2 cosψ = λα2

turi nenulini
‘
sprendini

‘
: (α1, α2). Šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
perrašykime taip:{

α1 (cosψ − λ) −α2 sinψ = 0
α1 sinψ +α2 (cosψ − λ) = 0

Pirma
‘
ja

‘
lygti

‘
padaugine

‘
ǐs cosψ− λ, antra

‘
ja

‘
– ǐs sinψ ir gautus rezultatus sudėje

‘
, gauname:

α1((cosψ−λ)2+sin2 ψ) = 0. Panašiai, eliminave
‘
ǐs šiu

‘
lygčiu

‘
α1, gauname: α2((cosψ−λ)2+

sin2 ψ) = 0. Taigi ši lygčiu
‘
sistema turi nenulini

‘
sprendini

‘
tada ir tik tada, kai (cosψ− λ)2 +

sin2 ψ = 0. Pastarasis reǐskinys lygus nuliui tada ir tik tada, kai cosψ− λ = 0 ir sinψ = 0, t.
y. , kai ψ = mπ, m ∈ Z.

1. 3. I
‘
rodysime svarbia

‘
teorema

‘
.

Teorema. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis.
Tiesinis atvaizdis f turi tikrini

‘
vektoriu

‘
, atitinkanti

‘
tikrine

‘
reikšme

‘
λ tada ir tik tada, kai λ

yra tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomo ϕf (t) šaknis, priklausanti kūnui k.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad v1, v2, . . ., vn yra tiesinės erdvės V bazė, matrica (αij)n

i,j=1

atitinka tiesini
‘

atvaizdi
‘
f šioje bazėje. Sakykime, vektorius u ∈ V yra tiesinio atvaizdžio

f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine
‘

reikšme
‘
λ ∈ k, u = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn –

vektoriaus u užrašas bazės vektoriais. Remdamiesi tiesinio atvaizdžio f tikrinio vektoriaus
u, atitinkančio tikrine

‘
reikšme

‘
λ, apibrėžimu, galime parašyti: f(u) = λu. I

‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
raše

‘
vektoriaus u ǐsraǐska

‘
bazės vektoriais, gauname:

f(α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn) = λ(α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn),

arba
α1f(v1) + α2f(v2) + . . .+ αnf(vn) = λ(α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn).

I
‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
rašykime bazės vektoriu

‘
vaizdus bazės vektoriais f(vi) =

n∑
j=1

αijvj , 1 ≤ i ≤ n:

n∑
i=1

αi(
n∑

j=1

αijvj) =
n∑

j=1

λαjvj .

Pertvarke
‘
pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘
, gauname:

n∑
j=1

(
n∑

i=1

αi(αij − λδij)vj = OV .
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Ši lygybė ekvivalenti lygybiu
‘
sistemai:

α1 (α11 − λ) +α2 α21 + . . . +αn αn1 = 0
α1 α12 +α2 (α22 − λ) + . . . +αn αn2 = 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
α1 α1n +α2 α2n + . . . +αn (αnn − λ) = 0

Kaip matome, tiesinio atvaizdžio f tikrinio vektoriaus u koordinatės αi, 1 ≤ i ≤ n, bazėje v1,
v2, . . ., vn tenkina tiesiniu

‘
homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
:

x1 (α11 − λ) +x2 α21 + . . . +xn αn1 = 0
x1 α12 +x2 (α22 − λ) + . . . +xn αn2 = 0
...

...
. . .

...
...

x1 α1n +x2 α2n + . . . +xn (αnn − λ) = 0

Tiesiniu
‘
homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistema turi nenulini

‘
sprendini

‘
tada ir tik tada, kai lygčiu

‘
sis-

temos matricos rangas yra mažesnis už nežinomu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
. Kadangi (α1, α2, . . . , αn) 6=

(0, 0, . . . , 0), tai
rg(αij − λδij)n

i,j=1 < n.

Ši sa
‘
lyga ekvivalenti sa

‘
lygai

det


α11 − λ α21 . . . αn1

α12 α22 − λ . . . αn2
...

...
. . .

...
α1n α2n . . . αnn − λ

 = ϕf (λ) = 0.

Taigi tiesinio atvaizdžio f tikrinė reikšmė λ, atitinaknti tiesinio atvaizdžio f tikrini
‘
vektoriu

‘
u, yra tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomo ϕf (t) šaknis, priklausanti kūnui k. Ir
atvirkščiai: jei λ ∈ k yra tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomo ϕf (t) šaknis, tai
tiesiniu

‘
homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistemos

x1 (α11 − λ) +x2 α21 + . . . +xn αn1 = 0
x1 α12 +x2 (α22 − λ) + . . . +xn αn2 = 0
...

...
. . .

...
...

x1 α1n +x2 α2n + . . . +xn (αnn − λ) = 0

nenuliniai sprendiniai yra tiesinio atvaizdžio f tikriniu
‘
vektoriu

‘
, atitinkančiu

‘
tikrine

‘
reikšme

‘
λ, koordinatės tiesinės erdvės V bazėje v1, v2, . . ., vn. Atkreipkite dėmesi

‘
, kad minėtosios

tiesiniu
‘
homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistemos matrica yra lygi

α11 − λ α21 . . . αn1

α12 α22 − λ . . . αn2
...

...
. . .

...
α1n α2n . . . αnn − λ

 = At − λ1n,
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čia A – matrica, atitinkanti tiesini
‘
atvaizdi

‘
f tiesinės erdvės V bazėje v1, v2, . . ., vn, At –

matricos A transponuota matrica. 4

1. 4. I
‘
sitikinsime, kad, jei tiesinis atvaizdis f : V → V turi n = dimk V tarpusavy

skirtingu
‘

tikriniu
‘

reikšmiu
‘
, priklausančiu

‘
pagrindiniam kūnui k, tai galima parinkti tokia

‘
tiesinės erdvės V baze

‘
, kurioje tiesinio atvaizdžio matrica yra diagonalinė.

Teiginys. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k. Jei u1, u2, . . ., us ∈ V – tiesinio
atvaizdžio f : V → V tikriniai vektoriai, atitinkantys tarpusavyje skirtingas tikrines reikšmes
λ1, λ2, . . ., λs ∈ k, tai vektoriai u1, u2, . . ., us yra tiesǐskai nepriklausomi.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad vektoriai u1, u2, . . ., us yra tiesǐskai priklausomi. Vadinasi,

egzistuoja tokie α1, α2, . . ., αs ∈ k, kuriu
‘
bent vienas nelygus kūno k nuliniam elementui 0,

kad α1u1 +α2u2 + . . .+αsus = OV . Šios lygybės kairiojoje pusėje praleide
‘
nulinius vektorius,

gaunme:
αj1uj1 + αj2uj2 + . . .+ αjrujr = OV , (1)

čia nei vienas αji , 1 ≤ i ≤ r, nėra lygus kūno k nuliniam elementui. Panašaus pobūdžio
lygybiu

‘
, siejančiu

‘
vektorius u1, u2, . . ., us gali būti ir daugiau. Tarkime, pastaroji lygybė

trumpiausia tarp visu
‘
tokio pobūdžio lygybiu

‘
. Tuomet

f(αj1uj1 + αj2uj2 + . . .+ αjrujr ) = αj1f(uj1) + αj2f(uj2) + . . .+ αjrf(ujr ) = OV

arba
αj1λj1uj1 + αj2λj2uj2 + . . .+ αjrλjrujr = OV . (2)

1-a
‘
ja

‘
lygybe

‘
padaugine

‘
ǐs −λj1 ir pridėje

‘
prie 2-osios, gauname:

αj2(λj2 − λj1)uj2 + . . .+ αjr
(λjr

− λj1)ujr
= OV . (3)

Kadangi λ1, λ2, . . ., λs ∈ k – tarp save
‘
s skirtingi ir nei vienas αji

, 1 ≤ i ≤ r, nėra lygus
kūno k nuliniam elementui 0, tai ir nei vienas koeficientas αji

(λji
− λj1), 2 ≤ i ≤ r, nėra

lygus kūno k nuliniam elementui 0. Vadinasi, 3-ioji lygybė trumpesnė nei 2-oji lygybė. Bet
tai prieštarauja tam, kad 2-oji pasirinkta lygybė trumpiausia tarp visu

‘
lygybiu

‘
su nenuliniais

koeficientais, siejančiu
‘
vektorius u1, u2, . . ., us. 4

Išvada. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k. Jei tiesinio atvaizdžio f : V → V
charakteringojo polinomo ϕf (t) šaknys λ1, λ2, . . ., λn priklauso kūnui k ir yra tarpusavyje
skirtingos, tai egzistuoja tiesinės erdvės V bazė, sudaryta ǐs tiesinio atvaizdžio f tikriniu

‘
vektoriu

‘
u1, u2, . . ., un. Šioje bazėje tiesini

‘
atvaizdi

‘
atitinka i

‘
strižaininė matrica

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

I
‘
rodymas. Kadangi tiesinio atvaizdžio f : V → V charakteringojo polinomo ϕf (t)

šaknys λ1, λ2, . . ., λn priklauso kūnui k, tai, remiantis teorema [žr. 1. 3.], egzistuoja tiesinio
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atvaizdžio f tikriniai vektoriai u1, u2, . . ., un, atitinkantys tikrines reikšmes λ1, λ2, . . ., λn.
Remiantis i

‘
rodytu teiginiu, šie vektoriai yra tiesǐskai nepriklausomi. Kadangi tu

‘
vektoriu

‘
skaičius yra lygus tiesinės erdvės V dimensijai ( žinome, kad degϕf (t) = dimk V ), tai tie
vektoriai sudaro tiesinės erdvės baze

‘
.

Kadangi f(uj) = λjuj , 1 ≤ j ≤ n, tai tiesini
‘
atvaizdi

‘
f bazėje u1, u2, . . ., un atitinka

ǐsvadoje nurodyta matrica. 4

1. 5. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis. Kai
ǐssirenkame tiesinės erdvės V baze

‘
v1, v2, . . ., vn, tai tiesiniam atvaizdžiui f vienareikšmǐskai

galime priskirti matrica
‘
A = (αij)n

i,j=1:

f(vi) =
n∑

i=1

αijvj , 1 ≤ i ≤ n.

Jei ǐssirenkame kita
‘
baze

‘
ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn ir T yra perėjimo matrica ǐs pirmosios bazės i

‘
antra

‘
ja

‘
,

tai tiesinio atvaizdžio f matrica antrojoje bazėje yra TAT−1. Kyla klausimas, ar galima
ǐsrinkti tiesinės erdvės V tokia

‘
baze

‘
, kurioje tiesinio atvaizdžio f matrica turėtu

‘
paprasčiausia

‘
pavidala

‘
ir kaip atrodo ši paprasčiausio pavidalo matrica?

Ši
‘
klausima

‘
galime suformuluoti ir matricu

‘
kalba. Priminsime, kad Mn(k) – visu

‘
n-tos

eilės kvadratiniu
‘
matricu

‘
, kuriu

‘
elementai priklauso kūnui k, algebra,

GLn(k) = {T ∈Mn(k)| detT 6= 0}

– pilnoji tiesinė n-tos eilės matricu
‘
su koeficientais kūne k grupė. Apibrėžkime aibėje Mn(k)

ǐsorini
‘
kompozicijos dėsni

‘
, kurio operatoriu

‘
aibė yra GLn(k):

GLn(k)×Mn(k) →Mn(k), (T,A) 7→ TAT−1, T ∈ GLn(k), A ∈Mn(k).

Esant fiksuotai matricai A ∈ Mn(k), aibė {TAT−1| T ∈ GLn(k)} yra vadinama matricos
A orbita. Sutarkime matricos A orbita

‘
žymėti Orb(A). Matrica B priklauso matricos A

orbitai Orb(A) tada ir tik tada, kai matrica B yra panaši matricai A. Anksčiau suformuluota
‘

klausima
‘
apie tiesinio atvaizdžio paprasčiausio pavidalo matrica

‘
dabar galime performuluoti

taip: kokio paprasčiausio pavidalo matrica
‘
galime ǐsrinkti ǐs matricos A orbitos Orb(A)?

Jei tiesinio atvaizdžio f charakteringojo polinomo ϕf (t) šaknys λ1, λ2, . . ., λn priklauso
kūnui k ir yra tarp save

‘
s skirtingos, tai, kaip matėme, egzistuoja tiesinės erdvės V bazė,

sudaryta ǐs f tikriniu
‘
vektoriu

‘
u1, u2, . . ., un, atitinkančiu

‘
tikrines reikšmes λ1, λ2, . . ., λn.

Šioje bazėje tiesinio atvaizdžio f matrica yra i
‘
strižaininio pavidalo

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 .

Bendruoju atveju negalima ǐsrinkti tokios tiesinės erdvės V bazės, kurioje tiesinio atvaizdžio
matrica būtu

‘
i
‘
strižaininio pavidalo. Tai pailiustruosime pavyzdžiu.
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Pavyzdys. Imkime matrica
‘

A =
(

1 1
0 1

)
.

Šios matricos charakteringasis polinomas ϕA(t) yra lygus (t−1)2. Jei egzistuotu
‘
tokia matrica

T ∈ GL2(k), kad TAT−1 būtu
‘

i
‘
strižaininė, tai ji turėtu

‘
būti lygi antros eilės vienetinei

matricai 12. Iš tikru
‘
ju

‘
, panašiu

‘
matricu

‘
charakteringieji polinomai yra lygūs, o tik vienetinės

i
‘
strižaininės matricos charakteringasis polinomas yra lygus (t− 1)2. Bet gi lygybė TAT−1 =
12 negalima, nes, remdamiesi šia lygybe, gautume A = T−112T = 12.

2. Tiesinio atvaizdžio šaknies poerdvis

2. 1. Tegu V –tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis. Priminsime, kad
tiesinės erdvės V vektorius u 6= OV yra vadinamas tiesinio atvaizdžio f tikriniu vektoriumi,
atitinkančiu f tikrine

‘
reikšme

‘
λ ∈ k, jei f(u) = λu. Kadangi id ir f tiesiniai atvaizdžiai, tai

ir f − λid – tiesinis atvaizdis. Todėl lygybe
‘
f(u) = λu galime perrašyti taip:

f(u)− λid(u) = (f − λid)(u) = OV .

Taigi u ∈ V , u 6= OV , yra tiesinio atvaizdžio f tikrinis vektorius, atitinkantis f tikrine
‘
reikšme

‘
λ ∈ k, tada ir tik tada, kai u ∈ Ker (f − λid). Kaip matome, jei Ker (f − λid) 6= {OV }, tai
tiesinio poerdvio Ker (f − λid) vektoriai, ǐsskyrus nulini

‘
vektoriu

‘
, yra tiesinio atvaizdžio f

tikriniai vektoriai, atitinkantys f tikrine
‘
reikšme

‘
λ. Tikslinga nagrinėti ne tik tiesinės erdvės

V tiesini
‘
poerdvi

‘
Ker (f − λid), bet ir tiesinius poerdvius Ker (f − λid)j , j ≥ 1.

Prieš pradedant nagrinėti tiesinius poerdvius Ker (f − λid)j , j ≥ 1, sutarkime papras-
tumo dėlei vietoje f − λid rašyti f − λ. Šis užrašas negali sukelti jokiu

‘
nesusipratimu

‘
.

2. 2. Taigi nagrinėkime tiesinės erdvės V tiesiniu
‘
poerdviu

‘
grandinėle

‘
:

{OV } ⊂ Ker (f − λ) ⊂ Ker (f − λ)2 ⊂ . . . ⊂ Ker (f − λ)j ⊂ Ker (f − λ)j+1 ⊂ . . . .

Teiginys. Tarkime, m – toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius, kad

Ker (f − λ)m = Ker (f − λ)m+1.

Tuomet kiekvienam r ∈ N teisinga lygybė:

Ker (f − λ)m = Ker (f − λ)m+r.

I
‘
rodymas. Ši

‘
teigini

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu pagal skaičiu

‘
r. Kai

r = 1 teiginys teisingas. Tarkime, kad kiekvienam j, 1 ≤ j < r, teisinga lygybė:

Ker (f − λ)m = Ker (f − λ)m+j .

I
‘
rodysime, kad Ker (f − λ)m = Ker (f − λ)m+r.
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Kadangi
Ker (f − λ)m = Ker (f − λ)m+r−1 ⊂ Ker (f − λ)m+r,

tai, norint i
‘
rodyti teigini

‘
, pakanka i

‘
rodyti, kad

Ker (f − λ)m+r ⊂ Ker (f − λ)m+r−1.

Tarkime, u ∈ Ker (f − λ)m+r, t. y.

(f − λ)m+r(u) = ((f − λ)m+r−1 ◦ (f − λ))(u) = (f − λ)m+r−1((f − λ)(u)) = OV .

Kaip matome,
(f − λ)(u) ∈ Ker (f − λ)m+r−1 = Ker (f − λ)m,

t. y.
(f − λ)m((f − λ)(u)) = (f − λ)m+1(u) = OV .

Taigi u ∈ Ker (f − λ)m+1 arba

Ker (f − λ)m+r ⊂ Ker (f − λ)m+1 = Ker (f − λ)m. 4

2. 3. Tiesinės erdvės V skirtingu
‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
grandinėlė:

{OV } ⊂ Ker (f − λ) ⊂ Ker (f − λ)2 ⊂ . . . ⊂ Ker (f − λ)j ⊂ Ker (f − λ)j+1 ⊂ . . .

negali būti begaline, jei tiesinės erdvės V dimensija yra baigtinė. Ilgiausios grandinėlės ilgis
gali būti lygus dimk V +1, t. y. tuo atveju, kai kiekvieno sekančio grandinėlės tiesinio poerdvio
dimensija padidėja tik 1. Vadinasi, teisinga lygybė:

Ker (f − λ)n = Ker (f − λ)n+1,

čia n = dimk V .

Apibrėžimas. Tegu V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V –tiesinis atvaizdis, λ ∈ k
– tiesinio atvaizdžio f tikrinė reikšmė. Tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis Ker (f − λ)n,
čia n = dimk V , yra vadinamas tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdviu, atitinkančiu f tikrine

‘
reikšme

‘
λ ∈ k ir yra žymimas Vλ.

Teiginys. Tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvis Vλ, atitinkantis f tikrine
‘
reikšme

‘
λ ∈ k,

yra f -invariantinis, t. y., jei u ∈ Vλ, tai ir f(u) ∈ Vλ.

I
‘
rodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad tiesiniai atvaizdžiai f ir λ id yra perstatomi.

Iš tikru
‘
ju

‘
, kiekvienam u ∈ V teisinga lygybė:

(f ◦ (λ id))(u) = f(λ id(u)) = f(λu) = λf(u) = ((λ id) ◦ f)(u).

Kaip matome, f ◦ (λ id) = (λ id) ◦ f . Tiesinis atvaizdis f taip pat yra perstatomas pats su
savimi. Vadinasi, kiekvienam polinomui p(t) ∈ k[t] f ir p(f) yra perstatomi.
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Tarkime, u ∈ Vλ, t. y. (f − λ)n(u) = OV , čia n = dimk V . Tuomet remdamiesi tuo, kad
f ir (f − λ)n yra perstatomi, galime užrašyti lygybe

‘
:

(f − λ)n(f(u)) = f((f − λ)n(u)) = f(OV ) = OV .

Taigi matome, jei u ∈ Vλ, tai ir f(u) ∈ Vλ, t. y., ǐs tikru
‘
ju

‘
, Vλ yra f -invariantinis. 4

3. Tiesinio atvaizdžio matricos kanoninis pavidalas

3. 1. I
‘
rodysime keleta

‘
teiginiu

‘
, analogǐsku

‘
analizėje vieneto ǐsskaidymui. Analizėje pir-

miausia apibrėžiamas integralas lokaliai, t. y. daugdaros taško atvirojoje aplinkoje. Integralo
apibrėžimas visoje daugdaroje yra pagri

‘
stas vieneto ǐsskaidymu.

Teiginys. Sakykime, V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis,
o polinomu

‘
p(t), q(t) ∈ k[t] didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Tuomet, jei tiesinės

erdvės V vektorius u toks, kad p(f)(u) = OV ir q(f)(u) = OV , tai ir u = OV .

I
‘
rodymas. Kadangi polinomu

‘
h(t) ir q(t) didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1, tai

egzistuoja tokie polinomai a(t), b(t) ∈ k[t], kad

a(t)p(t) + b(t)q(t) = 1.

I
‘
šia

‘
lygybe

‘
vietoje kintamojo t i

‘
raše

‘
f , gauname

a(f)p(f) + b(f)q(f) = id.

Sakykime, u ∈ V ir p(f)(u) = OV , q(f)(u) = OV . Tuomet

u = id(u) = (a(f)p(f) + b(f)q(f))(u) =

= (a(f)p(f))(u) + (b(f)q(f))(u) = a(f)(p(f)(u)) + b(f)(q(f)(u)) = OV . 4

Teiginys. Tarkime, kad V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis.
Jei polinomai p(t), q(t) ∈ k[t] tenkina sa

‘
lygas:

1. Polinomu
‘
p(t) ir q(t) didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1;

2. I
‘
polinomu

‘
p(t) ir q(t) sandauga

‘
p(t)q(t) vietoje kintamojo t i

‘
raše

‘
tiesini

‘
atvaizdi

‘
f , gauname nulini

‘
atvaizdi

‘
, t. y. p(f)q(f) = O, čia O – nulinis atvaizdis,

tai V yra tiesinės erdvės V tiesiniu
‘
poerdviu

‘
Ker p(f) ir Ker q(f) tiesioginė suma V =

Ker q(f) ⊕ Ker p(f), t. y. kiekvienas tiesinės erdvės V vektorius u vienareikšmǐskai yra
užrašomas dvieju

‘
vektoriu

‘
u1 ∈ Ker q(f) ir u2 ∈ Ker p(f) suma u = u1 + u2.

I
‘
rodymas. Kadangi polinomu

‘
p(t) ir q(t) didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1, tai

egzistuoja tokie polinomai a(t), b(t) ∈ k[t], kad

a(t)p(t) + b(t)q(t) = 1.

I
‘
šia

‘
lygybe

‘
vietoje kintamojo t i

‘
raše

‘
f , gauname

a(f)p(f) + b(f)q(f) = id.
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Remdamiesi šia lygybe, galime parašyti: kiekvienam u ∈ V ,

u = id(u) = (a(f)p(f) + b(f)q(f))(u) = (a(f)p(f))(u) + (b(f)q(f))(u).

Pažymėkime u1 =: (a(f)p(f))(u) ir u2 =: (b(f)q(f))(u). Taigi u = u1 + u2. Kadangi
p(f)q(f) = O, čia O – nulinis atvaizdis, tai

q(f)(u1) = q(f)(a(f)p(f))(u) = a(f)(q(f)p(f))(u) = OV ,

t. y. u1 ∈ Ker q(f). Panašiai i
‘
rodoma, kad u2 ∈ Ker p(f). Vadinasi, V = Ker q(f)+Ker p(f).

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienas u ∈ V vienareikšmǐskai užrašomas vektoriu

‘
u1 ∈ Ker q(f) ir

u2 ∈ Ker p(f) suma u = u1 + u2. Tuo tikslu pakanka i
‘
rodyti, kad

Ker q(f) ∩Ker p(f) = {OV }.

Jei v ∈ Ker q(f) ∩Ker p(f), tai q(f)(v) = OV ir p(f)(v) = OV . Kadangi polinomai q(t)
ir p(t) yra tarpusavy pirminiai, tai remdamiesi anksčiau i

‘
rodytu teiginiu, gauname v = OV ,

t. y. Ker q(f) ∩Ker p(f) = {OV }. 4

3. 2. Išvada. Sakykime, V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis.
Jei polinomai qj(t) ∈ k[t], 1 ≤ j ≤ s, tenkina sa

‘
lygas:

1. Polinomu
‘
qi(t) ir qj(t), i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ s, didžiausias bendrasis daliklis yra lygus

1;
2. I

‘
polinomu

‘
qj(t), 1 ≤ j ≤ s, sandauga

‘
q1(t)q2(t) . . . qs(t) vietoje kintamojo t i

‘
raše

‘
tiesini

‘
atvaizdi

‘
f , gauname nulini

‘
atvaizdi

‘
, t. y. q1(f)q2(f) . . . qs(f) = O, čia O – nulinis

atvaizdis,
tai V yra tiesinės erdvės V tiesiniu

‘
poerdviu

‘
Ker qj(f), 1 ≤ j ≤ s, tiesioginė suma

V =
s⊕

j=1

Ker qj(f),

t. y. kiekvienas tiesinės erdvės V vektorius u vienareikšmǐskai yra užrašomas s vektoriu
‘

uj ∈ Ker qj(f), 1 ≤ j ≤ s, suma

u = u1 + u2 + . . .+ us.

I
‘
rodymas. Šia

‘
ǐsvada

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu.

Tarkime, kad ǐsvada teisinga tuo atveju, kai polinomu
‘
yra mažiau nei s, s > 2. I

‘
rodysime,

kad ši ǐsvada teisinga ir tuo atveju, kai polinomu
‘
yra s, s > 2.

Tegu q(t) =: q1(t), p(t) =: q2(t) . . . qs(t). Polinomu
‘
q(t) ir p(t) didžiausias bendrasis

daliklis yra lygus 1 ir q(f)p(f) = O. Remdamiesi i
‘
rodytu teiginiu, gauname

V = Ker q(f)⊕Ker p(f).

Pažymėkime L =: Ker p(f). Kadangi tiesiniai atvaizdžiai f ir p(f) yra perstatomi, tai L yra
tiesinės erdvės V f -invariantinis poerdvis. Pažymėkime g =: f

∣∣
L
. Kadangi L = Ker p(f), tai
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p(g) = O, O : L → L – nulinis atvaizdis. Be to, polinomu
‘
qi(t) ir qj(t), i 6= j, 2 ≤ i, j ≤ s,

didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1 ir p(t) = q2(t) . . . qs(t). Remdamiesi indukcine
prielaida, gauname

L = Ker q2(g)⊕ . . .⊕Ker qs(g).

Lieka pastebėti, kad Ker qj(g) = Ker qj(f), 2 ≤ j ≤ s. Tai i
‘
rodoma taip. Akivaizdu, kad

Ker qj(g) ⊂ Ker qj(f), 2 ≤ j ≤ s. Kadangi kiekvienam j, 2 ≤ j ≤ s,

Ker qj(f) ⊂ Ker (q2(f) . . . qs(f)) = Ker p(f) = L,

tai
Ker qj(f) = Ker qj(f) ∩ L ⊂ Ker qj(g).

Taigi i
‘
rodėme, kad

V = Ker q1(f)⊕Ker p(f) = Ker q1(f)⊕Ker q2(g)⊕ . . .⊕Ker qs(g) =

= Ker q1(f)⊕Ker q2(f)⊕ . . .⊕Ker qs(f). 4

3. 3. Sakykime, V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis, ϕf (t) –
tiesinio atvaizdžio charakteringasis polinomas.

Teorema. Jei tiesinio atvaizdžio f : V → V charakteringasis polinomas ϕf (t) ∈ k[t] yra
ǐsskaidomas pirmojo laipsnio polinomu

‘
sandauga ϕf (t) = (λ1 − t)r1(λ2 − t)r2 . . . (λs − t)rs ,

čia λi 6= λj , jei tik i 6= j, tai
1. V = Vλ1⊕Vλ2⊕. . .⊕Vλs

, čia Vλj
– tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvis, atitinkantis

tikrine
‘
reikšme

‘
λj , 1 ≤ j ≤ s;

2. Vλj = Ker(f − λj)rj , 1 ≤ j ≤ s;
3. dimk Vλj = rj , 1 ≤ j ≤ s.

I
‘
rodymas. Polinomai (λi − t)ri , (λj − t)rj , i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ s, yra tarpusavy pirminiai.

Be to, ϕf (t) = (λ1 − t)r1(λ2 − t)r2 . . . (λs − t)rs ir ϕf (f) = O (Hamiltono-Keili teorema), čia
O : V → V – nulinis atvaizdis. Taigi polinomai (λj − t)rj , 1 ≤ j ≤ s, tenkina ǐsvados sa

‘
lygas.

Remdamiesi ǐsvada, galime parašyti:

V = Ker (λ1 − f)r1 ⊕Ker (λ2 − f)r2 ⊕ . . .⊕Ker (λs − f)rs .

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s,

Ker (λj − f)rj = Vλj
.

Nagrinėkime polinomus (λj − t)n, 1 ≤ j ≤ s, čia n = dimk V . Kaip žinome, kiekvienam j,
1 ≤ j ≤ s, šaknies poerdvis Vλj

= Ker (λj − f)n. Pakartoje
‘

ankstesnius samprotavimus,
gauname:

V = Ker (λ1 − f)n ⊕Ker (λ2 − f)n ⊕ . . .⊕Ker (λs − f)n.

Kadangi kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s,

Ker (λj − f)rj ⊂ Ker (λj − f)n,
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tai
Ker (λj − f)rj = Ker (λj − f)n.

Taigi i
‘
rodėme pirma

‘
ji
‘
ir antra

‘
ji
‘
teoremos teiginius:

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλs

ir kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s,
Vλj = Ker(f − λj)rj .

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, dimk Vλj

= rj .
Kadangi tiesinio atvaizdžio f : V → V šaknies poerdvis Vλj

, atitinkantis šio atvaizdžio
tikrine

‘
reikšme

‘
λj , 1 ≤ j ≤ s, yra f -invariantinis, tai galime nagrinėti tiesini

‘
atvaizdi

‘
fj =:

f
∣∣
Vλj

, fj : Vλj → Vλj , 1 ≤ j ≤ s. Kadangi kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s,

dimk Vλj
= deg ϕfj

(t),

tai i
‘
rode

‘
, kad kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, tiesinio atvaizdžio fj charakteringasis polinomas

ϕfj
(t) = (λj − t)rj ,

užbaigtume teoremos i
‘
rodyma

‘
.

Pastebėsime, kad kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, λj yra tiesinio atvaizdžio fj : Vλj
→ Vλj

charakteringojo polinomo ϕfj
(t) šaknis. Iš tikru

‘
ju

‘
, nes kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, tikrinis

vektorius uj , atitinkantis tiesinio atvaizdžio f tikrine
‘
reikšme

‘
λj , priklauso Vλj

. Jei λi būtu
‘

polinomo ϕfj
(t) šaknis, čia i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ s, tai f šaknies poerdviai Vλi

ir Vλj
turėtu

‘
nenulini

‘
bendra

‘
tikrini

‘
vektoriu

‘
, atitinkanti

‘
tikrine

‘
reikšme

‘
λi. To būti negali, nes tiesinė

erdvė V yra tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdviu
‘
Vλj

, 1 ≤ j ≤ s, tiesioginė suma

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλs
.

Kadangi
ϕf (t) = ϕf1(t)ϕf2(t) . . . ϕfs(t) = (λ1 − t)r1(λ2 − t)r2 . . . (λs − t)rs ,

tai kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, ϕfj (t) = (λj − t)rj . 4

4. Nilpotenčiojo atvaizdžio matricos kanoninis pavidalas

4. 1. Tegu V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V – tiesinis atvaizdis. Jei tiesinio
atvaizdžio f charakteringasis polinomas ϕf (t) yra ǐssiskaidomas kintamojo t polinomu

‘
žiede

k[t] pirmojo laipsnio polinomu
‘
sandauga ϕf (t) = (λ1 − t)r1(λ2 − t)r2 . . . (λs − t)rs , tai tiesinė

erdvė V yra ǐsskaidoma tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdviu
‘
Vλj

, 1 ≤ j ≤ s, tiesiogine suma

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλs
.

Kadangi f šaknies poerdviai Vλj , 1 ≤ j ≤ s, yra f -invariantiniai, tai tiesinis atvaizdis f vien-
areikšmǐskai apibrėžiamas atvaizdžiais fj =: f

∣∣
Vλj

, 1 ≤ j ≤ s. Šiuo atveju f yra vadinamas
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tiesiniu
‘

atvaizdžiu
‘
fj , 1 ≤ j ≤ s, tiesiogine suma. Taigi tiesinio atvaizdžio f tyrima

‘
re-

dukavome i
‘
tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
fj , 1 ≤ j ≤ s, nagrinėjima

‘
. Tiesiniai atvaizdžiai fj , 1 ≤ j ≤ s,

yra paprastesni negu f , nes ju
‘

charakteringieji polinomai paprastesni. Tiesinio atvaizdžio
fj charakteringasis polinomas ϕfj

= (λj − t)rj , 1 ≤ j ≤ s. Todėl dabar nagrinėsime tiesini
‘

atvaizdi
‘
f : V → V , kurio charakteringasis polinomas ϕf (t) = (λ− t)r.

Tarkime, V – tiesinė erdvė virš kūno k, f : V → V –tiesinis atvaizdis, kurio charak-
teringasis polinomas ϕf (t) = (λ − t)r. Tuomet (λ − f)r = O, čia O : V → V – nulinis
atvaizdis, r = dimk V . Kadangi (λ − f)r = O, tai egzistuoja toks mažiausias teigiamas
sveikasis skaičius p, kad (λ − f)p = O, bet (λ − f)p−1 6= O. Taigi V = Ker (λ − f)p, bet
V 6= Ker (λ− f)p−1. Nagrinėkime tiesiniu

‘
poerdviu

‘
grandinėle

‘
:

V = Ker (λ− f)p ⊃ Ker (λ− f)p−1 ⊃ Ker (λ− f)p−2 ⊃ . . . ⊃ Ker (λ− f) ⊃ {OV }.

4. 2. Dabar dar suprastinkime žymėjimus. Pažymėkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f − λ raide g.

Tiesinio atvaizdžio g charakteringasis polinomas ϕg(t) = tr. Taigi gr = O. Anksčiau užrašyta
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
grandinėlė dabar atrodys taip:

V = Ker gp ⊃ Ker gp−1 ⊃ Ker gp−2 ⊃ . . . ⊃ Ker g ⊃ {OV }.

Apibrėžimas. Tiesinis atvaizdis g : V → V , tenkinantis sa
‘
lyga

‘
gr = O, čia r = dimk V ,

yra vadinamas nilpotenčiuoju. Toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius p, kad gp = O
yra vadinamas tiesinio atvaizdžio g nilindeksu.

Sakykime, vektoriu
‘

šeima v11, v12, . . . , v1m1 – maksimali tiesǐskai nepriklausoma pagal
tiesini

‘
poerdvi

‘
Ker gp−1.

Teiginys. Vektoriai g(v11), g(v12), . . . , g(v1m1) priklauso tiesiniam poerdviui Ker gp−1

ir yra tiesǐskai nepriklausomi pagal tiesini
‘
poerdvi

‘
Ker gp−2.

I
‘
rodymas. Akivaizdu, kad vektoriai g(v11), g(v12), . . . , g(v1m1) priklauso tiesiniam po-

erdviui Ker gp−1. Sakykime,

α1g(v11) + α2g(v12) + . . .+ αm1g(v1m1) ∈ Ker gp−2.

Tuomet
f(α1v11 + α2v12 + . . .+ αm1v1m1) ∈ Ker gp−2,

t. y.
gp−1(α1v11 + α2v12 + . . .+ αm1v1m1) = OV .

Vadinasi,
α1v11 + α2v12 + . . .+ αm1v1m1 ∈ Ker gp−1.

Kadangi v11, v12, . . . , v1m1 yrai tiesǐskai nepriklausomi pagal tiesini
‘

poerdvi
‘

Ker gp−1, tai
α1 = α2 = . . . = αm1 = 0. 4

4. 3. Vektorius
g(v11), g(v12), . . . , g(v1m1) ∈ Ker gp−1
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papildykime iki maksimalios tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
šeimos

g(v11), g(v12), . . . , g(v1m1), v21, v22, . . . , v2m2 ∈ Ker gp−1

pagal tiesini
‘
poerdvi

‘
Ker gp−2.

Taip ir toliau te
‘
sdami, gauname vektoriu

‘
šeima

‘
:

v11 v12 . . . v1m1

g(v11) g(v12) . . . g(v1m1) v21 v22 . . . v2m2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
gp−1(v11) gp−1(v12) . . . gp−1(v1m1) g

p−2(v21) gp−2(v22) . . . gp−2(v2m2)vp1 . . . vpmp

Nesunku i
‘
sitikinti, kad ši vektoriu

‘
šeima yra tiesinės erdvės V bazė. Taigi ǐsrinkome tiesinės

erdvės V laiptuota
‘
baze

‘
. Akivaizdu, kad tokia bazė nevienareikšmǐskai parenkama Šios bazės

vektorius i
‘
sivaizduokime ǐsdėstytus i

‘
eilute

‘
, kai ǐsdėstymas pradedamas nuo pirmojo stulpelio

viršaus iki apačios, po to nuo antrojo stulpelio viršaus iki apačios ir t. t.. Šioje bazėje rasime
tiesinio atvaizdžio g matrica

‘
. Tuo tikslu imkime šios bazės vektoriu

‘
g vaizdus ir užrašykime

šioje bazėje:

g(v11) = 0v11 +1g(v11) +0g2(v11) + . . . +0gp−1(v11) + . . .
g(g(v11)) = 0v11 +0g(v11) +1g2(v11) + . . . +0gp−1(v11) + . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .
g(gp−1(v11)) = 0v11 +0g(v11) +0g2(v11) + . . . +0gp−1(v11) + . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .
g(v1m1) = 0v1m1 +1g(v1m1) +0g2(v1m1) + . . . +0gp−1(v1m1) + . . .
g(g(v1m1)) = 0v1m1 +0g(v1m1) +1g2(v1m1) + . . . +0gp−1(v1m1) + . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .
g(gp−1(v1m1)) = 0v1m1 +0g(v1m1) +0g2(v1m1) + . . . +0gp−1(v1m1) + . . .

g(v21) = 0v21 +1g(v21) +0g2(v21) + . . . +0gp−2(v21) + . . .
g(g(v21)) = 0v21 +0g(v21) +1g2(v21) + . . . +0gp−1(v21) + . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .
g(gp−2(v21)) = 0v21 +0g(v21) +0g2(v21) + . . . +0gp−2(v21) + . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
. . .

g(vp1) = 0vp1 +0vp2 +0vp3 + . . . +0vpmp

...
...

...
...

. . .
...

g(vpmp) = 0vp1 +0vp2 +0vp3 + . . . +0vpmp

Pastebėsime, kad jau antrojo stulpelio bazės vektoriu
‘
g vaizdus užrašydami bazės vektoriais

praleidome dėl vietos stokos pirmojo stulpelio vektorius.
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4. 4. Kad galėtume glaustai užrašyti tiesinio atvaizdžio g matrica
‘

nagrinėjamojoje
bazėje, pažymėkime

Jm(λ) = m





λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


Apibrėžimas. Matrica Jm(λ) yra vadinama m-tos eilės Žordano langeliu, atitinkančiu

tikrine
‘
reikšme

‘
λ.

Dabar galime užrašyti tiesinio avaizdžio g nagrinėjamojoje bazėje matrica
‘
:

Jp(0) . . . O O . . . O . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . Jp(0) O . . . O . . . . . . . . . . . .
O . . . O Jp−1(0) . . . O . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . Jp−1(0) . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . O . . . J1(0) . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . O . . . . . . . . . J1(0)


Šioje matricoje visi Žordano langeliai atitinka tikrine

‘
reikšme

‘
0, o raide O žymime atitinkamu

‘
matmenu

‘
nulines matricas. Užrašytoje matricoje p eilės Žordano langeliu

‘
yra tiek, kiek

nagrinėjamojoje laiptuotoje bazėje yra p aukščio stulpeliu
‘
, t. y. m1, p − 1 eilės Žordano

langeliu
‘
yra m2 ir t. t.. Vadinasi,

pm1 + (p− 1)m2 + . . .+ 2mp−1 + 1mp = r = dimk V.

4. 5. Skaičiai m1, m2, . . ., mp yra tiesinio atvaizdžio g invariantai, t. y. priklauso tik nuo
nagrinėjamo tiesinio atvaizdžio g ir nepriklauso nuo laiptuotos bazės parinkimo. I

‘
rodysime

tai. Tuo tikslu sudarykime lentele
‘
:

m1 = dimk Ker gp −dimk Ker gp−1

m1 +m2 = dimk Ker gp−1 −dimk Ker gp−2

m1 +m2 +m3 = dimk Ker gp−2 −dimk Ker gp−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m1 +m2 +m3 + . . . +mp = dimk Ker g

Kaip matome, skaičiai m1, m2, . . ., mp vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiami tiesinės erdvės
V tiesiniu

‘
poerdviu

‘
Ker gj , 1 ≤ j ≤ p, dimensijomis dimk Ker gj , 1 ≤ j ≤ p. Priminsime,

kad kad p – toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius, kad gp = O.
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Pratimai.

1. Užrašykite skaičiu
‘
m1, m2, . . ., mp ǐsraǐskas tiesinės erdvės V tiesiniu

‘
poerdviu

‘
Ker gj ,

1 ≤ j ≤ p, dimensijomis dimk Ker gj , 1 ≤ j ≤ p.

2. I
‘
rodykite, kad skaičius m1+m2+m3+. . .+mp yra lygus tiesinio atvaizdžio g anksčiau

užrašytoje matricoje Žordano langeliu
‘
skaičiui.

Prisimine
‘
, kad g = f −λ, galime užrašyti tiesinio atvaizdžio f matrica

‘
anksčiau nurody-

toje šaknies poerdvio V laiptuotoje bazėje:

Jp(λ) . . . O O . . . O . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . Jp(λ) O . . . O . . . . . . . . . . . .
O . . . O Jp−1(λ) . . . O . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . Jp−1(λ) . . . . . . . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . O . . . J1(λ) . . . . . .
...

. . .
...

...
. . .

...
. . . . . . . . . . . .

O . . . O O . . . O . . . . . . . . . J1(λ)


Kaip matome, šioje matricoje visi Žordano langeliai atitinka tiesinio atvaizdžio f tikrine

‘
reikšme

‘
λ.

4. 6. Dabar galime aptarti bendra
‘
ji
‘

atveji
‘
. Jei f : V → V tiesinis atvaizdis, kurio

charakteringasis polinomas

ϕf (t) = (λ1 − t)r1(λ2 − t)r2 . . . (λs − t)rs ,

tai, kaip buvo i
‘
rodyta,

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλs ,

čia Vλj
= Ker(f − λj)rj , 1 ≤ j ≤ s, – tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdviai. Kiekviename

šaknies poerdvyje ǐsrinke
‘
anksčiau nurodytu būdu laiptuota

‘
baze

‘
, gauname tiesinės erdvės

V baze
‘
. Šioje tiesinės erdvės V bazėje tiesinio atvaizdžio f matrica yra sudaryta ǐs bloku

‘
,

ǐsdėstytu
‘

matricos i
‘
strižainėje. Kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, tiesinio atvaizdžio fj = f

∣∣
Vλj

matrica šaknies poerdvio Vλj
laiptuotoje bazėje ir sudaro tiesinio atvaizdžio f matricos bloka

‘

Bj . Kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, blokas Bj yra sudarytas ǐs Žordano langeliu
‘
, atitinkančiu

‘
f

tikrine
‘

reikšme
‘
λj . Kaip buvo i

‘
rodyta, kiekvieno bloko Bj , 1 ≤ j ≤ s, Žordano langeliai

vienareikšmǐskai apibrėžiami, jei juos ǐsdėstyti ju
‘
eiliu

‘
nedidėjimo tvarka. Taip gauta tiesinio

atvaizdžio f matrica yra vadinama tiesinio atvaizdžio f kanoninio (arba Žordano) pavidalo
matrica. Ši matrica vienareikšmǐskai apibrėžiama, jei nekreipiame dėmesio i

‘
bloku

‘
Bj , 1 ≤

j ≤ s, ǐsdėstymo tvarka
‘
.

4. 7. Išnagrinėsime keleta
‘
pavyzdžiu

‘
.
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Pavyzdžiai.

1. Apibrėžkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : R

4 → R
4 taip:

f((α1, α2, α3, α4)) = (α1, α2, α3, α4)A,

čia A yra 4× 4 matrica:

A =


5 1 −1 −1
1 5 −1 −1
1 1 3 −1
1 1 −1 3


Tiesinio atvaizdžio f tiesinės erdvės R

4 standartinėje bazėje ej = (δj1, δj2, δj3, δj4), 1 ≤
j ≤ 4, matrica yra kaip tik A. Šios matricos charakteringasis polinomas ϕA(t) = t4 − 16t3 +
96t2− 256t+256 = (t− 4)4. Kaip matome, R

4 yra tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvis, nes
f charakteringasis polinomas turi tik viena

‘
šakni

‘
. Vadinasi, tiesinis atvaizdis g = f − 4 yra

nilpotentusis. Raskime jo nilindeksa
‘
. Tuo tikslu matrica

‘
A− 4 keliame sveikaisiais laipsniais:

(A− 4)2 =


1 1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 1 −1 −1


2

= O.

Pasisekė. Matricos A − 4 nilindeksas yra lygus 2. Šiuo atveju poerdviu
‘
grandinėlė atrodo

taip:
R

4 = Ker (A− 4)2 ⊃ Ker (a− 4) ⊃ {(0, 0, 0, 0)}.

Raskime tiesini
‘
poerdvi

‘

Ker (A− 4) =: {(α1, α2, α3, α4) ∈ R
4 | (α1, α2, α3, α4)(A− 4) = (0, 0, 0, 0)}.

Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 4) = (0, 0, 0, 0)}

ekvivalenti lygčiai:
α1 + α2 + α3 + α4 = 0.

Taigi
Ker (A− 4) = {(α1, α2, α3,−α1 − α2 − α3) | α1, α2, α3 ∈ R}.

Kadangi dim
R

R
4 = 4, dim

R
Ker (A − 4) = 3, tai egzistuoja tik vienas tiesǐskai nepriklau-

somas vektorius v1 ∈ R
4 pagal tiesini

‘
poerdvi

‘
Ker (A − 4). Bet kuris nenulinis vektorius

v1 ∈ R
4, nepriklausantis Ker (A − 4), kaip tik ir tenkina šia

‘
sa

‘
lyga

‘
. Pavyzdžiui, imkime

v1 = (1, 0, 0, 0). Tuomet

v2 = v1(A− 4) = (1, 0, 0, 0)(A− 4) = (1, 1, −1, −1).

Kadangi v2 ∈ Ker (A − 4), tai parinkime v3, v4 ∈ Ker (A − 4) taip, kad vektoriai v2, v3, v4
būtu

‘
tiesǐskai nepriklausomi. Pavyzdžiui, vektorius v3 ir v4 galime ǐsrinkti tokius:

v3 = (1, 0, 0, −1), v4 = (0, 1, 0, −1).
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Vektoriai v1, v2, v3, v4 sudaro tiesinės erdvės R
4 laiptuota

‘
baze

‘
:

v1 = (1, 0, 0, 0)
v2 = (1, 1, −1, −1) v3 = (1, 0, 0, −1) v4 = (0, 1, 0, −1) .

Tiesinės erdvės R
4 laiptuotoje bazėje v1, v2, v3, v4 tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
g ir f matricos atrodo

taip: 
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ir


4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

 .

Perėjimo matrica T ǐs bazės ej , 1 ≤ j ≤ 4 i
‘
baze

‘
v1, v2, v3, v4 yra

T =


1 0 0 0
1 1 −1 −1
1 0 0 −1
0 1 0 −1

 .

Galite i
‘
sitikinti, kad

TAT−1 =


4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

 .

2. Apibrėžkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : R

4 → R
4 taip:

f((α1, α2, α3, α4)) = (α1, α2, α3, α4)A,

čia A yra 4× 4 matrica:

A =


1 1 −2 0
2 1 0 2
1 0 1 1
0 −1 2 1

 .

Šios matricos charakteringasis polinomas ϕA(t) = t4 − 4t3 + 6t2 − 4t+ 1 = (t− 1)4. Raskime
matricos A− 1 nilindeksa

‘
.

(A− 1)2 =


0 1 −2 0
2 0 0 2
1 0 0 1
0 −1 2 0


2

= O.

Šiuo atveju poerdviu
‘
grandinėlė atrodo taip:

R
4 = Ker (A− 1)2 ⊃ Ker (A− 1) ⊃ {(0, 0, 0, 0)}.
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Raskime tiesini
‘
poerdvi

‘

Ker (A− 1) =: {(α1, α2, α3, α4) ∈ R
4 | (α1, α2, α3, α4)(A− 1) = (0, 0, 0, 0)}.

Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 1) = (0, 0, 0, 0)

ekvivalenti tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemai:{

+2α2 +α3 = 0
α1 −α4 = 0

Taigi
Ker (A− 1) = {(α1, α2, −2α2, α1) | α1, α2 ∈ R}.

Kadangi dim
R

R
4 = 4, dim

R
Ker (A− 1) = 2, tai egzistuoja tik du tiesǐskai nepriklausomas

vektoriai v1, v2 ∈ R
4 pagal tiesini

‘
poerdvi

‘
Ker (A− 1). Vektoriai

(1, 0, 0, 1) ir (0, 1, −2, 0)

sudaro tiesinio poerdvio Ker (A−1) baze
‘
. Parinkime tiesinės erdvės R

4 dar du vektorius taip,
kad parinktieji ir užrašytieji tiesinio poerdvio Ker (A − 1) bazės vektoriai sudarytu

‘
tiesinės

erdvės R
4 baze

‘
. Pavyzdžiui, vektoriai v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (0, 1, 0, 0) ir užrašytieji

tiesinio poerdvio Ker (A− 1) bazės vektoriai sudaro tiesinės erdvės R
4 baze

‘
. Vadinasi, v1 ir

v2 yra tiesǐskai nepriklausomi pagal tiesini
‘
poerdvi

‘
Ker (A− 1). Pažymėkime v3 = v1(A− 1)

ir v4 = v2(A − 1). Taigi vektoriai v1, v2, v3, v4 sudaro tiesinio atvaizdžio g (o taip pat ir
tiesinio atvaizdžio f) šaknies erdvės R

4 laiptuota
‘
baze

‘
:

v1 = (1, 0, 0, 0) v2 = (0, 1, 0, 0)
v3 = (0, 1, −2, 0) v4 = (2, 0, 0, 2)

Taigi matricu
‘
A− 1 ir A (o tuo pačiu ir tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
g ir f) kanoniniai (arba Žordano)

pavidalai yra: 
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ir


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

Perėjimo matrica T ǐs tiesinės erdvės R
4 standartinės bazės i

‘
baze

‘
v1, v2, v3, v4 yra:

T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 −2 0
2 0 0 2

 , o TAT−1 =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

I
‘
sitikinkite!
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3. Nagrinėkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : R

4 → R
4, apibrėžta

‘
taip:

f((α1, α2, α3, α4)) = (α1, α2, α3, α4)A,

čia A yra 4× 4 matrica:

A =


3 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
−1 −1 −1 1

 .

Šios matricos charakteringasis polinomas ϕA(t) = t4−8t3+24t2−32t+16 = (t−2)4. Raskime
matricos A− 2 nilindeksa

‘
.

(A− 1)2 =


1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1


2

=


1 1 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0

 .

Matrica
‘
A− 2 pakelkime trečiuoju laipsniu:

(A− 2)3 =


1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Pagaliau tik

(A− 2)4 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Šiuo atveju poerdviu

‘
grandinėlė yra tokia:

R
4 = Ker (A− 2)4 ⊃ Ker (A− 2)3 ⊃ Ker (A− 2)2 ⊃ Ker (A− 2) ⊃ {(0, 0, 0, 0)}.

Raskime tiesini
‘
poerdvi

‘

Ker (A− 2)3 =: {(α1, α2, α3, α4) ∈ R
4 | (α1, α2, α3, α4)(A− 2)3 = (0, 0, 0, 0)}.

Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 2)3 = (0, 0, 0, 0)

ekvivalenti tiesiniai lygčiai α1 − α2 = 0. Taigi

Ker (A− 2)3 = {(α1, α1, α2, α3) | α1, α2, α3 ∈ R}.

Kadangi dim
R

R
4 = 4, dim

R
Ker (A − 2)3 = 3, tai egzistuoja tik vienas tiesinės erdvės R

4

vektorius tiesǐskai nepriklausomas pagal tiesini
‘

poerdvi
‘

Ker (A − 2)3. Bet kuris vektorius
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v1 ∈ R
4, nepriklausantis tiesiniam poerdviui Ker (A− 2)3, yra tiesǐskai nepriklausomas pagal

Ker (A− 2)3. Parinkime, pavyzdžiui, v1 = (1, 0, 0, 0). Tuomet vektoriai v1, v2 = v1(A− 2),
v3 = v1(A − 2)2, v4 = v1(A − 2)3 sudaro tiesinio atvaizdžio f šaknies erdvės R

4 laiptuota
‘

baze
‘
:

v1 = (1, 0, 0, 0)
v2 = (1, 1, 0, 0)
v3 = (1, 1, 1, 0)
v4 = (1, 1, 1, 1)

Šioje bazėje tiesinio atvaizdžio f (arba matricos A) kanoninis pavidalas yra:
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

Perėjimo matrica T ǐs tiesinės erdvės R
4 standartinės bazės i

‘
laiptuota

‘
baze

‘
yra

T =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

 , o TAT−1 =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

I
‘
sitikinkite !

4. Nagrinėkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : R

4 → R
4, apibrėžta

‘
taip:

f((α1, α2, α3, α4)) = (α1, α2, α3, α4)A,

čia A yra 4× 4 matrica:

A =


0 0 −5 3
0 0 −3 1
−5 3 0 0
−3 1 0 0

 .

Šios matricos charakteringasis polinomas ϕA(t) = t4− 8t2 + 16 = (t2− 4)2 = (t− 2)2(t+ 2)2.
Šiuo aveju tiesinė erdvė R

4 yra tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdviu
‘
V2 ir V−2 tiesioginė

suma. Kiekvieno šaknies poerdvio dimensija yra lygi 2. Raskime tiesinio atvaizdžio f šaknies
poerdvius.

Tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvis V2, atitinkantis f tikrine
‘
reikše

‘
2.

V2 = {(α1, α2, α3, α4) ∈ R |(α1, α2, α3, α4)(A− 2)2 = (0, 0, 0, 0)}.

Raskime matricos A− 2 kvadrata
‘
:

(A− 2)2 =


−2 0 −5 3
0 −2 −3 1
−5 3 −2 0
−3 1 0 −2


2

=


20 −12 20 −12
12 −4 12 −4
20 −12 20 −12
12 −4 12 −4

 .
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Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 2)2 = (0, 0, 0, 0)

ekvivalenti tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemai:{

20α1 +12α2 +20α3 +12α4 = 0
−12α1 −4α2 −12α3 −4α4 = 0

Išsprende
‘
šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gauname:

V2 = Ker (A− 2)2 = {(α1, α2, −α1, −α2) | α1, α2 ∈ R}.

Šaknies poerdvyje V2 tiesiniu
‘
poerdviu

‘
grandinėlė atrodo taip:

V2 = Ker (A− 2)2 ⊃ Ker (A− 2) ⊃ {(0, 0, 0, 0)}.

Raskime

Ker (A− 2) = {(α1, α2, α3, α4) ∈ R |(α1, α2, α3, α4)(A− 2) = (0, 0, 0, 0)}.

Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 2) = (0, 0, 0, 0)}.

ekvivalenti tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemai:

−2α1 −5α3 −3α4 = 0
−2α2 +3α3 +α4 = 0

−5α1 −3α2 −2α3 = 0
3α1 +α2 −2α4 = 0

Išsprende
‘
šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gauname:

Ker (A− 2) = {(α, −α, −α, α) | α ∈ R}.

Parinkime vektoriu
‘
v1 ∈ V2 toki

‘
, kad v1 6∈ Ker (A− 2). Pavyzdžiui, tegu v1 = (1, 0, −1, 0).

Tuomet vektoriai v1 = (1, 0, −1, 0) ir v2 = v1(A − 2) = (3, −3, −3, 3) sudaro tiesinio
atvaizdžio f šaknies poerdvio V2 laiptuota

‘
baze

‘
. Taigi tiesinio atvaizdžio f

∣∣
V2

matrica šioje
bazėje yra tokia: (

2 1
0 2

)
.

Tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvis V−2, atitinkantis f tikrine
‘
reikše

‘
−2.

V−2 = {(α1, α2, α3, α4) ∈ R |(α1, α2, α3, α4)(A+ 2)2 = (0, 0, 0, 0)}.

Raskime matricos A+ 2 kvadrata
‘
:

(A+ 2)2 =


2 0 −5 3
0 2 −3 1
−5 3 2 0
−3 1 0 2


2

=


20 −12 −20 12
12 −4 −12 4
−20 12 20 −12
−12 4 12 −4

 .

232



Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A− 2)2 = (0, 0, 0, 0)

ekvivalenti tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemai:{

20α1 +12α2 −20α3 −12α4 = 0
−12α1 −4α2 +12α3 +4α4 = 0

Išsprende
‘
šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gauname:

V2 = Ker (A− 2)2 = {(α1, α2, α1, α2) | α1, α2 ∈ R}.

Šaknies poerdvyje V2 tiesiniu
‘
poerdviu

‘
grandinėlė atrodo taip:

V2 = Ker (A+ 2)2 ⊃ Ker (A+ 2) ⊃ {(0, 0, 0, 0)}.

Raskime

Ker (A+ 2) = {(α1, α2, α3, α4) ∈ R |(α1, α2, α3, α4)(A− 2) = (0, 0, 0, 0)}.

Sa
‘
lyga

(α1, α2, α3, α4)(A+ 2) = (0, 0, 0, 0)}.

ekvivalenti tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemai:

2α1 −5α3 −3α4 = 0
2α2 +3α3 +α4 = 0

−5α1 −3α2 +2α3 = 0
3α1 +α2 +2α4 = 0

Išsprende
‘
šia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gauname:

Ker (A+ 2) = {(α, −α, α, −α) | α ∈ R}.

Parinkime vektoriu
‘
v3 ∈ V−2 toki

‘
, kad v3 6∈ Ker (A + 2). Imkime, pavyzdžiui, v3 =

(1, 0, 1, 0). Tuomet vektoriai v3 = (1, 0, 1, 0) ir v4 = v3(A + 2) = (−3, 3, −3, 3)
sudaro tiesinio atvaizdžio f šaknies poerdvio V−2 laiptuota

‘
baze

‘
. Taigi tiesinio atvaizdžio

f
∣∣
V−2

matrica šioje bazėje yra tokia:

(
−2 1
0 −2

)
.

Tiesinio atvaizdžio f matrica tiesinės erdvės R
4 bazėje

v1 = (1, 0, −1, 0) v3 = (1, 0, 1, 0)
v2 = (3, −3, −3, 3) v4 = (−3, 3, −3, 3)
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yra tokia: 
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2

 .

5. Funkcijos, kuriu
‘
argumentai yra matricos

5. 1. Gali ǐskilti klausimas, o kam gi reikalingas tiesinio atvaizdžio matricos ar matricos
kanoninis pavidalas? Atsakymas gana paprastas: su matrica kanoniniame pavidale lengviau
operuoti. Pavyzdžiui, kaip rasti

eA = exp(A) =:
∞∑

j=0

1
j!
Aj ,

čia A – n-tos eilės kvadratinė matrica? Pailiustruosime paprastu pavyzdžiu, kaip rasti exp(A).
Tegu, pavyzdžiui,

A =
(
−1 9
−1 5

)
.

Pabandykite tiesiogiai suskaičiuoti

eA = exp
(
−1 9
−1 5

)
.

Tai nelengva būtu
‘
padaryti. O suskaičiuoti galima.

15. 2. Matricos

A =
(
−1 9
−1 5

)
chakteringasis polinomas ϕA(t) = t2 − 4t+ 4 = (t− 2)2. Koks matricos A− 2 nilindeksas?

(A− 2)2 =
(
−3 9
−1 3

)2

=
(

0 0
0 0

)
.

Apibrėžkime tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : R

2 → R
2 taip:

f((α1, α2)) = (α1, α2)A, (α1, α2) ∈ R
2.

Užrašykime tiesinės erdvės R
2 tiesiniu

‘
poerdviu

‘
seka

‘
:

R
2 = Ker (A− 2)2 ⊃ Ker (A− 2).

Raskime tiesini
‘
poerdvi

‘

Ker (A− 2) = {(α1, α2) ∈ R
2 | (α1, α2)(A− 2) = (0 0)}.
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Sa
‘
lyga (α1, α2)(A− 2) = (0 0) ekvivalenti lygčiai:

3α1 + α2 = 0.

Taigi
Ker (A− 2) = {(α, −3α) | α ∈ R}.

Galime ǐsrinkti tiesinės erdvės R
2 laiptuota

‘
baze

‘
: v1 = (1, 0) ir v2 = v1(A − 2) = (−3, 9).

Perėjimo matrica ǐs tiesinės erdvės R
2 standartinės bazės i

‘
laiptuota

‘
baze

‘
yra(

1 0
−3 9

)
.

Ši matrica nepatinka, nes jos determinantas yra lygus 9. Galime laiptuota
‘
baze

‘
ǐsrinkti ir

kita
‘
: u1 = (2, −5), u2 = u1(A−2) = (−1, 3). Šiuo atveju perėjimo matrica ǐs tiesinės erdvės

R
2 standartinės bazės i

‘
nauja

‘
laiptuota

‘
baze

‘
yra

T =
(

2 −5
−1 3

)
.

Kaip žinome,

TAT−1 =
(

2 1
0 2

)
arba A =

(
3 5
1 2

) (
2 1
0 2

) (
2 −5
−1 3

)
.

Dabar rasti matricos A bet kuri
‘
teigiama

‘
sveika

‘
ji
‘
laipsni

‘
Aj , j ≥ 0, nesudėtinga.

Aj =
( (

3 5
1 2

) (
2 1
0 2

) (
2 −5
−1 3

) )j

=

=
(

3 5
1 2

) (
2 1
0 2

)j (
2 −5
−1 3

)
=

(
3 5
1 2

) (
2j j2j

0 2j

) (
2 −5
−1 3

)
.

Taigi

eA = expA =
∞∑

j=0

1
j!

(
3 5
1 2

) (
2j j2j

0 2j

) (
2 −5
−1 3

)
=

=
(

3 5
1 2

) ∞∑
j=0

1
j!

(
2j j2j

0 2j

) (
2 −5
−1 3

)
=

=
(

3 5
1 2

) (
e2 e2

0 e2

) (
2 −5
−1 3

)
= e2

(
−2 9
−1 4

)
.

Panašiai galima rasti etA:

etA = e2t

(
1− 3t 9t
−t 1 + 3t

)
.

Galima apibrėžti sinA, cosA ir kitu
‘
funkciju

‘
reikšmes, kai funkcijos argumentas yra matrica.
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Pratimai.

1. Pakelkite n-uoju laipsniu matrica
‘
A:

A =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 .

Nuoroda. Matrica
‘
A užrašykite pavidalu: A = λ13 + U , čia

U =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Tuomet matrica
‘
A keldami n-uoju laipsniu An = (λ13 + U)n galite pasinaudoti Niutono

binomo formule, nes matricos 13 ir U yra perstatomos. Be to, pastebėkite, kad U3 = O.

2. Raskite etA, sin(tA), cos(tA), čia matrica tokia pat, kaip ir pirmajame pavyzdyje.

3. Tarkime, kad matricos

A =
(
λ 1
0 λ

)
tikrinė reikšmė λ tenkina sa

‘
lyga

‘
: |λ| < 1. Tuomet ln(12 +A) galima apibrėžti kaip eilute

‘
:

ln(12 +A) =
∞∑

j=1

(−1)j−1Aj

j
.

I
‘
rodykite, kad ši eilutė konverguoja. Raskite matricos ln(12 +A) ǐsraǐska

‘
.
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