IX skyrius. TIESINIO ATVAIZDZIO
MATRICOS KANONINIS PAVIDALAS
1. Tiesiniuy atvaizdziy tikrinés reikSmeés ir tikrimiai vektoriai
1. 1. Sakykime, (V, k) — tiesiné erdvé vir§ kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis.

Apibrézimas. Tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis L yra vadinamas f-invariantiniu, jei
f(L) C L.

Ypac svarbiis tiesinés erdvés V' vienmaciai f-invariantiniai tiesiniai poerdviai.

Teiginys. Sakykime, L — tiesinés erdvés V vienmatis f-invariantinis tiesinis poerdvis.
Tuomet egzistuoja toks A € k, kad kiekvienam u € L, u # Oy, f(u) = Au (jei u = Oy, tai
kiekvienam p € k, f(Oy) = uOy ).

Irodymas. Jei L-vienmatis tiesinis poerdvis, tai kiekvienas nenulinis vektorius v € L
sudaro §io poerdvio baze. Kadangi L yra f-invariantinis tiesinis poerdvis, tai kiekvieno
vektoriaus u € L vaizdas f(u) priklauso L. Vadinasi, jei u € L ir u # Oy, tai egzistuoja toks
A €k, kad f(u) = Au. Lieka irodyti, kad A nepriklauso nuo vektoriaus v € L, u # Oy .

Sakykime, kad [ € L, [ # Oy . Vadinasi, egzistuoja toks o € k, kad | = au. Tuomet

f() = flauw) = af(u) = a(lu) = AMau) = ANl. A

1. 2. Apibrézimas. Sakykime, (V, k) — tiesiné erdvé virs kuno k, f : V — V — tiesinis
atvaizdis. Tiesinés erdvés V' vektorius u, u # Oy, yra vadinamas tiesinio atvaizdzio f tikriniu
vektoriumi, atitinkanciu tiesinio atvaizdzio f tikrine reikSme A € k, jei f(u) = Au.

Teiginys. Sakykime, (V, k) — tiesiné erdvé vir§ kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis,
u € V — tiesinio atvaizdzio f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme \ € k. Tuomet
tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis ku =: {au | @ € k} yra vienmatis ir f-invariantinis.

Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus.
Pavyzdziai.
1. Sakykime, V = R?, f: R® — R® — tiesinis atvaizdis, apibréztas taip:
f((a1, a2, a3)) = (a1, 2,0), a1, 09,3 € R.
Tiesinio atvaizdzio f tikriniai vaktoriai yra Sie:
i) (a1, 09,0), ¢la a; ir as kartu nelygus nuliui, atitinkantys tikrine reiksme 1;
ii) (0,0, ), a # 0, atitinkantys tikrine reiksme 0.
2. Sakykime, V = R?, f: R? — R? — tiesinis atvaizdis, apibréztas taip:

Fowea) = oned (550 503) -

= (a1 cos Y — ap sin, g sin ) + ag cos ).
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Isitikinsime, kad 8is atvaizdis neturi tikriniu vektoriu, jei v # mm, m € Z. Jei (a1, az) §io
atvaizdzio tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme A\ € R, tai lygciu sistema

Q1Co8Y —aesiny = Aag
a18iny + ascosy = Ao

turi nenulini sprendini: (o, as). Sia lygciu sistema perrasykime taip:

a;  (cosyp —A) —ay sin =0
o sin v +as (costp—A) =0

Pirmaja lygti padaugine iS cosy — A, antraja — iS sin ¢ ir gautus rezultatus sudéje, gauname:
a1 ((cosp — \)? +sin? ¢) = 0. Panasiai, eliminave i§ §iu lygéiu a1, gauname: as((cos ) — )%+
sin? ¢) = 0. Taigi & lygéiu sistema turi nenulini sprendini tada ir tik tada, kai (cost) — \)2 +
sin® 1) = 0. Pastarasis reiskinys lygus nuliui tada ir tik tada, kai cos®) — A = 0 ir sine) = 0, t.
y. , kai ¢ = mm, m € Z.

1. 3. Irodysime svarbia teorema.

Teorema. Sakykime, (V| k) — tiesiné erdveé virs kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis.
Tiesinis atvaizdis f turi tikrini vektoriu, atitinkanti tikrine reikSme A tada ir tik tada, kai A
yra tiesinio atvaizdzio f charakteringojo polinomo ¢¢(t) Saknis, priklausanti kunui k.

Irodymas. Tarkime, kad vi, vg, ..., v, yra tiesinés erdves V' baze, matrica ()i -
atitinka tiesini atvaizdi f Sioje bazéje. Sakykime, vektorius u € V' yra tiesinio atvaizdzio
f tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme A € k, u = ayv1 + agve + ... + QpU, —
vektoriaus u uzraSas bazeés vektoriais. Remdamiesi tiesinio atvaizdzio f tikrinio vektoriaus
u, atitinkanéio tikrine reiksme A, apibrézimu, galime parasyti: f(u) = Au. I 8ia lygybe irase
vektoriaus u iSraiSka bazés vektoriais, gauname:

flaqvy + agve + ... + apvy,) = Aaqvy + aove + ... + auvy),

arba
arf(vr) + asf(ve) + ...+ anf(vn) = Magvr + agva + ... + apvy).

n
I sia lygybe irasykime bazés vektoriu vaizdus bazés vektoriais f(v;) = > a;v5, 1 <i < mn:
i=1

Do) ayuy) = Aaju;.
=1

i=1  j=1
Pertvarke pastaraja lygybe, gauname:
Z(Z Oéi(()éij — )\5ij)vj = Ov.
j=1 i=1
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Si lygybé ekvivalenti lygybiu sistemai:

ar (a1 —A) 4o Q21 + ... o, Qln1 =0
(5] 19 +ao (Ct22 — )\) + ... Fa, n2 =0
o1 A1n +ag Qon + ... 4a, (agn—A) =0

Kaip matome, tiesinio atvaizdzio f tikrinio vektoriaus u koordinatés oy, 1 < i < n, bazéje vq,

va, ..., Uy tenkina tiesiniu homogeniniu lygciu sistema:
r1 (a1 —A) +x2 Q21 R Qln1 =0
I 192 +x9 (0522 — )\) + ... 4z, An2 =0
1 O1n +2q Qo + ... 4zn (@ —A) =0

Tiesiniu homogeniniu lygc¢iu sistema turi nenulini sprendinij tada ir tik tada, kai lygc¢iu sis-
temos matricos rangas yra mazesnis uz nezinomuju skai¢iu. Kadangi (aq,9,...,ap) #
(0,0,...,0), tai

rg(aij — Aéij)?,j:l <n.

Si salyga ekvivalenti salygai

a1 — A 21 e Qn1
12 99 — A [ 7°%)
det . . . . =ps(A) =0.
A1n aon e A — )\

Taigi tiesinio atvaizdzio f tikriné reikSmeé A, atitinaknti tiesinio atvaizdzio f tikrini vektoriu
u, yra tiesinio atvaizdzio f charakteringojo polinomo ¢¢(t) Saknis, priklausanti ktinui k. Ir
atvirksciai: jei A € k yra tiesinio atvaizdzio f charakteringojo polinomo ¢¢(t) Saknis, tai
tiesiniu homogeniniu lygciu sistemos

x1 (11 —A) +xo Q21 + ... Hzy, Qln1 =0
T Q12 +xy (a2 —A) + ... Hz, Qn2 =0
1 O1n +29 Qo + ... 4zy (A —A) =0

nenuliniai sprendiniai yra tiesinio atvaizdzio f tikriniu vektoriu, atitinkanc¢iu tikrine reikSme
A, koordinateés tiesinés erdvés V' bazéje vy, vs, ..., v,. Atkreipkite démesi, kad minétosios
tiesiniu homogeniniu lygciu sistemos matrica yra lygi

11 — A 921 e (6751
19 99 — AL n2
= A" — )1,
)
o, Qo cel O — A
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¢ia A — matrica, atitinkanti tiesini atvaizdi f tiesinés erdveés V bazéje vi, v, ..., vn, At —
matricos A transponuota matrica. A

1. 4. Isitikinsime, kad, jei tiesinis atvaizdis f : V — V turi n = dimg V' tarpusavy
skirtingu tikriniu reik§miu, priklausanc¢iu pagrindiniam kunui k, tai galima parinkti tokia
tiesinés erdves V' baze, kurioje tiesinio atvaizdzio matrica yra diagonaliné.

Teiginys. Sakykime, (V) k) — tiesiné erdvé virs kuno k. Jei uy, ug, ..., us € V — tiesinio
atvaizdzio f : V — V tikriniai vektoriai, atitinkantys tarpusavyje skirtingas tikrines reikSmes
A1, A2, ..., Ag € k, tai vektoriai uq, us, ..., us yra tiesiskai nepriklausomi.

Irodymas. Tarkime, kad vektoriai uy, us, ..., us yra tiesiSkai priklausomi. Vadinasi,
egzistuoja tokie oy, aa, ..., as € k, kuriu bent vienas nelygus kiino £ nuliniam elementui 0,
kad aqui +asus +. .. +asus = Oy. Sios lygybés kairiojoje puséje praleide nulinius vektorius,
gaunme:

Qjy Ujy + Ay Uy + o+ QG UG, = Ov, (1)

¢ia nei vienas aj,, 1 < ¢ < r, néra lygus kiino k nuliniam elementui. PanaSaus pobudzio
lygybiu, siejanciu vektorius uq, us, ..., us gali buti ir daugiau. Tarkime, pastaroji lygybe
trumpiausia tarp visu tokio pobitidzio lygybiu. Tuomet

flajiug, +ajyug, + ..o+ o uy,) = o, flug,) + oy, fug,) + .4 aj, f(ug,) = Oy
arba
oy Ajy gy + gy A ug, + o+ ag A w0 = Oy (2)

1-aja lygybe padaugine i§ —\;, ir pridéje prie 2-osios, gauname:
vy (Njy = Aj s + o+ g, (A, — Ay, = Ov. (3)

Kadangi A1, A2, ..., Ay € k — tarp saves skirtingi ir nei vienas «;,, 1 < 4 < r, néra lygus
kiino £ nuliniam elementui 0, tai ir nei vienas koeficientas o, (A\j, — Aj,), 2 < i < r, néra
lygus ktino k£ nuliniam elementui 0. Vadinasi, 3-ioji lygybé trumpesné nei 2-oji lygybé. Bet
tai priestarauja tam, kad 2-oji pasirinkta lygybé trumpiausia tarp visu lygybiu su nenuliniais
koeficientais, siejanciu vektorius uy, us, ..., ug. A

Isvada. Sakykime, (V, k) — tiesiné erdvé virs kuno k. Jei tiesinio atvaizdzio f: V — V

charakteringojo polinomo ¢¢(t) Saknys A1, A2, ..., A, priklauso kunui % ir yra tarpusavyje
skirtingos, tai egzistuoja tiesinés erdvés V bazé, sudaryta i§ tiesinio atvaizdzio f tikriniu
vektoriu uy, us, ..., u,. Sioje bazéje tiesini atvaizdi atitinka istrizaininé matrica

A0 .00

0 X ... O

0O 0 ... X\

Irodymas. Kadangi tiesinio atvaizdzio f : V' — V charakteringojo polinomo ¢(t)
saknys A1, Ag, ..., A, priklauso kunui k, tai, remiantis teorema [zr. 1. 3.], egzistuoja tiesinio
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atvaizdzio f tikriniai vektoriai ui, us, ..., u,, atitinkantys tikrines reikSmes A1, Ao, ..., A,.
Remiantis irodytu teiginiu, Sie vektoriai yra tiesiSkai nepriklausomi. Kadangi tu vektoriu
skai¢ius yra lygus tiesinés erdvés V' dimensijai ( zinome, kad degp¢(t) = dimy V' ), tai tie
vektoriai sudaro tiesinés erdveés baze.

Kadangi f(u;) = A\juj, 1 < j < n, tai tiesini atvaizdi f bazéje ui, ug, ..., u, atitinka
iSvadoje nurodyta matrica. A

1. 5. Sakykime, (V, k) — tiesiné erdveé vir§ kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis. Kai
iSsirenkame tiesinés erdvés V' baze vy, va, ..., vy, tai tiesiniam atvaizdziui f vienareikSmiskai
galime priskirti matrica A = (v;;)},;_1:

n
f(vz) = ZO@]‘U]‘, 1<y <n.

=1

Jei issirenkame kita baze v, vs, ..., v, ir T yra peréjimo matrica i§ pirmosios bazeés i antraja,
tai tiesinio atvaizdzio f matrica antrojoje bazéje yra TAT~!. Kyla klausimas, ar galima
iSrinkti tiesinés erdveés V' tokia baze, kurioje tiesinio atvaizdzio f matrica turétu paprasciausia
pavidala ir kaip atrodo §i paprasciausio pavidalo matrica?

Si klausima galime suformuluoti ir matricu kalba. Priminsime, kad M, (k) — visu n-tos
eilés kvadratiniu matricu, kuriu elementai priklauso kunui k, algebra,

GLn(k) = {T € M, (k)| detT # 0}

— pilnoji tiesiné n-tos eilés matricu su koeficientais kune & grupé. Apibrézkime aibéje M, (k)
iSorini kompozicijos désni, kurio operatoriu aibé yra G L, (k):

GL, (k) x My, (k) — M,(k), (T,A) — TAT™', T € GL,(k), A € M, (k).

Esant fiksuotai matricai A € M, (k), aibé {TAT-'| T € GL,(k)} yra vadinama matricos
A orbita. Sutarkime matricos A orbita zyméti Orb(A). Matrica B priklauso matricos A
orbitai Orb(A) tada ir tik tada, kai matrica B yra panasi matricai A. Anksc¢iau suformuluota
klausima apie tiesinio atvaizdzio paprasciausio pavidalo matrica dabar galime performuluoti
taip: kokio paprasciausio pavidalo matrica galime iSrinkti iS matricos A orbitos Orb(A)?

Jei tiesinio atvaizdzio f charakteringojo polinomo ¢ (t) saknys A1, Ag, ..., A, priklauso
ktunui k ir yra tarp saves skirtingos, tai, kaip matéme, egzistuoja tiesinés erdves V bazé,
sudaryta i§ f tikriniu vektoriu uq, us, ..., u,, atitinkanciu tikrines reikSmes A1, Ao, ..., A,.
Sioje bazéje tiesinio atvaizdzio f matrica yra istrizaininio pavidalo

A0 ... 0
0 X ... O
0 0 ... X,

Bendruoju atveju negalima iSrinkti tokios tiesinés erdvés V' bazés, kurioje tiesinio atvaizdzio
matrica butu istrizaininio pavidalo. Tai pailiustruosime pavyzdziu.
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Pavyzdys. Imkime matrica
11
A= (O 1) ’

Sios matricos charakteringasis polinomas ¢ 4 (t) yra lygus (t—1)2. Jei egzistuotu tokia matrica
T € GLo(k), kad TAT~! biitu istrizaininé, tai ji turétu buti lygi antros eilés vienetinei
matricai 1. IS tikruju, panasiu matricu charakteringieji polinomai yra lygis, o tik vienetinés
istrizaininés matricos charakteringasis polinomas yra lygus (t — 1)2. Bet gi lygybé TAT ! =
1, negalima, nes, remdamiesi sia lygybe, gautume A = T 11,7 = 1,.

2. Tiesinio atvaizdzio Saknies poerdvis

2. 1. Tegu V —tiesiné erdvé virs kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis. Priminsime, kad
tiesinés erdves V vektorius u # Oy yra vadinamas tiesinio atvaizdzio f tikriniu vektoriumi,
atitinkanc¢iu f tikrine reiksme A € k, jei f(u) = Au. Kadangi id ir f tiesiniai atvaizdziai, tai
ir f — Aid — tiesinis atvaizdis. Todél lygybe f(u) = Au galime perrasyti taip:

f(u) = Nd(w) = (f — Xid)(w) = Oy
Taigi u € V', u # Oy, yra tiesinio atvaizdzio f tikrinis vektorius, atitinkantis f tikrine reiksme
A € k, tada ir tik tada, kai u € Ker (f — Aid). Kaip matome, jei Ker (f — Aid) # {Oy }, tai
tiesinio poerdvio Ker (f — Aid) vektoriai, iSskyrus nulinj vektoriu, yra tiesinio atvaizdzio f
tikriniai vektoriai, atitinkantys f tikrine reikSme \. Tikslinga nagrinéti ne tik tiesinés erdves
V tiesini poerdvi Ker (f — Aid), bet ir tiesinius poerdvius Ker (f — Aid)?, j > 1.

Pries pradedant nagrinéti tiesinius poerdvius Ker (f — Aid)?, j > 1, sutarkime papras-
tumo délei vietoje f — Aid rasyti f — A. Sis uzrasSas negali sukelti jokiu nesusipratimu.

2. 2. Taigi nagrinékime tiesinés erdvés V' tiesiniu poerdviu grandinéle:

{OyY CcKer (f =X CKer (f—XN?*cC...CKer (f =\ CKer (f =Nt c....

Teiginys. Tarkime, m — toks maziausias teigiamas sveikasis skaicius, kad
Ker (f — A)™ = Ker (f — A\)™*1.
Tuomet kiekvienam r € N teisinga lygybé:

Ker (f —A\)™ = Ker (f — \)™*".

Irodymas. Si teigini irodysime matematinés indukcijos metodu pagal skaiciu r. Kai
r = 1 teiginys teisingas. Tarkime, kad kiekvienam j, 1 < j < r, teisinga lygybe:

Ker (f —\)™ = Ker (f — \)™,
Irodysime, kad Ker (f — \)™ = Ker (f — \)™*".
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Kadangi
Ker (f —\)™ =Ker (f — )™t c Ker (f — \)™*",

tai, norint irodyti teigini, pakanka irodyti, kad
Ker (f — \)™*" C Ker (f — )™ 1

Tarkime, u € Ker (f — A)™*" t. y.

(f =™ (W) = ((f = 0™ o (f = M) () = (f = N H(f = N(w) = Ov.

Kaip matome,
(f = M(u) € Ker (f =A™ =Ker (f = N)™,

(f =N™((f =N W) = (f = )" (u) = Ov.
Taigi u € Ker (f — \)™*! arba

Ker (f — \)™ c Ker (f = \)™™ =Ker (f = \)™. A

2. 3. Tiesinés erdves V skirtingu tiesiniu poerdviu grandinélé:
{OyYCcKer (f =X CKer (f=XN?*cC...CKer (f =\ cKer (f -\ c...

negali buti begaline, jei tiesinés erdvés V dimensija yra baigtine. Ilgiausios grandinéles ilgis
gali buti lygus dimg V41, t. y. tuo atveju, kai kiekvieno sekancio grandinélés tiesinio poerdvio
dimensija padidéja tik 1. Vadinasi, teisinga lygybé:

Ker (f — \)™ =Ker (f — A",

c¢ian = dim; V.

Apibrézimas. Tegu V — tiesiné erdve virs kiino k, f : V — V —tiesinis atvaizdis, A € k
— tiesinio atvaizdzio f tikriné reiksmeé. Tiesinés erdveés V' tiesinis poerdvis Ker (f — \)",
¢ia n = dimy V, yra vadinamas tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdviu, atitinkanc¢iu f tikrine
reikSme A\ € k ir yra zymimas V).

Teiginys. Tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdvis V), atitinkantis f tikrine reikSme A\ € k,
yra f-invariantinis, t. y., jei u € V), tai ir f(u) € V).

Irodymas. Pirmiausia pastebésime, kad tiesiniai atvaizdziai f ir A id yra perstatomi.
IS tikruju, kiekvienam u € V teisinga lygybé:

(f o (N id))(u) = f(Xid(u)) = f(Au) = Af(u) = (A id) o f)(u).

Kaip matome, f o (\Aid) = (A id) o f. Tiesinis atvaizdis f taip pat yra perstatomas pats su
savimi. Vadinasi, kiekvienam polinomui p(t) € k[t] f ir p(f) yra perstatomi.
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Tarkime, u € Vi, t. y. (f —A)"(u) = Oy, ¢ia n = dimy V. Tuomet remdamiesi tuo, kad
fir (f — \)™ yra perstatomi, galime uzrasyti lygybe:

(f =N"(f(w) = F((f = N)"(u) = f(Ov) =Oy.
Taigi matome, jei u € Vy, tai ir f(u) € Vi, t. y., i§ tikruju, V) yra f-invariantinis. A

3. Tiesinio atvaizdzio matricos kanoninis pavidalas

3. 1. Irodysime keleta teiginiu, analogisku analizéje vieneto isskaidymui. Analizéje pir-
miausia apibréziamas integralas lokaliai, t. y. daugdaros tasko atvirojoje aplinkoje. Integralo
apibrézimas visoje daugdaroje yra pagristas vieneto isskaidymu.

Teiginys. Sakykime, V — tiesiné erdvé vir§ kiino k, f : V — V — tiesinis atvaizdis,
o polinomu p(t),q(t) € k[t] didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Tuomet, jei tiesinés
erdves V vektorius u toks, kad p(f)(u) = Oy ir ¢(f)(u) = Oy, tai ir u = Oy.

Irodymas. Kadangi polinomu h(t) ir ¢(t) didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1, tai
egzistuoja tokie polinomai a(t), b(t) € k[t], kad

a(t)p(t) +b(t)q(t) = 1.
I sia lygybe vietoje kintamojo t irase f, gauname

a(f)p(f) +b(f)a(f) = id.

Sakykime, u € V ir p(f)(u) = Oy, q(f)(u) = Oy. Tuomet

Teiginys. Tarkime, kad V' — tiesiné erdvé vir§ kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis.
Jei polinomai p(t), q(t) € k[t] tenkina salygas:
1. Polinomu p(t) ir ¢(t) didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1;
2. T polinomu p(t) ir ¢(t) sandauga p(t)q(t) vietoje kintamojo t irase tiesini atvaizdi
f, gauname nulinj atvaizdi, t. y. p(f)q(f) = O, ¢a O — nulinis atvaizdis,
tai V yra tiesinés erdvés V tiesiniu poerdviu Ker p(f) ir Ker ¢(f) tiesioginé suma V =
Ker q(f) ® Ker p(f), t. y. kiekvienas tiesinés erdvés V vektorius u vienareiksmiskai yra
uzrasomas dvieju vektoriu u; € Ker ¢(f) ir uy € Ker p(f) suma u = uy + us.

Irodymas. Kadangi polinomu p(t) ir ¢(¢) didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1, tai
egzistuoja tokie polinomai a(t),b(t) € k[t], kad

a(t)p(t) +b(t)q(t) = 1.

I sia lygybe vietoje kintamojo t irase f, gauname

a(f)p(f) +b(f)a(f) = id.
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Remdamiesi Sia lygybe, galime parasyti: kiekvienam u € V,

u=id(u) = (a(f)p(f) + b()a(f))(w) = (a(S)p(f))(w) + (b(F)q(f))(u).

Pazymékime u; =: (a(f)p(f))(w) ir ug =: (b(f)q(f))(uw). Taigi u = u; + up. Kadangi
p(f)q(f) = O, ¢ia O — nulinis atvaizdis, tai

q(f)(ur) = q()(a(f)p(f)(u) = a(F)(¢(Sp(f))(u) = Ov,

t. y. up € Ker ¢(f). Panasiai irodoma, kad us € Ker p(f). Vadinasi, V = Ker q(f)+Ker p(f).
Lieka irodyti, kad kiekvienas u € V vienareiksmiskai uzrasomas vektoriu u; € Ker ¢(f) ir
us € Ker p(f) suma u = u; + us. Tuo tikslu pakanka irodyti, kad

Ker q(f) NKer p(f) ={Ov}.

Jei v € Ker ¢(f) NKer p(f), tai ¢(f)(v) = Oy ir p(f)(v) = Oy. Kadangi polinomai ¢(t)
ir p(t) yra tarpusavy pirminiai, tai remdamiesi anksé¢iau irodytu teiginiu, gauname v = Oy,
t. y. Ker g(f) NnKer p(f) ={Ov}. A

3. 2. Isvada. Sakykime, V — tiesiné erdvé virs kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis.
Jei polinomai ¢;(t) € k[t], 1 < j < s, tenkina salygas:

1. Polinomu g¢;(t) ir q;(t), i # j, 1 <i,j < s, didziausias bendrasis daliklis yra lygus
L;

2. I polinomu ¢;(t), 1 < j < s, sandauga ¢1(t)g2(¢) ... qs(t) vietoje kintamojo ¢ irase
tiesini atvaizdi f, gauname nulini atvaizdi, t. y. qi1(f)q(f)...qs(f) = O, ¢ia O — nulinis
atvaizdis,

tai V yra tiesinés erdvés V tiesiniu poerdviu Ker ¢;(f), 1 < j <s, tiesioginé suma

S
V = PKer g;(f),
j=1
t. y. kiekvienas tiesinés erdves V vektorius u vienareikSmiskai yra uzraSomas s vektoriu
uj € Ker ¢;(f), 1 <j <s, suma
U=uy +us+...+ Us.

Irodymas. Sia isvada irodysime matematinés indukcijos metodu.

Tarkime, kad iSvada teisinga tuo atveju, kai polinomu yra maziau nei s, s > 2. Irodysime,
kad si iSvada teisinga ir tuo atveju, kai polinomu yra s, s > 2.

Tegu q(t) =: q1(t), p(t) =: q2(t)...qs(t). Polinomu ¢(t) ir p(t) didziausias bendrasis
daliklis yra lygus 1 ir ¢(f)p(f) = O. Remdamiesi irodytu teiginiu, gauname

V' = Ker q(f) ® Ker p(f).

Pazymékime L =: Ker p(f). Kadangi tiesiniai atvaizdziai f ir p(f) yra perstatomi, tai L yra
tiesinés erdvés V' f-invariantinis poerdvis. Pazymékime g =: f ‘ ;- Kadangi L = Ker p(f), tai
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p(g) = O, O : L — L — nulinis atvaizdis. Be to, polinomu ¢;(t) ir ¢;(t), ¢ # j, 2 <14,j < s,
didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1 ir p(t) = ¢a(t)...¢s(t). Remdamiesi indukcine
prielaida, gauname

L=Kerg(g9)®...dKerqg(g).

Lieka pastebéti, kad Ker ¢;(g) = Ker ¢;(f), 2 < j < s. Tai irodoma taip. Akivaizdu, kad
Ker ¢;(g) C Ker ¢;(f), 2 < j < s. Kadangi kiekvienam j, 2 < j <,

Ker q;(f) C Ker (g2(f) - .- ¢s(f)) = Ker p(f) = L,
tai
Ker ¢;(f) = Ker ¢;(f) N L C Ker ¢;(g).

Taigi irodéme, kad
V = Ker q1(f) @ Ker p(f) = Ker q1(f) ® Ker q2(g9) © ... © Ker gs(g) =

= Ker qi(f) @ Ker g2(f) & ... @ Ker ¢5(f). A

3. 3. Sakykime, V' — tiesiné erdvé virs kuno k, f : V — V — tiesinis atvaizdis, p¢(t) -
tiesinio atvaizdzio charakteringasis polinomas.

Teorema. Jei tiesinio atvaizdzio f : V' — V charakteringasis polinomas ¢¢(t) € k[t] yra
isskaidomas pirmojo laipsnio polinomu sandauga @¢(t) = (A — )" (A2 — )™ ... (A\s — )",
¢ia A\; # A, jei tik ¢ # 7, tai

L V=V, &V\,®...®&V,,, cia V), - tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdvis, atitinkantis
tikrine reikSme A;, 1 < j < s;

2. Vi, =Ker(f —\;)7,1<j<s;

3. dim V), =7r;, 1 <j<s.

Irodymas. Polinomai (A\; —¢)™, (\; — )", 1 # j, 1 <i,j < s, yra tarpusavy pirminiai.
Be to, p¢(t) = (A1 — )" (Aa — 1) ... (As — )™ ir ¢¢(f) = O (Hamiltono-Keili teorema), ¢ia
O : V — V — nulinis atvaizdis. Taigi polinomai (A\; —¢)™, 1 < j < s, tenkina isvados salygas.
Remdamiesi iSvada, galime parasyti:

V=Ker(M—f)"®Ker (Aa—f)?D... 0 Ker (A\s — f)".
Lieka irodyti, kad kiekvienam j, 1 < j <'s,
Ker (\; — f)"7 = V.
Nagrinékime polinomus (A\; —¢)", 1 < j < s, ¢la n = dimy V. Kaip zinome, kiekvienam j,
1 < j < s, Saknies poerdvis V), = Ker (A; — f)". Pakartoje¢ ankstesnius samprotavimus,

gauname:

V=Ker(\M—f)"®Ker(A\a— f)"®... 5 Ker (As — f)".

Kadangi kiekvienam j, 1 < j <'s,
Ker (/\] — f)rj C Ker ()\J — f)n,
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tai
Ker ()\‘7 — f)rj = Ker ()\] — f)n

Taigi irodéme pirmaji ir antraji teoremos teiginius:

V=Vy,eV,d...0V\

S

ir kiekvienam j, 1 < j < s,
Va, = Ker(f — \;)™.
Lieka irodyti, kad kiekvienam j, 1 < j < s, dimg V), = ;.
Kadangi tiesinio atvaizdzio f : V — V Saknies poerdvis V), atitinkantis Sio atvaizdzio
tikring reiksme A;, 1 < j < s, yra f-invariantinis, tai galime nagrinéti tiesini atvaizdi f; =:
f‘VAj’ [i Vi, = Vi, 1 <5 <s. Kadangi kiekvienam j, 1 < j <'s,

dimy, Vi, = deg ¢y, (1),
tai irode, kad kiekvienam j, 1 < j < s, tiesinio atvaizdzio f; charakteringasis polinomas

wr () =y =)™,

uzbaigtume teoremos irodyma.

Pastebésime, kad kiekvienam j, 1 < j < s, A; yra tiesinio atvaizdzio f; : V), — V),
charakteringojo polinomo ¢y, (t) Saknis. IS tikruju, nes kiekvienam j, 1 < j < s, tikrinis
vektorius uj, atitinkantis tiesinio atvaizdzio f tikrine reikSme J\;, priklauso Vy,- Jei A; butu
polinomo ¢y, (t) Saknis, ¢ia i # j, 1 < i,j < s, tai f Saknies poerdviai V), ir V), turétu
nenulini bendra tikrini vektoriu, atitinkanti tikrine reikSme A;. To biuti negali, nes tiesiné
erdvé V yra tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdviu Vj;, 1 < j < s, tiesioginé suma

V=V\y,eoV,d...0V,,.

Kadangi
er) =opnM)ep ). op ) =M =) (A=) ... (As = 1),
tai kiekvienam j, 1 < j <'s, ¢y, )= —t). A

4. Nilpotenciojo atvaizdzio matricos kanoninis pavidalas

4. 1. Tegu V — tiesiné erdve virs kiino k, f : V — V — tiesinis atvaizdis. Jei tiesinio
atvaizdzio f charakteringasis polinomas ¢(t) yra iSsiskaidomas kintamojo ¢ polinomu ziede
k[t] pirmojo laipsnio polinomu sandauga @¢(t) = (A — )" (A2 — )" ... (As —t)"*, tai tiesiné
erdve V yra isskaidoma tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdviu V), 1 < j < s, tiesiogine suma

V=Vy,aeV,d...0V,,.

Kadangi f saknies poerdviai V), 1 < j < s, yra f-invariantiniai, tai tiesinis atvaizdis f vien-
areikSmiskai apibréziamas atvaizdziais f; =: f‘vA , 1 < j <s. Siuo atveju f yra vadinamas
j

222



tiesiniu atvaizdziu f;, 1 < j < s, tiesiogine suma. Taigi tiesinio atvaizdzio f tyrima re-
dukavome i tiesiniu atvaizdziu f;, 1 < j < s, nagrinéjima. Tiesiniai atvaizdziai f;, 1 < j <'s,
yra paprastesni negu f, nes ju charakteringieji polinomai paprastesni. Tiesinio atvaizdzio
f; charakteringasis polinomas ¢y, = (A\; —1)"7, 1 < j < s. Todél dabar nagrinésime tiesini
atvaizdi f : V — V, kurio charakteringasis polinomas ¢ (t) = (A —t)".

Tarkime, V — tiesiné erdvé virs ktino k, f : V — V —tiesinis atvaizdis, kurio charak-
teringasis polinomas ¢f(t) = (A —t)". Tuomet (A — f)" = O, ¢ia O : V. — V — nulinis
atvaizdis, r = dimy V. Kadangi (A — )" = O, tai egzistuoja toks maziausias teigiamas
sveikasis skai¢ius p, kad (A — f)? = O, bet (A — f)P~! # O. Taigi V = Ker (A — f)?, bet
V # Ker (A — f)P~1. Nagrinékime tiesiniu poerdviu grandinéle:

V=Ker(A\—f! DKer A= )P ' D Ker (A= f)P 2> ... DKer (A — f) D {Oy}.

4. 2. Dabar dar suprastinkime zyméjimus. Pazymeékime tiesini atvaizdi f — A raide g.
Tiesinio atvaizdzio g charakteringasis polinomas ¢4 (t) = t". Taigi " = O. Anksc¢iau uzrasyta
tiesiniuy poerdviu grandinélé dabar atrodys taip:

V =Kerg’ DKer g ' DKerg? 2> ... DKer g D {Oy}.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis g : V' — V, tenkinantis salyga ¢" = O, ¢ia r = dimy V,
yra vadinamas nilpotenciuoju. Toks maziausias teigiamas sveikasis skaic¢ius p, kad gP = O
yra vadinamas tiesinio atvaizdzio g nilindeksu.

Sakykime, vektoriu Seima vy1,v12,...,v1y,, — maksimali tiesiSkai nepriklausoma pagal
tiesini poerdvi Ker gP~1.

Teiginys. Vektoriai g(v11),9(v12),...,9(v1m,) priklauso tiesiniam poerdviui Ker gP~1
ir yra tiesiskai nepriklausomi pagal tiesini poerdvi Ker gP~2.

Irodymas. Akivaizdu, kad vektoriai g(v11),g(v12), ..., 9(v1m,) priklauso tiesiniam po-
erdviui Ker gP~!. Sakykime,

a1g(vi1) + azg(vi2) + ... + am, g(vim, ) € Ker gP 2.

Tuomet

flaqvir + agvia + .o 4 V1m, ) € Ker gP 2,
t. y.

gp_l(OqUu + Uiz + ... + QU Vim, ) = Oy
Vadinasi,

V11 + Q2V12 + ...+ QU1 € Ker gP 7l

Kadangi v11,v12,-..,01m, yrai tiesiskai nepriklausomi pagal tiesini poerdvi Ker gP~! tai
=2 =...=Qp, =0 A

4. 3. Vektorius
9(v11),9(v12), - ., g(V1m, ) € Ker P!
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papildykime iki maksimalios tiesiskai nepriklausomu vektoriu Seimos

g(U11), 9(012), e 7g<U1m1)a V21, V22, ..., V2m, € Ker gp_l

pagal tiesini poerdvi Ker gP—2.
Taip ir toliau tesdami, gauname vektoriu Seima:

V11 V12 e Vim,
g(v11) g(v12) cor o g(vimy) V91 V99 .. V2ms
9P (i) gPH(v12) o P (im ) 9P (021) 9P (22) - 0P T (V2my )Up1 - Vpmy,

Nesunku isitikinti, kad si vektoriu Seima yra tiesinés erdvés V bazé. Taigi iSrinkome tiesinés
erdvés V laiptuota baze. Akivaizdu, kad tokia bazé nevienareiksmiskai parenkama Sios bazés
vektorius isivaizduokime isdéstytus i eilute, kai iSdéstymas pradedamas nuo pirmojo stulpelio
virsaus iki apacios, po to nuo antrojo stulpelio virsaus iki apacios ir t. t.. Sioje bazéje rasime
tiesinio atvaizdzio g matrica. Tuo tikslu imkime Sios bazés vektoriu g vaizdus ir uzrasSykime
Sioje bazéje:

g(v11) = Qv +1g(v11) +0g%(v11)  +... +0gP7l(vy1)  +...
g(g(v11)) = Ovyg +0g(v171) +1g%(v11)  +... +0gP7l(vy)  H+...
g(gP71(v11)) = Qv +0g(v171) +0g%(v11)  +... +0gP7l(vi)  H+...
9(v1im,) = 01, +1g(vim,) +0g%(Vim,) +... +0g°P Y(vim,) +...

g(g(vlml)) = Ovlml +Og(’01m1) +1g2 (Ulml) +... +ng_1(U1m1) +...

g(gp_l(vlml)) = Ovlm1 "’Og(vlrm) "‘092 (vlml) +... +ng_1(v1m1) +...

9(va1) =0vy;  +1g(va1)  +0¢%(vg1)  +... +0gP2(ve1) +...

g(g(v21)) =0v21  +0g(v21)  +1g*(va1) +... +0gP '(va1) +...

g(gP2(v21))  =0ver  +0g(va1)  +0¢%(ve1) +... +0gP"2(va1) +...
9(vp1) =0vp1 +0upe +0vps .. A0vpm,
g(vpmp) = Ovpy +0vp2 +0vp3 +... +0vpm,,

Pastebésime, kad jau antrojo stulpelio bazés vektoriu g vaizdus uzrasydami bazés vektoriais
praleidome dél vietos stokos pirmojo stulpelio vektorius.
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4. 4. Kad galétume glaustai uzrasyti tiesinio atvaizdzio g matrica nagrinéjamojoje
bazéje, pazymeékime

(/A 1 0 0 0

O X1 ... 00

0O 0 A ... 0O

Jm(A) =m A -
0O 0 0 ... A1

(\0O O O ... 0 A

Apibrézimas. Matrica J,,()\) yra vadinama m-tos eilés Zordano langeliu, atitinkanciu
tikrine reikSme A.

Dabar galime uzrasyti tiesinio avaizdzio g nagrinéjamojoje bazéje matrica:

J,(0) ... O o ... O

o 5o 0 o

o) O Jp_1(0) o)

o) o) (3 Jp—1(0)

o .. o o .. o . a0

o o o o

Sioje matricoje visi Zordano langeliai atitinka tikrine reiksme 0, o raide O Zymime atitinkamu
matmenu nulines matricas. UzraSytoje matricoje p eilés Zordano langeliu yra tiek, kiek
nagrinéjamojoje laiptuotoje bazéje yra p aukséio stulpeliu, t. y. mq, p — 1 eilés Zordano
langeliu yra ms ir t. t.. Vadinasi,

pmi+ (p—1)ma+ ... +2my 1 +1my, =7 = dim;, V.

4. 5. Skaiciai my, mao, ..., m, yra tiesinio atvaizdZzio g invariantai, t. y. priklauso tik nuo
nagrineéjamo tiesinio atvaizdzio g ir nepriklauso nuo laiptuotos bazés parinkimo. Irodysime
tai. Tuo tikslu sudarykime lentele:

mq = dimy, Ker ¢g” — dimy, Ker gP~1
my +mso = dimy, Ker ¢?~!  — dimy, Ker gP—2
my +mg +ms3 = dimy, Ker ¢?=2 —dimy, Ker ¢g?—3
my +mg +mg +... +m, =dimiKerg
Kaip matome, skaiciai mq, mao, ..., m, vienareikSmiskai yra iSreiskiami tiesinés erdves

V tiesiniy poerdviu Ker ¢/, 1 < j < p, dimensijomis dimy Ker ¢/, 1 < j < p. Priminsime,
kad kad p — toks maziausias teigiamas sveikasis skaicius, kad g = O.
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Pratimali.

1. Uzrasykite skai¢iu mq, ma, ..., m, iSraiskas tiesinés erdves V tiesiniu poerdviu Ker ¢’,
1 < j < p, dimensijomis dimy Ker ¢/, 1 < j < p.

2. Irodykite, kad skaicius mq +mo+m3+...+m, yra lygus tiesinio atvaizdzio g anksciau
uzrasytoje matricoje Zordano langeliu skaiciui.

Prisimine, kad g = f — A, galime uzrasyti tiesinio atvaizdzio f matrica anks¢iau nurody-
toje Saknies poerdvio V' laiptuotoje bazéje:

J,\) ... O o) o)

o o o

o) O Jp_1(N) 0)

o) 0) (:) Jo_1(N)

o o o .. o . am
S O S

Kaip matome, §ioje matricoje visi Zordano langeliai atitinka tiesinio atvaizdzio f tikrine
reikSme .

4. 6. Dabar galime aptarti bendraji atveji. Jei f : V — V tiesinis atvaizdis, kurio
charakteringasis polinomas

ert)=A—t)" (A=) ... (As — )",

tai, kaip buvo irodyta,
V=Vy,eVWV,o...0V,,,

cia Vi, = Ker(f — A;)", 1 < j < s, — tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdviai. Kiekviename
Saknies poerdvyje isrinke anksc¢iau nurodytu budu laiptuota baze, gauname tiesinés erdveés
V baze. Sioje tiesinés erdvés V bazéje tiesinio atvaizdzio f matrica yra sudaryta is bloky,
iSdeéstytu matricos istrizainéje. Kiekvienam j, 1 < j < s, tiesinio atvaizdzio f; = f |Vx
matrica Saknies poerdvio V), laiptuotoje bazéje ir sudaro tiesinio atvaizdzio f matricos bloké
B;. Kiekvienam j, 1 < j < s, blokas B; yra sudarytas is Zordano langeliu, atitinkanc¢iu f
tikrine reiksSme A;. Kaip buvo irodyta, kiekvieno bloko B;, 1 < j < s, Zordano langeliai
vienareikSmiskai apibréziami, jei juos iSdéstyti ju eiliu nedidéjimo tvarka. Taip gauta tiesinio
atvaizdzio f matrica yra vadinama tiesinio atvaizdzio f kanoninio (arba Zordano) pavidalo
matrica. Si matrica vienareikdmiskai apibréziama, jei nekreipiame démesio i bloku B;, 1<
7 < s, isdéstymo tvarka.

4. 7. Isnagrinésime keleta pavyzdziu.
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Pavyzdziai.
1. Apibrézkime tiesini atvaizdi f : R* — R? taip:
f((alu a2, (3, 054)) == (0[1, a2, (3, Oé4)A7

¢ia A yra 4 x 4 matrica:

5 1 -1 -1
1 5 -1 -1
A= 11 3 -1
1 1 -1 3

Tiesinio atvaizdzio f tiesinés erdves R? standartinéje bazéje ej = (051, 0j2, 0j3, 0j4), 1 <
j < 4, matrica yra kaip tik A. Sios matricos charakteringasis polinomas ¢4 (t) =t* — 16t3 +
96t2 — 256t + 256 = (t —4)%. Kaip matome, R* yra tiesinio atvaizdzio f $aknies poerdvis, nes
f charakteringasis polinomas turi tik viena Sakni. Vadinasi, tiesinis atvaizdis ¢ = f — 4 yra
nilpotentusis. Raskime jo nilindeksa. Tuo tikslu matrica A — 4 keliame sveikaisiais laipsniais:

11 -1 -1

I BN S R I

A==y 1 1 1| =©
11 -1 —1

Pasiseké. Matricos A — 4 nilindeksas yra lygus 2. Siuo atveju poerdviu grandinélé atrodo
taip:
R* = Ker (A —4)? D Ker (a —4) D {(0, 0, 0, 0)}.

Raskime tiesini poerdvi
Ker (A —4) =: {(a1, as, as, ag) € R* | (a1, as, as, ag)(A—4)=(0, 0, 0, 0)}.
Salyga
(ala Q2, a3, ()54)(14_4) = (07 07 07 O)}

ekvivalenti lygciai:
arp +az+ a3z +ay =0.

Taigi
Ker (A —4) ={(a1, ag, az,—a1 —as — a3) | a1, a9, a3 € R}.

Kadangi dimp R* = 4, dimp Ker (A —4) = 3, tai egzistuoja tik vienas tiesiskai nepriklau-
somas vektorius v; € R* pagal tiesini poerdvi Ker (A — 4). Bet kuris nenulinis vektorius
v; € R*, nepriklausantis Ker (A — 4), kaip tik ir tenkina §ia salyga. Pavyzdziui, imkime
vy = (1, 0, 0, 0). Tuomet

ve=v1(A—4)=(1,0,0,00(A—4)=(1, 1, -1, —1).

Kadangi v € Ker (A — 4), tai parinkime vs,vs € Ker (A — 4) taip, kad vektoriai ve, v3, v4
butu tiesiskai nepriklausomi. Pavyzdziui, vektorius vz ir vy galime iSrinkti tokius:

V3 = (1, 0, 0, —1), Vg4 = (0, 1, 0, —1).
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Vektoriai vy, va, vs, v4 sudaro tiesinés erdves R* laiptuota baze:

v, =(1, 0, 0, 0)
v, =(1,1, -1, =1) wv3=(1,0,0, =1) vy=(0,1,0, —1)°

Tiesines erdvés R* laiptuotoje bazéje v1, va, vs, v tiesiniu atvaizdziu g ir f matricos atrodo

taip:
0O 1 0 O 4 1 0 0
0 0 0 O - 0 4 0O
0O 0 0 O 0 0 4 0
0O 0 0 O 0 0 0 4
Peréjimo matrica 7' is bazes e;, 1 < j < 4 i baze vy, v2, v3, v4 yra
1 0 O 0
1 1 -1 -1
= 1 0 0 -1
01 0 -1
Galite isitikinti, kad
4 1 0 0
1 (0 4 0 O
TAT™ = 0 0 4 0
0 0 0 4

2. Apibrézkime tiesini atvaizdi f : R* — R* taip:
f((alu a2, (3, (){4)) = (0[1, a2, (3, 044)14,

¢ia A yra 4 x 4 matrica:
-2

O = N =
i
— =N O

0
1
-1 2

Sios matricos charakteringasis polinomas @4 (t) = t* — 4t 4+ 6t — 4t +1 = (¢t — 1)*. Raskime
matricos A — 1 nilindeksa.

-2

1
0

— 2:
(4-1) 0

O~ N O
O~ N O

-1
Siuo atveju poerdviu grandinélé atrodo taip:
R* = Ker (A —1)2 5 Ker (A —1) > {(0, 0, 0, 0)}.
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Raskime tiesini poerdvi
Ker (A — 1) =: {(041, g, O3, Cl/4) € R4 | (041, o, O3, Oé4>(A — 1) = (0, 0, 0, 0)}

Salyga
(Oq, G2, O3, CY4)(A— ]-) = (07 07 07 0)

ekvivalenti tiesiniu lygé¢iu sistemai:

+200  +a3 =0
oq —ay =0

Taigi
Ker (A—1) ={(a1, az, =23, a1) | a1, as € R}.

Kadangi dimp R* = 4, dimp Ker (A — 1) = 2, tai egzistuoja tik du tiesikai nepriklausomas
vektoriai vy, vy € R* pagal tiesini poerdvi Ker (A — 1). Vektoriai

(1,0,0,1) ir (0,1, =2, 0)

sudaro tiesinio poerdvio Ker (A—1) baze. Parinkime tiesinés erdvés R* dar du vektorius taip,
kad parinktieji ir uzraSytieji tiesinio poerdvio Ker (A — 1) bazés vektoriai sudarytu tiesinés
erdvés R* baze. Pavyzdziui, vektoriai v; = (1, 0, 0, 0), v = (0, 1, 0, 0) ir uzradytieji
tiesinio poerdvio Ker (A — 1) bazés vektoriai sudaro tiesinés erdvés R* baze. Vadinasi, vy ir
vy yra tiesiskai nepriklausomi pagal tiesinj poerdvi Ker (A — 1). Pazymékime vz = v1(A — 1)
ir vy = vo(A — 1). Taigi vektoriai vy, va, vs, vy sudaro tiesinio atvaizdzio g (o taip pat ir
tiesinio atvaizdzio f) Saknies erdves R* laiptuota baze:

v1 =(1,0,0,00 vy =(0,1,0,0)
vy =(0,1,-2,0) vy =(2,0,0,2)

Taigi matricy A — 1 ir A (o tuo paciu ir tiesiniu atvaizdziu g ir f) kanoniniai (arba Zordano)
pavidalai yra:

0
ir 0
1
0

— =0 O

1 1
0 1
0 0
0 0

Peréjimo matrica T iS tiesinés erdveés R* standartinés bazés i baze vy, va, v3, V4 yra:

10 0 0 110 0
o1 0 o0 4 [0 100
T=|g 1 9 o) oTAT " =14y o 1 1

20 0 2 00 0 1

Isitikinkite!
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3. Nagrinékime tiesini atvaizdi f : R* — R*, apibrézta taip:
f((ala a2, (3, &4)) — (alv a2, (3, Oé4)A,

¢ia A yra 4 x 4 matrica:

3 1 0 0
0 2 1 0
A= 0 0 2 1
-1 -1 -1 1

Sios matricos charakteringasis polinomas @ 4 (t) = 4 —8t3+24t? —32t+16 = (t—2)*. Raskime
matricos A — 2 nilindeksa.

1 1 0 0 1 1 1 0
e |0 0o 1 o) [0 0o 0o 1
A=1"=10 o o 1] = |=1 -1 1 4
-1 -1 -1 -1 0O 0 0 0

1 1 1 1

_9y3
(4-2) o o0 0 0
o o0 0 0
Pagaliau tik

0 0 0 0

o4 [0 0 0 0

(4=2)"= 0 0 0O

0 0 0 0

Siuo atveju poerdviu grandinélé yra tokia:

R* = Ker (A — 2)* D Ker (A4 — 2)% D Ker (4 — 2)? D Ker (A —2) D {(0, 0, 0, 0)}.
Raskime tiesini poerdvi

Ker (A —2) =: {(a1, ag, as, ag) € R*| (a1, aa, asz, as)(A—2)° = (0, 0, 0, 0)}.

Salyga
(ala Qg, (O3, a4)(A_2)3 - (07 07 07 O)

ekvivalenti tiesiniai lygciai a; — ap = 0. Taigi
Ker (A —2)% = {(a1, a1, az, a3) | a1, ag, az € R}.

Kadangi dimp R* = 4, dimp Ker (A — 2)3 = 3, tai egzistuoja tik vienas tiesinés erdves R*
vektorius tiesiskai nepriklausomas pagal tiesini poerdvi Ker (A — 2)3. Bet kuris vektorius
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v; € R*, nepriklausantis tiesiniam poerdviui Ker (A — 2)3, yra tiesiskai nepriklausomas pagal
Ker (A —2)3. Parinkime, pavyzdziui, v; = (1, 0, 0, 0). Tuomet vektoriai vy, vo = v1(A —2),
v3 = v (A —2)2, vy = v1(A — 2)3 sudaro tiesinio atvaizdzio f Saknies erdves R* laiptuota
baze:

vy =(1, 0, 0, 0)

ve = (1, 1, 0, 0)

vy =(1, 1, 1, 0)

v =(1,1, 1, 1)

Sioje bazéje tiesinio atvaizdzio f (arba matricos A) kanoninis pavidalas yra:

2 1 0 0
0 2 10
0 0 2 1
0 0 0 2

Peréjimo matrica T iS tiesinés erdves R* standartinés bazés i laiptuota baze yra

100 0 210 0
110 4 (o2 1 0
T={1 11 o oTAT" =4 ¢ 9 1

11 1 1 00 0 2

Isitikinkite !
4. Nagrinékime tiesini atvaizdi f : R* — R*, apibrézta taip:
f((ala Q2, 3, 044)) - (Oél, 2, (3, CY4)A,

¢ia A yra 4 x 4 matrica:

0 0 -5 3
0 0 -3 1
A= -5 3 0 0
-3 1 0 0

Sios matricos charakteringasis polinomas @4 (t) = t* — 8t +16 = (t2 —4)? = (t — 2)2(t +2)2.
Siuo aveju tiesiné erdvé R* yra tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdviu Vs ir V_, tiesioginé
suma. Kiekvieno Saknies poerdvio dimensija yra lygi 2. Raskime tiesinio atvaizdzio f Saknies
poerdvius.

Tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdvis V5, atitinkantis f tikrine reikse 2.

VQ - {(ala a2, (O3, 044) eR |(O[1, Qag, a3, a4)(A_2)2 - (07 07 07 0)}

Raskime matricos A — 2 kvadrata:

2 0 -5 3\°2 20 —12 20 —12

e [0 -2 -3 1 12 -4 12 -4
A=-27=| 5 3 5 g “ 120 —12 20 -12
3 1 0 -2 12 —4 12 -4



Salyga
(ala Q2, a3, 014)(14—2)2 = (Oa 07 07 0)

ekvivalenti tiesiniu lygc¢iu sistemai:

{ 2000 +12a2 +20a3 +12a4 =0
12007 —4ay —1203 —4day =0
Issprende Sia lygciu sistema, gauname:
Vo =Ker (A —2)% = {(a1, o, —a1, —a3) | a1, ag € R},
Saknies poerdvyje Vs tiesiniu poerdviu grandinélé atrodo taip:
Va = Ker (A —2)? D Ker (A—-2) > {(0, 0, 0, 0)}.
Raskime

Ker (A —2) = {(a1, az, as, ay) € R|(aq, az, as, ag)(A—2)=(0, 0, 0, 0)}.

Salyga
(Oél, Qo, (3, Oé4)(A—2) = (0, 0, 0, 0)}

ekvivalenti tiesiniu lygciu sistemai:

—20_/1 —5043 —30_/4 =0
—2&2 +30,/3 “+ay =

—50(1 —30&2 —20&3 =0

3o 4+ —2a4 =0

Issprende Sia lygéiu sistema, gauname:
Ker (A —2) ={(a, —, —a, a) |« € R}.

Parinkime vektoriu v; € V5 toki, kad v; & Ker (A — 2). Pavyzdziui, tegu v; = (1, 0, —1, 0).
Tuomet vektoriai vy = (1, 0, —1, 0) ir vo = v1(A — 2) = (3, —3, —3, 3) sudaro tiesinio
atvaizdzio f Saknies poerdvio V5 laiptuota baze. Taigi tiesinio atvaizdzio f‘VQ matrica Sioje

bazéje yra tokia:
2 1
0 2)/°

Tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdvis V_s, atitinkantis f tikrine reikse —2.

V_ g = {(Ozl, a9, (3, ()[4) eR |(a1, a9, (3, Oé4>(A+2)2 = (O, 0, 0, O)}
Raskime matricos A + 2 kvadrata:

9 0 -5 3 20 —12 —20 12
>, (o 2 3 1) (12 -4 —12 14
(A+27=1 5 3 9 o] =| 20 12 20 _—12
31 0 2 12 4 12 -4
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Salyga
(041, o, (3, 044)(14—2)2 = (0, 0, 0, 0)

ekvivalenti tiesiniu lygciu sistemai:

200&1 —|—120&2 —200&3 —120&4 =0
—12041 —4042 +120¢3 +40é4 =0

Issprende Sia lygciu sistema, gauname:
Vo = Ker (A — 2)2 = {(o1, ag, a1, a2) | a1, as € R}.
Saknies poerdvyje Va tiesiniu poerdviu grandinélé atrodo taip:
Va = Ker (A +2)? D Ker (A+2) D {(0, 0, 0, 0)}.
Raskime
Ker (A+2) = {(a1, az, as, ay) € R|(a1, ag, as, ay)(A—2)=(0, 0, 0, 0)}.

Salyga
(ozl, o, (3, 054)(A+2) = (0, 0, 0, 0)}

ekvivalenti tiesiniu lygc¢iu sistemai:

20&1 —5043 —30(4 =0

200 +3a3 4a4 =0
—bap —3as 4203 =0
3o “+o +204 =0

Issprende Sia lygciu sistema, gauname:

Ker (A+2) ={(a, —, a, —a) |« € R}.
Parinkime vektoriu vs € V_s toki, kad vs ¢ Ker (A + 2). Imkime, pavyzdziui, vy =
(1, 0, 1, 0). Tuomet vektoriai vs = (1, 0, 1, 0) ir v4 = v3(A+2) = (-3, 3, =3, 3)

sudaro tiesinio atvaizdzio f Saknies poerdvio V_s, laiptuota baze. Taigi tiesinio atvaizdzio
f‘w2 matrica Sioje bazéje yra tokia:

-2 1

0o -2)°

Tiesinio atvaizdzio f matrica tiesines erdves R? bazéje

v1 = (17 O, —1, 0) V3 = (1, 0, 1, 0)
vy =(3, -3, =3,3) vy =(-3,3, =3, 3)
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yra tokia:

21 0 0
0 2 O 0
0 0 =2 1
0O 0 0 =2

5. Funkcijos, kuriu argumentai yra matricos

5. 1. Gali iskilti klausimas, o kam gi reikalingas tiesinio atvaizdzio matricos ar matricos
kanoninis pavidalas? Atsakymas gana paprastas: su matrica kanoniniame pavidale lengviau
operuoti. Pavyzdziui, kaip rasti

et = exp(A) =: Z A7,
=07’

¢ia A — n-tos eilés kvadratiné matrica? Pailiustruosime paprastu pavyzdziu, kaip rasti exp(A).

Tegu, pavyzdziui,
-1 9
A= (_1 5).

Pabandykite tiesiogiai suskaic¢iuoti

eA:exp(:i 2)

Tai nelengva butu padaryti. O suskaic¢iuoti galima.

15. 2. Matricos
-1 9
a=(%1 5

chakteringasis polinomas @ (t) = t? — 4t + 4 = (t — 2)?. Koks matricos A — 2 nilindeksas?

2

w=(3 ()
Apibrézkime tiesini atvaizdi f : R? — R? taip:

f((ar, a2)) = (a1, a2)A, (a1, az) € R%

Uzrasykime tiesinés erdves R? tiesiniu poerdviu seka:

R? = Ker (A —2)? D Ker (A - 2).
Raskime tiesini poerdvi

Ker (A —2) = {(an, az) € R? | (a1, a)(A—2)=(00)}.
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Salyga (a1, a2)(A —2) = (00) ekvivalenti lygciai:
3041 + ag = 0.

Taigi
Ker (A —2) ={(a, —3c) | « € R}.

Galime isrinkti tiesinés erdves R? laiptuota baze: vy = (1, 0) ir vo = v1(A — 2) = (=3, 9).
Peréjimo matrica is tiesines erdves R? standartinés bazeés i laiptuota baze yra

1 0
-3 9/
Si matrica nepatinka, nes jos determinantas yra lygus 9. Galime laiptuota baze isrinkti ir

kita: uy = (2, —5), uz = u1(A—2) = (=1, 3). Siuo atveju peréjimo matrica i$ tiesinés erdvés
R? standartinés bazés i nauja laiptuota baze yra

2 =5
T_<_1 ; )
Kaip zinome,

(21 (3 5\ (2 1\[2 -5
TAT _<0 2) arba A_(l 2><0 2)(_1 3).

Dabar rasti matricos A bet kuri teigiama sveikaji laipsni A7, j > 0, nesudétinga.

(DG D)
) (-G HE )G D)
e £5 (6 B 9

(3 5\ =1 (27 j2 2 =5\
-(12)xa (94 T)-

Taigi

|
N
—
N Ut
~~_
N
o)
Ol\?u
L s
NN
~~_
N
I
—_

|
“
~_
|
o
[\
VR
[
=~ O
~~

Panaiai galima rasti e*4:

iAo [(1-3t 9t
©=c ( —~t  1+43t)°

Galima apibreézti sin A, cos A ir kitu funkciju reikSmes, kai funkcijos argumentas yra matrica.
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Pratimali.

1. Pakelkite n-uoju laipsniu matrica A:

A:

o O >
S > =
> = O

Nuoroda. Matrica A uzrasykite pavidalu: A = A13 4+ U, ¢ia

U=

o O O
O O =
O = O

Tuomet matrica A keldami n-uoju laipsniu A™ = (Al3 + U)™ galite pasinaudoti Niutono
binomo formule, nes matricos 13 ir U yra perstatomos. Be to, pastebékite, kad U3 = O.

2. Raskite et sin(tA), cos(tA), ¢ia matrica tokia pat, kaip ir pirmajame pavyzdyje.

=(03)

tikriné reiksmé A tenkina salyga: |A| < 1. Tuomet In(15 + A) galima apibrézti kaip eilute:

3. Tarkime, kad matricos

12+A i J IAJ

J=1

Irodykite, kad §i eiluté konverguoja. Raskite matricos In(1s + A) israiska.
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