VIII skyrius. DUALUMAS

1. Tiesinés erdvés dualioji erdveé

1. 1. Tarkime, kad V ir W — tiesinés erdvés virs kuno k. Atvaizdis f : V — W yra
vadinamas tiesiniu, jei bet kuriems aq, a9 € k, vy,v2 € V),

fla1v + agvz) = ay f(v1) + az f(va).

Norint nusakyti tiesini atvaizdi f : V — W, pakanka nurodyti tiesinés erdveés V kurios
nors bazés vy, va, ..., v, vektoriu vaizdus f(v1), f(v2), ..., f(vn,) € W. Jeiv € V, v =
n n

> ajv; — vektoriaus v idraiska bazés vektoriais, tai vektoriaus v vaizdas f(v) = > «a;f(v;)
Jj=1 Jj=1
apibréziamas vienareikSmiskai, nes vektoriaus v koordinatés o, 1 < j < n, vienareikSmiskai
nusakomos bazéje vj, 1 < j < n.

Visu tiesiniu atvaizdziu f : V — W aibéje Ly (V; W) (kuri yra zymima ir Homy(V, W))
apibréziama tiesiniu atvaizdziu sudétis ir tiesiniu atvaizdziu daugyba is kiino k elementu:
1. Jei f,g € Li(V; W), tai (f + g)(v) =: f(v) + g(v), v € V;
2. Jeia €k, feLp(V;W), tai (af)(v) = af(v),ve V.
L (V; W yra tiesiné erdvé vir§ kuno k, dimy Li(V; W) = dimy V dimy W. Dabar na-
grinésime sasaja tarp tiesiniu erdviu V ir Li(V; k), t. y., kai W = (k, +) yra vienmaté tiesiné
erdve virs kuno k.

Apibrézimas. Tiesiné erdvé Li(V;k) yra zymima V* ir yra vadinama tiesinés erdveés
V' dualiaja erdve. Tiesiniai atvaizdziai f : V. — k (t. y. tiesinés erdvés V* elementai)
yra vadinami tiesinés erdvés V* vektoriais arba tiesinémis formomis, apibréztomis tiesinéje
erdvéje V.

1. 2. Su kiekviena tiesinés erdveés V baze vy, vs, ..., v, galima susieti dualios erdvés
V* baze vy, v;, ..., v, vadinama bazes vy, vg, ..., v, dualiaja baze. Kaip Zinome, norint
apibrézti tiesine forma v* : V' — k, pakanka nurodyti tiesinés formos v* reikSmes tiesinés

erdves V bazés vy, vg, ..., v, vektoriuose. Tiesines formas v}, 1 < j < n, apibrézkime taip:

1, jeig=s

x =0 = <j,8s <n.
UJ(US) 5_78 {O, Jelj#s ]- ]78 n

b J— —

Teiginys. Tiesines formos v}, v3, ..., v} sudaro tiesinés erdvés V* baze.

Irodymas. Pirmiausia jrodysime, kad vj, v3, ..., v} yra tiesiSkai nepriklausomi tiesinés
erdvés V* vektoriai. Tuo tikslu sudarykime vektoriu vj, v3, ..., v) tiesine kombinacija
a1v] + agvs + ...+ o), palyginkime ja tiesinés erdvés V* nuliniam vektoriui Oy «:

a1V} + agvs + ...+ anv, = Oy~

(kiekvienam v € V', Oy« (v) = 0) ir isitikinkime, kad visi koeficientai a, aa, . .., oy, yra lygus
kuno k nuliniam elementui 0. Tiesinés formos a3v] + agv3 + ... + a,,v), reikSmeé vektoriuje
vs yra lygi

(1] + vy + ...+ apur)(vs) = Zajv;‘(vs) = Zéjs =a;,=0,1<s<n,
j=1 j=1
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nes kiekvienam v, 1 < s < n, Oy«(vs) = 0. Kaip matome, vektoriai v}, v3, ..., v} yra
tiesiskai nepriklausomi.

Lieka jrodyti, kad kiekvienas tiesinés erdveés V* vektorius f : V — k yra tiesiskai
isreiskiamas vektoriais. Tarkime, kad f(vs) = fs, 1 < s < n. Irodysime, kad

[ = B1v] + Bovs + ... + Buuy,.

Norint jrodyti sia lygybe, pakanka irodyti, kad kiekvienam v,, 1 < s < n,

f(vs) = (Brv] + Bavs + ...+ Buoy, ) (vs).

Bet tai akivaizdu, nes f(vs) = (s, o taip pat ir

(Brvf + B2v3 + ...+ Buvy)(vs) = Bs, 1 <5< n.

Pastaba. Ir vél matome, kad dimg V' = dimy V* (tai galima gauti ir remiantis lygybe
diHl]€ V* = dimk L(V, ]{Z) == dimk %4 diIIl]C k= dimk V)

1. 3. Sakykime, kad v* € V*. Atvaizdzio v* : V — k reikSmé vektoriuje v paprastai
yra zymima v*(v). Sutarkime tiesiniuy formu atveju vietoje v*(v) rasyti (v, v*) ir ( , )
interpretuoti kaip atvaizdi:

(,): VXV =k (v, v)— (v, v*) =v"(v).

Atvaizdis (, ) : V x V* — [k turi Sias savybes: bet kuriems vy, ve,v € V| v, v, v* € V*,

a €k,

1. (v1 + vg, v*) = (vy, v*) + (ve, V*);

2. {aw, v*) = alv, v*);

3. (v, o] +v3) = (v, v]) + (v, V3);

4. (v, av*) = av, v*).

5. Jei kiekvienam v € V, (v, v*) =0, tai v* = Oy,

6. Jei kiekvienam v* € V*, (v, v*) =0, tai v = Oy.

Pirmosios dvi atvaizdzio (, ) savybés yra gaunamos remiantis tuo, kad atvaizdis v* yra
tiesinis. 3 — 4 atvaizdzio (, ) savybeés yra ekvivalencios tiesiniu atvaizdziu sudéties ir tiesiniu
atvaizdziu daugybos i§ kuno k elementu apibrézimams. Penktoji atvaizdzio (, ) savybé yra
ekvivalenti nulinio tiesinio atvaizdzio apibrézimui. 6-aja atvaizdzio ( , ) savybe galima irodyti
taip. Prisiminkime, kad tiesinis atvaizdis v* : V' — k vienareikSmiskai apibréziamas nurodant
tiesinés erdves V' kurios nors bazés vektoriu vaizdus. Jei butu v # Oy, tai iSrinktume tokia
tiesinés erdves V' baze, kuriai priklausytu vektorius v. Tuomet egzistuotu toks v* € V*, kad
(v, v*) = v*(v) = 1, o kituose isrinktos bazés vektoriuose tiesinio atvaizdzio v* reiksmeé butu
lygi 0. Tai priestarautu 6-osios atvaizdzio (, ) savybeés prielaidai.

1. 4. Atvaizdis (, ) : V. x V" — Fk tiesines erdves V ir V* viena kitos atzvilgiu
daro lygiavertémis. Si teigini patvirtina ir tas faktas, kad tiesines erdves V ir (V*)* = V**
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kanoniniu budu galima sutapatinti. IS tikruyju. Kiekvienam vektoriui v € V priskirkime tiesini

atvaizdi
Ou V= k, 0, (v°) = (v, v*), v" € V",

Remdamiesi atvaizdzio (, ) 3 — 4 savybémis, matome, kad ¢, : V* — k yra tiesinis atvaizdis.
Remdamiesi atvaizdzio (, ) 1 — 2 savybémis, matome, kad atvaizdis

o: VoV v @, veV,

yra tiesinis. Remdamiesi atvaizdzio ( , ) 6-aja savybe, matome, kad ¢ : V — V** yra
injektyvus atvaizdis. Kadangi dimy V' = dimy V* = dim; V**, tai gauname, kad ¢ : V — V**
yra tiesiné bijekcija.

2. Ortogonalumas

2. 1. Apibrézimas. Vektoriai v € V ir v* € V* yra vadinami ortogonaliais, jei
(v, v*) =0 ir yra zymima v_Lv*.

Sakykime, L — tiesinés erdvés V vir§ kuno k tiesinis poerdvis. Apibrézkime tiesinés
erdves V* poaibi
Lt = {v* e V*| (v, v*) =0,v € L}.

Teiginys. L' yra tiesinés erdvés V* tiesinis poerdvis. dimJL‘ = dimg V — dimg, L.

Irodymas. Tarkime, kad vi,v5 € L. Tuomet kiekvienam v € L ir bet kuriems
a1, a9 €k,
(v, arvy +azvy) = ar{v, v7) + as(v, vz) = 0.

Kaip matome, Lt yra tiesinés erdvés V* tiesinis poerdvis. Lieka irodyti, kad dimi =

Isrinkime tiesinio poerdvio L baze vy, va, ..., v, ir papildykime iki tiesinés erdves V'
bazés vy, va, ..., Ur, Urt1, ..., Up. Nagrinekime tiesinés erdves V* baze vy, v3, ..., vy, vy,
.., vy, dualia tiesinés erdves V bazei vy, va, ..., Up, Upt1, ..., Un. Akivaizdu, kad vektoriai
Uyiq1, - Uy, priklauso tiesiniam poerdviui L+, nes kiekvienas vektorius vi, r+1<j<mn,yra
ortogonalus tiesinio poerdvio L bazés vektoriams vy, ve, ..., U, t. y. (v, vj) =0,1<i:<r,
r+1 < j < n. Irodysime, kad kiekvienas tiesinio poerdvio L+ vektorius v* yra tiesiskai
isreiskiamas vektoriais vy, ..., v}.
Sakykime, kad vektorius v* € L= tiesinés erdvés V* bazés vektoriais v5, v3, ..., v, vF 19

* x .
..., U, uzrasomas taip:

* * * * * *

VT =Q1V] + Uy + ...+ U + Qe 1V - QU

Kadangi v* € L*, tai kiekvienam i, 1 <1i <7, a; = (v;, v*) = 0. Vadinasi, v* = Qry1Vy g +
tapur. A

Kadangi tiesinés erdves V ir V* viena kitos atzvilgiu vaidina lygiaverti vaidmeni, tai kie-
kvienam tiesinés erdvés V* poerdviui U galima apibrézti U+ =: {v € V| (v, v*) = 0,v* € U}.
UL yra tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis ir, be to, dimy, U+ = dimy V* — dimy, U.
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Teiginys. Atvaizdis, kuriuo remiantis kiekvienam tiesinés erdvés V tiesiniam poerdviui
L yra priskiriamas tiesinés erdvés V* tiesinis poerdvis L', yra bijekcija tarp tiesinés erdves
V' visu tiesiniu poerdviu aibés ir tiesinés erdves V* visu tiesiniu poerdviu aibés.

Irodymas. Akivaizdu, kad kiekvienam tiesinés erdvés V tiesiniam poerdviui L yra
teisinga lygybe (L+)+ = L.

Pratimai.

Sakykime, Li, Lo yra tiesinés erdveés V tiesiniai poerdviai. Irodykite:

1. Ly C Ly tada ir tik tada, kai L D Lj;

2. (Ll + LQ)L == LlL N LQL,

3. (LN Ly)t =Li + Ly.

2. 2. Sakykime, L yra tiesinés erdves V vir§ kuino k tiesinis poerdvis, V* — tiesinés

erdvés V duali erdvé. Egzistuoja svarbiis rysiai tarp tiesiniu erdviu L, L*, L+, (L*)*, V/L,
(V/L)*, V*/L+, (V*/Lh)*.

Teiginys. Egzistuoja kanoninés tiesinés bijekcijos:
1.L* ~V*/L*; 2.(V/L)* ~ L*.

Dualiai:

3. L~ (V*/LY)*; 4.V/L) ~ (L*)*.

Irodymas. 1. Tiesiné erdvé L* yra sudaryta is tiesiniu formu f : L — k. Kiekviena
tiesini atvaizdi f : L — k galima pratesti iki tiesinio atvaizdzio f : V — k ir, savaime
suprantama, ne vieninteliu budu. Sakykime, g1, 92 € V* tokie, kad gl‘ L= gg| ; = f. Tuomet
g1 — g2 € LY, nes kiekvienam v € L, (g1 — g2)(v) = f(v) — f(v) = 0. Vadinasi, kiekvienai
tiesinei formai f : L — k galime priskirti faktorerdvés V*/L* vektoriu f + L+, ¢ia f ‘ =1
Isitikinsime, kad atvaizdis L* — V*/L",

fef4+LY, felr, feve, f|l,=F

yra tiesinis.

Sutarkime f : V — k Zyméti toki tiesini atvaizdi, kurio siaurinys f ‘ ;, iki tiesinés erdves
V tiesinio poerdvio L sutaptu su tiesiniu atvaizdziu f: L — k.

Sakykime, a1, a0 € k, f1, fo € L*, 0 f1, f2 € V* tokie, kad fl‘L = fi, fQ‘L = fy. Tuomet

(arfr +aofa)|, = fi +asfo = (a1 fi)|, + (a2f2)|,

t. y.

(a1 f1+ asfa) — a1 fi —azfa € L+t

Vadinasi, (a1 f1 + asfz) € a1 fi + aofo+ Lt arba (a1 fi + asfo) + Lt = aq fi + aafo + L.
Tiesinis atvaizdis L* — V*/L*,

fef4+LY, fel* feve, f|l, =/
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yra injektyvus. Norint irodyti, kad §is atvaizdis yra tiesiné bijekcija, pakanka irodyti, kad
tiesiniu erdviy L* ir V*/L* dimensijos yra lygios. Bet tai akivaizdu, kadangi

dimy V*/L* = dimy, V* — dimy LT = dimy, V* — (dimy, V — dimy L) = dimy, L = dimy L*.

2. To fakto, kad (V/L)* ~ L+, irodymas visiskai paprastas. I§ tikruju. Kiekvienas
tiesinis atvaizdis f : V/L — k yra toks tiesinis atvaizdis f : V — k, kuriuo remiantis
kiekvienam tiesinio poerdvio L vektoriui yra priskiriamas kiino k£ nulis 0, kitaip tariant, yra
poerdvio Lt elementas. Kadangi dimy V/L = dimy V — dimy L = dimy Lt tai irodymas
baigtas.

Dualus teiginiai akivaizdus. Reikia pakeisti tiesine erdve V' tiesine erdve V*, L — tiesiniu
poerdviu L+ ir pasinaudoti irodytais teiginiais.

Pratimas. Sakykime, V;, V5 — tiesinés erdvés vir§ kuno k. Irodykite, kad (V3 @& Va)* ~
Ve V.

2. 3. Dabar nagrinésime vietoje dvitiesinio atvaizdzio ( , ) : V x V* — k dvitiesini
atvaizdi F'(, ):V x W — k. Tai bendresnis atvejis.

Apibrézimas. Sakykime, V' ir W — tiesinés erdveés virs kuno k. Atvaizdis
F(,):VxW—k

yra vadinamas dvitiesiniu, jei bet kuriems oy, s € k, v,v1,v2 € V, w, w1, we € W,
1. F(aqvy 4+ agve, w) = a1 F(vy, w) + asF (ve, w);
2. F(v, acqwy + agwsy) = a1 F(v, wy) + asF (v, ws).

Pastaba. Sakykime, F( , ) : V x W — k yra dvitiesinis atvaizdis. Siuo atveju
kiekvienam v € V gauname tiesini atvaizdi F(v, ) : W — k. I8 tikruju, kiekvienam fik-
suotam v, v € V, F(v, ) yra tiesinis pagal laisvaji argumenta. Panasiai, kiekvienam w € W
gauname tiesini atvaizdi F/(,w):V — k.

Apibrézimas. Dvitiesinis atvaizdis F/(, ): V x W — k yra vadinamas neissigimusiu i§
kairés, jei i§ salygos: kiekvienam w € W, F(v, w) = 0, gauname v = Oy .

Dvitiesinis atvaizdis F'(, ) : V x W — k yra vadinamas neiSsigimusiu i$ desinés, jei i3
salygos: kiekvienam v € V', F(v, w) = 0, gauname w = Oyy.

Apibrézimas. Dvitiesinis atvaizdis F/(, ) : V x W — k yra vadinamas tiesiniu erdviu
V ir W poriniu, jei jis yra neiSsigimes i$ kairés ir i§ desines.
Pavyzdziai.

1. Dvitiesinis atvaizdis (, ) : V x V* — k,
(v,0%) = (v, v*) =v*(v), v €V, V" € V",

yra tiesiniu erdviu V' ir V* porinys.

2. Dvitiesinis atvaizdis

()R < k™ — &,
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((041,052, s a&n)y (ﬁlvﬁ?? ce 7671)) — <(041,C¥2, R 7an)7 (ﬂlvﬁ27 c aﬁn)> =: Zajﬁjv
j=1

(1,00, ... ), (B1, B2,y ..., 0n) € k™, yra tiesiniu erdviu k™ ir k™ porinys.

Teiginys. Sakykime, F/(, ):V x W — k yra tiesiniu erdviu V ir W porinys. Tuomet
egzistuoja tokia tiesiné bijekcija pp : W — V* kad

(v,pp(w)) = Fv,w), veV, weW.

Kitaip tariant, atvaizdziu diagrama

V xW id_X)QOF VxV*
N\ e
() . (s )

yra komutatyvi: (, )o (id x ¢p) = F(, ).

Irodymas. Apibrézkime atvaizdi ¢p : W — V* taip: kiekvienam w € W, pp(w) =:
F(,w), ¢ia F( ,w) : V — k, kaip zinome, yra tiesinis atvaizdis. Taigi bet kuriems v € V|
we W, (v,op(w)) = F(v,w).

Atvaizdis o : W — V* yra tiesinis. I$ tikruju, bet kuriems oy, o € k, wy,wy € W,

@F(alwl + Oézwz) = F( , (1w + agwg) =

=1 F(,w) +aF(,w) = ar1pr(wr) + aspr(ws),

nes F'(, ) yra tiesinis pagal antraji argumenta.

Irodysime, kad Kerpp = {Oy }. Tarkime, kad ¢ (w) yra nuliné forma, apibrézta erdvéje
V, t. y. kiekvienam v € V, (v, pp(w)) = F(v,w) = 0. Kadangi dvitiesinis atvaizdis F( , )
neissigimes is desinés, tai w = Oyy.

Lieka irodyti, kad ¢ (W) = V*. Sakykime, kad ¢r(W) # V*. Tuomet o (W)t C V
ir op(W)+ # {Oy}. Irinkime v € pr(W)L, v # Oy. Tuomet kiekvienam w € W,
(v, pp(w)) = F(v,w) = 0. Kadangi dvitiesinis atvaizdis F(, ) neissigimes i3 kairés, tai v turi
buti nulinis vektorius. Gavome priestara. Vadinasi, prielaida ¢p (W) # V* negalima. Taigi
irodéme, kad pp(W) = V*.

Teiginys. Sakykime, F/(, ):V x W — k yra tiesiniu erdviu V ir W porinys. Tuomet
egzistuoja tokia tiesiné bijekcija ¢p : V. — W*, kad

(Yr(v),w) = F(v,w), vV, weW.

Kitaip tariant, atvaizdziu diagrama

vaw YR W
. e
F(,) (,)
2



yra komutatyvi: (, )o (¢Yp xid) = F(, ).
Irodymas. Sio teiginio irodymas analogiskas praeito teiginio jrodymui.

1. Isvada. Sakykime, F'(, ):V x W — k yra tiesiniu erdviu V ir W porinys. Tuomet
dimk V= dimk w.

2. Isvada. Sakykime, F/(, ):V x W — k yra tiesiniu erdviu V ir W porinys, vy, va,
..., Up — tiesinés erdvés V baze. Tuomet egzistuoja tokia tiesinés erdves W bazé wq, wo, ...,
Wn, , kad F(Ui,w]') = 5ij> 1< Z,_] <n.

Irodymas. Sakykime, kad v}, v3, ..., v} yra bazés vy, va, ..., v, duali bazé. Pazymé-
kime w; =: gpl?l(v*), 1 < j < n (kaip zinome, pp : W — V* — tiesiné bijekcija, todél go}l
egzistuoja ir yra tiesinis atvaizdis 90;1 : V* — W). Tuomet

F(vi,wj) = (vi, or(wy)) = (vi,v]) = 055, 1 < i, < n.

3. Isvada. Sakykime, F(, ):V x W — k yra tiesiniu erdviu V ir W porinys, L —
tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis. Tuomet L+ =: {w € W| F(v,w) = 0,v € L} yra tiesinés
erdvés W tiesinis poerdvis ir dimy Lt = dim; V — dimy, L.

Irodymas. Sios isvados irodymas analogiskas irodymui tiesiniu erdviu V' ir V* porinio
(, ) atveju.

3. Tiesiniy homogeniniy lygéiu sistemos

3. 1. Nagrinékime tiesiniu homogeniniu lygciu sistema:

1121 +a12T2  + ... —f—oqnacn =0
21T1  Faoax2 +... Fagx, =0
ag1x1  +oagxrs +... +agpr, =0

Sia lygc¢iu sistema dazniausiai uzraSinésime trumpiau:

n
Zo‘ij%’:O’ a; €k, 1<i<s, 1<j<n.
j=1

Matricos (a;); 2, eilutes
]

v; = (1, g, ..., up), 1 <0 <s,

interpretuosime kaip tiesinés erdvés k™ vektorius. Sakykime, kad vektoriu v;, 1 < i < s,
tiesinis apvalkalas yra L, t. y.

L=Fkv +kva+ ...+ kvs = {a1v; + agug + ... + asvs| o € kb, 1 < < s}.
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Kaip Zinome, egzistuoja tiesiniu erdviu k" ir k™ porinys
n
< ) > B k7 <(Oé1,0[2, cee 7an)7 (ﬁlaﬁ?? .. 'aﬂn)> = Za]ﬁ_ﬂ
j=1

(a1, Q9,...,00n), (01, B2, ..., 0,) € k™. Lygtiu sistemos

n
Zaijxj:Q ajj €k, 1<i<s, 1<j5<n,
j=1

sprendiniu aibe
{(/617527 .. aﬂn)| Z@Uﬁj = O, 1 S 7 S S}
j=1

galime interpretuoti kaip tiesinés erdvés k™ tiesini poerdvi L*. Dabar suformuluosime teore-
ma, kuri gaunama kaip iSvada is anksé¢iau irodytu teiginiu.

Teorema. Sakykime, kad tiesiniu homogeniniu lygciu sistemos
n
Zaijxj:Q ajj €k, 1<i<s, 1<j<n,
j=1

s,n

matricos (o;) i j=1, sudarytos i koeficientu prie nezinomuju, rangas yra lygus r. Tuomet Sios
tiesiniu homogeniniu lygc¢iu sistemos sprendiniai sudaro tiesinés erdves k™ tiesini poerdvi N,
kurio dimensija virs kiino k£ yra lygi n — r.

Irodymas. Jei matricos (aij)f”le rangas yra lygus 7, tai Sios matricos eiluciu-vektoriu
tiesinio apvalkalo L dimensija dimy L = r. Kaip matéme, nagrinéjamos tiesiniu homogeniniy
lygéiu sisemos sprendiniu erdvé N sutampa su L+. Taigi L+ C k™ ir, kaip zinome, dim;, L+ =
dimg k™ —dimp L =n —r.

3. 2. Nagrinékime tiesiniu homogeniniu lygciu sistema:

111 G129 +... —|—O_/1nl'n =0
211 +Qi9T9 +... —f—OéQnIL‘n =0
an1T1 +apoxs +... Fappr, =0

Koeficientai Sios lygciu sistemos a5, 1 < ¢,j < n, tegu priklauso kiinui £.

Remdamiesi Kramerio taisyke, zinome, jei Sios lyg¢iu sistemos matricos, sudarytos is
koeficientu prie nezinomuju, determinantas nelygus nuliui, tai §i lygc¢iu sistema turi tik viena
sprendini (0, 0, ..., 0). Irodysime: jei §ios lygé¢iu sistemos matricos, sudarytos i$ koeficientu

—_——

n
prie nezinomuju, determinantas lygus nuliui, tai §i lygciu sistema turi ir nenulini sprendini

(617 52; ceey Bn)ekna (517 527 ey Bn)%(oa 0? ey O)
—_——
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3. 3. Teorema. Tiesiniu homogeniniu lygciu sistema:

111 +a1922 +... Foipxr, = 0
911  +oagexy +... Hagpr, =0

)
op1t1 topers 4+ ... Fapnr, =0

a;j € k, 1 <14,5 <n, ¢ia k — kiinas, turi nenulini sprendini tada ir tik tada, kai Sios lygciu
sistemos matricos, sudarytos i§ koeficientu prie nezinomuju, determinantas lygus nuliui.

Irodymas. Jei §i lygciu sistema turi nenulini sprendini, tai biitinai Sios lygé¢iu sistemos
matricos, sudarytos i§ koeficientu prie nezinomuju, determinantas lygus nuliui. PrieSingu
atveju gautume priestara Kramerio taisyklei.

Tegu matricos A = (a;);—; determinantas

Nagrinéekime tiesini atvaizdi

A
R" S5 R", Alaa, az, ..., a,) = (a1, ag, ..., an)At,

¢ia A* — matricos A transponuota matrica. Kadangi det A = 0, tai neegzistuoja A~!. Vadi-
nasi, tiesiniam atvaizdziui A neegzistuoja atvirkstinis atvaizdis, t. y.

KerA # {(0, 0, ..., 0)}

n

Tegu
(517 ﬁZ? KRR ﬁn) € KerA, (ﬁlv 527 SRR 671) 7é (07 07 ) O)
————
Tuomet
(ﬂl? /827 et /Bn)A‘t = (07 07 MR 0)7
——
t. y. (61, P2, ..., Bn) yra nagrinéjamos tiesiniu homogeniniu lygéiu sistemos nenulinis

sprendinys. A

4. Dualusis atvaizdis

4. 1. Sakykime, V ir W — tiesinés erdvés virs kino k, f : V — W — tiesinis atvaizdis,
V*ir W* — tiesiniu erdviu V ir W dualios erdveés.

Apibrézimas. Tiesinis atvaizdis f* : W* — V* yra vadinamas dualiuoju atvaizdziu
tiesiniam atvaizdziui f : V — W, jei bet kuriems v € V, w* € W*,

(f(v),w") = (v, f*(w")).

208



Iskyla klausimas, ar kiekvienam tiesiniam atvaizdziui f : V' — W egzistuoja jam dualusis
tiesinis atvaizdis f* : W* — V*?

Teiginys. Kiekvienam tiesiniam atvaizdziui f : V — W egzistuoja jam dualusis tiesinis
atvaizdis f*: W* — V*.

Irodymas. Sakykime, o7, v3, ..., v; ir w], w3, ..., wi — tiesiniy erdviy V* ir W*
bazés, dualios tiesiniu erdviu V' ir W bazéms vy, vs, ..., v, ir wi, wa, ..., ws. Pazymékime
A= (Ozij)?’js:l tiesinio atvaizdzio f : V — W matrica esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V ir

b
W bazéms vy, vs, ..., v, ir w1, W, ..., Ws, t. .

s
f(Uz) = Zaijwj, 1 S 1 S n.

=1

Pazymeékime X = (z;;);;_, ieskomo tiesinio atvaizdzio f* : W* — V* matrica esant fiksuo-

toms tiesiniy erdviy W* ir V* bazéms wj, w3, ..., wi ir v, v3, ..., v, t. y.

n
Frws) => ajvy, 1<) <s.
i=1

Reikia isitikinti, kad, remiantis dualaus tiesinio atvaizdzio f* tiesiniam atvaizdziui f api-
brézimu, matrica X vienareikSmiskai yra nusakoma. Remdamiesi atvaizdzio f* apibrézimu,
gauname:

(f(vi),w;) = (vi, fF(w])), 1<i<n, 1<j<s.

I sia lygybe irasSe tiesinio atvaizdzio f ir ieskomo tiesinio atvaizdzio matricu koeficientus,
gauname:

S n
O cipwe, wi) = (vi, Y _wjivy), 1<i<n, 1<) <s.
r=1 =1

Sia lygybe pertvarke, gauname:
S
Zair<wraw;‘<> = iji<vi7v;‘<>a 1<:1< n, 1 SJ < s,
r=1 )

arba a;; = x;, 1 <1 <n, 1 <j<s.
Taigi matome, kad X = A!, ¢ia A — matricai A transpuonota matrica.

Teiginio irodymo eigoje irodéme nepaprastai svarbu fakta, kuri suformuluosime atskirai.

Isvada. Tarkime, vy, v3, ..., v, ir wy, w;, ..., w; — tiesiniu erdviu V* ir W* bazes,
dualios tiesiniu erdviu V ir W bazéms vy, va, .. ., v, ir wy, wa, ..., ws. Jeitiesiniam atvaizdziui
f 'V — W priskiriama matrica A esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V ir W bazéms vy, v,

..y Up IT W1, Wa, ..., W, tal tiesiniam atvaizdziui f* : W* — V* dualiajam atvaizdziui f,
priskiriama matrica A’ esant fiksuotoms tiesiniu erdviu W* ir V* bazéms wi, w}, ..., w} ir
V], V3, «.uy Uy
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4. 2. Sakykime, kad tiesiniam atvaizdziui f : V — W dualus tiesinis atvaizdis yra
ffowWwr =Vt oy
f: V=W,
V* «— W* . f*?
(f(v),w*) = (v, f*(w")), veV, w" e W"
Istirsime ry$i tarp tiesiniu poerdviu: f(V)+ c W*, f*(W*)+ C V ir Kerf, Kerf*.
Teiginys. Kerf = f*(W*)t, Kerf* = f(V)*.

Irodymas. Tarkime, kad v € Kerf. Tuomet kiekvienam w* € W*,

0= (f(v),w") = (v, f*(w")).

Kaip matome, kiekvienam w* € W*, f*(w*) € Kerf+, t. y. f*(W*) C Kerf+ arba Kerf C
),

Dabar irodysime, kad f*(W*)* C Kerf. Tarkime, kad v € f*(W*)*, t. y. kiekvienam
w* e W=,

0= (v, f*(w")) = (f(v),w").

Kadangi kiekvienam w* € W*, (f(v),w*) = 0, o porinys ( , ) neiSsigimes i$ kairés, tai
f(v) = Ow. Taigi irodéme: jei v € f*(W*)*, tai v € Kerf. Vadinasi, Kerf = f*(W*)+.
Panasiai irodoma, kad Kerf* = f(V)*.

4. 3. Isvada. Jei tiesiniam atvaizdziui f : V — W dualus tiesinis atvaizdis yra
frfeW* = V* tai rgf =rgf* (Cia rgf — tiesinio atvaizdzio f rangas). A

Irodymas. rgf = dimy f(V) = dimp V — dimy Kerf = dimg V — dimy, f*(W*)+ =
dimy V' — (dimy V* — dimy, f*(W*)) = dimy, f*(W*) =rgf*. A

4. 4. Irodysime labai svarbu fakta.
Teorema. Matricos A = (i;); i, 2ij € k, 1 <i <n, 1 <j <s, maksimalus tiesiskai
nepriklausomu eiluciu skaicius yra lygus maksimaliam tiesiskai nepriklausomu stulpeliu skai-
ciui.

Pastaba. Jei matricos koeficientai priklauso ziedui, o ne kunui, tai teoremos teiginys
bendruoju atveju neteisingas.

Irodymas. Apibrézkime tiesini atvaizdi f : k"™ — k%,

a1 Q12 ... (g

a21 29 e Q92
f(<ﬁ15627 CR aﬁn)) = (ﬂ17527 s 7/871)

Gn1 Qp2 ... Opg

arba

FU(By, Bay 3 Ba)) = D Biaji, D Bicjas s > Bas),
j=1 j=1 j=1
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(B1,B2,...,0n) € k™. Kadangi tiesinés erdvés k™ standartinés bazés j-ojo vektoriaus e; =
(051,052, ...,0;,) vaizdas yra f(e;) = (a1, ajo,. .., ), 1 <j <n,tairgf yralygus matricos
A = (aij); =, maksimaliam tiesiskai nepriklausomu eiluciu skaiciui. Tiesinés erdveés k"
standartiné bazé yra duali pati sau. Remiantis isvada [zr. 4. 1.], tiesinio atvaizdzio f* : k* —
k™, dualaus tiesiniam atvaizdziui f, matrica tiesiniu erdviu k° ir k™ standartinése bazése yra
At. Taigi siuo atveju rgf* yra lygus matricos A* maksimaliam tiesiskai nepriklausomu eilu¢iuy
arba matricos A maksimaliam tiesiSkai nepriklausomu stulpeliu skaic¢iui. Bet, kaip zinome,
rgf =rgf*. Taigi teorema irodyta. A
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