
VII skyrius. TIESINĖS ERDVĖS IR TIESINIAI ATVAIZDŽIAI

1. Tiesinės erdvės

1. 1 Šiame skyriuje nagrinėsime tiesines erdves virš kūno k. Tai svarbus matematinis
objektas.

Apibrėžimas. Abelio grupė (V,+) yra vadinama tiesine erdve virš kūno (k,+, ∗), jei
apibrėžtas atvaizdis (ǐsorinis kompozicijos dėsnis)

◦ : k × V → V

tenkinantis sa
‘
lygas: bet kuriems α, β ∈ k, u, v ∈ V ,

1. (α ∗ β) ◦ u = α ◦ (β ◦ u);
2. 1 ◦ u = u, 1– kūno k vienetinis elementas;
3. (α + β) ◦ u = α ◦ u + β ◦ u;
4. α ◦ (u + v) = α ◦ u + α ◦ v.

Pastaba. Tiesinės erdvės (V,+) virš kūno k elementai dažniausiai yra vadinami vekto-
riais.

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, (k,+, ∗) yra kūnas, (V,+) = (k,+). Apibrėžkime atvaizdi
‘

◦ = ∗ : k × k → k, (α, u) 7→ α ◦ u =: α ∗ u, α, u ∈ k.

Abelio grupė (k,+) yra tiesinė erdvė virš kūno (k,+, ∗), nes kūno elementu
‘
daugyba tenkina

tiesinės erdvės apibrėžimo 1-4 sa
‘
lygas.

2. Sakykime, (k,+, ∗) – kūnas, (V,+) = (kn,+). Sudėtis + aibėje kn apibrėžiama taip:

(α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn) = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn),

(α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ kn.

Apibrėžkime atvaizdi
‘
◦ : k × kn → kn taip: bet kuriems λ ∈ k, (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn,

λ ◦ (α1, α2, . . . , αn) =: (λ ∗ α1, λ ∗ α2, . . . , λ ∗ αn).

I
‘
sitikinsime, kad atvaizdis ◦ tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa

‘
lygas.

1. Jei λ, µ ∈ k, (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn, tai

(λ ∗ µ) ◦ (α1, α2, . . . , αn) = ((λ ∗ µ) ∗ α1, (λ ∗ µ) ∗ α2, . . . , (λ ∗ µ) ∗ αn) =

= (λ ∗ (µ ∗ α1), λ ∗ (µ ∗ α2), . . . , λ ∗ (µ ∗ αn)) =

= λ ◦ (µ ∗ α1, µ ∗ α2, . . . , µ ∗ αn) = λ ◦ (µ ◦ (α1, α2, . . . , αn)

2. Akivaizdu, kad kiekvienam (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn,

1 ◦ (α1, α2, . . . , αn) = (α1, α2, . . . , αn).
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3. Jei λ, µ ∈ k, (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn, tai

(λ + µ) ◦ (α1, α2, . . . , αn) =

= ((λ + µ) ∗ α1, (λ + µ) ∗ α2, . . . , (λ + µ) ∗ αn) =

= (λ ∗ α1 + µ ∗ α1, λ ∗ α2 + µ ∗ α2, . . . , λ ∗ αn + µ ∗ αn) =

= (λ ∗ α1, λ ∗ α2, . . . , λ ∗ αn) + (µ ∗ α1, µ ∗ α2, . . . , µ ∗ αn) =

= λ ◦ (α1, α2, . . . , αn) + µ ◦ (α1, α2, . . . , αn).

4. Jei λ ∈ k, (α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn) ∈ kn, tai

λ ◦
(
(α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn)

)
=

= λ ◦ (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn) =

= (λ ∗ (α1 + β1), λ ∗ (α2 + β2), . . . , λ ∗ (αn + βn)) =

= (λ ∗ α1 + λ ∗ β1, λ ∗ α2 + λ ∗ β2, . . . , λ ∗ αn + λ ∗ βn) =

= (λ ∗ α1, λ ∗ α2, . . . , λ ∗ αn) + (λ ∗ β1, λ ∗ β2, . . . , λ ∗ βn) =

= λ ◦ (α1, α2, . . . , αn) + λ ◦ (β1, β2, . . . , βn).

Taigi (kn,+) yra tiesinė edvė virš kūno k, vadinama n-mate tiesine erdve virš k. Kai n = 2,
(k2,+) dažnai yra vadinama plokštuma virš kūno k.

3. Sakykime, X – netuščia aibė, (k,+, ∗) – kūnas. Nagrinėkime kX – visu
‘
atvaizdžiu

‘
f : X → k, – aibe

‘
. Apibrėžkime aibės kX elementu

‘
sudėti

‘
: bet kuriems f, g ∈ kX ,

kX × kX +→ kX , (f, g) 7→ f + g, (f + g)(x) =: f(x) + g(x), x ∈ X.

I
‘
sitikinkite, kad (kX ,+) – Abelio grupė.

Apibrėžkime atvaizdi
‘
: kiekvienam α ∈ k, kiekvienam f ∈ kX ,

k × kX ◦→ kX , (α, f) 7→ α ◦ f, (α ◦ f)(x) =: αf(x), x ∈ X.

Šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa
‘
lygas.

Taigi (kX ,+) yra tiesinė erdvė virš kūno k. Jei X = {1, 2, . . . , n}, tai tiesinė erdvė kX

yra kn, nagrinėta 2-jame pavyzdyje.

4. Trečia
‘
ji
‘
pavyzdi

‘
galima apibendrinti. Sakykime, X – netuščia aibė, (V,+) –tiesinė

erdvė virš kūno k. Nagrinėkime visu
‘
atvaizdžiu

‘
f : X → V aibe

‘
V X . Aibės elementu

‘
sudėti

‘
apibrėžkime taip: bet kuriems f, g ∈ V X ,

V X × V X +→ V X , (f, g) 7→ f + g, (f + g)(x) =: f(x) + g(x), x ∈ X.

Galite i
‘
sitikinti, kad (V X ,+) – Abelio grupė.
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Apibrėžkime atvaizdi
‘
: kiekvienam α ∈ k, kiekvienam f ∈ kX ,

k × V X ◦→ V X , (α, f) 7→ α ◦ f, (α ◦ f)(x) =: αf(x), x ∈ X.

Šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1–4 sa
‘
lygas.

Taigi (V X ,+) yra tiesinė erdvė virš kūno k. Jei X = {1, 2, . . . , n}, tai tiesinė erdvė V X

yra žymima V n. Vėliau tiesines erdves V n aptarsime i
‘
vairiu

‘
operaciju

‘
su tiesinėmis erdvėmis

požiūriu.
Jei (V,+) = (k,+), tai erdvė V X yra tiesinė erdvė kX , nagrinėta 3-jame pavyzdyje.

5. Sakykime, k – kūnas, k[t] – polinomu
‘
su koeficientais kūne k žiedas. Kaip žinome, k[t]

– polinomu
‘
sudėties + atžvilgiu yra Abelio grupė. Taip pat yra apibrėžta polinomu

‘
daugyba

ǐs kūno k elementu
‘
, t. y. apibrėžtas atvaizdis

k × k[t] ·→ k[t], (α, f(t)) 7→ αf(t), α ∈ k, f(t) ∈ k[t].

Šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1–4 sa
‘
lygas. Taigi polinomu

‘
su koeficientais

kūne k žiedas k[t] yra tiesinė erdvė virš kūno k.

6. Sakykime, R[01] – tolydžiu
‘
funkciju

‘
, apibrėžtu

‘
uždarame intervale [01] ir i

‘
gyjančiu

‘
reikšmes realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje R, aibė. Aibėje R[01] apibrėžta sudėtis +:

(f + g)(t) =: f(t) + g(t), f(t), g(t) ∈ R[01].

Akivaizdu, kad (R[01],+) – Abelio grupė. Kaip žinome, yra apibrėžta tolydžiu
‘

funkciju
‘

daugyba ǐs realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
, t. y. yra apibrėžtas atvaizdis:

R× R[01] ·→ R[01], (α · f)(t) =: αf(t), α ∈ R, f(t) ∈ R[01].

Ši atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1–4 sa
‘
lygas. Taigi (R[01],+) – tiesinė erdvė

virš kūno R.

7. Sakykime, k = Q – racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūnas, V = (R,+) – realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
grupė

skaičiu
‘
sudėties atžvilgiu. Apibrėžkime atvaizdi

‘

Q× R
·→ R, (α, β) 7→ αβ, α ∈ Q, β ∈ R.

Abelio grupė (R,+) yra tiesinė erdvė virš racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
kūno Q.

Pastaba. Tiesinės erdvės apibrėžime ǐsorinio kompozicijos dėsni
‘
žymėjome simboliu ◦,

o kūno elementu
‘

daugybos dėsni
‘

– ∗. Šiu
‘

simboliu
‘

formulėse neberašysime, ǐsskyrus tuos
atvejus, kai formuliu

‘
užrašai dviprasmǐskai gali būti suprasti. Be to, vietoje užrašo ”(V,+)

yra tiesinė erdvė virš kūno k” dažnai rašysime ”V yra tiesinė erdvė virš kūno k”, t. y. užraše
(V,+) praleisime Abelio grupės V elementu

‘
sudėties ženkla

‘
+.

1. 2. Dabar, remdamiesi tiesinės ervės apibrėžimu, i
‘
rodysime keleta

‘
paprastu

‘
teiginiu

‘
.

1. Teiginys. Sakykime, (V,+) – tiesinė erdvė virš kūno k, 0 – kūno k nulinis elementas,
O – Abelio grupės (V,+) nulinis elementas. Tuomet kiekvienam v ∈ V , 0v = O.
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I
‘
rodymas. Galime parašyti lygybes: 0v = (0+0)v = 0v+0v. Prie lygybės 0v+0v = 0v

abieju
‘
pusiu

‘
pridėje

‘
grupės (V,+) elementui 0v priešinga

‘
elementa

‘
−0v, gauname: (0v+0v)+

(−0v) = 0v + (−0v) arba 0v = O. 4

2. Teiginys. Sakykime, (V,+) – tiesinė erdvė virš kūno k, 0 – kūno k nulinis elementas,
o O – Abelio grupės (V,+) nulinis elementas. Tuomet kiekvienam α ∈ k, αO = O.

I
‘
rodymas. Galime parašyti: αO = α(O + O) = αO + αO. Kaip ir 1-ame teiginyje,

gauname, kad αO = O. 4

3. Teiginys. Sakykime, (V,+) – tiesinė erdvė virš kūno k. Jei αv = O, tai α = 0 ar
v = O (t. y. bent vienas ǐs elementu

‘
α ∈ k ar v ∈ V yra nulinis).

I
‘
rodymas. Jei α 6= 0, tai lygybės αv = O abi puses padaugine

‘
ǐs kairės ǐs α−1, gauname:

α−1αv = α−1O = O, t. y. v = O. 4

4. Teiginys. Sakykime, (V,+) – tiesinė erdvė virš kūno k. Tuomet kiekvienam u ∈
V , (−1)u = −u (−u – priešingas elementas elementui u grupėje (V,+), o −1 – priešingas
elementas elementui 1 kūne k).

I
‘
rodymas. Galime parašyti: O = 0u = (1 + (−1))u = 1u + (−1)u = u + (−1)u. Iš

lygybės u + (−1)u = O matome, kad (−1)u = −u. 4

2. Tiesinės erdvės tiesinis poerdvis

2. 1. Apibrėžimas. Netuščias tiesinės erdvės (V,+) virš kūno k poaibis W yra
vadinamas tiesinės erdvės V tiesiniu poerdviu, jei

1. u1, u2 ∈ W ⇒ u1 + u2 ∈ W ;
2. α ∈ k, u ∈ W ⇒ αu ∈ W .

Tiesinės erdvės tiesinio poerdvio apibrėžime 1-2 sa
‘
lygas galima pakeisti viena, ekvi-

valenčia sa
‘
lygoms 1-2.

Apibrėžimas. Netuščias tiesinės erdvės (V,+) virš kūno k poaibis W yra vadinamas
tiesinės erdvės V tiesiniu poerdviu, jei bet kuriems α1, α2 ∈ k, u1, u2 ∈ W , vektorius

α1u1 + α2u2 ∈ W.

I
‘
rodykite, kad šie apibrėžimai yra ekvivalentūs.

Teiginys. Tiesinės erdvės (V,+) tiesinis poerdvis W yra tiesinė erdvė virš kūno k.

I
‘
rodymas. Vektoriu

‘
sudėtis aibėje W apibrėžta, nes, remiantis tiesinio poerdvio api-

brėžimo 1-a
‘
ja sa

‘
lyga, jei u1, u2 ∈ W , tai ir u1 + u2 ∈ W .

1. Aibės W vektoriu
‘

sudėtis + asociatyvi, kadangi yra asociatyvi tiesinės erdvės V
vektoriu

‘
sudėtis.

2. I
‘
rodysime, kad O ∈ W . Kadangi W 6= ∅, tai egzistuoja u ∈ W . Tuomet, remiantis

tiesinio poerdvio apibrėžimo 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, 0u = O ∈ W , čia 0 ∈ k.

3. Jei u ∈ W , tai, remiantis tiesinio poerdvio apibrėžimo 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, −u = (−1)u ∈ W .

4. Aibės W vektoriu
‘
sudėtis + komutatyvi.

Vadinasi, (W,+) – Abelio grupė.
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Remdamiesi tiesinio poerdvio apibrėžimo 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, matome, kad yra apibrėžtas at-

vaizdis
k ×W

·→ W,

kuris yra atvaizdžio
k × V

·→ V,

siaurinys iki poaibio k ×W . Vadinasi, atvaizdis

k ×W
·→ W,

tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1-4 aksiomas. Taigi tiesinės erdvės (V,+) virš kūno k
tiesinis poerdvis W yra tiesinė erdvė virš k.

Pavyzdžiai.

1. Kiekvienoje tiesinėje erdvėje V virš kūno k poaibiai {O} ir V yra tiesinės erdvės V
tiesiniai poerdviai, vadinami trivialiais.

2. Plokštumos k2 tiesiniai poerdviai
{(0, 0)} ir k2 – plokštumos k2, k – kūnas, trivialūs tiesiniai poerdviai.
Be trivialiu

‘
plokštumos k2 tiesiniu

‘
poerdviu

‘
egzistuoja dar šie: kiekvienam plokštumos

k2 vektoriui u = (α, β) 6= (0, 0), α, β ∈ k, egzistuoja tiesinis poerdvis L(u) = L((α, β)) =:
{λ(α, β) | λ ∈ k}, vadinamas tiese, sudarytas ǐs k2 vektoriu

‘
, proporcingu

‘
vektoriui (α, β).

Plokštumos k2 tiesiniai poerdviai L((α, β)) ir L((γ, δ)), (α, β) 6= (0, 0), (γ, δ) 6= (0, 0), su-
tampa tada ir tik tada, kai egzistuoja toks µ ∈ k∗, kad µ(α, β) = (γ, δ). I

‘
rodykite.

Plokštumos k2, k – kūnas, tiesinius poerdvius galima ir kitaip aprašyti. Tiesė L((α, β)),
(α, β) 6= (0, 0), yra sudaryta ǐs visu

‘
tokiu

‘
vektoriu

‘
(γ1, γ2) ∈ k2, kuriu

‘
koordinatės γ1 ir γ2

tenkina lygti
‘
: βγ1 − αγ2 = 0. Matematiniu

‘
simboliu

‘
žymenimis galime užrašyti taip:

L((α, β)) = {(γ1, γ2) ∈ k2 | βγ1 − αγ2 = 0}.

Iš tikru
‘
ju

‘
, lygties βγ1 − αγ2 = 0, α, β ∈ k, (α, β) 6= (0, 0), kiekviena

‘
sprendini

‘
(γ1, γ2) ∈ k2

galima užrašyti taip: λ(α, β), λ ∈ k. Vėliau i
‘
sitikinsime, kiekvienos tiesinės erdvės kiekviena

‘
tiesini

‘
poerdvi

‘
sudaro tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemos sprendiniu

‘
aibė.

3. Trimatės tiesinės erdvės k3 tiesiniai poerdviai
{(0, 0, 0)} ir k3 – trimatės tiesinės erdvės k3, k – kūnas, trivialūs tiesiniai poerdviai.
Tiesės. Kiekvienam nenuliniam vektoriui (α1, α2, α3) ∈ k3, egzistuoja tiesinis poerdvis

L((α1, α2, α3)) =: {λ(α1, α2, α3) | λ ∈ k},

vadinamas trimatės tiesinės erdvės k3 tiese. Tiesinės erdvės k3 dvi tiesės L((α1, α2, α3)) ir
L((β1, β2, β3)) sutampa tada ir tik tada, kai egzistuoja toks λ ∈ k∗, kad

λ(α1, α2, α3) = (β1, β2, β3).

Plokštumos. Nenuliniu
‘
vektoriu

‘
porai v1 = (α1, α2, α3), v2 = (β1, β2, β3) ∈ k3, tenki-

nančiai sa
‘
lyga

‘
L(v1) 6= L(v2), egzistuoja trimatės tiesinės erdvės k3 tiesinis poerdvis

L(v1, v2) = L((α1, α2, α3), (β1, β2, β3)) =: {µ1(α1, α2, α3) + µ2(β1, β2, β3) | µ1, µ2 ∈ k},
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vadinamas trimatės tiesinės erdvės k3 plokštuma.

4. Apibendrinsime 2-ojo ir 3-iojo pavyzdžiu
‘
konstrukcija

‘
. Sakykime, V – tiesinė erdvė

virš kūno k, v1, v2, . . . , vs ∈ V . Apibrėžkime tiesinės erdvės V tiesini
‘
poerdvi

‘

L(v1, v2, . . . , vs) = (α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs | αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ s},

vadinama
‘
vektoriu

‘
v1, v2, . . . , vs ∈ V tiesiniu apvalkalu.

Sakykime, kad vektoriai v1, v2, . . . , vs ∈ V tenkina sa
‘
lygas: v1 6= O, kiekvienam j =

2, 3, . . . , s, vj /∈ L(v1, v2, . . . , vj−1). Sutare
‘
, kad L(∅) =: {O}, pastara

‘
sias sa

‘
lygas galime

užrašyti taip: kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, vj /∈ L(v1, v2, . . . , vj−1).
Aptarsime šias sa

‘
lygas. Jei v1 6= O, tai vektoriaus v1 tiesinis apvalkalas L(v1) yra tiesė.

Jei v2 /∈ L(v1), tai vektoriu
‘
v1 ir v2 tiesinis apvalkalas L(v1, v2) – plokštuma. Panašiai, jei

v3 /∈ L(v1, v2), tai vektoriu
‘
tiesinis apvalkalas L(v1, v2, v3) – trimatė erdvė it t. t.. Aptariamos

sa
‘
lygos, – tai tiesinės erdvės dimensijos intuityvaus suvokimo matematinis apibūdinimas.

Jei vektoriai v1, v2, . . . , vs ∈ V tenkina aptariamas sa
‘
lygas, tai šie vektoriai yra vadinami

tiesǐskai nepriklausomais, o šiu
‘

vektoriu
‘

tiesinis apvalkalas L(v1, v2, . . . , vs) yra vadinamas
tiesinės erdvės V s-mačiu tiesiniu poerdviu. Tai labai svarbios sa

‘
vokos. Šias sa

‘
vokas vėliau

suformuluosime i
‘
vairiomis ekvivalenčiomis formomis ir aptarsime ǐssamiai.

5. Sakykime, X – netuščia aibė, V – tiesinė erdvė virš kūno k. Nagrinėkime virš kūno k
tiesine

‘
erdve

‘
(V X ,+). Jei Y – netuščias aibės poaibis, L – tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis,

tai LY yra tiesinės erdvės (V X ,+) tiesinis poerdvis. I
‘
sitikinkite.

3. Veiksmai su poerdviais

3. 1. Sakykime, V – tiesinė erdvė virš kūno k, P(V ) – aibės V visu
‘
poaibiu

‘
aibė. Kaip

žinome, aibėje P(V ) apibrėžti kompozicijos dėsniai ∩ ir ∪. Dabar apibrėšime aibės V poaibiu
‘

sudėti
‘
+.

Apibrėžimas. Jei X, Y ∈ P(V ) ir X 6= ∅, Y 6= ∅, tai X + Y =: {x + y | x ∈ X, y ∈ Y }.
Jei bent viena ǐs aibiu

‘
X ar Y yra tuščia, tai X + Y =: ∅.

Taigi apibrėžėme atvaizdi
‘
:

P(V )×P(V ) +→ P(V ).

Kai kurie tiesinės V poaibiai yra tiesiniai poerdviai. Pažymėkime Po(V ) tiesinės erdvės
V visu

‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
aibe

‘
. Pastebėsime, kad kompozicijos dėsniai + ir ∩ aibėje P(V )

indukuoja kompozicijos dėsnius poaibyje Po(V ). Tuo tikslu i
‘
rodysime teigini

‘
: jei X, Y ∈

Po(V ), tai X + Y ∈ Po(V ) ir X ∩ Y ∈ Po(V ).

Teiginys. Jei X ir Y yra tiesinės erdvės V tiesiniai poerdviai, tai X + Y ir X ∩ Y yra
tiesinės erdvės tiesiniai poerdviai.

I
‘
rodymas. Jei v1, v2 ∈ X + Y , tai egzistuoja tokie x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y , kad v1 =

x1 + y1, v2 = x2 + y2. Tuomet bet kuriems α1, α2 ∈ k,

α1v1 + α2v2 = α1(x1 + y1) + α2(x2 + y2) = (α1x1 + α2x2) + (α1y1 + α2y2).

166



Kaip matome, vektorius α1v1+α2v2 yra užrašomas dvieju
‘
vektoriu

‘
α1x1+α2x2 ir α1y1+α2y2

suma. Kadangi X ir Y yra tiesinės erdvės tiesiniai poerdviai ir x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y , tai
bet kuriems α1, α2 ∈ k,

α1x1 + α2x2 ∈ X, α1y1 + α2y2 ∈ Y.

Vadinasi, α1v1 + α2v2 ∈ X + Y .
Antra

‘
ja

‘
šio teiginio dali

‘
paliekame i

‘
rodyti skaitytojui. 4

Pratimai.

1. I
‘
rodykite: jei L1, L2, L3 – tiesinės erdvės V virš kūno k tiesiniai poerdviai, tai

(L1 + L2) ∩ L3 ⊃ (L1 ∩ L3) + (L2 ∩ L3).

2. I
‘
rodykite: jei L1, L2, L3 – tiesinės erdvės V virš kūno k tiesiniai poerdviai, tai

(L1 ∩ L2) + L3 ⊂ (L1 + L3) ∩ (L2 + L3).

Pavyzdys. Sakykime, V = k2, k – kūnas,

L1 = {(α, 0) | α ∈ k}, L2 = {(0, α) | α ∈ k}, L3 = {(α, α) | α ∈ k}.

I
‘
sitikinkite, kad

L1 + L2 = k2, L1 + L3 = k2, L2 + L3 = k2, L1 ∩ L2 = {(0, 0)}.

Šiuo atveju, kaip matome,

(L1 + L2) ∩ L3 = L3, (L1 ∩ L3) + (L2 ∩ L3) = {O},

t. y.
(L1 + L2) ∩ L3 6= (L1 ∩ L3) + (L2 ∩ L3).

Panašiai, bendruoju atveju

(L1 ∩ L2) + L3 6= (L1 + L3) ∩ (L2 + L3).

Pailiustruokite pavyzdžiu, kad ǐs tikru
‘
ju

‘
bendruoju atveju tiesiniai poerdviai (L1 ∩ L2) + L3

ir (L1 + L3) ∩ (L2 + L3) nėra lygūs.

Pateiktas pavyzdys iliustruoja, kad kompozicijos dėsniai + ir ∩ aibėje Po(V ) nėra susije
‘

nei vienu distributyvumo dėsniu. Tuo labiau kompozicijos dėsniai + ir ∩ nėra susije
‘
nei vienu

distributyvumo dėsniu aibėje P(V ).

Paminėsime dar ir šias kompozicijos dėsniu
‘
+ ir ∩ aibėje Po(V ) savybes: kiekvienam

L ∈ Po(V ),
1. L + L = L;
2. L ∩ L = L.
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4. Tiesiniai atvaizdžiai

4. 1. Tiesine
‘

erdve
‘

V virš kūno sutarkime žymėti (V, k), jos nulini
‘

elementa
‘

– OV .
Sakykime, (V, k) ir (W,k) tiesinės erdvės, OV , OW – ju

‘
nuliniai elementai.

Apibrėžimas. Atvaizdis f : V → W yra vadinamas tiesiniu atvaizdžiu, jei bet kuriems
α ∈ k, v, v1, v2 ∈ V ,

1. f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2);
2. f(αv) = αf(v).

Šias sa
‘
lygas galima pakeisti viena sa

‘
lyga.

Apibrėžimas. Atvaizdis f : V → W yra vadinamas tiesiniu atvaizdžiu, jei bet kuriems
α1, α2 ∈ k, v1, v2 ∈ V ,

f(α1v1 + α2v2) = α1f(v1) + α2f(v2).

4. 2. Visu
‘
tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
f : V → W aibe

‘
pažymėkime Lk(V,W ) arba Homk(V,W ).

Teiginys. Sakykime, (V, k) ir (W,k) tiesinės erdvės, OV , OW – ju
‘
nuliniai elementai,

f : V → W – tiesinis atvaizdis. Tuomet
1. f(OV ) = OW ;
2. Kiekvienam v ∈ V , f(−v) = −f(v).

I
‘
rodymas. 1. Remiantis tiesinio atvaizdžio apibrėžimu galima parašyti: f(OV ) =

f(OV + OV ) = f(OV ) + f(OV ). Iš šios lygybės matome, kad f(OV ) = OW .
2. Remiantis tiesinio atvaizdžio apibrėžimu galima parašyti: OW = f(OV ) = f(v +

(−v)) = f(v) + f(−v). Iš šios lygybės matome, kad f(−v) = −f(v). 4

4. 3. Apibrėšime aibės Homk(V,W ) elementu
‘
sudėti

‘
bei ǐsorini

‘
kompozicijos dėsni

‘
:

k ×Homk(V,W ) → Homk(V,W ).

Aibės Homk(V,W ) elementu
‘
sudėtis +.

Sakykime, f, g ∈ Homk(V,W ). Apibrėžkime atvaizdi
‘

f + g : V → W, (f + g)(v) = f(v) + g(v), v ∈ V.

I
‘
sitikinsime, kad taip apibrėžtas atvaizdis f + g : V → W yra tiesinis.

Teiginys. Jei f, g ∈ Homk(V,W ), tai ir f + g ∈ Homk(V,W ).

I
‘
rodymas. Sakykime, α1, α2 ∈ k, v1, v2 ∈ V . Tuomet

(f + g)(α1v1 + α2v2) = f(α1v1 + α2v2) + g(α1v1 + α2v2) =

= α1f(v1) + α2f(v2) + α1g(v1) + α2g(v2) =

= α1(f(v1) + g(v1)) + α2(f(v2) + g(v2) =

= α1(f + g)(v1) + α2(f + g)(v2).
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Taigi apibrėžtas atvaizdis:

Homk(V,W )×Homk(V,W ) +→ Homk(V,W ),

(f, g) +→ f + g, (f + g)(v) =: f(v) + g(v), v ∈ V, f, g ∈ Homk(V,W ).

Lengva i
‘
sitikinti, kad (Homk(V,W ),+) yra Abelio grupė. Šios grupės nulinis elementas, –

tai nulinis atvaizdis O : V → W , priskiriantis kiekvienam v ∈ V tiesinės erdvės W nulini
‘

vektoriu
‘
OW . 4

Atvaizdžio k ×Homk(V,W ) ·→ Homk(V,W ) apibrėžimas.
Sakykime, µ ∈ k, f ∈ Homk(V,W ). Apibrėžkime atvaizdi

‘

µf : V → W, (µf)(v) =: µf(v), v ∈ V.

Teiginys. Jei µ ∈ k, f ∈ Homk(V,W ), tai µf ∈ Homk(V,W ).

I
‘
rodymas. Sakykime, α1, α2 ∈ k, v1, v2 ∈ V . Tuomet

(µf)(α1v1 + α2v2) = µf(α1v1 + α2v2) =

= µ(α1f(v1) + α2f(v2)) = α1(µf)(v1) + α2(µf)(v2).

Taigi apibrėžtas atvaizdis:

k ×Homk(V,W ) ·→ Homk(V,W ), (µ, f) ·7→ µf,

(µf)(v) = µf(v), v ∈ V, µ ∈ k, f ∈ Homk(V,W ).

I
‘
sitikinkite, kad šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1-4 sa

‘
lygas. 4

Taigi (Homk(V,W ),+) yra tiesinė tiesinė erdvė virš kūno k.

4. 4. Sakykime, f ∈ Homk(V,W ), g ∈ Homk(W,Z). Apibrėžkime šiu
‘

atvaizdžiu
‘

kompozicija
‘
g ◦ f : V → Z : kiekvienam v ∈ V , (g ◦ f)(v) =: g(f(v)) ∈ Z. I

‘
sitikinsime, kad

atvaizdis g ◦ f : V → Z yra tiesinis.

Teiginys. Jei atvaizdžiai f : V → W ir g : W → Z yra tiesiniai, tai atvaizdis g ◦ f :
V → Z yra tiesinis.

I
‘
rodymas. Sakykime, α1, α2 ∈ k, v1, v2 ∈ V . Tuomet

(g ◦ f)(α1v1 + α2v2) = g(f(α1v1 + α2v2)) =

g(α1f(v1) + α2f(v2)) = α1g(f(v1)) + α2g(f(v2)) =

= α1(g ◦ f)(v1) + α2(g ◦ f)(v2).4

4. 5. Taigi apibrėžtas atvaizdis:

◦ : Homk(V,W )×Homk(W,Z) → Homk(V,Z), (f, g) 7→ g ◦ f,
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f ∈ Homk(V,W ), g ∈ Homk(W,Z).

Šis atvaizdis tenkina sa
‘
lygas: bet kuriems f, f1, f2 ∈ Homk(V,W ), g, g1, g2 ∈ Homk(W,Z),

α ∈ k,
1. g ◦ (f1 + f2) = g ◦ f1 + g ◦ f2;
2. (g1 + g2) ◦ f = g1 ◦ f + g2 ◦ f ;
3. g ◦ (αf) = (αg) ◦ f = α(g ◦ f).

Atvaizdis
◦ : Homk(V,W )×Homk(W,Z) → Homk(V,Z),

tenkinantis aukščiau užrašytas 1-3 sa
‘
lygas, yra vadinamas dvitiesiniu.

4. 6. Panagrinėkime tiesine
‘
erdve

‘
(Homk(V, V ), k). Atvaizdis

◦ : Homk(V, V )×Homk(V, V ) → Homk(V, V ),

yra tiesinės erdvės (Homk(V, V ), k) elementu
‘
asociatyvus kompozicijos dėsnis, kuri

‘
vadinsime

tiesinės erdvės (Homk(V, V ), k) elementu
‘
daugyba. Kadangi atvaizdis ◦ turi savybes:

1. g ◦ (f1 + f2) = g ◦ f1 + g ◦ f2;
2. (g1 + g2) ◦ f = g1 ◦ f + g2 ◦ f , f, f1, f2, g, g1, g2 ∈ Homk(V, V ),

tai tiesinės erdvės (Homk(V, V ), k) elementu
‘
sudėtis ir daugyba, kaip matome, yra susieti

distributyvumo dėsniais.
Kadangi atvaizdis ◦ turi savybe

‘
:

3. g ◦ (αf) = (αg) ◦ f = α(g ◦ f), α ∈ k, f, g ∈ Homk(V, V ),
tai tiesinės erdvės (Homk(V, V ), k) elementu

‘
daugyba yra suderinta su tiesinės erdvės

(Homk(V, V ), k) struktūra.
4. 7. Taigi (Homk(V, V ),+, ◦) yra algebra virš kūno k, kuriai priklauso vienetas id. Šios

algebros visi elementai f ∈ Homk(V, V ), kuriu
‘
kiekvienam egzistuoja atvirkštinis elementas,

atvaizdžiu
‘
kompozicijos atžvilgiu sudaro grupe

‘
, kuri yra žymima GL(V, k) ir vadinama pilna

‘
ja

tiesinės erdvės V tiesiniu
‘
transformaciju

‘
grupe ( o kartais pavadinimas yra trumpinimas ir

GL(V, k) yra vadinama pilna
‘
ja tiesine grupe virš kūno k). Grupė GL(V, k), – tai tiesinės

erdvės (V, k) simetriju
‘
grupė.

4. 8. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės V ir W virš kūno k yra vadinamos izomorfinėmis,
jei egzistuoja tiesinė bijekcija f : V → W , t. y. f – bijekcija ir f – tiesinis atvaizdis.

Pratimas. Sakykime, V ir W yra tiesinės erdvės virš kūno k. I
‘
rodykite, kad, jei

f : V → W – tiesinė bijekcija, tai ir f−1 yra tiesinis atvaizdis.

4. 8. Teiginys. Sakykime, (V, k), (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, f : V → W –
tiesinis atvaizdis. Tuomet kiekvienam tiesinės erdvės V tiesiniam poerdviui L, kiekvianam
tiesinės erdvės W tiesiniam poerdviui N ,

1. f(L) – tiesinės erdvės W tiesinis poerdvis;
2. f−1(N) – tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis;
3. f−1(f(L)) = L + f−1(OW ).

I
‘
rodymas. 1. Sakykime, w1, w2 ∈ f(L). Tuomet egzistuoja tokie l1, l2 ∈ L, kad

f(l1) = w1, f(l2) = w2. Bet kuriems α1, α2 ∈ k,

α1w1 + α2w2 = α1f(l1) + α2f(l2) = f(α1l1 + α2l2) ∈ f(L),
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kadangi α1l1 + α2l2 ∈ L (priminsime: jei L – tiesinis poerdvis, l1, l2 ∈ L, tai bet kuriems α1,
α2 ∈ k, α1l1 + α2l2 ∈ L).

2. Sakykime, kad u1, u2 ∈ f−1(N). Tuomet f(u1), f(u2) ∈ N . Kadangi N – tiesinės
erdvės W tiesinis poerdvis, tai bet kuriems α1, α2 ∈ k,

α1f(u1) + α2f(u2) =∈ N.

Vadinasi, α1u1 + α2u2 ∈ f−1(N), nes

f(α1u1 + α2u2) = α1f(u1) + α2f(u2) =∈ N.

3. Akivaizdu, kad L ⊂ f−1(f(L)) ir f−1(OW ) ⊂ f−1(f(L)) (kadangi {OV } ⊂ L, tai
f−1(f(OV )) ⊂ f−1(f(L)), o f(OV ) = OW ). Kadangi f−1(f(L)) tiesinės ervės V tiesinis
poerdvis, tai L + f−1(OW ) ⊂ f−1(f(L)). Lieka i

‘
rodyti, kad f−1(f(L)) ⊂ L + f−1(OW ).

Sakykime, kad u ∈ f−1(f(L)). Tuomet f(u) ∈ f(L). Vadinasi, egzistuoja toks l ∈ L, kad
f(u) = f(l). Šia

‘
lygybe

‘
galime užrašyti taip: f(u− l) = OW . Kaip matome, u− l ∈ f−1(OW )

arba
u ∈ l + f−1(OW ) ⊂ L + f−1(OW ). 4

4. 9. Apibrėžimas. Sakykime, (V, k), (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, f : V → W
– tiesinis atvaizdis. Tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis f−1(OW ) yra vadinamas tiesinio
atvaizdžio f branduoliu ir yra žymimas Ker f .

Apibrėžimas. Sakykime, (V, k), (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, L ir N – atitinkamai
šiu

‘
tiesiniu

‘
erdviu

‘
tiesiniai poerdviai, f : V → W – tiesinis atvaizdis. Tiesinės erdvės (W,k)

tiesinis poerdvis f(L) yra vadinamas tiesinės erdvės (V, k) tiesinio poerdvio L vaizdu, o
tiesinės erdvės (W,k) tiesinis poerdvis f−1(N) – tiesinės erdvės (W,k) tiesinio poerdvio N
pirmavaizdžiu.

Išvada. Sakykime, (V, k), (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, f : V → W – tiesinis
atvaizdis. Jei L – tiesnės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis ir Ker f ⊂ L, tai f−1(f(L)) = L.

Teiginys. Sakykime, (V, k), (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, f : V → W – siur-
jektyvus tiesinis atvaizdis. Tuomet egzistuoja bijekcija tarp tiesinės erdvės (W,k) tiesiniu

‘
poerdviu

‘
aibės ir tarp tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu

‘
poerdviu

‘
, turinčiu

‘
savyje Ker f , aibės.

I
‘
rodymas. I

‘
rodykite!

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V → W , čia (V, k), (W,k) – tiesinės erdvės virš kūno k,
yra injektyvus tada ir tik tada, kai Ker f = {OV }.

I
‘
rodymas. I

‘
rodykite!

5. Tiesiniu
‘
erdviu

‘
tiesioginės sumos

5. 1. Tiesiniu
‘
erdviu

‘
tiesioginės sumos yra skirstomos i

‘
vidines ir ǐsorines. Tam tikrais

atvejais tiesinės erdvės tiesiniu
‘

poerdviu
‘

suma yra vadinama tiesiogine suma. Ši tiesinės
erdvės tiesiniu

‘
poerdviu

‘
tiesioginė suma ir yra suprantama vidine. Tiesiniu

‘
erdviu

‘
ǐsorinė

tiesioginė suma, – tai tam tikras veiksmas, kuriuo remiantis ǐs duotu
‘

tiesiniu
‘

erdviu
‘

yra
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sudaroma nauja tiesinė erdvė. Kaip vėliau pamatysime, esminio skirtumo tarp tiesiniu
‘
erdviu

‘
vidiniu

‘
ir ǐsoriniu

‘
tiesioginiu

‘
sumu

‘
nėra.

Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, OV – šios tiesinės erdvės nulinis vektorius.

Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu
‘

poerdviu
‘

L1 ir L2 suma L1 + L2 yra
vadinama tiesiogine ir yra žymima L1 ⊕ L2, jei L1 ∩ L2 = {OV }.

Ši tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu
‘
poerdviu

‘
L1 ir L2 tiesioginė suma L1⊕L2 ir yra vadinama

vidine.

5. 2. I
‘
rodysime pagrindine

‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
tiesioginės sumos savybe

‘
.

Teorema. Teiginiai:
1. Tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L1 ir L2 suma L1 + L2 yra tiesioginė;

2. Tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu
‘
poerdviu

‘
L1 ir L2 sumos L1+L2 kiekvienam vektoriui

v egzistuoja tokie vieninteliai vektoriai l1 ∈ L1, l2 ∈ L2, kad v = l1 + l2;
yra ekvivalentūs.

I
‘
rodymas. 1. ⇒ 2. Imkime v ∈ L1 ⊕ L2. Tarkime, kad vektoriu

‘
v galima užrašyti

dvieju
‘
vektoriu

‘
, priklausančiu

‘
[?] tiesiniams poerdviams L1 ir L2, suma dvejais skirtingais

būdais: v = l1 + l2 = l′1 + l′2, l1, l
′
1 ∈ L1, l2, l

′
2 ∈ L2, l1 6= l′1. Tuomet

L1 3 l1 − l′1 = l′2 − l2 ∈ L2.

Vadinasi, O 6= l1 − l′1 = l′2 − l2 ∈ L1 ∩ L2. Bet to būti negali. Lieka padaryti ǐsvada
‘
, kad

l1 = l′1, l2 = l′2.
2. ⇒ 1.. Imkime l ∈ L1∩L2. Galime užrašyti lygybe

‘
: OV = OV +OV = l+(−l) ∈ L1+L2.

Kadangi kiekvienas tiesiniu
‘
poerdviu

‘
L1, L2 sumos L1 + L2 vektorius yra užrašomas dvieju

‘
vektoriu

‘
, priklausančiu

‘
atitinkamai tiesiniams poerdviams L1 ir L2, suma vieninteliu būdu,

tai gauname, kad l = OV . Vadinasi, L1 ∩ L2 = {OV }, t. y. tiesiniu
‘
poerdviu

‘
L1, L2 suma

L1 + L2 yra tiesioginė. 4

5. 3. Dabar galime apibrėžti tiesinės erdvės tiesiniu
‘
poerdviu

‘
baigtinės šeimos tiesiogine

‘
suma

‘
.

Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu
‘

poerdviu
‘

Lj , 1 ≤ j ≤ n, suma
n∑

j=1

Lj

yra vadinama tiesiogine ir yra žymima
n⊕

j=1

Lj , jei kiekvianas vektorius v ∈
n∑

j=1

Lj yra vien-

areikšmǐskai užrašomas n vektoriu
‘
lj ∈ Lj , 1 ≤ j ≤ n, suma v =

n∑
j=1

lj .

Pratimas. I
‘
rodykite, kad tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu

‘
poerdviu

‘
Lj , 1 ≤ j ≤ n, suma

n∑
j=1

Lj yra tiesioginė tada ir tik tada, kai kiekvienam s, 1 ≤ s ≤ n,

Ls

⋂ n∑
j=1
j 6=s

Lj = {OV }.
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Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (V, k) yra vadinama tiesiniu
‘

poerdviu
‘

Lj , 1 ≤ j ≤ n,
tiesiogine suma, jei

V =
n⊕

j=1

Lj .

Šiuo atveju egzistuoja kanoninės projekcijos prj : V → Lj, 1 ≤ j ≤ n, apibrėžiamos taip:
jei vektorius v ∈ V yra vienarekšmǐskai užrašomas n vektoriu

‘
lj ∈ Lj , 1 ≤ j ≤ n, suma

v =
n∑

j=1

lj , tai prj(v) = lj, 1 ≤ j ≤ n.

Pratimas. Sakykime, kad V =
n⊕

j=1

Lj I
‘
rodykite, kad kanoninės projekcijos prj : V → Lj,

1 ≤ j ≤ n, yra tiesiniai atvaizdžiai ( t. y. tenkina sa
‘
lyga

‘
: bet kuriems α, β ∈ k, u, v ∈ V ,

prj(αu + βv) = αprj(u) + βprj(v), 1 ≤ j ≤ n).

5. 4. Sakykime, (V1, k) ir (V2, k) – tiesinės erdvės virš kūno k. Apibrėžkime aibės V1×V2

elementu
‘
sudėti

‘
:

(V1 × V2)× (V1 × V2)
+→ V1 × V2,

((u1, u2), (v1, v2))
+7→ (u1, u2) + (v1, v2) =: (u1 + v1, u2 + v2),

u1, v1 ∈ V1, u2, v2 ∈ V2.
Akivaizdu, kad (V1 × V2,+) yra Abelio grupė.
Apibrėžkime atvaizdi

‘
:

k × (V1 × V2)
·→ V1 × V2,

(α, (v1, v2))
·7→ α(v1, v2) =: (αv1, αv2), α ∈ k, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.

I
‘
sitikinkite, kad šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1-4 sa

‘
lygas.

Kaip matome, Abelio grupė (V1 × V2,+) yra tiesinė erdvė virš kūno k.

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (V1 × V2,+) virš kūno k yra vadinama tiesiniu
‘

erdviu
‘

(V1, k) ir (V2, k) tiesiogine suma ir yra žymima V1 ⊕ V2.
Ši tiesiniu

‘
erdviu

‘
(V1, k) ir (V2, k) tiesioginė suma V1 ⊕ V2 ir yra vadinama ǐsorine.

5. 5. Panašiai galima apibrėžti baigtinio skaičiaus tiesiniu
‘
erdviu

‘
ǐsorine

‘
tiesiogine

‘
suma

‘
.

Sakykime, (Vj , k), 1 ≤ j ≤ n, – tiesinės erdvės virš kūno k. Aibėje

n∏
j=1

Vj = V1 × V2 × . . .× Vn

galime apibrėžti elementu
‘
sudėti

‘
paelemenčiui: jei

(u1, u2, . . . , un), (v1, v2, . . . , vn) ∈
n∏

j=1

Vj ,

tai
(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) =: (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).
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Akivaizdu, kad (
n∏

j=1

Vj ,+) yra Abelio grupė.

Aibės
n∏

j=1

Vj elementu
‘

daugyba
‘

ǐs kūno k elementu
‘

galime apibrėžti taip: jei α ∈ k,

(u1, u2, . . . , un) ∈
n∏

j=1

Vj , tai

α(u1, u2, . . . , un) =: (αu1, αu2, . . . , αun).

Akivaizdu, kad taip apibrėžtas atvaizdis:

k ×
n∏

j=1

Vj
·→

n∏
j=1

Vj ,

tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa
‘
lygas.

Taigi Abelio grupė (
n∏

j=1

Vj ,+) yra tiesinė erdvė virš kūno k.

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (
n∏

j=1

Vj ,+) virš kūno k yra vadinama tiesiniu
‘
erdviu

‘
(Vj , k),

1 ≤ j ≤ n, ǐsorine tiesiogine suma ir yra žymima
n⊕

j=1

Vj (taip yra žymima ir vidinė tiesioginė

suma).

5. 6. Galima apibrėžti tiesiniu
‘
erdviu

‘
virš kūno k šeimos {Vα}α∈I tiesiogine

‘
sandauga

‘
.

Aibės
∏

α∈I

Vα elementu
‘
sudėti

‘
apibrėžkime taip: jei {uα}α∈I , {vα}α∈I ∈

∏
α∈I

Vα, tai

{uα}α∈I + {vα}α∈I =: {uα + vα}α∈I .

Aibės
∏

α∈I

Vα elementu
‘
daugyba

‘
ǐs kūno k elementu

‘
apibrėžkime taip: jei

λ ∈ k, {uα}α∈I ∈
∏
α∈I

Vα,

tai
λ{uα}α∈I =: {λuα}α∈I .

Akivaizdu, kad taip apibrėžtas atvaizdis:

k ×
∏
α∈I

Vα
·→

∏
α∈I

Vα,

tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa
‘
lygas.

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (
∏

α∈I

Vα,+) virš kūno k yra vadinama tiesiniu
‘
erdviu

‘
virš

kūno k šeimos {Vα}α∈I tiesiogine sandauga ir yra žymima
∏

α∈I

Vα.

174



Teiginys. Tiesinės erdvės (
∏

α∈I

Vα,+) virš kūno k poaibis, sudarytas ǐs vektoriu
‘

{uα}α∈I ∈
∏
α∈I

Vα,

kuriu
‘
tik baigtinis skaičius koordinačiu

‘
uα, α ∈ I, nelygus nuliniams vektoriams OVα , α ∈ I,

yra indukuotos tiesinės erdvės
∏

α∈I

Vα elementu
‘

sudėties ir daugybos ǐs kūno k elementu
‘

atžvilgiu tiesinis poerdvis, vadinamas tiesiniu
‘
erdviu

‘
virš kūno k šeimos {Vα}α∈I tiesiogine

suma ir žymimas
⊕
α∈I

Vα. Jei indeksu
‘
aibė I yra baigtinė, tai tiesiniu

‘
erdviu

‘
virš kūno k šeimos

{Vα}α∈I tiesioginė suma
⊕
α∈I

Vα sutampa su šios tiesiniu
‘
erdviu

‘
šeimos tiesiogine sandauga.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas akivaizdus.

5. 7. Dabar aptarsime ryši
‘
tarp tiesiniu

‘
erdviu

‘
ǐsoriniu

‘
ir vidiniu

‘
tiesioginiu

‘
sumu

‘
.

Tiesiniu
‘

erdviu
‘

(Vj , k), 1 ≤ j ≤ n, tiesiogine
‘

suma
‘

n⊕
j=1

Vj galime interpretuoti kaip

tiesinės erdvės
n⊕

j=1

Vj tiesiniu
‘
poerdviu

‘

Ṽj =: {(OV1 , OV2 , . . . , OVj−1 , v, OVj+1 , . . . , OVn
) | v ∈ Vj}, 1 ≤ j ≤ n,

tiesiogine
‘
suma

‘
. Be to, tiesinės erdvės Vj , 1 ≤ j ≤ n, yra izomorfinės atitinkamai tiesinės

erdvės
n⊕

j=1

Vj tiesiniams poerdviams Ṽj , 1 ≤ j ≤ n. Atvaizdžiai

[?]fj : Vj → Ṽj , fj(u) = (OV1 , OV2 , . . . , OVj−1 , u,OVj+1 , . . . , OVn), u ∈ Vj , ; 1 ≤ j ≤ n,

yra tiesinės bijekcijos. I
‘
sitikinkite.

Kaip matome, tiesiniu
‘

erdviu
‘

ǐsorine
‘

tiesiogine
‘

suma
‘

galima interpretuoti kaip vidine
‘
.

Dabar i
‘
sitikinsime, kad vidine

‘
tiesiogine

‘
suma

‘
galima interpretuoti kaip ǐsorine

‘
.

Sakykime, kad tiesinės erdvės V tiesiniu
‘
poerdviu

‘
Lj , 1 ≤ j ≤ n, tiesioginė suma yra

L =
n⊕

j=1

Lj . Nagrinėkime tiesiniu
‘
erdviu

‘
Lj , 1 ≤ j ≤ n, ǐsorine

‘
tiesiogine

‘
suma

‘
ir šia

‘
suma

‘

laikinai pažymėkime W =
n∏

j=1

Lj .

Teiginys. Tiesinės erdvės L ir W yra izomorfinės.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime atvaizdi

‘

f : L → W, L 3 l =
n∑

j=1

lj 7→ (l1, l2, . . . , ln) ∈ W.
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I
‘
sitikinsime, kad f yra tiesinė bijekcija.

Kadangi kiekvienas tiesinės erdvės L vektorius l vienareikšmǐskai yra užrašomas tiesiniu
‘

poerdviu
‘
Lj vektoriu

‘
lj , 1 ≤ j ≤ n, suma, tai f yra injektyvus atvaizdis. Kadangi kiekvienam

vektoriu
‘

lj ∈ Lj , 1 ≤ j ≤ n, rinkiniui vektorius
n∑

j=1

lj priklauso L, tai atvaizdis f yra

siurjektyvus. Akivaizdu, kad f yra tiesinis atvaizdis. Vadinasi, f yra tiesinė bijekcija, t. y.
tiesinės erdvės L ir W yra izomorfinės. 4

5. 8. Kaip matome, tarp tiesiniu
‘
erdviu

‘
vidiniu

‘
ir ǐsoriniu

‘
tiesioginiu

‘
sumu

‘
nėra esminio

skirtumo. Pastebėsime, kad ryši
‘
tarp tiesiniu

‘
erdviu

‘
vidiniu

‘
ir ǐsoriniu

‘
tiesioginiu

‘
sumu

‘
ap-

tarėme tik tuo atveju, kai nagrinėjame tik baigtini
‘

tiesiniu
‘

erdviu
‘

skaičiu
‘
. Panašiai būtu

‘
galima i

‘
rodyti, kad esminio skirtumo tarp vidiniu

‘
ir ǐsoriniu

‘
tiesioginiu

‘
sumu

‘
nėra ir tuo

atveju, kai nagrinėjamos tiesiniu
‘

erdviu
‘

šeimu
‘

su begalinėmis indeksu
‘

aibėmis tiesioginės
sumos.

5. 9. Sakykime, (V, k) tiesinė erdvė virš kūno k. Kyla klausimas, ar kiekvienam tiesinės
erdvės (V, k) tiesiniam poerdviui L egzistuoja toks tiesinis poerdvis M , kad tiesinė erdvė
(V, k) būtu

‘
tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L ir M tiesiogine suma: V = L⊕M?

Teorema. Kiekvienam tiesinės erdvės (V, k) tiesiniam poerdviui L egzistuoja bent vienas
toks tiesinis poerdvis M , kad tiesinė erdvė (V, k) yra tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L ir M tiesiogine suma:

V = L⊕M .

I
‘
rodymas. Tiesinio poerdvio M egzistavimui i

‘
rodyti remsimės Corno lema [?]. Visu

‘
tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu

‘
poerdviu

‘
N , turinčiu

‘
savybe

‘
N ∩ L = {OV }, aibe

‘
pažymėkime

X. X i
‘
dėties sa

‘
ryšio ⊂ atžvilgiu yra sutvarkyta aibė. I

‘
sitikinsime, kad sutvarkytoji aibė X

tenkina visas Corno lemos prielaidas.
Tarkime, Y sutvarkytosios aibės (X,⊂) indukuotosios tvarkos atžvilgiu yra tiesǐskai sut-

varkytas poaibis. Taigi Y yra sudarytas ǐs tiesinės erdvės (V, k) tiesiniu
‘
poerdviu

‘
, turinčiu

‘
savybes:

1. (∀N ∈ Y )(N ∩ L = {OV });
2. (∀N1, N2 ∈ Y )((N1 ⊂ N2) ∨ (N2 ⊂ N1)).

I
‘
rodysime, kad Y aprėžta ǐs viršaus. Pažymėkime U =:

⋃
N∈Y

N . Akivaizdu, kad kiekvie-

nam N ∈ Y , N ⊂ U . Jei U ∈ X, tai aibė Y yra aprėžta ǐs viršaus. Lieka i
‘
rodyti, kad U ∈ X,

t. y. lieka i
‘
rodyti, kad U yra tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis ir U ∩ L = {OV }.

Sakykime, v1, v2 ∈ U . Tuomet egzistuoja toks N0 ∈ Y , kad v1, v2 ∈ N0. Kadangi N0

yra tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis, tai bet kuriems α1, α2 ∈ k, α1v1 +α2v2 ∈ N0 ⊂ U .
Taigi U yra tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis.

Dabar i
‘
sitikinsime, kad U ∩ L = {OV }. Tarkime, kad v ∈ U ∩ L, t. y. v ∈ U ir v ∈ L.

Kadangi v ∈ U , tai egzistuoja toks N ′ ∈ Y ⊂ X, kad v ∈ N ′. Vadinasi, v ∈ N ′ ∩ L = {OV },
t. y. v = OV .

Taigi i
‘
rodėme, kad U ∈ X. Remdamiesi Corno lema, gauname, kad sutvarkytoje aibėje

(X,⊂) egzistuoja bent vienas maksimalus elementas M . M turi šias savybes:
1. M ∩ L = {OV };
2. Jei tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis N tenkina sa

‘
lyga

‘
N ∩ L = {OV }, tai

M 6⊂ N .
Teigiame, kad V = L⊕M .
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Tarkime, kad V 6= L⊕M . Vadinasi, egzistuoja toks v ∈ V , kad v /∈ L⊕M . Pažymėkime
M̃ =: M + L(v) (t. y. L(v) = kv). Akivaizdu, kad M ⊂ M̃ ir M 6= M̃ . Vadinasi,
M̃ ∩L 6= {OV }. Jei l 6= OV , l ∈ M̃ ∩L, tai egzistuoja toks α ∈ k ir m ∈ M , kad l = αv + m.
Bet α 6= 0. Priešingu atveju l = m ∈ L ∩ M = {OV }, kas prieštarauja tam, kad l 6= OV .
Vadinasi, αv = l −m ∈ L + M arba v = α−1(l −m) ∈ L + M . Tai prieštarauja vektoriaus v
parinkimui. Taigi V = L⊕M . Teorema i

‘
rodyta. 4

Pastaba. Vėliau i
‘
sitikinsime, kad baigtinės dimensijos tiesinėms erdvėms šios teoremos

i
‘
rodymas visǐskai paprastas. Mes teorema

‘
i
‘
rodėme bendruoju atveju.

Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) tiesinis poerdvis M , tenkinantis sa
‘
lyga

‘
V = L⊕M ,

yra vadinamas tiesiniam poerdviui L papildomuoju poerdviu.

5. 10. Tiesinės erdvės (V, k) tiesiniam poerdviui L papildomu
‘
ju

‘
poerdviu

‘
beveik vi-

suomet egzistuoja ne vienas. Galima i
‘
rodyti labai svarbu

‘
fakta

‘
: jei L ⊕ M1 = L ⊕ M2, tai

tiesiniai poerdviai M1 ir M2 yra izomorfiniai. Tuo tikslu kiekvienam tiesinės erdvės (V, k)
tiesiniam poerdviui L kanoniniu būdu sukonstruosime tiesine

‘
erdve

‘
, izomorfine

‘
kiekvienam

tiesinio poerdvio papildomajam poerdviui.

6. Tiesinės erdvės faktorerdvė pagal tiesini
‘
poerdvi

‘

6. 1. Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, L – tiesinės erdvės V tiesinis poerdvis.
Apibrėžkime tiesinėje erdvėje (V, k) sa

‘
ryši

‘
∼
L
: v1∼

L
v2 tada ir tik tada, kai v1 − v2 ∈ L.

Akivaizdu, kad: bet kuriems v1, v2, v3 ∈ V ,
1. v1∼

L
v1;

2. Jei v1∼
L

v2, tai v2∼
L

v1;

3. Jei v1∼
L

v2, v2∼
L

v3, tai v1∼
L

v3.

Taigi ∼
L

yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis tiesinėje erdvėje (V, k), vadinamas ekvivalentumo

sa
‘
ryšiu pagal tiesini

‘
poerdvi

‘
L. Dažnai vietoje u∼

L
v yra rašoma u ≡ v(modL).

Teiginys. Tiesinės erdvės (V, k) elemento v ekvivalentumo klasė pagal ekvivalentumo
sa

‘
ryši

‘
∼
L

yra v + L = {v + l | l ∈ L}.

I
‘
rodymas. Jei u∼

L
v, tai u−v = l ∈ L, t. y. u = v+ l, l ∈ arba u ∈ v+L. Jei w ∈ v+L,

tai w − v ∈ L, t. y. w∼
L

v. 4

6. 2. Aibės V faktoraibe
‘

pagal ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
∼
L

žymėsime V/L. Apibrėšime

aibės V/L elementu
‘
sudėti

‘
+ ir jos elementu

‘
daugyba

‘
ǐs kūno k elementu

‘
.

Aibės V/L elementu
‘
sudėtis.

Bet kuriu
‘
aibės V/L elementu

‘
v1 + L, v2 + L suma

‘
apibrėžkime taip:

(v1 + L) + (v2 + L) =: v1 + v2 + L.

I
‘
sitikinkite, kad aibės V/L elementu

‘
sudėtis apibrėžta korektǐskai, t. y. , jei v′1 + L = v1 + L,

v′2 + L = v2 + L, tai (v′1 + L) + (v′2 + L) = (v1 + L) + (v2 + L).
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Teiginys. (V/L,+) yra Abelio grupė.

I
‘
rodymas. 1. Akivaizdu, kad sudėtis + aibėje V/L – asociatyvi.

2. L – nulinis (neutralus) elementas sudėties atžvilgiu.
3. Aibės V/L elementui v + L priešingas (simetrinis) elementas yra −v + L.
4. Aibės elementu

‘
V/L sudėtis + komutatyvi.

Aibės V/L elementu
‘
daugyba ǐs kūno k elementu

‘
.

Apibrėžkime aibės V/L elementu
‘
daugyba

‘
ǐs kūno k elementu

‘
taip: kiekvienam α ∈ k ir

kiekvienam v + L ∈ V/L,

(α, v + L) 7→ α(v + L) =: αv + L.

Galite i
‘
sitikinti, kad atvaizdis

k × V/L
·→ V/L, α(v + L) =: αv + L, α ∈ k, v + L ∈ V/L,

apibrėžtas korektǐskai ir tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa
‘
lygas.

Taigi Abelio grupė (V/L,+) yra tiesinė erdvė virš kūno k.

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (V/L, k) yra vadinama tiesinės erdvės V faktorerdve pagal
tiesini

‘
poerdvi

‘
L.

6. 3. Sakykime, (V/L, k) yra tiesinės erdvės V faktorerdvė pagal tiesini
‘

poerdvi
‘

L.
Apibrėžkime atvaizdi

‘
j : V → V/L, j(u) =: u + L, u ∈ V.

I
‘
sitikinsime, kad atvaizdis j yra tiesinis.

Sakykime, α1, α2 ∈ k, u1, u2 ∈ V . Tuomet

j(α1u1 + α2u2) = α1u1 + α2u2 + L = (α1u1 + L) + (α2u2 + L) =

= α1(u1 + L) + α2(u2 + L) = α1j(u1) + α2j(u2).

Apibrėžimas. Sakykime, (V/L, k) yra tiesinės erdvės V faktorerdvė pagal tiesini
‘
po-

erdvi
‘
L. Tiesinis atvaizdis

j : V → V/L, j(u) =: u + L, u ∈ V.

yra vadinamas ǐs tiesinės erdvės i
‘
faktorerdve

‘
kanoniniu atvaizdžiu.

6. 4. Sakykime, (V/L, k) yra tiesinės erdvės V faktorerdvė pagal tiesini
‘

poerdvi
‘

L.
Akivaizdu, kad kanoninio atvaizdžio

j : V → V/L, j(u) =: u + L, u ∈ V

branduolys Ker j yra lygus L.
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Teorema. Sakykime, L yra tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesinis poerdvis, M –
tiesiniam poerdviui L papildomasis poerdvis. Tuomet tiesinės erdvės M ir V/L yra izomor-
finės.

I
‘
rodymas. I

‘
rodysime, kad kanoninio atvaizdžio j : V → V/L siaurinys j

∣∣
M
→ V/L yra

izomorfizmas.
Pirmiausia i

‘
rodysime, kad tiesinis atvaizdis j

∣∣
M

→ V/L yra injektyvus. Tuo tikslu
i
‘
sitikinsime, kad Ker j

∣∣
M

= {OV }. Sakykime, u ∈ Ker j
∣∣
M

, t. y. u ∈ M ir j
∣∣
M

(u) = u+L =
L. Kaip matome, u ∈ M ir u ∈ L. Kadangi M ∩ L = {OV }, tai u = OV .

Lieka i
‘
rodyti, kad tiesinis atvaizdis j

∣∣
M

yra siurjektyvus. Imkime bet kuri
‘
tiesinės erdvės

V/L elementa
‘
v + L, v ∈ V . Kadangi V = L ⊕ M , tai egzistuoja tokie l ∈ L, u ∈ M , kad

v = l + u. Tuomet j
∣∣
M

(u) = u + L = v + L, u ∈ M , nes u− v = l ∈ L. 4

Išvada. Jei tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesiniai poerdviai L, M ir N tenkina
sa

‘
lyga

‘
L⊕M = L⊕N , tai tiesiniai poerdviai M ir N yra izomorfiniai.

I
‘
rodymas. Tiesinė erdvė (L⊕M)/L = (L⊕N)/L yra izomorfinė tiek tiesiniam poerdviui

M , tiek ir tiesiniam poerdviui N . Vadinasi, tiesiniai poerdviai M ir N yra izomrfiniai. 4

7. Tiesinės erdvės bazė, dimensija

7. 1. Šiame skyrelyje nagrinėsime tiesinės erdvės (V, k) tik baigtines vektoriu
‘
šeimas.

Sakykime, (V, k) – tiesinė erdvė virš kūno k, v1, v2, . . ., vn ∈ V , – vektoriu
‘

šeima.
Apibrėžkime tiesini

‘
atvaizdi

‘
f(v1,v2,...,vn) : kn → V,

(α1, α2, . . . , αn) 7→ α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn, αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ n.

1. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vn yra vadinami tiesǐskai
nepriklausomais, jei tiesinis atvaizdis f(v1,v2,...,vn) : kn → V yra injektyvus.

2. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vn, yra vadinami tiesǐskai
nepriklausomais, jei

α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn = O ⇒ α1 = α2 = . . . = αn = 0.

Akivaizdu, kad 1 ir 2 apibrėžimai yra ekvivalentūs.

Išvada. Tiesinės erdvės (V, k) tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

šeimos v1, v2, . . ., vn

netuščio pošeimio vektoriai vj1 , vj2 , . . ., vjs
, – tiesǐskai nepriklausomi.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas gaunamas remiantis 1-uoju ir 2-uoju apibrėžimais.

7. 2. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vn, yra vadinami
tiesǐskai priklausomais, jei egzistuoja tokie α1, α2, . . ., αn ∈ k, kuriu

‘
bent vienas nelygus 0,

kad α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn = O.

Pastaba. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vn, yra tiesǐskai priklausomi, jei jie
nėra tiesǐskai nepriklausomi.
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Pavyzdžiai.

1. Šeima ǐs vieno vektoriaus v ∈ V yra tiesǐskai nepriklausoma tada ir tik tada, kai
v 6= OV .

2. Vektoriai OV , v ∈ V yra tiesǐskai priklausomi, nes 1OV + 0v = OV .

3. Vektoriu
‘
šeima v, v, u1, . . . , us ∈ V , – tiesǐskai priklausoma, nes 1v + (−1)v + 0u1 +

. . . + 0us = OV .

4. Vektoriai (α1, α2), (β1, β2) ∈ k2, k – kūnas, yra tiesǐskai nepriklausomi tada ir tik
tada, kai

det
(

α1 α2

β1 β2

)
=: α1β2 − α2β1 6= 0.

5. Panašiai kaip ir 4-jame pavyzdyje, vektoriai

(α1, α2, α3), (β1, β2, β3), (γ1, γ2, γ3) ∈ k3,

k – kūnas, tiesǐskai nepriklausomi tada ir tik tada, kai

det

 α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

 =:

α1β2γ3 + α2β3γ1 + α3β1γ2 − α1β3γ2 − α2β1γ3 − α3β2γ1 6= 0.

7. 3. Apibrėžimas. Sakoma, kad tiesinės erdvės (V, k) vektorius v yra tiesǐskai
ǐsreǐskiamas vektoriais v1, v2, . . ., vs ∈ V , jei egzistuoja tokie α1, α2, . . ., αs ∈ k, kad
v = α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs.

Teiginys. Jei tiesinės erdvės (V, k) vektorius v yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais v1,
v2, . . ., vs ∈ V , o kiekvienas vj , 1 ≤ j ≤ s, – tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais w1, w2, . . .,
wt ∈ V , tai v yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais w1, w2, . . ., wt.

I
‘
rodymas. Kadangi vektorius v ∈ V yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais v1, v2, . . .,

vs ∈ V , tai egzistuoja tokie α1, α2, . . ., αs ∈ k, kad v =
s∑

i=1

αivi. Kadangi kiekvienas vi,

1 ≤ i ≤ s, – tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais w1, w2, . . ., wt, tai kiekvienam i, 1 ≤ i ≤ s,

egzistuoja tokie βij ∈ k, 1 ≤ j ≤ t, kad vi =
t∑

j=1

βijwj . Vadinasi,

v =
s∑

i=1

αivi =
s∑

i=1

αi

t∑
j=1

βijwj =
t∑

j=1

(
s∑

i=1

αiβij)wj =
t∑

j=1

γjwj ,

γj =
s∑

i=1

αiβij , 1 ≤ j ≤ t. 4
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Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs ir w1, w2, . . ., wt yra

vadinamos ekvivalenčiomis, jei pirmosios vektoriu
‘
šeimos kiekvienas vektorius vi, 1 ≤ i ≤ s,

yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas antrosios vektoriu
‘
šeimos vektoriais wj , 1 ≤ j ≤ t, ir atvirkščiai:

antrosios vektoriu
‘
šeimos kiekvienas vektorius wj , 1 ≤ j ≤ t, yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas pir-

mosios vektoriu
‘
šeimos vektoriais vi, 1 ≤ i ≤ s. Jei tiesinės erdvės (V, k) vektoriu

‘
šeima v1,

v2, . . ., vs ekvivalenti vektoriu
‘
šeimai w1, w2, . . ., wt, tai rašysime

{v1, v2, . . . , vs} ∼ {w1, w2, . . . , wt}.

7. 4. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriu
‘
šeimu

‘
klasėje sa

‘
ryšis ∼ yra refleksyvus, simetrinis,

tranzityvus:
1. Kiekvienai tiesinės erdvės (V, k) vektoriu

‘
šeimai {v1, v2, . . . , vs},

{v1, v2, . . . , vs} ∼ {v1, v2, . . . , vs}.

2. Jei {v1, v2, . . . , vs} ∼ {w1, w2, . . . , wt}, tai {w1, w2, . . . , wt} ∼ {v1, v2, . . . , vs}.
3. Jei {v1, v2, . . . , vs} ∼ {w1, w2, . . . , wt} ir {w1, w2, . . . , wt} ∼ {u1, u2, . . . , ur}, tai

{v1, v2, . . . , vs} ∼ {u1, u2, . . . , ur}.

I
‘
rodysime lema

‘
, turinčia

‘
fundamentalia

‘
reikšme

‘
pagrindžiant tiesinės erdvės dimensijos

sa
‘
voka

‘
.

7. 5. Lema apie pakeitima
‘
. Tarkime, tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vs

tiesǐskai nepriklausomi ir kiekvienas šios šeimos vektorius vi, 1 ≤ i ≤ s, – tiesǐskai ǐsreǐskiamas
vektoriais w1, w2, . . ., wt. Tuomet s ≤ t ir egzistuoja toks vektoriu

‘
šeimos w1, w2, . . ., wt

pošeimis wj1 , wj2 , . . ., wjs , kad jo vektorius pakeite
‘
vektoriais v1, v2, . . ., vs, gauname vektoriu

‘
šeima

‘
, ekvivalenčia

‘
šeimai w1, w2, . . ., wt.

I
‘
rodymas. Lema

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu pagal tiesǐskai nepriklau-

somu
‘
vektoriu

‘
skaičiu

‘
pirmojoje vektoriu

‘
šeimoje.

Pirmas žingsnis. Jei s = 1, tai v1 6= OV ir egzistuoja tokie α1, α2, . . ., αt ∈ k, kad

v1 = α1w1 + α2w2 + . . . + αtwt.

Paprastumo dėlei galime tarti, kad α1 6= 0 (priešingu atveju galima pernumeruoti vektoriu
‘

šeimos vektorius w1, w2, . . ., wt taip, kad koeficientas būtu
‘
nelygus 0 prie pirmojo vektoriaus).

Tuomet
w1 = α−1

1 v1 − α−1
1 α2w2 − . . .− α−1

1 αtwt.

Pakeite
‘

vektoriu
‘

w1 vektoriumi v1, gauname vektoriu
‘

šeima
‘

v1, w2, . . ., wt, ekvivalenčia
‘

šeimai w1, w2, . . ., wt.
Antrasis žingsnis (indukcinė prielaida). Tarkime, kad lemos teiginys teisingas tuo atveju,

kai pirmoji vektoriu
‘

šeima yra sudaryta ne daugiau kaip ǐs s − 1 tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
.

Trečiasis žingsnis. Tarkime, tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vs – tiesǐskai
nepriklausomi ir kiekvienas šios šeimos vektorius vi, 1 ≤ i ≤ s, yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas
vektoriais w1, w2, . . ., wt. Pastebėsime, kad vektoriai v1, v2, . . ., vs−1 yra tiesǐskai nepriklau-
somi. Remdamiesi indukcine prielaida, galime tvirtinti, kad egzistuoja toks vektoriu

‘
šeimos
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w1, w2, . . ., wt pošeimis wj1 , wj2 , . . ., wjs−1 , kad jo vektorius pakeite
‘
vektoriais v1, v2, . . .,

vs−1, gauname vektoriu
‘
šeima

‘
, ekvivalenčia

‘
šeimai w1, w2, . . ., wt. Paprastumo dėlei galime

tarti, kad vektoriais v1, v2, . . ., vs−1 pakeitėme pirmuosius s− 1 vektorius w1, w2, . . ., ws−1.
Taigi

{v1, v2, . . . , vs−1, ws, . . . , wt} ∼ {w1, w2, . . . , wt}.

Kadangi vs yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais w1, w2, . . ., wt, tai jis yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas
ir ekvivalenčios vektoriu

‘
šeimos vektoriais v1, v2, . . ., vs−1, ws, . . ., wt. Iš čia matome, kad

t ≥ s. Taipogi egzistuoja tokie αi ∈ k, βj ∈ k, 1 ≤ i ≤ s− 1, s ≤ j ≤ t, kad

vs = α1v1 + α2v2 + . . . + αs−1vs−1 + βsws + . . . + βtwt.

Bent vienas ǐs koeficientu
‘

βj ∈ k, s ≤ j ≤ t, nelygus nuliniam elementui 0, nes priešingu
atveju vektoriai v1, v2, . . ., vs būtu

‘
tiesǐskai priklausomi. Paprastumo dėlei sakykime, kad

βs 6= 0. Tuomet

ws = β−1
s vs − β−1

s α1v1 − . . .− β−1
s αs−1vs−1 − β−1

s βs+1ws+1 − . . .− β−1
s βtwt.

Dabar akivaizdu, kad

{v1, v2, . . . , vs, ws+1, . . . , wt} ∼ {v1, v2, . . . , vs−1, ws, . . . , wt},

{v1, v2, . . . , vs−1, ws, . . . , wt} ∼ {w1, w2, . . . , ws, ws+1, . . . , wt}.

Taigi
{v1, v2, . . . , vs, ws+1, . . . , wt} ∼ {w1, w2, . . . , ws, ws+1, . . . , wt}.4

Išvada. Jei v1, v2, . . ., vs ir w1, w2, . . ., wt yra ekvivalenčios tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
šeimos, tai s = t.

I
‘
rodymas. Remdamiesi lema apie pakeitima

‘
, gauname s ≤ t ir t ≤ s. Vadinasi, s = t.

7. 6. Teiginys. Jei tiesinės erdvės (V, k) vektoriai v1, v2, . . ., vs yra tiesǐskai neprik-
lausomi, o v, v1, v2, . . ., vs – tiesǐskai priklausomi, tai vektorius v vienareikšmǐskai yra
ǐsreǐskiamas vektoriais v1, v2, . . ., vs.

I
‘
rodymas. Kadangi v, v1, v2, . . ., vs yra tiesǐskai priklausomi, tai egzistuoja tokie α ∈ k,

βj ∈ k, 1 ≤ j ≤ s, kuriu
‘
bent vienas nelygus nuliniam elementui 0, kad

αv + β1v1 + . . . + βsvs = OV .

Pastebėsime, kad α 6= 0, nes priešingu atveju vektoriai v1, v2, . . ., vs būtu
‘
tiesǐskai priklau-

somi. Taigi
v = −α−1β1v1 − . . .− α−1βsvs.

Kaip matome, vektorius v yra ǐsreǐskiamas vektoriais v1, v2, . . ., vs. Sakykime, kad

v = α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs, v = α′
1v1 + α′

2v2 + . . . + α′
svs,
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αj , α
′
j ∈ k, 1 ≤ j ≤ s. Iš pirmosios lygybės atėme

‘
antra

‘
ja

‘
, gauname:

(α1 − α′
1)v1 + (α2 − α′

2)v2 + . . . + (αs − α′
s)vs = OV .

Kadangi vektoriai v1, v2, . . ., vs yra tiesǐskai nepriklausomi, tai α1 − α′
1 = α2 − α′

2 = . . . =
αs − α′

s = 0, t. y. α1 = α′
1, α2 = α′

2, . . ., αs = α′
s. 4

7. 7. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs pošeimis vj1 ,

vj2 , . . ., vjr yra vadinamas maksimaliu tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
pošeimiu, jei

1. vj1 , vj2 , . . ., vjr – tiesǐskai nepriklausomi vektoriai;
2. Kiekvienam vektoriui vi, 1 ≤ i ≤ s, vektoriai vi, vj1 , vj2 , . . ., vjr

– tiesǐskai
priklausomi.

Išvada. Jei vj1 , vj2 , . . ., vjr yra tiesinės erdvės (V, k) vektoriu
‘

šeimos v1, v2, . . ., vs

maksimalus tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

pošeimis, tai kiekvienas šeimos vektorius vj ,
1 ≤ j ≤ s, yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vienareikšmǐskai pošeimio vektoriais vjm

, 1 ≤ m ≤ r.

I
‘
rodymas. Išvados teiginio i

‘
rodymas gaunamas remiantis maksimalaus tiesǐskai nepri-

klausomu
‘
vektoriu

‘
pošeimio apibrėžimo 2-a

‘
ja sa

‘
lyga ir prieš tai i

‘
rodytu teiginiu. 4

7. 8. Teorema. Bet kurie tiesinės erdvės (V, k) baigtinės vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs

maksimalūs tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
pošeimiai turi viena

‘
ir ta

‘
pati

‘
vektoriu

‘
skaičiu

‘
.

I
‘
rodymas. Sakykime, vj1 , vj2 , . . ., vjr ir vi1 , vi2 , . . ., vit yra tiesinės erdvės (V, k)

vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs maksimalūs tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pošeimiai. Tuomet

{vj1 , vj2 , . . . , vjr
} ∼ {vi1 , vi2 , . . . , vit

},

nes, remiantis ǐsvada (žr.[7. 7.]), kiekvienas vektorius vjm , 1 ≤ m ≤ r, tiesǐskai yra ǐsreǐs-
kiamas vektoriais vil

, 1 ≤ l ≤ t ir atvirkščiai. Remdamiesi ǐsvada ǐs lemos apie pakeitima
‘
,

gauname, kad r = t. 4

7. 9. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) baigtinės vektoriu
‘

šeimos v1, v2, . . .,
vs vektoriu

‘
skaičius maksimaliame tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pošeimyje yra vadina-

mas vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs rangu. Vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . ., vs, ranga

‘
žymėsime

rg{v1, v2, . . . , vs} arba rg{vj}s
j=1.

Taigi, jei tiesinės erdvės (V, k) baigtinės vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs rangas yra lygus r,

tai egzistuoja šios vektoriu
‘
šeimos bent vienas maksimalus tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pošeimis, turintis r vektoriu

‘
. Visi kiti maksimalūs tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pošeimiai

( jei jie tik egzistuoja) turi taip pat r vektoriu
‘
.

Teiginys. Jei tiesinės erdvės (V, k) baigtinės vektoriu
‘
šeimos

{v1, v2, . . . , vs} ir {w1, w2, . . . , wt}

yra ekvivalenčios, tai
rg{v1, v2, . . . , vs} = rg{w1, w2, . . . , wt}.

I
‘
rodymas. Šio svarbaus teiginio i

‘
rodymas paliekamas skaitytojui.
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Pavyzdžiai.

1. rg{OV } = 0 (OV – tiesinės erdvės (V, k) nulinis vektorius).

2. rg{v, v} = 1, jei v 6= OV (v – tiesinės erdvės (V, k) vektorius).

3. rg{v, v, . . . , v︸ ︷︷ ︸
n

} = 1, jei v 6= OV (v – tiesinės erdvės (V, k) vektorius).

4. Sakykime, k – kūnas, δij – Kronekerio simbolis, apibrėžiamas taip:

δij =
{

1, jei i = j,
0, jei i 6= j

.

Tegu
ej = (δj1, δj2, . . . , δjn) ∈ kn, 1 ≤ j ≤ n.

Tuomet kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n, rg{e1, e2, . . . , ej} = j.

7. 10. Svarbi prielaida. Dabar padarysime svarbia
‘
prielaida

‘
apie tiesines erdves virš

kūno k.
Tarkime, kad tiesinėje erdvėje (V, k) virš kūno k egzistuoja bent viena tokia baigtinė

vektoriu
‘
šeima v1, v2, . . ., vs, kad šiu

‘
vektoriu

‘
tiesinis apvalkalas L(v1, v2, . . . , vs) virš kūno

k sutampa su tiesine erdve (V, k).

Sakykime, v1, v2, . . ., vs – tokia tiesinės erdvės (V, k) vektoriu
‘
šeima, kad

V = L(v1, v2, . . . , vs).

Išrinkime vektoriu
‘
šeimos v1, v2, . . ., vs maksimalu

‘
tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
pošeimi

‘
vj1 , vj2 , . . ., vjr

. Tuomet V = L(v1, v2, . . . , vs) = L(vj1 , vj2 , . . . , vjr
). Tiesinės erdvės (V, k)

vektoriai vj1 , vj2 , . . ., vjr , turi savybes:
1. Vektoriai vj1 , vj2 , . . ., vjr , – tiesǐskai nepriklausomi;
2. Kiekvienam tiesinės erdvės (V, k) vektoriui v, vektoriu

‘
šeima v, vj1 , vj2 , . . ., vjr

, –
tiesǐskai priklausoma.

Antra
‘
ja

‘
savybe

‘
galima suformuluoti ir taip:

2’. Kiekvienas tiesinės erdvės (V, k) vektorius v vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas vek-
toriais vj1 , vj2 , . . ., vjr .

Kitais žodžiais tariant, vj1 , vj2 , . . ., vjr
, yra maksimali tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
šeima tiesinėje erdvėje (V, k).

Teiginys. Jei {v1, v2, . . . , vr} ir {w1, w2, . . . , wt} yra maksimalios tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
šeimos tiesinėje erdvėje (V, k), tai jos yra ekvivalenčios ir r = t.

I
‘
rodymas. Kadangi kiekvienas pirmos šeimos vektorius tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas antros

šeimos vektoriais ir atvirkščiai, tai teiginyje nurodytos vektoriu
‘

šeimos yra ekvivalenčios.
Kadangi kiekviena vektoriu

‘
šeima yra sudaryta ǐs tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
, tai, rem-

damiesi ǐsvada ǐs lemos apie pakeitima
‘
, gauname, kad r = t. 4
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7. 11. Apibrėžimas. Bet kuri tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k maksimali tiesǐskai
nepriklausomu

‘
vektoriu

‘
šeima v1, v2, . . ., vn yra vadinama tiesinės erdvės (V, k) baze.

7. 12. Apibrėžimas. Tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k kurios nors bazės vektoriu
‘

skaičius yra vadinamas tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k dimensija. Tiesinės erdvės (V, k)
virš kūno k dimensija yra žymima dimk V .

Apibrėžimas. Sakykime, tiesinės erdvės (V, k) vektorius v yra užrašytas šios tiesinės
erdvės bazės vektoriais v1, v2, . . ., vn:

v = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn, αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ n.

Kūno k elementai αj , 1 ≤ j ≤ n, yra vadinami vektoriaus v ∈ V koordinatėmis tiesinės
erdvės V bazėje v1, v2, . . ., vn.

Teorema. n-matė tiesinė erdvė (V, k) virš kūno k yra izomorfinė tiesiniai erdvei kn.

I
‘
rodymas. Išsirinkime n-matės tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k baze

‘
v1, v2, . . ., vn.

Kiekvienas tiesinės erdvės (V, k) vektorius v vienarekšmǐskai yra ǐsreǐskiamas bazės vektoriais,
t. y.

(∀v)(v ∈ V )(∃!α1, α2, . . . , αn ∈ k)(v = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn).

Galime apibrėžti atvaizdi
‘
:

f : V → kn, V 3 v = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn 7→ (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn.

I
‘
sitikinsime, kad šis atvaizdis yra tiesinė bijekcija.

Sakykime, v, v′ ∈ V ir

v =
n∑

j=1

αjvj , v′ =
n∑

j=1

α′
jvj .

Tuomet bet kuriems λ, µ ∈ k,

f(λv + µv′) = f(λ
n∑

j=1

αjvj + µ
n∑

j=1

α′
jvj) = f(

n∑
j=1

(λαj + µα′
j)vj) =

= (λα1 + µα′
1, λα2 + µα′

2, . . . , λαn + µα′
n) =

= λ(α1, α2, . . . , αn) + µ(α′
1, α

′
2, . . . , α

′
n) = λf(v) + µf(v′).

Akivaizdu, kad f yra bijekcija. 4

Teiginys. Sakykime, L – tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesinis poerdvis. Tuomet
1. dimk L ≤ dimk V ;
2. Bet kuria

‘
tiesinio poerdvio L baze

‘
galima papildyti vektoriais iki tiesinės erdvės V

bazės.

I
‘
rodymas. 1. Sakykime, v1, v2, . . ., vn yra tiesinės erdvės V bazė. Jei u1, u2, . . .,

ur ∈ L yra tiesǐskai nepriklausomi, tai, remiantis lema apie pakeitima
‘
, r ≤ n (pastebėsime,

kad kiekvienas vektorius uj , 1 ≤ j ≤ r, tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas tiesinės erdvės V bazės
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vektoriais v1, v2, . . ., vn). Taigi tiesinio poerdvio L bazė negali turėti daugiau vektoriu
‘
negu

tiesinės erdvės V bazė, t. y. dimk L ≤ dimk V .
2. Sakykime, u1, u2, . . ., ur ∈ L yra tiesinio poerdvio bazė, o v1, v2, . . ., vn yra tiesinės

erdvės V bazė. Tuomet remdamiesi lema apie pakeitima
‘
, gauname: egzistuoja toks bazės

v1, v2, . . ., vn pošeimis vj1 , vj2 , . . ., vjr , kurio vektorius pakeite
‘
vektoriais u1, u2, . . ., ur,

gauname vektoriu
‘
šeima

‘
, ekvivalenčia

‘
bazei v1, v2, . . ., vn, t. y. nauja

‘
baze

‘
, kuriai priklauso

vektoriai u1, u2, . . ., ur. 4

Pastaba. Jei L – tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesinis poerdvis, u1, u2, . . ., ur ∈ L –
tiesinio poerdvio L bazė, u1, u2, . . ., ur, vr+1, vr+2, . . ., vn – tiesinės erdvės V bazė. Tuomet
V = L⊕ L(vr+1, v2, . . . , vn).

Pavyzdžiai ir pratimai.

1. Sakykime, kad k – kūnas, kn – tiesinė erdvė virš kūno k, δij – Kronekerio simbolis.
Vektoriai

ej = (δj1, δj2, . . . , δjn) ∈ kn, 1 ≤ j ≤ n.

yra tiesǐskai nepriklausomi. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei α1e1 + α2e2 + . . . + αnen = O, t. y.

(α1, α2, . . . , αn) = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

),

tai α1 = α2 = . . . = αn = 0. Tuo tarpu kiekvienam v = (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn, vektoriai v,
e1, . . . , en, – tiesǐskai priklausomi. Iš tikru

‘
ju

‘
, galime parašyti lygybe

‘
:

1v − α1e1 − α2e2 − . . .− αnen = (α1 − α1, α2 − α2, . . . , αn − αn) = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

),

kurioje, kaip matome, ne visi koeficientai 1, α1, . . . , αn, yra lygūs kūno k nuliniam elementui
0.

Vadinasi, e1, e2, . . . , en, yra tiesinės erdvės kn bazė. Taigi dimk kn = n (pagri
‘
stai šia

‘
tiesine

‘
erdve

‘
žymime kn)!

2. Sakykime, v1, v2, . . ., vs yra tiesinės erdvės (V, k) vektoriai, L(v1, v2, . . . , vs) – šiu
‘

vektoriu
‘
tiesinis apvalkalas (t. y. L(v1, v2, . . . , vs) = {α1v1 + . . . + αsvs | α1, . . . , αs ∈ k}.

I
‘
sitikinkite, kad

dimk L(v1, v2, . . . , vs) = rg{v1, v2, . . . , vs}.

3. Tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k vektoriai v1, v2, . . ., vs, yra tiesǐskai nepriklausomi
tada ir tik tada, kai kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ s, vj /∈ L(v1, . . . , vj−1). I

‘
rodykite.

4. Sakykime, k – baigtinis kūnas, turintis q elementu
‘
, kn – tiesinė erdvė virš kūno k.

Kiek tiesinėje erdvėje kn yra skirtingu
‘
vektoriu

‘
šeimu

‘
v1, v2, . . ., vr, sudarytu

‘
ǐs r tiesǐskai

nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
? a) Sutarkime, kad dvi vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . ., vr ir u1, u2, . . .,

us nėra skirtingos tada ir tik tada, kai r = s ir v1 = u1, v2 = u2, . . ., vr = ur. b) Sutarkime,
kad dvi vektoriu

‘
šeimos v1, v2, . . ., vr ir u1, u2, . . ., ur yra skirtingos tada ir tik tada, kai jos

skiriasi bent vienu vektoriumi.
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Atsakymas: a) (qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qr−1), b) (qn−1)(qn−q)...(qn−qr−1)
r! .

5. Sakykime, k – baigtinis kūnas, turintis q elementu
‘
, kn – tiesinė erdvė virš kūno k.

Kiek yra skirtingu
‘
dimensijos r virš kūno k tiesinės erdvės kn tiesiniu

‘
poerdviu

‘
?

7. 13. Teorema. Sakykime, L1 ir L2 – tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesiniai
poerdviai. Tuomet

dimk(L1 + L2) + dimk(L1 ∩ L2) = dimk L1 + dimk L2.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad u1, u2, . . ., ut, – tiesinio poerdvio L1 ∩ L2 bazė, u1, u2, . . .,

ut, v1, v2, . . ., vs, – tiesinio poerdvio L1 bazė, o u1, u2, . . ., ut, w1, w2, . . ., wr, – tiesinio
poerdvio L2 bazė [?]. I

‘
sitikinsime, kad u1, u2, . . ., ut, v1, v2, . . ., vs, w1, w2, . . ., wr, yra tiesinio

poerdvio L1 + L2 bazė. Tuo tikslu i
‘
rodysime, kad šie vektoriai yra tiesǐskai nepriklausomi ir

kiekvienas tiesinio poerdvio L1 +L2 vektorius tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas nurodytais vektoriais.
Sakykime, kad

α1u1 + . . . + αtut + β1v1 + . . . + βsvs + γ1w1 + . . . + γrwr = OV .

Tuomet

α1u1 + . . . + αtut + β1v1 + . . . + βsvs = −γ1w1 − . . .− γrwr ∈ L1 ∩ L2.

Vadinasi, β1 = β2 = . . . = βs = 0 ir γ1 = γ2 = . . . = γr = 0, nes kiekvienas tiesinio poerdvio
L1 ∩ L2 vektorius vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas šio poerdvio bazės vektoriais. Tuomet
gauname, kad α1u1 + . . . + αtut = OV . Kadangi vektoriai u1, u2, . . ., ut, sudaro tiesinio
poerdvio L1 ∩ L2 baze

‘
, tai α1 = . . . = αt = 0.

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienas tiesinio poerdvio L1+L2 vektorius tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas

vektoriais u1, u2, . . ., ut, v1, v2, . . ., vs, w1, w2, . . ., wr. Pastebėsime, kad tiesinio poerd-
vio L1 + L2 kiekvienas vektorius v yra užrašomas dvieju

‘
vektoriu

‘
l1 ∈ L1 ir l2 ∈ L2 suma.

Kiekvienas tiesinio poerdvio L1 vektorius tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas šio poerdvio bazės vekto-
riais u1, u2, . . ., ut, v1, v2, . . ., vs, o kiekvienas tiesinio poerdvio L2 vektorius tiesǐskai yra
ǐsreǐskiamas L2 bazės vektoriais u1, u2, . . ., ut, w1, w2, . . ., wr. Taigi kiekvienas tiesinio po-
erdvio L1 +L2 vektorius tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais u1, u2, . . ., ut, v1, v2, . . ., vs, w1, w2,
. . ., wr. Dabar galime parašyti lygybes: dimk L1 ∩ L2 = t, dimk L1 = t + s, dimk L2 = t + r,
dimk(L1 + L2) = t + s + r. Vadinasi,

dimk(L1 + L2) + dimk(L1 ∩ L2) = dimk L1 + dimk L2. 4

Išvada. Tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesiniu
‘
poerdviu

‘
L1 ir L2 suma L1 + L2 yra

tiesioginė tada ir tik tada, kai dimk(L1 + L2) = dimk L1 + dimk L2.

Pratimas. I
‘
rodykite, kad tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesiniu

‘
poerdviu

‘
L1, L2,

. . ., Lr suma L1 +L2 + . . .+Lr yra tiesioginė tada ir tik tada, kai dimk(L1 +L2 + . . .+Lr) =
dimk L1 + dimk L2 + . . . + Lr.
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7. 14. Teorema. Sakykime, L – tiesinės erdvės (V, k) virš kūno k tiesinis poerdvis.
Tuomet dimk L + dimk V/L = dimk V .

I
‘
rodymas. Išsirinkime tiesinio poerdvio L baze

‘
u1, u2, . . ., ur. Papildykime šia

‘
tiesinio

poerdvio baze
‘
iki tiesinės erdvės V bazės u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . ., vs. Teigiame, kad v1 +L,

v2 + L, . . ., vs + L tiesinės erdvės V/L bazė.
Sakykime, kad

α1(v1 + L) + α2(v2 + L) + . . . + αs(vs + L) = L,

α1, α2, . . ., αs ∈ k. Pertvarke
‘
šia

‘
lygybe

‘
, gauname:

α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + L = L,

t. y. α1v1+α2v2+. . .+αsvs ∈ L. Vadinasi, vektorius α1v1+α2v2+. . .+αsvs yra ǐsreǐskiamas
tiesinio poerdvio L bazės vektoriais: egzistuoja tokie β1, β2, . . ., βr ∈ k, kad

α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs = β1u1 + β2u2 + . . . + βrur.

Kadangi vektoriai u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . ., vs, yra tiesinės erdvės V bazė, tai α1 = α2 =
. . . = αs == β1 = β2 = . . . = βr = 0. Taigi tiesinės erdvės V/L vektoriai v1 + L, v2 + L, . . .,
vs + L yra tiesǐskai nepriklausomi.

Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienas tiesinės erdvės V/L vektorius v + L, v ∈ V , yra tiesǐskai

ǐsreǐskiamas vektoriais v1 + L, v2 + L, . . ., vs + L. Tuo tikslu tiesinės erdvės V vektoriu
‘
v

užrašykime šio erdvės bazės u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . ., vs vektoriais: egzistuoja tokie α1, α2,
. . ., αs ∈ k, β1, β2, . . ., βr ∈ k, kad

v = α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + β1u1 + β2u2 + . . . + βrur.

Vadinasi,

v + L = α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + β1u1 + β2u2 + . . . + βrur + L =

= α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + L = α1(v1 + L) + α2(v2 + L) + . . . + αs(vs + L). 4

Dabar i
‘
rodysime bendresne

‘
teorema

‘
.

7. 15. Teorema. Sakykime, (V, k) ir (W,k) – tiesinės erdvės, f : V → W – tiesinis
atvaizdis. Tuomet dimk Ker f + dimk Imf = dimk V .

I
‘
rodymas. Sakykime, w1, w2, . . ., ws, – tiesinio poerdvio Imf ⊂ W bazė, o u1, u2,

. . ., ur, – tiesinio poerdvio Ker f bazė. Egzistuoja tokie vektoriai v1, v2, . . ., vs ∈ V , kad
f(v1) = w1, f(v2) = w2, . . ., f(vs) = ws. Teigiame, kad vektoriai u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . .,
vs ∈ V , yra tiesinės erdvės V bazė. Pirmiausia i

‘
sitikinsime, kad šie vektoriai yra tiesǐskai

nepriklausomi.
Sakykime, kad

α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + β1u1 + β2u2 + . . . + βrur = OV .
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Tuomet

f(α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + β1u1 + β2u2 + . . . + βrur) = f(OV ) = OW , t.y.

α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αsf(vs) + β1f(u1) + β2f(u2) + . . . + βrf(ur) =

= α1w1 + α2w2 + . . . + αsws = OW .

Kadangi vektoriai w1, w2, . . ., ws, yra tiesinio poerdvio Imf ⊂ W bazė, tai α1 = α2 = . . . =
αs = 0. Vadinasi, β1u1 + β2u2 + . . . + βrur = OV . Kadangi vektoriai u1, u2, . . ., ur, yra
tiesinio poerdvio Ker f bazė, tai ir β1 = β2 = . . . = βr = 0. I

‘
rodėme, kad vektoriai u1, u2,

. . ., ur, v1, v2, . . ., vs ∈ V , yra tiesǐskai nepriklausomi.
Lieka i

‘
sitikinti, kad kiekvienas tiesinės erdvės V vektorius yra tiesǐskai ǐsreǐskiamas vek-

toriais u1, u2, . . ., ur, v1, v2, . . ., vs ∈ V . Sakykime, v ∈ V . Vektorius f(v) ∈ Imf yra
tiesǐskai ǐsreǐskiamas vektoriais w1, w2, . . ., ws: egzistuoja tokie αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ s, kad

f(v) = α1w1 + α2w2 + . . . + αsws.

Šia
‘
lygybe

‘
galime perrašyti taip:

f(v) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αsf(vs),

arba
f(v − α1v1 − α2v2 − . . .− αsvs) = OW .

Kadangi vektorius v − α1v1 − α2v2 − . . . − αsvs priklauso tiesinio atvaizdžio f branduoliui
Ker f , tai šis vektorius yra ǐsreǐskiamas tiesinio poerdvio Ker f vektoriais: egzistuoja tokie
β1, β2, . . ., βr ∈ k, kad

v − α1v1 − α2v2 − . . .− αsvs = β1u1 + β2u2 + . . . + βrur.

Kaip matome,

v = α1v1 + α2v2 + . . . + αsvs + β1u1 + β2u2 + . . . + βrur.

Kadangi dimk Ker f = r, dimk Imf = s, dimk V = r + s, tai teoremos i
‘
rodymas baigtas. 4

Apibrėžimas. Sakykime, (V, k) ir (W,k) – tiesinės erdvės, f : V → W – tiesinis
atvaizdis. Tiesinio atvaizdžio f vaizdo Imf dimensija virš kūno k dimk Imf yra vadinama
tiesinio atvaizdžio f rangu ir žymima rgf , o dimk Ker f yra vadinama tiesinio atvaizdžio f
defektu ir žymima deff .

Pratimas. Sakykime, (V, k) ir (W,k) – tiesinės erdvės, f : V → W – tiesinis atvaizdis,
v1, v2, . . ., vn – tiesinės erdvės bazė. I

‘
rodykite, kad rgf = rg{f(v1), f(v2), . . . , f(vn)}.

8. Tiesinio atvaizdžio matrica

8. 1. Tarkime, (V, k) ir (W,k) tiesinės erdvės virš kūno k, v1, v2, . . ., vn, – tiesinės erdvės
V bazė. Jei f , g ∈ Homk(V,W ) tokie tiesiniai atvaizdžiai, kad f(vj) = g(vj), 1 ≤ j ≤ n,
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tai kiekvienam v ∈ V , f(v) = g(v). Kitaip tariant, jei tiesiniu
‘
atvaizdžiu

‘
f ir g reikšmės yra

lygios kokios nors bazės vektoriuose, tai tie tiesiniai atvaizdžiai yra lygūs. Iš tikru
‘
ju

‘
, kadangi

kiekvienas vektorius v ∈ V vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas bazės vektoriais v1, v2, . . ., vn:

v = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn, αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ n,

tai
f(v) = f(α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αnf(vn) =

= α1g(v1) + α2g(v2) + . . . + αng(vn) = g(α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn) = g(v).

Vadinasi, norint nusakyti tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → W , pakanka nurodyti tiesinės erdvės

V kokios nors bazės vektoriu
‘
v1, v2, . . ., vn vaizdus f(v1), f(v2), . . ., f(vn) ∈ W . Tuomet bet

kurio vektoriaus v =
n∑

j=1

αjvj ∈ V vaizdas apibrėžiamas vienareikšmǐskai: f(v) =
n∑

j=1

αjf(vj).

Sakykime, (V, k) ir (W,k) tiesinės erdvės virš kūno k, f : V → W , – tiesinis atvaizdis,
v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr, – atitinkamai tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazės. Tiesinės erdvės

V bazės vektoriu
‘
v1, v2, . . ., vn vaizdus f(v1), f(v2), . . ., (vn) užraše

‘
tiesinės erdvės W bazės

vektoriais w1, w2, . . ., wr, gauname:

f(v1) = α11w1 + α12w2 + . . . + α1rwr

f(v2) = α21w1 + α22w2 + . . . + α2rwr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(vn) = αn1w1 + αn2w2 + . . . + αnrwr

.

Taigi kiekvienam tiesiniam atvaizdžiui f : V → W , ǐsrinke
‘
tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazes v1,

v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr, galime priskirti bazės vektoriu
‘
vj , 1 ≤ j ≤ n, vaizdu

‘
f(vj),

1 ≤ j ≤ n, koordinačiu
‘
tiesinės erdvės W bazėje w1, w2, . . ., wr lentele

‘
:

α11 α12 . . . α1r

α21 α22 . . . α2r

. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnr

 ,

αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r. Tokia lentelė yra vadinama matrica ir dažniausiai žymima
(αij)

n,r
i,j=1 arba ||αij ||n,r

i,j=1.
Ir atvirkščiai, turėdami matrica

‘
(αij)

n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, galime

vienareikšmǐskai apibrėžti tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → W . Pirmiausia sudarome vektorius uj =

αj1w1 + αj2w2 + . . . + αjrwr, 1 ≤ j ≤ n, o po to nurodome ieškomo tiesinio atvaizdžio f
reikšmes tiesinės erdvės V bazės vektoriuose vj , 1 ≤ j ≤ n: f(vj) = αj1w1 + αj2w2 + . . . +
αjrwr, 1 ≤ j ≤ n. Kaip žinome, tiesiniam atvaizdžiui f : V → W apibrėžti, pakanka nurodyti
tiesinės erdvės V bazės vektoriu

‘
vaizdus.

8. 2. Sakykime, (V, k) ir (W,k) tiesinės erdvės virš kūno k, v1, v2, . . ., vn ir w1, w2,
. . ., wr, – atitinkamai tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazės. Tuomet, kaip matome, egzistuoja abipus

vienareikšmė atitinkamybė tarp tiesiniu
‘
atvaizdžiu

‘
f : V → W ir matricu

‘
(αij)

n,r
i,j=1, αij ∈ k,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r. I
‘
tiesinio atvaizdžio f : V → W matrica

‘
(αij)

n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n,
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1 ≤ j ≤ r, esant fiksuotoms tiesiniu
‘
erdviu

‘
V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr,

galima žiūrėti kaip i
‘
vektoriaus f ∈ Homk(V,W ) koordinates (priminsime, kad Homk(V,W )

yra tiesinė erdvė virš kūno k). Pažymėkime fij ∈ Homk(V,W ) tiesini
‘

atvaizdi
‘
, apibrėžta

‘
taip:

fij(α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn) = αiwj , αi ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r.

I
‘
sitikinsime, kad vektoriai fij ∈ Homk(V,W ), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, sudaro tiesinės erdvės

Homk(V,W ) baze
‘
.

Teiginys. Vektoriai fij ∈ Homk(V,W ), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, yra tiesǐskai nepriklau-
somi.

I
‘
rodymas. Sakykime,

n∑
i=1

r∑
j=1

αijfij = OV,W (OV,W : V → W – nulinis tiesinis at-

vaizdis). Tuomet kiekvienam vm, 1 ≤ m ≤ n,
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij(vm) =
r∑

j=1

αmjwj = OW .

Kadangi vektoriai wj , 1 ≤ j ≤ r, sudaro tiesinės erdvės W baze
‘
, tai bet kuriems m, j,

1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, αmj = 0. 4

Teiginys. Sakykime, f : V → W – tiesinis atvaizdis, kuri
‘
atitinka matrica (αij)

n,r
i,j=1,

αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, esant fiksuotoms tiesiniu
‘
erdviu

‘
V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn

ir w1, w2, . . ., wr. Tuomet f =
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij .

I
‘
rodymas. Norint i

‘
sitikinti tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
f ir

n∑
i=1

r∑
j=1

αijfij lygybe, pakanka i
‘
si-

tikinti, kad tiesinės erdvės V bazės vektoriuose v1, v2, . . ., vn šiu
‘

atvaizdžiu
‘

reikšmės yra
lygios.

Tiesinis atvaizdis f vektoriui vm priskiria vektoriu
‘
f(vm) =

r∑
j=1

αmjwj , 1 ≤ m ≤ n.

Tiesinis atvaizdis
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij vektoriui vm priskiria vektoriu
‘

(
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij)(vm) =
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij(vm) =

=
n∑

i=1

r∑
j=1

αijδimwj =
r∑

j=1

αmjwj , 1 ≤ m ≤ n,

čia δmj – Kronekerio simbolis:

δmj =
{

1, jei m = j
0, jei m 6= j

.

Kaip matome, f =
n∑

i=1

r∑
j=1

αijfij . 4
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Išvada. dimk Homk(V,W ) = dimk V dimk W .

I
‘
rodymas. Kadangi tiesiniai atvaizdžiai fij ∈ Homk(V,W ), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r,

sudaro tiesinės erdvės Homk(V,W ) baze
‘
, tai dimk Homk(V,W ) = nr = dimk V dimk W .

9. Veiksmai su tiesimiais atvaizdžiais

9. 1. Tarkime, esant fiksuotoms tiesiniu
‘
erdviu

‘
V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2,

. . ., wr, tiesinius atvaizdžius f, g, f + g ∈ Homk(V,W ) atitinka matricos (αij)
n,r
i,j=1, (βij)

n,r
i,j=1

ir (γij)
n,r
i,j=1, αij , βij , γij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r. I

‘
sitikinsime, kad

(γij)
n,r
i,j=1 = (αij + βij)

n,r
i,j=1.

Užrašykime lygybes:

f(vi) =
r∑

j=1

αijwj , 1 ≤ i ≤ n,

g(vi) =
r∑

j=1

βijwj , 1 ≤ i ≤ n,

(f + g)(vi) =
r∑

j=1

γijwj , 1 ≤ i ≤ n.

Kadangi (f + g)(vi) = f(vi)+ g(vi), 1 ≤ i ≤ n, tai γij = αij +βij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r. Taip
ir turėjo būti: bet kurioje tiesinės erdvės Homk(V,W ) bazėje vektoriu

‘
f ir g sumos f + g

koordinatės yra lygios vektoriu
‘
f ir g koordinačiu

‘
sumai.

Apibrėžimas. Matrica (αij + βij)
n,r
i,j=1 yra vadinama matricu

‘
(αij)

n,r
i,j=1 ir (βij)

n,r
i,j=1,

αij , βij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, suma ir yra rašoma:

(αij)
n,r
i,j=1 + (βij)

n,r
i,j=1 = (αij + βij)

n,r
i,j=1,

(atkreipkite dėmesi
‘
, kad yra sudedami atitinkami matricu

‘
elementai).

Apibrėžimas. Visu
‘
matricu

‘
(αij)

n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, aibe

‘
pažymėkime

Mnr(k). Tuo atveju, kai n = r, vietoje Mnr(k) rašysime Mn(k).

Akivaizdu, kad (Mnr(k),+) yra Abelio grupė. Galime apibrėžti atvaizdi
‘
:

k ×Mnr(k) ·→ Mnr(k), β(αij)
n,r
i,j=1 =: (βαij)

n,r
i,j=1.

Šis atvaizdis tenkina tiesinės erdvės apibrėžimo 1 – 4 sa
‘
lygas.

Taigi (Mnr(k),+) – tiesinė erdvė virš kūno k.

Galite i
‘
sitikinti, jei tiesinio atvaizdžio f ∈ Homk(V,W ) matrica yra (αij)

n,r
i,j=1, esant

fiksuotoms tiesiniu
‘

erdviu
‘

V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr, tai tiesinio
atvaizdžio λf matrica yra (λαij)

n,r
i,j=1.

9. 2. Taigi teisingas
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Teiginys. Tiesinės erdvės Homk(V,W ) ir (Mnr(k),+) yra izomorfinės.

Pastaba. Tiesinės erdvės Homk(V,W ) ir (Mnr(k),+) yra izomorfinės, bet nėra kano-
nǐskai izomorfinės. Tiesiniu

‘
erdviu

‘
Homk(V,W ) ir (Mnr(k),+) izomorfizmas priklauso nuo

tiesiniu
‘
erdviu

‘
V ir W baziu

‘
parinkimo.

9. 3. Sakykime, (V, k), (W,k), (U, k) – tiesinės erdvės virš kūno k, v1, v2, . . ., vn – tiesinės
erdvės V bazė, w1, w2, . . ., wr – tiesinės erdvės W bazė ir u1, u2, . . ., ut – tiesinės erdvės U
bazė. Tarkime, tiesiniu

‘
atvaizdžiu

‘
f ∈ Homk(V,W ), g ∈ Homk(W,U) ir g ◦ f ∈ Homk(V,U)

matricos, auksčiau nurodytose bazėse, yra (αij)
n,r
i,j=1, (βij)

r,t
i,j=1 ir (γij)

n,t
i,j=1, αij , βjl, γil ∈ k,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, 1 ≤ l ≤ t. I
‘
rodysime, kad

γil =
r∑

j=1

αijβjl, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ t.

Užrašykime lygybes:

f(vi) =
r∑

j=1

αijwj , 1 ≤ i ≤ n,

g(wj) =
t∑

l=1

βjlul, 1 ≤ j ≤ r,

f(vi) =
t∑

l=1

γijul, 1 ≤ i ≤ n.

Remdamiesi tiesinio atvaizdžio g ◦ f : V → U apibrėžimu, galime parašyti:

(g ◦ f)(vi) = g(f(vi)) = g(
r∑

j=1

αijwj) =
r∑

j=1

αijg(wj) =

=
r∑

j=1

αij

t∑
l=1

βjlul =
r∑

j=1

t∑
l=1

αijβjlul =
t∑

l=1

(
r∑

j=1

αijβjl)ul.

Remdamiesi pastara
‘
ja lygybe, matome, kad

γil =
r∑

j=1

αijβjl, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ t.

Apibrėžimas. Matrica (
r∑

j=1

αijβjl)
n,t
i,l=1 yra vadinama matricu

‘
(αij)

n,r
i,j=1 ir (βij)

r,t
i,j=1

sandauga ir yra rašoma:

(αij)
n,r
i,j=1(βij)

r,t
i,j=1 = (

r∑
j=1

αijβjl)
n,t
i,l=1.
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9. 4. Taigi apibrėžta matricu
‘
daugyba · :

Mn,r(k)×Mr,t(k) ·→ Mn,t(k).

Pastabos. 1. Kaip paprastai daugybos ženklo · tarp dauginamu
‘
ju

‘
matricu

‘
nerašysime.

2. Atkreipkite dėmesi
‘
, kad dvi matricas A ∈ Mn,r(k) ir B ∈ Mr,t(k) galima sudauginti

tada ir tik tada, kai pirmoji matrica A turi tiek stulpeliu
‘
, kiek antroji matrica B turi eilučiu

‘
.

Matricu
‘
A ir B sandauga AB ∈ Mn,t(k) turi tiek eilučiu

‘
, kiek ir matrica A, o stulpeliu

‘
– tiek,

kiek ir matrica B. Matricu
‘
A ir B sandaugos AB ij-asis elementas yra gaunamas matricos

A i-osios eilutės elementus paelemenčiui sudauginus su matricos B j-ojo stulpelio elementais
ir gautus rezultatus sudėjus.

3. Atkreipkite dėmesi
‘
, kad bendruoju atveju matricu

‘
daugyba apibrėžta tarp skirtingu

‘
matricu

‘
aibiu

‘
Mn,r(k) ir Mr,t(k) elementu

‘
, o šiu

‘
aibiu

‘
elementu

‘
sandauga priklauso trečiajai

aibei Mn,t(k), kuri nėra lygi pirmosioms aibėms. Tik atskiru atveju, kai n = r = t, galima
sudauginti bet kuriuos matricu

‘
aibės Mn(k) elementus, kuriu

‘
sandaugos rezultatas taip pat

priklauso tai pačiai matricu
‘
aibei Mn(k).

9. 5. Matricu
‘
daugybos savybės.

1. Matricu
‘
daugyba asociatyvi: bet kurioms matricoms A ∈ Mn,r(k), B ∈ Mr,s(k),

C ∈ Ms,t(k), teisinga lygybė (AB)C = A(BC);

2. Matricu
‘

daugyba dvitiesinė: bet kurioms matricoms A,B ∈ Mn,r(k), C,D ∈
Mr,s(k), kiekvienam α ∈ k, teisingos lygybės:

i) (A + B)C = AC + BC,
ii) A(C + D) = AC + AD;
iii) (αA)C = α(AC) = A(αC).

3. Egzistuoja tokios matricos 1n = (δij)n
i,j=1 ∈ Mn(k), 1r = (δij)r

i,j=1 ∈ Mr(k), čia
δij – Kronekerio simbolis, kad kiekvienai matricai A ∈ Mn,r(k),

i) 1n A = A;
ii) A 1r = A.

Išvada. (Mn(k),+, ·) yra asociatyvus žiedas su vienetu, kurio struktūra yra suderinta
su tiesinės erdvės Mn(k) virš kūno k struktūra. Taigi (Mn(k),+, ·) yra algebra virš kūno k.
(Mn(k),+, ·) yra vadinama n-tos eilės su koeficientais kūne k matricu

‘
algebra ir paprastai

žymima Mn(k).

Apibrėžimas. Matrica A ∈ Mn(k) yra vadinama apgre
‘
žiama, jei egzistuoja tokia ma-

trica B ∈ Mn(k), kad AB = BA = 1n. Matrica B yra vadinama atvirkštine matrica matricai
A ir yra žymima A−1.

Teiginys. Matricu
‘
algebros Mn(k) visu

‘
apgre

‘
žiamu

‘
matricu

‘
aibė GLn(k) matricu

‘
dau-

gybos atžvilgiu sudaro grupe
‘
. GLn(k) yra vadinama pilna

‘
ja tiesine n-tos eilės matricu

‘
su

koeficientais kūne k grupe.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas akivaizdus.
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9. 6. Sakykime, (V, k) – tiesimė erdvė virš kūno k, v1, v2, . . ., vn, – šios tiesinės erdvės
bazė. Kaip žinome, kiekvienas tiesinės erdvės V vektorius u yra užrašomas bazės vektoriais:

u = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn, αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ n.

Šia
‘
vektoriaus u ∈ V ǐsraǐska

‘
galima užrašyti matricu

‘
sandauga:

u = (α1, α2, . . . , αn)


v1

v2
...

vn

 , αj ∈ k, 1 ≤ j ≤ n.

Pastaba. Bendruoju atveju matricos eilutės elementu
‘
neskiriame kableliais, tuo tarpu

pirmosios matricos - eilutės elementus atskyrėme kableliais. Tai padarėme todėl, kad tiesinės
erdvės V vektoriaus koordinatės taip surašytos yra tiesinės erdvės kn elementas. Gali atrodyti
keistai ir antroji matrica - stulpelis, kurios elementai yra tiesinės erdvės V bazės vektoriai.
Svarbu tai, kad tokiu

‘
matricu

‘
daugyba apibrėžta: kūno k elementus galima sudauginti su

tiesinės erdvės V elementais ir gautus tiesinės erdvės vektorius galima sudėti.

Trumpumo dėlei (α1, α2, . . . , αn) žymėsime 1αn, o matrica
‘

v1

v2
...

vn


žymėsime v ↓1n. Tuomet vektoriaus u ∈ V ǐsraǐska matricu

‘
sandauga atrodo taip:

u =1 αnv ↓1n .

9. 7. Sakykime, (V, k) ir (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → W

atitinka matrica (αij)
n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, esant fiksuotoms tiesiniu

‘
erdviu

‘
V

ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr. Tuomet galime parašyti lygybes:

f(vi) =
r∑

j=1

αijwj , 1 ≤ i ≤ n.

Šias lygybes taip pat galima užrašyti matricu
‘
sandauga:

f(v1)
f(v2)

...
f(vn)

 =


α11 α12 . . . α1r

α21 α22 . . . α2r
...

...
. . .

...
αn1 αn2 . . . αnr




w1

w2
...

wr

 .
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Trumpumo dėlei sutare
‘
matrica

‘ 
f(v1)
f(v2)

...
f(vn)


žymėti f(v ↓1n) arba f(v) ↓1n, pastaru

‘
ju

‘
lygybiu

‘
užrašas matricu

‘
sandauga atrodo taip:

f(v ↓1n) = (αij)
n,r
i,j=1w ↓1r .

9. 8. Sakykime, (V, k) ir (W,k) –tiesinės erdvės virš kūno k, tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → W

atitinka matrica (αij)
n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r, esant fiksuotoms tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . ., wr. Kadangi tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazės yra

nurodytos, tai V ir W galime sutapatinti su tiesinėmis erdvėmis kn ir kr:

V
h→ kn, V 3 u = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn 7→ (α1, α2, . . . , αn) ∈ kn,

W
g→ kr, W 3 w = β1w1 + β2w2 + . . . + βrwr 7→ (β1, β2, . . . , βr) ∈ kr.

Tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → W , sutapatinus V ir W su kn ir kr nurodytu būdu, atitinka toks

tiesinis atvaizdis f̂ : kn → kr, kad diagrama

V
f→ W

↓ h ↓ g

kn f̂→ kr

yra komutatyvi. I
‘
sitikinsime, kad tiesinis atvaizdis f̂ : kn → kr yra apibrėžiamas taip:

f̂((α1, α2, . . . , αn)) = (α1, α2, . . . , αn)


α11 α12 . . . α1r

α21 α22 . . . α2r
...

...
. . .

...
αn1 αn2 . . . αnr

 =

= (
n∑

j=1

αjαj1,
n∑

j=1

αjαj2, . . . ,
n∑

j=1

αjαjr).

Tuo tikslu užrašykime

f(α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . . + αnf(vn) =

=
n∑

j=1

αj(
r∑

i=1

αjiwi) =
r∑

i=1

(
n∑

j=1

αjαji)wi =

=
n∑

j=1

αjαj1w1 +
n∑

j=1

αjαj2w2 + . . . +
n∑

j=1

αjαjrwr.

196



Kaip matome, vektoriaus, kurio koordinatės tiesinės erdvės V bazėje v1, v2, . . ., vn yra
(α1, α2, . . . , αn), vaizdo koordinatės tiesinės erdvės W bazėje w1, w2, . . ., wr yra

(
n∑

j=1

αjαj1,
n∑

j=1

αjαj2, . . . ,
n∑

j=1

αjαjrwr).

10. Perėjimo matrica ǐs vienos bazės i
‘
kita

‘

10. 1. Sakykime, v1, v2, . . ., vn ir ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn – tiesinės erdvės (V, k) dvi bazės.
Kiekvienas antrosios bazės vektorius ṽj , 1 ≤ j ≤ n, tiesǐskai yra ǐsreǐskiamas pirmosios bazės
vektoriais:

ṽj = tj1v1 + tj2v2 + . . . + tjnvn, 1 ≤ j ≤ n.

Šias lygybes galima užrašyti matricu
‘
sandauga:

ṽ1

ṽ2
...

ṽn

 =


t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n
...

...
. . .

...
tn1 tn2 . . . tnn




v1

v2
...

vn

 , tij ∈ k, 1 ≤ i, j ≤ n.

Apibrėžimas. T = (tij)n
i,j=1 yra vadinama perėjimo matrica ǐs bazės v1, v2, . . ., vn i

‘
baze

‘
ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn.

Sakykime, T ′ = (t′ij)
n
i,j=1 yra perėjimo matrica ǐs bazės ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn i

‘
baze

‘
v1, v2, . . .,

vn. Tuomet galime parašyti lygybes:

ṽ ↓n
1= Tv ↓n

1 , v ↓n
1= T ′ṽ ↓n

1 .

Remdamiesi šiomis lygybėmis, gauname:

ṽ ↓n
1= Tv ↓n

1= TT ′ṽ ↓n
1

ir
v ↓n

1= T ′ṽ ↓n
1= T ′Tv ↓n

1 .

Vadinasi, TT ′ = T ′T = 1n, t. y. T ′ = T−1 arba T = T ′−1. Taigi perėjimo matrica ǐs vienos
bazės i

‘
kita

‘
yra apgre

‘
žiama.

Pastaba. Perėjimo matrica T = (tij)n
i,j=1 ǐs bazės v1, v2, . . ., vn i

‘
baze

‘
ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn

yra tiesinio atvaizdžio
V → V, vj 7→ ṽj , 1 ≤ j ≤ n,

matrica bazėje v1, v2, . . ., vn.

10. 2. Išnagrinėsime sa
‘
saja

‘
tarp tiesinės erdvės vektoriaus koordinačiu

‘
skirtingose

bazėse.
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Sakykime, (V, k) tiesinė erdvė virš kūno k, v1, v2, . . ., vn ir ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn – tiesinės
erdvės V bazės, T – perėjimo matrica ǐs pirmosios bazės i

‘
antra

‘
ja

‘
. Tarkime, kad vektoriaus

u ∈ V koordinatės šiose bazėse yra (α1, α2, . . . , αn) ir (α̃1, α̃2, . . . , α̃n). Tuomet

u = (α1, α2, . . . , αn)v ↓n
1= (α̃1, α̃2, . . . , α̃n)ṽ ↓n

1 .

Kadangi ṽ ↓n
1= Tv ↓n

1 , tai

u = (α1, α2, . . . , αn)v ↓n
1= (α̃1, α̃2, . . . , α̃n)Tv ↓n

1 .

Taigi vektoriaus u ∈ V koordinates tiesinės erdvės V pirmojoje ir antrojoje bazėse ir perėjimo
matrica

‘
ǐs pirmosios bazės i

‘
antra

‘
ja

‘
sieja lygybė:

(α1, α2, . . . , αn) = (α̃1, α̃2, . . . , α̃n)T.

10. 3. Išnagrinėsime, kaip keičiasi tiesinio atvaizdžio f : V → W matrica, keičiant
tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W bazes.

Tarkime, esant fiksuotoms tiesiniu
‘
erdviu

‘
V ir W bazėms v1, v2, . . ., vn ir w1, w2, . . .,

wr, tiesini
‘
atvaizdi

‘
f ∈ Homk(V,W ) atitinka matrica A = (αij)

n,r
i,j=1, αij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n,

1 ≤ j ≤ r, o esant fiksuotoms šiu
‘
tiesiniu

‘
erdviu

‘
bazėms ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn ir w̃1, w̃2, . . ., w̃r

tiesini
‘
atvaizdi

‘
f atitinka matrica B = (βij)

n,r
i,j=1, βij ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r. Sakykime,

kad perėjimo matrica ǐs tiesinės erdvės V pirmosios bazės i
‘
antra

‘
ja

‘
yra T , o perėjimo matrica

ǐs tiesinės erdvės W pirmosios bazės i
‘
antra

‘
ja

‘
yra R. Tuomet remdamiesi tiesinio atvaizdžio

matricos ir perėjimo matricos ǐs vienos bazės i
‘
kita

‘
apibrėžimais, galime parašyti lygybes:

f(v ↓1n) = f(v) ↓1n= (αij)
n,r
i,j=1w ↓1r= Aw ↓1r, (1)

f(ṽ ↓1n) = f(ṽ) ↓1n= (βij)
n,r
i,j=1w̃ ↓1r= Bw̃ ↓1r, (2)

ṽ ↓n
1= Tv ↓n

1 , w̃ ↓r
1= Rw ↓r

1 . (3)

(2)-oje formulėje ṽ ↓1n ir w̃ ↓r
1 pakeite

‘
(3)-iu

‘
ju

‘
lygybiu

‘
dešiniosiomis pusėmis, gauname:

f(Tv ↓n
1 ) = BRw ↓r

1 .

Kadangi f – tiesinis atvaizdis, tai f(Tv ↓n
1 ) = Tf(v ↓n

1 ). I
‘
pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘
vietoje f(v ↓n

1 )
i
‘
raše

‘
(1)-osios lygybės dešinia

‘
ja

‘
puse

‘
, gauname:

TAw ↓1r= BRw ↓r
1 .

Taigi matricas A,B ∈ Mnr(k), T ∈ Mn(k), R ∈ Mr(k) sieja lygybė: TA = BR,

10. 4. Taigi tiesinio atvaizdžio f : V → W matricas A ir B, gautas esant fiksuotoms
tiesiniu

‘
erdviu

‘
V ir W skirtingoms baziu

‘
poroms ir perėjimo matricas T ir R ǐs pirmu

‘
ju

‘
baziu

‘
i
‘
antra

‘
sias, sieja lygybė:TA = BR.
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10. 5. Sakykime, V = W – tiesinė erdvė virš kūno k, v1, v2, . . ., vn ir ṽ1, ṽ2, . . ., ṽn

– skirtingos šios tiesinės erdvės bazės, f : V → V – tiesinis atvaizdis. Tarkime, kad tiesinės
erdvės V pirmojoje bazėje tiesiniam atvaizdžiui f priskiriama matrica A, antrojoje bazėje –
matrica B, T – perėjimo matrica ǐs pirmosios bazės i

‘
antra

‘
ja

‘
. Tuomet matricas A, B ir T

sieja lygybė:
TA = BT.

Pastara
‘
ja

‘
lygybe

‘
galime perrašyti taip: B = TAT−1.

Apibrėžimas. Matricos A,B ∈ Mn(k), čia k – kūnas, yra vadinamos panašiomis, jei
egzistuoja tokia neǐssigimusi matrica T ∈ Mn(k) (t. y. detT 6= 0), kad B = TAT−1.

Išvada. Tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → V atitinkančios matricos skirtingose tiesinės erdvės V

bazėse yra panašios.

Apibrėžimas. Kintamojo t polinomas ϕA(t) =: det(A − t1n) yra vadinamas matricos
A charakteringuoju polinomu.

10. 6. Teiginys. Panašiu
‘
matricu

‘
charakteringieji polinomai yra lygūs.

I
‘
rodymas. Sakykime, matricos A ir B yra panašios, t. y. egzistuoja tokia neǐssigimusi

matrica T , kad B = TAT−1. Tuomet ϕB(t) = det(B−t1n) = det(TAT−1−t1n) = det(T (A−
t1n)T−1) = det T det(A− t1n) detT−1 = det(A− t1n) = ϕA(t). 4

Apibrėžimas. Sakykime, V – tiesinė erdvė virš kūno k. Tiesini
‘
atvaizdi

‘
f : V → V

atitinkančios matricos A kurioje nors tiesinės erdvės V bazėje v1, v2, . . ., vn charakteringa-
sis polinomas ϕA(t) yra vadinamas tiesinio atvaizdžio f charakteringuoju polinomu ir yra
žymimas ϕf (t).

Pastaba. Tiesinio atvaizdžio f : V → V charakteringojo polinomo apibrėžimas ko-
rektǐskas, kadangi tiesini

‘
atvaizdi

‘
atitinkančios matricos skirtingose bazėse yra panašios, o

panašiu
‘
matricu

‘
charakteringieji polinomai yra lygūs.
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