VII skyrius. TIESINES ERDVES IR TIESINIAI ATVAIZDZIAI

1. Tiesinés erdvés

1. 1 Siame skyriuje nagrinésime tiesines erdves vir§ kiino k. Tai svarbus matematinis
objektas.

Apibrézimas. Abelio grupé (V,+) yra vadinama tiesine erdve virs kuno (k, +, %), jei
apibréztas atvaizdis (iSorinis kompozicijos désnis)

o:kxV =V

tenkinantis salygas: bet kuriems o, 3 € k, u,v € V,
1. (a*fB)ou=ao(Bou);
2. 1ou = u, 1- kiino k vienetinis elementas;
3. (a+fB)ou=aou+ fou;
4. ao(u+v)=aou+aouw.

Pastaba. Tiesinés erdvés (V,+) virs kuno k elementai dazniausiai yra vadinami vekto-
riais.
Pavyzdziai.

1. Sakykime, (k,+,*) yra kunas, (V,+) = (k, +). Apibrézkime atvaizdj
o=x%x:kxk—k (q,u)» aou=ax*xu, a,u€ k.

Abelio grupé (k,+) yra tiesiné erdveé virs kuno (k, +, %), nes kiino elementu daugyba tenkina
tiesinés erdves apibrézimo 1-4 salygas.

2. Sakykime, (k,+,*) — kunas, (V,+) = (k",4). Sudétis + aibéje k™ apibréziama taip:
(a1, o, an) + (B, B2, -+ Bn) = (a1 + Br,a2 + Ba, ..oy + B),

(041,042, e ,Oén), (51,62, e ,ﬁn) € kn
Apibrézkime atvaizdi o : k X k™ — k™ taip: bet kuriems X\ € k, (a1, a9,...,a,) € k",

Ao (ag,ag,...,an) = (Akxag, Axag,..., A\ xay).

Isitikinsime, kad atvaizdis o tenkina tiesinés erdveés apibrézimo 1 — 4 salygas.
1. Jei \,pu €k, (a1, a0,...,a,) € kK", tai

Axp)o(ar,an,...,an) = ((Axp)*xar, Axp)xag,...,(A*xp)*a,) =

= Ak (prar), s (prag),... A (nxan)) =

=do(pxap, kg, ..., hxa,) =Ao(po(ag,as,...,ap)
2. Akivaizdu, kad kiekvienam (aq,aq,...,a,) € k™,
lo(ag,an,...,an) = (a1, 09, .., ap).
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3. Jei \,u €k, (ag,ag,...,a4) € k™, tai
A+ p)o(aq,ag,...,ap) =

=((A+p)xa, A+ p)xag,...,(A+p)xay,) =
=(Askap +pukag, \kag + kag, ..., \kay + 1*xay,) =
=(Axap, Akag, ..., Akay) + (prag, pxag,. ..., lxa,) =
= Mo (ay,q9,...,an) + po (ag,ae, ... ap).

4. Jei X € k, (041,042, . ,Oén)7(51,ﬂg,. .. ,ﬁn) € k", tai
Ao ((04170527"'70571)+(61752;"'76n)) =

= Ao (ar+ B, + B2, ..., an + () =
= Ak (a1 + B1), A% (a2 + Ba2), ..., Ak (an + Bn)) =
=Asxa; + A% P, Akas+ Ak fa,... ., Ak, + Ax0,) =
=(Axap, A*kag,...,Axap) + (A1, A% Fa,..., A% (,) =
= Ao (ay,a9,...,an)+ Ao (B1,02,...,0n)-

Taigi (K™, +) yra tiesiné edvé vir§ kuno k, vadinama n-mate tiesine erdve virs k. Kai n = 2,
(k?,+) daznai yra vadinama plokstuma virs§ kiino k.

3. Sakykime, X — netuscia aibé, (k,+,#*) — kiinas. Nagrinékime kX — visu atvaizdziu
f: X — k, — aibe. Apibrézkime aibés k% elementu sudéti: bet kuriems f, g € kX,

EXx kX S8 (f,9) = f+9, (f+9)(@) = f(z) + g(), z € X.

Isitikinkite, kad (k,+) — Abelio grupé.
Apibrézkime atvaizdi: kiekvienam o € k, kiekvienam f € k¥,

kxk* = kY, (o, /)= aof, (ao f)(z) = af(z), z € X.
Sis atvaizdis tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1 — 4 salygas.

Taigi (K, +) yra tiesiné erdvé virs kiino k. Jei X = {1,2,...,n}, tai tiesiné erdve kX
yra k™, nagrinéta 2-jame pavyzdyje.

4. Treciaji pavyzdi galima apibendrinti. Sakykime, X — netusé¢ia aibé, (V,+) —tiesiné
erdvé virs kiino k. Nagrinékime visu atvaizdziu f : X — V aibe VX. Aibés elementu sudéti
apibrézkime taip: bet kuriems f,g € VX,

VEX VY SVE (f9) = f+g. (f+9)(@) = f(z) + g(a), © € X,
Galite isitikinti, kad (VX,+4) — Abelio grupé.
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Apibrézkime atvaizdi: kiekvienam « € k, kiekvienam f € kX,
ExVXSVX (a,f)—aof, (ao f)(z) = af(z), zc X.

Sis atvaizdis tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1-4 salygas.

Taigi (VX,+) yra tiesiné erdve vir§ kiino k. Jei X = {1,2,...,n}, tai tiesiné erdvé VX
yra zymima V". Véliau tiesines erdves V™ aptarsime jvairiu operaciju su tiesinémis erdveémis
poziuriu.

Jei (V,+) = (k,+), tai erdveé VX yra tiesiné erdvé k¥, nagrinéta 3-jame pavyzdyje.

5. Sakykime, k — kunas, k[t] — polinomu su koeficientais kune k ziedas. Kaip zinome, k[t]
— polinomu sudéties + atzvilgiu yra Abelio grupé. Taip pat yra apibrézta polinomu daugyba
is kino k elementu, t. y. apibréztas atvaizdis

kX k[t] = k[t), (o, f(2) = af(t), o €k, f(t) € K[t].
Sis atvaizdis tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1-4 salygas. Taigi polinomu su koeficientais
kune k ziedas k[t] yra tiesiné erdvé vir§ kuno k.
6. Sakykime, R[01] — tolydziu funkciju, apibréztu uzdarame intervale [01] ir igyjanciu
reiksmes realiuju skaic¢iu aibéje R, aibé. Aibéje R[01] apibrézta sudétis +:

(f +9)(t) = f(t) +g(t), f(t),9(t) € R[01].

Akivaizdu, kad (R[01],4) — Abelio grupé. Kaip zinome, yra apibrézta tolydziu funkciju
daugyba is realiuju skaiciu, t. y. yra apibréztas atvaizdis:

R x R[01] — R[01], (- f)(t) =: af(t), a € R, f(t) € R[01].
Si atvaizdis tenkina tiesinés erdveés apibrézimo 1-4 salygas. Taigi (R[01],+) — tiesiné erdveé
vir§ kiino R.
7. Sakykime, k = Q — racionaliuju skai¢iu kunas, V' = (R, +) — realiuju skai¢iu grupé
skaic¢iu sudeéties atzvilgiu. Apibrézkime atvaizdi

QxR =R, (a,f) —aB, acQ,BeR.

Abelio grupé (R, +) yra tiesiné erdvé virs racionaliuju skai¢iu kuno Q.

Pastaba. Tiesinés erdves apibrézime iSorinio kompozicijos désni zyméjome simboliu o,
o kiino elementy daugybos désni — *. Siu simboliu formulése neberasysime, isskyrus tuos
atvejus, kai formuliu uzrasai dviprasmiskai gali buti suprasti. Be to, vietoje uzraso ”(V, +)
yra tiesiné erdve virs kiino k” daznai rasysime 7V yra tiesiné erdve virs kiino k7, t. y. uzrase
(V,+) praleisime Abelio grupés V elementu sudéties zenkla +.

1. 2. Dabar, remdamiesi tiesinés erves apibrezimu, irodysime keleta paprastu teiginiu.
1. Teiginys. Sakykime, (V,+) — tiesiné erdvé virs kuno k, 0 — kuno k nulinis elementas,

O — Abelio grupés (V,+) nulinis elementas. Tuomet kiekvienam v € V', Ov = O.
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Irodymas. Galime parasyti lygybes: 0v = (0+0)v = Ov+0v. Prie lygybés Ov+0v = Ov
abieju pusiu pridéje grupeés (V, +) elementui Ov priesinga elementa —0v, gauname: (Ov+0v)+
(—0v) = 0v + (—0v) arba Ov = O. A

2. Teiginys. Sakykime, (V,+) — tiesiné erdveé vir§ kuno k, 0 — ktino & nulinis elementas,
o0 O — Abelio grupés (V, +) nulinis elementas. Tuomet kiekvienam « € k, aO = O.

Irodymas. Galime parasyti: aO = a(O + O) = aO + aO. Kaip ir l-ame teiginyje,
gauname, kad aO = 0. A

3. Teiginys. Sakykime, (V,+) — tiesiné erdvé vir§ kiino k. Jei av = O, tai @ = 0 ar
v =0 (t. y. bent vienas i$ elementu o € k ar v € V yra nulinis).

Irodymas. Jei o # 0, tai lygybés av = O abi puses padaugine i kairés i§ !, gauname:
atlav=a"10=0,t.y. v=0. A

4. Teiginys. Sakykime, (V,4) — tiesiné erdvé virs kuno k. Tuomet kiekvienam u €
V, (=1)u = —u (—u — prieSingas elementas elementui u grupéje (V,+), o —1 — prieSingas
elementas elementui 1 kune k).

Irodymas. Galime parasyti: O = 0u = (1 + (—=1))u = lu + (—1)u = v+ (—1)u. I8
lygybés u + (—1)u = O matome, kad (—1)u = —u. A

2. Tiesinés erdvés tiesinis poerdvis

2. 1. Apibrézimas. Netuscias tiesinés erdvés (V,+) virs kuno k poaibis W yra
vadinamas tiesinés erdvés V tiesiniu poerdviu, jei
1. ug,ug €W = ug +ug € W
2.ack,ueW=aueW.

Tiesinés erdvés tiesinio poerdvio apibrézime 1-2 salygas galima pakeisti viena, ekvi-
valencia salygoms 1-2.

Apibrézimas. NetuScias tiesinés erdvés (V,+) virs kuno k poaibis W yra vadinamas
tiesinés erdveés V tiesiniu poerdviu, jei bet kuriems aq,as € k, uy,us € W, vektorius

ai1ul + asug € W.

Irodykite, kad Sie apibrézimai yra ekvivalentis.
Teiginys. Tiesinés erdveés (V) +) tiesinis poerdvis W yra tiesiné erdveé virs kuno k.

Irodymas. Vektoriu sudeétis aibéje W apibrézta, nes, remiantis tiesinio poerdvio api-
brézimo 1-aja salyga, jei ui,us € W, tai ir uq +ug € W.

1. Aibés W vektoriu sudétis + asociatyvi, kadangi yra asociatyvi tiesinés erdvés V
vektoriy sudeétis.

2. Trodysime, kad O € W. Kadangi W # (), tai egzistuoja u € W. Tuomet, remiantis
tiesinio poerdvio apibrézimo 2-aja salyga, Ou = O € W, ¢ia 0 € k.

3. Jei u € W, tai, remiantis tiesinio poerdvio apibrézimo 2-aja salyga, —u = (—1)u € W.

4. Aibés W vektoriu sudétis + komutatyvi.

Vadinasi, (W, +) — Abelio grupe.
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Remdamiesi tiesinio poerdvio apibrézimo 2-aja salyga, matome, kad yra apibréztas at-
vaizdis

ExW — W,

kuris yra atvaizdzio
ExV =7V,

siaurinys iki poaibio k£ x W. Vadinasi, atvaizdis
ExW — W,

tenkina tiesinés erdveés apibrézimo 1-4 aksiomas. Taigi tiesinés erdveés (V,+) virs kuno k
tiesinis poerdvis W yra tiesiné erdvé virs k.

Pavyzdziai.

1. Kiekvienoje tiesinéje erdvéje V' virs kuno k poaibiai {O} ir V yra tiesinés erdvés V
tiesiniai poerdviai, vadinami trivialiais.

2. Plokstumos k? tiesiniai poerdviai

{(0,0)} ir k% — plokstumos k2, k — kiinas, trivialiis tiesiniai poerdviai.

Be trivialiu plokstumos k? tiesiniu poerdviu egzistuoja dar &ie: kiekvienam plokstumos
k? vektoriui u = (a, 3) # (0,0), a, 8 € k, egzistuoja tiesinis poerdvis L(u) = L((c, 3)) =:
{XMa,B) | A € k}, vadinamas tiese, sudarytas i§ k? vektoriu, proporcingu vektoriui («, ).
Plokstumos k? tiesiniai poerdviai L((«a, 3)) ir L((v,6)), (a, 3) # (0,0), (v,8) # (0,0), su-
tampa tada ir tik tada, kai egzistuoja toks p € k*, kad p(a, B) = (v, d). Irodykite.

Plokstumos k2, k — kiinas, tiesinius poerdvius galima ir kitaip aprasyti. Tiesé L((a, 3)),
(o, B) # (0,0), yra sudaryta i§ visu tokiu vektoriu (vy1,72) € k%, kuriu koordinatés vy ir 72
tenkina lygti: B8y — aye = 0. Matematiniu simboliu Zymenimis galime uzrasyti taip:

L((, 8)) = {(m1,72) € ¥* | By1 — ay2 = 0}.

I tikruju, lygties By1 — a2 = 0, o, 3 € k, (o, 8) # (0,0), kiekviena sprendini (71, v2) € k?
galima uzrasyti taip: A(«, 3), A € k. Véliau isitikinsime, kiekvienos tiesinés erdvés kiekviena
tiesini poerdvi sudaro tiesiniu lygc¢iu sistemos sprendiniu aibe.

3. Trimatés tiesinés erdvés k3 tiesiniai poerdviai
{(0,0,0)} ir k3 — trimatés tiesinés erdvés k3, k — kiinas, trivialiis tiesiniai poerdviai.
Tiesés. Kiekvienam nenuliniam vektoriui (o, as, as3) € k3, egzistuoja tiesinis poerdvis

L((a1, a9, a3)) = {\ a1, s, a3) | A € k},

vadinamas trimatés tiesinés erdves k3 tiese. Tiesinés erdves k? dvi tieses L((aq, ag,a3)) ir
L((04, B2, B3)) sutampa tada ir tik tada, kai egzistuoja toks A\ € k*, kad

Mag, az, a3) = (81, B2, B3).

Plokstumos. Nenuliniu vektoriu porai v; = (o, as,a3),v2 = (81,52, 03) € k3, tenki-
nanciai salyga L(v1) # L(v2), egzistuoja trimatés tiesinés erdvés k? tiesinis poerdvis

L(vy,v2) = L((a1, a2, a3), (81, B2, B3)) =: {p1 (1, e, az) + p2(B, B2, 83) | pa, p2 € K,
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vadinamas trimatés tiesinés erdvés k3 plokstuma.

4. Apibendrinsime 2-ojo ir 3-iojo pavyzdziu konstrukcija. Sakykime, V' — tiesiné erdve
vir§ kuno k, vy,va,...,vs € V. Apibrézkime tiesinés erdvés V tiesini poerdvi

L(vi,v2,...,0s) = (@1v1 + agva + ... + a0 | o € k, 1 < j < s},

vadinama vektoriu vy, ve,...,vs € V tiesiniu apvalkalu.

Sakykime, kad vektoriai vy,vs,...,vs € V tenkina salygas: vy # O, kiekvienam j =
2,3,...,8, vj ¢ L(v1,ve,...,vj_1). Sutare, kad L(0)) =: {O}, pastarasias salygas galime
uzrasyti taip: kiekvienam j, 1 <j <s, v; ¢ L(vi,va,...,v;_1).

Aptarsime Sias salygas. Jei v; # O, tai vektoriaus vy tiesinis apvalkalas L(v1) yra tieseé.
Jei vo ¢ L(vy1), tal vektoriu vy ir vy tiesinis apvalkalas L(vq,v2) — plokStuma. Panasiai, jei
vy & L(v1,v9), tai vektoriu tiesinis apvalkalas L(vq,va, v3) — trimaté erdveé it t. t.. Aptariamos
salygos, — tai tiesinés erdvés dimensijos intuityvaus suvokimo matematinis apibiidinimas.
Jei vektoriai vy, vs,...,vs € V tenkina aptariamas salygas, tai Sie vektoriai yra vadinami
tiesiskai nepriklausomais, o 8iu vektoriu tiesinis apvalkalas L(vi,vs,...,vs) yra vadinamas
tiesinés erdvés V' s-maciu tiesiniu poerdviu. Tai labai svarbios savokos. Sias savokas véliau
suformuluosime jvairiomis ekvivalenc¢iomis formomis ir aptarsime iSsamiai.

5. Sakykime, X — netuscia aibé, V — tiesiné erdvé vir§ kuino k. Nagrinékime virs kuino &
tiesine erdve (VX,+). Jei Y — netuscias aibés poaibis, L — tiesinés erdves V tiesinis poerdvis,
tai LY yra tiesinés erdves (V¥ +) tiesinis poerdvis. Isitikinkite.

3. Veiksmai su poerdviais

3. 1. Sakykime, V — tiesiné erdvé virs kuno k, P(V') — aibés V' visu poaibiu aibé. Kaip
zinome, aibéje P (V') apibrézti kompozicijos désniai N ir U. Dabar apibrésime aibés V' poaibiu
sudéti +.

Apibrézimas. Jei X, Y e P(V)ir X #0,Y # 0, t
Jei bent viena is$ aibiy X ar Y yra tuscia, tai X +Y =:

tal X +Y ={z+y|lzeX,yeY}.
0.

Taigi apibrézéeme atvaizdi:
P(V) x P(V) 5 P(V).

Kai kurie tiesinés V' poaibiai yra tiesiniai poerdviai. Pazymékime Po(V') tiesinés erdvés
V' visu tiesiniu poerdviu aibe. Pastebésime, kad kompozicijos désniai + ir N aibéje P(V)
indukuoja kompozicijos désnius poaibyje Po(V'). Tuo tikslu irodysime teigini: jei X,Y €
Po(V),tai X +Y € Po(V) ir X NY € Po(V).

Teiginys. Jei X ir Y yra tiesinés erdves V tiesiniai poerdviai, tai X + Y ir X NY yra
tiesinés erdves tiesiniai poerdviai.

Irodymas. Jei v1,v2 € X 4+ Y, tai egzistuoja tokie x1,22 € X, y1,y2 € Y, kad v; =
r1 + Y1, v2 = T2 + yo. Tuomet bet kuriems oy, as € k,

a1v1 + o = a1 (21 + Y1) + ao(z2 + y2) = (21 + axa) + (1y1 + asy2).

166



Kaip matome, vektorius oy v +aovo yra uzrasomas dvieju vektoriu aq o1 +aoxs ir a1y +aoys
suma. Kadangi X ir Y yra tiesinés erdves tiesiniai poerdviai ir x1,z9 € X, y1,y2 € Y, tai
bet kuriems aq, as € k,

a1ry + agre € X,y + gy €Y.

Vadinasi, ajvq + asve € X + Y.
Antraja Sio teiginio dali paliekame irodyti skaitytojui. /A

Pratimali.

1. Irodykite: jei Lq, Lo, L3 — tiesinés erdves V vir§ kiino k tiesiniai poerdviai, tai

(Ll + Lg) NLs D (L1 N Lg) + (LQ N Lg).

2. Trodykite: jei L1, Lo, Lg — tiesinés erdvés V' virs kuno k tiesiniai poerdviai, tai

(Ll N Lz) + L3y C (Ll + Lg) N (L2 + L3).

Pavyzdys. Sakykime, V = k?, k — kiinas,
Li ={(a,0) | e €k}, Lo ={(0,a) |a € k}, Ls ={(a,) | @ € k}.
Isitikinkite, kad
Li+Ly=k* L+ L3=k* Ly+L3=k* LiNLy=1{(0,0)}.
Siuo atveju, kaip matome,
(L1 4+ Lo) N Lg = L3, (L1 N L3) + (Ly N Lg) = {0},

t. y.
(Ly 4+ Lo) N Ly # (Ly N L3) + (L2 N L3).

Panasiai, bendruoju atveju

(L1 N Lo) 4+ Ls # (L1 + L3) N (Lgy + Lg).
Pailiustruokite pavyzdziu, kad i$ tikruju bendruoju atveju tiesiniai poerdviai (L; N Ly) + L3
ir (Ly + L3) N (L + L3) néra lygts.

Pateiktas pavyzdys iliustruoja, kad kompozicijos désniai + ir N aibéje Po(V') néra susije
nei vienu distributyvumo désniu. Tuo labiau kompozicijos désniai + ir N néra susije nei vienu
distributyvumo désniu aibéje P (V).

Paminésime dar ir Sias kompozicijos désniu + ir N aibéje Po(V') savybes: kiekvienam

L e Po(V),
1. L+ L=1L;
2. LNL=1L.
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4. Tiesiniai atvaizdziai
4. 1. Tiesine erdve V virs kuno sutarkime zyméti (V, k), jos nulini elementa — Oy .

Sakykime, (V, k) ir (W, k) tiesinés erdvés, Oy, Oy — ju nuliniai elementai.

Apibrézimas. Atvaizdis f: V — W yra vadinamas tiesiniu atvaizdziu, jei bet kuriems
a€k,v, v, vy €V,
L f(vr+v2) = f(v1) + fv2);
2. f(av) = af(v).

Sias salygas galima pakeisti viena salyga.
Apibrézimas. Atvaizdis f: V — W yra vadinamas tiesiniu atvaizdziu, jei bet kuriems
o1, 00 € k‘, U1, V2 € V,
flarvr + aguz) = ay f(v1) + az f(va).
4. 2. Visu tiesiniu atvaizdziu f : V' — W aibe pazymékime Ly (V, W) arba Homy (V, W).

Teiginys. Sakykime, (V) k) ir (W, k) tiesinés erdvés, Oy, Oy — ju nuliniai elementai,
f:V — W — tiesinis atvaizdis. Tuomet

L. f(Ov) = Ow;
2. Kiekvienam v € V, f(—v) = —f(v).

Irodymas. 1. Remiantis tiesinio atvaizdzio apibrézimu galima parasyti: f(Oy) =
f(Ov +Ovy) = f(Oy) + f(Oy). I8 sios lygybés matome, kad f(Oy) = Ow.

2. Remiantis tiesinio atvaizdzio apibrézimu galima parasyti: Ow = f(Oy) = f(v +
(—v)) = f(v) + f(—v). I8 Sios lygybés matome, kad f(—v) = —f(v). A

4. 3. Apibrésime aibés Homy (V, W) elementu sudéti bei iSorini kompozicijos désni:

k x Homy (V, W) — Homy (V, W).

Aibés Homy(V, W) elementy sudétis +.
Sakykime, f,g € Homy(V,W). Apibrézkime atvaizdi

f+g:V =W (f+9)(v)=fv) +g(v), veV

Isitikinsime, kad taip apibréztas atvaizdis f + ¢ : V — W yra tiesinis.
Teiginys. Jei f,g € Homy(V, W), taiir f 4+ g € Homy(V,W).

Irodymas. Sakykime, aq,as € k, v1, v9 € V. Tuomet
(f + 9)(a1v1 + agve) = f(arvy + agvz) + glagvy + aove) =

= aif(v1) + oo f(v2) + a1g(v1) + aeg(v2) =
= a1(f(v1) + g(v1)) + ao(f(ve) + g(v2) =
=a1(f +g)(v1) + a2(f + g)(ve).
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Taigi apibréztas atvaizdis:
Homy (V, W) x Homy(V, W) -5 Homy (V, W),

(f,9) 5 f+g, (f+9)(v) = f(v) +g(v), veEV,f g€ Homy(V,W).

Lengva isitikinti, kad (Homy(V,W),+) yra Abelio grupé. Sios grupés nulinis elementas, —
tai nulinis atvaizdis O : V. — W, priskiriantis kiekvienam v € V tiesinés erdvés W nulini
vektoriu Oy . A

Atvaizdzio k x Homy(V, W) — Homy(V, W) apibrézimas.
Sakykime, u € k, f € Homy(V, W). Apibrézkime atvaizdi

pf V=W, (uf)w) = pf(v), veV.

Teiginys. Jei p € k, f € Homy(V, W), tai pf € Homg(V, W).

Irodymas. Sakykime, oy, a9 € k, v1, v € V. Tuomet
(1f)(ervr + agva) = pf(arvr + agva) =
= plarf(v1) + oz f(v2)) = ar(pf)(v1) + ca(pf)(v2).
Taigi apibréztas atvaizdis:
k x Homg(V, W) — Homy(V, W), (u, f) — uf,

(nf) (W) = pf(v), veV,pek, feHomy(V,W).

Isitikinkite, kad S§is atvaizdis tenkina tiesinés erdveés apibrézimo 1-4 salygas. A
Taigi (Homy(V, W), +) yra tiesiné tiesiné erdvé virs kuno k.

4. 4. Sakykime, f € Homg(V,W), g € Homy(W,Z). Apibrézkime siu atvaizdziu
kompozicija go f : V — Z : kiekvienam v € V, (go f)(v) =: g(f(v)) € Z. Isitikinsime, kad
atvaizdis go f : V — Z yra tiesinis.

Teiginys. Jei atvaizdziai f : V — W ir g : W — Z yra tiesiniai, tai atvaizdis go f :
V — Z yra tiesinis.

Irodymas. Sakykime, oy, o € k, v1, v € V. Tuomet
(g o flarvr + agve) = g(f(arv1 + azv2)) =

glarf(vi) + aaf(v2)) = arg(f(v1)) + azg(f(v2)) =
=ai(go f)(v1) + az(go f)(v2).L

4. 5. Taigi apibréztas atvaizdis:
o : Homy (V, W) x Homy (W, Z) — Homy(V, Z), (f,g) — go f,
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f € Homy(V, W), g € Homy (W, Z).

Sis atvaizdis tenkina salygas: bet kuriems f, f1, fo € Homg(V, W), g, 91,92 € Homy (W, Z),
a €k,
L.go(fi+f2) =gofi+go fa
2. (g1 +g2)of=giof+gaof;
3. go(af)=(ag)o f=algof)
Atvaizdis
o : Homy(V, W) x Homy (W, Z) — Homy(V, Z),

tenkinantis auksciau uzrasytas 1-3 salygas, yra vadinamas dvitiesiniu.

4. 6. Panagrinékime tiesine erdve (Homy(V, V), k). Atvaizdis
o : Homg(V, V) x Homy (V, V) — Homg (V, V),

yra tiesinés erdves (Homyg (V, V), k) elementu asociatyvus kompozicijos désnis, kuri vadinsime
tiesinés erdvés (Homy (V, V), k) elementu daugyba. Kadangi atvaizdis o turi savybes:
Logo(fi+/f2)=gofi+go fo

2. (gl +92) © f =0 Of+92 © f7 f?flaf?agvglqu € HOIl'l]g(V,V),
tai tiesinés erdvés (Homy (V, V), k) elementu sudétis ir daugyba, kaip matome, yra susieti

distributyvumo désniais.

Kadangi atvaizdis o turi savybe:

3. go(af)=(ag)of=algof), a €k, f,g € Homy(V,V),

tai tiesines erdves (Homy(V, V), k) elementu daugyba yra suderinta su tiesinés erdvés
(Homg (V, V), k) struktura.

4. 7. Taigi (Homg(V, V), +,0) yra algebra virs kiino k, kuriai priklauso vienetas id. Sios
algebros visi elementai f € Homy(V, V'), kuriu kiekvienam egzistuoja atvirkstinis elementas,
atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu sudaro grupe, kuri yra zymima GL(V, k) ir vadinama pilnaja
tiesinés erdvés V tiesiniu transformaciju grupe ( o kartais pavadinimas yra trumpinimas ir
GL(V,k) yra vadinama pilnaja tiesine grupe vir§ kuno k). Grupé GL(V,k), — tai tiesinés
erdvés (V, k) simetriju grupé.

4. 8. Apibrézimas. Tiesinés erdvés V ir W virs kuino k yra vadinamos izomorfinémis,
jei egzistuoja tiesiné bijekcija f : V — W, t. y. f — bijekcija ir f — tiesinis atvaizdis.

Pratimas. Sakykime, V ir W yra tiesinés erdvés virs kuno k. Irodykite, kad, jei
f:V — W - tiesiné bijekcija, tai ir f~1 yra tiesinis atvaizdis.

4. 8. Teiginys. Sakykime, (V,k), (W, k) —tiesinés erdveés vir§ kuno k, f : V — W —
tiesinis atvaizdis. Tuomet kiekvienam tiesinés erdvés V tiesiniam poerdviui L, kiekvianam
tiesines erdves W tiesiniam poerdviui NV,

1. f(L) — tiesinés erdvés W tiesinis poerdvis;
2. f71(N) — tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis;
3. [THf(L) =L+ 1 (Ow).

Irodymas. 1. Sakykime, w;, wy € f(L). Tuomet egzistuoja tokie Iy, Iy € L, kad

f(ly) = wq, f(l2) = we. Bet kuriems oy, as € k,

1wy + QoWo = Oélf(ll) + Oézf(lg) = f((lflll + Oéglg) - f(L),

170



kadangi aqly + asls € L (priminsime: jei L — tiesinis poerdvis, Iy, Iy € L, tai bet kuriems ayq,
as €k, arly + asls € L)

2. Sakykime, kad ui, ug € f~1(N). Tuomet f(u1), f(uz) € N. Kadangi N — tiesinés
erdves W tiesinis poerdvis, tai bet kuriems a4, as € k,

a1 f(ur) + asf(uz) =€ N.
Vadinasi, aju; + asus € f7H(N), nes
flaruy + agug) = aq f(uy) + ag f(uz) =€ N.

3. Akivaizdu, kad L C f~1(f(L)) it f~1(Ow) C f~Y(f(L)) (kadangi {Ov} C L, tai
Y f(Ov)) c fHf(L)), o f(Oy) = Ow). Kadangi f~1(f(L)) tiesinés ervés V tiesinis
poerdvis, tai L + f~1(Ow) C f~Y(f(L)). Lieka irodyti, kad f~*(f(L)) C L+ f~1(Ow).

Sakykime, kad w € f~1(f(L)). Tuomet f(u) € f(L). Vadinasi, egzistuoja toks [ € L, kad
f(u) = f(1). Sialygybe galime uzrasyti taip: f(u—1) = Oy . Kaip matome, u—1 € f~*(Oy)
arba

U€l+f_1(Ow) CL+f_1(Ow). A

4. 9. Apibrézimas. Sakykime, (V, k), (W, k) —tiesinés erdvés vir§ kuno k, f: V — W
— tiesinis atvaizdis. Tiesinés erdves (V, k) tiesinis poerdvis f~1(Ow ) yra vadinamas tiesinio
atvaizdzio f branduoliu ir yra zymimas Ker f.

Apibrézimas. Sakykime, (V, k), (W, k) —tiesinés erdvés virs kuno k, L ir N — atitinkamai
Siu tiesiniu erdviu tiesiniai poerdviai, f : V' — W — tiesinis atvaizdis. Tiesinés erdves (W, k)
tiesinis poerdvis f(L) yra vadinamas tiesinés erdvés (V, k) tiesinio poerdvio L vaizdu, o
tiesinés erdvés (W, k) tiesinis poerdvis f~1(IV) — tiesinés erdvés (W, k) tiesinio poerdvio N
pirmavaizdziu.

Isvada. Sakykime, (V,k), (W, k) —tiesinés erdveés vir§ kuno k, f : V. — W — tiesinis
atvaizdis. Jei L — tiesnés erdveés (V, k) tiesinis poerdvis ir Ker f C L, tai f~1(f(L)) = L.

Teiginys. Sakykime, (V,k), (W, k) —tiesinés erdves vir§ kuno k, f : V — W — siur-
jektyvus tiesinis atvaizdis. Tuomet egzistuoja bijekcija tarp tiesinés erdves (W, k) tiesiniu
poerdviu aibés ir tarp tiesinés erdvés (V) k) tiesiniu poerdviu, turinéiu savyje Ker f, aibés.

Irodymas. Irodykite!

Teiginys. Tiesinis atvaizdis f : V — W, ¢ia (V, k), (W, k) — tiesinés erdvés virs kuno k,
yra injektyvus tada ir tik tada, kai Ker f = {Oy }.

Irodymas. Irodykite!

5. Tiesiniy erdviy tiesioginés sumos

5. 1. Tiesiniu erdviu tiesioginés sumos yra skirstomos i vidines ir iSorines. Tam tikrais
atvejais tiesinés erdvés tiesiniu poerdviu suma yra vadinama tiesiogine suma. Si tiesinés
erdvés tiesiniu poerdviu tiesioginé suma ir yra suprantama vidine. Tiesiniu erdviu iSorinée
tiesioginé suma, — tai tam tikras veiksmas, kuriuo remiantis i§ duotu tiesiniu erdviu yra
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sudaroma nauja tiesiné erdve. Kaip véliau pamatysime, esminio skirtumo tarp tiesiniu erdviu
vidiniu ir iSoriniu tiesioginiu sumu néra.

Sakykime, (V, k) — tiesiné erdveé virs kuno k, Oy — Sios tiesinés erdvés nulinis vektorius.

Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V) k) tiesiniu poerdviu L; ir Ls suma Li + Lo yra
vadinama tiesiogine ir yra zymima L; @ Lo, jei L1 N Ly = {Oy }.

Si tiesinés erdvés (V, k) tiesiniu poerdviu L; ir Lo tiesioginé suma Lq @ Lo ir yra vadinama
vidine.

5. 2. Irodysime pagrindine tiesiniu poerdviu tiesioginés sumos savybe.

Teorema. Teiginiai:
1. Tiesinés erdvés (V) k) tiesiniu poerdviu L; ir Ls suma L; + Lo yra tiesioging;
2. Tiesinés erdveés (V, k) tiesiniu poerdviu Lq ir Lo sumos Lj + Lo kiekvienam vektoriui
v egzistuoja tokie vieninteliai vektoriai [y € Ly, lo € Lo, kad v = 11 + lo;
yra ekvivalentiis.

Irodymas. 1. = 2. Imkime v € Ly & Ls. Tarkime, kad vektoriu v galima uzraSyti
dvieju vektoriu, priklausanéiu [?] tiesiniams poerdviams L; ir Lo, suma dvejais skirtingais
budais: v =11 + 1, = lll —+ llz, ll,lll c Ll, lQ,l/2 c LQ, l1 7é lll Tuomet

L19ll—l/1:lé—l2€L2.

Vadinasi, O # 13 — I} =1, — 1y € L1 N Ly. Bet to buti negali. Lieka padaryti isvada, kad
I =11, 1o =15.

2. = 1.. Imkimel € LiNLy. Galime uzrasyti lygybe: Oy = Oy +Oy = l+(—1) € L1+Ls.
Kadangi kiekvienas tiesiniu poerdviu L1, Ly sumos L1 + Lo vektorius yra uzrasomas dvieju
vektoriu, priklausanciu atitinkamai tiesiniams poerdviams L ir Ly, suma vieninteliu budu,
tai gauname, kad | = Oy. Vadinasi, L; N Ly = {Oy}, t. y. tiesiniu poerdviu Lq, Ly suma
Ly + Lo yra tiesioginé. A

5. 3. Dabar galime apibrézti tiesinés erdves tiesiniu poerdviu baigtinés Seimos tiesiogine
suma.

n
Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V,k) tiesiniuy poerdviu L;, 1 < j < n, suma ) L;

Jj=1
n n
yra vadinama tiesiogine ir yra zymima € L;, jei kiekvianas vektorius v € >  L; yra vien-
Jj=1 Jj=1
n
areikSmiskai uzrasomas n vektoriu [; € L;, 1 < j < n, suma v = ‘21 l;.
]:

Pratimas. Irodykite, kad tiesinés erdves (V, k) tiesiniu poerdviu L;, 1 < j < n, suma

n
>~ L, yra tiesioginé tada ir tik tada, kai kiekvienam s, 1 < s < n,
i=1

LoD L ={0v}.
i7
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Apibrézimas. Tiesiné erdve (V,k) yra vadinama tiesiniu poerdviu L;, 1 < j < n,
tiesiogine suma, jei
n
V=L,
j=1

Siuo atveju egzistuoja kanoninés projekcijos prj : V. — L;, 1 < j < n, apibréziamos taip:

jei vektorius v € V yra vienareksmiskai uzrasomas n vektoriu I; € L;, 1 < j < n, suma
n

v= llj, tai prj(v) =1, 1 <j <n.

j:

n
Pratimas. Sakykime, kad V' = € L, Irodykite, kad kanoninés projekcijos prj : V. — L,
j=1
1 < j < n, yra tiesiniai atvaizdziai ( t. y. tenkina salyga: bet kuriems «, 5 € k, u,v € V,

prj(au+ Bv) = aprj(u) + Bprj(v), 1 < j < n).
5. 4. Sakykime, (V1, k) ir (Va, k) — tiesinés erdvés virs kiino k. Apibrézkime aibés V; x V5
elementy sudéti:
(V1><V2)><(V1><V2)i>V1><V2,
(w1, u2), (v1,v2)) ¥ (w1, u2) + (v1,v2) = (ug +v1, uz + v2),

u1,v1 € Vi, ug,v2 € Va.
Akivaizdu, kad (V7 x Vo, +) yra Abelio grupé.
Apibrézkime atvaizdi:
kx (Vi x Vo) — Vi x Vs,
(e, (v1,v2)) — alvy,v2) =: (v, avs), a € k, vy € V1, vy € Va.

Isitikinkite, kad Sis atvaizdis tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1-4 salygas.
Kaip matome, Abelio grupé (V5 x V3, +) yra tiesiné erdveé virs kuno k.

Apibrézimas. Tiesiné erdvé (V3 x Vo, +) virs kuino k yra vadinama tiesiniu erdviu

(Va, k) ir (Va, k) tiesiogine suma ir yra zymima V; @& V5.

Si tiesiniu erdviu (Vi, k) ir (Va, k) tiesioginé suma V; @ V5 ir yra vadinama iSorine.
5. 5. Panasiai galima apibrézti baigtinio skaiciaus tiesiniu erdviu iSorine tiesiogine suma.

Sakykime, (Vj, k), 1 < j <n, — tiesinés erdvés virs kuno k. Aibéje

HVj:V1><V2><...><Vn

Jj=1

galime apibrézti elementy sudéti paelemenciui: jei

n
(u17u27"'7un)7 (v17v27"'7vn) € HV??
j=1
tai
(U1, U2y oy Up) + (V1,02 ..o U) =: (U1 + V1, U + Vo, ooy Uy + V).
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n

Akivaizdu, kad ([] Vj,+) yra Abelio grupé.

7j=1
n

Aibés [] V; elementu daugyba i§ kuno k£ elementu galime apibrézti taip: jei o € k,
=1

1=
n

(u1,ug,...,u,) € [[Vj, tai
j=1

a(uy, ug, ..., uy) =: (Quy, aug, ..., auy,).

Akivaizdu, kad taip apibréztas atvaizdis:
n n
k x H V; — H Vi,
=1 =1

tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1 — 4 salygas.

n
Taigi Abelio grupé ([[ Vj,+) yra tiesiné erdvé virs kuno k.
j=1

n
Apibrézimas. Tiesiné erdvé ([ Vj,+) virs kuino k yra vadinama tiesiniu erdviu (V}, k),

J=1
n
1 < j < n, iSorine tiesiogine suma ir yra zymima € V; (taip yra zymima ir vidiné tiesioginé
i=1
suma).

5. 6. Galima apibrézti tiesiniu erdviu vir§ kiino k Seimos {V,, },es tiesiogine sandauga.

Aibés [] Vi elementu sudéti apibrézkime taip: jei {uq }tacr, {Vatacr € [] Va, tai
ael acl

{ua}ael4—{va}a61:::{ua‘Fva}aeL

Aibés [] V, elementu daugyba is kuno k elementu apibrézkime taip: jei
acl

A€k, {uatacr € [] Ve
ael

tai
Muataer = { g tacr-

Akivaizdu, kad taip apibréztas atvaizdis:

Ex [ Va= ] Ve

acl ael
tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1 — 4 salygas.
Apibrézimas. Tiesiné erdvé ( [[ Vi, +) virs kuno k£ yra vadinama tiesiniy erdviy virs
ael

kiino k seimos {V, },ecs tiesiogine sandauga ir yra zymima [] V.
acl
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Teiginys. Tiesinés erdveés ( [[ Va,+) virs kiino k poaibis, sudarytas is vektoriu
acl

{ua}ael € H Vom

acl

kuriy tik baigtinis skai¢ius koordinaciuy u,, € I, nelygus nuliniams vektoriams Oy, a € I,

yra indukuotos tiesinés erdvés [] V., elementu sudéties ir daugybos i§ kuno k elementu
acl
atzvilgiu tiesinis poerdvis, vadinamas tiesiniu erdviu vir§ kuno k Seimos {V, }qcs tiesiogine
suma ir zymimas € V. Jei indeksy aibé I yra baigtiné, tai tiesiniu erdviy vir§ kuno k Seimos
acl
{Va }aer tiesioginé suma @ V,, sutampa su Sios tiesiniu erdviu Seimos tiesiogine sandauga.
acl

Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus.
5. 7. Dabar aptarsime rysi tarp tiesiniu erdviy iSoriniu ir vidiniu tiesioginiu sumu.
n
Tiesiniu erdviu (Vj,k), 1 < j < n, tiesioging suma € V; galime interpretuoti kaip
Y
. J
tiesinés erdvés @ V; tiesiniu poerdviu

j=1

+17"'70Vn)|v€‘/j}7 1<j<n,

V; = {(Ow,0v,,....,Ov, 0,0y,

tiesiogine suma. Be to, tiesinés erdves V;, 1 < j < n, yra izomorfinés atitinkamai tiesines
n ~

erdvés @ V; tiesiniams poerdviams Vj, 1 < j < n. Atvaizdziai
Jj=1

[21f;: V; = Vj, fi(w) = (Ov;,Ovs,...,Ov,_,,u, Oy, ., Oy

n

410 )7UGV]7’1§]STL7

yra tiesines bijekcijos. Isitikinkite.

Kaip matome, tiesiniu erdviu iSorine tiesiogine suma galima interpretuoti kaip vidine.
Dabar isitikinsime, kad vidine tiesiogine suma galima interpretuoti kaip iSorine.

Sakykime, kad tiesinés erdvés V' tiesiniu poerdviu L;, 1 < j < n, tiesioginé suma yra

n
L = @ L;. Nagrinékime tiesiniu erdviu L;, 1 < j < n, iSorine tiesiogine suma ir $ia suma
j=1

laikinai pazymékime W = [] L;.
j=1

Teiginys. Tiesinés erdvés L ir W yra izomorfinés.

Irodymas. Nagrinékime atvaizdi
FiL—=W, L31=> 1w (l,la,....ln) €W.
j=1
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Isitikinsime, kad f yra tiesiné bijekcija.
Kadangi kiekvienas tiesines erdvés L vektorius [ vienareikSmiskai yra uzrasomas tiesiniu
poerdviu L; vektoriu lj, 1 < j < n, suma, tai f yra injektyvus atvaizdis. Kadangi kiekvienam
n
vektoriu l; € Lj, 1 < j < n, rinkiniui vektorius ) [; priklauso L, tai atvaizdis f yra
j=1
siurjektyvus. Akivaizdu, kad f yra tiesinis atvaizdis. Vadinasi, f yra tiesiné bijekcija, t. y.
tiesinés erdveés L ir W yra izomorfinés. A

5. 8. Kaip matome, tarp tiesiniu erdviu vidiniu ir iSoriniu tiesioginiu sumu néra esminio
skirtumo. Pastebésime, kad rysi tarp tiesiniu erdviu vidiniu ir iSoriniu tiesioginiu sumu ap-
taréme tik tuo atveju, kai nagrinéjame tik baigtini tiesiniu erdviu skaiciu. PanaSiai butu
galima irodyti, kad esminio skirtumo tarp vidiniy ir iSoriniu tiesioginiu sumu néra ir tuo
atveju, kai nagrinéjamos tiesiniu erdviu Seimu su begalinémis indeksu aibémis tiesioginés
Sumos.

5. 9. Sakykime, (V, k) tiesiné erdvé virs kuno k. Kyla klausimas, ar kiekvienam tiesinés
erdvés (V, k) tiesiniam poerdviui L egzistuoja toks tiesinis poerdvis M, kad tiesiné erdve
(V, k) butu tiesiniu poerdviu L ir M tiesiogine suma: V = L & M?

Teorema. Kiekvienam tiesinés erdvés (V, k) tiesiniam poerdviui L egzistuoja bent vienas
toks tiesinis poerdvis M, kad tiesiné erdvé (V, k) yra tiesiniu poerdviu L ir M tiesiogine suma:
V=LoM.

Irodymas. Tiesinio poerdvio M egzistavimui jrodyti remsimés Corno lema [?]. Visu
tiesineés erdvés (V, k) tiesiniu poerdviu N, turinéiu savybe N N L = {Oy }, aibe pazymeékime
X. X idéties sarysio C atzvilgiu yra sutvarkyta aibé. Isitikinsime, kad sutvarkytoji aibé X
tenkina visas Corno lemos prielaidas.

Tarkime, Y sutvarkytosios aibés (X, C) indukuotosios tvarkos atzvilgiu yra tiesiskai sut-
varkytas poaibis. Taigi Y yra sudarytas i$ tiesinés erdvés (V) k) tiesiniu poerdviu, turin¢iu
savybes:

1. VN €Y)(NNL={0v});
2. (VNl,NQ € Y)((Nl C NQ) V (NQ C Nl))

Irodysime, kad Y aprézta is virsaus. Pazymékime U =: |J N. Akivaizdu, kad kiekvie-
NeYy
nam N € Y, N CU. JeiU € X, tai aibé Y yra aprezta i virSaus. Lieka irodyti, kad U € X,

t. y. lieka irodyti, kad U yra tiesinés erdves (V, k) tiesinis poerdvis ir U N L = {Oy }.

Sakykime, vy, vo € U. Tuomet egzistuoja toks Ny € Y, kad vy, vo € Ny. Kadangi Ny
yra tiesinés erdvés (V, k) tiesinis poerdvis, tai bet kuriems aq, ae € k, a1v1 +agve € Nog C U.
Taigi U yra tiesinés erdves (V, k) tiesinis poerdvis.

Dabar isitikinsime, kad U N L = {Oy }. Tarkime, kad v e UNL, t. y. v € U ir v € L.
Kadangi v € U, tai egzistuoja toks N’ € Y C X, kad v € N’. Vadinasi, v € N'NL = {0y},
t. V. v= Ov.

Taigi irodéme, kad U € X. Remdamiesi Corno lema, gauname, kad sutvarkytoje aibéje
(X, C) egzistuoja bent vienas maksimalus elementas M. M turi Sias savybes:

1. MNL= {Ov};
2. Jei tiesines erdvés (V) k) tiesinis poerdvis N tenkina salyga N N L = {Oy}, tai
M ¢ N.
Teigiame, kad V =L & M.
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Tarkime, kad V' # L@ M. Vadinasi, egzistuoja toks v € V', kad v ¢ L& M. Pazymékime
M =: M+ L(v) (t. y. L(v) = kv). Akivaizdu, kad M Cc M ir M # M. Vadinasi,
MNL#{Ov}. Jeil# Oy, | € M N L, tai egzistuoja toks o € k ir m € M, kad | = aw + m.
Bet a # 0. Priesingu atveju l = m € LN M = {Oy}, kas priestarauja tam, kad | # Oy .
Vadinasi, ov =1 —m € L + M arba v = a~}(l —m) € L + M. Tai priestarauja vektoriaus v
parinkimui. Taigi V = L & M. Teorema jrodyta. A

Pastaba. Véliau isitikinsime, kad baigtinés dimensijos tiesinéms erdvéms Sios teoremos
irodymas visiskai paprastas. Mes teorema irodéme bendruoju atveju.

Apibrézimas. Tiesinés erdves (V, k) tiesinis poerdvis M, tenkinantis salyga V = L& M,
yra vadinamas tiesiniam poerdviui L papildomuoju poerdviu.

5. 10. Tiesinés erdvés (V, k) tiesiniam poerdviui L papildomuju poerdviu beveik vi-
suomet egzistuoja ne vienas. Galima irodyti labai svarbu fakta: jei L & My = L @& M, tai
tiesiniai poerdviai M; ir My yra izomorfiniai. Tuo tikslu kiekvienam tiesinés erdvés (V, k)
tiesiniam poerdviui L kanoniniu budu sukonstruosime tiesine erdve, izomorfine kiekvienam
tiesinio poerdvio papildomajam poerdviui.

6. Tiesinés erdves faktorerdvé pagal tiesini poerdvi

6. 1. Sakykime, (V| k) — tiesiné erdvé vir§ kuno k, L — tiesinés erdvés V tiesinis poerdvis.
Apibrézkime tiesinéje erdvéje (V. k) sarysi VLU tada ir tik tada, kai v1 — v9 € L.

Akivaizdu, kad: bet kuriems vy, v, v3 € V,
1. vy ~wq;
L

2. Jei v1 ~ v, tai vy ~wq;
L L

3. Jei v1 ~vq, v9 ~v3, tal vy ~ v3.
L L L

Taigi v yra ekvivalentumo sarysis tiesinéje erdvéje (V, k), vadinamas ekvivalentumo

sarysiu pagal tiesini poerdvi L. Daznai vietoje u U VI3 rasoma u = v(modL).

Teiginys. Tiesinés erdvés (V, k) elemento v ekvivalentumo klasé pagal ekvivalentumo
sarysi ~ yrav+ L={v+1|l€L}.

Irodymas. Jeiuzv, taiu—v=I>le L, t.y u=v+l,l €arbaucv+L. Jeiw € v+ 1L,
taiw—veL,t. y. W V. A

6. 2. Aibés V faktoraibe pagal ekvivalentumo sarysi > zymeésime V/L. Apibrésime
aibés V/L elementu sudéti + ir jos elementu daugyba is kuno %k elementu.
Aibés V/L elementy sudétis.
Bet kuriy aibés V/L elementu vy + L, vy + L suma apibrézkime taip:
(v + L)+ (vg + L) =: v; + vy + L.

Isitikinkite, kad aibés V/L elementu sudétis apibrézta korektiskai, t. y. , jei v] + L = v1 + L,
vh+ L =wvy+ L, tai (vi + L)+ (v4+ L) = (v + L) + (vy + L).
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Teiginys. (V/L,+) yra Abelio grupe.

Irodymas. 1. Akivaizdu, kad sudétis + aibéje V/L — asociatyvi.

2. L — nulinis (neutralus) elementas sudéties atzvilgiu.

3. Aibés V/L elementui v + L prieSingas (simetrinis) elementas yra —v + L.
4. Aibés elementy V/L sudétis + komutatyvi.

Aibés V/L elementy daugyba is kiino k£ elementu.

Apibrézkime aibés V/L elementu daugyba i§ kuno k elementu taip: kiekvienam « € k ir
kiekvienam v + L € V/L,

(,v+ L) — a(v+ L) =:av+ L.
Galite isitikinti, kad atvaizdis
kxV/L—-V/L alv+L)=rav+ L, ac€k, v+ LeV/L,

apibréztas korektiskai ir tenkina tiesinés erdves apibrézimo 1 — 4 salygas.
Taigi Abelio grupé (V/L,+) yra tiesiné erdveé virs kuno k.

Apibrézimas. Tiesiné erdvé (V/L, k) yra vadinama tiesinés erdvés V faktorerdve pagal
tiesini poerdvi L.

6. 3. Sakykime, (V/L,k) yra tiesinés erdves V faktorerdvé pagal tiesini poerdvi L.
Apibrézkime atvaizdi
j:V—=V/L, jlu)=u+L, ueV.

Isitikinsime, kad atvaizdis j yra tiesinis.
Sakykime, aq, as € k, ui, us € V. Tuomet

Jjlaruy + agug) = aqug + asus + L = (aqug + L) + (ague + L) =
= ai(uy + L) + az(ug + L) = a1j(ur) + azj(us).

Apibrézimas. Sakykime, (V/L,k) yra tiesinés erdvés V faktorerdvé pagal tiesini po-
erdvi L. Tiesinis atvaizdis

j:V—=V/L, jlu)="u+L, ueV.

yra vadinamas i$ tiesinés erdveés i faktorerdve kanoniniu atvaizdziu.

6. 4. Sakykime, (V/L,k) yra tiesinés erdves V faktorerdvé pagal tiesini poerdvi L.
Akivaizdu, kad kanoninio atvaizdzio

j:V—->V/L, jlu)="u+L,uecV
branduolys Ker j yra lygus L.

178



Teorema. Sakykime, L yra tiesinés erdvés (V) k) virs kuno k tiesinis poerdvis, M —
tiesiniam poerdviui L papildomasis poerdvis. Tuomet tiesinés erdvés M ir V/L yra izomor-
finés.

Irodymas. Irodysime, kad kanoninio atvaizdzio j : V' — V/L siaurinys j ’ y — V/L yra
izomorfizmas.

Pirmiausia irodysime, kad tiesinis atvaizdis j} v V/L yra injektyvus. Tuo tikslu
isitikinsime, kad Ker j!M = {Oy }. Sakykime, u € Ker j‘M, t.y. u e M ir j‘M(u) =u+L =
L. Kaip matome, u € M ir u € L. Kadangi M N L = {Oy }, tai u = Oy.

Lieka irodyti, kad tiesinis atvaizdis j ! 1 Yra siurjektyvus. Imkime bet kurj tiesinés erdves
V/L elementa v + L, v € V. Kadangi V = L & M, tai egzistuoja tokie [ € L, u € M, kad
v=14+u. Tuometj‘M(u) =u+L=v+L,ueM,nesu—v=I1l€L A

Isvada. Jei tiesinés erdvés (V,k) virs kuno k tiesiniai poerdviai L, M ir N tenkina
salyga L & M = L & N, tai tiesiniai poerdviai M ir N yra izomorfiniai.

Irodymas. Tiesiné erdve (L&M)/L = (L®N)/L yra izomorfiné tiek tiesiniam poerdviui
M, tiek ir tiesiniam poerdviui N. Vadinasi, tiesiniai poerdviai M ir N yra izomrfiniai. A

7. Tiesinés erdvés bazé, dimensija
7. 1. Siame skyrelyje nagrinésime tiesinés erdves (V, k) tik baigtines vektoriy Seimas.

Sakykime, (V,k) — tiesiné erdvé virs kuno k, v, va, ..., v, € V, — vektoriu Seima.
Apibrézkime tiesini atvaizdi
f(vl,vg,...,vn) c k" — V7

(o1, Q9,...,0n) = @11 + a2V + ...+ apvy,, o €k, 1 <j<n.

1. Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V, k) vektoriai vy, ve, ..., v, yra vadinami tiesiskai

nepriklausomais, jei tiesinis atvaizdis f(y, v,,...,0,) : K — V yra injektyvus.

2. Apibrézimas. Tiesinés erdveés (V, k) vektoriai vy, va, ..., v,, yra vadinami tiesiskai
nepriklausomais, jei

a1v; tagvs + ... +apv, =0=>a1=ay=...=a, =0.

Akivaizdu, kad 1 ir 2 apibrézimai yra ekvivalentus.

Isvada. Tiesinés erdveés (V, k) tiesiskai nepriklausomu vektoriu Seimos vy, va, ..., v,
netuscio poseimio vektoriai vj, , vj,, ..., vj,, — tiesiSkai nepriklausomi.

Irodymas. Irodymas gaunamas remiantis 1-uoju ir 2-uoju apibrézimais.

7. 2. Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V, k) vektoriai vy, ve, ..., vy, yra vadinami
tiesiskai priklausomais, jei egzistuoja tokie aq, as, ..., a, € k, kuriu bent vienas nelygus 0,
kad ajvi + agve + ... + ayv, = O.

Pastaba. Tiesinés erdves (V, k) vektoriai vy, ve, ..., vy, yra tiesiSkai priklausomi, jei jie
néra tiesiskai nepriklausomi.
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Pavyzdziai.

1. Seima i§ vieno vektoriaus v € V yra tiesiskai nepriklausoma tada ir tik tada, kai
v 7é Ov.

2. Vektoriai Oy ,v € V yra tiesiskai priklausomi, nes 10y + Ov = Oy .

3. Vektoriu Seima v, v,uy,...,us € V, — tiesiskai priklausoma, nes 1v + (—1)v + Ou; +
...+ 0us = Oy

4. Vektoriai (a1, as), (B1,82) € k2, k — kiinas, yra tiesiskai nepriklausomi tada ir tik
tada, kai

det <g1 gi) = 04162 — 04261 7é 0.

5. Panasiai kaip ir 4-jame pavyzdyje, vektoriai

(0417 Qa, 063), (ﬁl?ﬁ% 53)) (/717 72, 73) c kB;
k — kunas, tiesiskai nepriklausomi tada ir tik tada, kai

a1 Qg O3

det | 1 B2 B3 | =
T Y2 73

a1 8273 + aefB371 + agBiye — a1 372 — a1y — agBayr # 0.

7. 3. Apibrézimas. Sakoma, kad tiesinés erdvés (V,k) vektorius v yra tiesiskai
iSreiskiamas vektoriais vy, va, ..., vg € V, jei egzistuoja tokie oy, a9, ..., ay € k, kad
V= QU1 + QU + ...+ QsVs.

Teiginys. Jei tiesinés erdves (V, k) vektorius v yra tiesiskai iSreiskiamas vektoriais vy,
V2, ..., Vs € V, o kiekvienas v;, 1 < j < s, — tiesiSkai isreiskiamas vektoriais wy, wa, ...,
wy € V, tai v yra tiesiskai iSreiSkiamas vektoriais wq, wa, ..., w;.

Irodymas. Kadangi vektorius v € V yra tiesiskai iSreiskiamas vektoriais vy, va, ...,

S
vs € V), tal egzistuoja tokie aq, ag, ..., as € k, kad v = > a;v;. Kadangi kiekvienas v;,
i=1
1 < i < s, — tiesiSkai iSreiSkiamas vektoriais wy, ws, ..., wy¢, tai kiekvienam i, 1 < i < s,

t
egzistuoja tokie 3;; € k, 1 < j <1, kad v; = Bijw;. Vadinasi,
7j=1

S S t t S t
v=Y i =Y @y Bywi =Y (O aifiw; =Y ywj,
i=1 j=1

=1 =1 j=1 i=1
S .
V=2 By, 1< <t A
i=1
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Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V, k) vektoriu Seimos vy, va, ..., v ir wy, wa, ..., W yra
vadinamos ekvivalenciomis, jei pirmosios vektoriu Seimos kiekvienas vektorius v;, 1 <17 < s,
yra tiesiskai iSreiskiamas antrosios vektoriu seimos vektoriais w;, 1 < j < ¢, ir atvirksciai:
antrosios vektoriu Seimos kiekvienas vektorius wj, 1 < j < ¢, yra tiesiSkai iSreiSkiamas pir-
mosios vektoriu Seimos vektoriais v;, 1 < i < s. Jei tiesinés erdvés (V, k) vektoriu Seima vy,
Vo, ..., Us ekvivalenti vektoriu Seimai wi, ws, ..., wy, tai raSysime

{v1,v9, ..., 05} ~{wy,wa, ..., w}.

7. 4. Tiesinés erdvés (V, k) vektoriu seimu klaséje sarysis ~ yra refleksyvus, simetrinis,
tranzityvus:

1. Kiekvienai tiesinés erdvés (V, k) vektoriu Seimai {vy,va, ..., vs},
{v1,v9, ..., 05} ~{v1,v2,...,0s}.
2. Jei {v1,v9,...,0s} ~{wr,wa,...,w}, tai {wy,we,...,wi} ~ {vy,va,...,0s}.
3. Jei {vy,va,...,v5} ~ {wr,wa,...,we} ir {wy,wa,...,wr} ~ {ug,ug,...,u.}, tai
{vi,v2, .. vst ~ {ur,ug, . up }

Irodysime lema, turin¢ia fundamentalia reikSme pagrindziant tiesinés erdveés dimensijos
savoka.

7. 5. Lema apie pakeitima. Tarkime, tiesinés erdvés (V, k) vektoriai vy, vg, ..., vs
tiesiskai nepriklausomi ir kiekvienas Sios Seimos vektorius v;, 1 < i < s, — tiesiskai iSreiSkiamas
vektoriais wy, ws, ..., w;. Tuomet s < t ir egzistuoja toks vektoriu Seimos wq, ws, ..., w;
poseimis wj, , wj,, ..., w;,, kad jo vektorius pakeite vektoriais v1, va, .. ., vs, gauname vektoriu
Seima, ekvivalencia Seimai wq, wo, ..., wy.

Irodymas. Lema irodysime matematinés indukcijos metodu pagal tiesiskai nepriklau-
somu vektoriu skai¢iu pirmojoje vektoriu Seimoje.
Pirmas zingsnis. Jei s = 1, tai v; # Oy ir egzistuoja tokie aq, as, ..., oy € k, kad

V1 = 1wy + aws + ... + Wy,

Paprastumo délei galime tarti, kad «; # 0 (priesingu atveju galima pernumeruoti vektoriu

Seimos vektorius wy, wa, . . ., wy taip, kad koeficientas butu nelygus 0 prie pirmojo vektoriaus).
Tuomet

wy = 041_1111 — ozl_lozgwg — .= ozl_loztwt.
Pakeite vektoriu w; vektoriumi vy, gauname vektoriu Seima vy, ws, ..., wy, ekvivalencia
Seimai w1y, wa, ..., Wy.

Antrasis zingsnis (indukciné prielaida). Tarkime, kad lemos teiginys teisingas tuo atveju,
kai pirmoji vektoriu Seima yra sudaryta ne daugiau kaip iS s — 1 tiesiSkai nepriklausomu
vektoriy.

Treciasis zingsnis. Tarkime, tiesinés erdvés (V) k) vektoriai vy, va, ..., vs — tiesiskai
nepriklausomi ir kiekvienas Sios Seimos vektorius v;, 1 < ¢ < s, yra tiesiSkai iSreiskiamas
vektoriais wy, wo, ..., wy. Pastebésime, kad vektoriai vy, ve, ..., vs_1 yra tiesiSkai nepriklau-
somi. Remdamiesi indukcine prielaida, galime tvirtinti, kad egzistuoja toks vektoriu Seimos
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wi, Wa, ..., Wy poseimis wj,, wj,, ..., wj,_,, kad jo vektorius pakeite vektoriais vq, v, ...,
vs_1, gauname vektoriu Seima, ekvivalencia Seimai wy, ws, ..., wy. Paprastumo délei galime
tarti, kad vektoriais vy, vo, ..., vs_1 pakeitéme pirmuosius s — 1 vektorius wy, ws, ..., Ws_1.
Taigi

{v1,v2, ..., V51, Ws, ..., we } ~ {wi,wa, ..., w}.

Kadangi v yra tiesiskai iSreisSkiamas vektoriais wq, wa, .. ., wy, tai jis yra tiesiskai iSreiskiamas
ir ekvivalencios vektoriu Seimos vektoriais v1, vo, ..., vs_1, Ws, ..., w;. IS ¢ia matome, kad
t > s. Taipogi egzistuoja tokie a; € k, B € k, 1 <1 <s—1,5s<j <t kad

Vg = Q11 + QoUo + ... + as_1Vs_1 + BswWs + ... + Brwy.
Bent vienas i$ koeficientu 3; € k, s < j < t, nelygus nuliniam elementui 0, nes priesingu

atveju vektoriai vy, vo, ..., vs butu tiesiskai priklausomi. Paprastumo délei sakykime, kad
Bs # 0. Tuomet

ws = By v — Bilaqvy — . — Bt v 1 — B Bsriwstr — .. — B Brwy.

Dabar akivaizdu, kad

{'0171)27'"7vsaws+17~"7wt} ~ {v17v27"'7Us—law57"'7wt}7
{V1,V2, ., Vs 1, Wsy ..oy Wi } ~ {Wwr, Way .o Wy Weg1y .., We
Taigi
{v17v27"',Usaws+17"'>wt} ~ {leatw%'''71'05,1'05—%—17-"7'wt}-A
Isvada. Jei vy, v, ..., vg ir wq, wo, ..., w; yra ekvivalencios tiesiskai nepriklausomu

vektoriu Seimos, tai s = t.
Irodymas. Remdamiesi lema apie pakeitima, gauname s <t ir t < s. Vadinasi, s = t.

7. 6. Teiginys. Jei tiesinés erdvés (V, k) vektoriai vy, va, ..., vs yra tiesiskai neprik-
lausomi, o v, vy, vo, ..., vy — tiesiSkai priklausomi, tai vektorius v vienareikSmiskai yra
iSreiskiamas vektoriais vy, vo, ..., Us.

Irodymas. Kadangi v, vy, va, ..., vs yra tiesiskai priklausomi, tai egzistuoja tokie o € k,
B; € k, 1 < j < s, kuriu bent vienas nelygus nuliniam elementui 0, kad

av + v + ...+ Bsvs = Oy

Pastebésime, kad o # 0, nes prieSingu atveju vektoriai vy, vo, ..., vs butu tiesiskai priklau-
somi. Taigi
—1 —1
v=—a (i1 —...—a Psvus.
Kaip matome, vektorius v yra iSreiskiamas vektoriais vy, va, ..., v5. Sakykime, kad

/ / /
V= U1 + QU2 + . QgUs, V= U1 + QU . QG Us,
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o, a;- € k,1 <j <s. IS pirmosios lygybeés atéme antraja, gauname:

(a1 — a))vr + (ag — ah)vg + ... + (s — al)vs = Oy

Kadangi vektoriai vy, ve, ..., vs yra tiesiskai nepriklausomi, tai o1 —a) = ag —ah = ... =
! _ / _ / _ /
as—a,=0,t. y. g =0, a0 =05, ..., a5 =a,. A
7. 7. Apibrézimas. Tiesinés erdvés (V, k) vektoriu Seimos vy, va, ..., vs poSeimis vj,,
Vj,, .- ., Uj, yra vadinamas maksimaliu tiesiskai nepriklausomu vektoriu poSeimiu, jei
1. vj,, vj,, ..., v;, — tiesiskai nepriklausomi vektoriai;
2. Kiekvienam vektoriui v;, 1 < 7 < s, vektoriai v;, v;,, vj,, ..., v;. — tiesiSkai
priklausomi.
Isvada. Jei vj,, vj,, ..., v;. yra tiesinés erdves (V, k) vektoriu Seimos vy, v, ..., Us

maksimalus tiesiSkai nepriklausomu vektoriu poSeimis, tai kiekvienas Seimos vektorius vy,
1 < j < s, yra tiesiskai iSreiSkiamas vienareiksmiskai poseimio vektoriais v;, , 1 <m <.

Irodymas. ISvados teiginio irodymas gaunamas remiantis maksimalaus tiesiskai nepri-
klausomu vektoriu poSeimio apibrézimo 2-aja salyga ir pries tai irodytu teiginiu. A

7. 8. Teorema. Bet kurie tiesinés erdvés (V, k) baigtinés vektoriu Seimos vy, va, .. ., vs
maksimalts tiesiskai nepriklausomu vektoriu poseimiai turi viena ir ta pati vektoriu skaiciu.

Irodymas. Sakykime, vj,, vj,, ..., vj. ir v;, iy, ..., v;, yra tiesinés erdvés (V, k)
vektoriu Seimos v1, v, ..., vs maksimalis tiesiskai nepriklausomu vektoriu poSeimiai. Tuomet
{0515 Vjas -5 05, 3 ~ {00y, Vi vg,

nes, remiantis isvada (zr.[7. 7.]), kiekvienas vektorius v;,,, 1 < m < r, tiesiSkai yra iSreis-
kiamas vektoriais v;,, 1 <[ < t ir atvirkSciai. Remdamiesi iSvada iS lemos apie pakeitima,
gauname, kad r =t. A

7. 9. Apibrézimas. Tiesinés erdveés (V. k) baigtinés vektoriu Seimos vy, vo, ...,
vs vektoriu skaic¢ius maksimaliame tiesiskai nepriklausomu vektoriu poSeimyje yra vadina-

mas vektoriu Seimos vy, va, ..., vs rangu. Vektoriu Seimos vy, vs, ..., Vs, Tanga zymesime
rg{v1, vz, ..., vs} arba rg{v; }5_;.
Taigi, jei tiesinés erdveés (V, k) baigtinés vektoriu Seimos vq, va, ..., vs rangas yra lygus r,

tai egzistuoja Sios vektoriu Seimos bent vienas maksimalus tiesiskai nepriklausomu vektoriu
poSeimis, turintis r vektoriu. Visi kiti maksimalts tiesiskai nepriklausomu vektoriu poseimiai
( jei jie tik egzistuoja) turi taip pat r vektoriu.

Teiginys. Jei tiesinés erdvés (V, k) baigtinés vektoriu Seimos
{v1,v2, ..., 05} ir {wi,wa, ..., we}

yra ekvivalencios, tai
rg{vy,va, ..., v} = rg{wy, wa, ..., w}.

Irodymas. Sio svarbaus teiginio irodymas paliekamas skaitytojui.

183



Pavyzdziai.

1. rg{Oy } = 0 (Oy - tiesinés erdvés (V, k) nulinis vektorius).

2. rg{v,v} =1, jei v # Oy (v — tiesinés erdves (V, k) vektorius).

3. rg{v,v,...,v} =1, jei v # Oy (v — tiesines erdvés (V, k) vektorius).
NERERGREL

n

4. Sakykime, k — ktinas, d;; — Kronekerio simbolis, apibréziamas taip:

1, jeii=j,
513-:{ ) i

0, jeii#j
Tegu
ej = (5j175j27""6jn) c kn’ 1 S] <n.
Tuomet kiekvienam j, 1 < j <mn, rg{ei,es,...,e;} = J.

7. 10. Svarbi prielaida. Dabar padarysime svarbia prielaida apie tiesines erdves virs
kiino k.

Tarkime, kad tiesinéje erdvéje (V, k) vir§ kuno k egzistuoja bent viena tokia baigtiné
vektoriu Seima vy, v, ..., vs, kad Siu vektoriu tiesinis apvalkalas L(v1,va,...,vs) virs kuno
k sutampa su tiesine erdve (V, k).

Sakykime, vy, v, ..., vs — tokia tiesinés erdvés (V, k) vektoriu Seima, kad
V = L(vi,v2,...,0s).

Isrinkime vektoriu Seimos v, vs, ..., v, maksimalu tiesiSkai nepriklausomu vektoriu poseimi
Vjys Vjgy -+ U;,.. Tuomet V = L(vy,v2,...,vs) = L(vj,,V,,...,v;,). Tiesinés erdvés (V, k)
vektoriai vj, , vj,, ..., v}, turi savybes:

1. Vektoriai vj;,, vj,, ..., v;,., — tiesiSkai nepriklausomi;

2. Kiekvienam tiesines erdves (V, k) vektoriui v, vektoriu seima v, vj,, v),, ..., vj,, —
tiesiskai priklausoma.

Antraja savybe galima suformuluoti ir taip:
2’. Kiekvienas tiesinés erdves (V, k) vektorius v vienareiksmiskai yra isreiskiamas vek-
toriais vj,, vj,, ..., Vj,.

™

Kitais zodziais tariant, v,,, v,,, ..., v;_, yra maksimali tiesiskai nepriklausomu vektoriu
y Ujir Yjas » Ydrs
Seima tiesinéje erdvéje (V. k).
Teiginys. Jei{vi,va,...,v,}ir {wy,ws,. .., w:} yra maksimalios tiesiskai nepriklausomu

vektoriu Seimos tiesinégje erdvéje (V) k), tai jos yra ekvivalencios ir r = t.

Irodymas. Kadangi kiekvienas pirmos Seimos vektorius tiesiskai yra iSreiSkiamas antros
Seimos vektoriais ir atvirksciai, tai teiginyje nurodytos vektoriu Seimos yra ekvivalencios.
Kadangi kiekviena vektoriu Seima yra sudaryta is tiesiSkai nepriklausomu vektoriu, tai, rem-
damiesi iSvada i$ lemos apie pakeitima, gauname, kad r =t. A
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7. 11. Apibrézimas. Bet kuri tiesinés erdvés (V, k) virs kuno k maksimali tiesiskai
nepriklausomu vektoriu Seima vy, va, ..., v, yra vadinama tiesinés erdvés (V, k) baze.

7. 12. Apibrézimas. Tiesinés erdveés (V, k) vir§ kuno k kurios nors bazés vektoriu
skaiCius yra vadinamas tiesinés erdvés (V, k) virs kuno k dimensija. Tiesinés erdves (V) k)
vir§ kiino k£ dimensija yra zymima dimg V.

Apibrézimas. Sakykime, tiesinés erdvés (V, k) vektorius v yra uzraSytas Sios tiesinés
erdvés bazés vektoriais v1, vo, ..., Up:
V=] + Qv + .o+ apvy, a5 €k, 1 <7 <n.
Kuno k elementai o, 1 < j < n, yra vadinami vektoriaus v € V koordinatémis tiesinés
erdvés V bazéje vy, vs, ..., Up.
Teorema. n-maté tiesiné erdve (V, k) virs kuno k yra izomorfiné tiesiniai erdvei k.

Irodymas. Issirinkime n-mateés tiesinés erdves (V) k) virs kuno k baze vy, va, ..., Uy.
Kiekvienas tiesinés erdvés (V, k) vektorius v vienareksmiskai yra isreiskiamas bazés vektoriais,

t. y.
(Vo)(v € V) Flag, g, ..., € k)(v = a1v1 + aovg + ... + i vp).

Galime apibrézti atvaizdi :
f:V =k Vov=a1v1 + agvs + ...+ apv, — (a1, 09,...,a5) € k™.

Isitikinsime, kad Sis atvaizdis yra tiesiné bijekcija.
Sakykime, v,v’ € V ir
n n
v = Zajvj, ’U/ = ZO(;-UJ'.
Tuomet bet kuriems A, u € k,

f(w + po’) )\Za]v]+u2a V) Z)\a3+ua Jvj) =

= (A + po, Aag + pady, .. Ay, + pag,) =
= Mag, a2, ..., an) + play,ab,....al) = Af(v) + pf').
Akivaizdu, kad f yra bijekcija. A

Teiginys. Sakykime, L — tiesinés erdvés (V, k) vir§ kuno k tiesinis poerdvis. Tuomet
1. dimg L < dimg V;
2. Bet kuria tiesinio poerdvio L baze galima papildyti vektoriais iki tiesinés erdvés V'
bazeés.

Irodymas. 1. Sakykime, vi, va, ..., v, yra tiesinés erdvés V bazé. Jei uq, ug, ...,
u, € L yra tiesiskai nepriklausomi, tai, remiantis lema apie pakeitima, r < n (pastebésime,
kad kiekvienas vektorius uj, 1 < j < r, tiesiSkai yra iSreiskiamas tiesinés erdveés V' bazes
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vektoriais v1, va, ..., v,). Taigi tiesinio poerdvio L bazé negali turéti daugiau vektoriu negu
tiesinés erdves V baze, t. y. dimg L < dimg V.

2. Sakykime, uq, uso, ..., u, € L yra tiesinio poerdvio bazé, o vy, va, ..., v, yra tiesinés
erdvés V bazé. Tuomet remdamiesi lema apie pakeitima, gauname: egzistuoja toks bazés
V1, V2, ..., Uy poSeimis vj , vj,, ..., vj,, kurio vektorius pakeite vektoriais uq, ua, ..., U,
gauname vektoriu Seima, ekvivalencia bazei vy, vo, ..., vn, t. y. nauja baze, kuriai priklauso
vektoriai uq, us, ..., up. A

Pastaba. Jei L — tiesinés erdvés (V, k) virs kuno k tiesinis poerdvis, uy, ug, ..., u, € L —
tiesinio poerdvio L baze, uy, ug, ..., Uy, Upt1, Upt2, ..., U, — tiesinés erdves V' bazé. Tuomet
V=L&L(vry1,02,...,0p).

Pavyzdziai ir pratimai.

1. Sakykime, kad k — ktnas, k™ — tiesiné erdvé vir§ kuno k, d;; — Kronekerio simbolis.
Vektoriai
ej = (6j175j27""5jn) c kn, 1 S] <n.

yra tiesiSkai nepriklausomi. IS tikruju, jei aye; + ases + ... + ane, = O, t. y.

(a1, 9,...,0,) = (0, 0, ..., 0),

tai a; = ag = ... = a,, = 0. Tuo tarpu kiekvienam v = (a1, aq, ..., a,) € k™, vektoriai v,
€1, ..., en, — tiesiSskai priklausomi. IS tikruju, galime parasyti lygybe:

lv —aje; —ages — ... —ape, = (0 —aq, a0 — g, ..,y —ay) = (0, 0, ..., 0),
————

n

kurioje, kaip matome, ne visi koeficientai 1, a1, ..., a,, yra lygus kuno k£ nuliniam elementui
0.

Vadinasi, e, ea, ..., e,, yra tiesinés erdves k™ bazé. Taigi dimy k™ = n (pagristai Sia
tiesine erdve zymime k™)!

2. Sakykime, vy, va, ..., vs yra tiesinés erdvés (V, k) vektoriai, L(vy,vs,...,vs) — §iu
vektoriu tiesinis apvalkalas (t. y. L(vi,va,...,vs) = {a1v1 + ... + asvs | aq,...,a5 € k}.
Isitikinkite, kad

dimg L(vy,va,...,0s) = rg{vy, va, ..., vs}.

3. Tiesinés erdvés (V, k) virs kuno k vektoriai vy, ve, ..., vs, yra tiesiskai nepriklausomi
tada ir tik tada, kai kiekvienam j, 1 <j <s, v; ¢ L(v1,...,v;-1). Irodykite.

4. Sakykime, k — baigtinis ktinas, turintis ¢ elementu, k™ — tiesiné erdvé vir§ kiuino k.
Kiek tiesinéje erdvéje k™ yra skirtingu vektoriu Seimu vy, vs, ..., v, sudarytu is§ r tiesiskai
nepriklausomu vektoriu? a) Sutarkime, kad dvi vektoriu Seimos vy, v, ..., v, it uy, ug, ...,
us néra skirtingos tada ir tik tada, kai r = s ir v1 = uy, v2 = ug, ..., v, = u,. b) Sutarkime,
kad dvi vektoriu Seimos vy, ve, ..., v, ir U1, U, ..., u, yra skirtingos tada ir tik tada, kai jos
skiriasi bent vienu vektoriumi.
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n__ n__ n__r—1
Atsakymas: a) (¢" —1)(¢" —¢q)...(¢" —¢"1), b) (¢"=1)(¢g"=q)...(¢"=¢" ")

r!

5. Sakykime, k — baigtinis kiinas, turintis ¢ elementu, k™ — tiesiné erdve virs kiino k.
Kiek yra skirtingu dimensijos r vir§ kuino k tiesinés erdvés k™ tiesiniu poerdviu?

7. 13. Teorema. Sakykime, L; ir Lo — tiesinés erdvés (V, k) vir§ kuno k tiesiniai
poerdviai. Tuomet

dimk(Ll + LQ) + dimk(Ll N LQ) = dimy, L1 + dimyg, Lo.

Irodymas. Tarkime, kad uq, us, ..., us, — tiesinio poerdvio L1 N Lo bazé, uy, us, ...,
U, V1, V2, ..., Vs, — tiesinio poerdvio L bazeé, o ui, uo, ..., Uy, w1, wa, ..., W,, — tiesinio
poerdvio Lo bazé [?]. Isitikinsime, kad uq, ug, ..., ut, v1, va, ..., Vs, W1, Wa, ..., W, yra tiesinio

poerdvio L1 + Lo bazé. Tuo tikslu irodysime, kad Sie vektoriai yra tiesiskai nepriklausomi ir
kiekvienas tiesinio poerdvio Li + Lo vektorius tiesiSkai yra iSreiskiamas nurodytais vektoriais.

Sakykime, kad

aruy + ...+ qpup 4+ frvr + ..+ Bsvs + 1w + ..+ yrw, = Oy

Tuomet
alul-l-...-l-atut—l—ﬁlvl+...+ﬁ8vs = —MWwW1 — ... = YWy € L1 N Ls.

Vadinasi, 1 = 2 =... =3 =01ir v1 = 72 = ... = v, = 0, nes kiekvienas tiesinio poerdvio
L1 N Ly vektorius vienareikSmiskai yra iSreiSkiamas Sio poerdvio bazés vektoriais. Tuomet
gauname, kad aju; + ... + apuy = Oy. Kadangi vektoriai uy, uo, ..., us, sudaro tiesinio
poerdvio L1 N Lo baze, tai a; = ... = ay = 0.

Lieka irodyti, kad kiekvienas tiesinio poerdvio L + Lo vektorius tiesiskai yra iSreiskiamas
vektoriais wuy, us, ..., us, v1, Va2, ..., Vs, Wi, Wa, ..., W,. Pastebésime, kad tiesinio poerd-

vio Ly 4+ Lo kiekvienas vektorius v yra uzrasomas dvieju vektoriu l; € Ly ir ls € Ly suma.
Kiekvienas tiesinio poerdvio L vektorius tiesiskai yra isreiskiamas Sio poerdvio bazes vekto-
riais wy, ug, ..., U, V1, V2, ..., Vg, O kiekvienas tiesinio poerdvio Lo vektorius tiesiskai yra
iSreiskiamas Lo bazés vektoriais uq, usg, ..., U, wy, wo, ..., w,. Taigi kiekvienas tiesinio po-
erdvio L1 + Lo vektorius tiesiSkai iSreiSkiamas vektoriais wy, us, ..., us, v1, Vs, ..., Vs, W1, W2,
..., w,. Dabar galime parasyti lygybes: dimy L1 N Ly =t, dimy L1 =t + s, dimg Ly =t + 7,
dimg(Ly + Lo) =t + s + r. Vadinasi,

dimy, (Ll + LQ) + dimk(Ll N LQ) =dimg L1 +dimy L. A

Isvada. Tiesinés erdvés (V) k) virs kuno k tiesiniu poerdviu L; ir Ly suma L; + Lo yra
tiesioginé tada ir tik tada, kai dimy (L1 + Lg) = dimy, L1 + dimy, Lo.

Pratimas. Irodykite, kad tiesinés erdvés (V, k) virs kuno k tiesiniu poerdviu Li, Lo,
.oy Ly suma Ly + Ly + ...+ L, yra tiesioginé tada ir tik tada, kai dimy (L, + Lo +...+ L) =
dimy L1 +dimg Lo + ...+ L,.
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7. 14. Teorema. Sakykime, L — tiesinés erdvés (V, k) vir§ kuino k tiesinis poerdvis.
Tuomet dimy, L 4+ dimy, V/L = dimy V.

Irodymas. ISsirinkime tiesinio poerdvio L baze uq, us, ..., u,. Papildykime Sia tiesinio
poerdvio baze iki tiesinés erdves V' bazés uq, us, ..., U, v1, Vo, ..., vs. Teigiame, kad v + L,
vo+ L, ..., vs + L tiesinés erdvés V/L bazeé.

Sakykime, kad

ar(v+ L)+ as(vo+L)+...+as(vs+ L) =1L,
a1, Qo, ..., ag € k. Pertvarke Sia lygybe, gauname:
a1v1 Faovg + ...+ agvs + L =L,

t. y. aqvg+agvs+...+asvs € L. Vadinasi, vektorius aq vy +agvs+. . .+ a0, yra iSreiSkiamas
tiesinio poerdvio L bazeés vektoriais: egzistuoja tokie (31, B9, ..., Br € k, kad

a1V + Qoo + ...+ agvs = Brur + Bous + ...+ Brttg.

Kadangi vektoriai wy, uo, ..., Uy, v1, 2, ..., Us, yra tiesinés erdvés V bazé, tai oy = as =
o.=as==[01 =P2=...= [ =0. Taigi tiesinés erdvés V/L vektoriai v; + L, vo + L, ...,
vs + L yra tiesiskai nepriklausomi.

Lieka ijrodyti, kad kiekvienas tiesinés erdvés V/L vektorius v + L, v € V, yra tiesiskai
iSreiSkiamas vektoriais vy + L, vo + L, ..., vs + L. Tuo tikslu tiesinés erdves V vektoriu v
uzraSykime Sio erdves bazés uq, uo, ..., u,, v1, Vo, ..., Vs vektoriais: egzistuoja tokie aq, as,

. s €k, B, Ba, ..., Br €k, kad
V=1V + agUs + ... + agvs + Brug + Gous + ... + Bruy.
Vadinasi,
v+ L =ajv1 +aovs + ...+ asvs + frur + Pous + ...+ Brur + L =
=av; +agvg + ...+ asvs+ L=ay(vy + L)+ ag(va+ L)+ ...+ as(vs + L). A

Dabar irodysime bendresne teorema.

7. 15. Teorema. Sakykime, (V) k) ir (W, k) — tiesinés erdveés, f : V. — W — tiesinis
atvaizdis. Tuomet dimy Ker f 4 dimg Imf = dimy V.

Irodymas. Sakykime, wi, ws, ..., ws, — tiesinio poerdvio Imf C W bazeé, o uy, usg,
.., U, — tiesinio poerdvio Ker f bazé. Egzistuoja tokie vektoriai vy, vo, ..., vs € V, kad
f(v1) = wr, f(ve) = wa, ..., f(vs) = ws. Teigiame, kad vektoriai uq, ug, ..., Uy, v1, V2, ...,

vs € V, yra tiesinés erdves V bazé. Pirmiausia isitikinsime, kad Sie vektoriai yra tiesiskai
nepriklausomi.
Sakykime, kad
a1v1 + agUo + ...+ agvs + Brug + Pous + ... + Bru, = Oy,
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Tuomet
f(Oq’Ul + aovg + ...+ asvs + frur + Bous + ...+ ﬁrur) = f(Ov) = Ow,t.y.

arf(vr) +aof(va) + ...+ asf(vs) + Brf(ur) + Baf(ug) +...+ B fu,) =
= qqw; + aws + ... + azws = Ow.

Kadangi vektoriai wy, ws, ..., ws, yra tiesinio poerdvio Imf C W bazeé, tai a1 = as = ... =
as = 0. Vadinasi, fyuy + fous + ... + Bru, = Oy. Kadangi vektoriai uy, ug, ..., U, yra
tiesinio poerdvio Ker f bazeé, taiir f; = B2 = ... = (6, = 0. Irodéme, kad vektoriai uy, us,
ey Upy V1, Vo, ..., Vg € V, yra tiesiSskai nepriklausomi.

Lieka isitikinti, kad kiekvienas tiesinés erdvés V' vektorius yra tiesisSkai iSreiskiamas vek-
toriais uy, ug, ..., Uy, v1, Vg, ..., Vs € V. Sakykime, v € V. Vektorius f(v) € Imf yra
tiesiskai iSreiskiamas vektoriais wi, wo, ..., ws: egzistuoja tokie a; € k, 1 < j <'s, kad

f(v) = aqwy + agws + . .. + asws.
Sia lygybe galime perrasyti taip:

f(v) = axf(vr) +a2f(va) + ... 4 asf(vs),

arba
f(v—aqvy — agvg — ... — agvs) = Owy.

Kadangi vektorius v — ajv; — agve — ... — a,vs priklauso tiesinio atvaizdzio f branduoliui
Ker f, tai sis vektorius yra iSreiSkiamas tiesinio poerdvio Ker f vektoriais: egzistuoja tokie
ﬁl? ﬁQ? sy BT € ku kad

V— QU] — QU — ... — QxUs = [Brur + Pous + ... + Bru,.
Kaip matome,
V=101 + Qoo + ... + asvs + Brug + PBous + ...+ Brty.

Kadangi dimy Ker f = r, dimg Imf = s, dim, V = r + s, tai teoremos irodymas baigtas. A

Apibrézimas. Sakykime, (V k) ir (W, k) — tiesinés erdvés, f : V. — W — tiesinis
atvaizdis. Tiesinio atvaizdzio f vaizdo I'mf dimensija vir§ kiino k dimyg I'mf yra vadinama
tiesinio atvaizdzio f rangu ir Zymima rgf, o dimy Ker f yra vadinama tiesinio atvaizdzio f
defektu ir zymima def f.

Pratimas. Sakykime, (V, k) ir (W, k) — tiesinés erdveés, f : V — W — tiesinis atvaizdis,
vy, Vg, ..., Uy — tiesinés erdvés bazé. Irodykite, kad rgf = rg{f(v1), f(v2),..., f(vn)}
8. Tiesinio atvaizdzio matrica
8. 1. Tarkime, (V) k) ir (W, k) tiesinés erdveés virs kuno k, vy, v, .. ., v, — tiesinés erdveés

V bazé. Jei f, g € Homy(V, W) tokie tiesiniai atvaizdziai, kad f(v;) = g(v;), 1 < j < n,
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tai kiekvienam v € V', f(v) = g(v). Kitaip tariant, jei tiesiniu atvaizdziu f ir g reikSmeés yra
lygios kokios nors bazés vektoriuose, tai tie tiesiniai atvaizdziai yra lygus. IS tikruju, kadangi
kiekvienas vektorius v € V' vienareiksmiskai yra isreiSkiamas bazés vektoriais vy, va, ..., Uy

v =0V + U + ..o+ apt,, o €k, 1< 5 <n,

tai
f(v) = flaavr + agva + ... + apon) = a1 f(v1) + aaf(v2) + ... + anf(vn) =

= a1g(v1) + aeg(ve) + ... + ang(vy) = glarvr + agva + ... + apvy) = g(v).

Vadinasi, norint nusakyti tiesini atvaizdi f : V' — W, pakanka nurodyti tiesinés erdves
V kokios nors bazés vektoriu vy, ve, ..., v, vaizdus f(v1), f(v2), ..., f(v,) € W. Tuomet bet
n

n
kurio vektoriaus v = ) a;v; € V vaizdas apibréziamas vienareik§miskai: f(v) = > a; f(v;).
j=1 Jj=1
Sakykime, (V,k) ir (W, k) tiesinés erdveés vir§ kuno k, f : V' — W, — tiesinis atvaizdis,
V1, Vg, ..., Up il W1, Wa, ..., Ww,, — atitinkamai tiesiniu erdviu V ir W bazés. Tiesinés erdves
V' bazés vektoriu vy, va, ..., v, vaizdus f(v1), f(va), ..., (v,) uzrase tiesinés erdvés W bazés
vektoriais wq, wo, ..., w,, gauname:

f(v1) = anwy + apwa + ... + ag,w,
f(UQ) = Qo1W1 + QoW + ...+ Qo,W,

f(on) = aprwi + apngwa + ... + aprwy,

Taigi kiekvienam tiesiniam atvaizdziui f : V — W, iSrinke tiesiniu erdviu V ir W bazes v,

Vg, ..., Uy ir Wy, wa, ..., Wy, galime priskirti bazés vektoriu v;, 1 < j < n, vaizdu f(v;),
1 < j < n, koordinaciu tiesinés erdves W bazéje wy, wa, ..., w, lentele:
11 19 ce A1
a1 29 e a9y
)
Qp1 Qp2 ... OQpp

a;; €k, 1 <i<mn,1< 5 <r. Tokia lentelée yra vadinama matrica ir dazniausiai Zymima
n,r n,r

(aij)ij—1 arba [Jaijl[s;—-

Ir atvirksciai, turéedami matrica (ay;); =, @ij € k, 1 < i < n, 1 < j < r, galime
vienareikSmiskai apibrézti tiesini atvaizdi f : V' — W. Pirmiausia sudarome vektorius u; =
ajiwy + ajows + ...+ ajpwy, 1 < j < m, o po to nurodome ieSkomo tiesinio atvaizdzio f
reikdmes tiesinés erdvés V' bazés vektoriuose v;, 1 < j < n: f(vj) = ajiwr + ajows + ... +
ajrwy, 1 < j < n. Kaip Zinome, tiesiniam atvaizdziui f : V' — W apibrézti, pakanka nurodyti
tiesinés erdvés V' bazés vektoriu vaizdus.

8. 2. Sakykime, (V,k) ir (W, k) tiesinés erdves virs kuno k, vy, va, ..., v, ir wy, wa,
..., Wy, — atitinkamai tiesiniu erdviu V ir W bazés. Tuomet, kaip matome, egzistuoja abipus
vienareiksmeé atitinkamybé tarp tiesiniu atvaizdziu f : V — W ir matricu (Ozij)?f:l, a;j €k,

1<i<n,1<j<r. Itiesinio atvaizdzio f : V — W matrica (c;); i, aij € k, 1 <i <,
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1 < 7 <r, esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V ir W bazéms vy, va, ..., vy ir wy, wa, ..., Wy,
galima ziuréti kaip i vektoriaus f € Homy(V, W) koordinates (priminsime, kad Homy (V, W)
yra tiesiné erdvé vir§ kuno k). Pazymeékime f;; € Homy(V, W) tiesini atvaizdi, apibrézta
taip:

fij(aivr + agva + ...+ apvy) = awj, o €k, 1 <i<n, 1<j<r.

Isitikinsime, kad vektoriai f;; € Homg(V,W), 1 <i <mn, 1 < j <r, sudaro tiesinés erdvés
Homy (V, W) baze.

Teiginys. Vektoriai f;; € Hom(V,W), 1 <i <n, 1 < j <r, yra tiesiskai nepriklau-
somi.

n T
Irodymas. Sakykime, > > «;;fij = Ov,w (Oyw : V. — W — nulinis tiesinis at-
—
' ! n T T
vaizdis). Tuomet kiekvienam v,,, 1 < m < n, > > a;ifij(vm) = > amjw; = Ow.
i=1j=1 j=1
Kadangi vektoriai wj, 1 < j < r, sudaro tiesinés erdves W baze, tai bet kuriems m, j,
1<m<n, 1<j<r ay =0 A

Teiginys. Sakykime, f : V — W - tiesinis atvaizdis, kurj atitinka matrica (v;);j_;,
ajj €k, 1<7<n,1<j<r,esant fiksuotoms tiesiniuy erdviu V' ir W bazéms vy, va, ..., v,
n T
ir wy, we, ..., w,. Tuomet f = > > a;;fi;.
i=1j=1

n T
Irodymas. Norint isitikinti tiesiniu atvaizdziu f ir ) > a;fi; lygybe, pakanka isi-
i=1j=1
tikinti, kad tiesinés erdves V bazés vektoriuose v1, vs, ..., v, §iu atvaizdziu reikSmés yra
lygios.

.
Tiesinis atvaizdis f vektoriui v, priskiria vektoriu f(vm,) = > amjw;, 1 <m <n.
i=1

n T
Tiesinis atvaizdis ) > «;;fi; vektoriui vy, priskiria vektoriu
i=1j=1
n T n T
Q> aiifi)om) =Y > aijfij(vm) =
=1 j=1 i=1 j=1
n T T
= E E i 0imWw; = E amjwj, 1 <m <n,
i=1 j=1 j=1

¢ia d,,; — Kronekerio simbolis:

s L jem=j
m =0, jeim#j

Kaip matome, f = > > oyjfij. &

i=1j=1
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Isvada. dimy Homy(V, W) = dimy, V dim;, W.

Irodymas. Kadangi tiesiniai atvaizdziai f;; € Homg(V, W), 1 < i <n, 1 < j <
sudaro tiesinés erdvés Homy (V, W) baze, tai dimy Homy (V, W) = nr = dimg V dimy W.

9. Veiksmali su tiesimiais atvaizdziais

9. 1. Tarkime, esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V' ir W bazéms vq, v, .. Un ir wq, w2,
, Wy, tiesinius atvaizdzius f, g, f + g € Homy(V, W) atitinka matricos (a”)z =1 (Bij)it =1
ir (’yw)m_l, aij, Bij,vij € k, 1 <4 <n,1<j <r. Isitikinsime, kad

(%J)?gr 1 = (i +5zy) i,j=1"
Uzrasykime lygybes:
-
fi) = ajw;, 1<i<n,

J=1

T
vi) = Bijw;, 1<i<n,

J=1

(f"’g 'Uz 2713w371<2<n
7j=1
Kadangi (f +¢)(vi) = f(vi) +g(vi), 1 <i<mn,tai v = a;j+0ij, 1 <i<n,1<j<r. Taip
ir turéjo buti: bet kurioje tiesinés erdves Homy (V, W) bazéje vektoriu f ir g sumos f + ¢
koordinatés yra lygios vektoriu f ir g koordinaciu sumai.
Apibrézimas. Matrica (a;; + ﬁm)” 1
a;j,Bij €k, 1<1<mn,1<j<r, suma ir yra raSoma:

yra vadinama matricu (au;); =1 it (Bi5); =1,

(O‘ij)?,’jrz1 + (ﬁlj)z g=1= = (auj + Blj)z =1

(atkreipkite démesi, kad yra sudedami atitinkami matricu elementai).

Apibrézimas. Visu matricu (a;;);"" Vg, qij €k, 1 <i<n, 1<j<r, aibe pazymékime
M, (k). Tuo atveju, kai n = r, vietoje Mm(k) rasysime M, (k).

Akivaizdu, kad (M, (k),+) yra Abelio grupé. Galime apibrézti atvaizdi:
kX My (k) — My, (k), Blaij)is =1 " (ﬁaw)zg 1

Sis atvaizdis tenkina tiesinés erdvés apibrézimo 1 — 4 salygas.

Taigi (M,,-(k),+) — tiesiné erdvé virs kuno k.

Galite isitikinti, jei tiesinio atvaizdzio f € Homy(V, W) matrica yra (ay;);_;, esant
fiksuotoms tiesiniu erdviu V ir W bazéms vy, ve, ..., v, ir wy, ws, ..., w,, tai tiesinio
atvaizdzio Af matrica yra (Aa;);j_;

9. 2. Taigi teisingas
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Teiginys. Tiesinés erdves Homy (V, W) ir (M,,-(k),+) yra izomorfineés.

Pastaba. Tiesinés erdvés Homy (V, W) ir (M, (k),+) yra izomorfinés, bet néra kano-
niskai izomorfinés. Tiesiniu erdviu Homy(V, W) ir (M, (k),+) izomorfizmas priklauso nuo
tiesiniu erdviu V ir W baziu parinkimo.

9. 3. Sakykime, (V, k), (W, k), (U, k) — tiesinés erdvés virs kuno k, vy, va, . . ., v, — tiesinés
erdvés V' bazé, wy, wa, ..., w, — tiesinés erdvés W bazé ir uy, us, ..., u; — tiesines erdves U
bazé. Tarkime, tiesiniu atvaizdziu f € Homy(V, W), g € Homk(W U)ir go f € Homg(V,U)
matricos, auksc¢iau nurodytose bazése, yra (am)” 15 (ﬁ”)” | ir (%J)”t 1 %, Bt va € K,
1<i<n,1<53<r 1< <t Irodysime, kad

’Yil:Z@z‘jﬁjl, 1<i<n, 1<1<t.
j=1

Uzrasykime lygybes:
f(vi) = Zaijwj7 1 <i<n,

J=1

t
wi) = Buu, L<j<m

=1
t

f(vi) = Z%‘jul, 1<i<n.

=1

Remdamiesi tiesinio atvaizdzio go f : V — U apibrézimu, galime parasyti:

(go f(vi) =g(f(vi)) = Q(Z Qijw;) = Z aijg(wy) =

T t T t t r
=D aiy Y Buu =Y Y aibiu =y (Y aibi)u
=1 =1

j=11=1 =1 j=1

Remdamiesi pastaraja lygybe, matome, kad

Vilzz@ijﬁjl, 1<i<n, 1<1<t.
j=1

r

Apibrézimas. Matrica () a”ﬁﬂ)” , yra vadinama matricu (a;);_; ir (Bij)it

7,7=1
7j=1

Sandauga 1r yra rasoma:

(aij)zj 1 52] ,] 1= Zaljﬁjl zl 1
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9. 4. Taigi apibrézta matricu daugyba - :

My, (k) x My ¢(k) — My, (k).

Pastabos. 1. Kaip paprastai daugybos zenklo - tarp dauginamuju matricu nerasysime.

2. Atkreipkite démesi, kad dvi matricas A € M,, (k) ir B € M, (k) galima sudauginti
tada ir tik tada, kai pirmoji matrica A turi tiek stulpeliu, kiek antroji matrica B turi eiluciu.
Matricu A ir B sandauga AB € M, +(k) turi tiek eiluciu, kiek ir matrica A, o stulpeliu - tiek,
kiek ir matrica B. Matricu A ir B sandaugos AB ij-asis elementas yra gaunamas matricos
A i-osios eilutés elementus paelemenciui sudauginus su matricos B j-ojo stulpelio elementais
ir gautus rezultatus sudeéjus.

3. Atkreipkite démesi, kad bendruoju atveju matricu daugyba apibrézta tarp skirtingu
matricu aibiu M, (k) ir M, (k) elementuy, o Siu aibiu elementu sandauga priklauso treciajai
aibei M, (k), kuri néra lygi pirmosioms aibéms. Tik atskiru atveju, kai n = r = ¢, galima
sudauginti bet kuriuos matricu aibés M, (k) elementus, kuriu sandaugos rezultatas taip pat
priklauso tai paciai matricu aibei M, (k).

9. 5. Matricy daugybos savybeés.

1. Matricu daugyba asociatyvi: bet kurioms matricoms A € M, .(k), B € M, 4(k),
C € M, (k), teisinga lygybé (AB)C = A(BC);

2. Matricu daugyba dvitiesiné: bet kurioms matricoms A, B € M, ,(k), C,D €
M, s(k), kiekvienam « € k, teisingos lygybés:
i) (A+ B)C = AC + BC,
ii) A(C + D)= AC + AD;
iii) («A)C = a(AC) = A(aC).

3. Egzistuoja tokios matricos 1, = (8;5)1';=1 € Myu(k), 1, = (6i5)] ;=1 € M.(k), cia
di; — Kronekerio simbolis, kad kiekvienai matricai A € M, ,(k),
i)1, A= A4
i) A1, = A

Isvada. (M, (k),+,-) yra asociatyvus ziedas su vienetu, kurio struktura yra suderinta
su tiesinés erdvés M, (k) virs kuno k struktura. Taigi (M, (k),+,) yra algebra virs kuno k.
(M, (k),+,-) yra vadinama n-tos eilés su koeficientais kuine k& matricu algebra ir paprastai
zymima M, (k).

Apibrézimas. Matrica A € M, (k) yra vadinama apgreziama, jei egzistuoja tokia ma-
trica B € M,,(k), kad AB = BA = 1,,. Matrica B yra vadinama atvirkstine matrica matricai
A ir yra Zymima A~

Teiginys. Matricu algebros M, (k) visu apgreziamu matricu aibé G L, (k) matricu dau-
gybos atzvilgiu sudaro grupe. GL,(k) yra vadinama pilnaja tiesine n-tos eilés matricu su
koeficientais kiine k grupe.

Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus.
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9. 6. Sakykime, (V) k) — tiesimé erdvé virs kuno k, vy, ve, ..., v,, — Sios tiesinés erdveés
bazé. Kaip zinome, kiekvienas tiesinés erdvés V' vektorius u yra uzraSomas bazés vektoriais:

U =01V + oV + ...+, o €k, 1< j<n.
Sia vektoriaus u € V israiska galima uzrasyti matricu sandauga:

U1
V2 '
u= (a1, 9,...,05) : s €k, 1<j<n.

Un

Pastaba. Bendruoju atveju matricos eilutés elementu neskiriame kableliais, tuo tarpu
pirmosios matricos - eilutés elementus atskyréme kableliais. Tai padaréme todél, kad tiesinés
erdves V' vektoriaus koordinatés taip surasSytos yra tiesinés erdveés k™ elementas. Gali atrodyti
keistai ir antroji matrica - stulpelis, kurios elementai yra tiesinés erdves V bazes vektoriai.
Svarbu tai, kad tokiu matricu daugyba apibrézta: kuino k elementus galima sudauginti su
tiesinés erdves V' elementais ir gautus tiesinés erdvés vektorius galima sudéti.

Trumpumo délei (aq,as,...,q,) Zymésime jq,,, 0 matrica

U1
V2

Un
zymésime v |1. Tuomet vektoriaus u € V israiska matricu sandauga atrodo taip:

1
U =1 Q,0 |, .

9. 7. Sakykime, (V, k) ir (W, k) —tiesinés erdvés vir§ kuno k, tiesinj atvaizdi f : V — W
atitinka matrica (aij)ﬁ’f:l, ajj €k, 1<i<n,1<j<r, esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V'
ir W bazéms vy, vs, ..., v, ir wy, woe, ..., w,. Tuomet galime paraSyti lygybes:

f(Ul) = Zaijwj, 1 < 1 <n.

j=1

Sias lygybes taip pat galima uzrayti matricy sandauga:

f(vl) a1 Q12 ... Oy w1
f(v2) | @21 @22 ... Qo wo
f(Un) [67%%1 an2 oo Opyp Wy

195



Trumpumo délei sutare matrica
f(v1)
f(v2)

£ ()

zyméti f(v [1) arba f(v) |1, pastaruju lygybiu uzrasas matricu sandauga atrodo taip:
fo 1) = (@ij)i_w |y

9. 8. Sakykime, (V) k) ir (W, k) —tiesinés erdveés virs kuno k, tiesinj atvaizdi f: V — W
atitinka matrica (ozij)?”jr:l, ajj €k, 1 <1< n,1<j < r, esant fiksuotoms tiesiniu erdviu
V ir W bazéms vy, vs, ..., Uy ir wy, wo, ..., w,.. Kadangi tiesiniu erdviu V ir W bazeés yra

nurodytos, tai V ir W galime sutapatinti su tiesinémis erdvémis k" ir k":
h
V=K Vou=av +agvg+ ...+ apv, — (a1,a2,...,0,) € K",

WL k", Wsw=fiw, + Bows + ...+ Brwy — (B1, B2, ..., 0) € k"

Tiesini atvaizdi f : V' — W, sutapatinus V ir W su k" ir k" nurodytu budu, atitinka toks
tiesinis atvaizdis f : k™ — k", kad diagrama

v L ow
Ih g
AR

yra komutatyvi. Isitikinsime, kad tiesinis atvaizdis f: k™ — k" yra apibréziamas taip:

a1 12 cee g
R Q21 Q22 ... Qor
f((a17a27"'7a'n)>:<a17a2""’an) . . . . -
ap1  Op2 ce. Qpp

n n n
= ( E a0, E Ao, ..., E OéjOéjr).

Tuo tikslu uzrasykime

flaqvy + agve + ...+ apvy) = a1 f(v1) Fanf(ve) + ...+ anf(v,) =

N ZO‘J’(Z ajiw:) =3 (Y ajogi)w; =

=1 j=1
n n n
= E Q01 W1 + E Q5 QoW + ...+ E Qe Wy
Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Kaip matome, vektoriaus, kurio koordinatés tiesinés erdves V' bazéje vy, va, ..., v, yra
(1,9, ..., ), vaizdo koordinatés tiesinés erdvés W bazéje wy, wa, ..., w, yra

n n n
( E a0y, E Qj0G2, ..., E ozjozjrwr).
J=1 J=1 Jj=1

10. Peréjimo matrica is vienos bazeés i kita

10. 1. Sakykime, vy, va, ..., v, ir U1, V2, ..., U, — tiesinés erdvés (V,k) dvi bazés.
Kiekvienas antrosios bazés vektorius v;, 1 < j < n, tiesiskai yra isreiskiamas pirmosios bazés
vektoriais:

5]' = tjlvl + thUQ + ... +tjnvn7 1 S] <n.

Sias lygybes galima uzrasyti matricy sandauga:

Ol 11 tiz ... tin U1
U2 tor too2 ... ton () o
= : : . : : ,tijek,lg’b,jgn.
Un th1 tn2 .. tan Un,
Apibrézimas. T = (tij)zjzl yra vadinama peréjimo matrica i§ bazés vy, ve, ..., v, 1 baze
U1, V2, ...y, Up.
Sakykime, T" = (t},)';—; yra peréjimo matrica i§ bazés vy, Vg, ..., Up i baze v1, v, ...,

v,. Tuomet galime parasyti lygybes:
TE=To 5, v [5=T7F |} .
Remdamiesi Siomis lygybémis, gauname:
v |t=Tv |}=TT'v |}
ir
v =T |'=TTv |} .

Vadinasi, TT' = T'T =1, t. y. T' = T~! arba T = T'~!. Taigi peréjimo matrica i§ vienos
bazés i kita yra apgreziama.

Pastaba. Peré¢jimo matrica T' = (t;;)7,—; i8 bazés vy, va, ..., v, i baze v1, vz, ..., Uy
yra tiesinio atvaizdzio
V-V vy—v, 1<j5<n,

matrica bazéje vy, vo, ..., Up.

10. 2. ISnagrinésime sasaja tarp tiesinés erdves vektoriaus koordinaciu skirtingose
bazése.
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Sakykime, (V,k) tiesiné erdvé virs kuno k, v, va, ..., v, ir v1, Vg, ..., U, — tiesinés
erdvés V' bazes, T' — peréjimo matrica i§ pirmosios bazés i antraja. Tarkime, kad vektoriaus
u € V koordinateés Siose bazése yra (aq,aq,...,ay) ir (aq,as, ..., ay,). Tuomet

n -~ -~ -~ -~ n
u=(a1,qz,...,a,)v |T= (a1,q2,...,0,)0 [T .
C~ o
Kadangi v [7=Tv |7, tai

u= (a1, Q9,...,a,)v = (a1,09,...,a,)Tv [T .

Taigi vektoriaus u € V koordinates tiesinés erdvés V' pirmojoje ir antrojoje bazése ir peréjimo
matrica i$ pirmosios bazés i antraja sieja lygybeé:

(Oél,(l/g,...,an) = (&1,&2,...,&71)1—'.

10. 3. Isnagrinésime, kaip keiciasi tiesinio atvaizdzio f : V — W matrica, keiCiant
tiesiniy erdviu V ir W bazes.

Tarkime, esant fiksuotoms tiesiniu erdviu V ir W bazéms vy, ve, ..., v, ir wy, wa, ...,
wy, tiesini atvaizdi f € Homy(V, W) atitinka matrica A = ()i j_;, aij € k, 1 < i < n,
1 < j < r, o esant fiksuotoms 8iu tiesiniu erdviu bazéms vy, Vs, ..., ¥, ir wy, Wa, ..., W,

tiesini atvaizdi f atitinka matrica B = (8;;); =, Bij € k, 1 <i <n, 1 < j <r. Sakykime,
kad peréjimo matrica iS tiesinés erdvés V' pirmosios bazeés i antraja yra T', o peréjimo matrica
i tiesinés erdvés W pirmosios bazés i antraja yra R. Tuomet remdamiesi tiesinio atvaizdzio
matricos ir peréjimo matricos i§ vienos bazés i kita apibrezimais, galime parasyti lygybes:

F ln) = f0) ln= (oy)iw L= Aw |, (1)
F@ 1n) = f@) ln= (Bi))7 =@ Lp= Bw |, (2)
v y=Tvly, wli= Rw |y . (3)

(2)-oje formuléje v |1 ir w |7 pakeite (3)-iuju lygybiu deginiosiomis pusémis, gauname:
f(Tvl{) = BRw |} .

Kadangi f — tiesinis atvaizdis, tai f(Tv |[}) = T f(v |}). 1 pastaraja lygybe vietoje f(v |})
irase (1)-osios lygybés desiniaja puse, gauname:

TAw |!= BRw |7 .

Taigi matricas A, B € M,,.(k), T € M,(k), R € M, (k) sieja lygybé: TA = BR,

10. 4. Taigi tiesinio atvaizdzio f : V — W matricas A ir B, gautas esant fiksuotoms
tiesiniy erdviu V ir W skirtingoms baziu poroms ir peréjimo matricas 1" ir R iS pirmuju baziu
i antrasias, sieja lygybé:T A = BR.
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10. 5. Sakykime, V = W — tiesiné erdvé vir§ kuno k, vy, ve, ..., v, ir U1, Vs, ..., Un
— skirtingos Sios tiesinés erdvés bazés, f : V — V — tiesinis atvaizdis. Tarkime, kad tiesinés
erdvés V pirmojoje bazéje tiesiniam atvaizdziui f priskiriama matrica A, antrojoje bazéje —
matrica B, T — peréjimo matrica iS pirmosios bazés i antraja. Tuomet matricas A, B ir T
sieja lygybe:
TA = BT.

Pastaraja lygybe galime perrasyti taip: B = TAT !

Apibrézimas. Matricos A, B € M, (k), ¢ia k — kunas, yra vadinamos panasiomis, jei
egzistuoja tokia neiSsigimusi matrica T € M, (k) (t. y. det T #0), kad B =TAT 1.

Isvada. Tiesini atvaizdi f : V — V atitinkancios matricos skirtingose tiesinés erdvés V
bazése yra panasios.

Apibrézimas. Kintamojo t polinomas p(t) =: det(A — t1,) yra vadinamas matricos
A charakteringuoju polinomu.

10. 6. Teiginys. PanasSiu matricu charakteringieji polinomai yra lygts.

Irodymas. Sakykime, matricos A ir B yra panasSios, t. y. egzistuoja tokia neissigimusi
matrica T, kad B = TAT . Tuomet pp(t) = det(B—t1,) = det(TAT ' —t1,,) = det(T(A—
t1,)T~1) = det T det(A — t1,)det T—! = det(A — t1,,) = pa(t). A

Apibrézimas. Sakykime, V — tiesiné erdvé virs kuino k. Tiesini atvaizdi f : V — V
atitinkancios matricos A kurioje nors tiesinés erdvés V' bazéje vy, v, ..., v, charakteringa-
sis polinomas @ (t) yra vadinamas tiesinio atvaizdzio f charakteringuoju polinomu ir yra
zymimas @ ¢(t).

Pastaba. Tiesinio atvaizdzio f : V — V charakteringojo polinomo apibrézimas ko-
rektiskas, kadangi tiesini atvaizdi atitinkancios matricos skirtingose bazése yra panasios, o
panasiu matricu charakteringieji polinomai yra lygis.
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