
VI skyrius. MATRICOS IR DETERMINANTAI

1. Antros eilės matricos determinantas

1. 1 Nagrinėkime tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
:{

a11x +a12y = b1

a21x +a22y = b2
(1)

Šia
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
galime ǐsspre

‘
sti taip: pirma

‘
ja

‘
lygti

‘
padaugine

‘
ǐs a22 ir pridėje

‘
prie antrosios,

padaugintos ǐs −a12, gauname lygti
‘

(a11a22 − a12a21)x = b1a22 − b2a12.

(1)-os lygčiu
‘
sistemos pirma

‘
ja

‘
lygti

‘
padaugine

‘
ǐs −a21 ir pridėje

‘
prie antrosios, padaugintos

ǐs a11, gauname lygti
‘

(a11a22 − a12a21)y = a11b2 − a12b1.

Taigi (1)-os lygčiu
‘
sistemos sprendinys yra toks:

x =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a12a21
, y =

a11b2 − a12b1

a11a22 − a12a21
.

1. 2. Patogu nagrinėti matricas(
a11 a12

a21 a22

)
,

(
b1 a12

b2 a22

)
,

(
a11 b1

a21 b2

)
.

Pirmoji matrica yra sudaryta ǐs (1)-os lygčiu
‘
sistemos koeficientu

‘
prie nežinomu

‘
ju

‘
. Antroji

ir trečioji matricos yra gautos ǐs pirmosios, pirmosios matricos pirma
‘
ji
‘
ir atitinkamai antra

‘
ji
‘

stulpeli
‘

pakeitus (1)-os lygčiu
‘

sistemos laisvaisiais nariais. Reǐskinys a11a22 − a12a21 yra
vadinamas pirmosios matricos determinantu. Reǐskiniai b1a22 − b2a12 ir a11b2 − a12b1 yra
antrosios ir trečiosios matricu

‘
determinantai. Matricos(

a11 a12

a21 a22

)
,

determinantas a11a22 − a12a21 yra žymimas

det
(

a11 a12

a21 a22

)
, arba

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .

1. 3. Taigi (1)-os lygčiu
‘
sistemos srendini

‘
galime užrašyti taip:

x =
det

(
b1 a12

b2 a22

)
det

(
a11 a12

a21 a22

) , y =
det

(
a11 b1

a21 b2

)
det

(
a11 a12

a21 a22

)
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arba

x =

∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .
Šios (1)-os lygčiu

‘
sistemos sprendinio formulės universalios. Kai nagrinėjame bendrosios

lygčiu
‘
sistemos sprendinio formules, kaip ir šiuo atveju, tai nebūtina nurodyti, kad a11a22 −

a12a21 6= 0. Kaip matome, šis raidinis reǐskinys yra nesuprastinamas ir todėl nėra lygus 0.
Rūpintis, kad vardiklis nevirstu

‘
nuliumi, reikia tik tuo atveju, kai dydžius a11, a22, a12, a21

pakeičiame, pavyzdžiui, skaitinėmis reikšmėmis.

2. Trečiosios eilės matricos determinantas

2. 1. Dabar nagrinėkime bendra
‘
ja

‘
triju

‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
su trimis nežinomaisiais sistema

‘
: a11x +a12y +a13z = b1

a21x +a22y +a23z = b2

a31x +a32y +a33z = b3

(2)

Šia
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
pertvarkysime. Pirama

‘
ja

‘
lygti

‘
, padaugine

‘
ǐs a22 ir pridėje

‘
prie antrosios

lygties, padaugintos ǐs −a12, gauname:

(a11a22 − a12a21)x + (a13a22 − a23a12)z = b1a22 − b2a12.

Pirama
‘
ja

‘
lygti

‘
, padaugine

‘
ǐs −a32 ir pridėje

‘
prie trečiosios lygties, padaugintos ǐs a12, gau-

name:
(−a11a32 + a12a31)x + (−a13a32 + a33a12)z = −b1a32 + b3a12.

Antra
‘
ja

‘
lygti

‘
, padaugine

‘
ǐs −a32 ir pridėje

‘
prie trečiosios lygties, padaugintos ǐs a22, gauname:

(−a21a32 + a22a31)x + (−a23a32 + a33a22)z = −b2a32 + b3a22.

Gavome tokias tris lygtis: (a11a22 − a12a21)x +(a13a22 − a23a12)z = b1a22 − b2a12

(a12a31 − a11a32)x +(a33a12 − a13a32)z = b3a12 − b1a32

(a22a31 − a21a32)x +(a33a22 − a23a32)z = b3a22 − b2a32

Pirma
‘
ja

‘
ǐs šiu

‘
lygčiu

‘
padaugine

‘
ǐs a33, antra

‘
ja

‘
– ǐs a23, trečia

‘
ja

‘
– ǐs −a13 ir sudėje

‘
gautus

rezultatus, gauname:

(a11a22a33 − a12a21a33 + a12a23a31 − a11a23a32 + a13a21a32 − a13a22a31)x =

= b1(a22a33 − a23a32)− b2(a12a33 − a13a32) + b3(a12a23 − a13a22).

Tuomet

x =
b1(a22a33 − a23a32)− b2(a12a33 − a13a32) + b3(a12a23 − a13a22)

a11a22a33 − a12a21a33 + a12a23a31 − a11a23a32 + a13a21a32 − a13a22a31
=
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=
b1(a22a33 − a23a32)− b2(a12a33 − a13a32) + b3(a12a23 − a13a22)

a11(a22a33 − a23a32)− a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)
=

=
b1

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− b2

∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ + b3

∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ + a31

∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .
2. 2. Apibrėžkime matricos  a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


determinanta

‘
taip:

det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ =

= a11a22a33 − a12a21a33 + a12a23a31 − a11a23a32 + a13a21a32 − a13a22a31.

Tuomet (2)-os lygčiu
‘
sistemos sprendinio x-komponentės reikšme

‘
galima ir taip užrašyti:

x =

det

 b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33


det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Panašiai galima užrašyti (2)-os lygčiu
‘
sistemos sprendinio y ir z-komponenčiu

‘
reikšmes:

y =

det

 a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33


det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , z =

det

 a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3


det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Panagrinėje
‘
šiuos pavyzdžius, galime tikėtis, kad ir n lygčiu

‘
su n nežinomaisiais siste-

mos atveju egzistuoja universalios formulės sprendinio komponentėms užrašyti. Iš tikru
‘
ju

‘
taip ir yra. Visu

‘
pirma, apibrėšime n-tos eilės kvadratinės matricos determinanto sa

‘
voka

‘
ir i

‘
rodysime determinanto pagrindines savybes. Po to rasime n lygčiu

‘
su n nežinomaisiais

sistemos sprendinio ǐsraǐska
‘
, vadinama

‘
Kramerio taisykle.
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3. Simetrinė grupė ir jos elementu
‘
lyginumo funkcija

3. 1. n-tos eilės kvadratinės matricos determinantui apibrėžti reikalingos baigtinės aibės
elementu

‘
keitinio bei keitinio lyginumo sa

‘
vokos. Šios sa

‘
vokos ǐssamiai ǐsdėstytos skyrelyje,

kuriame yra nagrinėjama n-ojo laipsnio simetrinė grupė. Mums reikalingus faktus glaustai
priminsime. Po to, apibrėšime n-tos eilės kvadratinės matricos determinanta

‘
, tiksliau kalbant,

apibrėšime determinanto funkcija
‘
det : Mn(k) → k, čia k – kūnas.

3. 2. Simetrinė grupė.

Priminsime, kad bijekcija

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

yra vadinama aibės Nn = {1, 2, . . . , n} elementu
‘
keitiniu. Kiekviena

‘
aibės Nn elementu

‘
keitini

‘
galima pavaizduoti lentele:

σ =
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
Visu

‘
aibės {1, 2, . . . , n} elementu

‘
keitiniu

‘
aibe

‘
žymmime Sn. Kadangi dvieju

‘
bijekciju

‘
σ, τ ∈ Sn kompozicija (šia

‘
kompozicija

‘
vadiname ir aibės Sn elementu

‘
daugyba) σ ◦ τ yra

bijekcija, tai aibėje Sn apibrėžtas kompozicijos dėsnis ◦. Šis kompozicijos dėsnis yra:
1. asociatyvus;
2. id – tapačioji bijekcija priklauso aibei Sn ir
3. kiekvienam σ ∈ Sn, σ−1 ∈ Sn.

Taigi aibė Sn kompozicijos dėsnio ◦ atžvilgiu yra grupė, kuri yra vadinama n-ojo laipsnio
simetrine grupe.

3. 3. Simetrinės grupės elementu
‘

lyginumo funkcija. Aibės {1, 2, . . . , n}
elementu

‘
keitinys σ apibrėžtas taip:

σ(l) =

{
i, jei l = j,
j, jei l = i,
l, jei l 6= i, j,

1 ≤ l ≤ n, yra vadinamas transpozicija ir žymimas (i j). Skyrelyje, kuriame nagrinėjama n-
ojo laipsnio simetrinė grupė, i

‘
rodoma, kad kiekvienas grupės Sn elementas užrašomas trans-

poziciju
‘

kompozicija. Grupės Sn elemento skaidinys transpoziciju
‘

kompozicija nėra viena-
reikšmǐskai apibrėžiamas, bet vienareikšmǐskai apibrėžiamas elemento skaidinyje transpoziciju

‘
skaičiaus lyginumas. Todėl apibrėžtas atvaizdis:

sgn : Sn → {1, −1},

sgn(σ) =
{

1, jei σ yra užrašomas lyginiu skaičiumi transpoziciju
‘
kompozicija,

−1, jei σ yra užrašomas nelyginiu skaičiumi transpoziciju
‘
kompozicija.

Žinome, kad sgn((i j)) = −1, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n. Svarbi atvaizdžio

sgn : Sn → {1, −1}
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savybė:
sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ)sgn(τ), σ, τ ∈ Sn.

Apibrėžimas. Grupės Sn elementas σ yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei sgn(σ) = 1
(sgn(σ) = −1)

Pavyzdžiai.

1. Imkime, pavyzdžiui, grupės S4 elementa
‘

σ =
(

1 2 3 4
3 1 4 2

)
.

Galime užrašyti ši
‘
elementa

‘
transpoziciju

‘
sandaugomis:

σ = (1 2)(1 4)(1 3) = (2 4)(2 3)(1 2) = (1 2)(3 4)(1 4) = (1 4)(1 3)(1 4)(2 4)(1 2)

(transpozicijas dauginame ǐs dešinės i
‘
kaire

‘
, t. y. taip kaip apibrėžiama atvaizdžiu

‘
kompozi-

cija). Šiuo atveju sgn(σ) = −1, t.y. keitinys σ yra nelyginis.

2. Imkime, pavyzdžiui, grupės S4 elementa
‘

τ =
(

1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

Galime užrašyti ši
‘
elementa

‘
transpoziciju

‘
sandaugomis:

τ = (1 2)(1 3)(2 4)(1 2) = (2 3)(1 4).

Taigi sgn(τ) = 1, t.y. keitinys τ yra lygimis.

3. 4. Inversijos.

Apibrėžimas. Sakoma, kad užrašytu
‘

skirtingu
‘

natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
pora j i sudaro

inversija
‘
arba netvarka

‘
, jei j > i.

Dabar ǐssiaǐskinsime, kaip galima rasti aibės Nn elementu
‘
keitinio

σ =
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
lyginuma

‘
, remiantis natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
poros inversijos sa

‘
voka.

Apibrėžimas. Grupės Sn elementas σ yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei keitinio σ
pirmosios eilutės natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
poru

‘
netvarku

‘
skaičiaus suma su šio keitinio antrosios

eilutės natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
poru

‘
netvarku

‘
skaičiumi yra lyginis (nelyginis) skaičius.

Pastaba. Jei pirmojoje keitinio σ eilutėje skaičiai surašyti natūralia tvarka, tai jokia
skaičiu

‘
pora nesudaro netvarkos. Tuomet reikia suskaičiuoti tik, kiek yra natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
poru

‘
, sudarančiu

‘
netvarka

‘
(inversija

‘
) antrojoje keitinio σ eilutėje. Šio natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
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poru
‘
, sudarančiu

‘
netvarkas (inversijas) antrojoje keitinio σ eilutėje, skaičiaus lyginumas ir

yra vadinamas keitinio σ lyginumu.

Pratimai. I
‘
rodykite, kad keitinio σ ∈ Sn lyginumas apibrėžtas korektǐskai, t.y. ne-

sikeičia, jei sukeisime keitinio, užrašyto lentele, stulpelius vietomis.

3. 5. Lengva suvokti, kaip susieti šia
‘
keitinio lyginumo sa

‘
voka

‘
su anksčiau apibrėžta

keitinio lyginumo sa
‘
voka. Keitini

‘

σ =
(

1 2 . . . r . . . s . . . n
j1 j2 . . . jr . . . js . . . jn

)
padaugine

‘
ǐs kairės ǐs transpozicijos (jr js), gauname keitini

‘

σ =
(

1 2 . . . r . . . s . . . n
j1 j2 . . . js . . . jr . . . jn

)
.

I
‘
sižiūrėkite, ka

‘
gavome! Taigi nagrinėjama

‘
keitini

‘
galime padauginti ǐs kairės ǐs transpoziciju

‘
taip, kad gautas keitinys būtu

‘
lygus tapačiajam:

id =
(

1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
.

Taigi galima užrašyti lygybe
‘
:

(ir lr)(ir−1 lr−1) . . . (i1 l1)σ =

= (ir lr)(ir−1 lr−1) . . . (i1 l1)
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
=

=
(

1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
= id.

Remdamiesi šia lygybe, matome, kad

σ =
(

1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
= (i1 l1) . . . (ir−1 lr−1)(ir lr),

t. y. sgn(σ) = (−1)r.

Pavyzdžiai. 1. Nagrinėkime keitini
‘

σ =
(

1 2 3 4
3 1 4 2

)
.

Šio keitinio antrojoje eilutėje skaičiu
‘
poros, sudarančios inversijas, yra šios:

3 1; 3 2; 4 2.
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Taigi σ – nelyginis keitinys.

2. Nagrinėkime keitini
‘

τ =
(

1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

Šio keitinio antrojoje eilutėje skaičiu
‘
poros, sudarančios inversijas, yra šios:

4 3; 4 2; 4 1; 3 2; 3 1; 2 1.

Taigi τ – lyginis keitinys.

4. Matricos

4. 1. Priminsime, kad kūno k elementu
‘
šeima (αij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, sunumeruota

dviem indeksais ir surašyta i
‘
lentele

‘
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn


yra vadinama m × n matrica, o αij -̌sios matricos ij-elementu arba ij-komponente (αij-
matricos elementas, užrašytas matricos i-osios eilutės ir j-ojo stulpelio sankirtoje).

4. 2. Priminsime, kad m × n matrica
‘
, nurodant jos elementus, sutarėme sutrumpintai

žymėti taip: (αij)
m,n
ij=1. Matricos (αij)

m,n
ij=1 ir (βij)

m,n
ij=1 yra lygios tada ir tik tada, kai αij = βij

visiems i, j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Visu
‘
m × n matricu

‘
, kuriu

‘
elementai priklauso kūnui k,

aibe
‘
žymime Mm×n(k).
Jei m = n, tai n × n matricos dar yra vadinamos n-os eilės kvadratinėmis matricomis.

Visu
‘
n×n matricu

‘
su koeficientais kūne k aibe

‘
žymime Mn(k). n-tos eilės kvadratiniu

‘
matricu

‘
aibėje Mn(k) yra matrica 1n = (δij)n

i,j=1, vadinama vienetine matrica, čia δij – Kronekerio
simbolis, apibrėžiamas taip:

δij =
{

1, jei i = j,
0, jei i 6= j.

4. 3. Priminsime, kokius veiksmus galima atlikti su matricomis ir tu
‘
veiksmu

‘
savybes.

Pirmiausia, aibėje Mm×n(k) yra apibrėžta sudėtis +. Matricu
‘

(αij)
m,n
ij=1, (βij)

m,n
ij=1 ∈

Mm×n(k) suma apibrėžiama taip:

(αij)
m,n
ij=1 + (βij)

m,n
ij=1 =: (αij + βij)

m,n
i,j=1.

(Mm×n(k),+) yra Abelio grupė, nulinė m×n matrica matrica (0)m,n
i,j=1, – šios grupės neutralus

elementas.

4. 4. Antra, yra apibrėžta aibės Mm×n(k) elementu
‘

daugyba · ǐs kūno k elementu
‘
.

Kūno k elemento λ ir matricos (αij)
m,n
ij=1 ∈ Mm×n(k) sandauga apibrėžiama taip:

λ · (αij)
m,n
ij=1 = (λαij)

m,n
ij=1.
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Žinome, kad bet kuriems λ, µ ∈ k, A,B ∈ Mm×n(k) teisingos lygybės:
1. λ · (µA) = (λµ) ·A;
2. 1 ·A = A, čia 1 – kūno k vienetas;
3. λ · (A + B) = λ ·A + λ ·B;
4. (λ + µ) ·A = λ ·A + µ ·B.

Prisimine
‘
tiesinės erdvės apibrėžima

‘
, matome, kad (Mm×n(k),+) yra tiesinė erdvė virš

kūno k.
Matricos (αij)

m,n
ij=1 eilutes

(αi1, αi2, . . . , αin), 1 ≤ i ≤ m,

suraše
‘

viena
‘

šalia kitos i
‘

viena
‘

ilga
‘

eilute
‘
, matrica

‘
(αij)

m,n
ij=1 galime sutapatinti su tiesinės

erdvės kn × kn × . . .× kn︸ ︷︷ ︸
m

= knm vektoriumi

(α11, . . . , α1n, α21, . . . , α2n, . . . , αm1, . . . , αmn).

Taigi tiesine
‘
erdve

‘
Mm×n(k) galime sutapatinti su tiesine erdve kn × kn × . . .× kn︸ ︷︷ ︸

m

4. 5. Trečia, yra apibrėžta matricu
‘
daugyba

· : Mm×n(k)×Mn×p(k) → Mm×p(k).

Duotu
‘
matricu

‘
(αij)

m,n
i,j=1 ir (βij)

n,p
i,j=1

sandauga yra vadinama matrica

(γij)
m,p
i,j=1 = (αij)

m,n
i,j=1 · (βij)

n,p
i,j=1,

kurios ij-elementas γij apibrėžiamas taip:

γij =
n∑

s=1

αis · βsj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p.

Paprastai tariant, matricos (γij)
m,p
i,j=1 ij-elementas yra gaunamas pirmosios matricos i eilute

‘
paelemenčiui sudauginant su antrosios matricos j stulpeliu ir gautus rezultatus sudedant.

Matricu
‘
daugyba turi savybes:

1. (A ·B) · C = A · (B · C), A ∈ Mm×n(k), B ∈ Mn×p(k), C ∈ Mp×r(k);
2. (A + B) · C = A · C + B · C, A,B ∈ Mm×n(k), C ∈ Mn×p(k);
3. C · (A + B) = C ·A + C ·B, C ∈ Mm×n(k), A, B ∈ Mn×p(k);
4. Kiekvienai matricai A ∈ Mm×n(k)

1m ·A = A,

čia 1m =: (δij)m
i,j=1, vadinama m eilės vienetine matrica, o δij yra Kronekerio δ funkcija.
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5. Kiekvienai matricai A ∈ Mm×n(k)

A · 1n = A.

Mus domins matricu
‘
daugyba aibėje Mn(k).

5. Kvadratinės matricos ir determinanto funkcija

5. 1. Dabar nagrinėsime tik n-tos eilės kvadratines matricas (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k).

Pažymėkime matricos A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k) j-a

‘
ja

‘
eilute

‘
vj , t. y.

vj = (αj1 αj2 . . . αjn), 1 ≤ j ≤ n.

Tuomet matrica
‘
A = (αij)n

ij=1 galima užrašyti taip:

A = (αij)n
ij=1 =


v1

v2
...

vn

 = ( vt
1 vt

2 . . . vt
n )t

,

čia Bt žymi, kad matrica B yra transponuojama. Transponave
‘

matrica
‘

B = (βij)
m,n
i,j=1,

gauname matrica
‘
Bt = (γij)

n,m
i,j=1, čia γij = βji, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

5. 2. Artimiausias mūsu
‘
tikslas – apibrėžti atvaizdi

‘

det : Mn(k) → k, A 7→ detA, A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k),

tenkinanti
‘
sa

‘
lygas, kurias suformuluosime vėliau. Norėdami pabrėžti, kad šio atvaizdžio det

reikšmė detA matricoje A priklauso nuo matricos A eilučiu
‘
, turėtume rašyti

det


v1

v2
...

vn

 arba det( vt
1 vt

2 . . . vt
n )t

.

Bet šie užrašai nepatogūs. Norėdami pabrėžti, kad detA priklauso nuo matricos A eilučiu
‘
,

sutarkime rašyti det(v1, v2, . . . , vn), t. y. atvaizdi
‘
det traktuoti kaip matricos A eilučiu

‘
funkcija

‘
.

Teiginys. Egzistuoja vienintelė funkcija

det : Mn(k) → k, A 7→ detA, A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k),

tenkinanti sa
‘
lygas:

1. det yra matricos A eilučiu
‘
n-tiesinė funkcija, t. y. funkcija det yra tiesinė pagal

n-tos eilės kvadratinės matricos kiekviena
‘
eilute

‘
: kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n, det(v1, . . . , λv′j +

µv′′j , . . . , vn) = λdet(v1, . . . , v
′
j , . . . , vn) + µdet(v1, . . . , v

′′
j , . . . , vn);
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2. det yra matricos A eilučiu
‘
alternuojanti funkcija, t. y., jei matricos A = (αij)n

ij=1 ku-
rios nors dvi eilutės vi ir vj , i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, yra lygios, tai det(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) =
0.

3. det1n = 1, čia 1n = (δij)n
i,j=1, δij – Kronekerio simbolis (det – normuota funkcija,

– vienetinės matricos determinantas yra lygus 1).

I
‘
rodymas. Tarkime, kad funkcija det egzistuoja. Visu

‘
pirma i

‘
rodysime, kad det turi

tokia
‘
savybe

‘
: matricos determinantas keičia ženkla

‘
, sukeitus matricos dvi eilutes vietomis. Po

to i
‘
rodysime, kad tik vienintelė funkcija gali tenkinti ǐsvardintas sa

‘
lygas ir pagaliau i

‘
rodysime

funkcijos det egzistavima
‘
.

Remdamiesi 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, galime užrašyti lygybe

‘
: bet kuriems i, j, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n,

0 = det(v1, . . . , vi + vj , . . . , vi + vj , . . . , vn) =

= det(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vn) + det(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn)+

+det(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn) + det(v1, . . . , vj , . . . , vj , . . . , vn) =

= det(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) + det(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn).

Vadinasi, kiekvienam aibės Nn elementu
‘
keitiniui σ, teisinga lygybė:

det(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)) = sgn(σ)det(v1, v2, . . . , vn).

Dabar i
‘
rodysime funkcijos det vienati

‘
. Užrašykime matricos A = (αij)n

ij=1 j-a
‘
ja

‘
eilute

‘
vj , 1 ≤ j ≤ n, tiesinės erdvės kn standartinės bazės vektoriais e1, e2, . . ., en:

vj = (αj1, αj2, . . . , αjn) = αj1e1 + αj21e2 + . . . + αjnen,

čia ej = (δj1, δj2, . . . , δjn), δij – Kronekerio simbolis. I
‘
raše

‘
vj , 1 ≤ j ≤ n, ǐsraǐskas i

‘
det(v1, v2, . . . , vn) ir remdamiesi 1-a

‘
ja ir 2-a

‘
ja funkcijos det savybėmis, gauname:

det(
n∑

j1=1

α1j1ej1 ,
n∑

j2=1

α2j2ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

αnjn
ejn

) =

=
n∑

j1=1

α1j1

n∑
j2=1

α2j2 . . .
n∑

jn1

αnjn
det(ej1 , ej2 , . . . , ejn

) =

=
∑

σ∈Sn

α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n)det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n)det(e1, e2, . . . , en),

čia

σ =
(

1 2 . . . r . . . s . . . n
j1 j2 . . . jr . . . js . . . jn

)
.
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Taigi
det((αij)n

ij=1) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n),

nes det(e1, e2, . . . , en) = 1 (3-ioji det savybė).
Pagaliau matematinės indukcijos metodu i

‘
rodysime determinanto funkcijos det egzista-

vima
‘
.
1-os eilės matricai (α) apibrėžkime det(α) = α. Sakykime, kad kiekvienai n− 1-os eilės

kvadratinei matricai A funkcija det, tenkinanti teoremoje ǐsvardintas sa
‘
lygas, egzistuoja.

Tegu A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k) – n-tos eilės matrica. Apibrėžkime bet kuriam r, 1 ≤ r ≤ n,

det(αij)n
ij=1 = (−1)r+1α1rM

1r + (−1)r+2α2rM
2r + . . . + (−1)r+nαnrM

nr, (1)

čia M jr – n−1-os eilės matricos, gautos matricoje A = (αij)n
ij=1 ǐsbraukus j-a

‘
ja

‘
eilute

‘
ir r-a

‘
ji
‘

stulpeli
‘
, determinantas. Lieka i

‘
rodyti, kad ši funkcija tenkina teoremoje ǐsvardintas sa

‘
lygas.

Išsirinkime matricos A s-a
‘
ja

‘
eilute

‘
, 1 ≤ s ≤ n. Jei j 6= s, 1 ≤ j ≤ n, tai matricos A

s-osios eilutės elementai, ǐsskyrus elementa
‘
, esanti

‘
r-ajame stulpelyje, sudaro ir determinanto

M jr, 1 ≤ j ≤ n, j 6= s, kuria
‘
nors eilute

‘
. Kadangi n − 1-os eilės determinantai yra tiesinės

funkcijos pagal kiekviena
‘
eilute

‘
, tai ir

det(αij)n
ij=1 = (−1)r+sαsrM

sr +
n∑

j=1
j 6=s

(−1)r+jαjrM
jr,

yra tiesinė funkcija pagal s eilute
‘
, nes ir dėmuo (−1)r+sαsrM

sr tiesǐskai priklauso nuo s
eilutės koordinatės αsr.

Dabar i
‘
rodysime, kad, jei matricos A kurios nors dvi eilutės yra lygios,tai ir apibrėžtas

n-os eilės matricos A determinantas det(A) yra lygus nuliui. Tarkime, kad matricos A p-oji
ir q-oji eilutės yra lygios, p < q. Tuomet sumos

detA = det(αij)n
ij=1 =

n∑
j=1

(−1)r+jαjrM
jr

dėmenys (−1)r+jαjrM
jr lygūs 0, jei j 6= p, q, nes šiuo atveju determinantai M jr turi po dvi

lygias eilutes. Taigi ǐs šios sumos lieka tik dvieju
‘
dėmenu

‘
suma:

(−1)r+pαprM
pr + (−1)r+qαqrM

qr = (−1)r+pαpr(Mpr + (−1)q−pMqr).

Determinantas Mpr yra gaunamas ǐs determinanto Mqr, pastorojo determinanto eilutes per-
stačius taip, kad ši

‘
perstatini

‘
atitinka keitinys

σ(j) =


j, jei 1 ≤ j ≤ p− 1,
j + 1, jei p ≤ j ≤ q − 2,
p, jei j = q − 1,
j, jei q ≤ j ≤ n− 1 ,

.
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Ši
‘
keitini

‘
užraše

‘

σ =
(

1 . . . p− 1 p . . . q − 1 q . . . n− 1
1 . . . p− 1 p + 1 . . . p q . . . n− 1

)
,

suskaičiuokime, kiek skaičiu
‘
poru

‘
antrojoje eilutėje sudaro inversijas. Kaip matome, skaičiu

‘
poros, kurios sudaro inversijas, yra tik šios:

p + 1 p; . . . ; q − 1 p.

Šiu
‘
poru

‘
yra q − 2− (p− 1) = q − p− 1. Taigi suma

Mpr + (−1)q−pMqr = Mpr + (−1)q−p(−1)q−p−1Mpr = Mpr −Mpr = 0.

Lieka i
‘
rodyti, kad det1n = 1. Bet tai akivaizdu, nes

det(e1, e2, . . . , en) = δrrdet(e′1, . . . , êr, . . . , e′n) = 1,

čia stogelis virš er žymi, kad er praleistas, o e′j , j 6= r, žymi, kad praleista vektoriaus ej r-oji
koordinatė. 4

5. 3. Pastaba. I
‘
rodinėdami determinanto funkcijos vienati

‘
, i

‘
rodėme, kad

detA = det(αij)n
ij=1 =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n).

Šia
‘
formule

‘
galima traktuoti kaip n-os eilės kvadratinės matricos determinanto apibrėžima

‘
.

Taip apibrėže
‘
n-os eilės kvadratinės matricos determinanta

‘
, turėtume i

‘
rodyti, kad ši deter-

minanto funkcija tenkina determinanto funkcijos tris sa
‘
lygas, suformuluotas teoremoje.

Pratimas. Apibrėže
‘
matricos A = det(αij)n

ij=1 determinanta
‘
formule

detA =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n),

i
‘
rodykite, ši funkcija tenkina determinanto funkcijos tris savybes.

5. 4. Remdamiesi (1)-a
‘
ja rekurenčia

‘
ja formule, n-tos eilės matricos determinanta

‘
galime

apskaičiuoti, mokėdami apskaičiuoti n − 1-os eilės determinanta
‘
. Šia formule remdamiesi,

n-tos eilės matricos determinanta
‘
galime ǐsskleisti bet kuriuo determinanto sulpeliu. Dabar

i
‘
rodysime, kad n-os eilės matricos A ir šios matricos transponuotos matricos At determinantai
yra lygūs: detA = detAt. Tuomet n-os eilės matricos determinanta

‘
galima ǐsskleisti ir bet

kuria determinanto eilute.

Teiginys. Tarkime, A = (αij)n
ij=1. Tuomet detA = detAt, čia At = (βij)n

ij=1, βij = αji,
1 ≤ i, j ≤ n.

I
‘
rodymas. I

‘
rodinėdami determinanto funkcijos vienati

‘
, i

‘
rodėme, kad

detA = det(αij)n
ij=1 =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n).
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Taigi
detAt = det(βij)n

ij=1 =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)β1σ(1)β2σ(2) . . . βnσ(n).

Kiekvienas šio determinanto dėmuo

sgn(σ)β1σ(1)β2σ(2) . . . βnσ(n) = sgn(σ)ασ(1)1ασ(2)2 . . . ασ(n)n.

Bet
sgn(σ)ασ(1)1ασ(2)2 . . . ασ(n)n = sgn(σ)α1σ−1(1)α2σ−1(2) . . . αnσ−1(n).

Kadangi sgn(σ) = sgn(σ−1), tai
detA = detAt. 4

5. 5. Išvada. Tegu A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k) – n-tos eilės matrica. Tuomet bet kuriam

r, 1 ≤ r ≤ n,

det(αij)n
ij=1 = (−1)r+1αr1M

r1 + (−1)r+2αr2M
r2 + . . . + (−1)r+nαrnMrn.

5. 6. Apibrėžimas. Sakykime, A = (αij)n
ij=1, Mij – n−1-os eilės matricos, gautos ma-

tricoje A = (αij)n
ij=1 ǐsbraukus i-a

‘
ja

‘
eilute

‘
ir j-a

‘
ji
‘
stulpeli

‘
, determinantas, Aij =: (−1)i+jMij ,

1 ≤ i, j ≤ n. Mij yra vadinamas matricos A ij-ojo elemento αij papildomu minoru, o Aij –
šio elemento algebriniu adjunktu.

Matricos A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k) determinanto detA skleidini

‘
r-a

‘
ja eilute arba r-uoju

stulpeliu galime užrašyti taip:

det(αij)n
ij=1 = αr1A

r1 + αr2A
r2 + . . . + αrnArn

arba
det(αij)n

ij=1 = α1rA
1r + α2rA

2r + . . . + αnrA
nr.

5. 7. Matricos A = (αij)n
ij=1 r-osios eilutės elementus αrj pakeiskime xrj , 1 ≤ j ≤ n ir

užrašykime gautos matricos Ã determinanto skleidini
‘
r-a

‘
ja eilute:

detÃ = xr1A
r1 + xr2A

r2 + . . . + xrnArn. (1)

Jei (1)-oje lygybėje vietoje xrj i
‘
rašytume, pavyzdžiui, αsj , s 6= r, 1 ≤ j ≤ n, tai gautume

matricos, kurios r-oji ir s-oji eilutės yra lygios, determinanto skleidinio r-a
‘
ja eilute formule

‘
.

Kadangi matricos, kurios dvi eilutės yra lygios, determinantas yra lygus nuliui, tai gauname
lygybe

‘
:

αs1A
r1 + αs2A

r2 + . . . + αsnArn = 0, jei s 6= r, 1 ≤ r, s ≤ n.

5. 8. Matricu
‘
sandaugos determinantas.

Apibrėžimas. Atvaizdis F : V n → W , čia V ir W – tiesinės erdvės virš kūno k, yra
vadinamas n-tiesiniu, alternuojančiu, jei bet kuriems v1, . . ., vj , v′j , . . ., vn ∈ V , 1 ≤ j ≤ n,
λ, µ ∈ k,
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1. F (v1, . . . , λvj + µv′j , . . . , vn) = λF (v1, . . . , vj , . . . , vn) + µF (v1, . . . , v
′
j , . . . , vn);

2. Atvaizdžio F reikšmė yra lygi tiesinės erdvės W nuliniam vektoriui, jei bent dvi
argumentu

‘
reikšmės yra lygios.

Teiginys. Tegu kn – tiesinė erdvė virš kūno k, F : kn × kn × . . .× kn︸ ︷︷ ︸
n

→ k – n-tiesinis,

alternuojantis atvaizdis, (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k) – n-os eilės kvadratinė matrica. Tuomet

F (
n∑

j1=1

α1j1ej1 ,
n∑

j2=1

α2j2ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

αnjnejn) = det(αij)n
ij=1F (e1, e2, . . . , en),

čia e1, e2, . . ., en – tiesinės erdvės kn standartinė bazė.

I
‘
rodymas.

F (
n∑

j1=1

α1j1ej1 ,
n∑

j2=1

α2j2ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

αnjnejn) =

=
n∑

j1=1

α1j1

n∑
j2=1

α2j2 . . .
n∑

jn1

αnjnF (ej1 , ej2 , . . . , ejn) =

=
∑

σ∈Sn

α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n)F (eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)α1σ(1)α2σ(2) . . . αnσ(n)F (e1, e2, . . . , en) =

= det(αij)n
ij=1F (e1, e2, . . . , en).4

Apibrėžimas. Dvieju
‘
matricu

‘
A = (αij)n

ij=1 ir B = (βij)n
ij=1 sandauga yra vadinama

matrica C = (γij)n
ij=1, čia

γij =
n∑

r=1

αirβrj , 1 ≤ i, j ≤ n.

Teiginys. det(AB) = detAdetB.

I
‘
rodymas. Tegu

F : kn × kn × . . .× kn︸ ︷︷ ︸
n

→ k

yra n-tiesinis, neǐssigime
‘
s, alternuojantis atvaizdis. Tuomet

F (
n∑

j1=1

(
n∑

l1=1

α1l1βl1j1)ej1 ,
n∑

j2=1

(
n∑

l2=1

α2l2βl2j2)ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

(
n∑

ln=1

αnlnβlnjn)ejn) =

= det((αij)n
ij=1(βij)n

ij=1)F (e1, e2, . . . , en) = det(AB)F (e1, e2, . . . , en).
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Kita vertus,

F (
n∑

j1=1

(
n∑

l1=1

α1l1βl1j1)ej1 ,
n∑

j2=1

(
n∑

l2=1

α2l2βl2j2)ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

(
n∑

ln=1

αnlnβlnjn
)ejn

) =

= det(αij)n
ij=1F (

n∑
j1=1

β1j1ej1 ,
n∑

j2=1

β2j2ej2 , . . . ,
n∑

jn=1

βnjn
ejn

) =

= det(αij)n
ij=1det(βij)n

ij=1F (e1, e2, . . . , en) = detAdetBF (e1, e2, . . . , en).

Pavyzdžiui,
F = det : kn × kn × . . .× kn︸ ︷︷ ︸

n

→ k

yra n-tiesinis, alternuojantis, neǐssigime
‘
s atvaizdis, det(e1, e2, . . . , en) = 1. Taigi det(AB) =

detAdetB. 4

5. 9. Atvirkštinė matrica.

Teiginys. n-os eilės kvadratinei matricai A ∈ Mn(k) egzistuoja atvirkštinė matrica A−1

tada ir tik tada, kai detA 6= 0.

I
‘
rodymas. Tegu n-os eilės kvadratinei matricai A ∈ Mn(k) egzistuoja atvirkštinė ma-

trica A−1, t. y. AA−1 = 1n. Tuomet

detAdetA−1 = det(AA−1) = det1n = 1,

t. y. detA 6= 0.
Sakykime, detA 6= 0. Tegu M ij – matricos A = (αij)n

ij=1 ij-ojo elemento αij papildomas
minoras (priminsime: M ij – n−1-os eilės matricos, gautos matricoje A = (αij)n

ij=1 ǐsbraukus
i-a

‘
ja

‘
eilute

‘
ir j-a

‘
ji
‘

stulpeli
‘
, determinantas), Aij =: (−1)i+jM ij , – šio elemento algebrinis

adjunktas. Apibrėžkime matrica
‘

B =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 .

Sudaugine
‘
matricas A ir B, galite i

‘
sitikinti, kad AB = BA = 1n. Taigi B = A−1. 4

6. Kramerio taisyklė.

6. 1. Teorema. Tarkime, tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemos

α11x1 +α12x2 + . . . +α1nxn = β1

α21x1 +α22x2 + . . . +α2nxn = β2
...

...
. . .

...
...

αn1x1 +αn2x2 + . . . +αnnxn = βn
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matricos A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k), sudarytos ǐs koeficientu

‘
prie nežinomu

‘
ju

‘
, determinantas

detA 6= 0. Tuomet ši tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema turi vieninteli

‘
sprendini

‘
(γ1, γ2, . . . , γn), kurio

j-oji koordinatė

γj =
dj

detA
, 1 ≤ j ≤ n,

čia dj , 1 ≤ j ≤ n – matricos, gautos matricoje A j-a
‘
ji
‘

stulpeli
‘

pakeitus lygčiu
‘

sistemos
laisvaisiais nariais, determinantas.

I
‘
rodymas. Šia

‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
užrašykime taip:

α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
αn1 αn2 . . . αnn




x1

x2
...

xn

 =


β1

β2
...

βn

 . (1)

Kadangi detA 6= 0, tai egzistuoja A−1 ir yra lygi

1
detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 .

(1)-osios lygybės abi puses padaugine
‘
ǐs kairės ǐs A−1, gauname:

x1

x2
...

xn

 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann




β1

β2
...

βn

 .

Taigi

xj =
β1A

1j + β2A
2j + . . . + βnAnj

detA
.

Kaip matome, β1A
1j + β2A

2j + . . . + βnAnj – matricos, gautos matricoje A j-a
‘
ji
‘

stulpeli
‘

pakeitus lygčiu
‘
sistemos laisvaisiais nariais, determinanto skleidinys j-uoju stulpeliu. 4

Teorema (Hamiltomo - Keili). Tegu A = (αij)n
ij=1 ∈ Mn(k), ϕA(t) = det(A− t1n).

Tuomet ϕA(A) = O, čia O – nulinė matrica.

I
‘
rodymas. Naginėkime matrica

‘
B(t) = (Aij(t))n

i,j=1, čia Aij(t) matricos A − t1n ji
elemento algebrinis adjunktas. Kiekvienas matricos B(t) elementas Aij(t) yra kintamojo t
polinomas, kurio laipsnis degAij(t) ≤ n− 1. Tegu B(t) = Bn−1t

n−1 + . . . + B1t + B0, čia Bj ,
0 ≤ j ≤ n−1, matricos su pastoviais koeficientais, ϕA(t) = (−1)ntn+an−1t

n−1+. . .+a1t+a0.
Galime užrašyti lygybe

‘
: (A− t1n)B(t) = ϕA(t)1n. Sudaugine

‘
ir sulygine

‘
koeficientus prie t

laipsniu
‘
, gauname:

−Bn−1 = (−1)n

ABn−1 −Bn−2 = an−1

ABn−2 −Bn−3 = an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
AB1 −B0 = a1

AB0 = a0

.
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Pirma
‘
ja

‘
lygybe

‘
ǐs kairės padaugine

‘
ǐs An, antra

‘
ja

‘
– ǐs An−1 ir t. t. ir sudėje

‘
, gauname:

O = (−1)nAn + an−1A
n−1 + . . . + a1A + A0 = ϕA(A). 4

Apibrėžimas. Kintamojo t polinomas ϕA(t) = det(A− t1n) yra vadinamas matricos A
charakteringuoju polinomu.

Hamiltono - Keili teorema teigia, kad matrica A yra jos chrakteringojo polinomo šaknis.
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