VI skyrius. MATRICOS IR DETERMINANTAI

1. Antros eilés matricos determinantas
1. 1 Nagrinékime tiesiniu lygc¢iu sistema:

anr  +appy =by (1)
a21x  +agzy = by

Sia lygéiu sistema galime iSspresti taip: pirmaja lygti padaugine i$ ass ir pridéje prie antrosios,
padaugintos i§ —aq2, gauname lygti

(a11a22 - a12a21)$ = biagz — baaqs.

(1)-os lygciu sistemos pirmaja lygti padaugine i§ —aso; ir pridéje prie antrosios, padaugintos
i$ a1, gauname lygti
(ar1a22 — ar2a1)y = ai1ba — aizb;.

Taigi (1)-os lygéiu sistemos sprendinys yra toks:

biaze — baay _a11by —aaby

, .
a11a22 — A12G21 a11a22 — A12G21

1. 2. Patogu nagrinéti matricas

ail a2 b1 a2 a1 by

asy azz )’ \ bz aze /)’ \ax by)’
Pirmoji matrica yra sudaryta i$ (1)-os lygciu sistemos koeficientu prie nezinomuju. Antroji
ir trecioji matricos yra gautos i§ pirmosios, pirmosios matricos pirmayji ir atitinkamai antraji
stulpeli pakeitus (1)-os lygéiu sistemos laisvaisiais nariais. Reiskinys ajia9e — aj2a91 yra

vadinamas pirmosios matricos determinantu. ReiSkiniai byags — bsaio ir ai1bs — aj2b1 yra
antrosios ir trec¢iosios matricuy determinantai. Matricos

air  a12
9
az1 @G22
determinantas ai1a20 — a12a21 yra zymimas

ail a2
det , arba
as1 a22

ail a2
az1 Aa22

1. 3. Taigi (1)-o0s lygciu sistemos srendinj galime uzraSyti taip:

det (bl alz) det <a11 b1)
bo  aos y = azr by

det a1 a2 det a1 a2
as1 Q929 21 Aa22
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arba

b1 a2 a1 by

by ags az;  ba
xr = ’y o

ailr a2 ailz ai2

as1 a22 Q21 Qa22

Sios (1)-os lygé¢iu sistemos sprendinio formulés universalios. Kai nagrinéjame bendrosios
lygciu sistemos sprendinio formules, kaip ir Siuo atveju, tai nebuitina nurodyti, kad aiya99 —
aiza21 # 0. Kaip matome, §is raidinis reiskinys yra nesuprastinamas ir todél néra lygus 0.
Riupintis, kad vardiklis nevirstu nuliumi, reikia tik tuo atveju, kai dydzius a1, a9z, ai2, a1
pakeiciame, pavyzdziui, skaitinémis reikSmeémis.

2. Treciosios eilés matricos determinantas

2. 1. Dabar nagrinékime bendraja triju tiesiniu lygc¢iu su trimis nezinomaisiais sistema:

anr +ay +aizz =by
a1 T  +azy +azz =by (2)
as1xr +azey +azzz = b3

Sia lygciu sistema pertvarkysime. Piramaja lygti, padaugine iS aqs ir pridéje prie antrosios
lygties, padaugintos i§ —a12, gauname:

(G11CL22 - G12a21)$ + (a13a22 - a23a12)2 = biagz — baaqa.

Piramaja lygti, padaugine i§ —aso ir pridéje prie treciosios lygties, padaugintos i§ ai2, gau-
name:
(—ai1a32 + ai2a31)x + (—ai3aze + azzaiz)z = —biazs + bzayy.

Antraja lygti, padaugine iS —ags ir pridéje prie treciosios lygties, padaugintos i$ aso, gauname:
(—a21a32 + azzaz1)r + (—azsasze + azzasz)z = —byass + bzass.

Gavome tokias tris lygtis:

(a11a22 - CL126L21)$ —|—(a13a22 - a23a12)2 = biazz — baaqz
(a12a31 — ar1a32)r  +(agsaiz — aizase)z = bsaiz — biase
(022a31 - az1a32)$ —I—(a33a22 - a23a32)z = bsazz - bzasz

Pirmaja is Siu lygciu padaugine iS ags, antraja — iS ass, trec¢iaja — iS —aq3 ir sudéje gautus
rezultatus, gauname:

(a11a22a33 — (12021033 + 12023031 — 11023032 + G13021032 — a13a22a31)9€ =
= b1(a22a33 - (123,&32) - 52((112(133 - a13a32) + bg(a12a23 - CL13CL22)-
Tuomet

o 51(022a33 — CL236L32) — b (a12a33 - G13a32) + 53(CL12023 - CL13G22) .
(11022033 — A12021033 + A12023031 — 11023032 + 413021032 — 13022031
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b1 (a22a33 - CL236632) - bz(a12a33 - (113@32) + 53(a12(123 - a13a22)
a11(a22as3 - a23a32) - C121(@126133 - a13a32) + G31(a12a23 - a13a22)

ag2 A23 a2 ai3 a2 a3
b1 — b + b3
- azz2 ass azz2 as3 22 a23
Q22 A23 aiz2 a3 a2 Qa3
ai — ag1 + asz1
az2 Aass asz ass Q22 A23
2. 2. Apibrézkime matricos
ail; a2 ais
az1 QAa22 Aa23
asz; a3z Aass
determinanta taip:
@ diz s Q22 Q23 a2 a3 a2 Qi3
det | as1 a2 a3 | =an — a2 + a3 =
32 Aas3 as2 ass 22 Q23

as; a3z Aass

= 011022033 — (12021033 + 12023031 — 011023032 + 413021032 — 13022031 .
Tuomet (2)-os lygéiu sistemos sprendinio z-komponentés reiksme galima ir taip uzrasyti:
b1 a2 ais

det b2 Q29 Q23
bs a3z as3

ail; aiz2 a3
det as1 22 A23

a31 as2 ass

Panasiai galima uzrasyti (2)-os lygéiu sistemos sprendinio y ir z-komponenciu reiksmes:

a1 b1 a3 a1 a2 b
det ao1 b2 a3 det ag1 Qa22 bQ
az1 bz ass az1 asz b3
Yy = y 2=
ailr aiz2 ais ail; aiz2 ais
det asy a92 asz3 det as1 a92 as3
asz; a3z Aass a3; asz2 33

Panagrinéje Siuos pavyzdzius, galime tikétis, kad ir n lyg¢iu su n nezinomaisiais siste-
mos atveju egzistuoja universalios formulés sprendinio komponentéms uzrasyti. IS tikruju
taip ir yra. Visu pirma, apibréSime n-tos eilés kvadratinés matricos determinanto savoka
ir irodysime determinanto pagrindines savybes. Po to rasime n lygciu su n nezinomaisiais
sistemos sprendinio iSraiska, vadinama Kramerio taisykle.
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3. Simetriné grupée ir jos elementu lyginumo funkcija

3. 1. n-tos eilés kvadratinés matricos determinantui apibreézti reikalingos baigtinés aibés
elementu keitinio bei keitinio lyginumo savokos. Sios savokos issamiai isdéstytos skyrelyje,
kuriame yra nagrinéjama n-ojo laipsnio simetriné grupé. Mums reikalingus faktus glaustai
priminsime. Po to, apibrésime n-tos eilés kvadratinés matricos determinanta, tiksliau kalbant,
apibrésime determinanto funkcija det : M,, (k) — k, ¢ia k — kunas.

3. 2. Simetriné grupé.

Priminsime, kad bijekcija
o:4{1,2, ...,n}—{1,2, ..., n}

yra vadinama aibés N,, = {1, 2, ..., n} elementu keitiniu. Kiekviena aibés N,, elementu
keitini galima pavaizduoti lentele:

(1 2 ... n)
g = . . .
J1 J2 .- In

Visu aibés {1, 2, ..., n} elementu keitiniu aibe zZymmime S,,. Kadangi dvieju bijekciju
o,7 € S, komporzicija (sia kompozicija vadiname ir aibés S,, elementu daugyba) o o 7 yra
bijekcija, tai aibéje S,, apibréztas kompozicijos désnis o. Sis kompozicijos désnis yra:

1. asociatyvus;

2. id — tapacioji bijekcija priklauso aibei S,, ir

3. kiekvienam o € S,,, 07! € S,,.

Taigi aibé S,, kompozicijos désnio o atzvilgiu yra grupe, kuri yra vadinama n-ojo laipsnio

simetrine grupe.

3. 3. Simetrinés grupés elementu lyginumo funkcija. Aibés {1, 2, ..., n}
elementu keitinys o apibréztas taip:

i, Jeil=j,
o(l) = {j, jei 1 = i,
L, jeil#4,7,
1 <1 < n, yra vadinamas transpozicija ir zymimas (i j). Skyrelyje, kuriame nagrinéjama n-
ojo laipsnio simetriné grupe, irodoma, kad kiekvienas grupés S,, elementas uzraSomas trans-
poziciju kompozicija. Grupés S,, elemento skaidinys transpoziciju kompozicija néra viena-

reikSmiskai apibréziamas, bet vienareikSmiskai apibréziamas elemento skaidinyje transpoziciju
skaiciaus lyginumas. Todél apibréztas atvaizdis:

sgn: S, — {1, —1},

sen(o) = 1, jei o yra uzraSomas lyginiu skai¢iumi transpoziciju kompozicija,
& | =1, jei o yra uzraSomas nelyginiu skai¢iumi transpoziciju kompozicija.

Zinome, kad sgn((i j)) = —1, i # j, 1 < 4,5 < n. Svarbi atvaizdzio
sgn: S, — {1, -1}
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savybeé:
sgn(o o7) =sgn(o)sgn(r), o, T € S,,.

Apibrézimas. Grupés S, elementas o yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei sgn(o) = 1
(sgn(o) = —1)
Pavyzdziai.

1. Imkime, pavyzdziui, grupés S, elementa
(1 2 3 4
7=\3 1 4 2)

Galime uzrasyti si elementa transpoziciju sandaugomis:
c=(12)(14)(13)=(24)(23)(12)=(12)(34)(14)=(14)(13)(14)(24)(12)
(transpozicijas dauginame is desSinés i kaire, t. y. taip kaip apibréziama atvaizdziu kompozi-

cija). Siuo atveju sgn(o) = —1, t.y. keitinys o yra nelyginis.

2. Imkime, pavyzdziui, grupes S, elementa

(1 2 3 4
T=\4 3 2 1)

Galime uzrasyti §i elementa transpoziciju sandaugomis:
T=(12)(13)(24)(12)=1(23)(14).
Taigi sgn(7) = 1, t.y. keitinys 7 yra lygimis.

3. 4. Inversijos.

Apibrézimas. Sakoma, kad uzrasytu skirtingu naturaliuju skaiciu pora j i sudaro
inversija arba netvarka, jei j > i.

Dabar iSsiaiskinsime, kaip galima rasti aibés N,, elementu keitinio

(1 2 ... n)
g = . . .
Jv J2 - In

lyginuma, remiantis natiraliuju skaic¢iu poros inversijos savoka.

Apibrézimas. Grupés S, elementas o yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei keitinio o
pirmosios eilutés naturaliuju skaic¢iu poru netvarku skaiciaus suma su Sio keitinio antrosios
eilutés naturaliuju skaic¢iu poru netvarku skai¢iumi yra lyginis (nelyginis) skaicius.

Pastaba. Jei pirmojoje keitinio o eilutéje skaiciai surasyti nattiralia tvarka, tai jokia
skaic¢iu pora nesudaro netvarkos. Tuomet reikia suskaiciuoti tik, kiek yra nattraliuju skaiciu
poru, sudaranc¢iu netvarka (inversija) antrojoje keitinio o eilutéje. Sio naturaliuju skaiciu
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poru, sudaranciu netvarkas (inversijas) antrojoje keitinio o eilutéje, skaiciaus lyginumas ir
yra vadinamas keitinio ¢ lyginumu.

Pratimai. Irodykite, kad keitinio o € S, lyginumas apibréztas korektiskai, t.y. ne-
sikeiCia, jei sukeisime keitinio, uzrasyto lentele, stulpelius vietomis.

3. 5. Lengva suvokti, kaip susieti Sia keitinio lyginumo savoka su anksciau apibrezta
keitinio lyginumo savoka. Keitini

U_(l 2 ... r ... s n)
T Y T P
padaugine i$ kairés i$ transpozicijos (j, js), gauname keitini
1 2 ... r ... s ...n )
o= . . , . o
Ji Jo oo Js -ee JGr --idn

Isiziurékite, ka gavome! Taigi nagrinéjama keitini galime padauginti i§ kairés i$ transpoziciju
taip, kad gautas keitinys biitu lygus tapaciajam:

(1 2 ... 0n
ld_(l 2 ... n>

(ir lr)(ir—l lr—l) e (21 ll)O' =

Taigi galima uzrasyti lygybe:

:(irlr)(ir_llr_l)...(illl)(,1 2 . ﬁ):

Jr J2 - In

1 2 ... n .
_(1 2 ... n)_ld'

Remdamiesi Sia lygybe, matome, kad

U:(l 2 .. ,”):(il11)...(z'r_1lr_1)(irlr),

Ji J2 - Jn

t. v. sgn(o) = (—1)".

Pavyzdziai. 1. Nagrinékime keitini
(1 2 3 4
=\3 1 4 2)
Sio keitinio antrojoje eilutéje skai¢iu poros, sudaranéios inversijas, yra sios:

31;32; 42.
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Taigi o — nelyginis keitinys.

2. Nagrinekime keitini
o 1 2 3 4
\4 3 2 1)°
Sio keitinio antrojoje eilutéje skaiciu poros, sudarancios inversijas, yra Sios:
43;42;41;32;31;21.
Taigi 7 — lyginis keitinys.
4. Matricos

4. 1. Priminsime, kad ktino £k elementu Seima («;;),1 <4 < m,1 < j < n, sunumeruota
dviem indeksais ir surasyta i lentele

11 12 ce A1n
21 929 Ce Aop
Am1 2 oo Omn

yra vadinama m X m matrica, o «;; -Sios matricos ij-elementu arba ¢j-komponente (a;;-
matricos elementas, uzrasytas matricos i-osios eilutés ir j-ojo stulpelio sankirtoje).

4. 2. Priminsime, kad m x n matrica, nurodant jos elementus, sutaréme sutrumpintai
zyméti taip: (au;);;0 . Matricos (auy);y ir (Bi5)i;2) yra lygios tada ir tik tada, kai ci; = Bi;
visiems 7,7,1 <17 < m,1 < j < n. Visu m X n matricu, kuriu elementai priklauso kunui k,
aibe zymime M, xn (k).

Jei m = n, tai n X n matricos dar yra vadinamos n-os eilés kvadratinémis matricomis.
Visu n xn matricu su koeficientais kune k aibe zymime M,, (k). n-tos eilés kvadratiniu matricu
aibéje My, (k) yra matrica 1, = (d;j)7';=;, vadinama vienetine matrica, ¢ia d;; — Kronekerio
simbolis, apibréziamas taip:

5”:{1, jeii=j,
* 0, jeii#j.

4. 3. Priminsime, kokius veiksmus galima atlikti su matricomis ir tu veiksmu savybes.

Pirmiausia, aibéje M,,xn(k) yra apibrézta sudétis +. Matricu (ciz)i;2, (Bi)i21 €
M, «n (k) suma apibréziama taip:

(vij)isly + (Big)ily = (g + Bij)i 2y

m,n

(Mpmxn(k), +) yra Abelio grupe, nuliné m xn matrica matrica (0); 2, — Sios grupés neutralus

elementas.
4. 4. Antra, yra apibrézta aibés M,,«, (k) elementu daugyba - i§ kuno k elementu.

Kino k elemento A ir matricos (ai;);;2y € My xn(k) sandauga apibréziama taip:

A (Oéij)?;’:n1 = ()‘az’j):‘?:l'
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Zinome, kad bet kuriems A\, € k, A, B € M,,,xn (k) teisingos lygybés:
LA~ (pd) = (Ap) - 4
2. 1-A= A, ¢ia 1 — kuino k vienetas;
3N (A+B)=X-A+ )\ B;
4. A+p)-A=X-A+pu-B.

Prisimine tiesinés erdvés apibrézima, matome, kad (M, xn(k),+) yra tiesiné erdvé virs
kiino k.
Matricos (av;);; eilutes

(vin, @iz, «..y Qup), 1 <i<m,

-~ . o . . . . . . . m.,n . . . . .
suraSe viena Salia kitos i viena ilga eilute, matrica (ozij)ij’zl galime sutapatinti su tiesinés
erdves k" X k™ x ... x k" = k™™ vektoriumi

~~
m

(0411, ceey Olp,y Q215 ooy 2y ooy Oply ooy amn)-

Taigi tiesine erdve M, x,(k) galime sutapatinti su tiesine erdve k" x k" x ... x k"

S

~\~
m

4. 5. Trecia, yra apibrézta matricu daugyba
t Mysn (k) X Mpxp(k) — My xp(k).

Duotuy matricu
L\ mL,m i )P
(alj)i,jzl 1r (6lj)i,j:1
sandauga yra vadinama matrica

(Vig)i g2y = (@ig)i 2y - (Big)i =1,

kurios ij-elementas 7;; apibréziamas taip:

n
Vi = s By, 1<i<m, 1<j<p.
s=1

Paprastai tariant, matricos (%J)Zn]i 1 tj-elementas yra gaunamas pirmosios matricos 7 eilute
.

paelemenciui sudauginant su antrosios matricos j stulpeliu ir gautus rezultatus sudedant.
Matricu daugyba turi savybes:
1.(A-B)-C=A-(B-C), Ac Mpxn(k), B€ Myxp(k), C € Mpx,(k);
2. (A+B)-C=A-C+B-C, A,B € Myxn(k), C € Myyxp(k);
3. C-(A+B)=C-A+C-B, C € Mpxn(k), A,B € My «,(k);
4. Kiekvienai matricai A € M, xn (k)

1,,-A=A,
¢ia 1, =: (d;5)7—1, vadinama m eilés vienetine matrica, o 4;; yra Kronekerio § funkcija.
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5. Kiekvienai matricai A € M, xn (k)
A1, =A.

Mus domins matricu daugyba aibéje M, (k).
5. Kvadratinés matricos ir determinanto funkcija

5. 1. Dabar nagrinésime tik n-tos eilés kvadratines matricas (ai;)ii—; € Mny(k).
Pazymékime matricos A = (aij)?j:l € M, (k) j-aja eilute vj, t. y.

v = (@ g . a), 1S5 <.

Tuomet matrica A = (;;)i;_; galima uzrasyti taip:

1
U2
t t t\t
A:(alj)zj 1= : :<v1 Uy v Un)?
(%
¢ia B! zymi, kad matrica B yra transponuojama. Transponave matrica B = (ﬁ”) ide "

gauname matrica B! = (%'j)Z}'Zla ¢lay; = Bji, 1 <i<n,1<j<m.

5. 2. Artimiausias musu tikslas — apibrézti atvaizdi
det : M, (k) — k, A detA, A= (aij)?j:l € M, (k),

tenkinanti salygas, kurias suformuluosime véliau. Norédami pabreézti, kad Sio atvaizdzio det
reiksmé det A matricoje A priklauso nuo matricos A eiluc¢iu, turétume rasyti

U1

2 t t t\?
det | . arba det(v} o§ ... ob).

UTL

Bet Sie uzraSai nepatogus. Norédami pabrézti, kad detA priklauso nuo matricos A eiluciu,
sutarkime rasyti det(vy, va, ..., vp), t. y. atvaizdi det traktuoti kaip matricos A eilu¢iu
funkcija.

Teiginys. Egzistuoja vienintelé funkcija
det : My (k) — k, A detA, A= (a;)ii—; € My(k),

tenkinanti salygas:

1. det yra matricos A eiluciu n-tiesiné funkcija, t. y. funkcija det yra tiesiné pagal
n-tos eilés kvadratinés matrlcos kiekviena eilute: kiekvienam j, 1 < j < n, det(vy,... ,)\v;- +
pvis o) = Adet(ve, ., 0%, o) + pdet (v, v o)
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2. det yra matricos A eiluciu alternuojanti funkcija, t. y., jei matricos A = (a;)7;—; ku-
rios nors dvi eilutés v; ir v;, @ # j, 1 < 4,5 < n, yra lygios, tai det(vi,...,v;,...,0j,...,0p) =
0.

3. detl, =1, ¢ia 1,, = (0;;)7 ;—1, dij — Kronekerio simbolis (det — normuota funkcija,
— vienetinés matricos determinantas yra lygus 1).

Irodymas. Tarkime, kad funkcija det egzistuoja. Visu pirma irodysime, kad det turi
tokia savybe: matricos determinantas keicia zenkla, sukeitus matricos dvi eilutes vietomis. Po
to irodysime, kad tik vienintelé funkcija gali tenkinti iSvardintas salygas ir pagaliau irodysime
funkcijos det egzistavima.

Remdamiesi 2-aja salyga, galime uzraSyti lygybe: bet kuriems i,7, ¢ # 5, 1 <14,j <mn,

0=det(v1, ..., vi+vj, ..., Vi+v, ..., V)=
=det(vi, ..., Vi, ..., Vi, .., vp) Fdet(vr, o, Ve, Vg, e, Ug)F
+det(vi, ..., vy, cooy iy o, vp) Fdet(vr, L, V5, e, Vg, e, Uy) =
=det(v1, ..., Uiy «ouy Vj, oo, Uy) Hdet(ve, oo, v, o, Vi, L, Up).

Vadinasi, kiekvienam aibés N,, elementu keitiniui o, teisinga lygybé:

det(Vo(1), Vo(2)s -+ ) Vo(n)) = sgn(o)det(vy, va, ..., vy).
Dabar irodysime funkcijos det vienati. Uzrasykime matricos A = (%’j)%;l j-aja eilute
vj, 1 < j < n, tiesinés erdveés k™ standartinés bazés vektoriais eq, e, ..., €5,:
Vj = (Oéjl, Qj2, ..y Oéjn) = 0y 1€1 + Qj21€2 +...+ Qjn€n,
¢ia e; = (0j1, 92, ..., jn), dij — Kronekerio simbolis. Irase v;, 1 < j < n, iSraiskas i
det(vy, va, ..., v,) ir remdamiesi 1-aja ir 2-aja funkcijos det savybémis, gauname:
n n n
det( ) a1jiejy, Y @oj€ipy ooy Y Qnj€j,) =
j1:1 j2:1 jn:1
n n n
= Z Qa4 Z Q2j, - - .Zanjndet(ejl, €joy + oy Bjn) =
Ji=1 J2=1 Jnl
= Z A15(1)X26(2) - - - Uno(n)det(€x(1), €x(2)s - - €om)) =
oES,
= Z SEN(0) A1 (1)M20(2) - - - Ono(mydet(er, e, ..., en),
O'ESn
Cia
1 2 ... r ... s ...n
o=\ . . . . .
J1 )2 e Jr cee s e In
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Taigi

det((auj)ij=1) = Z sgN(0)A14(1)X20(2) - - - Ano(n),
oc€S,

nes det(ey, e, ..., e,) =1 (3-ioji det savybé).

Pagaliau matematinés indukcijos metodu irodysime determinanto funkcijos det egzista-
vima.

1-0s eilés matricai («) apibrézkime det(a) = a. Sakykime, kad kiekvienai n — 1-os eilés
kvadratinei matricai A funkcija det, tenkinanti teoremoje iSvardintas salygas, egzistuoja.
Tegu A = (auj)fi—; € My(k) — n-tos eilés matrica. Apibrézkime bet kuriam r, 1 <r <n,

det(a;)—y = (=1) ay, M7 + (1) PPag, M*" + ...+ (=1) " an, M™, (1)

¢ia MJI™ — n—1-o0s eilés matricos, gautos matricoje A = (aij)%zl iSbraukus j-aja eilute ir r-aji
stulpeli, determinantas. Lieka irodyti, kad §i funkcija tenkina teoremoje iSvardintas salygas.

I8sirinkime matricos A s-aja eilute, 1 < s < n. Jei j # s, 1 < j < n, tai matricos A
s-osios eilutes elementai, iSskyrus elementa, esanti r-ajame stulpelyje, sudaro ir determinanto
MIT, 1< j<n,j+# s, kuria nors eilute. Kadangi n — 1-os eilés determinantai yra tiesinés
funkcijos pagal kiekviena eilute, tai ir

det(aij)%zl _ (_1)r+saersr + Z(_l)r-l—jaerjr’
j=1
Ji#s

yra tiesiné funkcija pagal s eilute, nes ir démuo (—1)""$ay, M*" tiesiskai priklauso nuo s
eilutés koordinatés og,..

Dabar irodysime, kad, jei matricos A kurios nors dvi eilutés yra lygios,tai ir apibréztas
n-os eilés matricos A determinantas det(A) yra lygus nuliui. Tarkime, kad matricos A p-oji
ir g-oji eilutés yra lygios, p < g. Tuomet sumos

detA = det(aj)i5—1 = Z(—l)”jajf,,Mjr
j=1

démenys (—1)" " a;, M77" lygus 0, jei j # p, g, nes §iuo atveju determinantai M" turi po dvi
lygias eilutes. Taigi iS Sios sumos lieka tik dvieju démenu suma:

(=1)" P MP" 4 (=1)" g, M7 = (=1)" Py, (MP" + (=1)7P M),

Determinantas MP" yra gaunamas iS determinanto M 9", pastorojo determinanto eilutes per-
stacius taip, kad §i perstatini atitinka keitinys

, J+1, jeip<j<q-—2,
o =
() D, jeij=q—1,
j7 Jelqéjgn_la
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Si keitinj uzrase

o= 1 ... p—1 P .. gq—1 q ... n—-1
- \1 ... p—1 p+1 ... p q ... n—1)"

suskaiciuokime, kiek skaic¢iu poru antrojoje eilutéje sudaro inversijas. Kaip matome, skaic¢iu
poros, kurios sudaro inversijas, yra tik Sios:

p+1p;...;q—1p.
Siy poru yra ¢ —2 — (p — 1) = ¢ — p — 1. Taigi suma
MP" 4+ (—1)I PV = MP" 4 (—1)07P(—1)9"P=L\[P" = MPT — MP" = (.
Lieka irodyti, kad detl, = 1. Bet tai akivaizdu, nes
det(eq, €2, ..., ey) = dppdet(el, ..., €, ..., €)) =1,

¢ia stogelis virs e, zymi, kad e, praleistas, o e;», J # r, zymi, kad praleista vektoriaus e; r-oji
koordinaté. A

5. 3. Pastaba. [rodinédami determinanto funkcijos vienati, irodéme, kad

detA = det(aij)?jzl = Z Sgn(U)alg(l)OQo-(Z) - Qpg(n)-
UGSn

Sia formule galima traktuoti kaip n-os eilés kvadratinés matricos determinanto apibrézima.
Taip apibréze n-os eilés kvadratinés matricos determinanta, turétume irodyti, kad si deter-
minanto funkcija tenkina determinanto funkcijos tris salygas, suformuluotas teoremoje.

Pratimas. Apibréze matricos A = det(aij)?j:l determinanta formule
detA = Z Sgn<0)alo(l)a20(2) - Ono(n)y

oES,

irodykite, §i funkcija tenkina determinanto funkcijos tris savybes.

5. 4. Remdamiesi (1)-aja rekurenciaja formule, n-tos eilés matricos determinanta galime
apskai¢iuoti, mokedami apskai¢iuoti n — 1-os eilés determinanta. Sia formule remdamiesi,
n-tos eilés matricos determinanta galime iSskleisti bet kuriuo determinanto sulpeliu. Dabar
irodysime, kad n-os eilés matricos A ir §ios matricos transponuotos matricos A* determinantai
yra lygis: detA = detA!. Tuomet n-os eilés matricos determinanta galima igskleisti ir bet
kuria determinanto eilute.

Teiginys. Tarkime, A = (v;;)7j—;. Tuomet detA = detA’, ¢ia A* = (85)7=1, Bij = aji,
1<4,5<n.

Irodymas. Irodinédami determinanto funkcijos vienati, irodéme, kad

detA = det(ay;)}i—; = Z SEN(0) 01 5(1)X20(2) - - - Ano(n)-
ocES,
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Taigi
detA’ = det(ﬁij)?j:l = Z Sgn(g)ﬁlU(l)ﬁ20(2) s B’na(n)-

ogES,

Kiekvienas sio determinanto démuo

Sgn(g)ﬁlo(l)ﬁZU(Q) oo ﬁna(n) = Sgn(a)aa(l)laa(2)2 - Oo(n)n-
Bet

sgn(a)ag(l)lag(g)g c - Qg(n)yn = Sgn(O')Oélo-—l(l)OéQO-—l(g) < Qpo=1(n)-

Kadangi sgn(o) = sgn(c~1), tai
detA = detA’. A

5. 5. Isvada. Tegu A = (ai;)5—; € My(k) — n-tos eilés matrica. Tuomet bet kuriam
r,1<r<mn,

det(aij)?j:l = (—1>T+104T1Mr1 + (—1)T+2ar2MT2 + ...+ (_1)r+narnMrn‘

5. 6. Apibrézimas. Sakykime, A = (a;;)_,, Mij — n—1-os eilés matricos, gautos ma-
tricoje A = (a;)jh—; i8braukus i-aja eilute ir j-aji stulpeli, determinantas, A;; =: (—1)" My,
1 <14,j < n. M;; yra vadinamas matricos A ij-ojo elemento o;; papildomu minoru, o A;; —
Sio elemento algebriniu adjunktu.

Matricos A = (ij)5—1 € M, (k) determinanto detA skleidini r-aja eilute arba r-uoju
stulpeliu galime uzrasyti taip:
det(ag;)fi—) = 1 A™ + A 4+ 4 app AT
arba
det(aij)fimy = o1r A" + 0 A% + 4 e A

5. 7. Matricos A = (Oéij)?j:l r-osios eilutés elementus «,.; pakeiskime z,;, 1 < j <nir

uzrasykime gautos matricos A determinanto skleidini r-aja eilute:
detA = 2, A™ + 2,0A™ + ..+ T AT (1)

Jei (1)-oje lygybéje vietoje x,; iraSytume, pavyzdziui, asj, s # r, 1 < j < n, tai gautume
matricos, kurios r-oji ir s-oji eilutés yra lygios, determinanto skleidinio r-aja eilute formule.
Kadangi matricos, kurios dvi eilutés yra lygios, determinantas yra lygus nuliui, tai gauname
lygybe:

a1 A™ F ag AT . 4 @, AT =0, jei s#£r, 1<r,s<n.

5. 8. Matricy sandaugos determinantas.

Apibrézimas. Atvaizdis F : V" — W, ¢ia V ir W — tiesinés erdveés virs kuno k, yra
vadinamas n-tiesiniu, alternuojanciu, jei bet kuriems vy, ..., v, vé, v, eV, 1 <5 < n,
A, p €k,
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L F(vr, .., Aoy + vl o) = AF(01, 000,000, 0n) + pF (vn, 00,05, o)
2. Atvaizdzio F' reikSmé yra lygi tiesinés erdvés W nuliniam vektoriui, jei bent dvi
argumentu reikSmes yra lygios.

Teiginys. Tegu k™ — tiesiné erdveé virs kuno k, F': k" X k" x ... X k" — k — n-tiesinis,

-~

n
alternuojantis atvaizdis, (cvi;)is—; € Mn(k) — n-os eiles kvadratineé matrica. Tuomet

n n n
F(Z Q14,€51, Z Q2j5€jgy vy Z Oénjnejn) = det(()éij)?jle(el, €2, ..., en),

J1=1 J2=1 Jn=1
Cia ey, es, ..., e, — tiesines erdvés k™ standartiné bazeé.
Irodymas.

n n n
F(E Q1j, €4y 5 E (255 Cjns -+ E Qnj, €j,) =

jlzl .]2:1 .jnzl
= Z a4, Z a2, - - .ZanjnF(ejl, €joy ++ s 6jn) =
J1=1 J2=1 Jnl
= Z A15(1)X26(2) - - - Ono(n) F (€a(1), €a(2)s s €om)) =
cES,
= Z Sgl’l(O’)Ole(l)aga(g) NN a,w(n)F(el, €2, ..., €n) =
oES,
= det(aij)gle(el, €2, ..., en).A

Apibrézimas. Dvieju matricu A = (a;;)75_; it B = (8;5)}—; sandauga yra vadinama
matrica C' = (v5)7;—1, Cia

Yij = Zaz‘rﬁrj, 1<4,5 <n.

r=1

Teiginys. det(AB) = detAdetB.

Irodymas. Tegu
FoE" <E" x...xk" —k

J/

—~
n

yra n-tiesinis, neissigimes, alternuojantis atvaizdis. Tuomet

FOY O e Bui)eis YO aanBui)ens - D (O ant,Br,)es,) =

J1=1 ;=1 Jo=1 lx=1 Jn=1 l,=1
= det((ozij)%:1(513')%:1)17(61, €2, ..., en) = det(AB)F(el, €2, ..., en).
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Kita vertus,

FO O e Bu)eis YO aanBui)esns - D (O ant,Br,)es,) =

=1 5L=1 Jo=1 l2=1 Jn=1 lp=1

= det(aij )5 F(OY Bujneiss Y B2jaCins s D Brjn€i,) =

Jji1=1 Jj2=1 Jn=1
= det(ozz-j)%Zldet(ﬁij)%le(el, €2, ..., en) = detAdetBF(el, €2, ..., en).
Pavyzdziui,
F=det:k" xk" x...xk"—k
n
yra n-tiesinis, alternuojantis, neisigimes atvaizdis, det(ey, e, ..., e,) = 1. Taigi det(AB) =
detAdetB. A

5. 9. Atvirkstiné matrica.

Teiginys. n-os eilés kvadratinei matricai A € M, (k) egzistuoja atvirkstiné matrica A~1
tada ir tik tada, kai detA # 0.

Irodymas. Tegu n-os eilés kvadratinei matricai A € M, (k) egzistuoja atvirkstiné ma-
trica A7, t. y. AA~! =1,,. Tuomet

detAdetA™! = det(AA™!) = detl,, = 1,

t. y. detA # 0.

Sakykime, detA # 0. Tegu M* — matricos A = (wv;)7=; ij-0jo elemento ;; papildomas
minoras (priminsime: M* —n—1-os eilés matricos, gautos matricoje A = (av;;)7—, iSbraukus
i-aja eilute ir j-aji stulpeli, determinantas), A% =: (—1)""/M%¥ - §io elemento algebrinis
adjunktas. Apibrézkime matrica

All A21 L Anl

1 A12 A22 . An2
B = . . . .
detA : : - :

Aln AQn Y

Sudaugine matricas A ir B, galite isitikinti, kad AB = BA = 1,,. Taigi B=A"1. A
6. Kramerio taisyklé.

6. 1. Teorema. Tarkime, tiesiniu lygciu sistemos

a11x1 Faers +... Far, =5
o117 Faoors +... Faonxr, = [
011 +tQp2xy +... FoppT, = ﬁn
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matricos A = (aij)%zl € M, (k), sudarytos i$ koeficientu prie nezinomuju, determinantas
detA # 0. Tuomet §i tiesiniu lygéiu sistema turi vieninteli sprendini (y1, 2, ..., Vn), kurio
j-0ji koordinate

Vi = 4 , 1<j<n,
detA

¢ia dj, 1 < j < n — matricos, gautos matricoje A j-aji stulpeli pakeitus lygciu sistemos
laisvaisiais nariais, determinantas.

Irodymas. Sia tiesiniu lygéiu sistema uzrasykime taip:

a1l g ... Qg z1 B
Q21 Q2 ... Q2p X2 ﬁz

. - 1)
an1 Qpa ... Opn Tn On

Kadangi detA # 0, tai egzistuoja A~ ir yra lygi

All A21 o Anl
1 A12 A22 . AnQ
det A : : :
Aln A2n . A
(1)-osios lygybés abi puses padaugine i kairés i§ A~1, gauname:
71 AL A2t At B
T 1 A2 A2 A B2
] detA : P :
Tn Aln A2n . Ann 671

Taigi
_ BLAY 4 B A% L+ B, A
A detA '
Kaip matome, /1 AY + 3,A% + ... + 3,A™ — matricos, gautos matricoje A j-aji stulpeli
pakeitus lygéiu sistemos laisvaisiais nariais, determinanto skleidinys j-uoju stulpeliu. A
Teorema (Hamiltomo - Keili). Tegu A = (ay;)7i—; € Mn(k), pa(t) = det(A —t1,).
Tuomet p4(A) = O, ¢ia O — nuliné matrica.

Irodymas. Naginékime matrica B(t) = (Ay(t))} =1, ¢ia A;;(t) matricos A — t1,, ji
elemento algebrinis adjunktas. Kiekvienas matricos B(t) elementas A;;(¢) yra kintamojo ¢
polinomas, kurio laipsnis degA;;(t) < n—1. Tegu B(t) = B,_1t" ' +...+ Byt + By, ¢ia B,
0 < j < n—1, matricos su pastoviais koeficientais, ¢ 4 (t) = (—1)"t"+a,_1t" ' +...+a1t+ao.
Galime uzrasyti lygybe: (A —t1,)B(t) = ¢a(t)1,,. Sudaugine ir sulygine koeficientus prie ¢
laipsniu, gauname:

—Bn,—1 =(-1)"
ABn—l —Bj_2 = an-1
ABn—2 —By_3 =dan—2



Pirmaja lygybe i$ kairés padaugine i§ A", antraja — i§ A"~ ! ir t. t. ir sudéje, gauname:
O=(-1)"A"+a, A" "+ ... +a1A+ Ay =pa(A). A
Apibrézimas. Kintamojo t polinomas @ 4(t) = det(A —t1,,) yra vadinamas matricos A

charakteringuoju polinomu.

Hamiltono - Keili teorema teigia, kad matrica A yra jos chrakteringojo polinomo Saknis.
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