
V skyrius. ŽIEDAI IR ŽIEDU
‘

HOMOMORFIZMAI

1. Žiedai

1. 1. Tarkime, kad netuščioje aibėje A apibrėžti jos elementu
‘
kompozicijos dėsniai +

ir ∗, vadinami aibės A elementu
‘
sudėtimi ir daugyba.

Apibrėžimas. Aibe
‘
A joje apibrėžtu

‘
jos elementu

‘
sudėties + ir daugybos ∗ atžvilgiu

vadinsime žiedu, jei
1. Sudėtis + yra asociatyvi: bet kuriems x, y, z ∈ A,

(x + y) + z = x + (y + z);

2. Egzistuoja neutralus elementas 0 sudėties + atžvilgiu: kiekvienam x ∈ A,

x + 0 = 0 + x = x;

3. Kiekvienam aibės A elementui x egzistuoja simetrinis elementas y sudėties +
atžvilgiu:

x + y = y + x = 0;

Elementui x simetrini
‘
elementa

‘
sudėties + atžvilgiu žymėsime −x ir vadinsime prie-

šingu elementu elementui x.
4. Sudėtis + yra komutatyvi: bet kuriems x, y ∈ A,

x + y = y + x;

5. Daugyba ∗ yra asociatyvi: bet kuriems x, y, z ∈ A,

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z);

6. Sudėtis + ir daugyba ∗ yra susieti distributyvumo dėsniais: bet kuriems x, y, z ∈
A,

(x + y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z,

z ∗ (x + y) = z ∗ x + z ∗ y.

1. 2. Žiedo (A,+, ∗) elementas 0 yra vadinamas nuliumi. Remdamiesi 1 – 4 aksiomo-
momis, matome, kad (A,+) - Abelio grupė. Kaip matome, nereikalaujama, kad žiedo
(A,+, ∗) daugyba ∗ būtu

‘
komutatyvi.

Apibrėžimas. Jei žiedo (A,+, ∗) daugyba ∗ yra komutatyvi (t.y. bet kuriems x, y ∈
A, x ∗ y = y ∗ x ), tai (A,+, ∗) yra vadinamas komutatyviuoju žiedu.

Kaip matome, nereikalaujama, kad žiede (A,+, ∗) egzistuotu
‘
neutralus elementas dau-

gybos ∗ atžvilgiu.
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Apibrėžimas. Jei žiede (A,+, ∗) egzistuoja neutralus elementas daugybos ∗ atžvil-
giu, tai ji

‘
žymėsime 1 ir vadinsime žiedo vienetu, o (A,+, ∗) – žiedu su vienetu.

1. 3. Mes nagrinėsime tiktai žiedus (A,+, ∗) su vienetu. Jei žiedas neturi vieneto,
tai yra žinoma, kaip galima prijungti vieneta

‘
ir gauti žieda

‘
su vienetu.

Labai svarbi speciali žiedu
‘

klasė, – žiedu
‘
, kuriu

‘
kiekvienam nenuliniam elementui

egzistuoja nenulinis simetrinis elementas daugybos atžvilgiu.

Apibrėžimas. Nekomutatyvus žiedas (A,+, ∗) su vienetu 1 yra vadinamas žiedu su
dalyba arba nekomutatyviuoju kūnu, jei kiekvienam x ∈ A, x 6= 0, egzistuoja toks y ∈ A,
y 6= 0, kad x ∗ y = y ∗x = 1. Komutatyvus žiedas (A,+, ∗) su dalyba yra vadinamas kūnu.

Elementui x ∈ A, x 6= 0, simetrinis elementas daugybos atžvilgiu ∗, jei jis tik egzis-
tuoja, yra žymimas x−1 ir yra vadinamas atvirkštiniu elementu elementui x.

1. 4. Dabar apibrėšime požiedžio, idempotenčiojo, nilpotenčiojo elementu
‘
bei nulio

dalikliu
‘
sa

‘
vokas. Vėliau šias sa

‘
vokas pailiustruosime pavyzdžiais.

Apibrėžimas. Netuščias žiedo (A,+, ∗) poaibis B, stabilus sudėties + ir daugybos
∗ atžvilgiu yra vadinamas žiedo (A,+, ∗) požiedžiu, jei (B,+, ∗) yra žiedas.

Apibrėžimas. Žiedo (A,+, ∗) nenulinis elementas a yra vadinamas idempotentu arba
idempotenčiuoju elementu, jei a ∗ a = a2 = a.

Apibrėžimas. Žiedo (A,+, ∗) nenulinis elementas a yra vadinamas kairiuoju žiedo
nulio dalikliu, jei egzistuoja toks nenulinis elementas b, kad a∗b = 0. Panašiai apibrėžiamas
dešinysis žiedo nulio daliklis. Komutatyvaus žiedo atveju šios sa

‘
vokos sutampa ir toks

elementas yra vadinamas žiedo nulio dalikliu.

Apibrėžimas. Žiedo (A,+, ∗) nenulinis elementas a yra vadinamas nilpotentu arba
nilpotenčiuoju elementu, jei egzistuoja toks sveikasis skaičius n > 0, kad an = 0.

Apibrėžimas. Komutatyvus žiedas be nulio dalikliu
‘
yra vadinamas sveikumo arba

integralumo sritimi.

Pastabos. 1. Kūno požiedis bendruoju atveju nėra kūnas.

2. Žiedo nilpotentas yra tiek kairysis, tiek dešinysis žiedo nulio daliklis.

Pavyzdžiai.

1. Sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė Z skaičiu

‘
sudėties + ir daugybos · atžvilgiu yra komutatyvus

žiedas su vienetu. Ji
‘
žymėsime (Z,+, ·).

2. Racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė Q skaičiu

‘
sudėties + ir daugybos · atžvilgiu yra kūnas

(Q,+, ·).

3. Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė R skaičiu

‘
sudėties + ir daugybos · atžvilgiu yra kūnas (R,+, ·).
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4. Tarkime, kad A = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}, čia j̄ = j(mod4). Likiniu
‘
moduliu 4 aibė A sudėties

ir daugybos atžvilgiu yra žiedas. Akivaizdu, kad 2̄2 = 0̄. Taigi 2̄ yra nilpotentusis na-
grinėjamo žiedo elementas.

5. Apibrėžkime aibe
‘

H = {α + β · i + γ · j + δ · k | α, β, γ, δ ∈ R},

kurios elementai yra formalūs simboliai α+β · i+γ ·j +δ ·k. Elementai α+β · i+γ ·j +δ ·k
ir α′ + β′ · i + γ′ · j + δ′ · k yra lygūs pagal apibrėžima

‘
tada ir tik tada, kai α = α′, β = β′,

γ = γ′, δ = δ′. Be to, koeficientai prie simboliu
‘
i, j, k, gali būti parašyti ir dešinėje pusėje,

t.y. α + β · i + γ · j + δ · k=α + i · β + j · γ + k · δ. Apibrėšime aibės H elementu
‘
sudėti

‘
ir

daugyba
‘
.

Sudėtis + aibėje H.

Pagal apibrėžima
‘

(α + β · i + γ · j + δ · k) + (α′ + β′ · i + γ′ · j + δ′ · k) =

= α + α′ + (β + β′) · i + (γ + γ′) · j + (δ + δ′) · k.

Akivaizdu, kad (H, +)-Abelio grupė.

Daugyba · aibėje H.

Norint apibrėžti aibės H elementu
‘
daugyba

‘
, pakanka apibrėžti elementu

‘
i, j, k, dau-

gybos lentele
‘
ir remtis žiedo apibrėžimo 6-a

‘
ja aksioma. Elementu

‘
i, j, k daugybos lentele

‘
apibrėžkime taip:

i · i = j · j = k · k = −1, i · j = −j · i = k, j · k = −k · j = i, k · i = −i · k = j.

Dabar, remdamiesi elementu
‘

i, j, k, daugybos lentele ir žiedo apibrėžimo 6-a
‘
ja aksioma,

galime užrašyti aibės H dvieju
‘
elementu

‘
sandaugos ǐsraǐska

‘
:

(α + β · i + γ · j + δ · k) · (α′ + β′ · i + γ′ · j + δ′ · k) =

= αα′ − ββ′ − γγ′ − δδ′ + (αβ′ + βα′ + γδ′ − δγ′) · i+

+αγ′ + γα′ + δβ′ − βδ′) · j + (αδ′ + δα′ + βγ′ − γβ′) · k.

Pastebėsime, kad

(α + β · i + γ · j + δ · k) · (α− β · i− γ · j − δ · k) = α2 + β2 + γ2 + δ2.

Remdamiesi pastara
‘
ja lygybe matome, kad kiekvienam nenuliniam elementui α+β · i+γ ·

j+δ ·k (t.y., kai bent vienas koeficientu
‘
α, β, γ, δ yra nelygus nuliui) egzistuoja atvirkštinis

elementas

(α + β · i + γ · j + δ · k)−1 = (α2 + β2 + γ2 + δ2)−1 · (α− β · i− γ · j − δ · k).

113



Kaip matome, (H,+, ·) yra nekomutatyvus žiedas su dalyba arba nekomutatyvus kūnas.
Šis nekomutatyvus kūnas dar yra vadinamas kvaternionu

‘
kūnu. Pirmas kvaternionu

‘
kūna

‘

pradėjo tirti anglu
‘
matematikas Hamiltonas. Kvaternionu

‘
kūnas dažniausiai yra žymimas

H(R) pabrėžiant, kad kvaternionai yra gaunami simbolius 1, i, j, k, dauginant ǐs realiu
‘
ju

‘

skaičiu
‘
ir po to sudedant. Galima nagrinėti kvaternionus α + β · i + γ · j + δ · k, kuriu

‘

koeficientai α, β, γ, δ, yra racionalūs skaičiai. Taigi galime apibrėžti

H(Q) = {α + β · i + γ · j + δ · k | α, β, γ, δ ∈ Q}.

Nesunku i
‘
sitikinti, kad (H(Q),+, ·) taip pat yra nekomutatyvus kūnas, kuris yra vadinamas

racionaliu
‘
ju

‘
kvaternionu

‘
kūnu.

6. Šiame pavyzdyje nagrinėsime racionaliu
‘
ju

‘
kvaternionu

‘
kūno (H(Q),+, ·) požiedi

‘

(Q(i),+, ·), čia
Q(i) =: {α + β · i | α, β ∈ Q}.

Galite i
‘
sitikinti, kad racionaliu

‘
ju

‘
kvaternionu

‘
kūno (H(Q),+, ·) poaibis Q(i) yra stabilus

sudėties + ir daugybos · atžvilgiu ir tokiu būdu yra nekomutatyvaus kūno (H(Q),+, ·)
požiedis. I

‘
rodysime, kad (Q(i),+, ·) yra kūnas. Pirmiausia pastebėsime, kad aibės Q(i)

elementu
‘
daugyba · yra komutatyvi, nes

(α + β · i) · (α′ + β′ · i) = α · α′ − β · β′ + (α · β′ + β · α′) · i = (α′ + β′ · i) · (α + β · i).

Kiekvienam nenuliniam žiedo (Q(i),+, ·) elementui α+β ·i, t.y. kai bent vienas koeficientu
‘

α, β nelygus 0, egzistuoja atvirkštinis elementas

(α2 + β2)−1 · (α− β · i).

Kaip matome, (Q(i),+, ·) yra kūnas. Šis kūnas yra vadinamas Gauso skaičiu
‘
kūnu.

7. Panašiai kaip ir 6-jame pavyzdyje, nagrinėkime realiu
‘
ju

‘
kvaternionu

‘
kūno

(H(R),+, ·) požiedi
‘

(C,+, ·), čia C =: {α + β · i | α, β ∈ R}. Kaip ir 6-jame pavyzdyje
galima i

‘
sitikinti, kad (C,+, ·) yra kūnas. Šis kūnas yra vadinamas kompleksiniu

‘
skaičiu

‘

kūnu. Kompleksiniu
‘

skaičiu
‘

kūnas labai svarbus matematikoje. Vėliau ši
‘

kūna
‘

tirsime
ǐssamiau.

1. 5. Dabar i
‘
rodysime teorema

‘
apie baigtines sveikumo (integralumo) sritis, o po to

aptarsime labai svarbu
‘
žiedo pavyzdi

‘
.

Priminsime, kad komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) nenulinis elementas a yra vadinamas
nulio dalikliu, jei egzistuoja toks nenulinis elementas b ∈ A, kad a ∗ b = 0. Komutatyvus
žiedas (A,+, ∗) yra vadinamas sveikumo (integralumo) sritimi, jei žiedas A neturi nulio
dalikliu

‘
.

Teorema. Baigtinis komutatyvus žiedas (A,+, ∗) be nulio dalikliu
‘
yra kūnas.
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I
‘
rodymas. Kadangi (A,+, ∗) yra žiedas, tai, norint i

‘
rodyti teorema

‘
, reikia i

‘
rodyti,

kad žiede (A,+, ∗) yra vienetas ir kiekvienam nenuliniam žiedo (A,+, ∗) elementui egzis-
tuoja atvirkštinis elementas daugybos atžvilgiu. Pabrėžiame, kad teoremos formulavime
nereikalavome žiedo vieneto egzistavimo.

Tarkime, kad A = {a1, a2, . . . , an}, o a1 = 0. Pirmiausia i
‘
rodysime, kad žiedo A

nenulinius elementus a2, . . . , an, padaugine
‘
ǐs kurio nors fiksuoto nenulinio elemento as, 2 ≤

s ≤ n, gauname visus nenulinius žiedo A elementus a2, . . . , an, tik galbūt, surašytus ki-
ta tvarka nei a2, . . . , an. Iš tikru

‘
ju

‘
taip yra. Visi elementai a2, a3, . . . , an, yra tarpusavy

skirtingi ir ju
‘
tarpe nėra nulinio. Jei būtu

‘

ai ∗ as = aj ∗ as, i 6= j, 2 ≤ s ≤ n,

tai gautume
ai ∗ as − aj ∗ as = (ai − aj)as = 0,

kas i
‘
manoma žiede be nulio dalikliu

‘
tik tuo atveju, kai ai − aj = 0. Bet, jei i 6= j, tai ir

ai 6= aj . Vadinasi, sudaugine
‘
elementus

a2, . . . , an, ar a2 ∗ as, . . . , an ∗ as, 2 ≤ s ≤ n,

gauname viena
‘
ir ta

‘
pati

‘
elementa

‘
. Taigi

a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an = an−1
s ∗ a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an, 2 ≤ s ≤ n,

čia an−1
s reikia suprasti, kaip as sudauginta

‘
su savimi n − 1 karta

‘
. Šia

‘
lygybe

‘
galime

perrašyti ir taip:
a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ âr ∗ . . . ∗ an(ar − an−1

s ∗ ar) = 0.

čia stogelis virš elemento žymi, kad šio elemento sandaugoje nėra. Kadangi

a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ âr ∗ . . . ∗ an 6= 0,

o žiedas A be nulio dalikliu
‘
, tai bet kuriems r, s, 2 ≤ r, s ≤ n, ar = an−1

s ∗ ar. Vadinasi,
an−1

s , 2 ≤ s ≤ n, yra žiedo vienetas, t.y. kiekvienam s, 2 ≤ s ≤ n, an−1
s = 1. Taigi i

‘
rodėme

lygybes:
an−1

s = an−1
r , 2 ≤ r, s ≤ n.

Pastara
‘
sias lygybes galima ir taip i

‘
rodyti: ǐs anksčiau i

‘
rodytu

‘
lygybiu

‘

a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an = an−1
s ∗ a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an, 2 ≤ s ≤ n,

gauname: jei

an−1
s ∗ a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an = an−1

r ∗ a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an, 2 ≤ r, s ≤ n,
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tai
(an−1

s − an−1
r ) ∗ a2 ∗ a3 ∗ . . . ∗ an = 0

arba an−1
s = an−1

r , 2 ≤ r, s ≤ n.
Lieka i

‘
rodyti, kad kiekvienam nenuliniam žiedo A elementui as, 2 ≤ s ≤ n, egzistuoja

atvirkštinis elementas. Remdamiesi lygybe an−1
s = 1, 2 ≤ s ≤ n, gauname, kad

a−1
s = an−2

s , 2 ≤ s ≤ n.

1. 6. Pastaba. Remdamiesi teoremos i
‘
rodymu, matome, kad kiekvienas baigtinio

kūno, turinčio n elementu
‘
, nenulinis elementas, pakeltas n− 1-uoju laipsniu, yra lygus šio

kūno vienetui, kitaip tariant, kiekvienas šio kūno nenulinis elementas yra lygties xn−1 = 1
šaknis. Šis faktas gali būti i

‘
rodytas remiantis grupiu

‘
teorija. Baigtinio kūno nenuliniai

elementai sudaro Abelio grupe
‘
. Šios grupės eilė lygi n − 1. Kiekvienas Abelio grupės

elementas, pakeltas laipsniu, lygiu grupės eilei, yra lygus grupės vienetui. Vėliau i
‘
rodysime,

kad baigtinis kūnas gali turėti tik pm, čia p-kuris nors pirminis skaičius, m-kuris nors
natūralusis skaičius, elementu

‘
.

2. Matricu
‘
algebra

2. 1. Nagrinėsime svarbu
‘

žieda
‘
, kuris yra vadinamas matricu

‘
algebra. Algebra

yra vadinama tiesinė erdvė, kurioje apibrėžta žiedo struktūra, suderinta su tiesinės erdvės
struktūra.

Apibrėžimas. Abelio grupė (V,+) yra vadinama tiesine erdve virš kūno (k,+, ∗), jei
apibrėžtas atvaizdis (ǐsorinis kompozicijos dėsnis)

◦ : k × V → V

tenkinantis sa
‘
lygas: bet kuriems α, β ∈ k, u, v ∈ V ,

1. (α ∗ β) ◦ u = α ◦ (β ◦ u);
2. 1 ◦ u = u, 1– kūno k vienetinis elementas;
3. (α + β) ◦ u = α ◦ u + β ◦ u;
4. α ◦ (u + v) = α ◦ u + α ◦ v.

Apibrėžimas. Tiesinė erdvė (V,+) virš kūno (k,+, ∗) yra vadinama algebra, jei
tiesinėje erdvėje apibrėžtas kompozicijos dėsnis ·, tenkinantis sa

‘
lygas: bet kuriems α, β,

γ ∈ k, u, v, w ∈ V ,

(α ◦ u + β ◦ v) · (γ ◦ w) = (α ∗ γ) ◦ (u · w) + (β ∗ γ) ◦ (v · w),

(γ ◦ w) · (α ◦ u + β ◦ v) = (γ ∗ α) ◦ (w · u) + (γ ∗ β) ◦ (w · v).
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Jei kompozicijos dėsnis · aibėje V asociatyvus, tai algebra (V,+, ·) yra vadinama asociaty-
via

‘
ja. Vėliau nagrinėsime ir neasociatyviu

‘
algebru

‘
pavyzdžius.

Pastaba. Norėdami pabrėžti algebros apibrėžime dalyvaujančiu
‘
kompozicijos dėsniu

‘

i
‘
vairove

‘
, jiems žymėti naudojomės i

‘
vairiais simboliais. Tik ženkla

‘
”+” naudojome tiek

sudėčiai aibėje k, tiek ir aibėje V žymėti. Tokios žymėjimu
‘
i
‘
vairovės ateityje atsisakysime.

Daugybai žymėti naudosimės ∗ arba · arba jokiu
‘
ženklu

‘
nerašysime tarp komponuojamu

‘

elementu
‘
.

Apibrėžimas. Kūno k elementu
‘
šeima (αij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, sunumeruota

dviem indeksais ir surašyta i
‘
lentele

‘
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn


yra vadinama m×n matrica, o αij – šios matricos ij-elementu arba ij-komponente (αij –
matricos elementas, užrašytas matricos i-osios eilutės ir j-ojo stulpelio sankirtoje).

Sutarkime m×n matrica
‘
žymėti ir taip: (αij)

m,n
ij=1. Matricos (αij)

m,n
ij=1 ir (βij)

m,n
ij=1 yra

lygios tada ir tik tada, kai bet kuriems i, j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

αij = βij .

Visu
‘

m × n matricu
‘
, kuriu

‘
elementai priklauso kūnui k, aibe

‘
žymėsime Mm×n(k). Jei

m = n, tai n × n matricos dar yra vadinamos n-os eilės kvadratinėmis matricomis. Visu
‘

n× n matricu
‘
su koeficientais kūne k aibe

‘
žymėsime Mn(k).

Aibės Mm×n(k) elementu
‘
sudėtis +.

Jei
(αij)

m,n
ij=1, (βij)

m,n
ij=1 ∈ Mm×n(k),

tai
(αij)

m,n
ij=1 + (βij)

m,n
ij=1 =: (αij + βij)

m,n
i,j=1.

Nesunku i
‘
sitikinti, kad (Mm×n(k),+) – Abelio grupė. m×n nulinė matrica (0)m,n

i,j=1, – šios
grupės neutralus elementas.

Aibės Mm×n(k) elementu
‘
daugyba ǐs kūno k elementu

‘
(ǐsorinis kompozicijos

dėsnis su operatoriu
‘
aibe k aibėje Mm×n(k)).

Apibrėžkime atvaizdi
‘
:

k ×Mm×n(k) → Mm×n(k), (λ, (αij)
m,n
i,j=1) 7→ λ · (αij)

m,n
i,j=1,
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čia
λ · (αij)

m,n
i,j=1 =: (λ · αij)

m,n
i,j=1, λ ∈ k, (αij)

m,n
i,j=1 ∈ Mm×n(k).

2. 2. Galite i
‘
sitikinti apibrėžto ǐsorinio kompozicijos dėsnio šiomis savybėmis:

1. Bet kuriems λ, µ ∈ k, A ∈ Mm×n(k)

(λ · µ) ·A = λ · (µ ·A);

2. Kiekvienai matricai A ∈ Mm×n(k))

1 ·A = A, 1 ∈ k;

3. Bet kuriems λ, µ ∈ k, A ∈ Mm×n(k)

(λ + µ) ·A = λ ·A + µ ·A;

4. Bet kuriems λ, k, A,B ∈ Mm×n(k)

λ · (A + B) = λ ·A + λ ·B.

Sutarkime, kad (αij)
m,n
i,j=1 · λ = (αij · λ)m,n

i,j=1. Tuomet akivaizdu, kad λ · A = A · λ,
λ ∈ k, A ∈ Mm×n(k).

2. 3. Apibrėžkime m × n matrica
‘
eij , kurios ij-elmentas lygus 1 ∈ k, o visi kiti yra

lygūs 0 ∈ k. Tuomet kiekviena
‘
m× n matrica

‘
(αij)

m,n
i,j=1 galima vienareikšmǐskai užrašyti

taip:

(αij)
m,n
i,j=1 =

m∑
i=1

n∑
j=1

αij · eij .

Šis užrašas patogus atlikinėjant matricu
‘
sudėties ir daugybos veiksmus.

Prisimine
‘
anksčiau pateikta

‘
tiesinės erdvės apibrėžima

‘
, pastebėsime, kad visu

‘
m × n

matricu
‘

grupė (Mm×n(k),+) yra tiesinė erdvė virš kūno k, o eij , 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ n, – šios tiesinės erdvės bazė (žiūrėkite tiesinės erdvės bazės apibrėžima
‘
).

2. 4. Matricu
‘
daugyba.

Apibrėšime atvaizdi
‘

Mm×n(k)×Mn×p(k) → Mm×p(k),

kuris yra vadinamas matricu
‘
daugyba.

Tarkime, kad

A = (αij)
m,n
i,j=1 ∈ Mm×n(k), B = (βij)

n,p
i,j=1 ∈ Mn×p(k).
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Tuomet matricu
‘

(αij)
m,n
i,j=1 ir (βij)

n,p
i,j=1

sandauga yra vadinama matrica

(αij)
m,n
i,j=1 · (βij)

n,p
i,j=1 =: (γij)

m,p
i,j=1,

kurios ij-elementas γij apibrėžiamas taip:

γij =
n∑

s=1

αis · βsj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p.

Paprastai tariant, matricos (γij)
m,p
i,j=1 ij-elementas yra gaunamas pirmosios matricos

i eilute
‘

paelemenčiui sudauginant su antrosios matricos j stulpeliu ir gautus rezultatus
sudedant.

2. 5. Nesunku i
‘
sitikinti matricu

‘
daugybos šiomis savybėmis:

1. (A ·B) · C = A · (B · C), A ∈ Mm×n(k), B ∈ Mn×p(k), C ∈ Mp×r(k);
2. (A + B) · C = A · C + B · C, A,B ∈ Mm×n(k), C ∈ Mn×p(k);
3. C · (A + B) = C ·A + C ·B, C ∈ Mm×n(k), A, B ∈ Mn×p(k);
4. Kiekvienai matricai A ∈ Mm×n(k)

1Im ·A = A,

čia 1m =: (δij)m
i,j=1, vadinama m eilės vienetine matrica, o

δij =
{

1, jei i = j,
0, jei i 6= j,

yra Kronekerio δ funkcija;
5. Kiekvienai matricai A ∈ Mm×n(k)

A · 1In = A.

2. 6. Atidžiau panagrinėkime Mn(k). Kaip žinome, (Mn(k),+) – Abelio grupė.
Matricu

‘
daugyba · apibrėžta aibėje Mn(k).

1n =:
n∑

j=1

ejj

– neutralus aibės Mn(k) elementas daugybos atžvilgiu. Taigi (Mn(k),+, ·) – žiedas (netgi
algebra virš kūno k, nes Mn(k) – tiesinė erdvė virš kūno k, o matricu

‘
daugyba yra suderinta

su tiesinės erdvės struktūra).
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Algebros (Mn(k),+, ·) elementu
‘
eij , 1 ≤ i, j ≤ n, daugybos lentelė atrodo taip:

eij · epq = δjpeiq, 1 ≤ i, j, p, q ≤ n,

čia δjp – Kronekerio simbolis (funkcija). Kaip matome, elementai eij , 1 ≤ i, j ≤ n, yra
matricu

‘
algebros Mn(k) tiek kairieji, tiek dešinieji nulio dalikliai, o eii, 1 ≤ i ≤ n, – šio

algebros idempotentai.

Algebros (Mn(k),+, ·) elementu
‘
daugyba vienareikšmǐskai apibrėžiama žinant elemen-

tu
‘
eij , 1 ≤ i, j ≤ n, daugybos lentele

‘
:

(
n∑

i,j=1

αij · eij) · (
n∑

r,s=1

βrs · ers) =
n∑

i,r,s=1

αir · βrs · eis.

Algebros (Mn(k),+, ·), n > 1, elementu
‘
daugyba nėra komutatyvi, nes, pavyzdžiui, e11 ·

e12 = e12, o e12 · e11 = 0. Kaip matome, elementai eij , 1 ≤ i, j ≤ n, yra matricu
‘
algebros

(Mn(k),+, ·) tiek kairieji, tiek dešinieji nulio dalikliai, o eii, 1 ≤ i ≤ n, – šio algebros
idempotentai.

Pratimai.

1. Tarkime, u =
∑n−1

j=1 ejj+1 ∈ Mn(k). I
‘
rodykite, kad us =

∑n−s
j=1 ejj+s. Atskiru

atveju un−1 = e1n, un = 0.

2. Apibrėžkime atvaizdi
‘
:

Tr : Mn(k) → k, Tr(
n∑

i,j=1

αijeij) =
n∑

j=1

αjj .

I
‘
rodykite, kad

i) Tr(A ·B) = Tr(B ·A);
ii) Tr(λ ·A + µ ·B) = λ · Tr(A) + µ · Tr(B);
iii) Tr(1n) = n · 1, čia λ, µ, 1 ∈ k, A, B ∈ Mn(k).

3. Tarkime, kad atvaizdis f : Mn(Q) → Q turi savybes:
1. f(1In) = n;
2. f(λ ·A + µ ·B) = λ · f(A) + µ · f(B), λ, µ ∈ Q, A, B ∈ Mn(Q);
3. f(A ·B) = f(B ·A).

I
‘
rodykite, kad f = Tr.
Nurodymas. Pasinaudokite lygybėmis:

eii = eij · eji, eij = eii · eij = eij · ejj , 1 ≤ i, j ≤ n,

1In =
n∑

j=1

ejj , eij · epq = 0, j 6= p.
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4. I
‘
rodykite, kad lygtis X · Y − Y ·X = 1n algebroje (Mn(k),+, ·) neǐsprendžiama.

5. Tarkime, kad A = Q[x],

d

dx
: Q[x] → Q[x],

d

dx
f(x) =: f ′(x),

yra diferencijavimo atvaizdis,

m : Q[x] → Q[x], m(f(x)) =: x · f(x),

yra dauginimo ǐs kitamojo x operatorius. I
‘
rodykite:

d

dx
◦m−m ◦ d

dx
= id,

čia id : Q[x] → Q[x], id(f(x)) = f(x), – tapatusis atvaizdis.

6. Tarkime,kad žiedo (A,+, ∗) elementai a ir b turi savybe
‘
: b ∗ a = q ∗ a ∗ b, čia

q ∗ a = a ∗ q, q ∗ b = b ∗ q. I
‘
rodykite Niutono binomo formulės analoga

‘
:

(a + b)n =
n∑

j=0

[
n

j

]
q

∗ an−j ∗ bj ,

čia [
n

j

]
q

=
[n]q!

[j]q! ∗ [n− j]q!
, [m]q! =: (qm − 1) ∗ (qm−1 − 1) ∗ · · · ∗ (q − 1).

I
‘
rodykite,kad

lim
q→1

[
n

j

]
q

=
(

n

j

)
.

7. I
‘
rodykite, kad H(C) galima sutapatinti su matricu

‘
algebra M2(C), t.y. egzistuoja

bijekcija f : H(C) → M2(C), turinti savybes: bet kuriems α ∈ C, a, b ∈ H,

1. f(α · a) = α · f(a);

2. f(a + b) = f(a) + f(b);

3. f(a · b) = f(a) · f(b).

Kaip matome, algebra H(C) nėra kūnas.
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3. Žiedo idealai

3. 1. Tarkime, kad (A,+, ∗) žiedas su vienetu.

Apibrėžimas. Netuščias žiedo (A,+, ∗) poaibis a yra vadinamas kairiuoju (dešiniuo-
ju) žiedo idealu, jei:

1. x, y ∈ a ⇒ x± y ∈ a;
2. a ∈ A, x ∈ a ⇒ a ∗ x ∈ a ( a ∈ A, x ∈ a ⇒ x ∗ a ∈ a).

Antra
‘
ja

‘
žiedo idealo apibrėžimo sa

‘
lyga

‘
galima užrašyti ir taip: A ∗ a ⊂ a ( a ∗A ⊂ a,

čia A ∗ a =: {a ∗ x | a ∈ A, x ∈ a} ( a ∗A =: {x ∗ a | x ∈ a, a ∈ A}).

Apibrėžimas. Netuščias žiedo (A,+, ∗) poaibis a yra vadinamas abipusiu žiedo ide-
alu, jei:

1. x, y ∈ a ⇒ x± y ∈ a;
2. a ∈ A, x ∈ a ⇒ a ∗ x, x ∗ a ∈ A.

Komutatyvaus žiedo atveju kairiojo, dešiniojo ir abipusio žiedo idealo sa
‘
vokos su-

tampa.

3. 2. Teiginys. Tarkime, (A,+, ∗) – žiedas, a ∈ A. Tuomet A ∗ a = {x ∗ a | x ∈ A}
yra kairysis žiedo A idealas, a ∗ A = {a ∗ x | x ∈ A} – dešinysis žiedo idealas, o poaibis
A ∗ a ∗A = {x ∗ a ∗ y | x, y ∈ A} – abipusis žiedo A idealas.

I
‘
rodymas. 1. Jei x, y ∈ A ∗ a, tai egzistuoja tokie u, v ∈ A, kad x = u ∗ a, y = v ∗ a.

Vadinasi, x± y = u ∗ a± v ∗ a = (u± v) ∗ a ∈ A ∗ a.
2. Jei x ∈ A ∗ a, tai egzistuoja toks u ∈ A, kad x = u ∗ a. Vadinasi, kiekvienam

b ∈ A, b ∗ x = b ∗ (u ∗ a) = (b ∗ u) ∗ a ∈ A ∗ a.
I
‘
rodėme, kad A ∗ a yra kairysis žiedo idealas. Panašiai i

‘
rodoma, kad a ∗A – dešinysis,

o A ∗ a ∗A – abipusis žiedo idealas. 4

Apibrėžimas. Idealas A ∗ a (arba a ∗ A ir A ∗ a ∗ A), generuotas vieno elemento a,
yra vadinamas kairiuoju (arba dešiniuoju ir abipusiu) pagrindiniu žiedo A idealu.

Idealu
‘
sudėtis. Tarkime, kad a ir b – žiedo (A,+, ∗) kairieji idealai. Apibrėšime idealu

‘
a

ir b suma
‘

a + b =: {x + y | x ∈ a, y ∈ b},

t. y. aibė a + b, sudaryta ǐs sumu
‘

x + y, čia x ∈ a, y ∈ b. Panašiai yra apibrėžiama
dešiniu

‘
ju

‘
ir abipusiu

‘
idealu

‘
suma.

3. 3. Teiginys. Žiedo (A,+, ∗) kairiu
‘
ju

‘
( dešiniu

‘
ju

‘
, abipusiu

‘
) idealu

‘
a irb suma a + b

yra kairysis (dešinysis, abipusis) žiedo (A,+, ∗) idealas.

I
‘
rodymas. 1.Tarkime, kad x, y ∈ a + b. Vadinasi, egzistuoja tokie u1, u2 ∈ a ir

v1, v2 ∈ b, kad x = u1 + v1, y = u2 + v2. Taigi

x± y = (u1 + v1)± (u2 + v2) = (u1 ± u2) + (v1 ± v2) ∈ a + b,
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nes u1 ± u2 ∈ a, v1 ± v2 ∈ b.
2. Tarkime, kad x ∈ a + b, t. y. egzistuoja tokie u ∈ a, v ∈ b, kad x = u+ v. Tuomet,

jei a ∈ A, tai
a ∗ x = a ∗ (u + v) = a ∗ u + a ∗ v ∈ a + b,

nes a ∗ u ∈ a, a ∗ v ∈ b.
Panašiai teiginys i

‘
rodomas dešiniesiems ir abipusiems idealams. 4

3. 4. Apibrėžimas. I
‘
dealas A ∗ a1 + A ∗ a2 + . . . A ∗ as, čia a1, a2, . . ., as ∈ A, yra

vadinamas kairiuoju žiedo (A,+, ∗) idealu, generuotu elementu
‘
a1, a2, . . ., as. Panašiai

apibrėžiami dešinieji ir abipusieji idealai, generuoti elementu
‘
a1, a2, . . ., as. Komutatyvaus

žiedo atveju idealas A ∗ a1 + A ∗ a2 + . . . + A ∗ as yra žymimas (a1, a2, . . . , as), o elementai
a1, a2, . . ., as – vadinami idealo sudaromosiomis.

Pastaba. Idealo žymėjima
‘

(a1, a2, . . . , as) galima supainioti su Dekarto sandaugos
As elementu. Bet tikėkimės, kad ǐs konteksto bus aǐsku, apie ka

‘
yra kalbama.

Pavyzdžiai.

1. Kūno (k,+, ∗) idealai yra tik nulinis (0) ir k. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei a – kūno nenulinis

idealas, tai egzistuoja α 6= 0, α ∈ a. Tuomet α−1 ∈ k, α ∈ a ⇒ α−1 ∗ α = 1 ∈ a ⇒ k ⊂ a.
Vadinasi, a = k.

2. Teiginys. Sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo (Z,+, ·) kiekvienas idealas yra pagrindinis.

I
‘
rodymas. Idealas (0) yra pagrindinis. Tarkime, a 6= (0). Kadangi a idealas, tai

x ∈ a ⇒ (−1) · x = −x ∈ a. Vadinasi, idealui a priklauso mažiausias nenulinis natūralusis
skaičius n. I

‘
rodysime, kad a = (n) = nZ. Akivaizdu, kad (n) ⊂ a. Reikia tik i

‘
rodyti, kad

a ⊂ (n). Jei x ∈ a, tai remdamiesi dalybos su liekana formule (žr.[3. 1. 5.]), galime parašyti
x = n · y + z, 0 ≤ z < n. Jei būtu

‘
z 6= 0, tai, kadangi x, n ∈ a, gautume z = x− n · y ∈ a.

O tai prieštarautu
‘
skaičiaus n parinkimui (priminsime: n – idealo a mažiausias nenulinis

natūralusis skaičius). Taigi x = n · y ∈ (n), t. y. a ⊂ (n). 4

3. Teiginys. Matricu
‘
algebra Mn(k), čia k – kūnas, neturi abipusiu

‘
idealu

‘
, ǐsskyrus

(0) ir Mn(k).

I
‘
rodymas. Priminsime, kad

Mn(k) = {
n∑

i,j=1

αijeij | αij ∈ k, 1 ≤ i, j ≤ n}.

Pirmiausia i
‘
rodysime, jei a yra abipusis idealas, kuriam priklauso kuris nors elementas

ei0j0 , tai a = Mn(k). Iš tikru
‘
ju

‘
, jei ei0j0 ∈ a ir a – abipusis idealas, tai

ers = eri0 · ei0j0 · ej0s ∈ a, 1 ≤ r, s ≤ n.
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Vadinasi, ir
n∑

i,j=1

αijeij ∈ a kad ir kokie būtu
‘
koeficientai αij ∈ k, 1 ≤ i, j ≤ n.

Dabar tarkime, kad a – nenulinis abipusis algebros Mn(k) idealas. I
‘
rodysime, kad

idealui a priklauso bent vienas elementas ei0j0 ir remdamiesi anksčiau i
‘
rodytu faktu,

užbaigsime teiginio i
‘
rodyma

‘
.

Kadangi a 6= (0), tai idealui a priklauso nenulinis elementas a =
∑n

i,j=1 αij ḑoteij .
Tarkime, kad αi0j0 6= 0. Elementas

ei0i0 · a · ej0j0 = αi0j0ei0j0 ∈ a,

nes a ∈ a ir a – abipusis idealas. Kadangi αi0j0 6= 0, tai

α−1
i0j0

· (αi0j0 · ei0j0) = ei0j0 ∈ a . 4

3. 5. Algebra Mn(k) turi kairiu
‘
ju

‘
ir dešiniu

‘
ju

‘
idealu

‘
, nesutampančiu

‘
nei su (0),

nei su Mn(k). Pavyzdžiui, eij ·Mn(k) – dešinysis idealas, kurio kiekvienas elementas turi
pavidala

‘ n∑
s=1

αis · eis.

Kaip matome, eij ·Mn(k) 6= Mn(k). Be to, akivaizdu, kad eij ·Mn(k) = ei1 ·Mn(k).

Pratimas. I
‘
rodykite, kad komutatyvus žiedas (A,+, ∗), kurio idealai yra tik (0) ir

A, yra kūnas.

4. Žiedo faktoržiedas pagal ideala
‘

4. 1. Tarkime, kad (A,+, ∗) – žiedas, a – šio žiedo abipusis idealas. Apibrėšime
faktoržieda

‘
(A/ a,+, ∗) . Tuo tikslu apibrėžkime ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
aibėje A:

x∼
a

y ⇐⇒ x− y ∈ a .

Vietoje x∼
a

y galima rašyti x ≡ y(mod a). Aibės A faktoraibe
‘
pagal apibrėžta

‘
ekvivalen-

tumo sa
‘
ryši

‘
pažymėkime A/ a. Faktoraibės A/ a elementai užrašomi x+a (elementas x+a

dažnai yra žymimas x(mod a)). Remiantis ekvivalentumo sa
‘
ryšio apibrėžimu,

x + a = y + a ⇐⇒ x− y ∈ a .

Aibės A/ a elementu
‘
sudėtis +.

Apibrėžkime elementu
‘
x + a ir y + a, x, y ∈ A suma

‘
taip:

(x + a) + (y + a) =: x + y + a .
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I
‘
sitikinsime, kad elementu

‘
x + a ir y + a suma x + y + a nepriklauso nuo atstovu

‘
x ir

y parinkimo. Tarkime, kad x′ + a = x + a, y′ + a = y + a. Tuomet x′ − x ∈ a, y′ − y ∈ a.
Vadinasi, x′+y′+a = x+y+a, nes (x′+y′)−(x+y) = (x′−x)+(y′−y) ∈ a (priminsime:
x′ − x ∈ a, y′ − y ∈ a ⇒ (x′ − x) + (y′ − y) ∈ a, nes a yra idealas).

Nesunku i
‘
sitikinti, kad (A/ a,+) – Abelio grupė, a – šios grupės neutralus elementas

sudėties atžvilgiu.

Aibės A/ a elementu
‘
daugyba ∗.

Apibrėžkime elementu
‘
x + a ir y + a, x, y ∈ A, sandauga

‘
taip:

(x + a) ∗ (y + a) =: x ∗ y + a .

I
‘
sitikinsime, kad elementu

‘
x + a ir y + a sandauga x ∗ y + a nepriklauso nuo atstovu

‘

x ir y parinkimo. Tarkime, kad x′ + a = x + a, y′ + a = y + a. Tuomet

(x′ + a) ∗ (y′ + a) = x′ ∗ y′ + a, o (x + a) ∗ (y + a) = x ∗ y + a .

Teigiame, kad x′ ∗ y′ + a = x ∗ y + a. Iš tikru
‘
ju

‘
, nes

x′ ∗ y′ − x ∗ y = x′ ∗ y′ − x′ ∗ y + x′ ∗ y − x ∗ y = x′ ∗ (y′ − y) + (x′ − x) ∗ y ∈ a

(priminsime: a – abipusis idealas, x′ − x ∈ a, y′ − y ∈ a ⇒ x′ ∗ (y′ − y) ∈ a, (x′ − x) ∗ y ∈
a ⇒ x′ ∗ (y′ − y) + (x′ − x) ∗ y ∈ a).

Nesunku i
‘
sitikinti, kad aibės A/ a elementu

‘
daugyba yra asociatyvi. I

‘
rodysime, kad

aibės A/ a elementu
‘
sudėtis ir daugyba yra susieti distributyvumo dėsniais:

((x + a) + (y + a)) ∗ (z + a) = (x + a) ∗ (z + a) + (y + a) ∗ (z + a),

(z + a) ∗ ((x + a) + (y + a)) = (z + a) ∗ (x + a) + (z + a) ∗ (y + a).

I
‘
rodysime tik pirma

‘
ja

‘
lygybe

‘
, nes antroji lygybė i

‘
rodoma panašiai.

((x + a) + (y + a)) ∗ (z + a) = (x + y + a) ∗ (z + a) = (x + y) ∗ z + a =

= x ∗ z + y ∗ z + a = (x ∗ z + a) + (y ∗ z + a) = (x + a) ∗ (z + a) + (y + a) ∗ (z + a).

Taigi aibė A/ a apibrėžtu
‘
jos elementu

‘
sudėties + ir daugybos ∗ atžvilgiu yra žiedas. Jei

žiedas (A,+, ∗) turi vieneta
‘
1, tai 1 + a yra žiedo (A/ a,+, ∗) vienetas.

4. 2. Apibrėžimas. Žiedas (A/ a,+, ∗) yra vadinamas žiedo (A,+, ∗) faktoržiedu
pagal abipusi

‘
ideala

‘
a.
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5. Žiedu
‘
homomorfizmai

5. 1. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai, 0A ir 0B yra žiedo A ir žiedo B

nuliai.

Apibrėžimas. Atvaizdis f : A → B yra vadinamas homomorfizmu, jei bet kuriems
x, y ∈ A:

1. f(x + y) = f(x) + f(y);
2. f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y).

I
‘
rodysime keleta

‘
paprastu

‘
faktu

‘
.

5. 2. Teiginys. Jei f : A → B – homomorfizmas, tai:
1. f(0A) = 0B ;
2. f(−x) = −f(x), x ∈ A.

I
‘
rodymas. 1. Galime parašyti: f(0A) = f(0A + 0A) = f(0A) + f(0A). Pirmoji ǐs

šiu
‘
lygybiu

‘
gaunama remiantis tuo, kad (0A = 0A + 0A), o antroji – remiantis tuo, kad

f – homomorfizmas. Prie lygybės f(0A) + f(0A) = f(0A) abieju
‘
pusiu

‘
pridėje

‘
elementui

f(0A) priešinga
‘
elementa

‘
−f(0A), gauname:

(f(0A) + f(0A)) + (−f(0A)) = f(0A) + (−f(0A)) = 0B .

Bet kairėje lygybės pusėje esantis elementas yra lygus:

f(0A) + ((f(0A) + (−f(0A)) = f(0A) + 0B = f(0A).

Vadinasi, f(0A) = 0B .
2. Remdamiesi anksčiau i

‘
rodyta lygybe, gauname: 0B = f(0A) = f(x + (−x)) =

f(x) + f(−x). Paskutinioji lygybė gaunama remiantis tuo, kad f – homomorfizmas. Vad-
inasi, f(−x) yra elementui f(x) priešingas elementas, t. y. f(−x) = −f(x). 4

5. 3. Teiginys. Jei f : A → B – nenulinis homomorfizmas, 1A – žiedo A vienetas,
tai f(1A) yra žiedo B idempotentas (idempotentas – tai nenulinis elementas, tenkinantis
lygti

‘
: x2 = x).

I
‘
rodymas. Panašiai kaip ir i

‘
rodant [5. 2] teigini

‘
, galime parašyti: f(1A) = f(1A ∗

1A) = f(1A)∗f(1A). Žiede lygti
‘
x∗x = x tenkina idempotentai. Kadangi f(1A)∗f(1A) =

f(1A), tai galime teigti tik, kad f(1A) yra žiedo B idempotentas. 4

Pastabos.

1. Štai paprastas pavyzdys, iliustruojantis, kad f(1A) gali ir nebūti žiedo B vienetu.
Apibrėžkime žieda

‘

A = Q ∗ e1 + Q ∗ e2 =: {α ∗ e1 + β ∗ e2 | α, β ∈ Q},
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čia α ∗ e1 + β ∗ e2 = γ ∗ e1 + δ ∗ e2 tada ir tik tada, kai α = γ, β = δ. Apibrėžkime aibės A

elementu
‘
sudėti

‘
taip:

(α1 ∗ e1 + α2 ∗ e2) + (β1 ∗ e1 + β2 ∗ e2) =: (α1 + β1) ∗ e1 + (α2 + β2) ∗ e2.

Galite nesunkiai i
‘
sitikinti, kad (A,+) yra Abelio grupė, o 0 =: 0 ∗ e1 + 0 ∗ e2 – šios grupės

nulis. Apibrėžkime elementu
‘
e1, e2 daugybos lentele

‘
taip:

e2
1 = e1 ∗ e1 = e1, e

2
2 = e2 ∗ e2 = e2, e1 ∗ e2 = e2 ∗ e1 = 0.

Remdamiesi 6-a
‘
ja žiedo apibrėžimo aksioma, daugyba

‘
galime ǐsplėsti iki aibės A elementu

‘

daugybos. Taigi (A,+, ∗) – žiedas. Apibrėžkime atvaizdi
‘
f : A → A taip:

f(α1 ∗ e1 + α2 ∗ e2) = α∗e1.

Žiedo (A,+, ∗) vienetas daugybos atžvilgiu yra e1 + e2. Kaip matome, f(e1 + e2) = e1, o
e1 yra žiedo A idempotentas.

2. Dažnai yra nagrinėjami žiedu
‘

homomorfizmai f : A → B siauresne prasme, kai
reikalaujama, kad žiedo A vieneto 1A vaizdas f(1A) būtu

‘
žiedo B vienetas.

5. 4. Teiginys. Jei f : A → B – siurjektyvus homomorfizmas, tai žiedo (A,+, ∗)
vieneto 1A vaizdas f(1A) yra žiedo (B,+, ∗) vienetas.

I
‘
rodymas. Pažymėkime žiedo B elementa

‘
f(1A) raide e. Norint i

‘
rodyti, kad e yra

žiedo B vienetas, reikia i
‘
rodyti, kad bet kuriam žiedo B elementui b, e ∗ b = b ∗ e = b.

Kadangi f : A → B – siurjektyvus homomorfizmas, tai kiekvienam žiedo B elementui b

egzistuoja toks žiedo A elementas a, kad f(a) = b. Lygybės 1A ∗ a = a ∗ 1A = a abi
puses paveike

‘
atvaizdžiu f , gauname: f(1A ∗ a) = f(a ∗ 1A) = f(a). Šia

‘
lygybe

‘
pertvarke

‘
,

gauname: f(1A) ∗ f(a) = f(a) ∗ f(1A) = f(a), t. y. e ∗ b = b ∗ e = b. 4

Teiginys. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai. Jei f : A → B – homomorfiz-
mas, tai f(A) yra žiedo B požiedis.

I
‘
rodymas. Jei x, y ∈ f(A),tai egzistuoja tokie a, b ∈ A, kad f(a) = x, f(b) = y.

Vadinasi, x + y = f(a) + f(b) = f(a + b) ∈ f(A). Taigi žiedo B poaibis f(A) yra stabilus
sudėties atžvilgiu, f(0A) = 0B ∈ f(A). Jei x ∈ f(A), tai egzistuoja toks a ∈ A, kad
f(a) = x. Tuomet f(−a) = −f(a) = −x. Vadinasi, (f(A),+) yra Abelio grupė. Poaibis
f(A) taip pat yra stabilus ir daugybos atžvilgiu:

x ∗ y = f(a) ∗ f(b) = f(a ∗ b) ∈ f(A),

čia a, b ∈ A tokie, kad f(a) = x, f(b) = y. 4

Apibrėžimas. Tarkime, kad f : A → B – homomorfizmas. Žiedo A poaibis Ker f =:
{x ∈ A | f(x) = 0B} (t. y. Ker f = f−1(0B)) yra vadinamas homomorfizmo f branduoliu.

127



5. 5. Teorema. Homomorfizmo f : A → B branduolys Ker f yra žiedo A abipusis
idealas. Žiedo A faktoržiedas A/Ker f yra izomorfinis žiedo A vaizdui f(A).

I
‘
rodymas. Pastebėsime , kad Ker f 6= ∅, nes 0A ∈ Ker f (žr.[5. 2.]). Dabar

patikrinsime abipusio idealo apibėžimo aksiomas.
1. Jei x, y,∈ Ker f , tai f(x) = 0B , f(y) = 0B . Vadinasi, f(x± y) = f(x)± f(y) =

0B + 0B = 0B , t. y. x± y ∈ Ker f .
2. Jei x ∈ Ker f, a ∈ A, tai f(x ∗ a) = f(x) ∗ f(a) = 0B ∗ f(a) = 0B . Panašiai,

f(a ∗ x) = f(a) ∗ f(x) = f(a) ∗ 0B = 0B . Taigi Ker f yra žiedo A abipusis idealas.
Kadangi Ker f yra žiedo A abipusis idealas, galima nagrinėti žiedo A faktoržieda

‘

A/Ker f pagal ideala
‘
Ker f . Lieka i

‘
rodyti, kad A/Ker f yra izomorfinis žiedo A vaizdui

f(A).
Homomorfizmas f : A → B generuoja atvaizdi

‘

f̄ : A/Ker → f(A), f̄(x + Ker f) =: f(x), x ∈ A.

I
‘
rodysime, kad atvaizdis f̄ : A/Ker f → f(A) yra korektǐskai apibrėžtas, t. y. nepriklauso

nuo ekvivalentumo klasės x + Ker f atstovo x parinkimo: jei x + Ker f = y + Ker f , tai ir
f̄(x + Ker f) = f̄(y + Ker f). Tarkime, kad x + Ker f = y + Ker f , t. y. x − y ∈ Ker f .
Tuomet f̄(x + Ker f) = f(x), o f̄(y + Ker f) = f(y). Kadangi x − y ∈ Ker f , tai
f(x− y) = 0B . Vadinasi, f(x)− f(y) = 0B , t. y. f(x) = f(y).

Atvaizdis f̄ : A/Ker f → f(A) yra siurjektyvus. Jei b ∈ f(A), tai egzistuoja toks
a ∈ A, kad f(a) = b (remiamės atvaizdžio f : A → B siurjektyvumu). Tuomet f̄(a +
Ker f) = f(a) = b. I

‘
sitikinsime, kad šis atvaizdis yra ir injektyvus.

Jei f̄(a+Ker f) = f̄(a′+Ker f), tai f(a) = f(a′) arba f(a)−f(a′) = 0B . Remdamiesi
pastara

‘
ja lygybe, gauname: f(a − a′) = 0B ,t. y. a − a′ ∈ Ker f , o tai ir reǐskia, kad

a + Ker f = a′ + Ker f .
Atvaizdis f̄ : A/Ker f → f(A) yra homomorfizmas, nes

f̄((a + Ker f) ∗ (a′ + Ker f)) = f̄(a ∗ a′ + Ker f) =

= f(a ∗ a′) = f(a) ∗ f(a′) = f̄(a + Ker f) ∗ f̄(a′ + Ker f).

Kadangi f̄ yra bijektyvus homomorfizmas, tai teorema pilnai i
‘
rodyta. 4

5. 6. Teiginys. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai, f : A → B – siurjektyvus
homomorfizmas. Tuomet žiedo A kairiojo (dešiniojo, abipusio) idealo a vaizdas f(a) yra
kairysis (dešinysis, abipusis ) žiedo B idealas.

I
‘
rodymas. Sakykime, a – kairysis žiedo A idealas, f(a) – jo vaizdas. Jei x, y ∈ f(a),

tai egzistuoja tokie a, b ∈ a, kad f(a) = x, f(b) = y. Tuomet x ± y = f(a) ± f(b) =
f(a± b) ∈ f(a), nes a± b ∈ a. Jei x ∈ f(a), y ∈ B, tai egzistuoja tokie a ∈ a, b ∈ A, kad
f(a) = x, f(b) = y. Tuomet y ∗ x = f(b) ∗ f(a) = f(b ∗ a) ∈ f(a), nes b ∗ a ∈ a.

128



Panašiai i
‘
rodoma, kad žiedo A dešiniojo (abipusio) idealo vaizdas yra žiedo B dešinysis

(abipusis) idealas. 4

Teiginys. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai, f : A → B – homomorfizmas.
Tuomet žiedo B kairiojo (dešiniojo, abipusio) idealo b pirmavaizdis f−1(b) yra žiedo A

kairysis (atitinkamai dešinysis, abipusis) idealas.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad b – žiedo B kairysis idealas, f−1(b) – jo pirmavaizdis. Jei

x, y ∈ f−1(b), t. y. f(x), f(y) ∈ b, tai x± y ∈ f−1(b), nes f(x± y) = f(x)± f(y) ∈ b. Jei
x ∈ f−1(b), y ∈ A, tai y ∗ x ∈ f−1(b). Iš tikru

‘
ju

‘
: f(y ∗ x) = f(y) ∗ f(x) ∈ b, nes f(y) ∈ B,

f(x) ∈ b, o kadangi b idealas, tai ir f(y) ∗ f(x) ∈ b.
Panašiai i

‘
rodoma, kad žiedo B dešiniojo (abipusio) idealo pirmavaizdisas yra žiedo A

dešinysis (abipusis) idealas. 4

Pratimas. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai, f : A → B – siurjektyvus
homomorfizmas, a – žiedo A abipusis idealas. I

‘
rodykite: (f−1 ◦ f)(a) = a +Ker f .

5. 7. Teiginys. Sakykime, kad a ⊂ b yra žiedo A abipusieji idealai. Tuomet b / a

yra faktoržiedo A/ a abipusis idealas.

I
‘
rodymas. Ši

‘
teigini

‘
siūlome i

‘
rodyti skaitytojui.

Nagrinėsime žiedo idealus, nesutampančius su pačiu žiedu.

Teiginys. Tarkime, kad (A,+, ∗) ir (B,+, ∗) – žiedai, f : A → B – siurjektyvus
homomorfizmas. Tuomet žiedo B abipusiu

‘
idealu

‘
aibė I(B) yra ekvivalenti žiedo A abipusiu

‘

idealu
‘
a, tenkinančiu

‘
sa

‘
lyga

‘
a ⊃ Ker f , aibei I(A/Ker f).

I
‘
rodymas. Jei b yra žiedo B abipusis idealas, tai f−1(b) yra žiedo A abipusis idealas

ir Ker f ⊂ f−1(b). Taigi galime apibrėžti atvaizdi
‘
F : I(B) → I(A/Ker f), F (b) = f−1(b),

b ∈ I(B). I
‘
sitikinsime, kad F yra bijekcija.

Jei a yra žiedo A abipusis idealas ir Ker f ⊂ a, t. y. a ∈ I(A/Ker f), tai b =: f(a)
yra žiedo B abipusis idealas. Be to, F (b) = f−1(f(a)) = a +Ker f = a. Kaip matome,
F yra siurjektyvus atvaizdis. Akivaizdu, kad F – injektyvus atvaizdis: jei b1 6= b2, tai
f−1(b1) 6= f−1(b2), t. y. F (b1) 6= F (b2). 4

5. 8. Sakykime, (A,+, ∗) – žiedas, I(A) yra šio žiedo visu
‘
abipusiu

‘
idealu

‘
, nesutam-

pančiu
‘
su žiedu A, aibė. I(A) i

‘
dėties ⊂ atžvilgiu yra dalinai sutvarkyta aibė. Remdamiesi

Corno lema (žr.[1. 5. 3]), i
‘
rodysime, kad aibėje I(A) egzistuoja bent vienas maksimalus

elementas.

Teiginys. Žiedo (A,+, ∗) su vienetu visu
‘

abipusiu
‘

idealu
‘
, nelygiu

‘
žiedui A, aibėje

I(A) egzistuoja bent vienas maksimalus elementas i
‘
dėties ⊂ atžvilgiu.

I
‘
rodymas. I

‘
sitikinsime, kad aibė I(A) tenkina Corno lemos sa

‘
lyga

‘
. Sakykime,

{aα}α∈P yra žiedo A i
‘
dėties ⊂ atžvilgiu tiesǐskai sutvarkytu

‘
abipusiu

‘
idealu

‘
šeima. Reikia
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i
‘
rodyti, kad žiedo A abipusiu

‘
idealu

‘
šeima {aα}α∈P aibėje I(A) yra aprėžta ǐs viršaus. Tuo

tikslu i
‘
rodysime, kad aibė ∪α∈P aα yra žiedo A abipusis idealas, nelygus žiedui A.

Sakykime,
x, y ∈ ∪α∈P aα.

Tuomet egzistuoja toks α0 ∈ P , kad x, y ∈ aα0 . Kadangi aα0 yra žiedo A abipusis idealas,
tai

x± y ∈ aα0 ⊂ ∪α∈P aα.

Jei
x ∈ ∪α∈P aα, y ∈ A,

tai egzistuoja toks α0 ∈ P , kad x ∈ aα0 . Kadangi aα0 yra žiedo A abipusis idealas, tai

x ∗ y, y ∗ x ∈ aα0 ⊂ ∪α∈P aα.

Kaip matome, ∪α∈P aα yra žiedo A abipusis idealas ir kiekvienam α ∈ P ,

aα ∈ ∪α∈P aα.

Be to, šis idealas nesutampa su žiedu A. Priešingu atveju žiedo vienetas 1 priklausytu
‘

kuriam nors aα, α ∈ P , o tai prieštarautu
‘
sa

‘
lygai, kad visi aibės I(A) elementai yra žiedo

A idealai, nesutampantys su A. Dabar, remdamiesi Corno lema, gauname, kad aibė I(A)
turi bent viena

‘
maksimalu

‘
elementa

‘
m. 4

5. 9. Nuo šiol nagrinėsime tik komutatyvius žiedus (A,+, ∗) su vienetu. Tegu
(A,+, ∗) toks žiedas, o m – šio žiedo maksimalus idealas. I

‘
rodysime komutatyvaus žiedo

maksimalaus idealo svarbia
‘
savybe

‘
.

Teiginys. Jei komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu elementu
‘
x ir y sandauga x ∗ y

priklauso maksimaliam šio žiedo idealui m, tai bent vienas ǐs elementu
‘
x ar y priklauso m.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad žiedo A elementu

‘
x ir y sandauga x ∗ y priklauso mak-

simaliam idealui m. Jei elementas x ∈ m, tai teiginio i
‘
rodymas baigtas. Sakykime, kad

x 6∈ m. Tuomet A ∗ x + m yra žiedo A idealas, nes A ∗ x ir m yra idealai, o idealu
‘
suma,

kaip žinome, yra idealas. Kadangi x ∈ A ∗ x + m, bet x 6∈ m, tai A ∗ x + m = A. Vadinasi,
egzistuoja tokie a ∈ A, m ∈ m, kad 1 = a ∗ x + m. Padaugine

‘
šios lygybės abieju

‘
pusiu

‘

elementus ǐs y, gauname y = a ∗x ∗ y +m ∗ y. Remdamiesi sa
‘
lyga x ∗ y ∈ m, gauname, kad

ir a ∗ x ∗ y ∈ m. Kadangi m ∈ m, tai ir m ∗ y ∈ m. Taigi ir elementas y priklauso idealui
m, nes yra dvieju

‘
elementu

‘
a ∗ x ∗ y ir m ∗ y, priklausančiu

‘
idealui m, suma. 4

5. 10. Teiginys. Komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu 1 faktoržiedas A/ m pagal
žiedo A ideala

‘
m yra kūnas tada ir tik tada, kai m yra maksimalus idealas.

I
‘
rodymas. Kaip žinome, komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu 1 faktoržiedas A/ m

pagal žiedo A ideala
‘
m yra žiedas. Sakykime, kad m yra maksimalus idealas. I

‘
rodysime,
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kad faktoržiedo A/ m kiekvienam nenuliniam elementui egzistuoja atvirkštinis elementas.
Imkime x + m ∈ A/ m, x 6∈ m. Idealas A ∗ x + m tenkina sa

‘
lygas:

(i) m ⊂ A ∗ x + m;
(ii) m 6= A ∗ x + m, x ∈ A ∗ x + m, x 6∈ m.
Vadinasi, A = A ∗ x + m. Taigi egzistuoja tokie a ∈ A, m ∈ m, kad a ∗ x + m = 1.

Teigiame, kad faktoržiedo A/ m elementas a+m yra atvirkštinis elementui x+m. Iš tikru
‘
ju

‘
:

(a + m) ∗ (x + m) = a ∗ x + m = 1−m + m = 1 + m .

Sakykime, kad faktoržiedas A/ m = k yra kūnas. Atvaizdis f : A → k yra siurjektyvus
homomorfizmas, kurio branduolys yra m. Pagal anksčiau i

‘
rodyta

‘
teigini

‘
(žr,[5. 7.]), yra

abipus vienareikšmė atitinkamybė tarp k idealu
‘
ir žiedo A idealu

‘
a, tenkinančiu

‘
sa

‘
lyga

‘
:

m ⊂ a. Kaip žinome, kūnas k neturi tarpiniu
‘
idealu

‘
tarp {0} ir paties kūno k. Vadinasi,

nėra žiedo A tarpiniu
‘
idealu

‘
tarp m ir A. Taigi m yra žiedo A maksimalus idealas. 4

6. Dalumas žieduose

6. 1. Nagrinėsime dalumo sa
‘
voka

‘
žieduose.

Apibrėžimas. Sakykime, (A,+, ∗) yra komutatyvus žiedas su vienetu 1, a, b ∈ A.
Elementas b yra vadinamas elemento a dalikliu (dažnai ir taip yra sakoma: elementas b

dalija elementa
‘
a) ir žymimas b|a, jei egzistuoja toks elementas c ∈ A, kad a = b ∗ c.

Nagrinėjant kurio nors žiedo savybes, svarbu žinoti šio žiedo vieneto daliklius.

Teiginys. Komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu 1 žiedo vieneto dalikliu
‘
aibė A∗

žiedo elementu
‘
daugybos ∗ atžvilgiu sudaro grupe

‘
.

I
‘
rodymas. Aibė A∗ netuščia, nes 1 ∈ A∗ (1|1, nes 1 ∗ 1 = 1). Sakykime, kad

a, b ∈ A∗, t. y. egzistuoja tokie c, d ∈ A, kad a ∗ c = 1, b ∗ d = 1. Tuomet (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) =
(a∗ c)∗ (b∗d) = 1∗1 = 1, t. y., jei a ir b yra vieneto 1 dalikliai, tai elementas a∗ b taip pat
yra vieneto daliklis. Vadinasi, žiedo A poaibis A∗ yra stabilus žiedo elementu

‘
daugybos ∗

atžvilgiu. Daugyba ∗ yra asociatyvi, 1 ∈ A∗. Jei a ∈ A∗, tai egzistuoja toks b ∈ A, kad
a ∗ b = 1. Bet šia

‘
lygybe

‘
galima ir taip užrašyti: b ∗ a = 1. Taigi b ∈ A∗ ir yra atvirkštinis

elementas elementui a. Grupė (A∗, ∗) yra komutatyvi, nes žiedas A yra komutatyvus. 4

Apibrėžimas. Komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu 1 elementai a ir b yra vadi-
nami asocijuotais (ekvivalenčiais), jei egzistuoja toks žiedo vieneto daliklis u (t. y. u ∈ A∗),
kad a = b ∗ u. Jei a ir b yra asocijuoti, tai rašysime a ≈ b.

Kitaip tariant, elementai a ir b yra asocijuoti (ekvivalentūs), jei a|b ir b|a.

Teiginys. Binarusis sa
‘
ryšis ≈ aibėje A yra ekvivalentumo sa

‘
ryšis.

I
‘
rodymas. 1. Kiekvienam a ∈ A, a ∼ a, nes a = a ∗ 1, 1 ∈ A∗.
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2. Jei a ≈ b, tai b ≈ a. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei a ≈ b, tai egzistuoja toks u ∈ A∗, kad a = b ∗ u.

Bet u−1 ∈ A∗. Vadinasi, b = a ∗ u−1, t. y. b ≈ a.
3. Jei a ≈ b ir b ≈ c, tai ir a ≈ c. Iš tikru

‘
ju

‘
, jei a ≈ b ir b ≈ c, tai egzistuoja tokie

u, v ∈ A∗, kad a = b ∗ u, b = c ∗ v. Iš šiu
‘
lygybiu

‘
gauname: a = b ∗ u = c ∗ (v ∗ u), t. y.

a ≈ c, nes kadangi u, v ∈ A∗, tai ir u ∗ v ∈ A∗. 4

6. 2. Apibrėžimas. Komutatyvaus žiedo (A,+, ∗) su vienetu 1 elementas π, kuris
nėra lygus jokiam vieneto dalikliui, yra vadinamas pirminiu, jei elemento π dalikliai yra
tik žiedo A vieneto 1 dalikliai ir elementai, ekvivalentūs elementui π.

Pavyzdžiai.

1. Sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
žiedo (Z,+, ·) vieneto dalikliai yra {1,−1}. Ekvivalentūs pirminiai

skaičiai skiriasi ženklu. Kalbant apie pirminius skaičius, ǐs dvieju
‘
, tarpusavy ekvivalenčiu

‘

pirminiu
‘
skaičiu

‘
, visuonet galime pasirinkti teigiama

‘
ji
‘
.

2. Skaičiu
‘
aibė Z[

√
2] =: {a+ b

√
2|a, b ∈ Z} skaičiu

‘
sudėties + ir daugybos ∗ atžvilgiu

sudaro komutatyvu
‘
žieda

‘
su vienetu 1 = 1 + 0

√
2. Šis žiedas turi be galo daug vieneto

dalikliu
‘
. Pavyzdžiui, ε = 1+

√
2 ∈ Z[

√
2] yra žiedo vieneto dakiklis. Iš tikru

‘
ju

‘
: −1+

√
2 ∈

Z[
√

2], o (−1 +
√

2)(1 +
√

2) = −(−1)2 + (
√

2)2 = 1. Elementai εn, n ∈ Z yra vieneto
dalikliai. Visu

‘
žiedo Z[

√
2] vieneto dalikliu

‘
grupė yra {±εn|n ∈ Z}.

Pavyzdžiui, žiedo Z[
√

2] elementai
√

2, 3, 5, 3+
√

2, 3−
√

2, 11, 13, 5+2
√

2, 5−2
√

2, 19,
5+

√
2, 5−

√
2 ir t. t., yra pirminiai, tarpusavy neekvivalentūs. Be i

‘
rodymo paaǐskinsime,

kaip galite rasti žiedo Z[
√

2] tarpusavy neekvivalenčius pirminius elementus. Teigiami
sveikieji pirminiai skaičiai p, tenkinantys sa

‘
lyga

‘
p ≡ ±1(mod8), yra pirminiai ir žiede

Z[
√

2]. Teigiami sveikieji pirminiai skaičiai p, tenkinantys sa
‘
lyga

‘
p ≡ 3, 5(mod8), yra

ǐsskaidomi dvieju
‘

neekvivalenčiu
‘

pirminiu
‘

elementu
‘

a + b
√

2 ir a − b
√

2, priklausančiu
‘

žiedui Z[
√

2], sandauga: p = (a+ b
√

2)(a− b
√

2) = a2− 2b2. Elementai a+ b
√

2 ir a− b
√

2
yra apibrėžti daugikliu

‘
±εn, n ∈ Z, tikslumu. Pareikalaukime, kad pirminio skaičiaus p,

p ≡ 3, 5(mod8), pirminiu
‘
daugikliu

‘
a+ b

√
2 ir a− b

√
2 sveikosios dalys a būtu

‘
teigiamos ir

mažiausios. Taip apibrėžtus žiedo Z[
√

2] pirminius elementus a+b
√

2, a−b
√

2 ir pirminius
skaičius p, p ≡ ±1(mod8) vadinsime žiedo Z[

√
2] normuotais pirminiais elementais.

Dabar suformuluosime svarbia
‘
teorema

‘
apie žiedo Z[

√
2] nenuliniu

‘
elementu

‘
ǐsskaidy-

ma
‘
pirminiu

‘
elementu

‘
sandauga. Šios teoremos nei

‘
rodysime.

Teorema. Žiedo Z[
√

2] kiekvienas nenulinis elementas yra vienareikšmǐskai ǐsskaido-
mas vieneto daliklio ir normuotu

‘
pirminiu

‘
elementu

‘
sandauga, jei nekreipiame dėmesio i

‘

dauginamu
‘
ju

‘
tvarka

‘
.

3. Panašiai kaip ir 2-me pavyzdyje, nagrinėkime žieda
‘
Z[
√
−5] =: {a+b

√
−5|a, b ∈ Z}

skaičiu
‘
sudėties + ir daugybos · atžvilgiu. Šio žiedo vieneto dalikliu

‘
grupė yra {1,−1}.

Tai i
‘
rodysime.
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Sakykime, a+b
√
−5|1. Tuomet egzistuoja toks c+d

√
−5 ∈ Z[

√
−5], kad (a+b

√
−5)(c+

d
√
−5) = 1, t. y. ac− 5bd = 1, ad + bc = 0. remdamiesi šiomis lygybėmis, matome, kad ir

(a− b
√
−5)(c− d

√
−5) = 1. Vadinasi,

(a + b
√
−5)(c + d

√
−5)(a− b

√
−5)(c− d

√
−5) = 1

arba

(a + b
√
−5)(a− b

√
−5)(c + d

√
−5)(c− d

√
−5) = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = 1.

Ši lygybė galima tik tuo atveju, jei a2 + 5b2 = 1, a, b ∈ Z. Lygtis a2 + 5b2 = 1 sveikaisiais
skaičiais turi tik šiuos sprendinius: a = 1, b = 0 ir a = −1, b = 0. Pagaliau i

‘
rodėme, kad

žiedo Z[
√
−5] vieneto dalikliai yra tik {1,−1}.

Žiedo Z[
√
−5] elementai 3, 7, 4+

√
−5 ir 4−

√
−5 yra pirminiai. Pavyzdžiui, i

‘
rodysime,

kad 3 yra pirminis elementas. Sakykime, kad (a + b
√
−5)(c + d

√
−5) = 3. Panašiai kaip ir

anksčiau, galime i
‘
rodyti, kad (a− b

√
−5)(c− d

√
−5) = 3. Vadinasi,

(a + b
√
−5)(a− b

√
−5)(c + d

√
−5)(c− d

√
−5) = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = 9.

Kadangi a2 + 5b2|9, tai skaičius a2 + 5b2 gali būti lygus 1, 3 arba 9. Jei a2 + 5b2 = 1, tai
a = ±1, b = 0. Šiuo atveju c + d

√
−5 = ±3. Lygtis a2 + 5b2 = 3 sprendiniu

‘
sveikaisiais

skaičiais neturi. Jei a2 + 5b2 = 9, tai a = ±3, b = 0. Pagaliau ǐsnagrinėjome visus atvejus
ir i

‘
sitikinome, kad 3 yra pirminis elementas. Panašiai i

‘
rodoma, kad 7 yra žiedo Z[

√
−5]

pirminis elementas.
Dabar i

‘
rodysime, kad 4 +

√
−5 yra taip pat žiedo Z[

√
−5] pirminis elementas. Saky-

kime, kad
(a + b

√
−5)(c + d

√
−5) = 4 +

√
−5.

Tuomet ac− 5bd = 4, ad + bc = 1. Remdamiesi šiomis lygybėmis, galite i
‘
sitikinti, kad

(a− b
√
−5)(c− d

√
−5) = 4−

√
−5.

Vadinasi,

(a + b
√
−5)(c + d

√
−5)(a− b

√
−5)(c− d

√
−5) = (4 +

√
−5)(4−

√
−5) = 21.

Sudaugine
‘

šios lygybės kairėje pusėje reǐskinius, gauname: (a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = 21.
Vadinasi, a2 + 5b2 gali būti lygus 1, 3, 7, 21. Bet lygtys a2 + 5b2 = 3, a2 + 5b2 = 7
sprendiniu

‘
sveikaisiais skaičiais neturi. Jei a2 + 5b2 = 1, tai a = ±1, b = 0. Šiuo atveju

c + d
√
−5 = ±(4 +

√
−5). Jei a2 + 5b2 = 21, tai tuomet c2 + 5d2 = 1. Šiuo atveju

a + b
√
−5 = ±(4 +

√
−5). Panašiai i

‘
rodoma, kad žiedo Z[

√
−5] elementas 4 −

√
−5 yra

taip pat pirminis.
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Bet štai siurprizas:

3 · 7 = (4 +
√
−5)(4−

√
−5) = 21.

Žiedo Z[
√
−5] elementas 21 yra ǐsskaidomas pirminiais elementais dviem visǐskai skirtin-

gais būdais! Žiede Z[
√
−5] nėra vienareikšmio ǐsskaidymo nenuliniu

‘
elementu

‘
pirminiais

elementais.

7. Polinomu
‘
žiedai

7. 1. Šiame skyrelyje nagrinėsime polinomu
‘
žieda

‘
.

Apibrėžimas. Tarkime, (A,+, ∗) – komutatyvus žiedas su vienetu 1. Begaline
‘

formalia
‘
suma

‘

∑
j≥0

ajx
j = a0 + a1x + a2x

2 + . . . + amxm + . . ., aj ∈ A, j ≥ 0, vadinsime

kintamojo x polinomu su koeficientais žiede A, jei egzistuoja toks neneigiamas sveikasis
skaičius n, kad kiekvienam j > n, aj = 0.

Apibrėžimas. Kintamojo x polinomus f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + amxm + . . .

ir g(x) = b0 + b1x + b2x
2 + . . . + bmxm + . . . su koeficientais žiede A vadinsime lygiais ir

žymėsime f(x) = g(x) tada ir tik tada, kai kiekvienam j ≥ 0, aj = bj . Visu
‘
kintamojo x

polinomu
‘
su koeficientais žiede A aibe

‘
žymėsime A[x].

Pastabos.

1. Polinoma
‘
0+0x+0x2 + . . .+0xm + . . . vadinsime nuliniu ir sutapatinsime su žiedo

A nuliumi 0.

2. Polinoma
‘
1 + 0x + 0x2 + . . . + 0xm + . . . sutapatinsime su žiedo A vienetu 1.

3. Jei polinomo f(x) =
∑
j≥0

ajx
j , f(x) ∈ A[x], visi koeficientai aj = 0, kai j > n, tai

vietoje begalinės sumos
∑
j≥0

ajx
j rašysime baigtine

‘
suma

‘

n∑
j=0

ajx
j .

Apibrėžimas. Sakysime, kad nenulinis polinomas f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . +

anxn ∈ A[x] yra laipsnio n, jei an 6= 0. Polinomo f(x) laipsni
‘
žymėsime deg f(x).

Aibės A[x] elementu
‘
sudėtis.

Sakykime, kad f(x) ==
∑
j≥0

ajx
j , g(x) =

∑
j≥0

bjx
j ∈ A[x]. Tuomet f(x) + g(x) =:∑

j≥0

(aj + bj)xj .

Akivaizdu, kad (A[x],+) yra Abelio grupė.
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Aibės A[x] elementu
‘
daugyba.

Sakykime, kad f(x) ==
∑
j≥0

ajx
j , g(x) =

∑
j≥0

bjx
j ∈ A[x]. Tuomet

f(x) · g(x) =:
∑
j≥0

(
∑

r+s=j
r,s≥0

ar ∗ bs)xj .

Akivaizdu, kad dvieju
‘
polinomu

‘
sandauga yra polinomas.

Pratimas. I
‘
rodykite, kad polinomu

‘
daugyba yra asociatyvi.

Teiginys. Aibė A[x] polinomu
‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu yra komutatyvus žiedas

su vienetu 1.

I
‘
rodymas. Kaip minėjome, (A[x],+) yra Abelio grupė. Polinomu

‘
daugyba yra

asociatyvi, 1 – daugybos atžvilgiu vienetas. Polinomu
‘
daugyba komutatyvi, nes žiedo A

elementu
‘
daugyba komutatyvi. Lieka i

‘
sitikinti, kad polinomu

‘
sudėtis ir daugyba yra susieti

distributyvumo dėsniu

(f(x) + g(x)) · h(x) = f(x) · h(x) + g(x) · h(x), f(x), g(x), h(x) ∈ A[x].

Sakykime, kad f(x) =
∑
j≥0

ajx
j , g(x) =

∑
j≥0

bjx
j , h(x) =

∑
j≥0

cjx
j . Tuomet

(f(x) + g(x)) · h(x) =
∑
j≥0

(
∑

r+s=j
r,s≥0

(ar + br) ∗ cs)xj =
∑
j≥0

(
∑

r+s=j
r,s≥0

(ar ∗ cs + br ∗ cs))xj =

=
∑
j≥0

(
∑

r+s=j
r,s≥0

ar ∗ cs)xj +
∑
j≥0

(
∑

r+s=j
r,s≥0

br ∗ cs)xj = f(x) · h(x) + g(x) · h(x).

Apibrėžimas. (A[x],+, ·) yra vadinamas kintamojo x polinomu
‘
žiedu su koeficientais

žiede A.

7. 2. Teiginys. Jei žiedas (A,+, ∗) neturi nulio dalikliu
‘
, tai ir polinomu

‘
žiedas A[x]

neturi nulio dalikliu
‘
.

I
‘
rodymas. Sakykime, f(x) =

n∑
j≥0

ajx
j , g(x) =

m∑
j≥0

bjx
j ∈ A[x] atitinkamai n-ojo ir

m-ojo laipsniu
‘
polinomai (t.y. an 6= 0 ir bm 6= 0). Tuomet

f(x) · g(x) = (anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0) · (bmxm + bm−1 + . . . + b1x + b0) =

= an ∗ bmxn+m + (an ∗ bm−1 + an−1 ∗ bm)xn+m−1 + . . . + a0 ∗ b0.

Kadangi an 6= 0, bm 6= 0, tai an ∗ bm 6= 0 (nes žiedas A neturi nulio dalikliu
‘
). Vadinasi, jei

f(x) 6= 0, g(x) 6= 0, tai ir f(x) · g(x) 6= 0. 4
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7. 3. Išvada. Jei f(x) 6= 0, g(x) 6= 0, tai deg (f(x) · g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

7. 4. Polinomu
‘
dalumo sa

‘
voka yra dalumo sa

‘
vokos žiede atskiras atvejis.

Apibrėžimas. Tarkime, kad f(x), g(x) ∈ A[x]. Sakysime polinomas g(x) dalija
polinoma

‘
f(x) (arba polinomas g(x) yra polinomo f(x) daliklis) ir žymėsime g(x)|f(x),

jei egzistuoja toks polinomas h(x) ∈ A[x], kad f(x) = g(x) · h(x).

Teiginys. Jei komutatyvus žiedas (A,+, ∗) su vienetu 1 neturi nulio dalikliu
‘
, tai

kintamojo x polinomu
‘
žiedo A[x] vieneto dalikliu

‘
grupė (A[x])∗ sutampa su žiedo A vieneto

dalikliu
‘
grupe A∗

I
‘
rodymas. Sakykime, f(x) ∈ A[x] ir f(x)|1, t. y. egzistuoja toks g(x) ∈ A[x], kad

f(x) · g(x) = 1. Remdamiesi šia lygybe, matome, kad deg f(x) + deg g(x) = deg 1 = 0.
Kadangi deg f(x) ≥ 0, deg g(x) ≥ 0, tai deg f(x) = 0, t. y. f(x) = a ∈ A. Remdamiesi
sa

‘
lyga a|1, gauname, kad f(x) = a ∈ A∗. I

‘
rodėme: (A[x])∗ ⊂ A∗. I

‘
dėtis A∗ ⊂ (A[x])∗ –

akivaizdi. Taigi (A[x])∗ = A∗. 4

7. 5. Dabar ǐsnagrinėsime kintamojo x polinomu
‘
su koeficientais kūne k žieda

‘
k[x].

Šio žiedo struktūra pakankamai paprasta.

Dalybos su liekana formulė.

Sakykime, kad f(x), g(x) ∈ k[x]. Tuomet egzistuoja tokie vieninteliai polinomai h(x)
ir r(x), priklausantys žiedui k[x], kad

f(x) = g(x) · h(x) + r(x)

ir deg r(x) < deg g(x).

I
‘
rodymas. Sakykime, kad f(x) = anxn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, g(x) = bmxm +
bm−1+. . .+b1x+b0, an 6= 0, bm 6= 0. Jei n < m, tai imkime h(x) = 0, r(x) = f(x). Tuomet
dalybos su liekana formule

‘
galime užrašyti taip: f(x) = g(x)·0+f(x), deg f(x) < deg g(x).

Jei n ≥ m, tai polinoma
‘
g(x) padaugine

‘
ǐs an

bm
xn−m ir atėme

‘
ǐs polinomo f(x), gau-

name: f(x) − g(x) · an

bm
xn−m = (an−1 − an

bm
∗ bm−1)xn−1 + . . . =: f1(x). Šia

‘
lygybe

‘

perrašykime taip: f(x) = g(x) · an

bm
xn−m +f1(x). Polinomo f1(x) laipsnis nėra didesnis nei

n− 1. Jei deg f1(x) < m, tai šiuo atveju polinomo f(x) dalyba ǐs polinomo g(x) baigta ir
dalybos su liekana formulė atrodo taip: f(x) = g(x) · (c1x

n−m) + f1(x), čia c1 = an

bm
. Jei

deg f1(x) ≥ m, tai, panašiai kaip ir anksčiau, polinoma
‘
f1(x) dalijame ǐs polinomo g(x) ir

gauname lygybe
‘
: f1(x) = g(x) · (c2x

deg f1−m) + f2(x), čia deg f2(x) < deg f1(x) ≤ n− 1.
Atlike

‘
šiuos veiksmus, gauname: f(x) = g(x) · (c1x

n−m + c2x
deg f1−m) + f2(x). Jei

deg f2(x) < m, tai polinomo f(x) dalyba ǐs polinomo g(x) baigta. Jei deg f2(x) ≥ m,
tai, kaip ir anksčiau, polinoma

‘
f2(x) dalijame ǐs polinomo g(x). Ši

‘
procesa

‘
te

‘
siame tol,

kol gauname, kad liekanos laipsnis yra mažesnis už polinomo g(x) laipsni
‘

m. Taigi po
baigtinio žingsniu

‘
skaičiaus gausime: f(x) = g(x) · h(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x).
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Lieka i
‘
rodyti, kad polinomai h(x) ir r(x) vienareikšmǐskai apibrėžiami. Sakykime, kad

f(x) = g(x)·h′(x)+r′(x), deg r′(x) < deg g(x). Tuomet ǐs lygybės f(x) = g(x)·h(x)+r(x)
atėme

‘
lygybe

‘
f(x) = g(x) ·h′(x)+r′(x), gauname: g(x) ·(h(x)−h′(x))+(r(x)−r′(x)) = 0.

Jei būtu
‘

h(x) − h′(x) 6= 0, tai polinomo g(x) · (h(x) − h′(x)) laipsnis būtu
‘

deg g(x) +
deg (h(x) − h′(x)) ≥ m, o polinomo r(x) − r′(x) laipsnis būtu

‘
griežtai mažesnis už m.

Vadinasi, polinomas g(x) · (h(x) − h′(x)) + (r(x) − r′(x)) negalėtu
‘

būti lygus 0. Taigi
h(x) = h′(x), r(x) = r′(x).

7. 6. Apibrėžimas. Polinomas f(x) yra vadinamas nenuliniu
‘
polinomu

‘
g1(x), g2(x),

. . . , gs(x), didžiausiu bendruoju dalikliu, jei
1. f(x)|g1(x), f(x)|g2(x), . . . , f(x)|gs(x) (t. y. polinomas f(x) yra polinomu

‘
g1(x),

g2(x), . . . , gs(x) bendras daliklis);
2. Jei h(x)|g1(x), h(x)|g2(x), . . . , h(x)|gs(x), tai h(x)|f(x).

Teiginys. Polinomu
‘

g1(x), g2(x), . . . , gs(x) didžiausias bendrasis daliklis vien-
areikšmǐskai yra apibrėžiamas daugiklio ε ∈ k∗ tikslumu.

I
‘
rodymas. Jei f1(x) ir f2(x) yra polinomu

‘
g1(x), g2(x), . . . , gs(x) didžiausi ben-

driausieji dalikliai, tai remdamiesi polinomu
‘
g1(x), g2(x), . . . , gs(x) didžiausio bendrojo

daliklio apibrėžimu, gauname, kad f1(x)|f2(x) ir f2(x)|f1(x). Vadinasi, egzistuoja tokie
g1(x) ∈ k[x] ir g2(x) ∈ k[x], kad f2(x) = f1(x) ·h1(x) ir f1(x) = f2(x) ·h2(x). Remdamiesi
šiomis lygybėmis, gauname:

f2(x) = f1(x) · h1(x) = f2(x) · h2(x) · h1(x)

arba f2(x) · (1− h2(x) · h1(x)) = 0. Kadangi žiedas k[x] neturi nulio dakikliu
‘
ir f2(x) 6= 0,

tai h1(x) · h2(x) = 1, t. y. h1(x), h2(x) ∈ k∗. Pažymėje
‘

h2(x) = ε ∈ k∗, gauname
f1(x) = ε · f2(x). 4

7. 7. Dvieju
‘

nenuliniu
‘

polinomu
‘

didžiausia
‘

bendra
‘
ji
‘

dalikli
‘

galima rasti Euklido
algoritmu. Sakykime, nenuliniai polinomai f1(x), f2(x) ∈ k[x]. Remdamiesi dalybos su
liekana formule, galime parašyti lygybes:

f1(x) = f2(x) · h2(x) + f3(x), deg f3(x) < deg f2(x),
f2(x) = f3(x) · h3(x) + f4(x), deg f4(x) < deg f3(x),
f3(x) = f4(x) · h4(x) + f5(x), deg f5(x) < deg f4(x),
. . . . . . . . .

fm−3(x) = fm−2(x) · hm−2(x) + fm−1(x), deg fm−1(x) < deg fm−2(x),
fm−2(x) = fm−1(x) · hm−1(x) + fm(x), deg fm(x) < deg fm−1(x),
fm−1(x) = fm(x) · hm(x) + 0,

Paskutinė, nelygi nuliui, liekana fm(x) ir yra polinomu
‘

f1(x) ir f2(x) didžiausias
bendrasis daliklis. Tai i

‘
rodysime. Polinomas fm(x) dalija polinoma

‘
fm−1. Remdamiesi

priepaskutine lygybe, matome, kad fm(x) dalija polinoma
‘

fm−2. Kildami parašytomis
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lygybėmis aukštyn, gauname, kad fm(x) dalija polinomus fm−3(x), . . ., f2(x) ir f1(x). Jei
polinomas h(x) dalija polinomus f1(x) ir f2(x), tai, remdamiesi pirma

‘
ja lygybe, matome,

kad f1(x) dalija f3(x). Leisdamiesi lygybėmis žemyn, gausime, kad f1(x) dalija ir fm(x).
Taigi fm(x) yra polinomu

‘
f1(x) ir f2(x) didžiausias bendrasis daliklis.

7. 8. Išvada. Jei polinomu
‘

f1(x) ir f2(x), priklausančiu
‘

žiedui k[x], didžiausias
bendrasis daliklis yra d(x), tai egzistuoja tokie polinomai g1(x), g2(x) ∈ k[x], kad

d(x) = f1(x) · g1(x) + f2(x) · g2(x).

I
‘
rodymas. Polinomams f1(x) ir f2(x) pritaike

‘
Euklido algoritma

‘
, gauname:

f1(x) = f2(x) · h2(x) + f3(x), deg f3(x) < deg f2(x),
f2(x) = f3(x) · h3(x) + f4(x), deg f4(x) < deg f3(x),
f3(x) = f4(x) · h4(x) + f5(x), deg f5(x) < deg f4(x),
. . . . . . . . .

fm−3(x) = fm−2(x) · hm−2(x) + fm−1(x), deg fm−1(x) < deg fm−2(x),
fm−2(x) = fm−1(x) · hm−1(x) + fm(x), deg fm(x) < deg fm−1(x),
fm−1(x) = fm(x) · hm(x) + 0,

Kaip žinome, fm(x) yra polinomu
‘

f1(x) ir f2(x) didžiausias bendrasis daliklis, t. y.
d(x) = εfm(x). Iš priešpaskutinės Euklido algoritmo lygybės gauname: fm(x) = fm−2(x)−
fm−1(x) · hm−1(x). I

‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
raše

‘
polinomo fm−1 ǐsraǐska

‘
, gauta

‘
ǐs Euklido algoritmo

aukščiau esančios lygybės, gauname: fm(x) = fm−2(x)− (fm−3(x)− fm−2(x) · hm−2(x)) ·
hm−1(x) = −fm−3(x) · hm−1(x) + fm−2(x) · (1 + hm−2(x) · hm−1(x)). I

‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
raše

‘

polinomo fm−2(x) ǐsraǐska
‘

polinomais fm−3 ir fm−4, gausime polinomo fm(x) ǐsraǐska
‘

polinomais fm−3 ir fm−4. Darydami tokius pertvarkymus ir toliau, galu
‘

gale gausime
fm(x) ǐsraǐska

‘
polinomais f1(x) ir f2(x):

fm(x) = f1(x) · g′1(x) + f2(x) · g′2(x).

Remdamiesi šia lygybe, gauname d(x) = ε · (f1(x) · g′1(x) + f2(x) · g′2(x)) = f1(x) · g1(x) +
f2(x) · g2(x), čia g1(x) = ε · g′1(x), g2(x) = ε · g′2(x). 4

7. 9. Pirminis polinomas.

Apibrėžimas. Polinomas p(x) ∈ k[x] yra vadinmas pirminiu virš kūno k, jei poli-
nomas p(x) neǐsskaidomas dvieju

‘
polinomu

‘
f(x), g(x) ∈ k[x], kuriu

‘
laipsniai mažesni už

polinomo p(x) laipsni
‘
, sandauga f(x) · g(x). Kitaip tariant, polinomas p(x) yra pirminis

virš kūno k, jei lygybė p(x) = f(x) · g(x), f(x), g(x) ∈ k[x], yra galima tik tuo atveju, kai
p(x) = ε · f(x), g(x) = ε−1 arba p(x) = ε · g(x), f(x) = ε−1, ε ∈ k∗.

Jei kūnas k yra kūno K pokūnis, tai polinomu
‘
žiedas k[x] yra žiedo K[x] požiedis.

Polinomas p(x) ∈ k[x] pirminis virš kūno k gali nebūti pirminiu virš kūno K, t. y. gali būti
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ǐsskaidomas dvieju
‘
polinomu

‘
f(x), g(x) ∈ K[x], deg f(x) < deg p(x), deg g(x) < deg p(x),

sandauga f(x) · g(x).
Pavyzdžiui, polinomas x2−2 ∈ Q[x] yra pirminis virš kūno Q, nes

√
2 6∈ Q ir todėl šis

polinomas nėra ǐsskaidomas dvieju
‘
pirmojo laipsnio polinomu

‘
su racionaliais koeficientais

sandauga. Bet šis polinomas nėra pirminis virš kūno Q(
√

2), nes x2−2 = (x−
√

2)·(x+
√

2).

Apibrėžimas. Polinoma
‘

f(x) ∈ k[x] vadinsime normuotu, jei jo koeficientas prie
aukščiausiojo x laipsnio yra lygus 1, t. y. jei f(x) = xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0.

Nagrinėkime žieda
‘

k[x]. Kaip ir bendruoju žiedu
‘

teorijos atveju, polinomus f(x)
ir g(x) vadinsime ekvivalenčiais, jei f(x) = ε · g(x), ε ∈ k∗. Tarpusavy ekvivalenčiu

‘

polinomu
‘
aibėje {ε · f(x)|ε ∈ k∗} egzistuoja vienitelis normuotas polinomas. Jei f(x) =

anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, an 6= 0, tai, polinoma

‘
f(x) padaugine

‘
ǐs a−1

n , gausime
normuota

‘
polinoma

‘
a−1

n · f(x) = xn + a−1
n an−1x

n−1 + . . . + a−1
n a1x + a−1

n a0, priklausanti
‘

polinomo f(x) ekvivalentumo klasei. Kalbėdami apie polinomu
‘
didžiausia

‘
bendra

‘
ji
‘
dalikli

‘

apibrėžtumo dėlei galime turėti omenyje polinomu
‘
normuota

‘
didžiausia

‘
bendra

‘
ji
‘
dalikli

‘
.

I
‘
rodysime pirminiu

‘
polinomu

‘
p(x) ∈ k[x] labai svarbia

‘
savybe

‘
.

7. 10. Teorema. Jei žiedo k[x] pirminis polinomas p(x) dalija polinomu
‘
f(x), g(x) ∈

k[x] sandauga
‘
f(x) · g(x), tai p(x) dalija bent viena

‘
ǐs polinomu

‘
: f(x) ar g(x).

I
‘
rodymas. Jei p(x)|f(x), tai teoremos teiginys i

‘
rodytas. Jei p(x) 6 |f(x), tai polinomu

‘

p(x) ir f(x) didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, egzistuoja tokie polinomai
u(x), v(x) ∈ k[x], kad p(x) · u(x) + f(x) · v(x) = 1. Padaugine

‘
šia

‘
lygybe

‘
ǐs g(x), gauname:

p(x) · u(x) · g(x) + f(x) · g(x) · v(x) = g(x). Polinomas p(x) dalija polinoma
‘
, esanti

‘
kairėje

šios lygybės pusėje, vadinasi, p(x) dalija ir g(x). 4

7. 11. Teorema. Kiekvienas nenulinis polinomas f(x) ∈ k[x] vienareikšmǐskai
ǐsskaidomas vieneto daliklio ir normuotu

‘
pirminiu

‘
polinomu

‘
virš kūno k sandauga, jei

nekreipiame dėmesio i
‘
dauginamu

‘
ju

‘
tvarka

‘
.

I
‘
rodymas. Visu

‘
pirmiausia i

‘
rodysime, kad kiekviena

‘
nenulini

‘
polinoma

‘
f(x) ∈ k[x]

galima ǐsskaidyti vieneto daliklio ir normuotu
‘
pirminiu

‘
polinomu

‘
virš kūno k sandauga.

Nulinio laipsnio nenulinis polinomas yra vieneto daliklis. Šiuo atveju teiginys yra
teisingas. Pirmojo laipsnio polinoma

‘
a1x + a0, a1 6= 0, galime užrašyti taip: a1x + a0 =

a1(x + a−1
1 a0). Tai ir yra polinomo a1x + a0 skaidinys vieneto daliklio a1 ir normuoto

pirminio polinomo x + a−1
1 a0 sandauga. Sakykime, teiginys yra i

‘
rodytas kiekvienam

nenuliniam polinomui f(x) ∈ k[x], kurio laipsnis yra mažesnis nei n. I
‘
rodysime, kad

kiekvienas ir n-ojo laipsnio polinomas yra ǐsskaidomas vieneto daliklio ir normuotu
‘
pirminiu

‘

polinomu
‘
virš kūno k sandauga. Imkime n-ojo laipsnio polinoma

‘
f(x) ∈ k[x]. Jei f(x) yra

pirminis virš kūno k, tai, ǐskėle
‘
prieš skliaustus polinomo f(x) koeficienta

‘
prie aukščiausiojo

x laipsnio, gausime ieškoma
‘
polinomo f(x) skaidini

‘
. Jei f(x) nėra pirminis virš kūno k,

tai egzistuoja tokie g(x), h(x) ∈ k[x], deg g(x) < deg f(x), deg h(x) < deg f(x), kad
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f(x) = g(x) · h(x). Polinomai g(x), h(x) pagal prielaida
‘
yra ǐsskaidomi vieneto daliklio ir

normuotu
‘
pirminiu

‘
polinomu

‘
virš kūno k sandauga. Taigi tokia sandauga yra ǐsskaidomas

ir polinomas f(x).
Dabar i

‘
rodysime skaidinio vienati

‘
. Sakykime, kad

f(x) = ε · p1(x) · p2(x) · . . . · pr(x) = η · q1(x) · q2(x) · . . . · qs(x),

ε, η ∈ k∗, p1(x), p2(x), . . ., pr(x), q1(x), q2(x), . . ., qs(x) – normuoti pirminiai polinomai
virš k. Reikia i

‘
rodyti, kad r = s, ε = η ir egzistuoja toks skaičiu

‘
1, 2, . . ., r keitinys j1, j2,

. . ., jr, kad p1(x) = qj1(x), p2(x) = qj2(x), . . ., pr(x) = qjr
(x).

Visǐskai akivaizdu, kad ε = η = an – polinomo f(x) koeficientas prie aukščiausiojo x

laipsnio. Polinomas p1(x) yra pirminis virš k ir

p1(x)|q1(x) · q2(x) · . . . · qs(x).

Jei p1(x) 6 |q1(x), tai, remdamiesi i
‘
rodyta pirminiu

‘
polinomu

‘
savybe, gauname:

p1(x)|q2(x) · . . . · qs(x).

Taip te
‘
sdami toliau, po baigtinio žingsniu

‘
skaičiaus, gausime, kad p1(x)|qj1(x). Kadangi

p1(x) ir qj1(x) yra normuoti pirminiai polinomai virš k ir p1(x)|qj1(x), tai p1(x) = qj1(x).
Polinomu

‘
žiedas k[x] neturi nulio dalikliu

‘
, vadinasi,

ε · p1(x) · (p2(x) · . . . · pr(x)− q1(x) · q2(x) · . . . · q̂j1(x) · . . . · qs(x)) = 0

tik tuo atveju, kai

p2(x) · . . . · pr(x)− q1(x) · q2(x) · . . . · q̂j1(x) · . . . · qs(x) = 0,

t. y., kai
p2(x) · . . . · pr(x) = q1(x) · q2(x) · . . . · q̂j1(x) · . . . · qs(x)

(stogelis virš polinomo rodo, kad to polinomo sandaugoje nėra). Teoremos i
‘
rodyma

‘
galima

užbaigti matematinės indukcijos metodu, tarus, kad kiekvieno polinomo, kurio laipsnis yra
mažesnis nei polinomo f(x) laipsnis, skaidinio pirminiais polinomais vienatis i

‘
rodyta. 4

8. Polinomu
‘
žiedo k[x] idealu

‘
struktūra

8. 1. Polinomu
‘
žiedo k[x] idealu

‘
struktūra paprasta.

Teiginys. Polinomu
‘
žiedas k[x] yra pagrindiniu

‘
idealu

‘
žiedas. Kitais žodžiais tariant,

jei a yra žiedo k[x] idealas, tai egzistuoja toks polinomas f(x) ∈ k[x], kad a = f(x) · k[x].
Kaip paprastai, f(x) · k[x] sudaro visi polinomai, polinomo f(x) kartotiniai, t. y. f(x) ·
k[x] = {f(x)g(x)| g(x) ∈ k[x]}.
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I
‘
rodymas. Jei a = {0}, tai a = {0} = 0 · k[x]. Jei a 6= {0}, tai egzistuoja mažiausio

laipsnio polinomas f(x), priklausantis idealui a. Remdamiesi idealo apibrėžimu, gauname,
kad f(x) · k[x] ⊂ a. I

‘
rodysime, kad kiekvienas idealo a polinomas priklauso f(x) · k[x],

t. y. f(x) dalija kiekviena
‘

polinoma
‘

g(x), priklausanti
‘

idealui a. Sakykime, g(x) ∈ a.
Polinomams f(x) ir g(x) pritaike

‘
dalybos su liekana formule

‘
, galime parašyti: g(x) =

f(x) · h(x) + r(x), deg r(x) < deg f(x). Polinomas r(x) priklauso idealui a, nes g(x) ∈ a,
f(x) ∈ a, vadinasi, ir r(x) = g(x) − f(x) · h(x) ∈ a. Kadangi deg r(x) < deg f(x),
tai r(x) = 0, nes priešingu atveju gautume prieštaravima

‘
polinomo f(x) ǐsrinkimui, kaip

mažiausio laipsnio, priklausančio idealui a. Iš lygybės r(x) = 0 gauname g(x) = f(x)·h(x),
t. y. g(x) ∈ f(x) · k[x]. Taigi a = f(x) · k[x]. 4

Akivaizdu, kad f(x) · k[x] ⊂ g(x) · k[x] tada ir tik tada, kai g(x)|f(x). Vadinasi,
f(x) · k[x] = g(x) · k[x] tada ir tik tada, kai f(x)|g(x) ir g(x)|f(x), t. y. , kai polinomai
f(x) ir g(x) yra ekvivalentūs.

Teiginys. Polinomu
‘
žiedo k[x] idealas f(x) ·k[x] yra maksimalus tada ir tik tada, kai

f(x) yra pirminis virš kūno k polinomas.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad idealas f(x) · k[x] nėra maksimalus. Tuomet egzistuoja

toks idealas g(x) · k[x], kad f(x) · k[x] ⊂ g(x) · k[x] ⊂ k[x], bet f(x) · k[x] 6= g(x) · k[x],
g(x) · k[x] 6= k[x]. Iš sa

‘
lygos f(x) · k[x] ⊂ g(x) · k[x] gauname, kad g(x)|f(x). Iš sa

‘
lygu

‘

f(x) ·k[x] 6= g(x) ·k[x], g(x) ·k[x] 6= k[x] gauname, kad deg g(x) > 0 ir deg g(x) < deg f(x).
Taigi šiuo atveju f(x) nėra pirminis virš kūno k.

Tarkime, kad f(x) yra pirminis polinomas virš kūno k. Jei būtu
‘
f(x)·k[x] ⊂ g(x)·k[x],

tai gutume g(x)|f(x). Kadangi f(x) yra pirminis polinomas virš kūno k, tai arba g(x) ∈ k∗

arba f(x) ir g(x) yra ekvivalentūs. Pirmuoju atveju idealas g(x) · k[x] = k[x], o antruoju
– f(x) · k[x] = g(x) · k[x]. Kaip matome, jei f(x) yra pirminis polinomas virš kūno k, tai
idealas f(x) · k[x] yra maksimalus. 4

Anksčiau i
‘
rodėme, kad žiedo faktoržiedas pagal maksimalu

‘
ideala

‘
yra kūnas. Sakyki-

me, f(x) – žiedo k[x] pirminis polinomas virš kūno k. Kaip žinome, f(x) · k[x] yra žiedo
k[x] maksimalus idealas. Trumpumo dėlei ši

‘
ideala

‘
pažymėkime raide f.

8. 2. Dabar tirsime polinomu
‘
žiedo k[x] faktoržieda

‘
k[x]/ f pagal maksimalu

‘
ideala

‘

f = f(x) · k[x].

Teorema. Tarkime, kad f(x) ∈ k[x] pirminis polinomas virš kūno k. Polinomu
‘
žiedo

k[x] faktoržiedas k[x]/ f pagal maksimalu
‘
ideala

‘
f = f(x) ·k[x] yra kūno k plėtinys, kuriame

polinomas f(x) turi šakni
‘
.

I
‘
rodymas. Polinomu

‘
žiedo k[x] faktoržiedas k[x]/ f pagal maksimalu

‘
ideala

‘
f =

f(x) · k[x] yra kūnas. Nagrinėkime faktoržiedo k[x]/ f elementus α + f, α ∈ k. I
‘
sitikinsime,

kad atvaizdis F : k → k[x]/ f, α → α+ f, α ∈ k, yra injektyvus homomorfizmas. Sakykime,
kad F (α) = F (β), α, β ∈ k. Kadangi F (α) = α+f, F (β) = β+f, tai ǐs lygybės F (α) = F (β)
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gauname, kad α+ f = β + f, t. y. α−β ∈ f. Sa
‘
lyga α−β ∈ f ekvivalenti sa

‘
lygai f(x)|α−β.

Bet f(x)|α−β tik tuo atveju, jei α−β = 0, nes deg f(x) > 0, o deg (α−β) ≤ 0. I
‘
rodėme,

kad F – injektyvus atvaizdis.
Dabar i

‘
sitikinsime, kad F yra homomorfizmas. Bet kuriems α, β ∈ k, gauname F (α+

β) = α+β + f = (α+ f)+(β + f) = F (α)+F (β). Panašiai, bet kuriems α, β ∈ k, gauname
F (α · β) = α · β + f = (α + f) · (β + f) = F (α) · F (β).

Kadangi F : k → k[x]/ f injektyvus homomorfizmas, tai galime sutapatinti kūna
‘
k su

jo vaizdu F (k) ∈ k[x]/ f. Pažymėje
‘
kūna

‘
k[x]/ f raide K, kūna

‘
k galime nagrinėti kaip kūno

K pokūni
‘
. Taigi f(x) ∈ k[x] ⊂ K[x]. Pažymėkime raide θ kūno K = k[x]/ f (priminsime,

kad f = f(x) ·k[x]) elementa
‘
x+f. Sakykime, kad f(x) = anxn+an−1x

n−1+ . . .+A1x+a0,
aj ∈ k ⊂ K, 0 ≤ j ≤ n. Tuomet f(θ) = anθn + an−1θ

n−1 + . . . + A1θ + a0 = f(x) + f = f.
Bet f yra kūno nulinis elementas. Taigi f(θ) = 0, t. y. θ yra polinomo f(x) šaknis. 4

Pavyzdžiai.

1. Nagrinėkime Q[x] ir polinoma
‘
x2−2. Šis polinomas yra pirminis virš Q. Faktoržiedo

Q[x]/((x2 − 2) ·Q[x]) elementai vienareikšmǐskai gali būti užrašomi taip : a + bx + (x2 −
2) ·Q[x]. Sudauginkime šio faktoržiedo du elementus :

(a+bx+(x2−2) ·Q[x]) · (c+dx+(x2−2) ·Q[x]) = ac+(ad+bc)x+bdx2 +(x2−2) ·Q[x] =

ac + (ad + bc)x + bd(x2 − 2 + 2) + (x2 − 2) ·Q[x] = ac + 2bd + (ad + bc)x + (x2 − 2) ·Q[x].

Kita vertus, aibė Q(
√

2) = {a + b
√

2|a, b ∈ Q} skaičiu
‘
sudėties ir daugybos atžvilgiu yra

kūnas. Tuo i
‘
sitikinsime. Akivaizdu, kad ši aibė yra stabili sudėties ir daugybos. Vadinasi,

(Q(
√

2),+, ·) yra komutatyvus žiedas. Jei a + b
√

2 6= 0, tai

1
a + b

√
2

=
a− b

√
2

(a− b
√

2) · (a + b
√

2)
=

a− b
√

2
a2 − 2b2

=
a

a2 − 2b2
+

−b
√

2
a2 − 2b2

.

I
‘
sitikinome, kad (Q(

√
2),+, ·) yra kūnas. Dabar i

‘
rodysime, kad Q[x]/((x2 − 2) ·Q[x]) yra

izomorfinis kūnui (Q(
√

2),+, ·). Atvaizdis F : Q(
√

2) → Q[x]/((x2−2)·Q[x]), F (a+b
√

2) =
a+bx+(x2−2) ·Q[x], a+b

√
2 ∈ Q(

√
2), yra izomorfizmas. Akivaizdu, kad F yra bijekcija.

Iš anksčiau sudaugintu
‘
kūno Q[x]/((x2−2)·Q[x]) elementu

‘
matome, kad F ǐssaugo sudėties

ir daugybos veiksmus.

2. Nagrinėkime Q[x] ir polinoma
‘
x3−2. Polinomas x3−2 yra pirminis virš racionaliu

‘
ju

‘

skaičiu
‘
kūno Q. Iš tikru

‘
ju

‘
. Jei šis polinomas nebūtu

‘
pirminis virš Q, tai ji

‘
būtu

‘
galima

ǐsskaidyti arba i
‘

triju
‘

pirmos eilės polinomu
‘

arba i
‘

pirmos ir antros eilės polinomu
‘

su
racionaliaisiais koeficientais sandauga

‘
. Vienu ar kitu atveju šis polinomas turėtu

‘
racionalia

‘

šakni
‘
. Bet kubinė šaknis ǐs dvieju

‘
nėra racionalus skaičius, o kitos šio polinomo šaknys yra

kompleksinės.
Faktoržiedo Q[x]/((x3 − 2) ·Q[x]) elementai vienareikšmǐskai gali būti užrašomi taip:

a+ bx+ cx2 +(x3−2) ·Q[x]. Prieš sudaugindami kūno Q[x]/((x3−2) ·Q[x]) du elementus,
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sutarkime ideala
‘
(x3 − 2) ·Q[x] žymėti m, o Q[x]/((x3 − 2) ·Q[x]) – K. Sudauginkime šio

kūno du elementus: (a+bx+cx2 +m) ·(a′+b′x+c′x2 +m) = aa′+(ab′+ba′)x+(ac′+bb′+
ca′)x2 +(bc′+ cb′)x3 + cc′x4 +m = aa′+(ab′+ ba′)x+(ac′+ bb′+ ca′)x2 +(bc′+ cb′)(x3−
2+2)+cc′(x4−2x+2x)+m = aa′+2(bc′+cb′)+(ab′+ba′+2cc′)x+(ac′+bb′+ca′)x2 +m,
nes x3 − 2, x4 − 2x = (x3 − 2) · x ∈ m.

Kaip ir pirmajame pavyzdyje, galite i
‘
sitikinti, kad kūnas K yra izomorfinis kūnui

Q( 3
√

2). Atvaizdis F : Q( 3
√

2) → K = Q[x]/((x3 − 2) · Q[x]), F (a + b 3
√

2 + c 3
√

4) =
a + bx + cx2 + m, a + b 3

√
2 + c 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2), yra šiu

‘
kūnu

‘
izomorfizmas.

Pratimas. Pasinaudoje
‘
Euklido algoritmu, raskite elementui a+b 3

√
2+c 3

√
4 atvirkštini

‘

elementa
‘
.
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