V skyrius. ZIEDAI IR ZIEDU HOMOMORFIZMAI

1. Ziedai

1. 1. Tarkime, kad netuscioje aibéje A apibrézti jos elementu kompozicijos désniai +
ir *, vadinami aibés A elementu sudétimi ir daugyba.

Apibrézimas. Aibe A joje apibréztu jos elementu sudéties + ir daugybos * atzvilgiu
vadinsime ziedu, jei
1. Sudétis + yra asociatyvi: bet kuriems x,y,z € A,

(z+y)+z=2+(y+2);
2. Egzistuoja neutralus elementas 0 sudéties + atzvilgiu: kiekvienam x € A,
r+0=0+2z=u;

3. Kiekvienam aibés A elementui x egzistuoja simetrinis elementas y sudéties +
atzvilgiu:
r+y=y+xz=0;

Elementui x simetrini elementa sudéties + atzvilgiu zymésime —x ir vadinsime prie-
singu elementu elementui x.
4. Sudétis + yra komutatyvi: bet kuriems x,y € A,

T+Y=yY+x;
5. Daugyba * yra asociatyvi: bet kuriems x,y,z € A,
(x*xy)*xz=uxx%(y*z2);

6. Sudétis + ir daugyba * yra susieti distributyvumo désniais: bet kuriems x,y, z €
A,
(r+y)*xz=x%x2+yx*z,

zx(x+y)=zxx+2*y.
1. 2. Ziedo (A, +, %) elementas 0 yra vadinamas nuliumi. Remdamiesi 1 — 4 aksiomo-

momis, matome, kad (A,+) - Abelio grupé. Kaip matome, nereikalaujama, kad ziedo
(A, +, ) daugyba * butu komutatyvi.

Apibrézimas. Jei ziedo (A4, +, *) daugyba * yra komutatyvi (t.y. bet kuriems z,y €
A, xxy=yx*x ), tal (A, 4+, *) yra vadinamas komutatyviuoju ziedu.

Kaip matome, nereikalaujama, kad ziede (A, +, *) egzistuotu neutralus elementas dau-
gybos * atzvilgiu.
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Apibrézimas. Jei ziede (A, +, x) egzistuoja neutralus elementas daugybos * atzvil-
giu, tai ji zymeésime 1 ir vadinsime ziedo vienetu, o (A, +, %) — ziedu su vienetu.

1. 3. Mes nagrinésime tiktai ziedus (A, +,*) su vienetu. Jei ziedas neturi vieneto,
tai yra zinoma, kaip galima prijungti vieneta ir gauti zieda su vienetu.

Labai svarbi speciali ziedu klasé, — Ziedu, kuriu kiekvienam nenuliniam elementui
egzistuoja nenulinis simetrinis elementas daugybos atzvilgiu.

Apibrézimas. Nekomutatyvus ziedas (A, +,*) su vienetu 1 yra vadinamas ziedu su
dalyba arba nekomutatyviuoju kunu, jei kiekvienam z € A, x # 0, egzistuoja toks y € A,
y # 0, kad xxy = yxx = 1. Komutatyvus ziedas (A, +, %) su dalyba yra vadinamas kunu.

Elementui z € A,z # 0, simetrinis elementas daugybos atzvilgiu *, jei jis tik egzis-

1

tuoja, yra zymimas = ir yra vadinamas atvirkstiniu elementu elementui .

1. 4. Dabar apibrésime poziedzio, idempotenciojo, nilpotenciojo elementu bei nulio
dalikliu savokas. Véliau Sias savokas pailiustruosime pavyzdziais.

Apibrézimas. Netuscias ziedo (A, 4, x) poaibis B, stabilus sudéties + ir daugybos
x atzvilgiu yra vadinamas ziedo (A, +, ) poziedziu, jei (B, +, x) yra ziedas.

Apibrézimas. Ziedo (A, +, %) nenulinis elementas a yra vadinamas idempotentu arba

idempotenciuoju elementu, jei a x a = a? = a.

Apibrézimas. Ziedo (A, +, %) nenulinis elementas a yra vadinamas kairiuoju ziedo
nulio dalikliu, jei egzistuoja toks nenulinis elementas b, kad a*xb = 0. Panasiai apibréziamas
desinysis ziedo nulio daliklis. Komutatyvaus Ziedo atveju Sios savokos sutampa ir toks
elementas yra vadinamas ziedo nulio dalikliu.

Apibrézimas. Ziedo (A, +, %) nenulinis elementas a yra vadinamas nilpotentu arba
nilpotenciuoju elementu, jei egzistuoja toks sveikasis skaicius n > 0, kad a™ = 0.

Apibrézimas. Komutatyvus ziedas be nulio dalikliu yra vadinamas sveikumo arba
integralumo sritimi.

Pastabos. 1. Kino poziedis bendruoju atveju néra kunas.
2. Ziedo nilpotentas yra tiek kairysis, tiek desinysis ziedo nulio daliklis.
Pavyzdziai.

1. Sveikuju skaiciu aibé Z skaic¢iu sudéties + ir daugybos - atzvilgiu yra komutatyvus
ziedas su vienetu. Ji zymésime (Z,+,-).

2. Racionaliuju skaic¢iu aibé Q skaic¢iu sudeéties + ir daugybos - atzvilgiu yra ktunas

(@7 +7 ) .
3. Realiuju skaiciu aibé R skaic¢iu sudéties + ir daugybos - atzvilgiu yra kunas (R, +, -).
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4. Tarkime, kad A = {0,1,2, 3}, &a j = j(mod4). Likiniu moduliu 4 aibé A sudéties
ir daugybos atzvilgiu yra ziedas. Akivaizdu, kad 22 = 0. Taigi 2 yra nilpotentusis na-
grinéjamo ziedo elementas.

5. Apibrézkime aibe
H={a+pg-i+~v-j+0-k|afB,7,6€R}

kurios elementai yra formaltus simboliai o+ 3-1+~-j+0d-k. Elementai a+ 3 -i+~v-7+6 -k
ira’+ 03 -i+~"-j+¢ -k yra lygus pagal apibrézima tada ir tik tada, kai a = o/, 8 = [,
~v=+',0 =4¢'. Be to, koeficientai prie simboliu 7, j, k, gali buti parasyti ir desiné¢je puséje,
ty. a+08-i+v-5+0-k=a+i-+j-v+k- 9. Apibrésime aibés H elementu sudéti ir
daugyba.

Sudétis + aibéje H.
Pagal apibrézima
(a+B-i+y-j+6-k)++8-i++ -+ k)=
=a+d +(B+F)-i+(y+9)j+0+) k.
Akivaizdu, kad (H, +)-Abelio grupé.
Daugyba - aibéje H.

Norint apibrézti aibés H elementu daugyba, pakanka apibrézti elementu ¢, j, k, dau-
gybos lentele ir remtis ziedo apibrézimo 6-aja aksioma. Elementu ¢, j, k daugybos lentele
apibrézkime taip:

ivi=joj=k-k=-li-j=—j-i=kj k=—k-j=ik-i=—i k=]

Dabar, remdamiesi elementu i, j, k, daugybos lentele ir ziedo apibrézimo 6-aja aksioma,
galime uzrasyti aibés H dvieju elementu sandaugos israiska:

(a+B-i+y-j+6-k)-(&+p i+ -7+ k)=
=ad =86 =9y =68 + (af + B’ + 48" —67') - i+
+ay +ya’ + 68" = B6") - j+ (@b’ + 6 + By —~8) - k.
Pastebésime, kad
(@+Bity-j+o-k)-(a=B-i—v-j—6-k)=a’+ 5> +~"+6%

Remdamiesi pastaraja lygybe matome, kad kiekvienam nenuliniam elementui a4 -7+ -
j+9-k (t.y., kai bent vienas koeficientu «, 3, 7, § yra nelygus nuliui) egzistuoja atvirkstinis
elementas

(@+Bi+y-j+6-k) =@+ +y*+8) " (a—Bi—v-j—6 k).
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Kaip matome, (H, +,-) yra nekomutatyvus ziedas su dalyba arba nekomutatyvus kunas.
Sis nekomutatyvus kiinas dar yra vadinamas kvaternionu ktinu. Pirmas kvaternionu kiina
pradéjo tirti anglu matematikas Hamiltonas. Kvaternionu kiinas dazniausiai yra zymimas
H(R) pabréziant, kad kvaternionai yra gaunami simbolius 1,7, j, k, dauginant i§ realiuju
skai¢iu ir po to sudedant. Galima nagrinéti kvaternionus o« + 3 -4+ v -7 + ¢ - k, kuriu
koeficientai «, (3,7, d, yra racionalus skaiciai. Taigi galime apibreézti

HQ)={a+8-i+v-j+0-k|a,B,7,0 € Q}.

Nesunku isitikinti, kad (H(Q), +, -) taip pat yra nekomutatyvus kunas, kuris yra vadinamas
racionaliuju kvaternionu kiinu.

6. Siame pavyzdyje nagrinésime racionaliuju kvaternionuy kiino (H(Q), +,-) poziedi
(Q(Z)v =+, ')7 Cia
Q@) = {a+p-ila,BeQ}

Galite isitikinti, kad racionaliyju kvaternionu kuno (H(Q),+,-) poaibis Q(i) yra stabilus
sudéties + ir daugybos - atzvilgiu ir tokiu budu yra nekomutatyvaus kuno (H(Q),+,-)
poziedis. Irodysime, kad (Q(i),+,-) yra kiinas. Pirmiausia pastebésime, kad aibés Q(i)
elementu daugyba - yra komutatyvi, nes

(a+p-9)-(+03 - i)=a-a —F-F+(a-f+5-d)i=(+5 i) (a+[-1).

Kiekvienam nenuliniam ziedo (Q(4), +, -) elementui a+3-4, t.y. kai bent vienas koeficientu
a, 0 nelygus 0, egzistuoja atvirkstinis elementas

(@487 (a—B-1).

Kaip matome, (Q(i),+,-) yra kiinas. Sis kiinas yra vadinamas Gauso skai¢iy kiinu.

7. Panasiai kaip ir 6-jame pavyzdyje, nagrinékime realiuju kvaternionu kiino
(H(R), +, ) poziedi (C,+,-), ¢ia C =: {a + [ -i| o, € R}. Kaip ir 6-jame pavyzdyje
galima isitikinti, kad (C,+,-) yra kiinas. Sis kiinas yra vadinamas kompleksiniy skai¢iu
ktinu. Kompleksiniu skaic¢iu kiinas labai svarbus matematikoje. Veéliau §i kiina tirsime
iSsamiau.

1. 5. Dabar irodysime teorema apie baigtines sveikumo (integralumo) sritis, o po to
aptarsime labai svarbu ziedo pavyzdi.

Priminsime, kad komutatyvaus ziedo (A, +, ) nenulinis elementas a yra vadinamas
nulio dalikliu, jei egzistuoja toks nenulinis elementas b € A, kad a * b = 0. Komutatyvus
ziedas (A, +,*) yra vadinamas sveikumo (integralumo) sritimi, jei ziedas A neturi nulio
dalikliu.

Teorema. Baigtinis komutatyvus ziedas (A, +, ) be nulio dalikliu yra kunas.
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Irodymas. Kadangi (A, +,*) yra ziedas, tai, norint irodyti teorema, reikia irodyti,
kad ziede (A, +,*) yra vienetas ir kiekvienam nenuliniam ziedo (A, 4+, *) elementui egzis-
tuoja atvirkstinis elementas daugybos atzvilgiu. Pabréziame, kad teoremos formulavime
nereikalavome ziedo vieneto egzistavimo.

Tarkime, kad A = {aj,a9,...,a,}, 0 a; = 0. Pirmiausia irodysime, kad ziedo A
nenulinius elementus as, . . . , a,, padaugine i§ kurio nors fiksuoto nenulinio elemento a, 2 <
s < n, gauname visus nenulinius ziedo A elementus ao,...,a,, tik galbut, surasytus ki-
ta tvarka nei aq,...,a,. IS tikryju taip yra. Visi elementai as,as,...,a,, yra tarpusavy
skirtingi ir ju tarpe néra nulinio. Jei butu

a;xas =aj*xags, 177, 2<s<mn,
tal gautume
a; xas —aj*as = (a; —aj)as =0,
kas jmanoma ziede be nulio dalikliy tik tuo atveju, kai a; — a; = 0. Bet, jei 7 # j, tai ir
a; # a;. Vadinasi, sudaugine elementus
A2y .y Opy AT A2 % Ggy...,0Ap * Ag, 2 <8<,

gauname viena ir ta pati elementa. Taigi

Qo *as*... %0, =a" “xagkagx...ka,, 2<s<mn,

S

¢ia a?~! reikia suprasti, kaip as sudauginta su savimi n — 1 karta. Sia lygybe galime
perrasyti ir taip:

ag*ag*...*dr*...*an(ar—a?il*ar):(),

¢ia stogelis virs elemento zZymi, kad Sio elemento sandaugoje néra. Kadangi
A9 %Az % ...% Ap % ... % ap 7 0,

o ziedas A be nulio dalikliu, tai bet kuriems r,s, 2 < r,s < n, a, = a? ! % a,. Vadinasi,

a1 2 < s < n, yra ziedo vienetas, t.y. kiekvienam s, 2 < s <n, a?~! = 1. Taigi irodéme

lygybes:
a" t=a"t 2<rs<n.

Pastarasias lygybes galima ir taip irodyti: iS anksc¢iau irodytu lygybiu

Qg *ag*...%ap, =a T xagxaz*...xa,, 2<s<mn,
gauname: jei
a”_l*ag*ag*...*an:a?_l*ag*ag*...*an, 2<r s <n,

S
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tail

n—1 n—1
(27" —ar ") *xagxag*...xa, =0

arba a?‘l = a;}_l, 2<r,s<n.
Lieka irodyti, kad kiekvienam nenuliniam ziedo A elementui a,, 2 < s < n, egzistuoja
atvirkstinis elementas. Remdamiesi lygybe a?~1 =1, 2 < s < n, gauname, kad

a_lzag_2 2<s<n.

1. 6. Pastaba. Remdamiesi teoremos irodymu, matome, kad kiekvienas baigtinio
ktino, turin¢io n elementu, nenulinis elementas, pakeltas n — 1-uoju laipsniu, yra lygus Sio
kiino vienetui, kitaip tariant, kiekvienas $io kiino nenulinis elementas yra lygties 27~ ! = 1
saknis. Sis faktas gali biiti irodytas remiantis grupiu teorija. Baigtinio kiino nenuliniai
elementai sudaro Abelio grupe. Sios grupés eilé lygi n — 1. Kiekvienas Abelio grupés
elementas, pakeltas laipsniu, lygiu grupés eilei, yra lygus grupés vienetui. Veliau irodysime,
kad baigtinis kiinas gali turéti tik p™, ¢ia p-kuris nors pirminis skaic¢ius, m-kuris nors

naturalusis skaiCius, elementu.

2. Matricuy algebra

2. 1. Nagrinésime svarbu zieda, kuris yra vadinamas matricu algebra. Algebra
yra vadinama tiesiné erdve, kurioje apibrézta ziedo struktira, suderinta su tiesinés erdves
struktura.

Apibrézimas. Abelio grupé (V, +) yra vadinama tiesine erdve vir§ kuno (k, 4, %), jei
apibréztas atvaizdis (iSorinis kompozicijos désnis)

0:kxV =V

tenkinantis salygas: bet kuriems o, 3 € k, u,v € V,
1 (a+B)ou=ao(fou);
2. 1 ou = u, 1- kuino k vienetinis elementas;
3. (a+p)ou=aou+ ou;
4. ao(u+v)=aou+aowv.

Apibrézimas. Tiesiné erdvé (V,+) virs kuno (k,+,*) yra vadinama algebra, jei
tiesinéje erdvéje apibréztas kompozicijos désnis -, tenkinantis salygas: bet kuriems «, [,
vy €k, u,v,weV,

(@cu+pov)-(yow) = (axv)o(u-w)+(B*7y)o(v-w),

(yow) - (wou+fov)=(y*a)o(w-u)+(y*0F)o(w-v).
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Jei kompozicijos désnis - aibéje V' asociatyvus, tai algebra (V| +, ) yra vadinama asociaty-
viagja. Véliau nagrinésime ir neasociatyviu algebru pavyzdzius.

Pastaba. Norédami pabreézti algebros apibrézime dalyvaujanc¢iu kompozicijos désniu
ivairove, jiems zyméti naudojomeés ivairiais simboliais. Tik zZenkla ”+” naudojome tiek
sudéciai aibéje k, tiek ir aibéje V' zymeti. Tokios zyméjimu ivairovés ateityje atsisakysime.
Daugybai zymeéti naudosimeés * arba - arba jokiu zenkly neraSysime tarp komponuojamu
elementuy.

Apibrézimas. Kuno k elementu Seima («;;),1 < i < m,1 < j < n, sunumeruota
dviem indeksais ir surasyta i lentele

11 19 . A1n
921 929 ce Aon
Am1 (779 ce Amn

yra vadinama m X n matrica, o «;; — $ios matricos ij-elementu arba ij-komponente (a;; —

matricos elementas, uzrasytas matricos i-osios eilutés ir j-ojo stulpelio sankirtoje).
m,n

Sutarkime m x n matrica Zyméti ir taip: (a;);; . Matricos (au;);20y ir (8i5)5;2 yra

lygios tada ir tik tada, kai bet kuriems 7,7, 1 <i<m, 1 < j < n,
i = Bij-

Visu m x n matricu, kuriu elementai priklauso kunui k, aibe zymeésime M,,x, (k). Jei
m = n, tai n X n matricos dar yra vadinamos n-os eilés kvadratinémis matricomis. Visu
n X n matricu su koeficientais kuine k aibe zymésime M, (k).

Aibés M,,x,(k) elementu sudétis +.
Jei
(ig)iil1s (Big)ii 2ty € My (),
tal
(i) + (Big) ity = (uj + Bij)i ity

Nesunku isitikinti, kad (M, xn(k), +) — Abelio grupé. m x n nuliné matrica (0); "

R
ij=1, — Slos

grupés neutralus elementas.

Aibés M,,«xn(k) elementu daugyba i§ kuno k elementu (iSorinis kompozicijos
désnis su operatoriu aibe k aibéje M,, . (k)).

Apibrézkime atvaizdi:
ke X Minxn(k) = Mmxn(k), (A (@ij)i20) = A+ (aug)] 52

,5=1 1,j=01
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Cia

A (ig)iily =0 (N aug)ly, A€k, (O%J) L1 € Minxn(k).

1,)= 1= 1,7=1"

2. 2. Galite jsitikinti apibrézto iSorinio kompozicijos désnio Siomis savybémis:
1. Bet kuriems A\, u € k, A € My, xn(k)

(A-p) - A=A (- A);
2. Kiekvienai matricai A € My, xn(k))
1.A=A, 1€k
3. Bet kuriems A\, € k, A € My xn (k)
A+p) - A=X-A+p- A;
4. Bet kuriems A\, k, A, B € My, xn (k)
AN (A+B)=X-A+ X B.

Sutarkime, kad (a;;);"
A€k, Ae Myxn(k).

X = (ag; - AW, . Tuomet akivaizdu, kad A+ A = A - ),

1,]= 1 3,7j=1

2. 3. Apibrézkime m x n matrica e;;, kurios ij-elmentas lygus 1 € k, o visi kiti yra
lygtis 0 € k. Tuomet kiekviena m x n matrica (;); 72, galima vienareikimiskai uzrasyti

R 3) SO

=1 j=1

taip:
(cij);
Sis uzradas patogus atlikinéjant matricuy sudéties ir daugybos veiksmus.
Prisimine anksciau pateikta tiesinés erdvés apibrézima, pastebésime, kad visu m x n

matricu grupé (M, xn(k),+) yra tiesiné erdvé virs kuno k, o e;, 1 < ¢ < m,
1 < j < n, — sios tiesinés erdves bazé (ziturékite tiesinés erdvés bazés apibrézima).

2. 4. Matricuy daugyba.

Apibrésime atvaizdi
Miysen (k) X Mpsp(k) — Mpxp(k),

kuris yra vadinamas matricu daugyba.
Tarkime, kad

A= (Oéij)” | € Myyxn(k), B (513)” 1 € Mysp(k).
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Tuomet matricu
(ij)iiZy ir (Big)iiey

sandauga yra vadinama matrica
(vij)iily - (Big)ifer = (Vig)i 421

kurios ij-elementas ;; apibréziamas taip:

n
Vi = s By, 1<i<m, 1<j<p.

s=1

Paprastai tariant, matricos (%j)?:”j’il 1j-elementas yra gaunamas pirmosios matricos
1 eilute paelemenciui sudauginant su antrosios matricos j stulpeliu ir gautus rezultatus
sudedant.
2. 5. Nesunku isitikinti matricu daugybos Siomis savybemis:
1.(A-B)-C=A-(B-C), Aec Mp,xn(k), B€ Myxp(k), C € Mpx,(k);

2. (A+B)-C=A-C+B-C, A,B € Myxn(k), C € Myxp(k);
3.C-(A+B)=C-A+C-B, C € Muxn(k), A, B € My, (k);
4.

Kiekvienai matricai A € M, xn (k)

¢ia 1,, =: (513')?3:1, vadinama m eilés vienetine matrica, o

s _ 1 jeii=j,
Y10, Jeii A,

yra Kronekerio ¢ funkcija;
5. Kiekvienai matricai A € M, x, (k)

A-1, = A

2. 6. Atidziau panagrinékime M, (k). Kaip zinome, (M, (k),+) — Abelio grupé.
Matricu daugyba - apibrézta aibéje M, (k).

n
1n = E €jj
j=1

— neutralus aibés M, (k) elementas daugybos atzvilgiu. Taigi (M, (k),+,) — ziedas (netgi
algebra virs kuno k, nes M,, (k) — tiesiné erdvé virs kuno k, o matricu daugyba yra suderinta
su tiesinés erdvés struktura).
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Algebros (M, (k),+, ) elementu e;;, 1 <i,j < n, daugybos lentelé atrodo taip:
€ij - €pqg = OjpCiq;, 1< i7j7p7q < n,

¢ia 0, — Kronekerio simbolis (funkcija). Kaip matome, elementai e;;, 1 < i,j < n, yra
matricu algebros M, (k) tiek kairieji, tiek desinieji nulio dalikliai, 0 €;;, 1 < i < n, — Sio
algebros idempotentai.

Algebros (M, (k), +, -) elementu daugyba vienareiksmiskai apibréziama zinant elemen-
tu e;;, 1 <14,j < n, daugybos lentele:

n n n
(Z aij'eij)'(z ﬁrs'ers): Z air'ﬁrs'eis-
3,7=1 r,s=1 i,r,8=1

Algebros (M, (k),+,-), n > 1, elementu daugyba néra komutatyvi, nes, pavyzdziui, ey -
e12 = €12, 0 e12 - 11 = 0. Kaip matome, elementai e;;, 1 < 4,7 < n, yra matricu algebros
(M, (k),+,-) tiek kairieji, tiek deSinieji nulio dalikliai, o e;;, 1 < i < n, — §io algebros
idempotentai.

Pratimali.

1. Tarkime, u = Z;L:_ll ejj+1 € My(k). Trodykite, kad u® = 377" ejj4s. Atskiru

n—1

atveju u = e, u"” =0.

2. Apibrézkime atvaizdi:

Tr: M, (k) — k, Tr( Z Q;€i5) = Zozjj.
ij=1 j=1
Irodykite, kad
i) Tr(A- B) = Tr(B - A);
i) Tr(A- A4+ p-B)=X-Tr(A) + p - Tr(B);
iii) Tr(1,) =n-1, éa A\, u,1 € k, A, B € M, (k).
3. Tarkime, kad atvaizdis f : M, (Q) — Q turi savybes:
L. f(In) =n;
2. fOV-A4+p-B)=X-f(A)+p- f(B),\ueQ, A,Be M,(Q);
3. f(A-B)=f(B-A).
Irodykite, kad f = Tr.
Nurodymas. Pasinaudokite lygybémis:

€ii = €ij * €ji, €ij = €4j * €5 = €5 - €55, 1 < 1,7 <m,

L, = Zejj; €ij - epqg = 0,7 7 P

Jj=1
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4. Trodykite, kad lygtis X - Y — Y - X = 1,, algebroje (M, (k), +, -) neisprendziama.

5. Tarkime, kad A = Q[z],

yra diferencijavimo atvaizdis,

m: Qlz] — Qlz], m(f(z)) =z - f(x),
yra dauginimo i$ kitamojo x operatorius. Irodykite:

iom—moi—id
dx de

¢ia id : Qz] — Q[x],id(f(z)) = f(x), — tapatusis atvaizdis.

6. Tarkimekad ziedo (A,+,*) elementai a ir b turi savybe: b*a = ¢ * a * b, Cia

gxa=axq,qxb=">bxq. Irodykite Niutono binomo formulés analoga:

n

(@+b)"=>" m xa" Il

j=0 J q
Cia
n _ [n]q' l— (g™ — 1 m_l—l .
[J}q [f]g! * [n— ]g" [mly! =: (¢ ) * (q Yook (g —1).
Irodykite,kad

i ] = (5)

7. Irodykite, kad H(C) galima sutapatinti su matricu algebra Ms(C), t.y. egzistuoja
bijekcija f : H(C) — M5(C), turinti savybes: bet kuriems o € C, a,b € H,

L fla-a)=a- f(a)

2. fla+b) = f(a) + f(b);

3. fla-b) = f(a)- f(b).

Kaip matome, algebra H(C) néra kunas.

Y
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3. Ziedo idealai
3. 1. Tarkime, kad (A, +, %) ziedas su vienetu.

Apibrézimas. Netuscias ziedo (A, +, ) poaibis a yra vadinamas kairiuoju (desiniuo-
ju) ziedo idealu, jei:
l.z,ycea=axtyca
2.acArca=axrca(acArca=>r*aca).
Antraja ziedo idealo apibrézimo salyga galima uzrasyti ir taip: Axa Ca (axA C a,
ciaAxa={axz|acAxreca}l (axA=:{z*xa|x€caac A}).

Apibrézimas. Netuscias ziedo (A, +, *) poaibis a yra vadinamas abipusiu ziedo ide-
alu, jei:
l.z,y€ca=ao+Ltyca
2.acAixrea=axx,x*xa € A
Komutatyvaus ziedo atveju kairiojo, deSiniojo ir abipusio ziedo idealo savokos su-
tampa.

3. 2. Teiginys. Tarkime, (A, +,*) — ziedas, a € A. Tuomet Axa={x*xa|x € A}
yra kairysis ziedo A idealas, a x A = {axx | © € A} — deSinysis ziedo idealas, o poaibis
Axax A={x*xaxy|x,y € A} — abipusis ziedo A idealas.

Irodymas. 1. Jei x,y € A * a, tai egzistuoja tokie u,v € A, kad r =ux*a,y = v *a.
Vadinasi, t ty=u*xatvxa=(utv)*xa€ Axa.

2. Jei x € A xa, tai egzistuoja toks u € A, kad z = u * a. Vadinasi, kiekvienam
be Abxx=bx(uxa)=(bxu)xa € Axa.

Irodéme, kad A *a yra kairysis ziedo idealas. Panasiai irodoma, kad a * A — deSinysis,
0 Axax A — abipusis ziedo idealas. A

Apibrézimas. Idealas A x a (arba a x A ir A x a x A), generuotas vieno elemento a,
yra vadinamas kairiuoju (arba desiniuoju ir abipusiu) pagrindiniu ziedo A idealu.

Idealy sudétis. Tarkime, kad a ir b — ziedo (A, +, ) kairieji idealai. Apibrésime idealu a
ir b suma
a+b={z+y|zecayecb},

t. y. aibé a+ b, sudaryta iS sumu z + y, ¢ia x € a, y € b. PanaSiai yra apibréziama
desiniuju ir abipusiu idealu suma.

3. 3. Teiginys. Ziedo (A, +, *) kairiuju ( desiniuju, abipusiu) idealy a irb suma a +b
yra kairysis (deSinysis, abipusis) ziedo (A, +, *) idealas.

Irodymas. 1.Tarkime, kad z,y € a+b. Vadinasi, egzistuoja tokie ui,us € a ir
v1,v2 € b, kad * = u; + vy, y = ug + vo. Taigi

rty=(ur +v1) % (u2 +v2) = (ug Tuz)+ (v1 £v3) €Ea+b,
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nes u; +us € a, v vy € b.
2. Tarkime, kad x € a+ b, t. y. egzistuoja tokie u € a, v € b, kad z = v+ v. Tuomet,
jei a € A, tai
axxr=ax*(u+v)=axu+axv€E€a+tb,

nes axu € a,a*xv € b.
Panagiai teiginys irodomas desiniesiems ir abipusiems idealams. A

3. 4. Apibrézimas. Idealas A*xay + A*xas +...Ax*ag, ¢ia a1, as, ..., as € A, yra
vadinamas kairiuoju ziedo (A, 4+, *) idealu, generuotu elementu ay, as, ..., as. Panasiai
apibréziami desinieji ir abipusieji idealai, generuoti elementu a1, as, ..., as. Komutatyvaus
ziedo atveju idealas Axa; + Axag + ...+ Axas yra zymimas (aq, as, ..., as), o elementai
ai, as, ..., as — vadinami idealo sudaromosiomis.

Pastaba. Idealo zyméjima (aq1,as,...,as) galima supainioti su Dekarto sandaugos

A’ elementu. Bet tikékimeés, kad is konteksto bus aisku, apie ka yra kalbama.
Pavyzdziai.

1. Kuno (k,+,x*) idealai yra tik nulinis (0) ir k. I3 tikruju, jei a — kuino nenulinis
idealas, tai egzistuoja a # 0, € a. Tuomet a ' € k,a€a=a'xa=1€a=kCa.
Vadinasi, a = k.

2. Teiginys. Sveikuju skaiciu ziedo (Z, +, -) kiekvienas idealas yra pagrindinis.

Irodymas. Idealas (0) yra pagrindinis. Tarkime, a # (0). Kadangi a idealas, tai
x €a=(—1)-z = —x € a. Vadinasi, idealui a priklauso maziausias nenulinis naturalusis
skaicius n. Irodysime, kad a = (n) = nZ. Akivaizdu, kad (n) C a. Reikia tik jrodyti, kad
a C (n). Jeix € a, tai remdamiesi dalybos su lickana formule (zr.[3. 1. 5.]), galime paraSyti
r=n-y+20<z<n. Jei butu z # 0, tai, kadangi x,n € a, gautume z =z —n -y € a.
O tai priestarautu skaic¢iaus n parinkimui (priminsime: n — idealo a maziausias nenulinis
natturalusis skaicius). Taigix =n-y € (n), t. y. a C (n). A

3. Teiginys. Matricu algebra M, (k), ¢ia k — kunas, neturi abipusiu idealu, isskyrus
(0) ir M, (k).

Irodymas. Priminsime, kad
My (k) ={ Z ajjeij | aij €k, 1<14,j <n}
i,j=1

Pirmiausia irodysime, jei a yra abipusis idealas, kuriam priklauso kuris nors elementas
€igjo, tal a = M, (k). I8 tikruju, jei e;,;, € a ir a — abipusis idealas, tai

€rs = €rig * Cigjo " €jos €@, 1 <15 <.
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n
Vadinasi, ir ) «;;e;; € a kad ir kokie butu koeficientai o;; € k, 1 <4,j < n.
ij=1

Dabar tarkime, kad a — nenulinis abipusis algebros M, (k) idealas. Irodysime, kad
idealui a priklauso bent vienas elementas e; ;, ir remdamiesi anksc¢iau irodytu faktu,
uzbaigsime teiginio irodyma.

Kadangi a # (0), tai idealui a priklauso nenulinis elementas a = Z? =1 aijdotes;.
Tarkime, kad «;,;, # 0. Elementas

€igig * @ €jojo = igjo€igjo € O
nes a € a ir a — abipusis idealas. Kadangi «;,;, # 0, tai

—1

Q050 (aiojo ) eiojo) = €igjo € Q. A

3. 5. Algebra M, (k) turi kairiyju ir desiniuju idealu, nesutampanciu nei su (0),
nei su M, (k). Pavyzdziui, e;; - M, (k) — deSinysis idealas, kurio kiekvienas elementas turi

n
§ Qs * €Cis.
s=1

Kaip matome, e;; - M, (k) # My (k). Be to, akivaizdu, kad e;; - M, (k) = e;1 - M, (k).

pavidala

Pratimas. [rodykite, kad komutatyvus ziedas (A, +,*), kurio idealai yra tik (0) ir
A, yra kunas.

4. Ziedo faktorziedas pagal ideala

4. 1. Tarkime, kad (A, +,*) — ziedas, a — 8io ziedo abipusis idealas. Apibrésime
faktorzieda (A/ a,+,*) . Tuo tikslu apibrézkime ekvivalentumo sarysi aibéje A:

x;y@x—yéa.

Vietoje x 7Y galima rasyti x = y(moda). Aibés A faktoraibe pagal apibrézta ekvivalen-

tumo sarysi pazymékime A/ a. Faktoraibés A/ a elementai uzrasomi =+ a (elementas z+a
daznai yra zymimas x(mod a)). Remiantis ekvivalentumo sarysio apibrézimu,

r+a=yt+a<—zr—yca.

Aibés A/ a elementu sudétis +.
Apibrézkime elementu = + a ir y + a,z,y € A suma taip:
(x+a)+(y+a)=x+y+a.
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Isitikinsime, kad elementu x + a ir y + a suma x + y + a nepriklauso nuo atstovu zx ir
y parinkimo. Tarkime, kad '’ +a =2+ a,5' +a =y + a. Tuomet 2’ —z € a,y —y € a.
Vadinasi, 2’ +y'+a=x+y+a, nes (z'+y')— (z+y) = (2’ —2)+ (¢ —y) € a (priminsime:
¥ —zrzeay —yca= (2 —x)+ (¥ —y) € a, nes a yra idealas).

Nesunku jsitikinti, kad (A/a,+) — Abelio grupé, a — §ios grupés neutralus elementas
sudéties atzvilgiu.

Aibés A/a elementu daugyba x.

Apibrézkime elementu x + a ir y + a,z,y € A, sandauga taip:
(x+a)x(y+a)=z*xy+a.

Isitikinsime, kad elementu = + a ir y + a sandauga x * y + a nepriklauso nuo atstovu
x ir y parinkimo. Tarkime, kad 2’ +a=x 4+ a,y' + a = y + a. Tuomet

(@ +a)x(y +a)=2"«xy +a, o (x+a)x(y+a)=x*xy+a.
Teigiame, kad =’ x ¢y’ + a = x * y + a. I8 tikruju, nes
oy —xxy=a'xy ' xy+a’xy—zxy=2"x@W —y)+ (@ —x)*xy€a

(priminsime: a — abipusis idealas, 2’ —z € a0,y —yca=2"*(y —y) €a, (2’ —z)xy €
a=a'x(y —y)+ (@ —x)xy€a).

Nesunku isitikinti, kad aibés A/ a elementu daugyba yra asociatyvi. Irodysime, kad
aibés A/ a elementu sudétis ir daugyba yra susieti distributyvumo désniais:

(z+a)+y+a)«(z+a)=(x+a)*x(z+a)+ (y+a)*(z+a),
z+a)«(z4+a)+y+a)=(+a)x(x+a)+(z+a)x(y+a).
Irodysime tik pirmaja lygybe, nes antroji lygybé irodoma panasiai.
(z+a)+w+a)x(z+a)=(x+y+a)x(z+a)=(x+y)*xz+a=

=z*xz4+yxzta=(xxz+a)+(yxz+a)=(r+a)x(z+a)+ (y+a)x(z+a).

Taigi aibé A/ a apibréztu jos elementu sudéties + ir daugybos * atzvilgiu yra ziedas. Jei
ziedas (A, +,*) turi vieneta 1, tai 1 4+ a yra ziedo (A/ a,+, %) vienetas.

4. 2. Apibrézimas. Ziedas (A/a,+,*) yra vadinamas ziedo (A4, 4+, *) faktorziedu
pagal abipusi ideala a.
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5. Zieduy homomorfizmai
5. 1. Tarkime, kad (A, +,x) ir (B,+,*) — ziedai, 04 ir Op yra ziedo A ir ziedo B
nuliai.
Apibrézimas. Atvaizdis f : A — B yra vadinamas homomorfizmu, jei bet kuriems
x,y € A:

L f(z+y) = f(z)+ f(y);
2. flxxy)=f(z)* fy)

Irodysime keleta paprastu faktu.

5. 2. Teiginys. Jei f : A — B — homomorfizmas, tai:
1. f(OA) = OB;
2. f(—2)=—f(z),z € A
Irodymas. 1. Galime parasyti: f(04) = f(04a +04) = f(04) + f(04). Pirmoji i3
Siu lygybiu gaunama remiantis tuo, kad (04 = 04 + 04), 0 antroji — remiantis tuo, kad
f — homomorfizmas. Prie lygybés f(04) + f(04) = f(04) abieju pusiu pridéje elementui
f(04) priesinga elementa —f(04), gauname:

(f(04) + f(04)) + (=F(04)) = f(04) + (= f(04)) = 0.

Bet kairéje lygybeés puséje esantis elementas yra lygus:

J(04) + ((f(04) + (=£(04)) = f(04) + 05 = f(04).

Vadinasi, f(04) = 0p.

2. Remdamiesi anksciau irodyta lygybe, gauname: 0p = f(04) = f(z + (—x)) =
f(x) 4+ f(—x). Paskutinioji lygybé gaunama remiantis tuo, kad f — homomorfizmas. Vad-
inasi, f(—x) yra elementui f(x) priesingas elementas, t. y. f(—x) = —f(z). A

5. 3. Teiginys. Jei f : A — B — nenulinis homomorfizmas, 14 — ziedo A vienetas,
tai f(14) yra ziedo B idempotentas (idempotentas — tai nenulinis elementas, tenkinantis
lygti: 22 = z).

Irodymas. Panasiai kaip ir jrodant [5. 2] teigini, galime parasyti: f(14) = f(14 *
14) = f(14) % f(14). Ziede lygti z 2z = x tenkina idempotentai. Kadangi f(14)* f(14)
f(14), tai galime teigti tik, kad f(14) yra ziedo B idempotentas. /A

Pastabos.

1. Stai paprastas pavyzdys, iliustruojantis, kad f (14) gali ir nebuti ziedo B vienetu.
Apibrézkime zieda

A=Qxe; +Qxex=:{axe +0xex|a, 0 €Q},
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Cla ax ey + Bxey = y*ep + 0 * ey tada ir tik tada, kai o = 7, 6 = §. Apibrézkime aibés A
elementy sudeéti taip:

(o1 xe1 +agxeg) + (81 xe1 + Paxer) =: (a1 + B1) *e1 + (a2 + [2) * ea.

Galite nesunkiai isitikinti, kad (A, +) yra Abelio grupé, o 0 =: 0 * €1 + 0 * e — §ios grupés
nulis. Apibrézkime elementu eq, eo daugybos lentele taip:

6%261*61:61,63262*62262,61*62262*61:0.

Remdamiesi 6-aja ziedo apibrézimo aksioma, daugyba galime iSplésti iki aibés A elementu
daugybos. Taigi (A, +,*) — ziedas. Apibrézkime atvaizdi f : A — A taip:

flag xe1 + ag *eg) = aeq.

Ziedo (A, +, %) vienetas daugybos atzvilgiu yra e; 4 e. Kaip matome, f(e; + e3) = e1, 0
ey yra ziedo A idempotentas.

2. Daznai yra nagrinéjami ziedu homomorfizmai f : A — B siauresne prasme, kai
reikalaujama, kad ziedo A vieneto 14 vaizdas f(14) butu ziedo B vienetas.

5. 4. Teiginys. Jei f : A — B — siurjektyvus homomorfizmas, tai ziedo (A, 4+, )
vieneto 14 vaizdas f(14) yra ziedo (B, +, %) vienetas.

Irodymas. Pazymékime ziedo B elementa f(14) raide e. Norint irodyti, kad e yra
ziedo B vienetas, reikia irodyti, kad bet kuriam ziedo B elementui b, e x b = bx e = b.
Kadangi f : A — B — siurjektyvus homomorfizmas, tai kiekvienam ziedo B elementui b
egzistuoja toks ziedo A elementas a, kad f(a) = b. Lygybés 14 xa = a* 14 = a abi
puses paveike atvaizdziu f, gauname: f(14*a) = f(a*14) = f(a). Sia lygybe pertvarke,
gauname: f(14)* f(a) = f(a)* f(14) = f(a), t. y. exb=bxe=0>b. A

Teiginys. Tarkime, kad (A, +, *) ir (B, +, %) — ziedai. Jei f: A — B — homomorfiz-
mas, tai f(A) yra ziedo B poziedis.

Irodymas. Jei z,y € f(A),tai egzistuoja tokie a,b € A, kad f(a) = z, f(b) = y.
Vadinasi, x + y = f(a) + f(b) = f(a+b) € f(A). Taigi ziedo B poaibis f(A) yra stabilus
sudéties atzvilgiu, f(04) = 0 € f(A). Jei z € f(A), tai egzistuoja toks a € A, kad
f(a) = z. Tuomet f(—a) = —f(a) = —z. Vadinasi, (f(A),+) yra Abelio grupé. Poaibis
f(A) taip pat yra stabilus ir daugybos atzvilgiu:

zxy = fla)* f(b) = flaxb) € f(A),
¢ia a,b € A tokie, kad f(a) =z, f(b) =y. A

Apibrézimas. Tarkime, kad f : A — B — homomorfizmas. Ziedo A poaibis Ker f =:
{x € Al f(x) =0g} (t. y. Ker f = f~1(0p)) yra vadinamas homomorfizmo f branduoliu.

127



5. 5. Teorema. Homomorfizmo f : A — B branduolys Ker f yra ziedo A abipusis
idealas. Ziedo A faktorziedas A/Ker f yra izomorfinis ziedo A vaizdui f(A).

Irodymas. Pastebésime , kad Ker f # ), nes 04 € Ker f (zr.[5. 2.]). Dabar
patikrinsime abipusio idealo apibézimo aksiomas.
1. Jei z,y, € Ker f, tai f(z) =0p, f(y) = 0p. Vadinasi, f(r +y) = f(z) £ f(y) =
Op+0p=0p,t.y. x £y € Ker f.
2. Jeix € Ker f,a € A, tail f(zx*a) = f(z)* f(a) = 0p * f(a) = 0p. Panasiai,
flaxx) = f(a)* f(x) = f(a) x0p = 0p. Taigi Ker f yra ziedo A abipusis idealas.
Kadangi Ker f yra ziedo A abipusis idealas, galima nagrinéti ziedo A faktorzieda
A/Ker f pagal ideala Ker f. Lieka jrodyti, kad A/Ker f yra izomorfinis ziedo A vaizdui
)

Homomorfizmas f : A — B generuoja atvaizdi
f:A/Ker — f(A), f(x+Ker f) =: f(x), z € A.

Irodysime, kad atvaizdis f : A/Ker f — f(A) yra korektiskai apibréztas, t. y. nepriklauso
nuo ekvivalentumo klasés x + Ker f atstovo x parinkimo: jei x + Ker f =y + Ker f, tai ir
f(x+Ker f) = f(y + Ker f). Tarkime, kad z + Ker f =y + Ker f, t. y. x —y € Ker f.
Tuomet f(z + Ker f) = f(x), o f(y + Ker f) = f(y). Kadangi 2 —y € Ker f, tai
fw — ) = Op. Vadinasi, f(z) — f(y) = Op, t. v. f(z) = F().

Atvaizdis f : A/Ker f — f(A) yra siurjektyvus. Jei b € f(A), tai egzistuoja toks
a € A, kad f(a) = b (remiamés atvaizdzio f : A — B siurjektyvumu). Tuomet f(a +
Ker f) = f(a) = b. Isitikinsime, kad §is atvaizdis yra ir injektyvus.

Jei f(a+Ker f) = f(a’'+Ker f), tai f(a) = f(a’) arba f(a)— f(a’) = 0p. Remdamiesi
pastaraja lygybe, gauname: f(a —a') = Og,t. y. a —a’ € Ker f, o tai ir reigkia, kad
a+ Ker f =a + Ker f.

Atvaizdis f : A/Ker f — f(A) yra homomorfizmas, nes

f((a+Ker f)* (a' + Ker f)) = f(a*xa’ + Ker f) =

= flaxd’) = f(a) * f(a') = f(a + Ker f) * f(a’ + Ker ).
Kadangi f yra bijektyvus homomorfizmas, tai teorema pilnai irodyta. A

5. 6. Teiginys. Tarkime, kad (A, +, *) ir (B, +, %) — ziedai, f : A — B — siurjektyvus
homomorfizmas. Tuomet ziedo A kairiojo (deSiniojo, abipusio) idealo a vaizdas f(a) yra
kairysis (deSinysis, abipusis ) ziedo B idealas.

Irodymas. Sakykime, a — kairysis ziedo A idealas, f(a) — jo vaizdas. Jei z,y € f(a),
tai egzistuoja tokie a,b € a, kad f(a) = z, f(b) = y. Tuomet z +y = f(a) £ f(b) =
fla£b) € f(a),nesatbeca. Jeiz e f(a), y € B, tai egzistuoja tokie a € a, b € A, kad
fla) ==z, f(b) =y. Tuomet yxx = f(b) * f(a) = f(bxa) € f(a), nes bxa € a.
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Panasiai irodoma, kad ziedo A desiniojo (abipusio) idealo vaizdas yra ziedo B deSinysis
(abipusis) idealas. A

Teiginys. Tarkime, kad (A, +, %) ir (B, +, %) — ziedai, f : A — B — homomorfizmas.
Tuomet ziedo B kairiojo (deginiojo, abipusio) idealo b pirmavaizdis f~1(b) yra Ziedo A
kairysis (atitinkamai desinysis, abipusis) idealas.

Irodymas. Sakykime, kad b — ziedo B kairysis idealas, f~1(b) — jo pirmavaizdis. Jei
z,y € fHb), t. y. f(z),f(y) €b,taizty € f71(b), nes f(x+y) = f(x) £ f(y) €b. Jei
xe f7Hb),y € A taiyxx € f71(b). Is tikruju: f(y*z) = f(y)* f(x) € b, nes f(y) € B,
f(z) € b, o kadangi b idealas, tai ir f(y) * f(z) € b.

Panasiai irodoma, kad ziedo B desiniojo (abipusio) idealo pirmavaizdisas yra ziedo A
desinysis (abipusis) idealas. A

Pratimas. Tarkime, kad (A, +, %) ir (B, +,*) — ziedai, f : A — B — siurjektyvus
homomorfizmas, a — Ziedo A abipusis idealas. Irodykite: (f~!o f)(a) = a+Ker f.

5. 7. Teiginys. Sakykime, kad a C b yra ziedo A abipusieji idealai. Tuomet b /a
yra faktorziedo A/ a abipusis idealas.

Irodymas. Si teigini sitilome irodyti skaitytojui.
Nagrinésime ziedo idealus, nesutampancius su paciu ziedu.

Teiginys. Tarkime, kad (A, +,x*) ir (B, +,*) — ziedai, f : A — B — siurjektyvus
homomorfizmas. Tuomet ziedo B abipusiu idealu aibé I(B) yra ekvivalenti ziedo A abipusiu
idealu a, tenkinanciu salyga a D Ker f, aibei I(A/Ker f).

Irodymas. Jei b yra Ziedo B abipusis idealas, tai f~1(b) yra Ziedo A abipusis idealas
ir Ker f C f~1(b). Taigi galime apibrézti atvaizdi F : I(B) — I(A/Ker f), F(b) = f~1(b),
b € I(B). Isitikinsime, kad F' yra bijekcija.

Jei a yra ziedo A abipusis idealas ir Ker f C a, t. y. a € I(A/Ker f), tai b =: f(a)
yra Ziedo B abipusis idealas. Be to, F(b) = f~1(f(a)) = a+Ker f = a. Kaip matome,
F yra siurjektyvus atvaizdis. Akivaizdu, kad F' — injektyvus atvaizdis: jei by # bs, tai
[ 01) £ £ (b2), by, F(by) # F(bs). O

5. 8. Sakykime, (A, +,*) — ziedas, I(A) yra §io ziedo visu abipusiu idealu, nesutam-
panciu su ziedu A, aibé. I(A) idéties C atzvilgiu yra dalinai sutvarkyta aibé. Remdamiesi
Corno lema (zr.[1. 5. 3]), irodysime, kad aibéje I(A) egzistuoja bent vienas maksimalus
elementas.

Teiginys. Ziedo (A, 4+, *) su vienetu visu abipusiu idealu, nelygiu ziedui A, aibéje
I(A) egzistuoja bent vienas maksimalus elementas idéties C atzvilgiu.

Irodymas. Isitikinsime, kad aibé I(A) tenkina Corno lemos salyga. Sakykime,
{aa}acp yra ziedo A idéties C atzvilgiu tiesiskai sutvarkytu abipusiu idealu Seima. Reikia
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irodyti, kad ziedo A abipusiu idealu Seima {a, }ocp aibéje I(A) yra aprézta is virsaus. Tuo
tikslu irodysime, kad aibé Uyepa, yra ziedo A abipusis idealas, nelygus ziedui A.
Sakykime,
T,y € Ugeply.

Tuomet egzistuoja toks ag € P, kad x,y € a,,. Kadangi a,, yra ziedo A abipusis idealas,
tai
x + Yy < Aoy - Uaepaa.

Jei
T € Ugepla,y € A,

tai egzistuoja toks ap € P, kad = € a,,. Kadangi a,, yra ziedo A abipusis idealas, tai
THY,Y* T € gy, C Upeply.
Kaip matome, U,cpa, yra ziedo A abipusis idealas ir kiekvienam « € P,
o € Ugeply.

Be to, Sis idealas nesutampa su ziedu A. PrieSingu atveju ziedo vienetas 1 priklausytu
kuriam nors a,, o € P, o tai priestarautu salygai, kad visi aibés I(A) elementai yra ziedo
A idealai, nesutampantys su A. Dabar, remdamiesi Corno lema, gauname, kad aibé I(A)
turi bent viena maksimalu elementa m. A

5. 9. Nuo siol nagrinésime tik komutatyvius ziedus (A,+,*) su vienetu. Tegu
(A, +, %) toks ziedas, o m — Sio ziedo maksimalus idealas. Irodysime komutatyvaus ziedo
maksimalaus idealo svarbia savybe.

Teiginys. Jei komutatyvaus ziedo (A, +, %) su vienetu elementu z ir y sandauga x *y
priklauso maksimaliam Sio ziedo idealui m, tai bent vienas i$ elementu z ar y priklauso m.

Irodymas. Sakykime, kad ziedo A elementu x ir y sandauga z * y priklauso mak-
simaliam idealui m. Jei elementas x € m, tai teiginio irodymas baigtas. Sakykime, kad
x ¢ m. Tuomet A x x + m yra ziedo A idealas, nes A * z ir m yra idealai, o idealu suma,
kaip zinome, yra idealas. Kadangi x € A*x 4+ m, bet z ¢ m, tai A*xx +m = A. Vadinasi,
egzistuoja tokie a € A, m € m, kad 1 = a * ¢ + m. Padaugine Sios lygybés abieju pusiu
elementus i y, gauname y = a*x *xy +m*y. Remdamiesi salyga = xy € m, gauname, kad
ir a xzxy € m. Kadangi m € m, tai ir m *y € m. Taigi ir elementas y priklauso idealui
m, nes yra dvieju elementu a * x * y ir m *x y, priklausanciu idealui m, suma. A

5. 10. Teiginys. Komutatyvaus ziedo (A, +, %) su vienetu 1 faktorziedas A/ m pagal
ziedo A ideala m yra kunas tada ir tik tada, kai m yra maksimalus idealas.

Irodymas. Kaip zinome, komutatyvaus ziedo (A, +, *) su vienetu 1 faktorziedas A/ m
pagal ziedo A ideala m yra ziedas. Sakykime, kad m yra maksimalus idealas. Irodysime,
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kad faktorziedo A/ m kiekvienam nenuliniam elementui egzistuoja atvirkstinis elementas.
Imkime x + m € A/ m, x ¢ m. Idealas A x z + m tenkina salygas:

(i) mcC Asxz+m

({i)m#Axz+m e Axx+m, zgm.

Vadinasi, A = A x x + m. Taigi egzistuoja tokie a € A, m € m, kad a xx +m = 1.
Teigiame, kad faktorziedo A/ m elementas a+m yra atvirkstinis elementui x+m. I3 tikruju:

(a+m)x(x4+m)=axrx+m=1—-m+m=1+m.

Sakykime, kad faktorziedas A/ m = k yra kunas. Atvaizdis f : A — k yra siurjektyvus
homomorfizmas, kurio branduolys yra m. Pagal anks¢iau irodyta teigini (zr,[5. 7.]), yra
abipus vienareikSmé atitinkamybé tarp k idealu ir ziedo A idealu a, tenkinanciu salyga:
m C a. Kaip zinome, kunas k neturi tarpiniu idealu tarp {0} ir paties kuno k. Vadinasi,
néra ziedo A tarpiniu idealuy tarp m ir A. Taigi m yra ziedo A maksimalus idealas. A

6. Dalumas Zieduose
6. 1. Nagrinésime dalumo savoka zieduose.

Apibrézimas. Sakykime, (A,+,*) yra komutatyvus ziedas su vienetu 1, a,b € A.
Elementas b yra vadinamas elemento a dalikliu (daznai ir taip yra sakoma: elementas b
dalija elementa a) ir Zymimas b|a, jei egzistuoja toks elementas ¢ € A, kad a = b x* c.

Nagrinéjant kurio nors ziedo savybes, svarbu zinoti Sio ziedo vieneto daliklius.

Teiginys. Komutatyvaus ziedo (A, 4+, *) su vienetu 1 ziedo vieneto dalikliu aibé A*
ziedo elementu daugybos * atzvilgiu sudaro grupe.

Irodymas. Aibé A* netuscia, nes 1 € A* (1|1, nes 1 x 1 = 1). Sakykime, kad
a,b € A*, t. y. egzistuoja tokie ¢,d € A, kad axc =1, bxd = 1. Tuomet (a*b) * (cxd) =
(axc)x(bxd) =1x1=1,t. y., jei air b yra vieneto 1 dalikliai, tai elementas a b taip pat
yra vieneto daliklis. Vadinasi, ziedo A poaibis A* yra stabilus ziedo elementu daugybos *
atzvilgiu. Daugyba * yra asociatyvi, 1 € A*. Jei a € A*, tai egzistuoja toks b € A, kad
axb=1. Bet Sia lygybe galima ir taip uzrasyti: b*a = 1. Taigi b € A* ir yra atvirkstinis
elementas elementui a. Grupé (A*,*) yra komutatyvi, nes ziedas A yra komutatyvus. A

Apibrézimas. Komutatyvaus ziedo (A, +, %) su vienetu 1 elementai a ir b yra vadi-
nami asocijuotais (ekvivalenciais), jei egzistuoja toks ziedo vieneto daliklis u (t. y. u € A*),
kad a = b*u. Jei a ir b yra asocijuoti, tai rasysime a = b.

Kitaip tariant, elementai a ir b yra asocijuoti (ekvivalentus), jei alb ir b|a.
Teiginys. Binarusis sarysis &~ aibéje A yra ekvivalentumo sarysis.

Irodymas. 1. Kiekvienam a € A, a ~a,nesa=ax1,1 € A*.
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2. Jei a ~ b, tai b =~ a. I8 tikruju, jei a = b, tai egzistuoja toks u € A*, kad a = b * u.
Bet u~! € A*. Vadinasi, b=ax*xu"' t. y. b~ a.

3. Jeia~bir b= c, taiir a = c. IS tikruju, jei a = b ir b =~ ¢, tai egzistuoja tokie
u,v € A* kad a = b*u, b = cxv. I8 8iu lygybiu gauname: a = b*xu = c* (v *u), t. y.
a =~ ¢, nes kadangi u,v € A", taiiruxv € A*. A

6. 2. Apibrézimas. Komutatyvaus ziedo (A, +,*) su vienetu 1 elementas 7, kuris
néera lygus jokiam vieneto dalikliui, yra vadinamas pirminiu, jei elemento 7 dalikliai yra
tik ziedo A vieneto 1 dalikliai ir elementai, ekvivalentus elementui 7.

Pavyzdziai.

1. Sveikuju skai¢iu ziedo (Z, +, -) vieneto dalikliai yra {1, —1}. Ekvivalentus pirminiai
skaiciai skiriasi zenklu. Kalbant apie pirminius skaicius, i§ dvieju, tarpusavy ekvivalenciu
pirminiy skai¢iu, visuonet galime pasirinkti teigiamayji.

2. Skaiciu aibé Z[v/2] =: {a +bv/2|a,b € Z} skaiciu sudéties + ir daugybos * atzvilgiu
sudaro komutatyvu zieda su vienetu 1 = 1 4 0v/2. Sis ziedas turi be galo daug vieneto
dalikliu. Pavyzdziui, ¢ = 14 /2 € Z[v/2] yra ziedo vieneto dakiklis. I$ tikruju: —1++/2 €
Z[V2], 0 (=1 +v2)(1 ++2) = —(=1)2 + (v/2)2 = 1. Elementai ", n € Z yra vieneto
dalikliai. Visu ziedo Z[/2] vieneto dalikliu grupé yra {+e"|n € Z}.

Pavyzdziui, ziedo Z[v/2] elementai v/2, 3, 5, 3+v/2, 3—v/2, 11, 13, 5+2v/2, 5—-2+/2, 19,
54142, 5—+/2ir t. t., yra pirminiai, tarpusavy neekvivalentis. Be irodymo paaiskinsime,
kaip galite rasti ziedo Z[v/2] tarpusavy neekvivalencius pirminius elementus. Teigiami
sveikieji pirminiai skai¢iai p, tenkinantys salyga p = £1(mod8), yra pirminiai ir ziede
Z[\/ﬁ] Teigiami sveikieji pirminiai skai¢iai p, tenkinantys salyga p = 3,5(mod8), yra
iSskaidomi dvieju neekvivalenc¢iu pirminiu elementu a + bV2 ir a — b\/ﬁ, priklausanciu
ziedui Z[ﬂ], sandauga: p = (a+ bﬂ)(a — b\/§) = a2 — 2b%. Elementai a + bv/2 ir a — bv/2
yra apibrézti daugikliu +¢™, n € Z, tikslumu. Pareikalaukime, kad pirminio skaiciaus p,
p = 3,5(mod8), pirminiu daugikliu a + bv/2 ir a — b\/2 sveikosios dalys a biitu teigiamos ir
maziausios. Taip apibréztus ziedo Z[/2] pirminius elementus a+by/2, a —by/2 ir pirminius
skai¢ius p, p = +1(mod8) vadinsime ziedo Z[v/2] normuotais pirminiais elementais.

Dabar suformuluosime svarbia teorema apie ziedo Z[v/2] nenuliniu elementu isskaidy-
ma pirminiu elementu sandauga. Sios teoremos neirodysime.

Teorema. Ziedo Z[v/2] kiekvienas nenulinis elementas yra vienareikimiskai isskaido-
mas vieneto daliklio ir normuotu pirminiu elementu sandauga, jei nekreipiame démesio i

dauginamuju tvarka.

3. Panasiai kaip ir 2-me pavyzdyje, nagrinékime zieda Z[\/—5] =: {a+bv/—5|a,b € Z}
skai¢iu sudéties + ir daugybos - atzvilgiu. Sio ziedo vieneto dalikliu grupé yra {1, —1}.
Tai irodysime.
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Sakykime, a+by/—5|1. Tuomet egzistuoja toks c+dv/—5 € Z[v/—5], kad (a+bv/—5)(c+
dv/—b5) =1,t. y. ac—5bd = 1, ad + bc = 0. remdamiesi $iomis lygybémis, matome, kad ir

(a — by/=5)(c — dy/=5) = 1. Vadinasi,
(a +bvV=5)(c+ dv=5)(a — bv/=5)(c — dv/=5) = 1
arba
(a+bvV=5)(a — bv/=5)(c + dvV/—=5)(c — dv—=5) = (a® + 5b*)(c? + 5d?) = 1.

Si lygybé galima tik tuo atveju, jei a® 4+ 56> = 1, a,b € Z. Lygtis a® + 5b®> = 1 sveikaisiais
skaiciais turi tik Siuos sprendinius: a = 1,0 = 0 ir a = —1,b = 0. Pagaliau irodéme, kad
ziedo Z[y/—5] vieneto dalikliai yra tik {1, —1}.

Ziedo Z[v/—5] elementai 3, 7, 4++/—5 ir 4—+/—5 yra pirminiai. Pavyzdziui, irodysime,
kad 3 yra pirminis elementas. Sakykime, kad (a + bv/=5)(c + dv/=5) = 3. Panasiai kaip ir
ankséiau, galime irodyti, kad (a — by/—5)(c — dy/—5) = 3. Vadinasi,

(a + bv=5)(a — bv/=5)(c + dv=5)(c — dv/=5) = (a® + 5b%)(c? + 5d?) = 9.

Kadangi a? + 5b%|9, tai skaic¢ius a? + 5b* gali biiti lygus 1, 3 arba 9. Jei a® + 5b% = 1, tai
a = +1,b = 0. Siuo atveju ¢ + dv/—5 = +3. Lygtis a? 4+ 5b> = 3 sprendiniy sveikaisiais
skaiciais neturi. Jei a? + 5b% = 9, tai a = £3,b = 0. Pagaliau iSnagrinéjome visus atvejus
ir isitikinome, kad 3 yra pirminis elementas. Panasiai irodoma, kad 7 yra ziedo Z[y/—5]
pirminis elementas.

Dabar irodysime, kad 4 + /=5 yra taip pat Ziedo Z[\/—5] pirminis elementas. Saky-
kime, kad

(a4 bvV=5)(c +dv=5) = 4+ /5.

Tuomet ac — 5bd = 4, ad + bc = 1. Remdamiesi Siomis lygybémis, galite isitikinti, kad
(a — bvV/—=5)(c — dv/—5) = 4 — /—b.
Vadinasi,
(a4 bvV=5)(c+ dvV—=5)(a —bvV=5)(c — dvV—=5) = (4 + V=5)(4 — vV=5) = 21.

Sudaugine $ios lygybés kairéje puséje reiskinius, gauname: (a? + 5b%)(c® + 5d?) = 21.
Vadinasi, a® + 5b% gali biiti lygus 1, 3, 7, 21. Bet lygtys a? + 50> = 3, a® + 5b%> = 7
sprendiniu sveikaisiais skai¢iais neturi. Jei a® + 5b%> = 1, tai @ = +1,b = 0. Siuo atveju
c+dy=5 = (4 + v/=5). Jei a® + 5b> = 21, tai tuomet ¢® + 5d%> = 1. Siuo atveju
a+ bv/—5 = (4 + v/—5). Panasiai irodoma, kad Ziedo Z[\/—5] elementas 4 — /=5 yra
taip pat pirminis.
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Bet stai siurprizas:
3-7T=4+v-5)(4—+v-5) =21

Ziedo Z[/—5] elementas 21 yra isskaidomas pirminiais elementais dviem visiskai skirtin-
gais biidais! Ziede Z[y/—5] néra vienareiksmio iskaidymo nenuliniu elementu pirminiais
elementais.

7. Polinomuy ziedai
7. 1. Siame skyrelyje nagrinésime polinomu zieda.

Apibrézimas. Tarkime, (A,+,*) — komutatyvus ziedas su vienetu 1. Begaline

formalia suma > a;2?7 = ag + a1 + asx® + ... + amz™ + ..., aj € A, j > 0, vadinsime
Jj>0

kintamojo = polinomu su koeficientais ziede A, jei egzistuoja toks neneigiamas sveikasis

skaicius n, kad kiekvienam j > n, a; = 0.

Apibrézimas. Kintamojo x polinomus f(x) = ag + a1z + a2z + ... + apmz™ + ...
ir g(z) = by + b1z + bax® + ... + by, z™ + ... su koeficientais Ziede A vadinsime lygiais ir
zymésime f(x) = g(z) tada ir tik tada, kai kiekvienam j > 0, a; = b;. Visu kintamojo x
polinomu su koeficientais ziede A aibe Zymésime A[z].

Pastabos.

1. Polinoma 0+ 0z + 022 4. ..+ 02™ +. .. vadinsime nuliniu ir sutapatinsime su ziedo

A nuliumi 0.
2. Polinoma 1 4 0z + 022 4 ... + 02™ + ... sutapatinsime su ziedo A vienetu 1.

3. Jei polinomo f(z) = > aja?, f(x) € Alx], visi koeficientai a; = 0, kai j > n, tai
Jj=0
vietoje begalinés sumos ) a;jz’ raSysime baigtine suma ) ajz’.
i>0 j=0
Apibrézimas. Sakysime, kad nenulinis polinomas f(r) = ag + a1z + ax® + ... +

anx™ € Alz] yra laipsnio n, jei a,, # 0. Polinomo f(z) laipsni zymésime deg f(x).

Aibés A[x| elementu sudétis.

Sakykime, kad f(x) == Z ajzd, g(x) = Z bjz! € Alz]. Tuomet f(z)+ g(x) =:
> (aj +bj)xd. 920 JEO

Jj=0
Akivaizdu, kad (A[z],+) yra Abelio grupé.
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Aibés A[x| elementu daugyba.
Sakykime, kad f(z) == Y a;27, g(z) = 3 bja? € Alz]. Tuomet

Jj=20 Jj=20
f(z) - g(z) = Z Z ar * bs)a’
320 :230

Akivaizdu, kad dvieju polinomu sandauga yra polinomas.
Pratimas. [rodykite, kad polinomu daugyba yra asociatyvi.

Teiginys. Aibé A[x] polinomu sudéties ir daugybos atzvilgiu yra komutatyvus ziedas
su vienetu 1.

Irodymas. Kaip minéjome, (A[z],+) yra Abelio grupé. Polinomu daugyba yra
asociatyvi, 1 — daugybos atzvilgiu vienetas. Polinomu daugyba komutatyvi, nes ziedo A
elementu daugyba komutatyvi. Lieka jsitikinti, kad polinomu sudétis ir daugyba yra susieti
distributyvumo désniu

(f(z) + 9(2)) - Mz) = f(z) - h(x) + g(z) - h(x), f(x),9(x),h(z) € Alz].

Sakykime, kad f(z) = > a;27, g(x) = > bja?, h(xz) = > ¢;a’. Tuomet

Jj=0 j>0 §>0
(f(@)+g(@)-h@) =Y (D (ar+b)xc)al = (Y (ar*co+brxcy))al =
720 TR 720 TR
—Z Zar*csx]—kz Zb*cs I = f(z) - h(z) + g(x) - h(z).
720 rrisg 20

Apibrézimas. (A[z],+, ) yra vadinamas kintamojo x polinomu ziedu su koeficientais
ziede A.

7. 2. Teiginys. Jei ziedas (A, +, x) neturi nulio dalikliu, tai ir polinomu ziedas A[z]
neturi nulio dalikliu.
Irodymas. Sakykime, f(z) = 3 a;27, g(x) = Y bja? € Alx] atitinkamai n-ojo ir

Jj=0 j>0
m-ojo laipsniu polinomai (t.y. a, # 0 ir b,, # 0). Tuomet

f(x)-g(z) = (apz™ + Un_12" 1+ ...+ a1z + ag) - (D™ + byp—1 + ... + b1z + by) =

= Gy * DT 4 (A * b1 F @1 % b)) T L ag * Do

Kadangi a,, # 0,b,, # 0, tai a,, * b,, # 0 (nes ziedas A neturi nulio dalikliu). Vadinasi, jei
f(z) #0,9(x) #0, taiir f(z)-g(x) #0. A
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7. 3. Isvada. Jei f(z) # 0,9(x) # 0, tai deg (f(z) - g(x)) = deg f(z) + deg g(z).

7. 4. Polinomu dalumo savoka yra dalumo savokos ziede atskiras atvejis.

Apibrézimas. Tarkime, kad f(x),g(x) € Alz]. Sakysime polinomas g(z) dalija
polinoma f(z) (arba polinomas g(x) yra polinomo f(x) daliklis) ir zymeésime g(z)|f(z),
jei egzistuoja toks polinomas h(x) € Alz], kad f(z) = g(z) - h(x).

Teiginys. Jei komutatyvus ziedas (A, +,*) su vienetu 1 neturi nulio dalikliu, tai
kintamojo x polinomu ziedo A[z| vieneto dalikliu grupé (A[x])* sutampa su ziedo A vieneto
dalikliu grupe A*

Irodymas. Sakykime, f(x) € A[z] ir f(z)|1, t. y. egzistuoja toks g(z) € A[z], kad
f(x) - g(x) = 1. Remdamiesi sia lygybe, matome, kad deg f(z) + deg g(x) = deg 1 = 0.
Kadangi deg f(z) > 0, deg g(z) > 0, tai deg f(z) =0, t. y. f(x) = a € A. Remdamiesi
salyga al|l, gauname, kad f(z) = a € A*. Irodéme: (Alz])* C A*. Idétis A* C (Alz])* —
akivaizdi. Taigi (A[z])* = A*. A

7. 5. Dabar isnagrinésime kintamojo x polinomu su koeficientais kune k zieda k[z].
Sio ziedo struktiira pakankamai paprasta.

Dalybos su liekana formulé.

Sakykime, kad f(z),g(z) € k[z]. Tuomet egzistuoja tokie vieninteliai polinomai h(x)
ir r(x), priklausantys ziedui k[z], kad

ir deg r(z) < deg g(x).

Irodymas. Sakykime, kad f(x) = a 2" +a, 12" 1 +...+ a2 +ag, g(z) = b,z™ +
bm—1+...+biz+bg, a, # 0, by, # 0. Jein < m, tai imkime h(z) =0, r(z) = f(z). Tuomet
dalybos su lickana formule galime uzrasyti taip: f(z) = g(z)-0+ f(x), deg f(z) < deg g(z).

m=M jr atéme i§ polinomo f(x), gau-

Jei n > m, tai polinoma g(x) padaugine is e
name: f(z) — g(z) - g=2"™™ = (an-1 — 3= * bn—1)z" ' + ... = fi(z). Sia lygybe
perrasykime taip: f(z) = g(x)- y=2"~"™ + fi(z). Polinomo f1(z) laipsnis néra didesnis nei
n— 1. Jei deg f1(x) < m, tai 8iuo atveju polinomo f(z) dalyba i§ polinomo g(z) baigta ir
dalybos su liekana formulé atrodo taip: f(z) = g(z) - (c1z"™™) + fi(z), Cla ¢ = g=. Jei
deg f1(x) > m, tai, panasiai kaip ir anksc¢iau, polinoma fi(z) dalijame i$ polinomo g(x) ir
gauname lygybe: fi(z) = g(z) - (coz?®® 17™) + fo(x), cia deg fo(z) < deg fi(z) <n — 1.
Atlike $iuos veiksmus, gauname: f(z) = g(z) - (1™ ™ + coxd®8 17™) 4 fo(x). Jei
deg fa(x) < m, tai polinomo f(z) dalyba i polinomo g(z) baigta. Jei deg fao(z) > m,
tai, kaip ir anks¢iau, polinoma fo(z) dalijame i§ polinomo g(z). Si procesa tesiame tol,
kol gauname, kad liekanos laipsnis yra mazesnis uz polinomo g(x) laipsni m. Taigi po
baigtinio zingsniu skaic¢iaus gausime: f(x) = g(x) - h(z) + r(z), deg r(z) < deg g(z).
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Lieka irodyti, kad polinomai h(z) ir r(x) vienareik§miskai apibréziami. Sakykime, kad
f(z) =g(x)-W (x)+r'(x), deg r'(x) < deg g(x). Tuomet is lygybés f(z) = g(x)-h(z)+r(z)
atéeme lygybe f(z) = g(x)-h'(x) +7'(z), gauname: g(z)-(h(x)—h'(z))+ (r(z)—7r'(z)) = 0.
Jei butu h(z) — h/(x) # 0, tai polinomo g(x) - (h(x) — h/(x)) laipsnis butu deg g(x) +
deg (h(x) — h'(z)) > m, o polinomo r(x) — r'(z) laipsnis butu grieztai mazesnis uz m.
Vadinasi, polinomas g(z) - (h(z) — h'(z)) + (r(z) — 7’(x)) negalétu buti lygus 0. Taigi
h(z) = h'(x), r(x) = r'(z).

7. 6. Apibrézimas. Polinomas f(x) yra vadinamas nenuliniy polinomu ¢ (z), g2(z),
., gs(x), didziausiu bendruoju dalikliu, jei

L f(@)lg1(x), f(2)|ga(2), ..., f(x)]gs(z) (t. y. polinomas f(z) yra polinomu g1 (),
g2(x), ..., gs(x) bendras daliklis);
2. Jei h(x)|gi(x), h(x)]g2(x), ..., h(x)|gs(x), tal h(z)|f(x).
Teiginys. Polinomu ¢1(z), g2(x), ..., gs(x) didziausias bendrasis daliklis vien-

areik§miskai yra apibréziamas daugiklio ¢ € k* tikslumu.

Irodymas. Jei fi(x) ir fa(x) yra polinomu g¢1(z), g2(z), ..., gs(x) didziausi ben-
driausieji dalikliai, tai remdamiesi polinomu g (), g2(x), ..., gs(x) didziausio bendrojo
daliklio apibrézimu, gauname, kad fi(z)|f2(z) ir fo(x)|fi(x). Vadinasi, egzistuoja tokie
91(x) € klz] ir g2(x) € k[z], kad f2(x) = fi1(2) - hi(z) ir f1(z) = f2(2) - ho(z). Remdamiesi
Siomis lygybémis, gauname:

fa(@) = fi(x) - ha(x) = fa(2) - ho(z) - ha()

arba fa(x) - (1 — ha(z) - h1(z)) = 0. Kadangi ziedas k[x] neturi nulio dakikliu ir fa(z) # 0,
tai hi(z) - he(x) = 1, t. y. hi(z),ha(z) € k*. Pazyméje ha(z) = ¢ € k*, gauname
fi(x) =¢e- fa(x). A

7. 7. Dvieju nenuliniu polinomu didziausia bendraji dalikli galima rasti Euklido

algoritmu. Sakykime, nenuliniai polinomai fi(z), fo(z) € k[z]. Remdamiesi dalybos su
liekana formule, galime parasSyti lygybes:

fi(z) = fa(z) - ha(z) + f3(z), deg f3(z) < deg fa(w),
fo(z) = f3(z) - ha(z) + fa(z), deg fa(z) < deg f3(x),
fa(x) = fa(z) - halz) + f5(2), deg f5(z) < deg fa(x),

fm:?).(x) ;.fmf2(90) “hm—2(x) + frm—1(x), deg fm—1(z) < deg frm—2(),
fm—Z(x) :fm—l(x)'hm—l( )""fm(x); deg fm(x) <deg fm—l(aj)7
fm—1(x) = fm(2) - b (2) +

Paskutiné, nelygi nuliui, liekana f,,(x) ir yra polinomu fi(z) ir fo(x) didziausias
bendrasis daliklis. Tai irodysime. Polinomas f,,(x) dalija polinoma f,,—1. Remdamiesi
priepaskutine lygybe, matome, kad f,,(x) dalija polinoma f,,_5. Kildami parasytomis
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lygybémis aukstyn, gauname, kad f,,(x) dalija polinomus f,,—3(x), ..., fo(z) ir fi(x). Jei
polinomas h(x) dalija polinomus fi(z) ir fa(x), tai, remdamiesi pirmaja lygybe, matome,
kad fi1(x) dalija fs(z). Leisdamiesi lygybémis zemyn, gausime, kad fi(x) dalija ir f,,(z).
Taigi fon(z) yra polinomu fi(z) ir fa(z) didziausias bendrasis daliklis.

7. 8. I8vada. Jei polinomu fi(z) ir fo(x), priklausanciu ziedui k[z|, didziausias
bendrasis daliklis yra d(z), tai egzistuoja tokie polinomai ¢, (), g2(x) € k[z], kad

d(x) = fi(x) - g1(x) + fa(z) - g2(2).

Irodymas. Polinomams fi(z) ir fo(x) pritaike Euklido algoritma, gauname:

fi(z) = fa(@) - ha(z) + f3(z), deg f3(z) < deg fa(x),
fo(z) = f3(z) - ha(z) + fa(z), deg fa(z) < deg f3(x),
fa(x) = fa(z) - ha(z) + f5(2), deg f5(v) < deg fa(z),

Frnes(2) = Fren(®@) - hanz(&) + oo (@), deg fns(z) < deg fin_a(),
fm—2<x) - fm—l(x) : hm—l(x) + fm(a:)7 deg fm(x) < deg fm—l(x)7
fm—l(x) = fm(m) : hm(x) + 07

Kaip zinome, f,,(z) yra polinomu fi(z) ir fo(x) didziausias bendrasis daliklis, t. y.
d(z) = efm(z). 18 priespaskutinés Euklido algoritmo lygybés gauname: f,,(z) = fo—2(z)—
fm—1(x) - hy—1(x). T 8ia lygybe irase polinomo f,,_1 israiska, gauta i Euklido algoritmo
aukscéiau esancios lygybés, gauname: f,,(x) = fim—2(2) — (fin—3(x) — frn—2(2) - hpp—2(x)) -
hm-1(x) = = fm-3() - hm—1(2) + fm—2(x) - (1 + hm_2(2) - hyp—1(x)). T sia lygybe irase
polinomo f,,_o(z) iSraiska polinomais f,,—s3 ir f,,—4, gausime polinomo f,,(x) israiska
polinomais f,,_3 ir f,,—4. Darydami tokius pertvarkymus ir toliau, galu gale gausime
fm(z) i8raiska polinomais fi(z) ir fa(z):

fm(@) = f1(2) - g1 (2) + fa(x) - ga(x).

Remdamiesi §ia lygybe, gauname d(z) = ¢ - (f1(z) - g1 () + f2(x) - g5(z)) = f1(z) - g1(x) +
fa(@) - g2(2), Cia g1(z) = € - g1(2), g2(z) = € - g3(x). A

7. 9. Pirminis polinomas.

Apibrézimas. Polinomas p(x) € k[z| yra vadinmas pirminiu vir§ kuno k, jei poli-
nomas p(z) neisskaidomas dvieju polinomu f(x),g(z) € k[x], kuriu laipsniai mazesni uz
polinomo p(z) laipsni, sandauga f(x) - g(z). Kitaip tariant, polinomas p(z) yra pirminis
virs kuno k, jei lygybé p(z) = f(x) - g(x), f(x),g(z) € k[z], yra galima tik tuo atveju, kai

p(z) = f(z), g(z) = e arba p(z) =¢ - g(z), f(z) =7, e € k"

Jei kunas k yra kuno K pokunis, tai polinomu ziedas k[z] yra ziedo K|[z| poziedis.
Polinomas p(x) € k[x] pirminis vir§ kuno k gali nebuti pirminiu vir§ kuno K, t. y. gali buti
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isskaidomas dvieju polinomu f(z),g(z) € K[x], deg f(x) < deg p(x), deg g(z) < deg p(x),
sandauga f(z) - g(x).

Pavyzdziui, polinomas 2% — 2 € Q] yra pirminis virs kiino Q, nes v/2 ¢ Q ir todél sis
polinomas néra isskaidomas dvieju pirmojo laipsnio polinomu su racionaliais koeficientais
sandauga. Bet &is polinomas néra pirminis vir kiino Q(v/2), nes 22 —2 = (z—v/2)-(z++v/2).

Apibrézimas. Polinoma f(z) € k[z| vadinsime normuotu, jei jo koeficientas prie
aukséiausiojo  laipsnio yra lygus 1, t. y. jei f(x) = 2™ + ap_12" 1 + ... + a17 + ao.

Nagrinékime zieda k[x]. Kaip ir bendruoju ziedu teorijos atveju, polinomus f(x)
ir g(x) vadinsime ekvivalenciais, jei f(z) = ¢ - g(x), ¢ € k*. Tarpusavy ekvivalenciu
polinomu aibéje {e - f(z)|e € k*} egzistuoja vienitelis normuotas polinomas. Jei f(z) =

~1 gausime

Anx™ + ap_ 12" 1+ ...+ a7 + ag, a, # 0, tai, polinoma f(z) padaugine i§ a
normuota polinoma afbl - f(x) = 2™ + a,;lan_lx”*1 + ...+ a;lalx + a;lao, priklausanti
polinomo f(x) ekvivalentumo klasei. Kalbédami apie polinomu didziausia bendraji daliklj

apibréztumo délei galime turéti omenyje polinomu normuota didziausia bendraji dalikli.
Irodysime pirminiu polinomu p(z) € k[z] labai svarbia savybe.

7. 10. Teorema. Jei ziedo k[z] pirminis polinomas p(x) dalija polinomu f(x), g(z) €
k(x| sandauga f(x) - g(z), tai p(z) dalija bent viena i$ polinomu: f(z) ar g(x).

Irodymas. Jei p(z)|f(x), tai teoremos teiginys irodytas. Jei p(x) ff(x), tai polinomu
p(z) ir f(x) didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, egzistuoja tokie polinomai
u(x),v(x) € k[z], kad p(z) - u(x) + f(z) -v(z) = 1. Padaugine sia lygybe is ¢g(z), gauname:
p(z) -u(x)-g(z)+ f(x) - g(x)-v(z) = g(x). Polinomas p(x) dalija polinoma, esantj kairéje
sios lygybés puséje, vadinasi, p(x) dalija ir g(z). A

7. 11. Teorema. Kiekvienas nenulinis polinomas f(z) € k[z] vienareiksmiskai
iSskaidomas vieneto daliklio ir normuotu pirminiu polinomu vir§ kiino k£ sandauga, jei
nekreipiame démesio i dauginamuju tvarka.

Irodymas. Visu pirmiausia irodysime, kad kiekviena nenulini polinoma f(x) € k|x]
galima isskaidyti vieneto daliklio ir normuotu pirminiu polinomu virs kiino £ sandauga.

Nulinio laipsnio nenulinis polinomas yra vieneto daliklis. Siuo atveju teiginys yra
teisingas. Pirmojo laipsnio polinoma aix + ag, a1 # 0, galime uzrasyti taip: a1x + ag =
ay(x + al_lao). Tai ir yra polinomo aix + ag skaidinys vieneto daliklio a; ir normuoto
pirminio polinomo x + aflao sandauga. Sakykime, teiginys yra irodytas kiekvienam
nenuliniam polinomui f(x) € k[z], kurio laipsnis yra mazesnis nei n. Irodysime, kad
kiekvienas ir n-ojo laipsnio polinomas yra iSskaidomas vieneto daliklio ir normuotu pirminiu
polinomu vir§ kuno k£ sandauga. Imkime n-ojo laipsnio polinoma f(x) € k[x]. Jei f(x) yra
pirminis virs kiino k, tai, iSkéle pries skliaustus polinomo f(x) koeficienta prie aukséiausiojo
x laipsnio, gausime ieskoma polinomo f(z) skaidini. Jei f(z) néra pirminis virs kuno k,
tai egzistuoja tokie g(x),h(z) € k[x], deg g(x) < deg f(z), deg h(z) < deg f(x), kad
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f(x) = g(x) - h(z). Polinomai g(x), h(z) pagal prielaida yra isskaidomi vieneto daliklio ir
normuotu pirminiu polinomu vir§ kiino k£ sandauga. Taigi tokia sandauga yra iSskaidomas
ir polinomas f(z).

Dabar jrodysime skaidinio vienati. Sakykime, kad

f(x) =e-pi(x) -pa(a) - pr(x) = n-qu(@) - g2(2) - .. - g5 (),

e,n € k*, p1(x), p2(x), ..., pr(x), q1(x), ¢2(x), ..., gs(x) — normuoti pirminiai polinomai
virs k. Reikia irodyti, kad r = s, € = n ir egzistuoja toks skaiciu 1, 2, ..., r keitinys j1, jo,

- Jr, kad pl(x> = 4 (x)’ p2(aj) = 4y, (.%‘), SR pr(:v) = q]'r(z)'
Visigkai akivaizdu, kad € = n = a,, — polinomo f(x) koeficientas prie auksciausiojo x
laipsnio. Polinomas p;(x) yra pirminis virs & ir

p1(@)qu(x) - g2() - - .. - gs ().

Jei p1(x) fq1(z), tai, remdamiesi irodyta pirminiu polinomu savybe, gauname:

p1<$)|QQ($) e qs(gj)_

Taip tesdami toliau, po baigtinio zingsniu skaiciaus, gausime, kad p;(z)|g;, (x). Kadangi
p1(z) ir ¢;, () yra normuoti pirminiai polinomai vir§ & ir py(z)|g;, (x), tai pi(x) = gj, (x).
Polinomy ziedas k[z]| neturi nulio dalikliu, vadinasi,

e-pr() - (p2(2) - pr(@) —qu(@) - ga(@) - - G (@) - - gs(2)) = 0O

tik tuo atveju, kai

p2(z) .. pr(@) — (@) - q2(x) . Gy (@) - gs(2) =0,
t. y., kai
p2(x) - pr() = (@) - g2(2) - Gy (2) - - gs ()

(stogelis virs polinomo rodo, kad to polinomo sandaugoje néra). Teoremos irodyma galima
uzbaigti matematinés indukcijos metodu, tarus, kad kiekvieno polinomo, kurio laipsnis yra
mazesnis nei polinomo f(z) laipsnis, skaidinio pirminiais polinomais vienatis irodyta. A

8. Polinomu ziedo k[z] idealu struktiira

8. 1. Polinomu ziedo k[x] idealu struktura paprasta.

Teiginys. Polinomu ziedas k[z] yra pagrindiniu idealu ziedas. Kitais zodziais tariant,
jei a yra ziedo k[z] idealas, tai egzistuoja toks polinomas f(x) € k[z], kad a = f(z) - k[z].
Kaip paprastai, f(z) - k[z] sudaro visi polinomai, polinomo f(z) kartotiniai, t. y. f(x) -

klz] = {f(x)g(2)| g(x) € klz]}.
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Irodymas. Jei a = {0}, tai a = {0} = 0- k[z]. Jei a # {0}, tai egzistuoja maziausio
laipsnio polinomas f(x), priklausantis idealui a. Remdamiesi idealo apibrézimu, gauname,
kad f(x) - k[x] C a. Irodysime, kad kiekvienas idealo a polinomas priklauso f(x) - k[z],
t. y. f(x) dalija kiekviena polinoma g(x), priklausanti idealui a. Sakykime, g(x) € a.
Polinomams f(x) ir g(x) pritaike dalybos su liekana formule, galime parasyti: g(x) =
f(z) - h(x) +r(x), deg r(z) < deg f(z). Polinomas r(x) priklauso idealui a, nes g(x) € a,
f(z) € a, vadinasi, ir r(z) = g(z) — f(z) - h(z) € a. Kadangi deg r(z) < deg f(z),
tai r(xz) = 0, nes prieSingu atveju gautume priestaravima polinomo f(z) iSrinkimui, kaip
maziausio laipsnio, priklausancio idealui a. I8 lygybés r(x) = 0 gauname g(z) = f(z)-h(z),

t. y. g(x) € f(x) - k[z]. Taigi a = f(z) - klz]. A

Akivaizdu, kad f(z) - klx] C g(z) - k[z] tada ir tik tada, kai g(x)|f(x). Vadinasi,
f(z) - klz] = g(z) - k[x] tada ir tik tada, kai f(z)|g(z) ir g(x)|f(x), t. y. , kai polinomai
f(x) ir g(z) yra ekvivalentus.

Teiginys. Polinomu ziedo k[x| idealas f(z) - k[x] yra maksimalus tada ir tik tada, kai
f(z) yra pirminis vir§ kuno k& polinomas.

Irodymas. Sakykime, kad idealas f(z) - k[z] néra maksimalus. Tuomet egzistuoja
toks idealas g(z) - k[z], kad f(z) - k[x] C g(z) - k[z] C k[z], bet f(x) - k[z] # g(x) - k[z],
g(x) - klz] # k[z]. 18 salygos f(z) - k[z] C g(x) - k[x] gauname, kad g(z)|f(x). IS salygu
f(x)-k[x] # g(z)-k[z], g(z)-k[z] # k[z] gauname, kad deg g(x) > 0 ir deg g(x) < deg f(x).
Taigi $iuo atveju f(x) néra pirminis vir§ kuno k.

Tarkime, kad f(z) yra pirminis polinomas virs kuno k. Jei butu f(z)-k[z] C g(z)-k[x],
tai gutume g(z)|f(x). Kadangi f(x) yra pirminis polinomas virs kuno k, tai arba g(x) € k*
arba f(z) ir g(x) yra ekvivalentus. Pirmuoju atveju idealas g(z) - k[z] = k[z], o antruoju
— f(x) - klz] = g(z) - k[z]. Kaip matome, jei f(z) yra pirminis polinomas vir§ kuno k, tai
idealas f(x) - k[z] yra maksimalus. A

Anksciau irodéme, kad ziedo faktorziedas pagal maksimalu ideala yra kunas. Sakyki-
me, f(x) — ziedo k[z] pirminis polinomas vir§ kuno k. Kaip zinome, f(x) - k[z]| yra ziedo
k[x] maksimalus idealas. Trumpumo délei §j ideala pazymékime raide f.

8. 2. Dabar tirsime polinomu ziedo k[z| faktorzieda k[z]|/f pagal maksimalu ideala
f=f(x)-klz].

Teorema. Tarkime, kad f(z) € k[z] pirminis polinomas vir§ kuno k. Polinomu ziedo
k[x] faktorziedas k[z]/ f pagal maksimalu ideala f = f(x)-k[x] yra kuno k plétinys, kuriame
polinomas f(z) turi Sakni.

Irodymas. Polinomu ziedo k[x| faktorziedas k[z]/f pagal maksimalu ideala §f =
f(z) - k[z] yra kunas. Nagrinékime faktorziedo k[x]/f elementus a + f, a € k. Isitikinsime,
kad atvaizdis F' : k — k[z]/f, « — a+f, a € k, yra injektyvus homomorfizmas. Sakykime,
kad F'(a) = F(fB), a, f € k. Kadangi F(«) = a+f, F(8) = B+f, taiis lygybés F'(a) = F(0)
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gauname, kad a+f = B+, t. y. a— [ € §. Salyga a— (3 € f ekvivalenti salygai f(z)|a— (.
Bet f(x)|a— 0 tik tuo atveju, jei « — 3 = 0, nes deg f(x) > 0, o deg (a — ) < 0. Irodéme,
kad F' — injektyvus atvaizdis.

Dabar isitikinsime, kad F' yra homomorfizmas. Bet kuriems «a, § € k, gauname F'(a+
B)=a+p+f=(a+f)+(6+f) = F(a)+ F(B). Panasiai, bet kuriems «, § € k, gauname
Fla-f)=a-8+f=(a+§)-(6+Ff) =Fla) F(B).

Kadangi F': k — k[z]/f injektyvus homomorfizmas, tai galime sutapatinti kuna k su
jo vaizdu F'(k) € k[z]/{. Pazyméje kuna k[z]/ f raide K, kuna k galime nagrinéti kaip kuno
K pokuni. Taigi f(z) € k[z] C K[x]. Pazymékime raide 6 kuno K = k[z]/f (priminsime,
kad f = f(z)-k[z]) elementa z+f. Sakykime, kad f(x) = apz"™ +an,_12" "1 +...+ A1z +ao,
aj €k C K,0<j<n. Tuomet f(0) =a 0" +a,— 10" ' +...+ A10+ao = f(z) +f=1.
Bet f yra kuno nulinis elementas. Taigi f(f) =0, t. y. 6 yra polinomo f(z) Saknis. A

Pavyzdziai.

1. Nagrinékime Q|x] ir polinoma x%—2. Sis polinomas yra pirminis virs Q. Faktorziedo
Qlz]/((2? — 2) - Q[z]) elementai vienareiksmiskai gali buiti uzrasomi taip : a + bx + (22 —
2) - Q[z]. Sudauginkime §io faktorziedo du elementus :

(a+bx+ (22 —2)-Qx])- (c+dx+ (2* —2)-Qlx]) = ac+ (ad+be)x +bdx? + (z? —2)-Qz] =

ac+ (ad + be)x + bd(z? — 2+ 2) + (22 — 2) - Q[z] = ac + 2bd + (ad + be)z + (2 — 2) - Q[z].

Kita vertus, aibé Q(v/2) = {a + bv/2|a,b € Q} skai¢iu sudéties ir daugybos atzvilgiu yra
kunas. Tuo isitikinsime. Akivaizdu, kad §i aibé yra stabili sudéties ir daugybos. Vadinasi,
(Q(+/2), +,-) yra komutatyvus ziedas. Jei a 4 by/2 # 0, tai

1 a—bv2 a—b\/§_ a —bv2

a+bvV2  (a—bV2)-(a+bv2) a?—202 a?—2b2  a?—2b?

Isitikinome, kad (Q(v/2), +,-) yra kunas. Dabar irodysime, kad Q[z]/((z? — 2) - Q[z]) yra
izomorfinis kinui (Q(v/2), +, -). Atvaizdis F : Q(v2) — Q[z]/((22—2)-Qlxz]), F(a+bv/?2) =
a+br+ (22 —2)-Q[z], a+bv2 € Q(v/2), yra izomorfizmas. Akivaizdu, kad F yra bijekcija.
I$ ankséiau sudaugintu kiino Q[z]/((2%—2)-Q[z]) elementu matome, kad F igsaugo sudéties

ir daugybos veiksmus.

2. Nagrinékime Q|z] ir polinoma 23 —2. Polinomas x> —2 yra pirminis virs racionaliuju
skaiciu kuino Q. IS tikruju. Jei §is polinomas nebiitu pirminis virs Q, tai ji butu galima
iSskaidyti arba i triju pirmos eilés polinomu arba i pirmos ir antros eilés polinomu su
racionaliaisiais koeficientais sandauga. Vienu ar kitu atveju Sis polinomas turétu racionalia
sakni. Bet kubiné Saknis i§ dvieju néra racionalus skaicius, o kitos §io polinomo Saknys yra
kompleksinés.

Faktorziedo Q[z]/((x® — 2) - Q[x]) elementai vienareik§miskai gali biiti uzrasomi taip:
a+bx +cx?® + (23 —2) - Q[z]. Pries sudaugindami kiino Q[x]/((z3 —2) - Q[z]) du elementus,
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sutarkime ideala (x® — 2) - Q[x] Zyméti m, o Q[x]/((z® — 2) - Q[z]) — K. Sudauginkime §io
kino du elementus: (a+bzx+cz?+m)-(a'+b'z+2?>+m) = aad’ + (ab’ +ba’ )z + (ac’ + by +
ca’)x? + (bc + cb')x3 + ezt +m = aa’ + (ab’' +ba )z + (ac’ + b + ca’)x? + (be' + cb') (23 —
2+4+2)+cc (2t =224 2x) +m = aa’ +2(bc’ +cb’) + (ab +ba’ +2cc )z + (ac’ +bb +ca’)x? +m,
nes 75 — 2,2 — 2z = (23 - 2) -x €m.

Kaip ir pirmajame pavyzdyje, galite isitikinti, kad kunas K yra izomorfinis kuinui
Q(v/2). Atvaizdis F : Q(v/2) — K = Q[z]/((z® — 2) - Q[z]), F(a + bV/2 + cV4) =
a+bxr+cr’>+m, a+ b2+ /4 e @(\3/5), yra §iu kiinu izomorfizmas.

Pratimas. Pasinaudoje Euklido algoritmu, raskite elementui a+b</2+c+/4 atvirkstini
elementa.

143



