IV skyrius. GRUPES

1. Grupeés

1. 1 Siame skyriuje nagrinésime grupes,viena i§ labai svarbiu algebriniu struktiruy,
apibréziamu vienu aibés elementu vidiniu kompozicijos désniu, tenkinanciu tam tikras
aksiomas.Tai paprasciausias atvejis ta prasme, kad struktiira aibéje yra apibréziama vienu
kompozicijos désniu.

Apibrézimas. Aibé G joje apibrézto kompozicijos désnio * atzvilgiu yra vadinama
grupe, jei
1. Kompozicijos désnis % yra asociatyvus, t.y. bet kuriems g1, g2, g3 € G, teisinga
lygybé
(91 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3))-

Formaliai $i aksioma uzrasoma taip:

V(915 92,93 € G)((g1 * g2) * g3 = g1 * (92 * g3)).

2. Egzistuoja neutralus elementas 1 € G kompozicijos désnio * atzvilgiu, t.y.
kiekvienam g € G teisinga lygybé

lxg=gx1=g.

Elementas 1 yra vadinamas grupés vienetu ir,kaip zinome [?],yra vienintelis.
3. Kiekvienam elementui g € G egzistuoja simetrinis elementas ¢g~! kompozicijos
désnio * atzvilgiu:
gxg =g txg=1
Elementas g~! yra vadinamas atvirkstiniu elementu elementui g ir,kaip Zinome [ ], yra
vienintelis.

1. 2. Apibrézimas. Grupé (G, *) yra vadinama komutatyviaja (arba Abelio) grupe,
jei kompozicijos désnis * yra komutatyvus.

Abelio grupés sudaro svarbia grupiu klase, bet grupés, vaidinancios ypatinga vaidmeni
teorinéje fizikoje, fizikinés chemijos, kristalu bei kitose teorijose, jau nekalbant apie ma-
tematika, beveik be iSimciu yra nekomutatyvios. Todél apsiriboti tik komutatyviosiomis
grupémis netikslinga.

Grupés apibrézime 2-aja ir 3-iaja aksiomas galima pakeisti silpnesnémis.

1. 3. Antrasis grupés apibrézimas. Aibé G joje apibrézto jos elementu kompozi-
cijos désnio * atzvilgiu yra vadinama grupe, jei
1’. Kompozicijos désnis * yra asociatyvus.
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2’. Egzistuoja aibés G toks elementas e, kad kiekvienam g € G

exg=g

Siuo atveju e yra vadinamas kairiuoju grupés vienetu.
3’. Kiekvienam aibés GG elementui g egzistuoja aibés G toks elementas h, kad

hxg=e.

Siuo atveju h yra vadinamas kairiuoju atvirkstiniu elementu elementui g.

1. 4. Irodysime, kad Sie grupés apibrézimai yra ekvivalentiis. Visiskai akivaizdu, jei
(G, ) yra grupé pirmojo apibrézimo prasme, tai (G,*) yra grupé ir antrojo apibrézimo
prasme. Atvirksciojo teiginio irodyma sudaro keleto atskiru teiginiu irodymai.

1. Teiginys. Jei (G,x*) yra grupé antrojo apibrézimo prasme, tai lygties = x x = z
sprendinys grupéje (G, x) yra z = e.

Irodymas. Jei grupés (G, *) elementas z tenkina salyga = * x = z, tai Sios lygybés
abi puses i§ kairés padaugine i§ elementui x kairiojo atvirkstinio elemento y, gauname:
y*x(xxx)=y*xx. Bet y*(xxz) = (y*x)*xx=e*xx =x,0y*x =e. Vadinasi, z =e. A

2. Teiginys. Jei (G, %) yra grupé antrojo apibrézimo prasme, tai kiekvienam g € G
1. g x e = g(kitaip tariant e yra grupés vienetas);
2. Jei h yra kairysis atvirkstinis elementas elementui g, tai h yra ir deSinysis
atvirkstinis elementas elementui g.

Irodymas. Pirmiausia irodysime antraja teiginio dali. Jei A yra kairysis atvirkstinis
elementas elementui g, tai galime parasyti lygybes:

gxh=gxexh=gx(hxg)xh=(gxh)x*(gxh),

t. y. elementas g * h tenkina salyga: (g * h) * (g * h) = g * h. Remdamiesi 1-uoju teiginiu,
gauname, kad gxh = e. Vadinasi, h yra tiek kairysis, tiek ir deSinysis atvirkstinis elementas
elementui g.

Dabar irodysime pirmaja teiginio dali. Remdamiesi 2-aja irodyta teiginio dalimi,
galime parasSyti:
gre=gx(hxg)=(gxh)xg=exg=yg,

t. y. g *x e = g, ¢ia h — atvirkstinis elementas elementui g. A

1. 5. Dvieju grupés apibrézimy ekvivalentumas. Taigi grupés (G, *) antrojo
apibrézimo prasme kairysis vienetas e tenkina pirmojo grupés apibrézimo 2-aja aksioma,
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o elementui g kairysis atvirkstinis elementas h tenkina pirmojo grupés apibrézimo 3-iaja
aksioma. Taigi abu grupés apibrézimai yra ekvivalentus.

Butu galima pateikti ir treciaji grupes apibrézima, antrajame grupeés apibrézime zodi
"kairysis” pakeiciant zodziu ”deSinysis” ir irodyti visu apibrézimu ekvivalentuma. Tai
padaryti paliekame skaitytojui.

1. 6. Irodysime paprasta fakta.
Teiginys. Tarkime, (G, *) — grupe, g,h € G. Tuomet (g+h)"t =h"tx gL

Irodymas. Elementas (g * h)~! yra atvirkstinis elementui g * h. Isitikinsime, kad ir
h=! % g1 taip pat yra atvirkstinis elementas elementui g * h. I tikruju,

(g*h)*(h_l*g_l):9*(h*h_1)*g_1:g*l*g_lzg*g_lzl‘

Kadangi kiekvienam grupeés elementui egzistuoja tik vienintelis atvirkstinis elementas, tai
(gxh)"t=h"1txg . A

1. 7. Apibrésime grupés elementu laipsnius sveikaisiais skai¢iais. Tarkime, kad g
yra grupés (G, *) elementas. Sutarkime, kad ¢° = 1,¢' = g. Elemento g n—aji laipsni,
n > 0, galima apibrézti induktyviai: ¢ =: g*g"~'. Jei n < 0, tai elemento g n—aji laipsni
apibréziame taip: ¢" = (¢~!)™" (&ia —n > 0).

Pratimai.

Irodykite lygybes:
1. g™ * g™ = g™t m,n € Z.
2. (¢g")"=g™",m,n € Z.

Pastaba. Abelio grupés kompozicijos désnis dazniausiai yra zymimas + ir vadinamas
grupés elementu sudétimi, neutralus elementas — 0 ir vadinamas nuliumi, o elementui g
simetrinis elementas yra zymimas —g ir vadinamas priesingu elementu elementui g. Sie
zymejimai yra vadinami adiciniais, o ankstesni, kuriais iki Siol naudojomés, — multip-
likaciniais. Peréjimas nuo multiplikaciniu zZymeéjimu prie adiciniy ir atvirksciai — labai
paprastas:

Y xy? % ...ox ¢ multiplikaciniame zyméjime yra pakei¢iamas

. n
grupes elementas
grupés elementu nq * x1 + no * X2 + ... + ng *x s adiciniame zyméjime ir atvirksciai, 1 —

elementu 0 ir t. t.

1. 8. Apibrézimas. Jei grupés (G, ) aibé G yra baigtiné, tai grupé (G, x) yra
vadinama baigtine, o aibés G elementu skaic¢ius |G| yra vadinamas grupeés (G, x) eile. Jei
grupés (G, *) aibé G yra begaliné, tai grupé (G, *) yra vadinama begaline.

Susitarimas. Dazniausiai paprastumo deélei naudojant multiplikacinius zyméjimus
tarp komponuojamuju elementu nerasSysime kompozicijo désnio zenklo.
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Pavyzdziai.
1. Akivaizdu, kad (Z,+), (Q, +), (R, +) — begalinés Abelio grupés.
2. Akivaizdu, kad (Q7,-), (R%,),(Q",-), (R¥,) — begalinés Abelio grupés.

3. X —aibé, P(X) — aibés X visuy poaibiu aibé. (P(X), &) — Abelio grupé, nes

1. © — simetriné aibiu atimtis yra asociatyvus kompozicijos désnis;

2. () — neutralus elementas simetrinés aibiuy atimties © atzvilgiu;

3. Elementui Y € P(X) (t. y. Y C X) simetrinis elementas yra Y (nes Y oY = ).
Jei X — baigtiné aibé ir | X| = n, tai grupés P(X) eilé lygi |P(X)| = 2™.

4. Simetriné grupé. Tarkime, kad X — netuscia aibé. (AutX,o) — grupé, nes, kaip
zinome:
1. o — asociatyvus kompozicijos désnis;
2. AutX > id — neutralus elementas atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu (primin-
sime, kad id(x) = z, 2 € X);
3. feAutX = f~lc AutX, foft=f1lof=id
Jei X — begaliné aibé, tai ir grupé (AutX, o) — begaliné. Jei | X| = n, tai $iuo atveju
grupé (AutX, o) yra zymima S,, (arba 3,,) ir yra vadinama n-ojo laipsnio simetrine grupe.

n-ojo laipsnio simetrinés grupés S, elementus galima nagrinéti kaip bijekcijas f :
N, — N,, da N,, = {1,2,...,n}. Pastebésime, kad vietoje N,, galima imti bet kuria
baigtine aibe, turinc¢ia n elementu. Daznai bijekcija f : X — X, kai X — baigtiné aibé, yra
vadinama aibés X elementu keitiniu. Bijekcija f : N,, — N,, galima pavaizduoti lentele

( 1 2 ... )

fa) @ ... fln))’

pirmoje eilutéje bet kuria tvarka surasius visus aibés N,, elementus (duotoje lenteléje aibés
N,, elementai surasyti naturalia tvarka), o antroje eilutéje po kiekvienu pirmos eilutés
elementu j parasius jo vaizda f(j). Kadangi f — bijekcija, tai f(1), f(2),..., f(n), — visi
tarpusavy skirtingi elementai. Dar karta pabréziame, kad lentelés pirmoje eilutéje aibes N,
elementu tvarka nesvarbi, bet svarbu, kas paraSyta po kiekvienu pirmos eilutés elementu!

1 2 3 3 2 1
2 3 1)'\1 3 2

apibrézia viena ir ta pati atvaizdi f : N3 — N3. Tarp lenteliu, vaizduojanciu viena ir ta

Pavyzdziui, lenteles

pati atvaizdi, rasSysime lygybés zenkla. Pavyzdziui,

1 2 3\ (3 21
(231)‘(132)’
1 2 3 1 2 3
(231)#(312)
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Dabar nesunku suskai¢iuoti, kiek elementu turi grupé S,,. Tuo tikslu reikia suskai-
¢iuoti, kiek galima sudaryti lenteliu

vaizduojanciu visas skirtingas bijekcijas f : N,, — N,. Akivaizdu, kad po 1-ju galima
paraSyti bet kuri aibés N,, elementa, po 2-ju galima parasSyti bet kuri viena is likusiu n — 1
aibés N,, elementy ir t. t.. Vadinasi, galima sudaryti i§ vison-(n—1)-...-2-1 = nl!
skirtingu lenteliu, t. y. |S,| = n!.

Tarkime, kad

— bijekcijos.
Tuomet

nes kiekvienam j:

Pastebésime, kad

Is tikruju:

1o57 = (st st o at)o (VTR )=

5. Grupé Ss.

g — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 1 2 3)0\1 3 2/)\2 1 3)\2 3 1)°\3 2 1)°\3 1 2 '

Pazymékime



Tuomet

> (1 2 3 (v 23\ , (123
T =\3 1 2)7°77\3 2 1)°7°T7\1 3 2)°

0% =id,7? = id. Taigi S3 = {id,0,0%, 7,0 0 7,02 0 7}, t. y. grupés S3 elementai yra
iSreiskiami elementu o ir 7 sandaugomis. Elementus o ir 7 sieja lygybeés

0> =712=1id, ToocoT =0°

Siu lygybiu pakanka tam, kad galétume atstatyti grupés Ss elementu daugybos lentele.

Pavyzdziui,
_ _ _ 2 .
Too=Tocoo(ToT)=(ToooT)oT =0"0T;
(0oT)0(6207T)=00T000GOT=00T0TOTOTOGTOT =
:Uo(ToUoT)o(ToUoT):0002002:03002=id002=02;
2 _ _ _ 2 2 3 _
T0(0°0T)=T00O0O0COT=TO00OTOTOOOT=0"00"=0"00=20
ir t. t..

Pastaba. Atvaizdziu kompozicijos désnis yra zymimas o. Siuo zenklu zyméjome ir
simetrinés grupes elementu kompozicija, nes simetrinés grupés elementus interpretavome
kaip bijekcijas. Bet vietoje zymens o renkant formules kompiuteriu patogiau rasyti .
Todél daznai, nors kai kuriu grupiu elementus ir interpretuosime kaip atvaizdzius, tarp
komponuojamu elementu vietoje zymens o raSysime .

6. Diedro grupé D, (abstrak¢iojo arba kombinatorinio taisyklingojo m-kampio
simetriju grupeé).

Tarkime, kad aibée F = {{1,2},{2,3},...{n — 1,n},{n,1}}, t. y. sudaryta i3 aibés
N,, nurodytu poaibiu. Pora (N,,, F) pavadinsime abstrak¢iuoju taisyklinguoju n-kampiu.
Bijekcija f : N,, — N,,, tenkinancia salyga X € F <= f(X) € F, pavadinsime ab-
strak¢iojo taisyklingojo n-kampio (N,,, F) simetrija. Nesunku jsitikinti (o i§ tikruju aki-
vaizdu), kad abstraké¢iojo taisyklingojo n-kampio (N,,, F) visos simetrijos atvaizdziu kom-
pozicijos * atzvilgiu sudaro grupe. Si grupé yra vadinama diedro grupe. Sutarkime Sia
grupe zymeéti D,,.

Norint apibrézti (N,,, F) simetrija f, pakanka nurodyti, pavyzdziui, aibés N,, elementu
1 ir 2 vaizdus: f(1), f(2). Elemento 1 vaizdas gali buti bet kuris aibés N,, elementas i, o
tuo tarpu 2 — tik toks j, kad {i,j} € F. Jei elementu 1 ir 2 vaizdai nurodyti, tai kitu aibés
N,, elementy vaizdai vienareikSmiskai nurodomi (jrodykite).

Ypa¢ lengvai yra apraSoma abstrakéiojo taisyklingojo m-kampio (N,,,F) simetriju
grupé, pavaizdavus (N,,, F) plokstumoje kaip geometrinj taisyklingaji n-kampi (zr. pav.).
I§ geometrinés prasmés nesunku suvokti, i§ kokiu atvaizdziu sudaryta grupé D,,. Si grupé
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turi n posuikiu apie n-kampio simetrijos centra O ir n atspindziu taisyklingojo n-kampio
simetrijos asiu atzvlgiu. Pazymeéje postki

0_(1 2 ... n—1 n)
2 3 ... n 1)/’
kitus postikius galime uzrasyti o laipsniais: ¢ = o',0%,...,0" 1 0" = id. Pazyméje
atspindi
T_(1 2 3 ... n-—-1 n)
1 n n—-1 ... 3 2 )’

visus atspindzius galime uzradyti taip: 7,0 7,02 *7,...0" !

1

* 7. IS geometrinés prasmeés
akivaizdu, kad 7* o *7 = 0~ ! = 0"~ !. Remdamiesi §ia lygybe, galime uzrasyti grupés D,,

elementu daugybos lentele:

ol ko — o't jeii+j <m,
ot TIT el i 4§ > n;
o % (09 % 7) = o't T, jeli+j <n,
oI . el 4§ > ng
; - kT jeii—j>0
olxr)xol =37 X -
( ) oI . Jeid— j < O;
i j I e jeii—j >0,
o' xT)x (o) xT) =23 . SR
( ) ( ) {UZJJF”, jeii—j <O0.

Dabar glaustai galime apibrézti diedro grupe:
D,={0"*77|0<i<n0<j<1l,o" =71 =id,7x0xT7 =01 ="},

t. y. grupe D,, turi 2n elementu, o Sios grupes elementu daugybos lentelé yra apibréziama

2=id,txox7=0""L

is lygybiu, siejanc¢iu elementus o ir 7: ¢" =7
7. Tetraedro simetriju grupé. Tetraedro simetriju grupé turi 24 elementus ir Sia
simetriju grupe galima sutapatinti su grupe Sy (irodykite).

8. Panasiai galima nagrinéti ir kitu iskiluju taisyklinguju kunu (kubo, oktaedro, do-
dekaedro, ikosaedro) simetriju grupes. Pastebésime, kad kai kuriu iskiluju taisyklinguju
ktinu simetriju grupés sutampa, — tai kubo ir oktaedro, o taip pat ikosaedro ir dodekaedro.
Kubas ir oktaedras, o taip pat ikosaedras ir dodekaedras yra vadinami dualiais kiinais.
Pavyzdziui, jei sujungsite atkarpomis kubo sienu centrus, tai gausite oktaedra ,o jei su-
jungsite atkarpomis oktaedro sienu centrus, tai gausite kuba. Visiskai taip pat yra susieje
ikosaedras ir dodekaedras. Norint aprasyti minétu iskiluju taisyklinguju kiinu simetriju
grupes, pakanka, pavyzdziui, aprasyti tik kubo ir dodekaedro simetriju grupes.
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1. 9. Taisyklinguju kiinu simetriju grupés.

Kubo simetriju grupé. Dabar suzinosime, kiek yra kubo simetriju. Pirmiausia
suskaiciuokime, kiek yra posikiu, pervedanciu kuba i save. Yra trys aSys, jungiancios
kubo priesingu sienu centrus. Sukdami kuba apie kiekviena is ju, gauname po tris skirtin-
gas simetrijas (tapatuji atvaizdi id — neiskai¢iuojame). Yra keturios asys, jungianc¢ios kubo
priesingas virsunes. Sukdami kuba apie kiekviena i$ ju, gauname po dvi skirtingas simetri-
jas. Yra SeSios aSys, jungiancios kubo prieSingu briaunu centrus. Sukdami kuba apie
kiekviena iS ju, gauname po viena simetrija.

Taigi sukinédami kuba is viso gauname 3 X 3+4x2+6x14+1=9+8+6+1=24
(¢ia priskai¢iuojame ir tapatuji atvaizdi) simetrijas.

Paéme viena kubo veidrodini atspindi kurios nors kubo simetrijos plokStumos atzvilgiu
ir paéme Sio veidrodinio atspindzio kompozicija su kiekviena kubo postikio simetrija, gau-
name dar 24 kubo simetrijas. Taigi i§ viso kubas turi 48 simetrijas.

Pratimas. Kubas turi keturias istrizaines. Irodykite, kad kubo postkiu grupés el-
ementai perstatinéja kubo istrizaines. Kadangi kubo postkiu yra 24, o keturiu skirtingu
elementu perstatiniu — taip pat 24, tai kubo postkiu grupe galite sutapatinti su kubo
keturiu istrizainiu visu perstatiniu grupe.

Dodekaedro simetriju grupé. Irodykite, kad, sukinédami dodekaedra apie jo
centra, gausite 60 dodekaedro simetriju. IS viso dodekaedras turi 120 simetriju (iskai-
¢iuojant ir dodekaedro veidrodinius atspindzius).

1. 10. Tiesés afiniuyju atvaizdziuy grupe.

9. Apibrézkime atvaizdi
Toa:R—=R, Ty 4(x) = ax +a,

¢ia a € R, a,z € R.
Isitikinsime, kad atvaizdziu Ty, , ir T3, kompozicija yra atvaizdis T3 ¢+ap- I8 tikruju,
kiekvienam z € R galima parasyti lygybes:

(Toa © T p)(2) = To,a(Tpp(7)) = Taa(Bz +b) =

=a(fzx+b) +a=(af)x+a+ab=T.saerap(T).

Taigi atvaizdziu aibé Af f(R) =: {Ta.u| @ € R*,a € R} yra stabili atvaizdziu kompozicijos
o atzvilgiu.
Af f(R) atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu yra grupé. Is tikruju, nes:
1. Atvaizdziu kopozicija o yra asociatyvi;
2. id =Ty € Aff(R),id — neutralus elementas atvaizdziuy kompozicijos * atzvilgiu;
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3. Atvaizdziui Ty 4, o € Ry, a € R, atvirkstinis atvaizdis yra Tj,-1 _,-1, (isitikinki-

te).

Grupé (Aff(R),o) néra komutatyvi (isitikinkite).

Atvaizdziai T, o, € R*,a € R, yra vadinami realiosios tiesés R afiniosiomis transfor-
macijomis, o grupé (Af f(R),o) — realiosios tiesés R afiniuju transformaciju grupe.

Realiosios tiesés R afiniosios transformacijos T, 4, € Ry,a € R, specialioms para-
metru o ir a reikSméms turi atskirus pavadinimus. Pavyzdziui, transformacija 7_1 ,, Cia

a

a € R, yra vadinama tiesés R veidrodiniu atspindziu tasko § atzvilgiu. Transformacija

Th,0, a > 0, yra vadinama homotetija centro 0 atzvilgiu, kurios koeficientas yra o ir t. t..

1. 11. Anksciau nagrinéti grupiu 4-9 pavyzdziai yra bendros situacijos atskiras
atvejis.

Tarkime, kad X — netuséia aibé, F — aibés X kai kuriu poaibiu aibé (t. y. F C
P(X)). Siuo atveju sakysime, kad aibés X poaibiu aibé F apibrézia aibéje X struktira
F.Sutarkime aibe X su joje apibrézta struktura F zymeti (X, F).

Apibrézimas. Aibés X su joje apibrézta struktiura F simetrija yra vadinama bijekcija
f X — X, tenkinanti salygas:

VYeF=fY)eF, i)YecF=fYY)cF.

Teiginys. Aibés X su joje apibrézta struktura F visos simetrijos atvaizdziu kompozi-
cijos * atzvilgiu sudaro grupe, kuria zymeésime (Aut(X,F), *).

Irodymas. Si teigini paliekame irodyti skaitytojui.

Savaime suprantama, kad, bet kaip parinke aibés X poaibiu aibe F, nieko idomaus ne-
gausime. Zinomos svarbios aibéje X struktiiros yra apibréziamos tokiomis aibés X poaibiu
aibémis F, kurios tenkina vienokias ar kitokias aksiomu sistemas. Dabar pailiustruosime
pavyzdziais kokrecias strukriiras aibéje X.

1. 12. Afinioji plokStuma.

Sutarkime aibés X elementus vadinti taskais, o aibés X poaibius, priklausancius F, —
tiesémis. Tiesés [,m € F (t. y. [, m yra aibés X poaibiai) yra vadinamos lygiagre¢iomis ir
zymima l||m, jei [Nm = () arba | = m.

Apibrézimas. Aibés X poaibiu aibé F apibreézia aibéje X afiniosios plokstumos
struktiira, jei F tenkina aksiomu sistema:
1. Kiekvienai aibés X skirtingu tasku porai A ir B egzistuoja vienintelé tiesé | € F
tokia, kad {A,B} Cl (t. y. A,B € l);
2. Kiekvienai tiesei [ € F ir kiekvienam taskui A € X egzistuoja vienintelé tokia
tiesé m, kad A € m ir m/||l;
3. Egzistuoja trys taskai A, B,C € X, kartu nepriklausantys nei vienai tiesei [ € F.
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Pora (X, F) yra vadinama afiniaja plokstuma. Afiniosios plokstumos (X, F) simetrijos
yra vadinamos plokstumos X afiniosiomis transformacijomis.

1. 13. Baigtinés afiniosios plokstumos pavyzdys.

Imkime Ny = {1,2,3,4},

F = {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}7 {17 4}{17 3}’ {2’ 4}}

(N4, F) — afinioji plokstuma, turinti 4 taskus ir 6 tieses. Afiniosios plokstumos (Ny, F)
simetriju grupé yra Sy (irodykite).

Pratimai.

Tarkime, kad (X, F), — baigtiné afinioji plokstuma, tiesé [ € F turi n tasku.

1. Trodykite, kad bet kuri afiniosios plokstumos (X, F) tiesé taip pat turi n tasku.

2. TIrodykite, kad kiekvienai afiniosios plokstumos (X, F) tiesei | € F, lygiagreciu
tiesiu tiesei [ yra taip pat n. Taigi |X| = n?.

3. Trodykite, kad afinioji plokstuma (X, F) turi n? + n tiesiu (nurodymas: i§ pradziu
irodykite, kad tiesiu, turin¢iu bendra taska A, yra n + 1,0 po to pasinaudokite 2-uoju
pratimu).

1. 14. Projektyviné plokstuma.

Aibés X elementus sutarkime vadinti taskais, o aibés X poaibius, priklausancius F —
tiesémis.
Apibrézimas. Aibés X poaibiu aibé F) apibrézia aibéje X projektyvinés plokstumos
struktura, jei F) tenkina aksiomu sistema:
1. Kiekvienai aibés X skirtingai tasku porai A ir B egzistuoja tokia vienintelé tiesé
le F,kad {A,B} Cl (t. y. A,B€l);
2. Bet kurios dvi tiesés [, m € F turi bent viena bendra taska;
3. Egzistuoja aibes X trys taskai A, B,C, kartu nepriklausantys nei vienai tiesei
leF;
4. Kiekviena tiese [ € F turi bent tris taskus.
Pora (X, F) yra vadinama projektyvine plokstuma. Projektyvinés plokstumos (X, F)
simetrijos yra vadinamos projektyvinémis transformacijomis.

1. 15. Baigtinés projektyvinés plokStumos pavyzdys.
Imkime N7 = {1,2,3,4,5,6, 7},

F={{1,2,7},{2,3,6},{1,4,6},{3,4,7},{2,4,5},{1,3,5},{5,6,7} }.

Projektyviné plokstuma (N7, F) turi 7 taskus ir 7 tieses. Véliau irodysime, kad projek-
tyvineés plokstumos (N7, F) simetriju grupé (Aut(N7, F),o) turi 168 elementus.
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Pratimali.

Tarkime, kad (X, F) — baigtiné projektyviné plokstuma, jos tiesé [ € F turi n + 1
taska.

1. Trodykite, kad kiekviena projektyvinés plokstumos (X, F) tiesé turi n + 1 taska
(nurodymas: pirmiausia irodykite, kad egzistuoja taskas A nepriklausantis tiesei [ ir kuriai
nors tiesei m, o po to nagrinékite tiesiu, kurioms priklauso taskas A ir kuris nors tiesés [
taskas B, susikirtima su tiese m).

2. Irodykite, kad projektyvinés plokstumos (X, F) tiesiu, turin¢iu bendra taska A,
yra n + 1.

3. Trodykite, kad projektyviné plokstuma (X, F) turi n? + n + 1 taska ir tiek pat
tiesiy.

1. 16. Tarp afiniyju ir projektyviniu plokstumu yra glaudus rysys.
Pratimai.

1. Tarkime, kad (X, F) — projektyviné plokstuma, [ — kuri nors 8ios plokstumos tiesé
(t. y. L € F). Irodykite, kad (X \ {, F \ {l}) — afinioji plokStuma.

2. Tarkime, kad (X,F) — afinioji plokstuma. Afiniosios plokstumos (X, F) visas
tarpusavyje lygiagrecias tieses pavadinkime lygiagreciu tiesiu pluostu. Kiekviena afiniosios
plokstumos (X, F) tiese [ atitinka jai lygiagreciu tiesiu pluostas, kuri pavadinkime ”idealiu”
tasku ir zymeékime [l]. Pastebésime, kad jei afiniosios plokstumos (X, F) tiesés [ ir m yra
lygiagrecios, tai [l] = [m]. Aibe, gauta prie aibés X prijungus visus "idealius” taskus [I],
pazymeékime X. Aibés X poaibi, sudaryta i$ visu aibés X ”idealiy” tasku pavadinkime
”idealia” tiese (ji daznai yra vadinama ”begalo nutolusia”’ tiese) ir pazymékime §. Prie
kiekvienos afiniosios plokstumos (X, F) tiesés [ prijunge ”idealu” taska [l],gauname "tiese”,
kuria pazymékime L. Apibrézkime aibés X poaibiu aibe F , sudaryta iS visu tiesiu l~, t. y.
i$ visu afiniosios plokstumos (X, F) tiesiu [, papildytu ”idealiais” taskais [l],ir ”idealiosios”
tiesés ¢. Galite isitikinti, kad(X, F) — projektyviné plokstuma.

1. 17. Afiniyju ir projektyviniu plokstumu struktiiras aibéje X apibrézéme aibeés
X poaibiu aibémis F, tenkinanciomis atitinkamas aksiomu sistemas. Panasiai galima
apibreézti orientuotus ir neorientuotus grafus, topologines, maciasias erdves ir kitus matem-
atinius objektus. Bet i Sia matematiniu strukttiry apibrézimu schema nepatenka, pavyz-
dziui, algebrinés strukriiros apibrézimas. Todél naudinga apibrézti bendresne struktiiros
aibéje savoka. Tai galima padaryti, pavyzdziui, tariant, kad aibés F elementais gali buti
aibiu X™, P*(X™), ¢ia k,n € N, kurie nors elementai ar poaibiai, tenkinantys vienokia
ar kitokia aksiomu sistema. Grupés (X,x*) struktura Sia prasme yra apibréziama aibe
F ={T.| T. € X x X x X}, ¢ia I', grupés X elementu koporzicijos désnio grafikas.
Sia bendresne apibréziamu aibése struktiiru prasme, tu struktiiru simetrijos apibréziamos
panasiai kaip ir anksc¢iau.
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2. Pogrupiai

2. 1. Apibrézimas. Netuscias grupés (G, x) poaibis H yra vadinamas grupés (G, *)
pogrupiu, jei

1. g1,92 € H = g1 x g2 € H (t. y. bet kuriu dvieju poaibio H elementu sandauga
priklauso H;

2. g€ H= g~ ! € H (t. y. kickvienam poaibio H elementui atvirkstinis elementas
priklauso H.

Teiginys. Grupés (G, *) pogrupis H yra grupe.

Irodymas. Remdamiesi pogrupio apibrézimo 1-aja salyga, gauname, kad pogrupis
H stabilus kompozicijos désnio * atzvilgiu. Kadangi grupés (G, *) elementu kompozicijos
désnis * yra asociatyvus, tai ir indukuotas kompozicijos désnis pogrupyje H yra asoci-
atyvus. Irodysime, kad grupés vienetas 1 priklauso H. Kadangi H # (), tai egzistuoja
g € H. Remdamiesi pogrupio apibrézimo 2-aja salyga, gauname: g,¢~ ! € H. Remdamiesi
1-aja pogrupio apibrézimo salyga, gauname: 1 = g *x g-! € H. Remdamiesi pogrupio
apibrézimo 2-aja salyga, matome, kad pogrupio H kiekvienam elementui atvirkstinis ele-
mentas priklauso H. A

Jei H yra grupés (G, *) pogrupis, tai sutarkime rasyti (H,*) C (G,x*) ar (G,*) D
(H,*). Paprastumo délei, kalbédami apie grupe, neraSysime grupés elementu kopozicijos
désnio zenklo.

2. 2. Antrasis pogrupio apibrézimas. Netuscias grupés (G, *) poaibis H yra
vadinamas grupés (G, *) pogrupiu, jei bet kuriems ¢1, g2 € H, sandauga g1 * g5 leH.

Pratimas. Irodykite abieju pogrupio apibrézimai yra ekvivalentis.
Pavyzdziai.

1. Gupeés (Z,+) poaibis N, = {1,2,...,n} néra pogrupis. Siuo atveju netenkinama
pogrupio apibrézimo 1-o0ji salyga, nes, pavyzdziui, 1,n € N,,, bet 1+n ¢ N,,. 2-0ji pogrupio
apibrézimo salyga taip pat néra tenkinama: 1 € N,,, bet —1 € N,,.

2. Grupés (Z,+) poaibis N néra pogrupis, nes 1-o0ji pogrupio apibrézimo salyga yra
tenkinama, bet 2-0ji —ne: 1 € N, o —1 ¢ N.

3. Grupés (Z,+) poaibis X = {—2,—1,0, 1,2} néra pogrupis, nes, pavyzdziui, 1,2 €
X, bet 1+2 =3¢ X. 2-0ji pogrupio apibrézimo salyga yra tenkinama.

4. Grupés (Q, +) poaibis Z yra pogrupis.
5. Grupés (Q*,-) poaibis QY yra pogrupis.
6. Grupeés (Z,+) poaibis nZ, ¢ia n — fiksuotas naturalus skaic¢ius, yra pogrupis.

7. Poaibis {2"| n € Z} yra grupés (Q*, ) pogrupis.
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8. (Q*,-) yra grupé, Q" C Q, bet grupé (Q*, ) néra grupés (Q,+) pogrupis. Q° -
grupé daugybos atzvilgiu, tuo tarpu Q — grupé sudéties atzvilgiu.

9. (QF,-) yra grupés (R*,-) pogrupis.

10. Tarkime, kad X — netuséia aibé, Y — aibés X poaibis. Tuomet (P(Y),S) yra
grupés (P(X),©) pogrupis.

11. (Z[5;],+) yra grupes (Q, +) pogrupis.

12. {Tho| o € Q*} yra grupés {Thal @ € Q",a € Q} pogrupis (priminsime, kad
Too:Q—Q}Tho=azx+a,zeQ).

13. {T1,4] a € Q} yra grupés {Tn.o| @ € Q*,a € Q} pogrupis.
14. {Thol @ € Q*,a € Q} yra grupés {T, 4| @ € R*,a € R} = Af f(R) pogrupis.

15. Grupés

G — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 12 3)°\1 3 2/)°\2 1 3)’\2 3 1)’\3 1 2)’\3 2 1

pogrupiai yra Sie:

s{(2 DG Db {(20.G 0}
m-{(12DGDba-{G) 063061

ir dar du trivialus pogrupiai: {id} ir Ss.
Pratimai.
1. Israsykite grupés Dy visus pogrupius.
2. Israsykite grupés Ds visus pogrupius.
3. Israsykite grupés Dg visus pogrupius.

4. Trodykite: jei G grupés (R*,-) pogrupis, tai ir {Tn.| @ € G,a € R} yra grupés
{Thal @ € R*,a € R} = Af f(R) pogrupis.

5. Grupés Aff(R) pogrupis {T,q| o € {1,—1},a € R} yra vadinamas atspindziu
generuotu pogrupiu. Irodykite: jei G yra grupés (R, +) pogrupis, tai ir

{Thol v €{l,-1},a € G}
yra grupés {1y .| o € {1, —1},a € R} pogrupis.
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2. 3. Teiginys. Jei H yra grupes (G, x) pogrupis, o K — grupés H pogrupis, tai K
yra grupés G pogrupis.

Irodymas. Irodymas akivaizdus.

Teiginys. Grupés (G, x) pogrupiu Seimos { H, }ocy sankirta (| H, yra grupés (G, *)

acl
pogrupis.
Irodymas. Grupés vienetas 1 € () H,, nes kievienam o € I, 1 € H,. Vadinasi,
acl
N Ho #0. Jei gi,g0 € (| Hy, taiir g1 % g5 ' € () Hy. I8 tikruju, jei g1,92 € () Ha,
acl acl acl acl

tai kiekienam o € I, g1,92 € H,. Kadangi H,,a € [ — pogrupiai, tai kiekvienam « € I,
g1 %95 € Hy. Vadinasi, g1 x g5 " € () Ha.
acl
2. 4. Teiginys. Tarkime, kad X yra grupés (G, *) poaibis. Egzistuoja grupés (G, x)
pogrupis H, tenkinantis salygas:
1. X C H;
2. Jei K grupés G pogrupis ir X C K, tai H C K.
Apibrézimas. Pogrupis H yra vadinamas aibés X elementu (arba aibés X ') generuotu
pogrupiu ir yra zymimas (X). Aibés X elementai yra vadinami pogrupio H sudaromo-
siomis arba generuojanciaisiais elementais.

1. Pastaba. Grupés pogrupiu aibé aibiu idéties C atzvilgiu yra dalinai sutvarkyta
aibé. Pogrupis H yra maziausias Sios tvarkos atzvilgiu tarp pogrupiu, turin¢iu savyje
poaibi X.

Teiginio irodymas. Kadangi X C G, tai grupés (G,x*) pogrupiu K, tenkinanciu

salyga X C K, aibé netuséia. Siu pogrupiu sankirta H =: (1 K ir yra pogrupis, tenki-
XCK
nantis teiginyje iSvardintas salygas. A

2. Pastaba. Jei, pavyzdziui, X = {z1,29,...,2,}, tal vietoje ({z1,z2,...,2,})
raSysime (x1,Za,...,T,) arba (X).

Apibrézimas. Jei grupé (G,*) = (91,92,...,9n), tal G yra vadinama baigtinai
generuota grupe. Siuo atveju kiekvienas grupés G elementas g yra uzrasomas elementu g,
g2, ..., gn sveikuju laipsniu sandauga:

[e2RpNes)

9=95"95" 957

¢ia aj € Z, 0 gi;, 1 < j < r, nebutinai tarp saves skirtingi. Be to elementas g nebutinai

vienareikSmiskai taip uzrasomas.
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3. Cikliniai pogrupiai

3. 1. Apibrézimas. Grupés (G, ) pogrupi (g), generuota vieno elemento g vadin-
sime cikliniu. Jei G = (g), tai G yra vadinama cikline grupe.

Pastebésime, kad grupés (G, *) pogrupiui (g) priklauso visi elemento g sveikieji laips-
niai.

Teiginys. Grupés (G, *) bet kurio elemento g sveikuju laipsniu aibé yra grupés G
ciklinis pogrupis (g).

Irodymas. Pastebésime, kad elemento g sveikuju laipsniu aibé netuscia. Jei imsime
elemento g sveikuosius laipsnius ¢, ¢°, tai ¢" x (¢°)™! = ¢" % yra taip pat elemento g
sveikasis laipsnis. /A

Apibrézimas. Jei grupés (G, *) ciklinis pogrupis (g) begalinis, tai g yra vadinamas
begalinés eilés elementu. Jei (g) — baigtinis pogrupis, tai pogrupio eilé |(g)| yra vadinama
elemento g eile.

3. 2. Teiginys. Jei grupeés (G, ) elemento g eilé yra lygi n, tai n yra toks maziausias
teigiamas sveikasis skai¢ius, kad ¢" = 1. Be to, (¢) = {1,9,9%,...,9" '}

Irodymas. Kadangi pogrupis (g) yra baigtinis (|(g)| = n), tai egzistuoja tokie r, s €

-1 r

N,7 < s, kad ¢ = ¢g". Sios lygybés abi puses padaugine i§ (¢")~! = ¢~", gauname:

g
g™ = 1. Poaibis {1,g,¢%,...,9™ '} yra grupés G pogrupis. I$ tikruju:

57" = 1,s —r € N. Tarkime, m — toks maziausias teigiamas sveikasis skaicius, kad

Y

X i Z+j o e . .
gxg =39, 0 ety
gttlTm jeit+j3>m

m—t

¢ia 0 < 4,5 < m. Elementui ¢°,0 < i < m, atvirkstinis yra ¢ , Cia, kaip matome,

0 <m —i < m. Vadinasi, (g) = {1,9,4¢% ...,9™ '}. Kadangi |{(g)| =n, taim =n. A
Pavyzdziai.

1. (Z,+) — begalinés eilés cikliné grupé, 1 — §ios grupés sudaromoji (-1 — taip pat Sios
grupés sudaromoji; kitu sudaromuju $i grupé neturi).

2. Z, = ({nZ,1+nZ,...,n—1+nZ},+), ¢ia n — fiksuotas naturalusis skaicius, yra
n-tos eilés cikliné grupe, 1 + nZ —Sios grupés sudaromoji.

Pastaba. IS 1-o ir 2-om pavyzdziu matome, kad egzistuoja bet kurios eilés ciklines
grupes.

Pratimai.
1. Raskite grupés Z5 visas sudaromasias.

2. Raskite grupés Zg visas sudaromasias.
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3. Kiek sudaromuju turi grupé 72,7

4. Tarkime, kad grupés (G, x) elemento g eilé yra lygi n. Irodykite: jei kuriam nors
meZ, g™ =1, tain|m.

5. Tarkime, kad grupés (G, *) elementu g, ir g, eilés yra lygios n ir ng ir Sie elementai
yra perstatomi, t. y. g1 * g2 = g2 * g1 ir, be to, (g1) N {(g2) = {1}. Irodykite, kad elemento
g1 * g9 €ilé yra lygi skaiciu nq ir no maziausiam bendrajam kartotiniui.

6. Imkime grupés (Aff(R), o) elementus 7_; 5 ir 7_; 4 (priminsime, kad T, 4 : R —
R, Tho(r) = ax +a,x € R). Kam yra lygios elementu 71 9, T_1 4 ir T_1 9 0 T 4 eilés?

7. Imkime diedro grupés D, = {o'*77|0<i<n,0<j<1l,0m=72=1,7%0%T =

2 2 2

o~ 1} elementus o * 7 ir 0% * 7. Kam lygios elementu o * 7,02 * 7 ir 0 * 7 x 02 * T eilés?

4. Grupeés skaidinys pogrupio gretutinémis klasémis

4. 1. Dabar nagrinésime grupeés (G, ) isskaidyma i pogrupio H kairiasias (deSiniasias)
gretutines klases.

Apibrézimas. Tarkime, X,Y — grupés (G, x) poaibiai. Tuomet X xY =: {zxy| z €
X,y € Y}. Jei, pavyzdziui, X = {g}, tai vietoje {g} * Y raSysime g x Y. Analogiskai,
vietoje X * {g} rasysime X x g.

Apibrézimas. Grupés (G, x) pogrupio H kairiaja (deSiniaja) gretutine klase yra
vadinamas gupes (G, *) poaibis g x H (atitinkamai H % g), g € G, o elementas g — Sios
klases atstovu.

Teiginys. Tarkime, kad H yra grupés (G, x) pogrupis. Tuomet g1 x H = g9 * H tada
ir tik tada, kai g; ' * go € H (0 H % g1 = H * go tada ir tik tada, kai g1 * g; ' € H).

Irodymas. Jei gy x H = go x H, tai go € g1 * H. Vadinasi, egzistuoja toks h € H, kad
go = g1 * h. Sios lygybés abi puses is kairés padaugine i3 91 ! gauname: g1 lvygpo=heH,
t. y. 91_1 x go =€ H. Pastebeésime: gl_1 *xgo =€ H <= 92_1 xg1 € H.

Jei gy xgo = h € H, tai g» = g1 *h. Tuomet kiekvienam b/ € H, gy xh' = g1 xhxh' €
gi*H ,t.y. gox HC gy H. Lygybe go = g * h perrase taip: g1 = g» * h~!, gauname,
panasiai kaip ir anksciau, g1 x H C go * H. Vadinasi, g1 *x H = go x H.

Panasiai teiginys irodomas ir pogrupio H desSiniosioms gretutinéms klaséms. A

Isvada. Tarkime, kad H yra grupés (G, *) pogrupis. Jei ¢’ € g« H, tai ¢/« H = gx H
(analogiskai: jei ¢’ € H * g, tai Hxg' = H x g).
Irodymas. Jei ¢ € g * H, tai egzistuoja toks h € H, kad ¢ = g * h. Tuomet

g '*¢g = h € H ir, remdamiesi anks¢iau irodytu teiginiu, gauname: ¢’ * H = g x H
(analogiskai irodoma lygybé H x ¢’ = H * g). A\

Pastaba. Taigi grupés (G,x*) pogrupio H kairiosios (arba desiniosios) gretutinés
klasés g * H (arba H % g) bet kuris elementas gali buti vadinamas 8ios klasés atstovu.
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4. 2. Teiginys. Grupés (G, *) pogrupio H kairiosios gretutinés klasés g1 * H ir gox H
arba neturi bendru elementu, arba sutampa (teiginio tvirtinimas teisingas ir pogrupio H
desiniosioms gretutinéms klaséms).

Irodymas. Jei g1xHNgoxH = (), tai teiginys irodytas. Tarkime, kad g € g1xHNgoxH.
Tuomet, remdamiesi isvada (zr.[4. 1.]), gauname g1 x H =g+« H = gox H. A

4. 3. Kaip matome, grupés (G, x) pogrupio H kairiosios (desiniosios) gretutinés klasés
suskaido grupe G i netusc¢ius, neturin¢ius bendru elementu, poaibius. Kaip zinome [?],
aibés skaidinys netusciais, neturinc¢iais bendru elementu, poaibiais yra gaunamas apibrézus
aibéje atitinkama ekvivalentumo sarysi ir atvirksciai: apibrézus aibes skaidini netusciais,
neturinciais bendru elementu poaibiais, yra apibréziamas aibéje ekvivalentumo sarysis.
Tik pastebésime, kad grupés skaidiniai pogrupio kairiosiomis ir deSiniosiomis gretutinémis
klasémis bendruoju atveju yra skirtingi. Tai pailiustruosime paprasciausiais pavyzdziais.

Pavyzdys. Imkime S3 = D3 = {1,0,0%, 1,0+ T,0° 7 |03 =72 =1, 70 %7 = 0%}.
Imkime Sios grupés pogrupi H = {1,7}. Tuomet 1 x H = {1,7}, o x H = {0,0 * 7},
o?x H=1{0%0?*7},tuo tarpu H*x1={1,7}, Hxo ={0,7x0} ={0,02x7}, H*xo? =
{02, 7%02} = {0?, 0x7}. Grupés S3 = D3 skaidinys pogrupio H kairiosiomis gretutinémis
klasémis yra: Sz = D3 = {1,7}U{o,0x7}U{0? 0% %7}, o §ios grupés skaidinys pogrupio
H deSiniosiomis gretutinémis klasémis yra: S3 = D3 = {1,7} U {0,062 x 7} U {02, 0 % T}.
Kaip matome, Sie grupés Ss = D3 skaidiniai yra skirtingi.

Pastaba. Jei grupé (G, x) yra komutatyvi, tai grupés G skaidiniai pogrupio H kairio-
siomis ir desSiniosiomis gretutinémis klasémis sutampa, nes §iuo atveju kiekvienam g € G,
gx H=H g (is tikruju: g« H ={g*xh|he€ H} ={hxg|h€ H} = H x g).

4. 4. Galime nurodyti ekvivalentumo sarysius grupéje GG, susiejusius su grupés G skai-
diniais pogrupio H kairiosiomis ir desiniosiomis gretutinémis klasémis. Sie ekvivalentumo
sarysiai atrodo taip:

R ={(g91.92) € Gx G| g;" +go € H}

ir
Ry ={(g1,92) € G x G| g1 g5 " € H}.

Teiginys. Faktoraibés G/g R ir G/Ry, apibréziamos grupeés (G, ) skaidiniais pogru-
pio H kairiosiomis ir deSiniosionis gretutinémis klasémis, kaip aibés yra ekvivalencios.

Irodymas. Tarkime, G = |J go * H — grupés G skaidinys pogrupio H skirtingomis
acl
kairiosiomis gretutinémis klasémis (t. y., go * H Ngg*x H = 0, jei a # [,a,0 € I).
Irodysime, kad |J H * g, ! yra grupés G skaidinys pogrupio H skirtingomis desiniosiomis
acl
gretutinémis klasémis. Tuo tikslu reikia irodyti:
1. G= U Hxgh
aecl
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2. JeiH*g;lzﬂ*gﬁ_l,taia:B.

Tarkime, g € G. Tuomet g~ € G = |J go * H. Vadinasi, egzistuoja toks o € I, kad
acl

' = g4, * h su kuriuo nors h € H. Pastarosios lygybés abi puses

97! € Gao * H. Taigi g~
pakéle —1 laipsniu, gauname: g = h_l*g;()l, ¢iah~!' € H. Taigig € H*g;ol c U Hxg.t,
acl
t.y. G= U Hx*g,'.
ael
Tarkime, kad H * g;! = H * gﬁ_l. Tuomet egzistuoja toks h € H, kad g, = h * ggl.
Taigi go = gg*h™', clah ™ € H, t. y. go* H =g H. Si lygybé galima tik tuo atveju,
kai a = 3. A

Apibrézimas. Faktoraibes G/gR ir G/Ry zymésime H\G ir G/H.

Apibrézimas. Grupés (G, x) pogrupio H skirtingu kairiuju gretutiniu klasiu skaicius
yra vadinamas pogrupio H indeksu grupéje G ir zymimas [G : H]. Sis skaicius taip pat
yra lygus pogrupio H skirtingu desiniuju gretutiniu klasiu skaiciui.

4. 5. Teiginys. Grupés (G, *) pogrupio H kieviena kairioji (taip pat ir desinioji)
gretutiné klasé g« H (H * g), g € G, kaip aibé yra ekvivalenti aibei H.

Irodymas. Irodysime, kad g+ H ir H yra ekvivalencios aibés. Stai bijekcija f : H —
gx H, f(h) = g=*h,h € H. Pirmiausia isitikinsime, kad f — injekcija. Jei f(h1) = f(h2),
tai g * hy = g * ho. Lygybés g * hqy = g * ho abi puses padaugine i§ kairés i§ ¢—!, gauname
hy = ho. Taigi f — injekcija.

Pagaliau isitikinsime, kad f — siurjekcija. Jei y € g * H, tai egzistuoja toks h € H,
kad y = g * h. Vadinasi, f(h) =gxh =y.

Panasiai irodoma, kad atvaizdis f : H — H x g, f(h) = h* g,h € H, — bijekcija. A

Isvada. Jei grupé (G,x) baigtiné, tai grupés G pogrupio H kairiosios (o taip ir
desiniosios) gretutinés klasés turi viena ir ta pati elementu skai¢iu, lygu pogrupio H
elementy skaic¢iui.

4. 6. Lagranzo teorema. Baigtinés grupés (G, ) pogrupio H eilé |H| dalija grupés
G eile |G|.

Irodymas. Grupés G pogrupio H skirtingos kairiosios gretutinés klasés apibrézia
grupés G skaidinj
G=HUg*HU...Ug,*H,

¢ia 1,9s,...,g, tarp saves neekvivalentus ekvivalentumo klasiu atstovai. Kadangi |H| =
lgo*x H| = ... =|g, x H|, tal |G| = r|H| (r — pogrupio H grupéje G indeksas). A

1. Isvada. Baigtinés grupés (G, *) elemento g eilé dalija grupés G eile.

Irodymas. Elemento g eilé yra lygi ciklinio pogrupio [g] eilei, o pogrupio eilé dalija
grupés eile. A
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2. Isvada. Jei (G, *) — baigtiné grupé, g € G, tai ¢l¢l = 1.

Pastaraja iSvada baigtinéms Abelio grupéms galima irodyti tiesiogiai.

4. 7. Teiginys. Tarkime, (G, %) — baigtiné Abelio grupe. Tuomet ¢/¢l =1, g € G.

Irodymas. Sakykime, G = {g1,92,...,9n}. Imkime g € G. Tuomet G = {g * g1, ¢ *
92,---,9 * gn}, nes atvaizdis f : G — G, f(g;) = g * g;,1 < j < n, — bijekcija. Vadinasi,
(g*g1)*(g*g2)*...%(g*gn) = g1 % ga *...xg, Kairioji Sios lygybés pusé yra lygi

gk grxgox... kg, Taigi g" x g1 *xgo*... % gy = g1 % g2 * ... % gy. Suprastine Sios lygybés
abi puses i§ g1 * g2 * ... * g,, gauname: g‘G| =1. A

4. 8. Pastebésime, kad bet kuriam baigtinés grupés (G, ) eilés |G| dalikliui d
nebiitinai egzistuoja grupés G d eilés elementas. Pavyzdziui, diedro grupés D,,, n > 3,
eile yra lygi 2n, bet i grupé neturi 2n eilés elemento. Jei toks elementas egzistuoty, tai
grupe D, bitu cikliné ir tuo paciu — komutatyvi. Bet grupé D,, néra komutatyvi, kai
n > 3. Kitus pavyzdzius rasite pratimuose.

Pratimali.

1. Diedro grupés Dqj eilé yra lygi 30. Nors 6|30, 10|30, bet §i grupé neturi nei 6-tos,
nei 10-tos eilés elementu. Isitikinkite, kad Sioje grupéje yra 1 elementas 1-os eilés (tai
grupeés vienetas 1), 2 elementai 3-ios eilés, 4 elementai 5-tos eilés, 8 elementai 15-tos eilés
ir 15 elementu 2-os eilés.

2. Kiek ir kokios eilés elementu yra grupéje D147
3. Kiek kokios eilés elementu yra grupéje D157
4. Kiek ir kokios eilés elementu yra grupéje S47
Atsakymai.

2. Grupéje D1 yra: 1 elementas 1-os eilés; 9 elementai 2-os eilés; 2 elementai 4-tos
eilés ir 4 elementai 8-tos eilés.

3. Grupéje Do yra: 1 elementas 1-os eilés; 13 elementu 2-os eilés; 2 elementai 3-ios
eilés; 2 elementai 4-tos eilés; 2 elementai 6-tos eilés ir 4 elementai 12-tos eilés.

4. Grupéje Sy yra: 1 elementas 1-os eilés; 9 elementai 2-os eilés; 8 elementai 3-ios eilés
ir 6 elementai 4-tos eilés.

4. 9. Lagranzo teorema irodéme baigtinéms grupéms. Begaliniu grupiu atveju si
teorema praranda prasme, bet ir Siuo atveju begalinés grupés pogrupio indeksas grupeéje
gali buti baigtinis. Pavyzdziui, (Z,+) — begaliné grupé, nZ — grupés (Z,+) pogrupis.
Grupés (Z, +) skaidinys pogrupio nZ kairiosiomis (ar deSiniosiomis) klasémis atrodo taip:

Z=nZU(14+nZ)U2+nZ)U...U(n—1+nZ).
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Kaip matome, pogrupio nZ skirtingu gretutiniu klasiu skaic¢ius yra bagtinis ir lygus n.
Taigi [Z : nZ] = n.

Pratimali.

1. Uzrasykite grupés S3 = D3 = {0'*77|0<i<3,0<j< 1,08 =72 =1,7%0%T =
o~ 1} skaidini pogrupio H kairiosiomis gretutinémis klasémis, kai

VVH ={1,7}; ii))H = {1,0 x7}; iii))H = {1,0,0°}.

2. Imkime grupe G = ({Ta,o| o € {1,—1},a € Z},0) ir jos pogrupi H = {Tn .| o €
{1,—-1},a € nZ} (priminsime, kad Ty, : R — R, T, .(x) = az + a,z € R). Raskite
G : H].

3. Grupé G tokia pat , kaip ir 2-me pratime, o H = {1} 4| a € nZ}. Raskite [G : H].

4. Uzrasykite grupés (P({1,2,3,4}),©) skaidini pogrupio P({1,2}) kairiosiomis (ar
desiniosiomis) gretutinémis klasémis (¢ia P(X) — aibés X visu poaibiu aibé, © — simetriné
aibiu atimtis).

5. Tarkime, K — grupés H pogrupis, o H — grupés (G, ) pogrupis, [H : K] < oo, [G :
H] < c0. Irodykite: [G: K] =[G : H|[H : K].

6. Tarkime, kad H ir K — grupés (G, *) baigtinio indekso pogrupiai. Irodykite, kad
H N K — grupés G baigtinio indekso pogrupis.

Nuoroda. Irodykite: jei kv * (H N K) # ko x (HNK), tai ky x H # ko x H, Cia
ki,ke € K, HNK C K C G. Dabar galima padaryti isvada: [K : HN K] < [G : H| ir
pasinaudoti 5-tuoju pratimu.

7. Jei Hy, Hs, ..., Hs —grupés (G, %) baigtinio indekso pogrupiai, tai ir HyNHaN. . .NH
yra grupés G baigtinio indekso pogrupis.

4. 10. Dabar apibrésime svarbius grupés pogrupius: grupeés centra ir grupés komu-
tanta.

Apibrézimas. Grupés (G,x*) poibis Z(G) =: {g € G| Vz € G)(g*xx =z x g)} yra
vadinamas grupés G centru.

Teiginys. Grupeés (G, *) centras Z(G) yra grupés G pogrupis.

Irodymas. Pirmiausia pastebésime, kad Z(G) # 0, nes 1 € Z(G). Dabar patrikrin-
sime pogrupio apibrézimo abi salygas.

1. Sakykime, g1, g2 € Z(G). Tuomet kiekvienam x € G, (g1 * g2) *x = g1 * (g2 * x) =
g1 % (x*g2) = (g1 %) xga = (T*g1) * g2 = T * (g1 * g2) . Irodéme: jei g1, 92 € Z(G), tai ir
g1 %92 € Z(G).

2. Lieka irodyti: jei g € Z(G), taiir g7 € Z(G). Jei g € Z(Q), tai kiekvienam x € G,
g * T = x * g. Pastaroji lygybeé ekvivalenti lygybei: kiekvienam x € G, zxg~! =g~ x .
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Apibrézimas. Grupés (G, *) elementu g ir h komutatoriumi yra vadinamas elementas

g*h*g ! xh™lir zymimas [g,h]. Grupés G pogrupis, generuotas grupés G elementu

komutatoriu [g, h], g,h € G, yra vadinamas grupés G komutantu ir Zymimas G’. Kitaip
tariant: G’ = [{[g,h]| g, h € G}].

Pastaba. Bendruoju atveju grupés dvieju komutatoriu sandauga néra Sios grupes
komutatorius. Pateikite pavyzdziu.

Pratimai.

1. Trodykite, kad grupés Sy centras Z(Ss) = {id}.

2. Raskite grupin A/ (Q), Aff(R) contrus Z(AfF(Q)), Z(Aff(R)).
3. Raskite grupiu Af f(Q), Af f(R) komutantus Af f(Q)’, Aff(R)".

4. Raskite diedro grupiu D,,, n > 3 centrus ir komutantus.

5. Normalieji pogrupiai

5. 1. Kaip matéme anksé¢iau, grupés (G,x*) skaidiniai pogrupio H kairiosiomis ir
desiniosiomis gretutinémis klasémis bendru atveju yra skirtingi.Specialiu atveju, kai G' —
komutatyvi grupé, grupés G skaidiniai bet kurio pogrupio kairiosiomis ar deSiniosiomis
gretutinémis klasémis sutampa. Bet ir nekomutatyviuju grupiu (G, x) skaidiniai tam tikru
pogrupiu H kairiosiomis ir deSiniosiomis gretutinémis klasémis, kaip pamatysime, taipogi
sutampa ir $iuo atveju galésime apibrézti nauja grupe, — grupés G fatorgrupe G/H pagal
pogrupi H.

Apibrézimas. Grupeés (G, ) pogrupis H yra vadinamas normaliuoju (invariantiniu),
jei kiekvienam g € G, g« H = H x g.

1. Pastaba. Kadangi g x H = H = H x g, jei ¢ € H, tai normaliojo pogrupio H
apibrézime pakanka reikalauti, kad kiekvienam g € G\ H butu g« H = H * g.

2. Pastaba. Normaliojo pogrupio apibrézime kiekvienam g € G lygybeés g« H = Hxg
yra suprantamos kaip aibiu lygybés. Remdamiesi lygybe g *+ H = H * g negalime daryti
iSvados, kad bet kuriems g € Girh € H teisinga lygybe g * h = h % g. Pavyzdziui, imkime

G=5S3={l,0,0°,1,0%x7,0°*7|0° =1 =1,7%0%T7 =0}, H=1{1,0,0°}.

Tuomet
r«H={rrx0,7x0*} ={r,0°x1,0%7} = H*T,

bet Tx0 #£ o *xT.
5. 2. Teiginys. Grupés (G, *) pogrupis H yra normalusis, jei
geGheH=gxhxg 'eH.
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Irodymas. Jeig € G,h € H = gxhxg~! € H, tai kiekvienam g € G, gx Hxg~! C H.
Bet jei kiekvienam g € G, gx H*g™' C H, taiir g '« Hxg=g '« Hx (¢ )"' C H, t. y.
kiekvienam g € G, g~ 'xHx*g C H. Bet, kickvienam g € G, gxHxg—1 C H,g 'xHxg C H
(g7« Hx (g~ 1)t C H ekvivalentu H C gx Hg™ '), tai kiekvienam g € G, gx Hxg ' = H.

Pastorosios lygybés g * H * g~! = H ekvivalencios lygybéms g+ H = H+g,g € G. A

Pavyzdziai.
1. Kiekvienas Abelio grupés (G, ) pogrupis yra normalusis.

2. Diedro grupés D, = {o’* 77| 0<i<n0<j<l,o" =72 = 1,707 =
o=}, n > 3, ciklinis pogrupis [o] = {07] 0 < j < m,0™ = 1} yra normalusis, o pogrupiai
H; ={1,07 %7}, &ia 0 < j < n, néra normalieji. Pavyzdziui, o x Hjxo~! = {1,097 2«1} £
H,;,0 <j <n (priminsime: ¢ =1,n > 3).

3. Afiniosios grupes Af f(R) = ({Ta,a| @ € R*,a € R}, 0) pogrupis H = {T1 4| a € R}
yra normalusis. I§ tikruju: jei Ty, € Aff(R), 11, € H, tai

-1
Ta,a % Tl,b © Ta,a = Ta,a—i—ab © Tafl,—afla = Tl,ab €H

(priminsime: T, 4 0 T3 = Tag,a+ab, L,

02(11 = afl’_afla).

Grupés Af f(R) pogrupis K = {1, 0| @ € R} néra normalusis, nes, pavyzdziui, T, o €
K,a#0,0T)40Ta0 oleal =T0a0T1—a=Taa-0aa € K, jeia#0,a#1.

Pratimai.

1. Irodykite, kad grupés (G, %) indekso 2 pogrupis H grupéje G yra normalusis.

2. Trodykite: jei H yra grupés (G, *) normalusis pogrupis, K — grupés G pogrupis, tai
H x K = K % H yra grupés G pogrupis.

3. Trodykite: jei H, K yra grupés (G, x) normalieji pogrupiai, tai H * K yra grupés G
normalusis pogrupis.

4. Trodykite: jei H yra grupeés (G, *) normalusis pogrupis, K — grupés G pogrupis, tai
H N K yra grupes K normalusis pogrupis.

5. Irodykite: jei H yra grupés (G,x) pogrupis, tai () g * H * g~! yra grupés G

geG

normalusis pogrupis.

6. Irodykite: jei H yra grupés (G, ) baigtinio indekso pogrupis, taiir () gxHx*g ! =

g€eG
T
N gixH=xg, ! yra grupés G baigtinio indekso normalusis pogrupis, ¢ia G = g1 * H U ga *
i=1

HU...U gr ¥ H — grupés G skaidinys pogrupio H skirtingomis kairiosiomis gretutinémis
klasémis.

7. Irodykite, kad grupés (G, ) centras Z(G) yra grupés G normalusis pogrupis.
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8. Trodykite, kad grupés (G, *) komutantas G’ yra grupés G normalusis pogrupis.

6. Grupés faktorgrupé pagal normaluji pogrupi

6. 1. Tarkime, kad H yra grupés (G, *) normalusis pogrupis. Tuomet faktoraibés
G/H ir H\G yra lygios. Faktoraibéje G/H apibrésime jos elementu kompozicijos désni
(sandauga) * taip:

(1« H)*(goxH) =: g1 xgox H

Galite jsitikinti, kad taip apibréztas faktoraibés G/H elementu kompozicijos désnis neprik-
lauso nuo pogrupio H gretutiniu klasiu atstovu. Be to, pogrupio H gretutiniu klasiu g, x H
ir go * H sandauga galime apibrézti kaip grupés G poaibi, sudaryta iS poaibiu g1 * H ir
go x H elementu sandaugu z xy,x € g1 * H,y € g2 * H. Visais atvejais gauname viena ir
ta pati rezultata. Galite isitikinti, kad taip apibréze faktoraibés G/H elementu sandauga,
gauname grupe (G/H, %)

Apibrézimas. Tarkime, kad H yra grupés (G, *) normalusis pogrupis. Grupé
(G/H,x) yra vadinama grupés G faktorgrupe pagal normalaluji pogrupi H.

6. 2. Teiginys. Grupes (G, *) faktorgrupé (G/G’, x) pagal grupés G komutanta G’
yra komutatyvi grupé.

Irodymas. Tarkime, kad z+G',y*G' € G/G’,z,y € G. Tuomet (z+G’') x (y+xG’) =
rxy*xG = yxx+xG = (yxG')x(zxG'), nes (zxy)*(yxx)~ ! = zxyxz~txy™l = [2,y] € G'.
A

Teiginys. Jei grupés (G, %) faktorgrupé (G/H, %) pagal grupés G normaluji pogrupi
H yra komutatyvi grupe, tai G’ C H, ¢ia G’ — grupés G komutantas.

Irodymas. Kadangi bet kuriems z,y € G, (x« H)* (y+x H) = (y* H) x (v * H), tai
bet kuriems x,y € G, r *y*x H = y x x x H. IS pastarosios lygybés gauname: bet kuriems
2,y €G, (z*xy)*(y*x)~?
[z,y] € H,tai G’ C H. A

=xxyxz txy ! =[z,y] € H. Kadangi bet kuriems x,y € G,

Pratimai.
1. Raskite diedro grupiu D,,, n > 3 faktorgrupes pagal ju centrus ir komutantus.
2. Raskite grupiu Aff(Q) ir Af f(R) faktorgrupes pagal ju komutantus Af f(Q)’ ir
AffFR).
7. Homomorfizmai

7. 1. Nagrinésime tokius atvaizdzius, vadinamus homomorfizmais, apibréztus vienoje
grupéje ir igyjancius reikSmes kitoje grupéje, kurie iSsaugo grupeés struktura. Izomorfizmas,
— tai bijektyvus homomorfizmas. Jei tarp dvieju tiriamu objektu egzistuoja izomorfizmas,
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tai tie objektai strukturiniu teorijos pozituriu identiski. Nagrinéjami izomorfiniai objek-
tai gali buti labai skirtingai apibréziami. Todél nepaprastai svarbu sugebéti atpazinti
izomorfinius objektus ir skirti neizomorfinius. Idealiausias atvejis btitu visus tiriamus ob-
jektus suklasifikuoti, t. y. sudaryti visu tarp saves neizomorfiniu objektu sarasa toki,
kad kiekvienas duotoje teorijoje tiriamas objektas butu izomorfinis vienam ir tik vienam
objektui i§ pateikto saraSo. Bet, deja, grupiu klasifikacija, — neiSsprendziamas uzdavinys.
Neegzistuoja algoritmo atpazinti izomorfinéms grupéms. Si nepaprastai gilu fakta grieztai
irodé P. Novikovas.
Daug yra pasiekta tiriant tik atskiras grupiu klases.

Apibrézimas. Tarkime, kad (G, x),(H,o0) — grupés. Atvaizdis f : G — H yra

vadinamas homomorfizmu, jei bet kuriems g1, g2 € G,

f(g1%92) = f(g1) © f(g2)-

Homomorfizmas f yra vadinamas izomorfizmu, jei f — bijekcija. Grupés (G, ) ir (H, o) yra
vadinamos izomorfinémis ir rasoma (G, %) = (H, o), jei egzistuoja bent vienas izomorfizmas
f:G — H. Izomorfizmas f : G — G yra vadinamas grupeés (G, x) automorfizmu.

Pavyzdziai.
1. Grupés (R7, %) ir (R, +) yra izomorfinés, In : R7 — R — izomorfizmas (isitikinkite).

2. Grupés (Z,+) ir (5Z,+) — izomorfinés, f : Z — 5Z, f(n) = dn,n € Z, — izomorfiz-
mas.

3. (Z,+),({1,—1}, %) — grupes, atvaizdis f : Z — {1,—1}, f(n) = (-1)",n € Z yra

homomorfizmas.

4. (Q*, %) — grupé, atvaizdis f : Q* — Q¥ f(a) = o®,a € QF, yra grupés (Q¥, )
automorfizmas.

5. (Z,+) — grupeé, atvaizdis f : Z — Z, f(n) = 5n,n € Z, yra homomorfizmas.

6. Atvaizdis f: Q — Q, f(a) = 5, a € Q, yra grupés (Q, +) automorfizmas.

7. Atvaizdis f : Q — Q, f(a) = aa,,a € Q,a # 0, yra grupés (Q, +) automorfizmas.
8. Atvaizdis f : R — R, f(a) = aa,a,a € R,a # 0, yra grupés (R, +) automorfizmas.
7. 2. Irodysime keleta paprastu faktu apie homomorfizmus.

Teiginys. Jei (G, ), (H,0) — grupés, f : G — H — homomorfizmas, tai
1. f(1g) = 1y, ¢ia 1 — grupés G vienetas, 1y — grupés H vienetas;
2. Kiekvienam g € G, f(g71) = f(g9)7 L.

Irodymas. 1. f(lg) = f(le * 1¢) = f(1g) o f(1g). Lygybes f(1g) o f(la) = f(le)
abi puses padaugine, pavyzdZziui, i§ kairés i§ elemento f(1g)~!, gauname:

fle) o ((le)o f(1e)) = f(le) "o f(lg) = 1a.
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Kairioji sios lygybés pusé, kaip nesunku matyti, yra f(1g). Taigi f(1g) = 1g.

2. Kadangi f(1g) = 1g, tai f(gxg~!) = f(g)o f(g7!) = 1. Panasiai galima gauti
lygybe: f(g~1) o f(g) = 1g. Vadinasi, kiekviemam g € G, f(g7') = f(g)~! (remiantis
elementui atvirkstinio elemento apibrézimu). A

7. 3. Apibrézimas. Tarkime, (G, ), (H,o) — grupés, f : G — H — homomorfizmas.
Grupés G poaibis
Ker f={g€ G| f(g9)=1x}

yra vadinamas homomorfizmo f branduoliu.

Teiginys. Tarkime, (G, x), (H,0) — grupés, f : G — H — homomorfizmas. Homomor-
fizmo f branduolys Ker f yra grupés G normalusis pogrupis.

Irodymas. 1g € Ker f, nes f(1g) = 1. Vadinasi, Ker f # (). Pirmiausia irodysime,
kad Ker f yra grupés G pogrupis.

1. Sakykime, ¢1,92 € Ker f, t. v. f(91) = g, f(1g) = 1g. Tuomet f(g1 * g2) =
flg1)o f(g2) =1goly =1g,t. y. g1 *x g2 € Ker f.

2. Sakykime, g € Ker f, t. y. f(g) = 1g. Tuomet f(g~ 1) = f(g)~ ! = 1131 =1g,t. v
g ! €Ker f.

Taigi Ker f — grupés G pogrupis. Dabar isitikinsime, kad Ker f yra grupés G nor-
malusis pogrupis. Tuo tikslu irodysime: jei ¢ € G,g' € Ker f, tai g* ¢’ x g~! € Ker f.
Tikriname: f(g*g'xg~") = f(g9)of(g')of(g7") = f(g)oluof(g™) = fl9)of(g™) = 1u
(nes f(g7") = f(9)™"). &

Teiginys. Tarkime, (G, *), (H, o) —grupeés, f : G — H —homomorfizmas. Jei Ker f =
{1¢}, tai f — injektyvus homomorfizmas.

Irodymas. Jei f(g1) = f(g2), tai f(g1) o f(g2)"" = 1u. Bet f(g1) o f(g2)' =
flg1)o f(g5") = f(g1xg5") = 1y. Vadinasi, g1 x g5 ' € Ker f = {lg}, t. y. g1 %95 = lg
arba g1 = ga. A

Isvada. Baigtinés izomorfinés grupés (G, ), (H, o) vienos ir tos pacios eilés elementu
turi viena ir ta pati skaiciu.

Irodymas. Tarkime, kad f : G — H — izomorfizmas, g € G, — n-tos eilés elementas
(t. y. g" = 1g, bet ¢ # 1g, jei 0 < j < n). Tuomet f(g") = f(g9)" = 1g, bet
f(g?) = f(g9)? # 15, kai 0 < j < n, nes ¢/ # 1g ir f — bijekcija. A

7. 4. Pavyzdziui, remdamiesi pastaraja iSvada, isitikinsime, kad diedro grupé Dis
néra izomorfiné grupei Sy (kieviena i3 Siu grupiu turi po 24 elementus). I tikruju: grupé
D15 2-0s eilés elementu turi 13, o grupe Sy 2-os eilés elementu turi tik 9. Grupés Don—1
ir (P(N,),©), ¢ia n > 2, taip pat néra izomorfinés, nors |Dgn-1| = [(P(N,,)| = 2". Grupe
(P(N,),©) — komutatyvi, o grupé Dyn—1 néra komutatyvi.
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Pratimali.

1. Irodykite, kad grupés (G, *) automorfizmu aibé Aut(G, *) atvaizdziu kompozicijos
o atzvilgiu sudaro grupe (Aut(G, %), o).

Pastaba. Priminsime, kad anksc¢iau pakankamai bendru atveju apibrézéme aibés X
su struktuta F (algebrine ar kitokia) simetriju grupe (Aut(X,F),o) [?]. Aibés X atveju
Aut(X) zyméjome visu bijekciju f : X — X aibe. Ir Siuo atveju (Aut(X),o) galime
interpretuoti kaip aibés X simetriju grupe ir Sis zymeéjimas yra suderintas su ankstesniu
zyméjimu (Aut(X,F),0), kai F = (. Jei aibéje G yra apibrézta grupés struktiira, tai
Aut(G, ) zymime visu bijekciju f : G — G, iSsauganciu grupés G struktura, aibe. Ir
siuo atveju grupe (Aut(G,*),0) galime interpretuoti kaip grupés G simetriju grupe. Kaip
matome, visi zymeéjimai yra suderinti ir jokiu dviprasmybiu negali iskilti. Sutarsime grupés
G automorfizmu grupés (Aut(G, *), o) zyméjima sutrumpinti ir vietoje (Aut(G, *), o) rasyti
Aut(G).

2. Kiekvienam grupés (G, *) elementui g galime priskirti izomorfizma f, : G —
G, fg(x) = g*xxxg™!
kad f, i§ tikruju yra grupés G' automorfizmas. Visu grupés G vidiniu automorfizmu aibé
Int(G) atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu sudaro grupe (Znt(G),o) — vadinama grupés
G vidiniu automorfizmu grupe. Sia grupe sutarkime zyméti Znt(G). Grupé Int(G) yra
izomorfiné grupei G/Z(G).

3. Irodykite, kad atvaizdis F' : G — Int(G), F(g9) = f4.9 € G, ¢la fy : G — G, fy(z) =
gxx*xg ', x € G, — grupés G vidinis automorfizmas, yra homomorfizmas. Irodykite, kad
sio homomorfizmo branduolys Ker F' yra grupés G centras Z(G) (priminsime: Z(G) =:

,x € G, vadinama grupés G vidiniu automorfizmu. Isitikinkite,

{9 € G| gxz =x*g,x € G}). Galima apibrézti grupés G iSoriniu automorfizmu grupe
kaip Aut(G)/Int(G).

4. Trodykite, kad grupés (G, *) vidiniu automorfizmu grupé Znt(G) yra grupés G visu
automorfizmu grupés Aut(G) normalusis pogrupis.

5. Raskite diedro grupiu Dg, D7, Dg vidiniu automorfizmu grupes (raskite siu grupiu
centrus, o po to faktogrupes Dg/Z(Dg), D7/Z (D7), Dg/Z(Ds).

6. Raskite grupiu Aff(Q), Af f(R) vidiniu automorfizmu grupes.
7. Raskite grupes S4 vidiniu automorfizmu grupe.
8. Irodykite, kad Abelio grupés G vidiniy automorfizmu grupe Znt(G) = {id}.

9. Tarkime, kad f : X — X — bijekcija. Ar aibés X bijekcija f generuoja grupés
(P(X),©) automorfizma?

7. 5. Teiginys. Tarkime, (G,x),(H,o) — grupeés, f : G — H — homomorfizmas.
Tuomet
1. Jei K — grupés G pogrupis, tai f(K) yra grupés H pogrupis.
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2. Jei N — grupés H pogrupis, tai f~1(N) yra grupés G — pogrupis ir Ker f C
FHN).

3. Jei N — grupés H normalusis pogrupis, tai f~'(N) yra grupés G normalusis
pogrupis.

4. Jei f — siurjektyvus homomorfizmas (t. y. f(G)=H), K — grupés G normalusis
pogrupis, tai ir f(K) yra grupés H normalusis pogrupis.

Irodymas. 1. Sakykime, y1,y2 € f(K). Tuomet egzistuoja tokie ki,ke € K, kad
F(k1) = y1, f(k2) = yo. Vadinasi, y1 xy5 " = f(k1) o f(ka)™" = f(k1) o f(k3!) = f(k1 *
ky') € f(K), nes ky xky ' € K.

2. Sakykime, z1,22 € f71(N), t. y. f(z1), f(z2) € N. Tuomet z1 *z, " € f~1(N),
nes f(zy1*25") = f(x1)of(xs)~" € N (priminsime: N yra pogrupis ir jei f(x1), f(z2) € N,
tai f(z1)o f(xe)~! € N). Kadangi 1y € N, tai f~!(1y) = Ker f C f~1(N).

3. Sakykime, g € G,z € f~}(N). Tuomet g*x* gt € f71(N), nes f(gxxxg™ 1) =
f(g)o f(z)o f(g)~' € N (N —normalusis pogrupis, f(z) € N).

4. Sakykime, h € H,y € f(K). Vadinasi, egzistuoja toks g € G, kad f(g) = h
ir egzistuoja toks k € K, kad f(k) = y. Tuomet hoyoh ™t = f(g) o f(k)o f(g)~! =
flgxkxg™t) € f(K), nes g* kg~ ! € K (priminsime, kad K — normalusis pogrupis,
ke K). A

Teorema. Jei H, K yra grupés (G, %) pogrupiai, H — normalusis pogrupis, tai Hx K =
K % H yra grupés G pogrupis.

Irodymas. Priminsime, kad HxK = {hxk| h € H,k € K. Sakykime, hyxky, hoxke €
HxK. Tuomet hyxki(hoxks) ™t = hyxkixkoxhy = hl*(kl*kgl)*hgl*(kl*kgl)_l*kl*kgl c
Hx K, nes hy € H,(kyxky ") xhy "% (k1 xky 1)~ € H (todél, kad H normalusis pogrupis,
h;l € H, ky * k:;l € G), o ky x 1{72_1 € K (K — pogrupis, vadinasi, jei k1,ko € K, tai ir
k1 * k:2_1 € K). Taigi irodéme, kad H * K yra grupés G pogrupis. Jei kxh € K % H, tai
(kxh+xk Y)xke HxK,t. y. KxH C H*K. Panasiai irodoma, kad H * K C K * H.
Taigi Hx K =K+« H. A\

7. 6. Teiginys. Tarkime, (G, *), (H,o) — grupés, N — grupés G pogrupis, f : G — H
— homomorfizmas. Tuomet

fHf(N)) =N xKer f =Ker f* N

Irodymas. Akivaizdu, kad N C f~1(f(N)) ir Ker f C f~1(f(N)) (kadangi 15 €
f(N), o Ker f = f~Y(1g)). Vadinasi, N * Ker f C f~1(f(N)), nes f~1(f(IN)) — grupés
G pogrupis (zr.[?]). Tarkime, kad z € f~'(f(N)). Tuomet f(z) € f(N). Vadinasi,
egzistuoja toks k € N, kad f(k) = f(x). Lygybe f(k) = f(z), ¢ia k € N,z € f~1(f(N)),
perrasome taip: 1y = f(k)"'o f(z) = f(k~! * x). Matome, kad k=% x 2 € Ker f, ¢ia
k€ N,z € f~1(f(N)). Vadinasi, z € k* Ker f C N * Ker f. Irodéme: f~(f(N)) =
N xKer f =Ker f+« N. A
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Isvada. Jei (G, *),(H,0) — grupés, f : G — H — siurjektyvus homomorfizmas, tai
atvaizdis F', apibréztas grupés H visu pogrupiu aibéje

HoKZL f-Y(K)ca,

¢ia K — grupés H pogrupis, yra bijekcija tarp grupés H visu pogrupiu ir grupés G visu
tokiu pogrupiu N, kad Ker f C N. Be to, f~}(K) — grupés G normalusis pogrupis tada
ir tik tada, kai K yra grupés H normalusis pogrupis.

Irodymas. Sakykime, K, K1, Ko —grupés H pogrupiai. Akivaizdu, kad jei K; # Ko,
tai F(K) = f~1(K)) # f~1(Ks) = F(K>),Ker f C f~Y(K) = F(K). Jei N grupés G
toks pogrupis, kad Ker f C N, tai f(N) yra grupés H pogrupis ir FI(f(N)) = f~1(f(N)) =
N xKer f = N. Remiantis teiginiu (zr.[7]) paskutinis iSvados teiginys akivaizdus. A

7. 7. Pirmoji teorema apie izomorfizma. Tarkime, kad (G, *), (H, o) — grupés,
f : G — H —homomorfizmas. Tuomet grupés G faktorgrupé G /Ker f pagal homomorfizmo
f branduoli Ker f yra izomorfiné grupei f(G) C H.

Irodymas. Kadangi homomorfizmo f branduolys Ker f yra grupés G normalusis
pogrupis, tai galima nagrinéti grupés G faktorgrupe G/Ker f pagal Ker f. Apibrézkime
atvaizdi f : G/Ker f — H, f(g = Ker f) =: f(g9),9g € G. Isitikinsime, kad atvaizdis
f korektiskai apibréztas, t. y. nepriklauso nuo normaliojo pogrupio Ker f kairiosios
gretutines klasés g Ker f atstovo parinkimo. Jei g; *Ker f = g xKer f, g7 L go € Ker f.
Vadinasi, f(g;" * g2) = 1y arba f(g1) = f(g2). I8 pastoriosios lygybés gauname: jei

g1 x Ker f = goxKer f, tai f(g1 *Ker f) = f(go * Ker f).
Atvaizdis f : G/Ker f — H yra homomorfizmas. I§ tikruju: bet kuriems g1, g2 € G,

f((g1 *Ker f)* (g2« Ker f)) = f(g1 * go x Ker f) =

= f(g1 % 92) = f(g1) o f(g2) = f(g1 * Ker f) o f(g2 x Ker f).

Dabar isitikinsime, kad f — injektyvus homomorfizmas. Sakykime, f(g; * Ker f) =

f(go * Ker f), t. yv. f(g1) = f(g2). Lygybe f(g91) = f(g2) perrasykime taip: 1y =
f(9)7 o f(g2) = f(g7* % g2). Vadinasi, g7 ' * go € Ker f, t. y. 91 * Ker f =g xKer f.

Grupés G/Ker f vaizdas yra f(G/Ker f) = f(G). Taigi f : G/Ker f — f(G) -
bijektyvus homomorfizmas, t. y. izomorfizmas. A

Isvada. Jei (G, %), (H,o) — grupés, f : G — H — siurjektyvus homomorfizmas, tai
grupé G/Ker f yra izomorfiné grupei H.

7. 8. Antroji teorema apie izomorfizma. Jei H, K yra grupés (G, *) pogrupiai,
H — normalusis pogrupis, tai H N K yra grupés K normalusis pogrupis ir grupé K/K N H
yra izomorfiné grupei H « K/H.

Irodymas. Atvaizdis j: G — G/H,j(g) = g* H,g € G, yra grupiu homomorfizmas.
I8 tikruju: j(g1%g2) = gr*gox H = (1% H)* (g2« H) = j(91)*7(92), 91, g2 € G. Akivaizdu,
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kad Ker j = H. Rasime pogrupio K vaizda j(K): j(K) = {k* H| k € K} yra sudarytas
is pogrupio H kairiuju (tas pats, kas ir i§ desiniuju) gretutiniu klasiu k x H, k € K. Taigi
J(K) = K « H/H. Homomorfizmo j}K : K — G/H branduolys Ker j!K = KnNH.
Remdamiesi 1-aja teorema apie izomorfizma, gauname: grupé K/K N H yra izomorfiné
grupei K « H/H. A\

Isvada. Jei K, H — baigtinés grupés (G, *) pogrupiai, H — normalusis pogrupis, tai
|K « H||K N H| = |H||K]|.

Irodymas. Kadangi grupés K/K N H ir K * H/H yra izomorfinés, tai ‘K/KHH‘ =
|K « H/H|. 15 sios lygybés gauname: |K|/|K N H| = |K = H|/|H| arba |K « H||K N H| =
|K[[HI. A

7. 9. Trecioji teorema apie izomorfizma. Jei K, H — grupés (G, x) normalieji
pogrupiai ir K C H, tai H/K yra grupés GG/K normalusis pogrupis ir grupé G/K / H/K
yra izomorfiné grupei G/H.

Irodymas. Sia teorema irodyti paliekame skaitytojui.
8. Grupiy tiesioginés sandaugos

8. 1. Jei grupé (G,x*) turi normaluji pogrupi H, pagal kuri grupés G faktorgrupé
G/H yra izomorfiné grupei K, tai grupé G yra vadinama grupés H plétiniu grupe K.
Bendruoju atveju aprasyti grupés H plétinius grupe K, — gana sudétingas uzdavinys. Sio
bendrojo uzdavinio paprastesni variantai, — tai grupiu H ir K pusiautiesioginés ir tiesioginé
sandaugos. Dabar aptarsime grupiu tiesiogine sandauga.

Tarkime, (H,*), (K, o) — grupés. Apibrézkime aibiuy H ir K Dekarto sandaugos H x K
elementu daugyba e:

(h,l,kl) ° (hg,kg) = (hl * hg,kl o ]{52), (hl,kl), (hg,kg) € HxK.

Akivaizdu, kad aibés (H x K elementu daugyba e yra asociatyvi, (1g,1lx) — Sios
daugybos atzvilgiu vienetas, elementui (h, k) atvirkstinis elementas yra (h=1,k71). Kaip
matome, aibé H X K jos elementu daugybos e atzvilgiu yra grupe.

Apibrézimas. Grupé (H x K, e) yra vadinama grupiu (H, *), (K, o) i3orine tiesiogine
sandauga, o grupés (H, x), (K, o) — tiesiogineés sandaugos komponentémis.

Pastabos.

1. Tikriausiai pastebéjote, kad grupiu tiesioginés sandaugos apibrézime skirtingoms
grupéms naudojome skirtingus grupiu elementu daugybos zenklus. Tai daréme norédami
pabrézti, kad gali biiti imamos bet kokios grupés, o Sias grupes tiesiogiai sudaugine, gau-
name visiskai nauja grupe. Grupiu (H, ), (K, o) tisioginés sandaugos elementu daugybos
zenkla butu logiska zyméti x x o. Bet tai per daug gremézdiska. Sutarkime nuo Siol
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grupiu elementu daugybos zenklus vél zymeéti zvaigzdute, tasku ar kokiu nors kitokiu sim-
boliu arba visiskai praleisti. Tarp tiesioginés sandaugos komponenciu elementu dazniausiai
kompozicijos zenklu nerasysime. Grupiu H ir K iSorine tiesiogine sandauga dazniausiai
zymesime H x K.

2. Grupés H x K ir K x H yra izomorfinés: atvaizdis f : H x K — K x H,
f((h,k)) = (k,h), h € H,k € K yra izomorfizmas.

8. 2. Jei (H x K, x) yra grupiu H ir K iSoriné tiesioginé sandauga, tai grupés H x K
pogrupiai H =: {(h,1x)| h € H} ir K =: {(1x,k)| k € K} yra izomorfiniai grupems H ir
K. Grupés H x K pogrupiai H ir K tenkina salygas:

1. Kiekvienas grupés H x K elementas (h, k) yra iSreiskiamas pogrupiu Hir K
elementu (h,1g) ir (1g, k) sandauga: (h,k) = (h,1x) * (15, k);

2. H ir K yra normalieji pogrupiai;

3. HNK = {(1g,1k)}.

Irodysime 2-aja i$ Siu savybiu.
Jei (W,k') € Hx K, (h,1x) € H, tai (W, k")*(h, 1)+ (W, k")t = (Whh 1 1) € H.
Panasiai irodoma, kad K taip pat yra grupés H x K normalusis pogrupis.

Grupés H x K pogrupiu Hir K 1-aja, 2-aja ir 3-iaja savybes galima pakeisti ekvi-
valenc¢iomis savybémis:
1. Kiekvienas grupés H x K elementas (h, k) yra vienareiksmiskai isreiskiamas
pogrupiu H ir K elementu (h, 1x) ir (1g, k) sandauga: (h, k) = (h,1x) * (1g, k).
2’. Kievienas pogrupio H elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio K
elementu.

Apibrézimas. Grupé (G, ) yra vadinama pogrupiu H ir K (vidine) tiesiogine san-
dauga ir yra zymima G = H x K, jei:
1. G=HxK;
2. H, K — grupés G yra normalieji pogrupiai;
3. HNK ={1}.

8. 3. Teiginys. Jei grupé (G, *) yra pogrupiu H ir K tiesioginé sandauga, tai
kiekvienas grupés G elementas vienareikSmiskai yra isreiskiamas pogrupiu H ir K elementu
sandauga ir, be to, kiekvienas pogrupio H elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio
K elementu.

Irodymas. Kadangi grupé G yra pogrupiu tiesioginé sandauga, tai pogrupiai H, K
yra normalieji, ju sankirta sudaryta iS grupés vieneto ir kievienas grupés G elementas yra
iSreiskiamas pogrupiu H ir K elementu sandauga.

Jei h € H, k € K, tai elementu h, k komutatorius [h, k] = hxkxh~'xk™ ' € HNK. I8
tikruju, kadangi H normalusis pogrupis ir h € H, tai gauname, kad h=! € H, kxh~ 1%k~ ¢
H, vadinasi, ir hxk* h™!' x k! € H. Kadangi K yra normalusis pogrupis ir k¥ € K, tai

79



panagiai kaip ir anksé¢iau, gauname, kad hxkxh~1xk=1 € K. Trodéme, kad [h,k] € HNK.
Remdamiesi 3-aja pogrupiu H, K savybe, gauname |h, k] = 1, t. y. h*k = k * h. Dabar
irodysime, kad kiekvienas grupés G elementas vienareik§miskai yra isreiskiamas pogrupiu
H ir K elementu sandauga. Jei g =hsxk=h k', tai A" 'xh =K xk~!' € HN K, nes
kairiojoje lygybés puséje esantis elementas priklauso pogrupiui H, o deSiniojoje — pogrupiui
K. Vadinasi, A" 'sh=K+«k ' =1,t.y. h=h k=K. A

Pastaba. Jei grupé (G, ) yra pogrupiu H ir K tiesioginé sandauga, tai kiekvienam
grupes GG elementui g egzistuoja tokie vieninteliai h € H ir k € K, kad g =hxk =k x h.
Ir Siuo atveju rasysime G = H x K = K x H.

8. 4. Teiginys. Jei kiekvienas grupés G elementas vienareikSmiskai yra isreiskiamas
pogrupiu H ir K elementu sandauga ir, be to, kiekvienas pogrupio H elementas yra per-
statomas su kiekvienu pogrupio K elementu, tai grupé G yra pogrupiu H ir K tiesioginé
sandauga.

Irodymas. Kadangi kiekvienas grupés G elementas vienareikSmiskai yra iSreiskiamas
pogrupiu H ir K elementu sandauga, tai G = H x K. IS salygos, kad kiekvienas pogrupio
H elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio K elementu, gauname: kiekvienam
ke K,k«H ={kxh|he H} ={hxk|h € H} = H xk. Panasiai, kiekvienam h € H
teisinga lygybé: h x K = K % h. Kadangi kiekvienam h € H, hx H = H = H x h ir
kiekvienam k € K, kx K = K = K x k, tai kiekvienam grupés G elementui g, g x H =
hxk+«H =hxHxk=H=xhxk= H *g (Cia elementas g yra iSreikstas pogrupiu H, K
elementy sandauga: g = h *x k). Panasiai irodoma lygybé g« K = K xg,g € G. Kaip
matome, pogrupiai H, K yra grupés GG normalieji pogrupiai.

Irodysime, kad pogrupiu H ir K sankirta H N K = {1}. Jei butu g € HN K, q # 1,
tai grupés G elemento g iSraiSka pogrupiu H, K elementu h ir k sandauga g = h x k
galétume uzrasyti taip: g = hxk = h*(gxq 1t xk) = (h*q)* (¢~ ! k). Taigi matome, kad
h,hxq € H,h # hxq, k,q 'xk € K, t. y. grupés G elementas g yra isreiskiamas pogrupiu H
ir K elementu sandauga bent dviem skirtingais buidais. Tai prieStarauja teiginio salygai,
kad kiekvienas grupés G elementas vienareikSmiskai yra iSreiskiamas pogrupiu H ir K
elementu sandauga. A

Pastabos.

1. Tai, kad grupé yra pogrupiu tiesioginé sandauga, galima apibrézti dviem skirtingais
ekvivalenciais budais. Pirmasis grupés tiesioginés sandaugos apibrézimas nusakomas Siomis
salygomis:

(i) grupés kiekvienas elementas yra isreiskiamas pogrupiu elementu sandauga;

(ii) 8ie pogrupiaiyra grupés normalieji pogrupiai;

(iii) 8iu pogrupiu sankirta yra sudaryta tik is grupés vieneto.

Antrasis, ekvivalentus pirmajam, — nusakomas taip:

(i) grupés kiekvienas elementas vienareiksmiskai yra isskaidomas i pogrupiu elementu
sandauga;
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(ii) 8iu pogrupiu elementai tarpusavyje yra perstatomi.

2. Grupiu iSorinés tiesioginés sandaugos ir tiesioginés sandaugos savokos yra ekvi-
valencios. Jei grupé (H x K, *) yra grupiu H ir K iSoriné tiesioginé sandauga, tai ji yra
ankscCiau apibréztu pogrupiu H ir K, izomorfiniy atitinkamai grupéms H, K, tiesioginé
sandauga. Teisingas ir toks teiginys: jei grupé (G, *) yra pogrupiu H ir K tiesioginé san-
dauga, tai ji yra izomorfiné grupiu H ir K iSorinei tiesioginei sandaugai H x K. Pastaraji
teigini irodysime.

Irodymas. Kiekvienam grupés G elementui g egzistuoja tokia vienintelé sutvarkyta
pora (hg,ky), hg € H, k; € K, kad g = hy * ky. Kiekvienam elementui g € G priskyre
pora (hg,ky) € H x K, gauname bijekcija f : G — H x K (¢ia G — H x K suprantame
kaip iSorine grupiu G ir H tiesiogine sandauga). Jei g1 = hy, * kg, , g2 = hg, * kg, , tai

f(g1% g2) = f((hg, * kg,) * (hgy *kgy)) = f((hgy x hg,) * (kg * kg,)) =

(hgy * hgy, kg, * kgy) = (hgy s kg,) * (hgy, kgy) = [(91) * f(g2)-
Kaip matome, bijekcija f : G — H x K yra homomorfizmas. A
8. 5. Dabar galime apibrézti baigtinio grupiu skaiciaus tiesiogine sandauga.

Sakykime, (Hy, 1), (Ha,*2), ..., (Hp, *,) yra grupés. Apibrézkime aibiu Hy, Ho, ...
H,, Dekarto sandaugos
H{ xHy x...x H,

elementu daugyba x*:
(hi,hay .. hy) * (R, Ry, ... hl) = (hy %1 By, ho %2 Yoo By % D),
(h1,ha,...,hy), (hi,ha,... hy) € Hy X Hy X ... X Hy.
Panasiai, kaip ir dvieju grupiu atveju, irodoma, kad Hy x Hy X ... X H,, jos elementu

apibréztos daugybos * atzvilgiu yra grupé.

Apibrézimas. Grupé (Hy X Hy X ... x H,, *) yra vadinama grupiu (Hq, *1), (Ha, *2),
.+, (Hp, ) iSorine tiesiogine sandauga.

Apibrézimas. Grupé (G, *) yra vadinama pogrupiu Hq, Hs, ..., H,, tiesiogine san-
dauga, jei:
1. G=Hi«Hy*...x Hy;
2. Grupés pogrupiai Hy, Ho, ..., H, yra normalieji;
3. Kiekvienam j, 1 < j < n,

(Hl*Hg*...*I:Ij*...*Hn)ﬂHj:{1}
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¢ia stogelis virs pogrupio reiskia, kad to pogrupio pogrupiu sandaugoje néra.

8. 6. Panasiai, kaip ir dvieju pogrupiu atveju, tai, kad grupé yra pogrupiu tiesioginé
sandauga, galima apibrézti ir kitaip.

Apibrézimas. Grupé (G, x) yra vadinama pogrupiu Hy, Ha, ..., H,, tiesiogine
sandauga, jei:
1. Kiekvienas grupés G elementas vienareikSmiskai yra iSskaidomas pogrupiu Hi,
Hs, ..., H, elementu sandauga:

(Vg € G)(Ihy € Hy,hy € Ho, ... hy € Hy)(g=hy xho*x...xhy);

2. Bet kuriu dvieju skirtingu pogrupiu H; ir H;, 1 < 4,5 < n,7 # j, elementai tar-
pusavyje yra perstatomi:

hiEHZ’,hjEHjihi*hj:h]‘*hi, 1§’l,j§’n,l7éj

Kaip ir dvieju grupiu atveju, grupiu iSorinés tiesioginés sandaugos ir tiesiogines san-
daugos savokos yra ekvivalencios.

Pratimai.
1. Irodykite, kad abu grupiu tiesioginés sandaugos apibrézimai yra ekvivalentis.

2. Trodykite, jei grupés (Hy, 1), (Ha, *2), . .., (Hp, *,) yra komutatyvios, tai $iu grupiu
iSoriné tiesioginé sandauga — taip pat komutatyvi.

3. Irodykite, kad dvieju baigtiniu cikliniu grupiu, kuriu eilés yra tarpusavyje pirmines,
tiesioginé sandauga yra cikliné grupeé.

4. Apibendrinkite 3-iaji pratima baigtinio skaiciaus baigtiniu cikliniu grupiu atvejui.
8. 7. Grupiu tiesiogine sandauga galima apibrézti ir begalinio grupiu skaiciaus atveju.

Sakykime, {(Gq, *) }aer yra grupiu Seima. Aibiu Seimos {G, }acs tiesioginés sandau-

gos [] G, elementu daugyba x apibrézkime taip: jei {ga}tacr, {Patacr € ][ Ga, tai
acl acl

{ga}ael * {ha}ozel = {ga * ha}aef

Akivaizdu, kad aibé [] G, apibréztos jos elementu daugybos * atzvilgiu sudaro grupe,
acl
kuria zymesime ( [[ Gq, *).
acl

Apibrézimas. Grupe ( [[ Ga,*) vadinsime grupiu Seimos {(Gq, *)}acr tiesiogine
acl
sandauga.
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Si grupiu tiesioginé sandauga yra vadinama igorine. Galima apibrézti ir grupiu vidine
tiesiogine sandauga. Bet tuo atveju, kai duota grupiu Seima yra begaliné, grupiu iSorines
ir vidines tiesioginiu sandaugu apibrézimai néra ekvivalentis.

Teiginys. Tarkime, kad {Gs}acr yra grupés (G, *) normaliuju pogrupiu Seima,
generuojanti grupe G ir kiekvienam ag € I,

GooN [ Ga={1}.

acl\ag

Tuomet kiekvienas grupés (G, x) elementas vienareiksmiskai yra iSreiskiamas normaliuju
pogrupiu seimos {G, }aes elementu baigtine sandauga.

Irodymas. Pirmiausia irodysime, kad seimos {G,}aes bet kuriu dvieju skirtingu
pogrupiu Go,Gp elementai g, € Go,93 € G yra perstatomi, t.y., bet kuriems g, €
C;a,gﬁ Ef(?@,@i#iﬁ,

Ga * gp = 9 * Ja
Imkime elementu g, € Gq, g3 € G komutatoriu [ga, 95] = ga *gs* 95" *g[;l. Kadangi G,
ir G yra normalieji pogrupiai, tai gg+* g’ *ggl € Gq, vadinasi, ir g, *gg* g, " *ggl € G,
Panasiai gauname, kad g, * g3 *gcjl*gﬁ_l € Gg. Vadinasi, elementas [gq, 93] € GaNGg, a0 #
(5. Bet remdamiesi salyga: kiekvienam «qg € I,

Goo N ] Ga={1},
acl\ag
gauname, kad G, N Gg = {1}, jei tik a # (3. Taigi [ga, 9s] = ga * g5 * g, ' * ggl =1 arba
9o * 9g = 93 * Ja-

Remdamiesi teoremos salyga, gauname, kad grupés (G, *) kiekvienas elementas yra
isreiskiamas pogrupiu Seimos {Gq}acr elementu baigtine sandauga. Daugikliu tvarka
nesvarbi, nes irodéme, kad skirtingu Seimos pogrupiu elementai yra perstatomi. Lieka
irodyti, kad kiekvienas grupés G elementas yra vienareiksmiskai isreiskiamas pogrupiu
seimos {G, }aer elementu sandauga. Tarkime, kad

g:Hga:Hha;
acl acl

¢ia beveik visiems o € I, g, = 1. Reikia irodyti, kad kiekvienam o € I, g, = hq .
Nagrinékime elementa

(H o) * (H ha) ™' = H<9a xhy')=1.

ael ael acl

Jei kuriam nors o € I butu g,, * h;ol = 1,tai, remdamiesi lygybe

H(ga *hgl) =1

a€el
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gautume:

1 759;01 * hay € Gag N H Ga = {1}7

ael\ag

kas priestarautu teoremos salygai. A

9. Grupés ir aibés elementy iSorinis kompozicijos désnis

9. 1. Tegu G — grupé, X — aibé. Nagrinékime grupés G, kaip operatoriu aibés, ir
aibés X elementu iSorini kompozicijos désni F': G x X — X, tenkinanti salygas:
1. Kiekvienam z € X, F(1,z) = z, ¢ia 1 — grupés G vienetas;
2. Bet kuriems ¢1,92 € G, x € X, F(g192, ) = F(g1, F(g2,)).

Jei iSorini kompozicijos désni F' pazymeétume * ir rasytume tarp komponuojamuju
elementuy, tai anksciau uzrasytos salygos atrodytu taip:
1. Kiekvienam xz € X, 1 xx = z, ¢ia 1 — grupés G vienetas;
2. Bet kuriems ¢1,92 € G, x € X, (g192) *x = g1 * (g2 * x).

Pastaba. Tegu apibréztas grupés G ir aibés X elementu iSorinis kompozicijos désnis
su reikSmeémis aibéje X. Tuomet patogus iSsireiSkimas: ”aibés X elementa x, paveike
grupés G elementu g, gauname g * x”.

9. 2. Grupés G, kaip operatoriu aibés, ir aibés X elementu iSorinis kompozicijos
désnis * apibrézia aibéje X ekvivalentumo sarysi: aibés X elementas xo yra vadinamas
ekvivalenc¢iu elementui x1, jei egzistuoja toks grupés G elementas g, kad xo = g * x7.
Isitikinsime, kad tai i$ tikruju ekvivalentumo sarysis.

Pirma, kiekvienam aibés X elementui z,  yra ekvivalentus x, nes, remiantis pirmaja
iSorinio kompozicijos désnio * savybe, x = 1 x x.

Antra, tegu xo yra ekvivalentus xq, t. y. egzistuoja toks grupés G elementas g, kad

o = g * x1. Tuomet Sios lygybés abi puses paveike grupés G elementu g~!, gauname:

gl xmo =gl x(gxmx) = (g7 g) 21 =1 %21 = 21, t. y. 21 yra ekvivalentus z».
Trecia, tarkime, x3 yra ekvivalentus x2, o x5 yra ekvivalentus x1, t. y. egzistuoja tokie

g,h € G, kad x3 = g * x2, x93 = h * 1. Tuomet, remdamiesi antraja iSorinio kompozicijos

désnio * savybe, gauname: 3 = g* 19 = g (hxx1) = (gh) *x1, t. y. x3 yra ekvivalentus

xI1.

Apibrézimas. Kiekvienam aibés X elementui x apibrézkime aibés X poaibi G x x =:
{g*xz | g € G}. Aibés X poaibis G * x yra vadinamas elemento x orbita. Elemento x
orbita G x x yra elemento x ekvivalentumo klasé, ekvivalentumo sarysio, apibrézto iSorinio
kompozicijos désnio *, atzvilgiu.

Pastaba. Tegu apibréztas grupés G ir aibés X elementu iSorinis kompozicijos désnis
su reikSmémis aibéje X. Tuomet galime uzrasyti lygybe:

X = UG*xa,

a€el
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¢ia x4lpha, a € I, — skirtingu ekvivalentumo klasiu atstovai. Kaip zinome, G*z, # G*x3,
jeia# 0B, ael.

9.3. Tarkime, kad apibréztas grupés G ir aibés X elementu iSorinis kompozicijos
désnis su reikSmémis aibéje X.

Apibrézimas. Tegu z € X. Grupés G poaibis {g € G | g x x = x} yra vadinamas
elemento z stabilizatoriumi ir yra zymimas Stg(z)

Teiginys. Aibés X elemento z stabilizatorius St (x) yra grupés G pogrupis.
Sio teiginio irodymas akivaizdus.

Teiginys. Jei aibés X elementas y priklauso elemento x orbitai G * x, tai elemento y
stabilizatorius Stg(y) yra sujungtinis grupés G pogrupis pogrupiui Stg ().

Irodymas. Priminsime, kad grupés G pogrupis H yra vadinamas sujungtiniu pogru-
piu pogrupiui N, jei egzistuoja toks grupés G elementas g, kad H = gNg~'.

Kadangi elementas y € G * x, tai egzistuoja toks grupés GG elementas g, kad y = g * x.
Tuomet kiekvienam pogrupio Stg(z) elementui h elementas ghg~! priklauso elemento y
stabilizatoriui Stg(y), nes

(ghg™") xy=(gh)* (g " xy) = (gh)xx =g* (hxz)=g*z =y.

Vadinasi, gStg(x)g~! C Stg(y). Panasiai galite isitikinti, kad gStg(z)g™! D Stg(y). A

9. 4. Teiginys. Aibés X elemento x orbitos G % x elementu skaicius yra lygus
elemento z stabilizatoriaus St (z) indeksui [G : Stg(x)] grupéje G.

Irodymas. Nagrinékime grupés G skaidini pogrupio St (z) kairiosiomis gretutinémis
klasémis:
G = Stg(z) U g2Stg(z) U. .. U g,Sta(x).

Irodysime, kad elemento x orbita G * x sudaro aibés X elementai x, gs * x, ..., g, * T.

Pirmiausia pastebésime, kad hy * x = ho * x tada ir tik tada, kai grupés G elementai
hy ir hy priklauso vienali ir tai pac¢iai pogrupio St (z) kairiajai gretutinei klasei. I8 tikruju,
lygybés hy * x = hg * x abi puses, paveike grupés elementu hy 1 gauname

hy' s (hy*x) = hy' % (hg x ) = (hy 'hy) 2 = x,

t. y. (h;lhl) x x = x. Vadinasi, jei hy * x = hg * x, tai h;lhl € Stg(x), t. y. hy ir he
priklauso vienai ir tai paciai pogrupio Stg(z) kairiajai gretutinei klasei. Kadangi grupés G
elementai 1, go, ..., g, yra skirtingu pogrupio St () kairiuju gretutiniu klasiu atstovai, tai
aibés X elementai x, g1 *x, ..., g, *x yra tarpusavy skirtingi. Lieka irodyti, kad kiekvienas
orbitos G * = elementas sutampa su kuriuo nors aibés {x, g1 xz, ..., g, * x} elementu.
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Tarkime, y € G * x. Tuomet egzistuoja toks grupés G elementas g, kad y = g x z. Jei
grupés G elementas g priklauso pogrupio Stg(z) kairiajai gretutinei klasei g;Ste(x), tai
y=gxr=g;*%xx. A

9. 5. Pavyzdziai.

1. Tarkime, G — baigtiné grupé. Apibrézkime atvaizdi
x:GxG—G, (9, h)—gxh=ghg ', g,h€G.

Apibrézimas. Elemento h € G ekvivalentumo klasé {ghg™' | ¢ € G} yra vadinama
elementui A sujungtiniu elementu klase ir yra zymima Cg(h).

Elemento h € G stabilizatorius Stg(h) yra sudarytas i$ visu tokiu grupés G elementu
g, kuriu kiekvienas yra perstatomas su elementu h. Grupiu teorijoje elemento h stabiliza-
torius Stg(h) yra vadinamas elemento h centralizatoriumi ir yra zymimas Zg(h). Grupés
G elementui h sujungtiniu elementu skai¢ius yra lygus elemento h centralizatoriaus Zg(h)
indeksui [G : Zg(h)] grupéje G. Taigi kiekvienam elementui h € G sujungtiniu elementu
skaicius |Cg(h)| dalija grupés G eile |G|. Galime parasyti:

G = Cg(hl) U Cg(hg) U...uU C(;(hs),

¢ia hy, he, ..., hy — sujungtiniu elementu skirtingu klasiuy atstovai.

2. Tarkime, G — grupé, X = Py(G) — grupés G visu pogrupiu aibé. Apibrézkime
grupes G ir aibés X elementu iSorini kompozicijos désni taip:

x:GxX > X, (¢gH)—gxH=:gHg ", g€ G, G D H — pogrupis.

Aibés X elemento H ekvivalentumo klasé yra sudaryta i$ vieno elemento H tada ir tik
tada, kai H yra grupés G normalusis pogrupis. Aibés X elementai H ir N yra ekvivalentus
tada ir tik tada, kai grupés G pogrupiai H ir N yra sujungtiniai. Kitaip tariant, aibés X
elementai H ir N yra ekvivalentus tada ir tik tada, jei egzistuoja toks grupés G elementas
g, kad H = gNg~ .

Aibés X elemento H stabilizatorius St (H) grupiu teorijoje yra vadinamas grupés G
pogrupio H normalizatoriumi ir yra zymimas Ng(H). Kaip ir pirmojo pavyzdzio atveju,
grupés G pogrupiui H sujungtiniu pogrupiu skaicius dalija grupés G eile |G].

3. Remdamiesi grupés G ir aibés X elementu iSorinio kompozicijos désnio savoka,
irodysime svarbu fakta apie p-grupes.

Apibrézimas. Grupé G yra vadinama p-grupe, jei Sios grupés kiekvieno elemento
eilé yra lygi pirminio skaiciaus p laipsniui.
Pastaba. Jei p-grupé G yra baigtiné, tai remdamiesi Kosi teorema (kuria jrodysime

veliau): jei baigtinés grupés eilé dalijasi i§ pirminio skaiGiaus p, tai grupé turi p eilés
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elementa, gauname, kad grupés G eilé |G| yra lygi pirminio skai¢iaus p laipsniui p™. Taigi
baigtinés grupés atveju, p-grupe galima apibrézti, kaip grupe G, kurios eilé |G| yra lygi
pirminio skaiciaus laipsniui p™.

9. 6. Teorema. Kiekviena baigtiné p-grupé G turi netrivialu centra Z(G).

Irodymas. Apibrézkime p-grupés G, kaip operatoriu aibés, ir aibés X = G iSorini
kompozicijos désni:
x:GxG— G, gxh=ghg™ ", g,heq.

Siuo atveju aibés G elemento h orbita G * h = {ghg™' | g € G} yra grupés G elementui
h sujungtiniu elementu klasé. Sakykime, G *x hy, G % hg, ..., G x hg — visos skirtingos G
elementu orbitos, t. y.,

G=G+xhiUGx*xhyU...UG* hg.

Remdamiesi Sia lygybe, galime uzrasyti
|G| = |G % hy| + |G *x ha| + ...+ |G * hg]. (1)

Kadangi kiekvienos orbitos elementu skaic¢ius yra lygus Sios orbitos bet kurio elemento
stabilizatoriaus indeksui, tai kiekvienos orbitos elementu skaic¢ius yra pirminio skaiciaus
p laipsnis (p-grupés tiek kiekvieno pogrupio eilé, tiek ir pogrupio indeksas yra pirminio
skaic¢iaus p laipsnis). Vadinasi, jei kurio nors p-grupés G elemento h orbita G x h sudaryta
daugiau nei is vieno elemento, tai p | |G * h|. Grupés G vieneto 1 orbita yra {1}. Kadangi
p | |G] ir tai pirminis skai¢ius p dalija ir desiniaja (1) lygybés puse. Kadangi (1) lygybeés
desinéje puséje yra vienas démuo lygus 1, tai deSinéje puséje turi buti dar bent vienas
dénuo lygus 1 = p°. Tarkime, |G x h;j| = 1, ¢ia h; néra grupés G vienetas. |G * h;| = 1
tada ir tik tada, kai G * h; = {h;}, t. y., kai kiekvienam g € G, gh;jg~' = h;. O tai ir
reiskia, kad h; € Z(G). A

9. 7. Sakykime, apibréztas grupés G ir aibés X elementu iSorinis kompozicijos désnis
. Galima uzrasyti aibés X elementu skirtingu orbitu skai¢iaus formule. Pazymékime N (g)

aibés X elementu, tenkinanc¢iu salyga g * x = x, skai¢iu. Nagrinékime suma »_ N(g).
geG
Imkime =z € X. Elementas z i uzraSyta suma yra iskai¢iuojamas [Stg(x)| kartu, nes

kiekvienam ¢ € Stg(z), g * = x. | anks¢iau uzrasyta suma |Ste(x)| kartu yra iskai¢iuo-
jamas ir kiekvienas elemento x orbitos G x x elementas. Taigi elemento x orbitos G * x
elementy indélis i nagrinéjama suma yra lygus

|G * z||Ste(x)| = [G : Sta(z)]|Sta(x)| = |G|

Vadinasi,

1
aibés X elementu skirtingu orbitu skaicius = @ Z N(g).
geG
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10. Baigtiniuy Abelio grupiu struktara
10. 1. Nagrinésime baigtines Abelio grupes.

Apibrézimas. Grupé G, kurios kiekvieno elemento eilé yra lygi pirminio skaic¢iaus p
laipsniui, yra vadinama p-grupe. Abelio p-grupé daznai yra vadinama primariaja p-grupe.

Kosi teorema. Jei Abelio grupés G eilé n dalijasi i$ pirminio skaic¢iaus p, tai grupé
G turi p eilés elementa.

Irodymas. Teorema irodysime matematinés indukcijos metodu. Jei n = 1, tai
teoremos teiginys teisingas, nes 1 nesidalija iS jokio pirminio skaic¢iaus. Tarkime, kad
teoremos teiginys teisingas kiekvienai Abelio grupei, kurios eilé m < n. Imkime grupés
G elementa g # 1 ir nagrinékime cikline grupe [g]. Jei [g] = G, tai elemento gv eilé yra
p. Jei [g] C G, [g] # G, tai galimi du atvejai: (i) p||[g]| ir (ii) p /[[g]|. Pirmuoju atveju
pogrupio [g] eilé |[g]| < n ir dalijasi i§ skai¢iaus p. Vadinasi, remdamiesi indukcine prielaida,
gauname, kad Siuo atveju teorema irodyta. Antruoju atveju grupés G faktorgrupés G/|g]
pagal pogrupi [g] eile |G/[g]| = % < n ir dalijasi i§ skai¢iaus p. Remdamiesi indukcine
prielaida, gauname, kad grupé G/[g] turi p eilés elementa h x [g], t. y. (h* [g])? = [g],
(h * [g])? # [g], kai 0 < j < p. Lygybé (h* [g])? = [g] ekvivalenti salygai h? € [g], t. ¥.
egzistuoja toks s € N, kad h? = ¢g°. Elemento h eilé yra lygi pt, ¢ia t — toks maziausias
teigiamas skaicius, kad (¢%)! = 1. Vadinasi, elemento h' eilé yra lygi p.

Isvada. Baigtinés Abelio p-grupés G eilé yra lygi pirminio skaiciaus p laipsniui. I8
tikruju, jei Abelio p-grupés G eilé |G| dalytusi i§ pirminio skaic¢iaus ¢ # p, tai, remiantis
irodyta teorema, grupé Gturétu g eilés elementa. O tai priestarautu salygai, kad G yra
p-grupé. A

10. 2. Dabar irodysime Kosi teorema bendruoju atveju.

Kosi teorema. Jei baigtinés grupés G eilé dalijasi i§ pirminio skaic¢iaus p, tai grupe
G turi p eilés elementa.

Irodymas. Sia teorema irodysime taip pat matematinés indukcijos metodu. Jei
grupeés G eilé lygi 1, tai teoremos teiginys teisingas. Tarkime, kad teoremos teiginys teisin-
gas kiekvienai grupei, kurios eilé m < n. Jei egzistuoja grupés G pogrupis H, H # G,
kurio eilé dalijasi i§ piminio skaiciaus p, tai, remdamiesi indukcine prielaida, gauname,
kad teoremos teiginys teisingas. Nagrinékime atveji, kai nei vieno grupés G pogrupio eilé
nesidalija i$ skaic¢iaus p. Sudarykime grupés G skaidini sujungtiniu elementu klasémis

¢=Ucw)u U {=
Jj=1 2€Z(QG)

¢ia g; sujungtiniu elementu skirtingu klasiu atstovai, nepriklausantys grupés G centrui,
Z(G) — grupés G centras. Taigi galime uzrasyti lygybe: |G| = [Z(G)| + 27—, |C(g;)]-
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Grupés G elementui g sujungtiniu elementu skaicius |C/(g)| yra lygus elemento g centraliza-
toriaus Zg(g) indeksui [G : Zg(g)] grupéje G. Grupés G elemento z, priklausancio grupés
G centrui, sujungtiniu elementu klasé sudaryta tik i§ vieno elemento {z}, nes kiekvieno
grupés centro elemento centralizatorius sutampa su grupe G. Elemento g, nepriklausancio
centrui, centralizatorius Zg(g) yra grupés G pogrupis, nesutampantis su grupe G. Kadangi
pogrupio Zg(g) eilé pagal padaryta prielaida nesidalija i$ pirminio skai¢iaus p, o grupés G
eile dalijasi i$ p, tai ir pogrupio Zg(g) indeksas [G : Zg(g)] grupéje G dalijasi is p. Vad-
inasi, kiekvienas sumos Z;Zl |C(g,)| démuo |C(g;)], 1 < j < r, dalijasi i§ p. Gauname,
kad i$ skai¢iaus p dalijasi ir grupés G centro Z(G) eilé. Tai imanoma, remiantis padaryta
prielaida, kad grupés G kiekvieno netrivialaus pogrupio eilé nesidalija i$ pirminio skaiciaus
p, tik tuo atveju, jei Z(G) = G. O Abelio grupéms §ia teorema irodéme. A

Isvada. Jei G yra baigtiné p-grupé, tai grupés G eilé |G| yra pirminio skaic¢iaus p
laipsnis.

10. 3. Teorema. Sakykime, kad baigtinés Abelio grupés G eilé yra n,
n=pytps? .. por

— skaic¢iaus n kanoninis skaidinys pirminiais skai¢iais. Tuomet grupé G yra vienareikSmiskai
T

isskaidoma i p;-pogrupiu G;, 1 < j < r, tiesiogine sandauga G = [][ G; (t. y. vien-
Jj=1

areik§miskai yra nusakomi pogrupiai Gj, 1 < j < r). Pogrupio G, eilé yra lygi p;‘j,

I1<j<r

Irodymas. Sudarykime skaicius n; = n/p;-xj, 1 < j < r. Siy skai¢iu didziausias
bendrasis daliklis yra lygus 1 (akivaizdu: p; | n;, i # j, bet p; fn;, 1 <i,j <r). Vadinasi,
egzistuoja tokie sveikieji skaiciai ¢;, 1 < j < r, kad ) n;jq¢; = 1. Kadangi G yra Abelio

=1

J
grupé, tai grupés G elementu g, pakeltu n; laipsniais, aibé G; = {¢g™|ge G}, 1 <j<r

yra grupés G pogrupis. I3 tikruju, jei 977, g5° € Gy, tai g7 (g57) "' = (q195 )™ € G},
1 <j < r. Kiekvienam j, 1 < j < r, G; yra grupés G p; — pogrupis, nes pogrupio
G, kiekvienas elementas, pakeltas p?j laipsniu, yra grupés G vienetas 1. IS tikruju, jei
g™ € Gy, tai (g™ )p? T=gn=1 (priminsime, kad grupeés elemento eilé dalija grupes eile).
Dabar irodysime, kad kiekvienas grupés G elementas g yra vienareiksmiskai isreiskiamas
pogrupiu G;, 1 < j < r, elementu sandauga. Imkime g € G. Tuomet

™

gl _ gjgl n;q; _ H(gnj)qj-
j=1

Kiekvienam j, 1 < j <r, elementas ¢/ priklauso pogrupiui G;, vadinasi, ir (¢"9)% € G;.

Pazyméje g; =: (¢"7)%, gauname: g = [] g;. Lieka irodyti Sios sandaugos vienati.
j=1
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Tarkime, kad
T T
g=1]9 =119
j=1 j=1

Lygybe ) )
[[oi=119
j=1 j=1

galime perraSyti taip: kiekvienam s, 1 < s <r,

1 -1
9s9's =] 9:9’;
s

Gavome, kad kiekvienam s, 1 < s < r, elementas gsg’ 8_1 priklauso ir pogrupiui Gy ir

pogrupiui H G;. Vadinasi, (gsg's_l)ps =1ir (gsg'gl)”s =1, nes

J#s

]
(H 9;9'; )" = H 959’7 )" = Hg] ne _ 1
J#s

;;s J#?

(kiekvienam j, 1 < j <r, j # s, p?j | ns, 0 h?jj =1, jel h; € G;). Kadangi kiekvienam s,
1 < s < r, skaiciai ps ir ng yra tarpusavyje pirminiai, tai egzistuoja tokie sveikieji skaiciai a4
ir by, kad psas + ngbs = 1. Taigi kiekvienam s, 1 < s < r, gsg’s_1 = (gsg’s_l)psas+”sbs =1,
t. y. gavome, kad g5 = ¢.. Irodéme, kad grupe G yra pogruplu Gj, 1 < j <r, tiesiogine

sandauga. Remdamiesi lygybe |G| = n = H pj H |G| gauname kad kiekvienam j,
j=1

1 <j<r |G = p?j , nes pogrupio G; eilé yra lygl pirminio skaic¢iaus p;, 1 < j < r,
laipsniui.

Visigkai akivaizdu, kad pogrupiai Gj, 1 < j < r yra vienareikSmiskai apibréziami:
kiekvienam j, 1 < j < r, pogrupis G; yra sudarytas i§ grupés G elementu, kuriu eilé yra
pirminio skai¢iaus p; laipsnis. A

10. 4. Ka tik irodyta teorema daznai yra formuluojama ir irodoma adiciniais
zyméjimais. Mes tai pat pateiksime Sios teoremos formuluote adicinéje terminalogijoje.
Stai peréjimo nuo multiplikaciniu Zymeéjimuy ir terminu prie adiciniu Zymeéjimu ir terminu
zodyneélis:

Sandaugos zenkla [] atitinka sumos zenklas ) ;
Elemento laipsni ¢g" atitinka skaiciaus n ir elemento g sandauga ng;
Elementy sandauga g1 g52 ... g7 atitinka elementu suma nig; + naga + . .. + nsgs;

Elementa 1 atitinka elementas 0;
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Daugybos zenkla * (ar -) atitinka sudéties zenklas +;
Termina ”tiesioginé sandauga” atitinka terminas ”tiesioginé suma”;
Zenkla @ naudosime tiesioginei sumai Zymeéti.

10. 5. Dabar suformuluosime anksc¢iau irodyta teorema adiciniais zyméjimais.

[0 7

Teorema. Sakykime, kad baigtinés Abelio grupés G eilé yra n, n = p{*p5? ... p¢
skai¢iaus n kanoninis skaidinys pirminiais skaic¢iais. Tuomet grupée G yra Vlenarelksmlskai
T
isskaidoma i pj-pogrupiu G, 1 < j < r, tiesiogine suma G = @ G, (t. y. pogrupiai Gj,
j=1
1 < j <r yra vienareikSmiskai apibréziami). Pogrupio G, eilé yra lygi p?j , 1< 5.

10. 6. Dabar irodysime, kad kiekviena baigtine Abelio p-grupe G galima isskaidyti i
cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga.

Teorema. Kiekviena baigtiné Abelio p-grupé G yra isskaidoma i cikliniu p-pogrupiu
T
tiesiogine sandauga [[ G;.
j=1

Irodymas. Sakykime, kad g; yra grupés G didziausios eilés p™* elementas. Jei ciklinis
pogrupis [g1] = G, tai teoremos irodymas baigtas. Jei [g1] # G, tai isrinkime grupés G toki
elementa g5, kad elementas g5[g1] faktorgrupéje G / [gl] turetu didziausia eile p"2. Tuomet
g5 " €lnl, t. y. kuriam nors j, 0 < j < p™, g5 " = g1 Kadangi elementas g; grupéje

- N1 —n
pl 2

=g =g =1 Vadmasa p ]jp”l n2 g,

G yra didziausios eilés, tai (gl)p e

y. p" | j. Galime parasytl j=p" Irase Sia j israiska i lygybe ¢'5 = = gl, gauname
g’§n2 = ganJ arba g'h gfp - (g N ) " = 1. Pazymékime elementa ¢’,g;7 zenklu
gs. Tuomet gauname: g§n2 = 1. Irodysime, kad elemento go eilé yra lygi p™2 (vadinasi,
siuo atveju teisinga nelygybé no < nq) ir [g1] N [g2] = 1. Jei butu ggm =1ir 0 <m < ne,
tai gautume

B = (g0 " =1 aba g% =g]"",
t. v. (ghlg1])?" = [g1], kas priestarautu tam, kad elemento gh[g] eilé yra pm2. Jei biitu
[g1]N[g2] # 1, tai kuriam nors m, 0 < m < ng, gautume ggm € [g1]. Vél gautume priestara
tam, kad elemento g5[g1] eilé yra p™2.

Jei [g1] X [92] # G, tai galime iSrinkti grupés G toki elementa g5, kad faktorgrupés
G/([g1] % [g2]) elemento g4[g1][g=] eilée p™ butu didziausia. Vél gahme parasytl =
[g1] X [g2], t. y. egzistuoja tokie i,j, 0 < i < p™, 0 < j < p"2, kad ¢'5 * = glgj. Panasiai
kaip ir anksciau,

;on1—ng  ;,.n1]—n3g i _dypn1—™ 1
gip o' =) T =g5 =1,
by g =1, g]p T =1L Taigi p™ | ip™ e ir p2 | jp™ "2 arba p"® | i, p"* | j.

Sakykime, i = p"™3i’, j = p"™3j’. Tuomet lygybe g’§n3 = g% g} galime perrasyti taip:

/p’n3 _pngil _pngj/ . / _i/ _jl pn3 o
93 9 s =(9'391 " 927 )P =1
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Pazymékime g3 = ¢'597 4 [ 7' Panagiai kaip ir anksciau, galima irodyti, kad elemento g3
eilé yra lygi p™3 ir
[91] % [g2] N [g3] = 1.

Elementu ¢4, g2, .. ., g, tenkinanciu salyga: elemento

g;lg1] x [g2] X ... x [gj-1]

faktorgrupéje
G/([g1] x [g2] % ... x [g;-1]

eile p™ yra didziausia ir
(1] X [ga] x ... X [gj—a] Mgl =1, 1 <j <,

iSrinkima galime testi iki gausime

G=lg] x[g] x...x[g]. A

Antras teoremos irodymas. Sakykime, g3 € G — didziausios eilés elementas, jo
eilée yra lygi p™. Jei [g1] = G, tai teoremos irodymas baigtas. Jei [¢g1] # G, tai iSrinkime
didziausios eilés grupés G pogrupi H, tenkinanti salyga: [g1] N H = {1}. Trodysime, kad
G = [g1]x H. Trode sia lygybe, teoremos irodyma galésime uzbaigti matematinés indukcijos
metodu, tare, kad teoremos teiginys teisingas kiekvienai baigtinei Abelio p — grupei, kurios
eilé yra mazesné nei grupes G.

Sakykime, kad [g1] x H # G. Imkime maziausios eilés elementa a € GG, nepriklausanti
pogrupiui [g1] X H # G. Sakykime, kad elemento a eilé yra lygi p™. Jei butu m = 1, tai,
remdamiesi salyga a ¢ [g1] X H, gautume: kiekvienam j, 0 < j < p, a’ ¢ [g1] x H. Tuomet
grupés G pogrupis H' =: H X [a] tenkintu salyga [g1]NH’' = {1} ir jo eilé butu |H'| = |H|p,
kas priestarautu pogrupio H parinkimui. Taigi butinai m > 1. Elemento a? # 1 eilé yra
mazesné uz elemento a eile. Vadinasi, a? € [¢g1] x H, t. y. egzistuoja tokie j, 1 < j < p™
ir he H, kad aP = g{ h. Sios lygybés abi puses pakéle p™~! laipsniu, gauname:

—1 -om—1 m—1 m

(gln)P" =g" BT =a" =1,

t. v g{pm_l = 1ir 2" = 1. Remdamiesi lygybe g{pm_l = 1, darome isvada, kad
p™ | jpm~l t. y. pramm Tl | 5 Kadangi ny —m + 1> 0, tai p | j. Sakykime, kad j = pj’.
Tuomet lygybe a? = g]h galime perrasyti taip:

a’gy? =a"(gy” )" = (ag;” )P = h.
Pazyméje elementa ag, 7 I‘Elide h', gauname: h' ¢ [g1] x H, '’ € H. Nagrinékime
grupés G pogrupi [/, H]. Sio pogrupio eilé yra didesné uz pogrupio H eile. Vadinasi,
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(W, H]N[g1] # {1}, t. y. egzistuoja tokic i,7,0 < i <p,0<j <p™, he H, kad h''h = q.
Remdamiesi Sia lygybe, darome isvada, kad h'* € [g1]x H. Bet h'” € H C [g1]x H. Kadangi
skaiciai ¢ ir p tarpusavyje pirminiai, tai egzistuoja tokie u,v € Z, kad 1 = tu+pv. Vadinasi,

o= 1 = () (W)Y € [g1] x H.

Gavome priestara prielaidai, kad [¢g1] x H # G. Vadinasi, G = [¢g1] x H. Kaip anksc¢iau
minéjome, teoremos irodyma galima uzbaigti matematinés indukcijos metodu. Jei H =

[g2] X ... x [gr], tai G = [g1] X [g2] X ... X [g,]. A

10. 7. Pastaba. Grupés G skaidinio G = [g1] X [g2] X ... X [g,] cikliniu pogrupiu
tiesiogine sandauga cikliniai pogrupiai [g;], 1 < j < r, néra vienareiksmiskai apibréziami.
Du grupés G skaidiniai cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga gali neturéti nei vieno to
paties ciklinio pogrupio. IsSnagrinékime keleta pavyzdziu.

Pavyzdziai.

1. Grupé G = {1,a,b,ab| a®> = b*> = 1,ab = ba} yra isskaidoma i pogrupiu tiesiogine
sandauga taip:
1. G={l,al a®> =1} x {1,b] b* = 1};
2. G={1,a| a®> =1} x {1, ab| (ab)? = 1};
3. G={1,b| b*> =1} x {1,ab| (ab)? = 1}.
Kaip matome, grupés G skaidiniai cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga skiriasi, bet
visuose skaidiniuose tu pogrupiu eilés yra lygios skaic¢iams 2, 2.

2. Imkime grupés G = {a’¥’| 0 < i,j < 3,a® = b> = 1,ab = ba} cikliniu pogrupiu
tiesiogine sandauga tokius skaidinius:
1. G={1,a,a%} x {1,b,b%} = [a] x [b];
2. G ={1,ab,a?b?} x {1,ab?, a?b} = [ab] x [a?b]
Kaip matome, Sie grupés G skaidiniai cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga neturi
bendru cikliniu pogrupiu. Bet ir §i karta kiekviename grupés G skaidinyje yra po du
ciklinius pogrupius, kuriu eilés tiek viename, tiek kitame skaidinyje yra lygios 3 ir 3.

Kaip matome i§ pavyzdziu, baigtinés Abelio p — grupés bet kurie du skaidiniai cikliniu
pogrupiu tiesiogine sandauga cikliniu pogrupiu turi viena ir ta pati skaiciu ir, be to, cikliniu
pogrupiu vienos ir tos pacios eilés taip pat turi viena ir ta pati skaiciu. Kitaip tariant,
baigtinés Abelio p — grupés skaidinio cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga vienareikSmiskai
yra apibréziamas cikliniu pogrupiu skaic¢ius tame skaidinyje, o Sie cikliniai pogrupiai vien-
areik§miskai nusakomi tik izomorfizmo tikslumu. Grupiu teorijos pozitriu to pakanka, kad
galétume suklasifikuoti baigtines Abelio grupes.

10. 8. Abelio p-grupés skaidinio cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga
vienareik§miskumas. Irodéme, kad grupe G galima isskaidyti i cikliniu pogrupiu [g,],
1 < j < r, tiesiogine sandauga G = [¢1][g2] - - - [¢9r]. Lieka irodyti, kad grupés G kiekviename
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skaidinyje cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga vienos ir tos pacios eilés cikliniu pogrupiu
yra vienas ir tas pats skaicius.

Irodymas. Tarkime, kad G — Abelio grupe, kurios eilé yra lygi p™. Nagrinékime
atvaizdi

fp:G_’G7 fp(g):gpa geG.

Sis atvaizdis yra homomorfizmas. 1§ tikruju, bet kuriems g1, g2 € G, f,(g192) = (g192)? =
9V 95 = fp(91)fp(92). Kadangi G yra p-grupé, tai, remdamiesi Kosi teorema, gauname,
kad Ker f, # {1}, t. y. |Ker fy| = p", r > 1. Jei |G| = p", tai kiekvienam g € G,
fr(g) = g =1,t. y. Ker fp = G. Sakykime, kad n; — toks maziausias teigiamas
sveikasis skaicius, kad Ker f)'* = G. Sudarykime grupés G pogrupiu seka:

G = Ker f;* D Ker f;”*l D ... D Ker f, D Ker fg ={1}.

Idétys Ker fI=' C Ker fJ, 1 < j < ny, yra akivaizdzios. Irodysime, kad Ker fJ=! #
Ker fJ, 1 < j < ny. Jei kuriam nors jo, 1 < jo < nq, butu Ker flo=! = Ker fJo, tai
gautume prieStaravima skaiciaus nq parinkimui. Tai irodysime.

Akivaizdu, kad G = Ker fJ1 # Ker f;l_l, nes priesingu atveju vietoje m; imtume
ni — 1. Sakykime, kad g € G, bet g € Ker f;l_l, t. y. ¢?' =1, bet gpnlfl # 1.
Lygybe g*"t = 1 perrasykime taip: (g " )Pé.: 1. Remdamiesi éi@lygykzelz, rnatorrf, kad
g?"' 7% € Ker f°. Jei butu Ker fgo_l = Ker fJ°, tai gautume (gP" W =gt =1,
t. y. gautume priestara salygai: elementas gpntl = 1. Taigi kiekvienam j, 1 < j < nq,
Ker fgfl C Ker IZ, bet Ker fgfl # Ker fg . | |

Galime nagrinéti faktorgrupes Ker fJ/Ker fg_l. Pazymékime |Ker fJ/Ker fg,_1| =
pYma—itt 1 < 5 < my. Dabr jrodysime, kad oy < ag < ... < ayy,. Tuo tikslu pastebésime,
kad f,(Ker fg“) C Ker fg kiekvienam j, 1 < j < ny. Vadinasi, atvaizdis f, generuoja
atvaizdi

(Fp)ien : Ker f71 /Ker f§ — Ker fi/Ker i,
1 < j < ny — 1. Isitikinsime, kad atvaizdziai (7p)j+1, 1 <j <n;—1, yra injektyvus. I
tikruju, jei
(fp)j+1(gKer f) = Ker f771,

tai g € Ker fI71, t. y. (gP)?' " = g = 1. Vadinasi, g € Ker fJ ir gKer fJ = Ker f.
Taigi oy, —j < apy—j41, kiekvienam j, 1 <7 <n; — 1, atba a1 < ap < ... <y, .

Dabar nagrinékime atveji, kai grupé G yra cikliniu pogrupiu [g;], 1 < j < r, tiesioginé
sandauga:

G = [g1] x [g2] x ... x [gy].

Sakykime, kad ciklinio pogrupio [g;] eilé yra lygi p™/, 1 < j < r, o cikliniai pogrupiai
tiesioginéje sandaugoje isdeéstyti tokia tvarka, kad ny > no > ... > n,. Tuomet toks
maziausias teigiamas sveikasis skaicius m, kad Ker fJ" = G, yra lygus skaiciui ny. IS
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tikruju. Kadangi grupé G yra cikliniu pogrupiu [g;], 1 < 7 < r, tiesioginé sandauga,

tai kiekvienas grupés G elementas ¢ vienareiksmiskai yra uzraSomas g = ¢7¢5*...g%",

0 <a; <p®,1<j <r. Remdamiesi Sia lygybe, matome, kad ¢g"* = 1. Gauname, kad
m < nj. Jei m < nq, tai g7 # 1. Vadinasi, m = n;.
Sakykime, kad

Ny =...=MNj; >Nj41=...=MNjp, > ... >N5,_ 141

= =N, > NGl = =N > > NGyl = = Ny,
0 Ngpq1 =1. Jeinj, >m >n; 41, tai

[Ker f;"/Ker f;"~'| = p’*,

|Ker fp7™" /Ker f;js+1_1| = plett,

1 < s <t. Tai irodysime. Visu pirmiausia, teigiame, kad

. pnjlim pnjl -m pnjs—m pnjs -m
Ker f)" = [g] ]><...><[gj1 ]X---X[9j571+1]><---><[9'5 ],
o
-1 pnjl —m+1 pnjl —m+1 p™is —m-+1 pis —m-+1
Ker f" = [g} ]><...><[gj1 ]><...><[gjs_1Jrl ]><...><[ng ],
1 < s <'t. Irodysime pirmaja i$ $iu lygybiu. Akivaizdu, kad
M g™ s T i T
g} ] x ... x[g5, I xoox[gh g <o x ) ] C Ker f}",
1 < s <'t. Sakykime,
— @j @js Ais+1 r
9=91"95" .. 9;" 9,779,/ - gr
ir g € Ker f)". Tuomet
gpm — g?lpmggzpm “_g;?ljlp ”_g;_l:spm =1,
t. y. g‘flpm =1, ggwm =1,..., g;jlp =1, ...g;:j“’m = 1. Remdamiesi $iomis kygybémis,
matome, kad p™ | a1p™, p™? | azp™, ..., P | app™, .. P | ajpm, by DT ay,
P | ag, ..., p"1 "™ | aj,, ...p™s "™ | a;,. Prisimine, kad
Ny =...=MNj; >Nj41= ... =T, > ... >Nj, _ 141
R U I e (IR RS (7N BN U

0 n¢y1 =7, gauname, kad g € Ker f)".
Akivaizdu, kad |Ker fp| =p".
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Kaip matome, skaic¢ius n; vienareikSmiskai yra apibréziamas salyga: ni — toks maziau-
sias teigiamas sveikasis skaicius, kad Ker f'* = G. Po to vienareikSmiskai yra apibreéziami
skaiciai nj, 41, 1 < s < t: tik kai m = nj, 41, 1 < s < ¢, faktorgrupiu Ker f;”/Ker f;ﬂ_l,
1 < m < nyq, eilé padidéja. Taip pat vienareikSmiskai yra apibréziami skai¢iai j1, jo,. .., Jt
ir r: kaip mateéme

[Ker f;"/Ker f;" =] = p’,

kai nj 41 <m < nj, ir
|Ker f,7*™" /Ker f;j8+1_1| = plott,
|Ker f,| =p", 1 <s<t.

Taigi, jei grupé G yra cikliniu pogrupiu tiesioginé sandauga

G = [g1] x [g2] x ... x [gr],
gl =p™, 1<i<r ir

Ny =...=MNj; >Nj 41 = ... =MNjy > ...> N5, _ 41
= =N, > NGl = =N > > NGyl = = Ny,
ng+1 = 7, tai grupés G terminais vienareikSmiskai yra apibréziamas ciklimniu pogrupiu
skai¢ius r ir vienareikSmiskai yra apibréziamos $iu cikliniu pogrupiu eilés n;, 1 <i <r. A

10. 9. Apibrézimas. Jei baigtiné Abelio p-grupé G yra cikliniu pogrupiu [g;],
1 <5 <'r, kuriu eilés atitinkamai yra lygios p™/, 1 < j < r, tiesioginé sandauga

G = [g1] X [g2] x ... % [gr],

tai skaiciai nq, no, ..., n, yra vadinami grupés G invariantais. Ciklinius pogrupius tiesio-
ginéje sandaugoje galima surasyti tokia tvarka, kad grupés G invariantai tenkintu salyga:
ny>nNg > ... Ny.

10. 10. Teorema Baigtinés Abelio p-grupés G ir H yra izomorfinés tada ir tik tada,
kai ju invariantai yra lygus.

Akivaizdu, jei baigtinés Abelio p-grupés G ir H yra izomorfinés, tai ju invariantai yra

lygits.
Sakykime, baigtiniu Abelio p-grupiu G ir H invariantai yra n; > ne > ... > n,.
Tuomet grupés G ir H yra isskaidomos cikliniu pogrupiu tiesiogine sandauga:

G = [g1] X [go] X ... x [gr]

ir

H = [h] X [he] x ... X [hy].
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Cikliniu pogrupiu [¢1] ir [h1], [g2] ir [h2], ..., [gr] iv [h,] eilés yra lygios p"t, p"2, ..., p
Apibrézkime atvaizdi

f:G—H, f(¢7'g5...907) =hi*hg>...hy", 0<a; <p™, 1<j<r,
Akivaizdu, kad f yra izomorfizmas. A

11. Simetriné grupé

11. 1. Sakykime, N, =: {1,2,...,n}. Nagrinékime visu bijekciju ¢ : N, — N,
aibe 5,,. Bijekcija ¢ : N,, — N,, daznai yra vadinama aibés N,, elementu keitiniu arba
perstatiniu. Kadangi dvieju bijekciju o, 7 € S,, kompozicija 7 o o yra bijekcija, tai galima
apibrézti aibés 9,, elementu kompozicijos désni o:

0:8, xS, — Sy, (6,7)—~To0o, 0,7 €85,.
Priminsime, kad dvieju atvaizdziu o, 7 € S,, kompozicija 7 o ¢ apibréziama taip:

(ro0)(j) = 7(0(4)), j € N

Aibé S, kompozicijos désnio o atzvilgiu yra grupé, nes

1. Kompozicijos désnis o yra asociatuvus;

2. S, 9 id — neutralus elementas o atzvilgiu (grupés vienetas);

3. Kiekvienam o € S,, egzistuoja o1 € S, ircoo™ ! =07 loo =id (67! —
atvirkstinis elementas elementui o).

Apibrézimas. Grupé (S,,o) yra vadinama n-ojo laipsnio simetrine grupe. Jos eilé
yra lygi n!.

11. 2. Bijekcija o : N,, — N,, galima pavaizduoti lentele

1 2 e n
<o—(1) o(2) ... 0(n)> 5
pirmoje lentelés eilutéje bet kuria tvarka suraSant visus aibés N,, elementus (duotoje
lenteléje aibés N,, elementai surasyti naturalia tvarka), o antroje lentelés eilutéje po kiek-
vienu pirmos eilutés elementu j parasant jo vaizda o(j). Kadangi o — bijekcija, tai o(1),
0(2), ..., o(n), — visi tarpusavy skirtingi elementai. Pabréziame, kad lentelés pirmoje
eilutéje aibés N,, elementu tvarka nesvarbi, bet svarbu, kas parasyta po kiekvienu pirmos
eilutés elementu! Jei bijekcijos o, 7 € S,, pavaizduojamos lentelémis

(ot oty 7 mt) oty oty 7 oty )
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tai bijekcija 7 o o pavaizduojama lentele

<r<al<1>> o) | T<J<Ln>>>'

11. 3. Sakykime, o yra grupés S, elementas. Grupés S, elementa gooo...oq
—/_/

m
zymeésime 0. ¢ — tai grupes S,, elemento o m-asis laipsnis. Kadangi grupé S, baigtine,
tai kiekvieno grupeés S, elemento eilé yra baigtiné, t. y., jei ¢ € 5, tai egzistuoja toks
maziausias teigiamas sveikasis skaicius r, kad 0" = id, 0/ # id, jei 0 < j < r. Elemento

o € Sy, kurio eilé yra lygi r, laipsniai {id, 0,02, ..., 0" !} sudaro grupés S,, ciklini pogrupi
[o].

Apibrézimas. Elementas o € S, yra vadinamas ciklu ir zZzymimas (j; j2 ... Jr),
jei j1, ja2, ..., jr — tarpusavy skirtingi aibés N,, elementai, o(j1) = j2, ..., 0(jr-1) = Jr,

o(jr) = j1, o kiekvienam aibés N,, elementui j & {ji1,j2,...,Jr}, 0(j) = j. Skaicius r yra
vadinamas ciklo (j1 j2 ... jr) ilgiu. Daznai ilgio r ciklas yra vadinamas r-ciklu. Ciklai
(4;4) (ju ilgis lygus 2) yra vadinami transpozicijomis.

Pastabos.

1. Bet kuriems tarpusavy skirtingiems skaic¢iams ji, js, ..., jr, priklausantiems aibei
N,,, apibrézkime atvaizdi o : N,, — N,, toki, kad o(j1) = jo2, 0(j2) = Jj3, -, 0(Jr—1) = Jr,
o(jr) = j1, o kiekvienam elementui j € N, \ {j1,j2,.-.,Jr}, 0(j) = j. Akivaizdu, kad $is
atvaizdis yra ilgio r ciklas (j1 j2 ... Jjr)-

2. Remiantis ciklo apibrézimu, akivaizdu, kad (j1 j2 ... 7r) = (Jr J1 -+ Jr—1) =
ce.=1(j2 743 ... 71). rilgio ciklo (j1 j2 ... j,) eilé yra lygi r.

Apibrézimas. Ciklai (i1 i2 ... i) ir (j1 J2 ... jr) yra vadinami nepriklausomais, jei
{7:17 29 ey is}ﬂ{j17 j27 sty j’f’}:®

Teiginys. Grupés S5, nepriklausomi ciklai yra perstatomi.
Irodymas. Irodymas akivaizdus.

11. 4. Kiekvienam grupés S,, elementui o apibrézkime aibéje N,, ekvivalentumo
sarysi ~: i~ j, jei egzistuoja toks elemento o sveikasis laipsnis 0™, kad ™ (i) = j.
(o2 g

Apibrézimas. Aibés N,, elementu ekvivalentumo klasés pagal ekvivalentumo sarysi
~ yra vadinamos elemento ¢ orbitomis.
o

Elemento o € 5,, orbita, kuriai priklauso aibés N,, elementas j, sudaryta i$ elementu 7,
a(j), o2(j), ..., oP71(j), ¢ia p — toks maziausias teigiamas sveikasis skaic¢ius, kad o?(j) = j.
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Apibrézimas. Jei elemento o € S,, orbita sudaryta i§ vieno aibés N,, elemento j (t.
y. 0(j) = j), tai j yra vadinamas o-nejudamu elementu.

Dabar cikla galime apibudinti ir kitaip. Grupés S,, elementas o yra ciklas, jei elemento
o visos orbitos, iSskyrus viena, sudarytos is aibés N,, o-nejudamu elementu.

Teiginys. Jei neatsizvelgtume i dauginamuju tvarka, tai kiekvienas grupés S,, ele-
mentas vienareik§miskai uzrasomas nepriklausomu cikluy sandauga.

Irodymas. Sakykime, o € S, 0 X1, Xo, ..., X; — elemento o orbitos. Taigi X;NX; =
B,jeii#4,1<i,7<t, X7UXsU...UX; =N,,. Apibrézkime atvaizdzius o; : N,, — N,,,
1< <t

oy Joli), jeijeX;
"l(”_{j, jei j € Ny \ X; -
Remdamiesi atvaizdziu o;, 1 < ¢ < t, apibrézimu, matome, kad kiekvienam i, 1 < i < t,
o; — ciklai. Trodysime, kad ¢ = 01 005 0...00;. Tuo tikslu isikinsime, kad kiekvienam
jEN,, () =(cro00o20...004)(j). Kadangi j € N, = X; UXoU...U Xy ir bet
kurios skirtingos elemento o orbitos neturi bendru elementu, tai egzistuoja toks vienintelis
indeksas 7, 1 <1 <t, kad 7 € X;. Tuomet

(r0020...00¢)(j) = 0i(§) = 0(j).

Pastabos.

1. Grupés S,, vienetas id nepriklausomu ciklu sandauga yra uzraSomas taip: id =
(1)(2)...(n). Grupés S, elementu israiskose ciklais ilgio 1 ciklus sutarkime praleisti, o
vietoje id sutarkime rasyti (1).

2. Sutarkime tarp ciklu neraSyti grupés S,, elementu kompozicijos désnio zenklo o.

11.5. Kiekvienas ciklas (j1 j2 ... j) gali buti uzrasomas transpoziciju sadauga:

(J1j2 -+ Jr) = (1 3r)(G1 Jr—1) - (J1 J2)-

Ciklai transpoziciju sandauga uzrasomi nevienareiksmiskai. Pavyzdziui, grupés S,, n >
3, cikla (1 2 3) galime isskaidyti transpoziciju sandauga taip: (1 2 3) = (1 3)(1 2) =
(12)(23)=1(23)(13) =(23)(12)(13)(23). Be to, kaip matome, ciklo skirtinguose
skaidiniuose transpozicijomis gali buti skirtingi [?] dauginamuju skaiciai.

Isvada. Kiekvienas grupeés .S, elementas yra iSskaidomas transpoziciju sandauga.
Grupés S, transpozicijos yra Sios grupeés sudaromosios.

11. 6. Nors grupés S, elemento skirtinguose skaidiniuose transpozicijomis dau-
ginamuju skaiciai gali biuti ir skirtingi, bet dauginamuju skai¢iaus lyginumas grupés .S,
elemento kiekviename skaidinyje transpozicijomis yra vienas ir tas pats.
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Apibrézkime skaiciu A = [] (j —4). Bet kuriam o € S,, apibrézkime o(A) =:
1<i<j<n
[T (o(§) —o(i)). Skaiciai A ir o(A) skiriasi daugikliu +1. Apibrézkime atvaizdi
1<i<j<n
sgn : S, — {1,—1} taip: 0(A) =sgn(o)A, o € S,,. Atvaizdis sgn yra homomorfizmas. I3

tikruju: jei o,7 € 5, tai
sgn(o07)A = (70 7)(4) = o(r(A)) = sgn(r)(4) = sgu(r)sen(0) 4,

t. v. sgn(o o 7) = sgn(7)sgn(o).
Teiginys. Kiekvienai transpozicijai (i j) € S, sgn((i 7)) = —1.

Irodymas. Nesunku matyti, kad sgn((1 2)) = —1. I8 tikruju, skaicius (1 2)(A)
yra gaunamas pakeic¢iant skai¢iaus A tik siuos daugiklius 2 —-1,3 -1, ..., n—1, 3 — 2,
4—2,...,n—2daugikliais 1 —2,3—-2,....n—2,3—-1,4—1, ..., n— 1. Taigi homo-
morfizmas sgn : S,, — {1, —1} yra siurjektyvus. Vadinasi, $io homomorfizmo branduolys
Ker sgn, zymimas A,,, yra grupés S, indekso 2 pogrupis. Kaip zinome, grupés indekso
2 pogrupis yra normalusis pogrupis. Irodysime, kad nei viena transpozicija nepriklauso
pogrupiui A,. Jei transpozicija (i j) € S, priklausytu normaliajam pogrupiui A4,, tai
ir transpozicija (1 2) priklausytu pogrupiui A,. I$ tikruju, tai gautume remdamiesi ly-
gybe (12)=(27)(14)(¢j)(14)(2j), nes elementai, pazymétieji riestiniais skliaustais, yra

——— ——

vienas kitam atvirkstiniai. Bet, kaip matéme, transpozicija (1 2) nepriklauso normalia-
jam pogrpiui A,, vadinasi, grupés S, normaliajam pogrupiui A, nepriklauso nei viena
transpozicija (i;7) € Sp. A

Isvada. Jei grupés S,, elementas o yra uzraSomas transpoziciju sandaugomis o =
(il ]1)(22 ]2) e (’Lr ]7") = (ll ml)(lg mg) e (ZS ms), tal r = s(mod?)
Irodymas. sgn(o) = (—1)" = (—1)°. Taigi gauname r = s(mod2). A

Apibrézimas. Grupés S, elementas o yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei sgn(o) =
1 (sgn(o) = —1).

11. 7. Grupéje S, yra n!/2 lyginiu ir tiek pat nelyginiu elementu. Lyginio elemento
bet kuriame skaidinyje transpozicijomis yra lyginis dauginamuju skaicius, o nelyginio ele-
mento bet kuriame skaidinyje transpozicijomis — nelyginis dauginamuju skai¢ius. Nelyginio

ilgio ciklas yra lyginis elementas, o lyginio ilgio ciklas yra nelyginis elementas. Tai gauname
remdamiesi Sia lygybe:

(J1J2 -+ Jr) = (1 3r)(G1 Jr—1) - (J1 J2)-

Teiginys. Grupe S,, generuoja transpozicijos (1 2), (1 3), ..., (1 n), o grupés S,
normaluji pogrupi A,, generuoja 3-ciklai (14 j), 1 <i<j <n.
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Irodymas. Grupe S,, generuoja transpozicijos (i j), 1 < i < j < n. Kadangi bet
kuriems i,7, 1 <i < j <mn, (i j) = (14)(1 7)(1 7), tai, kaip matome, grupe S,, generuoja
transpozicijos (1 2), (13), ..., (1 n).

Grupés S,, normaluji pogrupi A,, = Ker sgn generuoja transpoziciju sandaugos
(t 7)) Im), 1 <i<j<mn 1<I1l<m<n. Pastebégje, kad (1 i)(1 j) = (1 j 9),
1 <14,5 < n, galime parasyti:

(0 3)(Im) = (L)1 7)) DA m)(11) = (15 0) (1101 1m),

Kaip matome, grupés S,, normaluji pogrupi 4,, generuoja 3-ciklai (14 j), 1 <i < j < n.
A

12. Simetrinés grupés sujungtiniy elementy klasés

12. 1. Apibrézimas. Grupés S, elementai x ir y yra vadinami sujungtiniais,
jei egzistuoja toks grupés S, elementas o, kad y = ocxo~!. Tarp grupés S, sujungtiniu

elementu z ir y sutarkime rasyti zenkla ~: z ~ .
Teiginys. Sarysis ~ yra ekvivalentumo sarysis grupéje S,,.

Irodymas. Isitikinsime, kad sarysis ~ tenkina ekvivalentumo sarysio apibrézimo tris
salygas.
1. Kiekvienam z € S,,, x ~ x, nes = (1)z(1) ((1) — grupés S,, vienetas);
2. Jei x ~ y, t. y. egzistuoja toks o € S,, kad y = oxo™!, tai ir y ~ z, nes
r=0"tyoc =oc"ty(o—1)"1;
3. Jeix~y, y~ z tai ir x ~ 2. I8 tikruju, kadangi egzistuoja tokie o, 7 € S,,, kad
z=T1yr—1,y = oxo~ !, tai z = roxoc " lr—1 = rox(ro) L.

Apibrézimas. Elemento x € §,, ekvivalentumo klasé pagal ekvivalentumo sarysi ~
yra vadinama elementui x sujungtiniu elementu klase.

12. 2. Apibrézkime grupés S,, poaibi K, sudaryta i$§ visu tokiu elementu o, kurie
yra perstatomi su elementu x € S,,: K, =: {0 € S,| ox = xz0}.

Teiginys. Kiekvienam grupés S,, elementui x grupés S,, poaibis K, yra grupés S,
pogrupis.

Irodymas. Visu pirma pastebésime, jei 7 yra perstatomas su x, tai ir 7= yra per-

1 1

statomas su x. IS tikruju, lygybé 7 = x7 yra ekvivalenti lygybei x77" =77 x.

Sakykime, o, 7 € K,. Tuomet

(o7 DN =ocxr ™t =z(or™t).
Vadinasi, jei 0,7 € K, tai o7~! € K,. Taigi K, yra grupés S,, pogrupis. A

Apibrézimas. K, yra vadinamas grupés S,, elemento stacionariuoju pogrupiu.
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Teiginys. Grupés 5, elementui x sujungtiniu elementu klasées elementu skaicius yra
lygus elemento x stacionariojo pogrupio K, indeksui grupéje S,,.

Irodymas. Sakykime, {zq,z2,...,z,.} — elementui x = z; sujungtiniu elementu

klasé, g1 = (1), ga, ..., gr — grupés S, tokie elementai, kad 2, = g12197 ", T2 = gax195 ',
S Ty = gr1gy

Kiekvienam h € S, egzistuoja vienintelis toks j, 1 < j < r, kad ha1h™! = z;.
Taigi hx1h™! = gjxlgj_l. Sia lygybe i§ kairés padaugine i3 gj_l, o i$ desines — is g;,
gauname: gj_lhxlh_lgj = x7 arba gj_lhasl(gj_lh)_1 = x1. Vadinasi, gj_lh € K, arba
h € g; K,. Ir atvirksciai, jei h € g; K, tai gj_lh € K,. Tuomet gj_lhxl(gj_lh)_l = x1 arba
hxih=! = gjxlgfl =x;.

Kaip matome, kiekviena kairiaja pogrupio K, gretutine klase g; K, 1 < 7 < r, atitinka
elementui = z; sujungtinis elementas x; = hx1h™ !, h € g;K,, 1 < j < r. Kadangi
Sp = Lrj 9; K, tai teoremos jrodymas baigtas. A

j=1
12. 3. Apibrézimas. Nedidéjanti sveikuju skaiciuseka A\; > Ao > A3 > ... > A s >0

yra vadinama skaic¢iaus n € N skaidiniu, jei > A; = n. Skai¢iaus n visu skaidiniu skaic¢ius
Jj=1
yra zymimas p(n).

Pavyzdziui, skaiciaus 7 skaidiniai yra Sie:

7 ; 3 2 2 :
6 1 ; 3 2 1 1 ;
5 2 ; 3 1 1 1 1 :
5 1 1 : 2 2 2 1 :
4 3 ; 2 2 1 1 1 :
4 2 1 ; 21 1 1 11 :
4 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 11
3 3 1 ;
Taigi p(7) = 15.
Skaiciaus n € N skaidini Ay > Ao > A3 > ... > \,, > 0 yra susitarta uzraSyti
trumpiau. Sakykime,
Al = Ao :...:)\51 >)\51+1 :...:)\51+52 > ...
> )\51+52+--~+5'r71+1 == A51+52+~--+3T71+5r'
Pazymeéje A1 = pi1, As;+1 = M2, -+ -y Asy+s04...45,_1+1 = M, anksciau nurodyta skaiciaus n

skaidini galime uzrasyti taip:

(s1) | (s2) (sr)

(3™ 5™ ), > e > > e, Y sy =

Jj=1
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Skaic¢iaus n skaidini (ugsl),ugsz),...,u$8”)), Cla g > po > ..o > fp, Y SjH; = M,
j=1

trumpumo délei pazymékime .

12. 4. Kiekvienas grupés S, elementas o yra iSskaidomas i nepriklausomu ciklu
sandauga 0 = 0102...0,,. | grupés S,, elemento sandauga nepriklausomais ciklais, kaip
susitarta, neirasomi ciklai, kuriu ilgis lygus 1. Kadangi nepriklausomi ciklai yra perstatomi,
tai sakykime, kad o1, 09, ..., oy, Siame skaidinyje yra isdéstyti ju ilgiu nedidéjimo tvarka.
Surase Siu ciklu ilgius ir priraSe tiek vienetu, kiek elemento o skaidinyje praleista ilgio 1
ciklu, gauname skaiciaus n skaidini:

AP AL Ay,

Cia i > >...> A\ > 1.

Taigi kiekviena grupés S, elementa o atitinka skaiciaus n skaidinys

~

A= (AE A DY A s A > s A

r

¢ia s; — ilgio A1 cikly, s — ilgio A9 ciklu ir t. t. skaiciai elemento o skaidinyje nepriklau-
somais ciklais, iskaitant ir praleistu ilgio 1 ciklu ilgius.

Apibrézimas. Jei grupés S, elementa o atitinka skaiciaus n skaidinys /):, tai o yra
vadinamas ciklinio tipo A elementas.

Pratimas. Sakykime,

~

X = (AP A,

™
¢ia A\ > A2 > ... > A\, > 1, skai¢iaus n skaidinys (t. y. ) s;A; = n). Irodykite, kad
j=1
grupeje S, yra
n!

ATPAS?E A sylsal s,

elementy ciklinio tipo .
12. 5. Teiginys. Grupés S, ciklui (j; j2 ... jr) sujungtinis elementas

7T(j1 jQ jr)ﬂ'_l, 7T€Sn,

yra ciklas (7 (j1) 7(j2) ... 7©(jr)) (¢ia w(j) — bijekcijos 7 : N,, — N,, reiksmé taske j € N,,).

Irodymas. Bijekcija @ = 7(j1 j2 ... jr)m ! aibés N,, elementa 7(j;) perveda i
m(jiv1), 1 <i<r—1, elementa 7(j.) — i 7(j1), o elementai

W(Z) € Nn \ {ﬂ-(jl)vﬂ-(jQ)a R ﬂ-(]r>}
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yra a-nejudami. A

Teiginys. Grupés S, elementai o ir 7 yra sujungtiniai tada ir tik tada, kai ju cikliniai
tipai sutampa.

Irodymas. Jei elementai o ir 7 yra sujungtiniai, tai egzistuoja toks m € §,,, kad
o = nrm~ . Sakykime, 7 = 7172 ... T, Cia nepriklausomi ciklai suragyti ju ilgiu nedidéjimo
tvarka. Tuomet

oc=nrr ' = (rrr ) (rrer ) L (7T ).

Lieka pastebéti, kad ciklui 7; sujungtinis elementas m7;7 ! yra ciklas tokio pat ilgio kaip
ir ciklas 75, 1 < j < m. Vadinasi, grupés S,, sujungtiniai elementai yra to paties ciklinio
tipo.

Sakykime, grupés S,, elementai o ir 7 yra to paties ciklinio tipo

R = ED, A8, A,

T
¢ia Ad; > Ay > ... > A > 1, > s;\; = n. UzraSykime elementus o ir 7 nepriklausomu
j=1
ciklu sandaugomis, iskaitant ir ilgio 1 ciklus, surasydami ciklus ju ilgiu nedidéjimo tvarka.
Tuomet paraSe elementa o po elementu 7 taip, kad atitinkamo ilgio ciklai btitu vienas
po kitu ir praleide ciklu skliaustelius, gauname bijekcija 7 : N,, — N,,. Akivaizdu, kad
—1
oc=mnrn . A

Pavyzdys.

1. Imkime grupés Sg elementus o = (13 7)(2854) ir 7= (26 5)(4178). Siu
elementuy cikliniai tipai sutampa. Vadinasi, Sie elementai yra sujungtiniai, t. y. egzistuoja
toks elementas 7, kad 0 = w77 ~!. Remdamiesi teoremos irodymu, gauname:

(4178265
“\2 8541 37

S W

) =(1842)(36)(57).
Is tikruju,
rrr b= (1842)(36)(57)(265)(4178)(1248)(36)(57)=(137)(2854).

Pastebésime, kad egzistuoja ne vienas toks elementas 7, kad o = mrn~!. Pavyzdziui, jei
imtume

4 1 7 8 2 6 5 3
7r2—<8 E 402 1 3 7 6>—(157482)(36),
tai o = 7727'7r2_1. Is tikruju,
(157482)(36)(265)(4178)(128475)(36)=(137)(2854).
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Irodykite, kad egzistuoja 12 tokiu elementu 7 € Sg, kad ¢ = w77~ " ir nurodykite juos.

Pratimai.
1. Kokia grupés S7 elemento (1 2)(3 4 5) eilé? Kokia elemento (12 3)(4 56 7) eilé?

2. Sakykime, o1, 09, ..., o,y yra nepriklausomi grupes S, ciklai, kuriu ilgiai yra lygus
A1, A2, ..., Am. Irodykite, kad elemento oq05...0,, €ilé yra lygi skaiciu Ay, Ao, ..., A\
maziausiam bendrajam kartotiniui.

3. Raskite grupéje S; didziausios eiles elementa. Kiek grupeéje S7 yra didziausios eilés
elementy? Kokia Siu elementy eilé?

4. Raskite grupéje Sg didziausios eilés elementa. Kiek grupéje Sg yra didziausios eilés
elementy? Kokia §iuy elementy eilé?

5. Raskite grupés S7 elemento (1 2)(3 4 5) stacionaruji pogrupi. Kokia sio pogrupio
eile? Kiek elementu turi elementui (1 2)(3 4 5) sujungtiniu elementu klasé.

6. Trodykite, kad grupéje S, yra l(n”—_'l), ilgio I (I < n) ciklu.

13. Sylovo teoremos
13. 1. Nagrinékime grupe G, kurios eilé yra lygi n. Sakykime, skaic¢iaus n kanoninis
S
skaidinys pirminiais skaiciais yran = [] p?j . Ka galime pasakyti apie grupés G pogrupius,
j=1

zinodami grupés eilés kanoninj skaidini pirminiais skai¢iais? Anksé¢iau jirodéme (Kosi teo-
rema), jei grupés G eile n dalija pirminis skai¢ius p, tai egzistuoja grupés G elementas, kurio
eilé yra lygi p. Kiekvienas grupés G p eilés elementas g generuoja grupés G p eilés ciklinj
pogrupi [g]. Anksciau, nagrinédami pavyzdzius, isitikinome, kad ne kiekvienam grupeés
eiles n dalikliui d egzistuoja grupes d eilés elementas. Bendruoju atveju i $i klausima
atsako trys Sylovo teoremos, kurias Siame skyrelyje suformuluosime ir irodysime.

Pirmoji Sylovo teorema. Jei pirminio skaic¢iaus p laipsnis p” dalija grupés G eile
n, tai egzistuoja grupes G p” eilés pogrupis.

Apibrézimas. Sakykime, grupés G eilé yra lygi n, p — pirminis skai¢ius. Jei p® | n,
ptl In, tai grupés G p® eilés pogrupis yra vadinamas grupés G Sylovo p-pogrupiu.

Isvada. Jei pirminis skaic¢ius p dalija grupés G eile n, tai egzistuoja bent vienas grupés
G Sylovo p-pogrupis.

Antroji Sylovo teorema. Bet kurie baigtinés grupés G Sylovo p-pogrupiai yra
sujungtiniai.

Trecioji Sylovo teorema. Sakykime, grupés G eilé yra lygi n, p — pirminis skaicius
dalija skai¢iu n. Grupés G Sylovo p-pogrupiu skaicius [ tenkina salygas:
i)l = 1(modp);
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ii)l|n.

13. 2. Pirmosios Sylovo teoremos irodymo planas Stai toks. Pirmiausia irodysime
pirmaja Sylovo teorema atskiru atveju, pirminiam skaiciui p ir simetrinei grupei S,». Po to
irodysime, kad kiekviena baigtiné grupé G yra izomorfiné simetrinés grupés S,» pogrupiui,
kai n € N yra pakankamai didelis. Pagaliau irodysime, jei grupé G yra grupés H pogrupis
ir grupéje H egzistuoja Sylovo p-pogrupis, tai ir grupéje G egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

13. 3. Dabar nagrinésime p™-ojo laipsnio simetrine grupe S,», ¢ia p — pirminis
skaicius. Irodysime, kad Sioje grupéje egzistuoja Sylovo p-pogrupis. ISsiaiskinkime, kokia
grupés Sp» Sylovo p-pogrupio eile. Tuo tikslu iSsiaiSkinkime, koks didziausias pirminio
skaiciaus p laipsnis dalija grupés Sy~ eile p™!.

Kadangi skaicius p™! yra visu skaiciu j, 1 < j < p™, sandauga, tai daugikliai, kurie
dalijasi i§ pirminio skai¢iaus p, yra sie: pj, 1 < j < p"~'. Siu daugikliu sandauga yra lygi
n—1

pP" p"~ !l Tare, kad didziausias pirminio skai¢iaus p laipsnis, kuris dalija p™!, n > 1,
yra pt™ | galime parasyti lygybe: pt(™ = pp" ' +t(=1 » > 1 Vadinasi, t(n) = p"t +

tn —1) = ... = p" L4+ p" 2 + ...+ p+t(1). Kadangi skaiciu p! dalija tik p!, tai
tn) =1+p+...+p" ' =L,

13. 4. Matematinés indukcijos metodu pagal skai¢iu n irodysime, kad simetrinéje

grupéje Spn egzistuoja Sylovo p-pogrupis, t. y. pogrupis, kurio eilé yra lygi ptn) =
n—1 n—2
pp +p +o 1

Teorema. Simetrin¢je grupéje S, egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

Irodymas. Pirmasis zingsnis. Atvejis, kai n = 1 akivaizdus. Grupéje S, elementas
(12 ... p) generuoja p eilés pogrupi.

Antrasis zingsnis. Sakykime, kad simetrinéje grupéje Sp,n-1 egzistuoja Sylovo p-
pogrupis. Sio pogrupio eile yra lygi pt(n=1 = pp" " Hp" P4t

Treciasis zingsnis. Irodysime, kad ir simetrinéje grupéje S,» egzistuoja Sylovo p-
pogrupis, t. y. pogrupis, kurio eilé yra lygi pt() = pp" ' +p" A1,

Suskirstikime aibés N,» elementus i p poaibiu: Ag = {1,2,...,p" '}, A1 = {p"~ ! +
Lpn 42, 0,20 LA = L gpt 2 G D, L Ay =
{(p—Dp" 1 +1, (p—1p" ! +2,...,p"}. Nagrinékime simetrinés grupés Sp» tokius
elementus f : Npn — Npo, kad f(j) = j, kai p"~! < j < p". Sie elementai sudaro
grupés Sp» pogrupi Hy, izomorfinj grupei S,»-1. Kitaip tariant, H, sudaro tik tie aibés
N,, elementu keitiniai, kurie perstatinéja tik poaibio Ay elementus, tuo tarpu kitu poaibiu
Aj, 1 < j < p—1, elementus palieka nejudamus. Pagal indukcine prielaida grupéje Hy

t(n—1)

egzistuoja Sylovo p-pogrupis Py, kurio eilé yra lygi p . Imkime simetrinés grupés Sp»

elementa
T=0p " 412" 41 (p—1)p" 1)L

G i (e )
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(Tt pn T 3pn Tt L .

Sis keitinys poaibio Ay elementus perveda i poaibio A; elementus, poaibio A; elementus — i
poaibio As elementus ir t. t. ir pagaliau poaibio A,_; elementus — i poaibio A elementus.
Kitaip tariant, aibés N,, elementu keitinys 7 perstato cikliskai poaibius A4;, 0 <j <p—1.
Elemento eilé yra lygi p. Pastebésime, kad kiekvienam f € Hy, 7/ fr=7,0<j <p—1,
tik aibés A; elementus perstatinéja, o aibés Nj,» elementus, nepriklausancius poaibiui A;,
palieka nejudamus. Vadinasi, grupés Sy» pogrupiai H; =: T Hon™ 3, 0<j<p-—1yra
izomorfiniai grupei Sp»-1 ir kiekviename pogrupyje H; egzistuoja Sylovo p-pogrupis P; =
I/ Pyr~9,0 < j < p—1. Grupés S,» pogrupiu H; ir H; elementali, kai i # j, yra perstatomi,
nes Siu pogrupiu elementai perstatinéja nesikertanciuy aibiu A; ir A; elementus. Vadinasi,
grupés Spn pogrupis P’ = PyP; ... P,_1, generuotas pogrupiu P; C H;, 0 < j < p —1,
yra izomorfinis tiesioginei sandaugai Py X P; X ... X P,_1. Taigi pogrupio P’ eilé yra
lygi pt("=DP = pt(=1 Kadangi P; = 7 Pyr 7,0 < j < p— 1, tai 7P’ = P'm. Vadinasi,
grupés S,» pogrupio P, generuoto ciklinio pogrupio [7] ir P’, kiekvienas elementas gali buti
vienareiksmiskai uzragomas taip: mogo; ... Op—1, Cla o, € P;, 0 <14,j <p— 1. Simetrinés
grupés S,» pogrupio P eilé yra lygi pt(™) . P ir yra simetrinés grupes Spn ieskomas Sylovo
p-pogrupis. A

13. 5. Keili teorema. Grupé, kurios eilé yra lygi n, yra izomorfiné simetrines
grupeés S, pogrupiui.

Irodymas. Sakykime, grupés G eilé yra lygi n, {g1,92,...,9n} — grupés G elementai.
Grupés G elementui « priskirkime atvaizdi f, : G — G, fz(g;) = zgj, 1 < j < n. Atvaizdis
fz : G — G yra injektyvus. I8 tikruju, jei fz(9:) = fz(g95), 1 < 1,5 < n, tai xg; = xg; arba
g; = g; (priminsime, kad grupéje galima prastinti tiek i$ kairés, tiek i§ desinés). Vadinasi,
atvaizdis f, : G — G yra aibés G elementu keitinys, t. y. f, € 5,. Taigi apibréztas
atvaizdis f : G — S, x — f,, v € G. Isitikinsime, kad f yra homomorfizmas.

Imkime grupés G elementus x,y. Tuomet kiekvienam g; € G, fyy(9;) = zyg; =
fe(ygi) = f2(fy(95)) = (feo fy)(g)), t. ¥ fay = frofy. Beto, homomorfizmas f : G — S,
yra injektyvus. I8 tikruju, jei f» = fy, z,y € G, tai kiekvienam z € G, f.(2) = fy(2), t.
y. £z = yz arba z = y (grupéje G lygybe xz = yz suprastinome i$ desinés i§ elemento z).
Vadinasi, grupés G vaizdas f(G), izomorfinis grupei G, yra simetrinés grupés S,, pogrupis.

A

13. 6. Teorema. Sakykime, grupé G yra grupés H pogrupis ir grupéje H egzistuoja
Sylovo p-pogrupis P. Tuomet ir grupéje G egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

Irodymas. Sakykime, |G| = p®a, p fa, |H| = p™b, p Jb, P — grupés H Sylovo p-
pogrupis, t. y. toks pogrupis, kurio eilé yra lygi p™. Irodysime, kad egzistuoja bent vienas
toks grupés H elementas x, kad G N xPz~! yra grupés G Sylovo p-pogrupis, t. y. toks
pogrupis, kurio eilé yra lygi p®.

Nagrinékime grupéje H dvigubas gretutines klases Gx P, x € H. Irodysime, kad dvi
tokios klasés arba sutampa arba neturi bendru elementu. Sakykime, kad z € GeP N GyP.
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Tuomet elementa z galime uzrasSyti taip: z = gixh1 = goyhs, 91,92 € G, hi,hy € P.
Remdamiesi lygybe g1xhy = goyho, gauname x = gflggyhghl_l € GyP,t. y. GxP C GyP.
Panagiai gauname, kad y = gglglxhlhgl € GzP,t. y. GyP C GzP.

Taigi irodéme, jei grupés H dvigubos gretutinés klasées GaxP ir GyP turi bendra
elementa, tai jos ir sutampa. Vadinasi, grupés H dvigubos gretutines klases Gx P, x € H
suskaido grupe H i netuscius, neturinc¢iu bendru elementu, poaibius. Tuomet galime
wzrasyti H = |J Gz, P, ¢ia z;, 1 < j < r, skirtingu dvigubu gretutiniu klasiu atsto-

j=1
vai. Dviguboje gretutingje klaséje Gz ;P elementu skaicius yra lygus

Clle,Ps| jalp
|Gﬂ:Uijj_1| |Gﬂija;j_1|’

|Gz, P| = |ijPx;1] = <j=sr.

Sakykime, |G N ijxj_1| =ph,0<t; <s 1<j<r. Tuomet dviguboje gretutinéje
klaséje Gz ;P elementu skaicius yra lygus

|G||P|  p°pTab

Gz;P| = =
Ga; P |Gﬂija;j_1] pti

=pslitmah 1 <5 <.

Dabar isitikinsime, kad bent vienam 7, 1 < j < r, |G N ijacj_1| = p®. Jei kiekvienam
j, 1 <j <r butu |GN :CjP:L’j_1| =ph ir 0 <t; < s, tal kiekvienos dvigubos gretutinés
klasés Gz; P, 1 < j < r, elementu skaic¢ius p* %" ab dalytusi i§ p™*!. Vadinasi, i§ p™*!
dalytusi ir grupés H eilé |H|. Taip negali buti, nes |H| = pb, p fb. Taigi egzistuoja bent
vienas toks jg, 1 < jo < r, kad |Gﬂxj0ij_01| =p°, t. y. Gﬂijij_ol yra grupeés G Sylovo
p-pogrupis. A

13. 7. Sakykime, G — grupé, |G| = p°a = n, p fa. Teigiame, kad grupéje G egzistuoja
Sylovo p-pogrupis. Pirmiausia pastebésime, kad grupé G yra izomorfiné simetrinés grupés
S, pogrupiui G’. Parinkime toki m, kad butu teisinga nelygybé n < p™. Simetrine
grupe S,, galime nagrinéti kaip simetrinés grupés Sp= pogrupi. Taigi G’ C S,, C Spm.
Kadangi grupéje Spm egzistuoja Sylovo p-pogrupis, tai ir grupés S,= pogrupyje G’ taip
pat egzistuoja Sylovo p-pogrupis P’. Jei f : G’ — G — izomorfizmas, tai f(P’') = P yra
grupes G Sylovo p-pogrupis.

13. 8. Antrosios Sylovo teoremos irodymas. Sakykime, G — grupe, P ir P’
— grupés G Sylovo p-pogrupiai. Irodysime, kad pogrupiai P ir P’ yra sujungtiniai, t. y.
egzistuoja grupés G toks elementas g, kad P’ = gPg~'.

Sakykime, |G| = p®a = n, p fa, |P| = |P'| = p*. Nagrinékime grupés G dvigubas
gretutines klases P'zP, x € G. UzraSykime grupés skaidini dvigubomis gretutinémis
klasémis:

G: LTJP/.’L'J'P,
j=1
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¢ia x4, 1 < 7 <r, skirtingu dvigubu gretutiniu klasiu atstovai. Dvigubos gretutines klasés
P’x; P elementu skaicius yra lygus

|P'[|P] ,
<j3<r.

|P/{13jp| = 1 S7 s
|P' NP

Sakykime, |[P' N x;Pz;'| = pt, 0 < t; < s, 1 < j < r. Tuomet |P'z;P| = p*~',

1 < j <r. Jei kiekvienam j, 1 < j < r, butu 0 < ¢; < s, tai skai¢ius p?*~% dalytusi i3

p*T1, vadinasi, i§ p**! dalytusi ir grupés G eilé |G|. Taip negali biiti, nes |G| = p*a, p /a.
.. . . . . 1 1

Taigi egzistuoja toks jo, 1 < jo < r, kad [P' N, Px; | =p° t. y. P/ =a;Pz; . A

13. 9. Treciosios Sylovo teoremos jrodymas. Sakykime, G — grupé, n = |G| =
p®a, p fa, P — grupés G Sylovo p-pogrupis, t. y. P — grupés G pogrypis, kurio eilé yra lygi
|P| = p®. Nagrinékime pogrupio P normalizatoriu Ng(P) grupéje G. Pagal apibrézima

Ng(P) ={z € G| 2Pz~ ' = P}.

Sakykime, G = Llj x;Ng(P) — grupés G skaidinys kairiosiomis gretutinémis klasémis pagal
=1
pogrupi Ng(P),J zj, 1 < j <1, skirtingu kairiuju gretutiniu klasiu atstovai. Teigiame, kad
grupes G visi skirtingi Sylovo p-pogrupiai yra Sie: a:jP:Ej_l, 1< <L
Jei © € z;Ng(P), tai x = z;9, g € Ng(P). Tuomet zPz~! = z;9P(z;9)"' =
:I;nggflacj_l = :ch:cj_l.
Jei zPx~! = ija:;l, tai x;lasz_lxj =P, t.y. :c;l:c € Ng(P) arba = € ;Ng(P).
Kaip matome, yra abipus vienareiksmeé atitinkamybé tarp grupés G Sylovo p-pogrupiu
ir grupés G kairiuju gretutiniu klasiu pagal Sylovo p-pogrupio P normalizatoriu Ng(P)
grupeje GG. Vadinasi, gupés G Sylovo p-pogrupiu yra [. Kadangi pogrupio indeksas dalija
grupés G eile, tai [ | n. Lieka irodyti, kad [ = 1(modp).
UzraSykime grupeés G skaidini dvigubomis gretutinémis klasémis Px P, x € G:

j=1

¢ia x;, 1 < j < r, — skirtingu dvigubu gretutiniu klasiu atstovai. Jei z; € Ng(P), tai
Pz;P = PPx; = Px;. Jeix; ¢ Ng(P), tai PNa;Pz;' C P, PNa;Px;" # P. Vadinasi,
jei x; ¢ N (P), tai dvigubos gretutinés klasés Pz ;P elementu skaicius yra lygus

|P|; Pz .
|ijP|: e Pj—l — 28 t],
|P N, T |
¢ia [P N ijacj_1| = pl, t; < s, ir, kaip matome, dalijasi i§ p*™'. Grupés G skaidinj

dvigubomis gretutinémis klasémis suskirstykime i dvi sumas: i viena surinkime dvigubas
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gretutines klases, kuriu atstovai priklauso Sylovo p-pogrupio normalizatoriui Ng(P), o i
kita — dvigubas gretutines klases, kuriu atstovai nepriklauso Sylovo p-pogrupio normaliza-
toriui Ng(P):
G= |J Pzpu ) PuxP
2;ENG(P) zj¢Ng(P)
Kadangi P C Ng(P), tai pirmoji suma U  Pzx;P yra Ng(P) skaidinys pogrupio P
z;,ENg(P
deSiniosiomis gretutinémis klasémis (gru;;éje J(V(;(P) kairiosios ir desiniosios pogrupio P
klasés sutampa, nes P yra normalusis pogrupis grupéje N (P)). Vadinasi, galime paraSyti
lygybe:
G| = Na(P)|+ Y p* % =|Na(P)|+p"q

J
z;ENg(P)

Kadangi p® = |P|||Na(P)|, |Na(P)|||G| = p°a, p Ja, tai skaicius |Ng(P)| dalijasi tik is

p® ir nesidalija i§ pirminio skai¢iaus p didesnio laipsnio. Lygybe |G| = |Ng(P)| + p*T1q
s+1 s+1

padalije i§ |Ng(P)|, gauname [ = 1 + %. Akivaizdu, kad sveikasis skai¢ius %

dalijasi i§ p, t. y. I = 1(modp). A
Pavyzdziai.

1. Irodysime, kad grupé G, kurios eilé lygi 15, yra cikliné.

Kadangi 15 = 3 - 5, tai egzistuoja grupés G Sylovo 3-pogrupis H; ir 5-pogrupis Hs.
Sylovo 3-pogrupiu yra 1+ 3m ir, be to, 1 4+ 3m | 15. Tai galima tik tuo atveju, kai m = 0.
Kitaip tariant, egzistuoja tik vienas Sylovo 3-pogrupis H;. Kadangi kiekvienam x € G,
rHyx~! yra 3-pogrupis, tai kiekvienam =z € G, xHyx~! = H,. Taigi H, yra grupés G
normalusis pogrupis. Panasiai irodoma, kad Hy yra taip pat grupés G normalusis pogrupis.
Bet kuriems hy € Hy, hy € Hy, elementas hihohy thy b € HyNHy = {1}, t. y. bet kuriems
hy € Hy, ho € Hy, gauname hihs = hohy. Taigi grupe G yra cikliniu pogrupiu H; ir Ho
tiesioginé sandauga. Kadangi cikliniu pogrupiu H; ir Hs eilés yra 3 ir 5, t. y. tarpusavyje
pirminiai skai¢iai, tai G yra taip pat cikliné grupé.
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