
IV skyrius. GRUPĖS

1. Grupės

1. 1 Šiame skyriuje nagrinėsime grupes,viena
‘
ǐs labai svarbiu

‘
algebriniu

‘
struktūru

‘
,

apibrėžiamu
‘

vienu aibės elementu
‘

vidiniu kompozicijos dėsniu, tenkinančiu tam tikras
aksiomas.Tai paprasčiausias atvejis ta prasme, kad struktūra aibėje yra apibrėžiama vienu
kompozicijos dėsniu.

Apibrėžimas. Aibė G joje apibrėžto kompozicijos dėsnio ∗ atžvilgiu yra vadinama
grupe, jei

1. Kompozicijos dėsnis ∗ yra asociatyvus, t.y. bet kuriems g1, g2, g3 ∈ G, teisinga
lygybė

(g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3)).

Formaliai ši aksioma užrašoma taip:

∀(g1, g2, g3 ∈ G)((g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3)).

2. Egzistuoja neutralus elementas 1 ∈ G kompozicijos dėsnio ∗ atžvilgiu, t.y.
kiekvienam g ∈ G teisinga lygybė

1 ∗ g = g ∗ 1 = g.

Elementas 1 yra vadinamas grupės vienetu ir,kaip žinome [?],yra vienintelis.
3. Kiekvienam elementui g ∈ G egzistuoja simetrinis elementas g−1 kompozicijos

dėsnio ∗ atžvilgiu:
g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = 1.

Elementas g−1 yra vadinamas atvirkštiniu elementu elementui g ir,kaip žinome [ ], yra
vienintelis.

1. 2. Apibrėžimas. Grupė (G, ∗) yra vadinama komutatyvia
‘
ja (arba Abelio) grupe,

jei kompozicijos dėsnis ∗ yra komutatyvus.

Abelio grupės sudaro svarbia
‘
grupiu

‘
klase

‘
, bet grupės, vaidinančios ypatinga

‘
vaidmeni

‘

teorinėje fizikoje, fizikinės chemijos, kristalu
‘
bei kitose teorijose, jau nekalbant apie ma-

tematika
‘
, beveik be ǐsimčiu

‘
yra nekomutatyvios. Todėl apsiriboti tik komutatyviosiomis

grupėmis netikslinga.
Grupės apibrėžime 2-a

‘
ja

‘
ir 3-ia

‘
ja

‘
aksiomas galima pakeisti silpnesnėmis.

1. 3. Antrasis grupės apibrėžimas. Aibė G joje apibrėžto jos elementu
‘
kompozi-

cijos dėsnio ∗ atžvilgiu yra vadinama grupe, jei
1’. Kompozicijos dėsnis ∗ yra asociatyvus.
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2’. Egzistuoja aibės G toks elementas e, kad kiekvienam g ∈ G

e ∗ g = g

.
Šiuo atveju e yra vadinamas kairiuoju grupės vienetu.

3’. Kiekvienam aibės G elementui g egzistuoja aibės G toks elementas h, kad

h ∗ g = e.

Šiuo atveju h yra vadinamas kairiuoju atvirkštiniu elementu elementui g.

1. 4. I
‘
rodysime, kad šie grupės apibrėžimai yra ekvivalentūs. Visǐskai akivaizdu, jei

(G, ∗) yra grupė pirmojo apibrėžimo prasme, tai (G, ∗) yra grupė ir antrojo apibrėžimo
prasme. Atvirkščiojo teiginio i

‘
rodyma

‘
sudaro keleto atskiru

‘
teiginiu

‘
i
‘
rodymai.

1. Teiginys. Jei (G, ∗) yra grupė antrojo apibrėžimo prasme, tai lygties x ∗ x = x

sprendinys grupėje (G, ∗) yra x = e.

I
‘
rodymas. Jei grupės (G, ∗) elementas x tenkina sa

‘
lyga

‘
x ∗ x = x, tai šios lygybės

abi puses ǐs kairės padaugine
‘

ǐs elementui x kairiojo atvirkštinio elemento y, gauname:
y ∗ (x ∗ x) = y ∗ x. Bet y ∗ (x ∗ x) = (y ∗ x) ∗ x = e ∗ x = x, o y ∗ x = e. Vadinasi, x = e. 4

2. Teiginys. Jei (G, ∗) yra grupė antrojo apibrėžimo prasme, tai kiekvienam g ∈ G

1. g ∗ e = g(kitaip tariant e yra grupės vienetas);
2. Jei h yra kairysis atvirkštinis elementas elementui g, tai h yra ir dešinysis

atvirkštinis elementas elementui g.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
rodysime antra

‘
ja

‘
teiginio dali

‘
. Jei h yra kairysis atvirkštinis

elementas elementui g, tai galime parašyti lygybes:

g ∗ h = g ∗ e ∗ h = g ∗ (h ∗ g) ∗ h = (g ∗ h) ∗ (g ∗ h),

t. y. elementas g ∗ h tenkina sa
‘
lyga

‘
: (g ∗ h) ∗ (g ∗ h) = g ∗ h. Remdamiesi 1-uoju teiginiu,

gauname, kad g∗h = e. Vadinasi, h yra tiek kairysis, tiek ir dešinysis atvirkštinis elementas
elementui g.

Dabar i
‘
rodysime pirma

‘
ja

‘
teiginio dali

‘
. Remdamiesi 2-a

‘
ja

‘
i
‘
rodyta teiginio dalimi,

galime parašyti:
g ∗ e = g ∗ (h ∗ g) = (g ∗ h) ∗ g = e ∗ g = g,

t. y. g ∗ e = g, čia h – atvirkštinis elementas elementui g. 4

1. 5. Dvieju
‘
grupės apibrėžimu

‘
ekvivalentumas. Taigi grupės (G, ∗) antrojo

apibrėžimo prasme kairysis vienetas e tenkina pirmojo grupės apibrėžimo 2-a
‘
ja

‘
aksioma

‘
,
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o elementui g kairysis atvirkštinis elementas h tenkina pirmojo grupės apibrėžimo 3-ia
‘
ja

‘

aksioma
‘
. Taigi abu grupės apibrėžimai yra ekvivalentūs.

Būtu
‘
galima pateikti ir trečia

‘
ji
‘
grupės apibrėžima

‘
, antrajame grupės apibrėžime žodi

‘

”kairysis” pakeičiant žodžiu ”dešinysis” ir i
‘
rodyti visu

‘
apibrėžimu

‘
ekvivalentuma

‘
. Tai

padaryti paliekame skaitytojui.

1. 6. I
‘
rodysime paprasta

‘
fakta

‘
.

Teiginys. Tarkime, (G, ∗) – grupė, g, h ∈ G. Tuomet (g ∗ h)−1 = h−1 ∗ g−1.

I
‘
rodymas. Elementas (g ∗ h)−1 yra atvirkštinis elementui g ∗ h. I

‘
sitikinsime, kad ir

h−1 ∗ g−1 taip pat yra atvirkštinis elementas elementui g ∗ h. Iš tikru
‘
ju

‘
,

(g ∗ h) ∗ (h−1 ∗ g−1) = g ∗ (h ∗ h−1) ∗ g−1 = g ∗ 1 ∗ g−1 = g ∗ g−1 = 1.

Kadangi kiekvienam grupės elementui egzistuoja tik vienintelis atvirkštinis elementas, tai
(g ∗ h)−1 = h−1 ∗ g−1. 4

1. 7. Apibrėšime grupės elementu
‘

laipsnius sveikaisiais skaičiais. Tarkime, kad g

yra grupės (G, ∗) elementas. Sutarkime, kad g0 = 1, g1 = g. Elemento g n−a
‘
ji
‘
laipsni

‘
,

n > 0, galima apibrėžti induktyviai: gn =: g ∗gn−1. Jei n < 0, tai elemento g n−a
‘
ji
‘
laipsni

‘

apibrėžiame taip: gn = (g−1)−n (čia −n > 0).

Pratimai.

I
‘
rodykite lygybes:
1. gm ∗ gn = gm+n,m, n ∈ Z.
2. (gm)n = gm·n,m, n ∈ Z.

Pastaba. Abelio grupės kompozicijos dėsnis dažniausiai yra žymimas + ir vadinamas
grupės elementu

‘
sudėtimi, neutralus elementas – 0 ir vadinamas nuliumi, o elementui g

simetrinis elementas yra žymimas −g ir vadinamas priešingu elementu
‘
elementui g. Šie

žymėjimai yra vadinami adiciniais, o ankstesni, kuriais iki šiol naudojomės, – multip-
likaciniais. Perėjimas nuo multiplikaciniu

‘
žymėjimu

‘
prie adiciniu

‘
ir atvirkščiai – labai

paprastas:
grupės elementas xn1

1 ∗ xn2
2 ∗ . . . ∗ xns

s multiplikaciniame žymėjime yra pakeičiamas
grupės elementu n1 ∗ x1 + n2 ∗ x2 + . . . + ns ∗ xs adiciniame žymėjime ir atvirkščiai, 1 –
elementu 0 ir t. t.

1. 8. Apibrėžimas. Jei grupės (G, ∗) aibė G yra baigtinė, tai grupė (G, ∗) yra
vadinama baigtine, o aibės G elementu

‘
skaičius |G| yra vadinamas grupės (G, ∗) eile. Jei

grupės (G, ∗) aibė G yra begalinė, tai grupė (G, ∗) yra vadinama begaline.

Susitarimas. Dažniausiai paprastumo dėlei naudojant multiplikacinius žymėjimus
tarp komponuojamu

‘
ju

‘
elementu

‘
nerašysime kompozicijo dėsnio ženklo.
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Pavyzdžiai.

1. Akivaizdu, kad (Z,+), (Q,+), (R,+) – begalinės Abelio grupės.

2. Akivaizdu, kad (Q∗
+, ·), (R∗

+, ·), (Q∗, ·), (R∗, ·) – begalinės Abelio grupės.

3. X – aibė, P (X) – aibės X visu
‘
poaibiu

‘
aibė. (P(X),	) – Abelio grupė, nes

1. 	 – simetrinė aibiu
‘
atimtis yra asociatyvus kompozicijos dėsnis;

2. ∅ – neutralus elementas simetrinės aibiu
‘
atimties 	 atžvilgiu;

3. Elementui Y ∈ P(X) (t. y. Y ⊂ X) simetrinis elementas yra Y (nes Y 	Y = ∅).
Jei X – baigtinė aibė ir |X| = n, tai grupės P(X) eilė lygi |P(X)| = 2n.

4. Simetrinė grupė. Tarkime, kad X – netuščia aibė. (AutX, ◦) – grupė, nes, kaip
žinome:

1. ◦ – asociatyvus kompozicijos dėsnis;
2. AutX 3 id – neutralus elementas atvaizdžiu

‘
kompozicijos ◦ atžvilgiu (primin-

sime, kad id(x) = x, x ∈ X);
3. f ∈ AutX ⇒ f−1 ∈ AutX, f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = id.

Jei X – begalinė aibė, tai ir grupė (AutX, ◦) – begalinė. Jei |X| = n, tai šiuo atveju
grupė (AutX, ◦) yra žymima Sn (arba Σn) ir yra vadinama n-ojo laipsnio simetrine grupe.

n-ojo laipsnio simetrinės grupės Sn elementus galima nagrinėti kaip bijekcijas f :
Nn → Nn, čia Nn = {1, 2, . . . , n}. Pastebėsime, kad vietoje Nn galima imti bet kuria

‘

baigtine
‘
aibe

‘
, turinčia

‘
n elementu

‘
. Dažnai bijekcija f : X → X, kai X – baigtinė aibė, yra

vadinama aibės X elementu
‘
keitiniu. Bijekcija

‘
f : Nn → Nn galima pavaizduoti lentele(

1 2 . . . n
f(1) f(2) . . . f(n)

)
,

pirmoje eilutėje bet kuria tvarka surašius visus aibės Nn elementus (duotoje lentelėje aibės
Nn elementai surašyti natūralia tvarka), o antroje eilutėje po kiekvienu pirmos eilutės
elementu j parašius jo vaizda

‘
f(j). Kadangi f – bijekcija, tai f(1), f(2), . . . , f(n), – visi

tarpusavy skirtingi elementai. Dar karta
‘
pabrėžiame, kad lentelės pirmoje eilutėje aibės Nn

elementu
‘
tvarka nesvarbi, bet svarbu, kas parašyta po kiekvienu pirmos eilutės elementu!

Pavyzdžiui, lentelės (
1 2 3
2 3 1

)
,

(
3 2 1
1 3 2

)
apibrėžia viena

‘
ir ta

‘
pati

‘
atvaizdi

‘
f : N3 → N3. Tarp lenteliu

‘
, vaizduojančiu

‘
viena

‘
ir ta

‘

pati
‘
atvaizdi

‘
, rašysime lygybės ženkla

‘
. Pavyzdžiui,(

1 2 3
2 3 1

)
=

(
3 2 1
1 3 2

)
,

bet (
1 2 3
2 3 1

)
6=

(
1 2 3
3 1 2

)
.
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Dabar nesunku suskaičiuoti, kiek elementu
‘

turi grupė Sn. Tuo tikslu reikia suskai-
čiuoti, kiek galima sudaryti lenteliu

‘(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

vaizduojančiu
‘

visas skirtingas bijekcijas f : Nn → Nn. Akivaizdu, kad po 1-ju galima
parašyti bet kuri

‘
aibės Nn elementa

‘
, po 2-ju galima parašyti bet kuri

‘
viena

‘
ǐs likusiu

‘
n− 1

aibės Nn elementu
‘
ir t. t.. Vadinasi, galima sudaryti ǐs viso n · (n − 1) · . . . · 2 · 1 = n!

skirtingu
‘
lenteliu

‘
, t. y. |Sn| = n!.

Tarkime, kad

f =
(

1 2 . . . n
f(1) f(2) . . . f(n)

)
, g =

(
1 2 . . . n

g(1) g(2) . . . g(n)

)
– bijekcijos.

Tuomet

f ◦ g = f ◦
(

1 2 . . . n
g(1) g(2) . . . g(n)

)
=

(
1 2 . . . n

f(g(1)) f(g(2)) . . . f(g(n))

)
,

nes kiekvienam j:
j

g→ g(j)
f→ f(g(j)).

Pastebėsime, kad

f−1 =
(

f(1) f(2) . . . f(n)
1 2 . . . n

)
.

Iš tikru
‘
ju

‘
:

f ◦ f−1 =
(

1 2 . . . n
f(1) f(2) . . . f(n)

)
◦

(
f(1) f(2) . . . f(n)

1 2 . . . n

)
=

(
f(1) f(2) . . . f(n)
f(1) f(2) . . . f(n)

)
=

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
= id.

5. Grupė S3.

S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

) }
.

Pažymėkime

σ =
(

1 2 3
2 3 1

)
, τ =

(
1 2 3
2 1 3

)
.
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Tuomet

σ2 =
(

1 2 3
3 1 2

)
, σ ◦ τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
, σ2 ◦ τ =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

σ3 = id, τ2 = id. Taigi S3 = {id, σ, σ2, τ, σ ◦ τ, σ2 ◦ τ}, t. y. grupės S3 elementai yra
ǐsreǐskiami elementu

‘
σ ir τ sandaugomis. Elementus σ ir τ sieja lygybės

σ3 = τ2 = id, τ ◦ σ ◦ τ = σ2.

Šiu
‘

lygybiu
‘

pakanka tam, kad galėtume atstatyti grupės S3 elementu
‘

daugybos lentele
‘
.

Pavyzdžiui,
τ ◦ σ = τ ◦ σ ◦ (τ ◦ τ) = (τ ◦ σ ◦ τ) ◦ τ = σ2 ◦ τ ;

(σ ◦ τ) ◦ (σ2 ◦ τ) = σ ◦ τ ◦ σ ◦ σ ◦ τ = σ ◦ τ ◦ σ ◦ τ ◦ τ ◦ σ ◦ τ =

= σ ◦ (τ ◦ σ ◦ τ) ◦ (τ ◦ σ ◦ τ) = σ ◦ σ2 ◦ σ2 = σ3 ◦ σ2 = id ◦ σ2 = σ2;

τ ◦ (σ2 ◦ τ) = τ ◦ σ ◦ σ ◦ τ = τ ◦ σ ◦ τ ◦ τ ◦ σ ◦ τ = σ2 ◦ σ2 = σ3 ◦ σ = σ

ir t. t..

Pastaba. Atvaizdžiu
‘
kompozicijos dėsnis yra žymimas ◦. Šiuo ženklu žymėjome ir

simetrinės grupės elementu
‘
kompozicija

‘
, nes simetrinės grupės elementus interpretavome

kaip bijekcijas. Bet vietoje žymens ◦ renkant formules kompiuteriu patogiau rašyti ∗.
Todėl dažnai, nors kai kuriu

‘
grupiu

‘
elementus ir interpretuosime kaip atvaizdžius, tarp

komponuojamu
‘
elementu

‘
vietoje žymens ◦ rašysime ∗.

6. Diedro grupė Dn (abstrakčiojo arba kombinatorinio taisyklingojo n-kampio
simetriju

‘
grupė).

Tarkime, kad aibė F = {{1, 2}, {2, 3}, . . . {n − 1, n}, {n, 1}}, t. y. sudaryta ǐs aibės
Nn nurodytu

‘
poaibiu

‘
. Pora

‘
(Nn,F) pavadinsime abstrakčiuoju taisyklinguoju n-kampiu.

Bijekcija
‘

f : Nn → Nn, tenkinančia
‘

sa
‘
lyga

‘
X ∈ F ⇐⇒ f(X) ∈ F , pavadinsime ab-

strakčiojo taisyklingojo n-kampio (Nn,F) simetrija. Nesunku i
‘
sitikinti (o ǐs tikru

‘
ju

‘
aki-

vaizdu), kad abstrakčiojo taisyklingojo n-kampio (Nn,F) visos simetrijos atvaizdžiu
‘
kom-

pozicijos ∗ atžvilgiu sudaro grupe
‘
. Ši grupė yra vadinama diedro grupe. Sutarkime šia

‘

grupe
‘
žymėti Dn.

Norint apibrėžti (Nn,F) simetrija
‘
f , pakanka nurodyti, pavyzdžiui, aibės Nn elementu

‘

1 ir 2 vaizdus: f(1), f(2). Elemento 1 vaizdas gali būti bet kuris aibės Nn elementas i, o
tuo tarpu 2 – tik toks j, kad {i, j} ∈ F . Jei elementu

‘
1 ir 2 vaizdai nurodyti, tai kitu

‘
aibės

Nn elementu
‘
vaizdai vienareikšmǐskai nurodomi (i

‘
rodykite).

Ypač lengvai yra aprašoma abstrakčiojo taisyklingojo n-kampio (Nn,F) simetriju
‘

grupė, pavaizdavus (Nn,F) plokštumoje kaip geometrini
‘
taisyklinga

‘
ji
‘
n-kampi

‘
(žr. pav.).

Iš geometrinės prasmės nesunku suvokti, ǐs kokiu
‘
atvaizdžiu

‘
sudaryta grupė Dn. Ši grupė
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turi n posūkiu
‘
apie n-kampio simetrijos centra

‘
O ir n atspindžiu

‘
taisyklingojo n-kampio

simetrijos ašiu
‘
atžvlgiu. Pažymėje

‘
posūki

‘

σ =
(

1 2 . . . n− 1 n
2 3 . . . n 1

)
,

kitus posūkius galime užrašyti σ laipsniais: σ = σ1, σ2, . . . , σn−1, σn = id. Pažymėje
‘

atspindi
‘

τ =
(

1 2 3 . . . n− 1 n
1 n n− 1 . . . 3 2

)
,

visus atspindžius galime užrašyti taip: τ, σ ∗ τ, σ2 ∗ τ, . . . σn−1 ∗ τ . Iš geometrinės prasmės
akivaizdu, kad τ ∗σ ∗ τ = σ−1 = σn−1. Remdamiesi šia lygybe, galime užrašyti grupės Dn

elementu
‘
daugybos lentele

‘
:

σi ∗ σj =
{

σi+j , jei i + j < n,
σi+j−n, jei i + j ≥ n;

σi ∗ (σj ∗ τ) =
{

σi+j ∗ τ, jei i + j < n,
σi+j−n ∗ τ, jei i + j ≥ n;

(σi ∗ τ) ∗ σj =
{

σi−j ∗ τ, jei i− j ≥ 0,
σi−j+n ∗ τ, jei i− j < 0;

(σi ∗ τ) ∗ (σj ∗ τ) =
{

σi−j , jei i− j ≥ 0,
σi−j+n, jei i− j < 0.

Dabar glaustai galime apibrėžti diedro grupe
‘
:

Dn = {σi ∗ τ j | 0 ≤ i < n, 0 ≤ j ≤ 1, σn = τ2 = id, τ ∗ σ ∗ τ = σ−1 = σn−1},

t. y. grupė Dn turi 2n elementu
‘
, o šios grupės elementu

‘
daugybos lentelė yra apibrėžiama

ǐs lygybiu
‘
, siejančiu

‘
elementus σ ir τ : σn = τ2 = id, τ ∗ σ ∗ τ = σ−1.

7. Tetraedro simetriju
‘
grupė. Tetraedro simetriju

‘
grupė turi 24 elementus ir šia

‘

simetriju
‘
grupe

‘
galima sutapatinti su grupe S4 (i

‘
rodykite).

8. Panašiai galima nagrinėti ir kitu
‘
ǐskilu

‘
ju

‘
taisyklingu

‘
ju

‘
kūnu

‘
(kubo, oktaedro, do-

dekaedro, ikosaedro) simetriju
‘
grupes. Pastebėsime, kad kai kuriu

‘
ǐskilu

‘
ju

‘
taisyklingu

‘
ju

‘

kūnu
‘
simetriju

‘
grupės sutampa, – tai kubo ir oktaedro, o taip pat ikosaedro ir dodekaedro.

Kubas ir oktaedras, o taip pat ikosaedras ir dodekaedras yra vadinami dualiais kūnais.
Pavyzdžiui, jei sujungsite atkarpomis kubo sienu

‘
centrus, tai gausite oktaedra

‘
,o jei su-

jungsite atkarpomis oktaedro sienu
‘
centrus, tai gausite kuba

‘
. Visǐskai taip pat yra susieje

‘

ikosaedras ir dodekaedras. Norint aprašyti minėtu
‘

ǐskilu
‘
ju

‘
taisyklingu

‘
ju

‘
kūnu

‘
simetriju

‘

grupes, pakanka, pavyzdžiui, aprašyti tik kubo ir dodekaedro simetriju
‘
grupes.
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1. 9. Taisyklingu
‘
ju

‘
kūnu

‘
simetriju

‘
grupės.

Kubo simetriju
‘
grupė. Dabar sužinosime, kiek yra kubo simetriju

‘
. Pirmiausia

suskaičiuokime, kiek yra posūkiu
‘
, pervedančiu

‘
kuba

‘
i
‘

save. Yra trys ašys, jungiančios
kubo priešingu

‘
sienu

‘
centrus. Sukdami kuba

‘
apie kiekviena

‘
ǐs ju

‘
, gauname po tris skirtin-

gas simetrijas (tapatu
‘
ji
‘
atvaizdi

‘
id – nei

‘
skaičiuojame). Yra keturios ašys, jungiančios kubo

priešingas viršūnes. Sukdami kuba
‘
apie kiekviena

‘
ǐs ju

‘
, gauname po dvi skirtingas simetri-

jas. Yra šešios ašys, jungiančios kubo priešingu
‘

briaunu
‘

centrus. Sukdami kuba
‘

apie
kiekviena

‘
ǐs ju

‘
, gauname po viena

‘
simetrija

‘
.

Taigi sukinėdami kuba
‘
ǐs viso gauname 3× 3 + 4× 2 + 6× 1 + 1 = 9 + 8 + 6 + 1 = 24

(čia priskaičiuojame ir tapatu
‘
ji
‘
atvaizdi

‘
) simetrijas.

Paėme
‘
viena

‘
kubo veidrodini

‘
atspindi

‘
kurios nors kubo simetrijos plokštumos atžvilgiu

ir paėme
‘
šio veidrodinio atspindžio kompozicija

‘
su kiekviena kubo posūkio simetrija, gau-

name dar 24 kubo simetrijas. Taigi ǐs viso kubas turi 48 simetrijas.

Pratimas. Kubas turi keturias i
‘
strižaines. I

‘
rodykite, kad kubo posūkiu

‘
grupės el-

ementai perstatinėja kubo i
‘
strižaines. Kadangi kubo posūkiu

‘
yra 24, o keturiu

‘
skirtingu

‘

elementu
‘

perstatiniu
‘

– taip pat 24, tai kubo posūkiu
‘

grupe
‘

galite sutapatinti su kubo
keturiu

‘
i
‘
strižainiu

‘
visu

‘
perstatiniu

‘
grupe.

Dodekaedro simetriju
‘

grupė. I
‘
rodykite, kad, sukinėdami dodekaedra

‘
apie jo

centra
‘
, gausite 60 dodekaedro simetriju

‘
. Iš viso dodekaedras turi 120 simetriju

‘
(i
‘
skai-

čiuojant ir dodekaedro veidrodinius atspindžius).

1. 10. Tiesės afiniu
‘
ju

‘
atvaizdžiu

‘
grupė.

9. Apibrėžkime atvaizdi
‘

Tα,a : R → R, Tα,a(x) = αx + a,

čia α ∈ R
∗, a, x ∈ R.

I
‘
sitikinsime, kad atvaizdžiu

‘
Tα,a ir Tβ,b kompozicija yra atvaizdis Tαβ,a+αb. Iš tikru

‘
ju

‘
,

kiekvienam x ∈ R galima parašyti lygybes:

(Tα,a ◦ Tβ,b)(x) = Tα,a(Tβ,b(x)) = Tα,a(βx + b) =

= α(βx + b) + a = (αβ)x + a + αb = Tαβ,a+αb(x).

Taigi atvaizdžiu
‘
aibė Aff(R) =: {Tα,a| α ∈ R

∗, a ∈ R} yra stabili atvaizdžiu
‘
kompozicijos

◦ atžvilgiu.
Aff(R) atvaizdžiu

‘
kompozicijos ◦ atžvilgiu yra grupė. Iš tikru

‘
ju

‘
, nes:

1. Atvaizdžiu
‘
kopozicija ◦ yra asociatyvi;

2. id = T1,0 ∈ Aff(R), id – neutralus elementas atvaizdžiu
‘
kompozicijos ∗ atžvilgiu;
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3. Atvaizdžiui Tα,a, α ∈ R∗, a ∈ R, atvirkštinis atvaizdis yra Tα−1,−α−1a (i
‘
sitikinki-

te).
Grupė (Aff(R), ◦) nėra komutatyvi (i

‘
sitikinkite).

Atvaizdžiai Tα,a, α ∈ R
∗, a ∈ R, yra vadinami realiosios tiesės R afiniosiomis transfor-

macijomis, o grupė (Aff(R), ◦) – realiosios tiesės R afiniu
‘
ju

‘
transformaciju

‘
grupe.

Realiosios tiesės R afiniosios transformacijos Tα,a, α ∈ R∗, a ∈ R, specialioms para-
metru

‘
α ir a reikšmėms turi atskirus pavadinimus. Pavyzdžiui, transformacija T−1,a, čia

a ∈ R, yra vadinama tiesės R veidrodiniu atspindžiu taško a
2 atžvilgiu. Transformacija

Tα,0, α > 0, yra vadinama homotetija centro 0 atžvilgiu, kurios koeficientas yra α ir t. t..

1. 11. Anksčiau nagrinėti grupiu
‘

4-9 pavyzdžiai yra bendros situacijos atskiras
atvejis.

Tarkime, kad X – netuščia aibė, F – aibės X kai kuriu
‘

poaibiu
‘

aibė (t. y. F ⊂
P (X)). Šiuo atveju sakysime, kad aibės X poaibiu

‘
aibė F apibrėžia aibėje X struktūra

‘

F .Sutarkime aibe
‘
X su joje apibrėžta struktūra F žymėti (X,F).

Apibrėžimas. Aibės X su joje apibrėžta struktūra F simetrija yra vadinama bijekcija
f : X → X, tenkinanti sa

‘
lygas:

i) Y ∈ F ⇒ f(Y ) ∈ F , ii) Y ∈ F ⇒ f−1(Y ) ∈ F .

Teiginys. Aibės X su joje apibrėžta struktūra F visos simetrijos atvaizdžiu
‘
kompozi-

cijos ∗ atžvilgiu sudaro grupe
‘
, kuria

‘
žymėsime (Aut(X,F), ∗).

I
‘
rodymas. Ši

‘
teigini

‘
paliekame i

‘
rodyti skaitytojui.

Savaime suprantama, kad, bet kaip parinke
‘
aibės X poaibiu

‘
aibe

‘
F , nieko i

‘
domaus ne-

gausime. Žinomos svarbios aibėje X struktūros yra apibrėžiamos tokiomis aibės X poaibiu
‘

aibėmis F , kurios tenkina vienokias ar kitokias aksiomu
‘
sistemas. Dabar pailiustruosime

pavyzdžiais kokrečias strukrūras aibėje X.

1. 12. Afinioji plokštuma.

Sutarkime aibės X elementus vadinti taškais, o aibės X poaibius, priklausančius F , –
tiesėmis. Tiesės l,m ∈ F (t. y. l,m yra aibės X poaibiai) yra vadinamos lygiagrečiomis ir
žymima l||m, jei l ∩m = ∅ arba l = m.

Apibrėžimas. Aibės X poaibiu
‘

aibė F apibrėžia aibėje X afiniosios plokštumos
struktūra

‘
, jei F tenkina aksiomu

‘
sistema

‘
:

1. Kiekvienai aibės X skirtingu
‘
tašku

‘
porai A ir B egzistuoja vienintelė tiesė l ∈ F

tokia, kad {A,B} ⊂ l (t. y. A,B ∈ l);
2. Kiekvienai tiesei l ∈ F ir kiekvienam taškui A ∈ X egzistuoja vienintelė tokia

tiesė m, kad A ∈ m ir m||l;
3. Egzistuoja trys taškai A,B,C ∈ X, kartu nepriklausantys nei vienai tiesei l ∈ F .
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Pora (X,F) yra vadinama afinia
‘
ja plokštuma. Afiniosios plokštumos (X,F) simetrijos

yra vadinamos plokštumos X afiniosiomis transformacijomis.

1. 13. Baigtinės afiniosios plokštumos pavyzdys.

Imkime N4 = {1, 2, 3, 4},

F =
{
{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}{1, 3}, {2, 4}

}
.

(N4,F) – afinioji plokštuma, turinti 4 taškus ir 6 tieses. Afiniosios plokštumos (N4,F)
simetriju

‘
grupė yra S4 (i

‘
rodykite).

Pratimai.

Tarkime, kad (X,F), – baigtinė afinioji plokštuma, tiesė l ∈ F turi n tašku
‘
.

1. I
‘
rodykite, kad bet kuri afiniosios plokštumos (X,F) tiesė taip pat turi n tašku

‘
.

2. I
‘
rodykite, kad kiekvienai afiniosios plokštumos (X,F) tiesei l ∈ F , lygiagrečiu

‘

tiesiu
‘
tiesei l yra taip pat n. Taigi |X| = n2.

3. I
‘
rodykite, kad afinioji plokštuma (X,F) turi n2 + n tiesiu

‘
(nurodymas: ǐs pradžiu

‘

i
‘
rodykite, kad tiesiu

‘
, turinčiu

‘
bendra

‘
taška

‘
A, yra n + 1,o po to pasinaudokite 2-uoju

pratimu).

1. 14. Projektyvinė plokštuma.

Aibės X elementus sutarkime vadinti taškais, o aibės X poaibius, priklausančius F –
tiesėmis.

Apibrėžimas. Aibės X poaibiu
‘
aibė F) apibrėžia aibėje X projektyvinės plokštumos

struktūra
‘
, jei F) tenkina aksiomu

‘
sistema

‘
:

1. Kiekvienai aibės X skirtingai tašku
‘
porai A ir B egzistuoja tokia vienintelė tiesė

l ∈ F , kad {A,B} ⊂ l (t. y. A,B ∈ l);
2. Bet kurios dvi tiesės l,m ∈ F turi bent viena

‘
bendra

‘
taška

‘
;

3. Egzistuoja aibės X trys taškai A,B, C, kartu nepriklausantys nei vienai tiesei
l ∈ F ;

4. Kiekviena tiesė l ∈ F turi bent tris taškus.
Pora (X,F) yra vadinama projektyvine plokštuma. Projektyvinės plokštumos (X,F)

simetrijos yra vadinamos projektyvinėmis transformacijomis.

1. 15. Baigtinės projektyvinės plokštumos pavyzdys.

Imkime N7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

F =
{
{1, 2, 7}, {2, 3, 6}, {1, 4, 6}, {3, 4, 7}, {2, 4, 5}, {1, 3, 5}, {5, 6, 7}

}
.

Projektyvinė plokštuma (N7,F) turi 7 taškus ir 7 tieses. Vėliau i
‘
rodysime, kad projek-

tyvinės plokštumos (N7,F) simetriju
‘
grupė (Aut(N7,F), ◦) turi 168 elementus.
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Pratimai.

Tarkime, kad (X,F) – baigtinė projektyvinė plokštuma, jos tiesė l ∈ F turi n + 1
taška

‘
.

1. I
‘
rodykite, kad kiekviena projektyvinės plokštumos (X,F) tiesė turi n + 1 taška

‘

(nurodymas: pirmiausia i
‘
rodykite, kad egzistuoja taškas A nepriklausantis tiesei l ir kuriai

nors tiesei m, o po to nagrinėkite tiesiu
‘
, kurioms priklauso taškas A ir kuris nors tiesės l

taškas B, susikirtima
‘
su tiese m).

2. I
‘
rodykite, kad projektyvinės plokštumos (X,F) tiesiu

‘
, turinčiu

‘
bendra

‘
taška

‘
A,

yra n + 1.

3. I
‘
rodykite, kad projektyvinė plokštuma (X,F) turi n2 + n + 1 taška

‘
ir tiek pat

tiesiu
‘
.

1. 16. Tarp afiniu
‘
ju

‘
ir projektyviniu

‘
plokštumu

‘
yra glaudus ryšys.

Pratimai.

1. Tarkime, kad (X,F) – projektyvinė plokštuma, l – kuri nors šios plokštumos tiesė
(t. y. l ∈ F). I

‘
rodykite, kad (X \ l,F \ {l}) – afinioji plokštuma.

2. Tarkime, kad (X,F) – afinioji plokštuma. Afiniosios plokštumos (X,F) visas
tarpusavyje lygiagrečias tieses pavadinkime lygiagrečiu

‘
tiesiu

‘
pluoštu. Kiekviena

‘
afiniosios

plokštumos (X,F) tiese
‘
l atitinka jai lygiagrečiu

‘
tiesiu

‘
pluoštas, kuri

‘
pavadinkime ”idealiu”

tašku ir žymėkime [l]. Pastebėsime, kad jei afiniosios plokštumos (X,F) tiesės l ir m yra
lygiagrečios, tai [l] = [m]. Aibe

‘
, gauta

‘
prie aibės X prijungus visus ”idealius” taškus [l],

pažymėkime X̃. Aibės X̃ poaibi
‘
, sudaryta

‘
ǐs visu

‘
aibės X̃ ”idealiu

‘
” tašku

‘
pavadinkime

”idealia” tiese (ji dažnai yra vadinama ”begalo nutolusia” tiese) ir pažymėkime q̃. Prie
kiekvienos afiniosios plokštumos (X,F) tiesės l prijunge

‘
”idealu

‘
” taška

‘
[l],gauname ”tiese

‘
”,

kuria
‘
pažymėkime l̃. Apibrėžkime aibės X̃ poaibiu

‘
aibe

‘
F̃ , sudaryta

‘
ǐs visu

‘
tiesiu

‘
l̃, t. y.

ǐs visu
‘
afiniosios plokštumos (X,F) tiesiu

‘
l, papildytu

‘
”idealiais” taškais [l],ir ”idealiosios”

tiesės q̃. Galite i
‘
sitikinti, kad(X̃, F̃) – projektyvinė plokštuma.

1. 17. Afiniu
‘
ju

‘
ir projektyviniu

‘
plokštumu

‘
struktūras aibėje X apibrėžėme aibės

X poaibiu
‘

aibėmis F , tenkinančiomis atitinkamas aksiomu
‘

sistemas. Panašiai galima
apibrėžti orientuotus ir neorientuotus grafus, topologines, mačia

‘
sias erdves ir kitus matem-

atinius objektus. Bet i
‘
šia

‘
matematiniu

‘
struktūru

‘
apibrėžimu

‘
schema

‘
nepatenka, pavyz-

džiui, algebrinės strukrūros apibrėžimas. Todėl naudinga apibrėžti bendresne
‘
struktūros

aibėje sa
‘
voka

‘
. Tai galima padaryti, pavyzdžiui, tariant, kad aibės F elementais gali būti

aibiu
‘

Xn, P k(Xn), čia k, n ∈ N, kurie nors elementai ar poaibiai, tenkinantys vienokia
‘

ar kitokia
‘

aksiomu
‘

sistema
‘
. Grupės (X, ∗) struktūra šia prasme yra apibrėžiama aibe

F = {Γ∗| Γ∗ ⊂ X × X × X}, čia Γ∗ grupės X elementu
‘

kopozicijos dėsnio grafikas.
Šia bendresne apibrėžiamu

‘
aibėse struktūru

‘
prasme, tu

‘
struktūru

‘
simetrijos apibrėžiamos

panašiai kaip ir anksčiau.
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2. Pogrupiai

2. 1. Apibrėžimas. Netuščias grupės (G, ∗) poaibis H yra vadinamas grupės (G, ∗)
pogrupiu, jei

1. g1, g2 ∈ H ⇒ g1 ∗ g2 ∈ H (t. y. bet kuriu
‘
dvieju

‘
poaibio H elementu

‘
sandauga

priklauso H;
2. g ∈ H ⇒ g−1 ∈ H (t. y. kiekvienam poaibio H elementui atvirkštinis elementas

priklauso H.

Teiginys. Grupės (G, ∗) pogrupis H yra grupė.

I
‘
rodymas. Remdamiesi pogrupio apibrėžimo 1-a

‘
ja sa

‘
lyga, gauname, kad pogrupis

H stabilus kompozicijos dėsnio ∗ atžvilgiu. Kadangi grupės (G, ∗) elementu
‘
kompozicijos

dėsnis ∗ yra asociatyvus, tai ir indukuotas kompozicijos dėsnis pogrupyje H yra asoci-
atyvus. I

‘
rodysime, kad grupės vienetas 1 priklauso H. Kadangi H 6= ∅, tai egzistuoja

g ∈ H. Remdamiesi pogrupio apibrėžimo 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, gauname: g, g−1 ∈ H. Remdamiesi

1-a
‘
ja pogrupio apibrėžimo sa

‘
lyga, gauname: 1 = g ∗ g−1 ∈ H. Remdamiesi pogrupio

apibrėžimo 2-a
‘
ja sa

‘
lyga, matome, kad pogrupio H kiekvienam elementui atvirkštinis ele-

mentas priklauso H. 4

Jei H yra grupės (G, ∗) pogrupis, tai sutarkime rašyti (H, ∗) ⊂ (G, ∗) ar (G, ∗) ⊃
(H, ∗). Paprastumo dėlei, kalbėdami apie grupe

‘
, nerašysime grupės elementu

‘
kopozicijos

dėsnio ženklo.

2. 2. Antrasis pogrupio apibrėžimas. Netuščias grupės (G, ∗) poaibis H yra
vadinamas grupės (G, ∗) pogrupiu, jei bet kuriems g1, g2 ∈ H, sandauga g1 ∗ g−1

2 ∈ H.

Pratimas. I
‘
rodykite abieju

‘
pogrupio apibrėžimai yra ekvivalentūs.

Pavyzdžiai.

1. Gupės (Z,+) poaibis Nn = {1, 2, . . . , n} nėra pogrupis. Šiuo atveju netenkinama
pogrupio apibrėžimo 1-oji sa

‘
lyga, nes, pavyzdžiui, 1, n ∈ Nn, bet 1+n 6∈ Nn. 2-oji pogrupio

apibrėžimo sa
‘
lyga taip pat nėra tenkinama: 1 ∈ Nn, bet −1 6∈ Nn.

2. Grupės (Z,+) poaibis N nėra pogrupis, nes 1-oji pogrupio apibrėžimo sa
‘
lyga yra

tenkinama, bet 2-oji – ne: 1 ∈ N, o −1 6∈ N.

3. Grupės (Z,+) poaibis X = {−2,−1, 0, 1, 2} nėra pogrupis, nes, pavyzdžiui, 1, 2 ∈
X, bet 1 + 2 = 3 6∈ X. 2-oji pogrupio apibrėžimo sa

‘
lyga yra tenkinama.

4. Grupės (Q,+) poaibis Z yra pogrupis.

5. Grupės (Q∗, ·) poaibis Q
∗
+ yra pogrupis.

6. Grupės (Z,+) poaibis nZ, čia n – fiksuotas natūralus skaičius, yra pogrupis.

7. Poaibis {2n| n ∈ Z} yra grupės (Q∗, ∗) pogrupis.
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8. (Q∗, ·) yra grupė, Q
∗ ⊂ Q, bet grupė (Q∗, ·) nėra grupės (Q,+) pogrupis. Q

∗ –
grupė daugybos atžvilgiu, tuo tarpu Q – grupė sudėties atžvilgiu.

9. (Q∗, ·) yra grupės (R∗, ·) pogrupis.

10. Tarkime, kad X – netuščia aibė, Y – aibės X poaibis. Tuomet (P (Y ),	) yra
grupės (P (X),	) pogrupis.

11. (Z[ 1
m ],+) yra grupės (Q,+) pogrupis.

12. {Tα,0| α ∈ Q
∗} yra grupės {Tα,a| α ∈ Q

∗, a ∈ Q} pogrupis (priminsime, kad
Tα,a : Q → Q}, Tα,a = αx + a, x ∈ Q).

13. {T1,a| a ∈ Q} yra grupės {Tα,a| α ∈ Q
∗, a ∈ Q} pogrupis.

14. {Tα,a| α ∈ Q
∗, a ∈ Q} yra grupės {Tα,a| α ∈ R

∗, a ∈ R} = Aff(R) pogrupis.

15. Grupės

S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

) }

pogrupiai yra šie:

H1 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

) }
, H2 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 1 3

) }
,

H3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
3 2 1

) }
, H4 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

) }
ir dar du trivialūs pogrupiai: {id} ir S3.

Pratimai.

1. Išrašykite grupės D4 visus pogrupius.

2. Išrašykite grupės D5 visus pogrupius.

3. Išrašykite grupės D6 visus pogrupius.

4. I
‘
rodykite: jei G grupės (R∗, ·) pogrupis, tai ir {Tα,a| α ∈ G, a ∈ R} yra grupės

{Tα,a| α ∈ R
∗, a ∈ R} = Aff(R) pogrupis.

5. Grupės Aff(R) pogrupis {Tα,a| α ∈ {1,−1}, a ∈ R} yra vadinamas atspindžiu
‘

generuotu pogrupiu. I
‘
rodykite: jei G yra grupės (R,+) pogrupis, tai ir

{Tα,a| α ∈ {1,−1}, a ∈ G}

yra grupės {Tα,a| α ∈ {1,−1}, a ∈ R} pogrupis.
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2. 3. Teiginys. Jei H yra grupės (G, ∗) pogrupis, o K – grupės H pogrupis, tai K

yra grupės G pogrupis.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas akivaizdus.

Teiginys. Grupės (G, ∗) pogrupiu
‘
šeimos {Hα}α∈I sankirta

⋂
α∈I

Hα yra grupės (G, ∗)

pogrupis.

I
‘
rodymas. Grupės vienetas 1 ∈

⋂
α∈I

Hα, nes kievienam α ∈ I, 1 ∈ Hα. Vadinasi,⋂
α∈I

Hα 6= ∅. Jei g1, g2 ∈
⋂

α∈I

Hα, tai ir g1 ∗ g−1
2 ∈

⋂
α∈I

Hα. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei g1, g2 ∈

⋂
α∈I

Hα,

tai kiekienam α ∈ I, g1, g2 ∈ Hα. Kadangi Hα, α ∈ I – pogrupiai, tai kiekvienam α ∈ I,
g1 ∗ g−1

2 ∈ Hα. Vadinasi, g1 ∗ g−1
2 ∈

⋂
α∈I

Hα.

2. 4. Teiginys. Tarkime, kad X yra grupės (G, ∗) poaibis. Egzistuoja grupės (G, ∗)
pogrupis H, tenkinantis sa

‘
lygas:

1. X ⊂ H;
2. Jei K grupės G pogrupis ir X ⊂ K, tai H ⊂ K.

Apibrėžimas. Pogrupis H yra vadinamas aibės X elementu
‘
(arba aibės X) generuotu

pogrupiu ir yra žymimas 〈X〉. Aibės X elementai yra vadinami pogrupio H sudaromo-
siomis arba generuojančiaisiais elementais.

1. Pastaba. Grupės pogrupiu
‘
aibė aibiu

‘
i
‘
dėties ⊂ atžvilgiu yra dalinai sutvarkyta

aibė. Pogrupis H yra mažiausias šios tvarkos atžvilgiu tarp pogrupiu
‘
, turinčiu

‘
savyje

poaibi
‘
X.

Teiginio i
‘
rodymas. Kadangi X ⊂ G, tai grupės (G, ∗) pogrupiu

‘
K, tenkinančiu

‘

sa
‘
lyga

‘
X ⊂ K, aibė netuščia. Šiu

‘
pogrupiu

‘
sankirta H =:

⋂
X⊂K

K ir yra pogrupis, tenki-

nantis teiginyje ǐsvardintas sa
‘
lygas. 4

2. Pastaba. Jei, pavyzdžiui, X = {x1, x2, . . . , xn}, tai vietoje 〈{x1, x2, . . . , xn}〉
rašysime 〈x1, x2, . . . , xn〉 arba 〈X〉.

Apibrėžimas. Jei grupė (G, ∗) = 〈g1, g2, . . . , gn〉, tai G yra vadinama baigtinai
generuota grupe. Šiuo atveju kiekvienas grupės G elementas g yra užrašomas elementu

‘
g1,

g2, . . ., gn sveiku
‘
ju

‘
laipsniu

‘
sandauga:

g = gα1
i1

gα2
i2

. . . gαr
ir

,

čia αj ∈ Z, o gij
, 1 ≤ j ≤ r, nebūtinai tarp save

‘
s skirtingi. Be to elementas g nebūtinai

vienareikšmǐskai taip užrašomas.
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3. Cikliniai pogrupiai

3. 1. Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) pogrupi
‘
〈g〉, generuota

‘
vieno elemento g vadin-

sime cikliniu. Jei G = 〈g〉, tai G yra vadinama cikline grupe.

Pastebėsime, kad grupės (G, ∗) pogrupiui 〈g〉 priklauso visi elemento g sveikieji laips-
niai.

Teiginys. Grupės (G, ∗) bet kurio elemento g sveiku
‘
ju

‘
laipsniu

‘
aibė yra grupės G

ciklinis pogrupis 〈g〉.

I
‘
rodymas. Pastebėsime, kad elemento g sveiku

‘
ju

‘
laipsniu

‘
aibė netuščia. Jei imsime

elemento g sveikuosius laipsnius gr, gs, tai gr ∗ (gs)−1 = gr−s yra taip pat elemento g

sveikasis laipsnis. 4

Apibrėžimas. Jei grupės (G, ∗) ciklinis pogrupis 〈g〉 begalinis, tai g yra vadinamas
begalinės eilės elementu. Jei 〈g〉 – baigtinis pogrupis, tai pogrupio eilė |〈g〉| yra vadinama
elemento g eile.

3. 2. Teiginys. Jei grupės (G, ∗) elemento g eilė yra lygi n, tai n yra toks mažiausias
teigiamas sveikasis skaičius, kad gn = 1. Be to, 〈g〉 = {1, g, g2, . . . , gn−1}.

I
‘
rodymas. Kadangi pogrupis 〈g〉 yra baigtinis (|〈g〉| = n), tai egzistuoja tokie r, s ∈

N, r < s, kad gs = gr. Šios lygybės abi puses padaugine
‘

ǐs (gr)−1 = g−r, gauname:
gs−r = 1, s − r ∈ N. Tarkime, m – toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius, kad
gm = 1. Poaibis {1, g, g2, . . . , gm−1} yra grupės G pogrupis. Iš tikru

‘
ju

‘
:

gi ∗ gj =
{

gi+j , jei i + j < m,
gi+j−m, jei i + j ≥ m

,

čia 0 ≤ i, j < m. Elementui gi, 0 < i < m, atvirkštinis yra gm−i, čia, kaip matome,
0 < m− i < m. Vadinasi, 〈g〉 = {1, g, g2, . . . , gm−1}. Kadangi |〈g〉| = n, tai m = n. 4

Pavyzdžiai.

1. (Z,+) – begalinės eilės ciklinė grupė, 1 – šios grupės sudaromoji (-1 – taip pat šios
grupės sudaromoji; kitu

‘
sudaromu

‘
ju

‘
ši grupė neturi).

2. Zn = ({nZ, 1 + nZ, . . . , n− 1 + nZ},+), čia n – fiksuotas natūralusis skaičius, yra
n-tos eilės ciklinė grupė, 1 + nZ –šios grupės sudaromoji.

Pastaba. Iš 1-o ir 2-om pavyzdžiu
‘
matome, kad egzistuoja bet kurios eilės ciklinės

grupės.

Pratimai.

1. Raskite grupės Z5 visas sudaroma
‘
sias.

2. Raskite grupės Z6 visas sudaroma
‘
sias.
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3. Kiek sudaromu
‘
ju

‘
turi grupė Zn?

4. Tarkime, kad grupės (G, ∗) elemento g eilė yra lygi n. I
‘
rodykite: jei kuriam nors

m ∈ Z, gm = 1, tai n | m.

5. Tarkime, kad grupės (G, ∗) elementu
‘
g1 ir g2 eilės yra lygios n1 ir n2 ir šie elementai

yra perstatomi, t. y. g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1 ir, be to, 〈g1〉 ∩ 〈g2〉 = {1}. I
‘
rodykite, kad elemento

g1 ∗ g2 eilė yra lygi skaičiu
‘
n1 ir n2 mažiausiam bendrajam kartotiniui.

6. Imkime grupės (Aff(R), ◦) elementus T−1,2 ir T−1,4 (priminsime, kad Tα,a : R →
R, Tα,a(x) = αx + a, x ∈ R). Kam yra lygios elementu

‘
T−1,2, T−1,4 ir T−1,2 ◦ T−1,4 eilės?

7. Imkime diedro grupės Dn = {σi ∗ τ j | 0 ≤ i < n, 0 ≤ j ≤ 1, σm = τ2 = 1, τ ∗ σ ∗ τ =
σ−1} elementus σ ∗ τ ir σ2 ∗ τ . Kam lygios elementu

‘
σ ∗ τ, σ2 ∗ τ ir σ ∗ τ ∗ σ2 ∗ τ eilės?

4. Grupės skaidinys pogrupio gretutinėmis klasėmis

4. 1. Dabar nagrinėsime grupės (G, ∗) ǐsskaidyma
‘
i
‘
pogrupio H kairia

‘
sias (dešinia

‘
sias)

gretutines klases.

Apibrėžimas. Tarkime, X, Y – grupės (G, ∗) poaibiai. Tuomet X ∗ Y =: {x ∗ y| x ∈
X, y ∈ Y }. Jei, pavyzdžiui, X = {g}, tai vietoje {g} ∗ Y rašysime g ∗ Y . Analogǐskai,
vietoje X ∗ {g} rašysime X ∗ g.

Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) pogrupio H kairia
‘
ja (dešinia

‘
ja) gretutine klase yra

vadinamas gupės (G, ∗) poaibis g ∗ H (atitinkamai H ∗ g), g ∈ G, o elementas g – šios
klasės atstovu.

Teiginys. Tarkime, kad H yra grupės (G, ∗) pogrupis. Tuomet g1 ∗H = g2 ∗H tada
ir tik tada, kai g−1

1 ∗ g2 ∈ H (o H ∗ g1 = H ∗ g2 tada ir tik tada, kai g1 ∗ g−1
2 ∈ H).

I
‘
rodymas. Jei g1 ∗H = g2 ∗H, tai g2 ∈ g1 ∗H. Vadinasi, egzistuoja toks h ∈ H, kad

g2 = g1 ∗h. Šios lygybės abi puses ǐs kairės padaugine
‘
ǐs g−1

1 , gauname: g−1
1 ∗ g2 = h ∈ H,

t. y. g−1
1 ∗ g2 =∈ H. Pastebėsime: g−1

1 ∗ g2 =∈ H ⇐⇒ g−1
2 ∗ g1 ∈ H.

Jei g−1
1 ∗g2 = h ∈ H, tai g2 = g1 ∗h. Tuomet kiekvienam h′ ∈ H, g2 ∗h′ = g1 ∗h∗h′ ∈

g1 ∗H , t. y. g2 ∗H ⊂ g1 ∗H. Lygybe
‘
g2 = g1 ∗ h perraše

‘
taip: g1 = g2 ∗ h−1, gauname,

panašiai kaip ir ankščiau, g1 ∗H ⊂ g2 ∗H. Vadinasi, g1 ∗H = g2 ∗H.
Panašiai teiginys i

‘
rodomas ir pogrupio H dešiniosioms gretutinėms klasėms. 4

Išvada. Tarkime, kad H yra grupės (G, ∗) pogrupis. Jei g′ ∈ g ∗H, tai g′ ∗H = g ∗H

(analogǐskai: jei g′ ∈ H ∗ g, tai H ∗ g′ = H ∗ g).

I
‘
rodymas. Jei g′ ∈ g ∗ H, tai egzistuoja toks h ∈ H, kad g′ = g ∗ h. Tuomet

g−1 ∗ g′ = h ∈ H ir, remdamiesi ankščiau i
‘
rodytu teiginiu, gauname: g′ ∗ H = g ∗ H

(analogǐskai i
‘
rodoma lygybė H ∗ g′ = H ∗ g). 4

Pastaba. Taigi grupės (G, ∗) pogrupio H kairiosios (arba dešiniosios) gretutinės
klasės g ∗H (arba H ∗ g) bet kuris elementas gali būti vadinamas šios klasės atstovu.
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4. 2. Teiginys. Grupės (G, ∗) pogrupio H kairiosios gretutinės klasės g1 ∗H ir g2 ∗H

arba neturi bendru
‘
elementu

‘
, arba sutampa (teiginio tvirtinimas teisingas ir pogrupio H

dešiniosioms gretutinėms klasėms).

I
‘
rodymas. Jei g1∗H∩g2∗H = ∅, tai teiginys i

‘
rodytas. Tarkime, kad g ∈ g1∗H∩g2∗H.

Tuomet, remdamiesi ǐsvada (žr.[4. 1.]), gauname g1 ∗H = g ∗H = g2 ∗H. 4

4. 3. Kaip matome, grupės (G, ∗) pogrupio H kairiosios (dešiniosios) gretutinės klasės
suskaido grupe

‘
G i

‘
netuščius, neturinčius bendru

‘
elementu

‘
, poaibius. Kaip žinome [?],

aibės skaidinys netuščiais, neturinčiais bendru
‘
elementu

‘
, poaibiais yra gaunamas apibrėžus

aibėje atitinkama
‘
ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
ir atvirkščiai: apibrėžus aibės skaidini

‘
netuščiais,

neturinčiais bendru
‘

elementu
‘

poaibiais, yra apibrėžiamas aibėje ekvivalentumo sa
‘
ryšis.

Tik pastebėsime, kad grupės skaidiniai pogrupio kairiosiomis ir dešiniosiomis gretutinėmis
klasėmis bendruoju atveju yra skirtingi. Tai pailiustruosime paprasčiausiais pavyzdžiais.

Pavyzdys. Imkime S3 = D3 = {1, σ, σ2, τ, σ ∗ τ, σ2 ∗ τ | σ3 = τ2 = 1, τ ∗ σ ∗ τ = σ2}.
Imkime šios grupės pogrupi

‘
H = {1, τ}. Tuomet 1 ∗ H = {1, τ}, σ ∗ H = {σ, σ ∗ τ},

σ2 ∗H = {σ2, σ2 ∗ τ}, tuo tarpu H ∗ 1 = {1, τ}, H ∗ σ = {σ, τ ∗ σ} = {σ, σ2 ∗ τ}, H ∗ σ2 =
{σ2, τ ∗σ2} = {σ2, σ ∗ τ}. Grupės S3 = D3 skaidinys pogrupio H kairiosiomis gretutinėmis
klasėmis yra: S3 = D3 = {1, τ} ∪ {σ, σ ∗ τ} ∪ {σ2, σ2 ∗ τ}, o šios grupės skaidinys pogrupio
H dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis yra: S3 = D3 = {1, τ} ∪ {σ, σ2 ∗ τ} ∪ {σ2, σ ∗ τ}.
Kaip matome, šie grupės S3 = D3 skaidiniai yra skirtingi.

Pastaba. Jei grupė (G, ∗) yra komutatyvi, tai grupės G skaidiniai pogrupio H kairio-
siomis ir dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis sutampa, nes šiuo atveju kiekvienam g ∈ G,
g ∗H = H ∗ g (ǐs tikru

‘
ju

‘
: g ∗H = {g ∗ h| h ∈ H} = {h ∗ g| h ∈ H} = H ∗ g).

4. 4. Galime nurodyti ekvivalentumo sa
‘
ryšius grupėje G, susiejusius su grupės G skai-

diniais pogrupio H kairiosiomis ir dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis. Šie ekvivalentumo
sa

‘
ryšiai atrodo taip:

HR = {(g1, g2) ∈ G×G| g−1
1 ∗ g2 ∈ H}

ir
RH = {(g1, g2) ∈ G×G| g1 ∗ g−1

2 ∈ H}.

Teiginys. Faktoraibės G/HR ir G/RH , apibrėžiamos grupės (G, ∗) skaidiniais pogru-
pio H kairiosiomis ir dešiniosionis gretutinėmis klasėmis, kaip aibės yra ekvivalenčios.

I
‘
rodymas. Tarkime, G =

⋃
α∈I

gα ∗H – grupės G skaidinys pogrupio H skirtingomis

kairiosiomis gretutinėmis klasėmis (t. y., gα ∗ H ∩ gβ ∗ H = ∅, jei α 6= β, α, β ∈ I).
I
‘
rodysime, kad

⋃
α∈I

H ∗ g−1
α yra grupės G skaidinys pogrupio H skirtingomis dešiniosiomis

gretutinėmis klasėmis. Tuo tikslu reikia i
‘
rodyti:

1. G =
⋃

α∈I

H ∗ g−1
α ;
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2. Jei H ∗ g−1
α = H ∗ g−1

β , tai α = β.
Tarkime, g ∈ G. Tuomet g−1 ∈ G =

⋃
α∈I

gα ∗H. Vadinasi, egzistuoja toks α0 ∈ I, kad

g−1 ∈ gα0 ∗H. Taigi g−1 = gα0 ∗ h su kuriuo nors h ∈ H. Pastarosios lygybės abi puses
pakėle

‘
−1 laipsniu, gauname: g = h−1∗g−1

α0
, čia h−1 ∈ H. Taigi g ∈ H ∗g−1

α0
⊂

⋃
α∈I

H ∗g−1
α ,

t. y. G =
⋃

α∈I

H ∗ g−1
α .

Tarkime, kad H ∗ g−1
α = H ∗ g−1

β . Tuomet egzistuoja toks h ∈ H, kad g−1
α = h ∗ g−1

β .
Taigi gα = gβ ∗ h−1, čia h−1 ∈ H, t. y. gα ∗H = gβ ∗H. Ši lygybė galima tik tuo atveju,
kai α = β. 4

Apibrėžimas. Faktoraibes G/HR ir G/RH žymėsime H\G ir G/H.

Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) pogrupio H skirtingu
‘
kairiu

‘
ju

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
skaičius

yra vadinamas pogrupio H indeksu grupėje G ir žymimas [G : H]. Šis skaičius taip pat
yra lygus pogrupio H skirtingu

‘
dešiniu

‘
ju

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
skaičiui.

4. 5. Teiginys. Grupės (G, ∗) pogrupio H kieviena kairioji (taip pat ir dešinioji)
gretutinė klasė g ∗H (H ∗ g), g ∈ G, kaip aibė yra ekvivalenti aibei H.

I
‘
rodymas. I

‘
rodysime, kad g ∗H ir H yra ekvivalenčios aibės. Štai bijekcija f : H →

g ∗H, f(h) = g ∗ h, h ∈ H. Pirmiausia i
‘
sitikinsime, kad f – injekcija. Jei f(h1) = f(h2),

tai g ∗ h1 = g ∗ h2. Lygybės g ∗ h1 = g ∗ h2 abi puses padaugine
‘
ǐs kairės ǐs g−1, gauname

h1 = h2. Taigi f – injekcija.
Pagaliau i

‘
sitikinsime, kad f – siurjekcija. Jei y ∈ g ∗ H, tai egzistuoja toks h ∈ H,

kad y = g ∗ h. Vadinasi, f(h) = g ∗ h = y.
Panašiai i

‘
rodoma, kad atvaizdis f : H → H ∗ g, f(h) = h ∗ g, h ∈ H, – bijekcija. 4

Išvada. Jei grupė (G, ∗) baigtinė, tai grupės G pogrupio H kairiosios (o taip ir
dešiniosios) gretutinės klasės turi viena

‘
ir ta

‘
pati

‘
elementu

‘
skaičiu

‘
, lygu

‘
pogrupio H

elementu
‘
skaičiui.

4. 6. Lagranžo teorema. Baigtinės grupės (G, ∗) pogrupio H eilė |H| dalija grupės
G eile

‘
|G|.

I
‘
rodymas. Grupės G pogrupio H skirtingos kairiosios gretutinės klasės apibrėžia

grupės G skaidini
‘

G = H ∪ g2 ∗H ∪ . . . ∪ gr ∗H,

čia 1, g2, . . . , gr tarp save
‘
s neekvivalentūs ekvivalentumo klasiu

‘
atstovai. Kadangi |H| =

|g2 ∗H| = . . . = |gr ∗H|, tai |G| = r|H| (r – pogrupio H grupėje G indeksas). 4

1. Išvada. Baigtinės grupės (G, ∗) elemento g eilė dalija grupės G eile
‘
.

I
‘
rodymas. Elemento g eilė yra lygi ciklinio pogrupio [g] eilei, o pogrupio eilė dalija

grupės eile
‘
. 4
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2. Išvada. Jei (G, ∗) – baigtinė grupė, g ∈ G, tai g|G| = 1.

Pastara
‘
ja

‘
ǐsvada

‘
baigtinėms Abelio grupėms galima i

‘
rodyti tiesiogiai.

4. 7. Teiginys. Tarkime, (G, ∗) – baigtinė Abelio grupė. Tuomet g|G| = 1, g ∈ G.

I
‘
rodymas. Sakykime, G = {g1, g2, . . . , gn}. Imkime g ∈ G. Tuomet G = {g ∗ g1, g ∗

g2, . . . , g ∗ gn}, nes atvaizdis f : G → G, f(gj) = g ∗ gj , 1 ≤ j ≤ n, – bijekcija. Vadinasi,
(g ∗ g1) ∗ (g ∗ g2) ∗ . . . ∗ (g ∗ gn) = g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn. Kairioji šios lygybės pusė yra lygi
gn ∗ g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn. Taigi gn ∗ g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn = g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn. Suprastine

‘
šios lygybės

abi puses ǐs g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn, gauname: g|G| = 1. 4

4. 8. Pastebėsime, kad bet kuriam baigtinės grupės (G, ∗) eilės |G| dalikliui d

nebūtinai egzistuoja grupės G d eilės elementas. Pavyzdžiui, diedro grupės Dn, n ≥ 3,
eilė yra lygi 2n, bet ši grupė neturi 2n eilės elemento. Jei toks elementas egzistuotu

‘
, tai

grupė Dn būtu
‘

ciklinė ir tuo pačiu – komutatyvi. Bet grupė Dn nėra komutatyvi, kai
n ≥ 3. Kitus pavyzdžius rasite pratimuose.

Pratimai.

1. Diedro grupės D15 eilė yra lygi 30. Nors 6|30, 10|30, bet ši grupė neturi nei 6-tos,
nei 10-tos eilės elementu

‘
. I

‘
sitikinkite, kad šioje grupėje yra 1 elementas 1-os eilės (tai

grupės vienetas 1), 2 elementai 3-ios eilės, 4 elementai 5-tos eilės, 8 elementai 15-tos eilės
ir 15 elementu

‘
2-os eilės.

2. Kiek ir kokios eilės elementu
‘
yra grupėje D16?

3. Kiek kokios eilės elementu
‘
yra grupėje D12?

4. Kiek ir kokios eilės elementu
‘
yra grupėje S4?

Atsakymai.

2. Grupėje D16 yra: 1 elementas 1-os eilės; 9 elementai 2-os eilės; 2 elementai 4-tos
eilės ir 4 elementai 8-tos eilės.

3. Grupėje D12 yra: 1 elementas 1-os eilės; 13 elementu
‘
2-os eilės; 2 elementai 3-ios

eilės; 2 elementai 4-tos eilės; 2 elementai 6-tos eilės ir 4 elementai 12-tos eilės.

4. Grupėje S4 yra: 1 elementas 1-os eilės; 9 elementai 2-os eilės; 8 elementai 3-ios eilės
ir 6 elementai 4-tos eilės.

4. 9. Lagranžo teorema
‘

i
‘
rodėme baigtinėms grupėms. Begaliniu

‘
grupiu

‘
atveju ši

teorema praranda prasme
‘
, bet ir šiuo atveju begalinės grupės pogrupio indeksas grupėje

gali būti baigtinis. Pavyzdžiui, (Z,+) – begalinė grupė, nZ – grupės (Z,+) pogrupis.
Grupės (Z,+) skaidinys pogrupio nZ kairiosiomis (ar dešiniosiomis) klasėmis atrodo taip:

Z = nZ ∪ (1 + nZ) ∪ (2 + nZ) ∪ . . . ∪ (n− 1 + nZ).
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Kaip matome, pogrupio nZ skirtingu
‘

gretutiniu
‘

klasiu
‘

skaičius yra bagtinis ir lygus n.
Taigi [Z : nZ] = n.

Pratimai.

1. Užrašykite grupės S3 = D3 = {σi ∗ τ j | 0 ≤ i < 3, 0 ≤ j ≤ 1, σ3 = τ2 = 1, τ ∗σ ∗ τ =
σ−1} skaidini

‘
pogrupio H kairiosiomis gretutinėmis klasėmis, kai

i)H = {1, τ}; ii)H = {1, σ ∗ τ}; iii)H = {1, σ, σ2}.

2. Imkime grupe
‘
G = ({Tα,a| α ∈ {1,−1}, a ∈ Z}, ◦) ir jos pogrupi

‘
H = {Tα,a| α ∈

{1,−1}, a ∈ nZ} (priminsime, kad Tα,a : R → R, Tα,a(x) = αx + a, x ∈ R). Raskite
[G : H].

3. Grupė G tokia pat , kaip ir 2-me pratime, o H = {T1,a| a ∈ nZ}. Raskite [G : H].

4. Užrašykite grupės (P({1, 2, 3, 4}),	) skaidini
‘
pogrupio P({1, 2}) kairiosiomis (ar

dešiniosiomis) gretutinėmis klasėmis (čia P(X) – aibės X visu
‘
poaibiu

‘
aibė, 	 – simetrinė

aibiu
‘
atimtis).

5. Tarkime, K – grupės H pogrupis, o H – grupės (G, ∗) pogrupis, [H : K] < ∞, [G :
H] < ∞. I

‘
rodykite: [G : K] = [G : H][H : K].

6. Tarkime, kad H ir K – grupės (G, ∗) baigtinio indekso pogrupiai. I
‘
rodykite, kad

H ∩K – grupės G baigtinio indekso pogrupis.
Nuoroda. I

‘
rodykite: jei k1 ∗ (H ∩ K) 6= k2 ∗ (H ∩ K), tai k1 ∗ H 6= k2 ∗ H, čia

k1, k2 ∈ K, H ∩ K ⊂ K ⊂ G. Dabar galima padaryti ǐsvada
‘
: [K : H ∩ K] ≤ [G : H] ir

pasinaudoti 5-tuoju pratimu.

7. Jei H1,H2, . . . ,Hs –grupės (G, ∗) baigtinio indekso pogrupiai, tai ir H1∩H2∩. . .∩Hs

yra grupės G baigtinio indekso pogrupis.

4. 10. Dabar apibrėšime svarbius grupės pogrupius: grupės centra
‘
ir grupės komu-

tanta
‘
.

Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) poibis Z(G) =: {g ∈ G| (∀x ∈ G)(g ∗ x = x ∗ g)} yra
vadinamas grupės G centru.

Teiginys. Grupės (G, ∗) centras Z(G) yra grupės G pogrupis.

I
‘
rodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad Z(G) 6= ∅, nes 1 ∈ Z(G). Dabar patrikrin-

sime pogrupio apibrėžimo abi sa
‘
lygas.

1. Sakykime, g1, g2 ∈ Z(G). Tuomet kiekvienam x ∈ G, (g1 ∗ g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) =
g1 ∗ (x ∗ g2) = (g1 ∗ x) ∗ g2 = (x ∗ g1) ∗ g2 = x ∗ (g1 ∗ g2) . I

‘
rodėme: jei g1, g2 ∈ Z(G), tai ir

g1 ∗ g2 ∈ Z(G).
2. Lieka i

‘
rodyti: jei g ∈ Z(G), tai ir g−1 ∈ Z(G). Jei g ∈ Z(G), tai kiekvienam x ∈ G,

g ∗ x = x ∗ g. Pastaroji lygybė ekvivalenti lygybei: kiekvienam x ∈ G, x ∗ g−1 = g−1 ∗ x.
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Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) elementu
‘
g ir h komutatoriumi yra vadinamas elementas

g ∗ h ∗ g−1 ∗ h−1 ir žymimas [g, h]. Grupės G pogrupis, generuotas grupės G elementu
‘

komutatoriu
‘
[g, h], g, h ∈ G, yra vadinamas grupės G komutantu ir žymimas G′. Kitaip

tariant: G′ =
[
{[g, h]| g, h ∈ G}

]
.

Pastaba. Bendruoju atveju grupės dvieju
‘

komutatoriu
‘

sandauga nėra šios grupės
komutatorius. Pateikite pavyzdžiu

‘
.

Pratimai.

1. I
‘
rodykite, kad grupės S4 centras Z(S4) = {id}.

2. Raskite grupiu
‘
Aff(Q), Aff(R) centrus Z(Aff(Q)), Z(Aff(R)).

3. Raskite grupiu
‘
Aff(Q), Aff(R) komutantus Aff(Q)′, Aff(R)′.

4. Raskite diedro grupiu
‘
Dn, n ≥ 3 centrus ir komutantus.

5. Normalieji pogrupiai

5. 1. Kaip matėme anksčiau, grupės (G, ∗) skaidiniai pogrupio H kairiosiomis ir
dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis bendru atveju yra skirtingi.Specialiu atveju, kai G –
komutatyvi grupė, grupės G skaidiniai bet kurio pogrupio kairiosiomis ar dešiniosiomis
gretutinėmis klasėmis sutampa. Bet ir nekomutatyviu

‘
ju

‘
grupiu

‘
(G, ∗) skaidiniai tam tikru

‘

pogrupiu
‘
H kairiosiomis ir dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis, kaip pamatysime, taipogi

sutampa ir šiuo atveju galėsime apibrėžti nauja
‘
grupe

‘
, – grupės G fatorgrupe

‘
G/H pagal

pogrupi
‘
H.

Apibrėžimas. Grupės (G, ∗) pogrupis H yra vadinamas normaliuoju (invariantiniu),
jei kiekvienam g ∈ G, g ∗H = H ∗ g.

1. Pastaba. Kadangi g ∗ H = H = H ∗ g, jei g ∈ H, tai normaliojo pogrupio H

apibrėžime pakanka reikalauti, kad kiekvienam g ∈ G \H būtu
‘
g ∗H = H ∗ g.

2. Pastaba. Normaliojo pogrupio apibrėžime kiekvienam g ∈ G lygybės g∗H = H∗g
yra suprantamos kaip aibiu

‘
lygybės. Remdamiesi lygybe g ∗ H = H ∗ g negalime daryti

ǐsvados, kad bet kuriems g ∈ Girh ∈ H teisinga lygybė g ∗ h = h ∗ g. Pavyzdžiui, imkime

G = S3 = {1, σ, σ2, τ, σ ∗ τ, σ2 ∗ τ | σ3 = τ2 = 1, τ ∗ σ ∗ τ = σ2}, H = {1, σ, σ2}.

Tuomet
τ ∗H = {τ, τ ∗ σ, τ ∗ σ2} = {τ, σ2 ∗ τ, σ ∗ τ} = H ∗ τ,

bet τ ∗ σ 6= σ ∗ τ .

5. 2. Teiginys. Grupės (G, ∗) pogrupis H yra normalusis, jei

g ∈ G, h ∈ H ⇒ g ∗ h ∗ g−1 ∈ H.
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I
‘
rodymas. Jei g ∈ G, h ∈ H ⇒ g∗h∗g−1 ∈ H, tai kiekvienam g ∈ G, g∗H∗g−1 ⊂ H.

Bet jei kiekvienam g ∈ G, g ∗H ∗g−1 ⊂ H, tai ir g−1 ∗H ∗g = g−1 ∗H ∗ (g−1)−1 ⊂ H, t. y.
kiekvienam g ∈ G, g−1∗H∗g ⊂ H. Bet, kiekvienam g ∈ G, g∗H∗g−1 ⊂ H, g−1∗H∗g ⊂ H

(g−1 ∗H ∗(g−1)−1 ⊂ H ekvivalentu H ⊂ g∗Hg−1), tai kiekvienam g ∈ G, g∗H ∗g−1 = H.
Pastorosios lygybės g ∗H ∗ g−1 = H ekvivalenčios lygybėms g ∗H = H ∗ g, g ∈ G. 4

Pavyzdžiai.

1. Kiekvienas Abelio grupės (G, ∗) pogrupis yra normalusis.

2. Diedro grupės Dn = {σi ∗ τ j | 0 ≤ i < n, 0 ≤ j ≤ 1, σn = τ2 = 1, τ ∗ σ ∗ τ =
σ−1}, n ≥ 3, ciklinis pogrupis [σ] = {σj | 0 ≤ j < n, σn = 1} yra normalusis, o pogrupiai
Hj = {1, σj ∗ τ}, čia 0 ≤ j < n, nėra normalieji. Pavyzdžiui, σ ∗Hj ∗σ−1 = {1, σj+2 ∗ τ} 6=
Hj , 0 ≤ j < n (priminsime: σn = 1, n ≥ 3).

3. Afiniosios grupės Aff(R) = ({Tα,a| α ∈ R
∗, a ∈ R}, ◦) pogrupis H = {T1,a| a ∈ R}

yra normalusis. Iš tikru
‘
ju

‘
: jei Tα,a ∈ Aff(R), T1,b ∈ H, tai

Tα,a ◦ T1,b ◦ T−1
α,a = Tα,a+αb ◦ Tα−1,−α−1a = T1,αb ∈ H

(priminsime: Tα,a ◦ Tβ,b = Tαβ,a+αb, T
−1
α,a = Tα−1,−α−1a).

Grupės Aff(R) pogrupis K = {Tα,0| α ∈ R} nėra normalusis, nes, pavyzdžiui, Tα,0 ∈
K, α 6= 0, o T1,a ◦ Tα,0 ◦ T−1

1,a = Tα,a ◦ T1,−a = Tα,a−αa 6⊂ K, jei a 6= 0, α 6= 1.

Pratimai.

1. I
‘
rodykite, kad grupės (G, ∗) indekso 2 pogrupis H grupėje G yra normalusis.

2. I
‘
rodykite: jei H yra grupės (G, ∗) normalusis pogrupis, K – grupės G pogrupis, tai

H ∗K = K ∗H yra grupės G pogrupis.

3. I
‘
rodykite: jei H,K yra grupės (G, ∗) normalieji pogrupiai, tai H ∗K yra grupės G

normalusis pogrupis.

4. I
‘
rodykite: jei H yra grupės (G, ∗) normalusis pogrupis, K – grupės G pogrupis, tai

H ∩K yra grupės K normalusis pogrupis.

5. I
‘
rodykite: jei H yra grupės (G, ∗) pogrupis, tai

⋂
g∈G

g ∗ H ∗ g−1 yra grupės G

normalusis pogrupis.

6. I
‘
rodykite: jei H yra grupės (G, ∗) baigtinio indekso pogrupis, tai ir

⋂
g∈G

g∗H∗g−1 =

r⋂
i=1

gi ∗H ∗ g−1
i yra grupės G baigtinio indekso normalusis pogrupis, čia G = g1 ∗H ∪ g2 ∗

H ∪ . . . ∪ gr ∗H – grupės G skaidinys pogrupio H skirtingomis kairiosiomis gretutinėmis
klasėmis.

7. I
‘
rodykite, kad grupės (G, ∗) centras Z(G) yra grupės G normalusis pogrupis.
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8. I
‘
rodykite, kad grupės (G, ∗) komutantas G′ yra grupės G normalusis pogrupis.

6. Grupės faktorgrupė pagal normalu
‘
ji
‘
pogrupi

‘

6. 1. Tarkime, kad H yra grupės (G, ∗) normalusis pogrupis. Tuomet faktoraibės
G/H ir H\G yra lygios. Faktoraibėje G/H apibrėšime jos elementu

‘
kompozicijos dėsni

‘

(sandauga
‘
) ∗ taip:

(g1 ∗H) ∗ (g2 ∗H) =: g1 ∗ g2 ∗H

Galite i
‘
sitikinti, kad taip apibrėžtas faktoraibės G/H elementu

‘
kompozicijos dėsnis neprik-

lauso nuo pogrupio H gretutiniu
‘
klasiu

‘
atstovu

‘
. Be to, pogrupio H gretutiniu

‘
klasiu

‘
g1∗H

ir g2 ∗ H sandauga
‘
galime apibrėžti kaip grupės G poaibi

‘
, sudaryta

‘
ǐs poaibiu

‘
g1 ∗ H ir

g2 ∗H elementu
‘
sandaugu

‘
x ∗ y, x ∈ g1 ∗H, y ∈ g2 ∗H. Visais atvejais gauname viena

‘
ir

ta
‘
pati

‘
rezultata

‘
. Galite i

‘
sitikinti, kad taip apibrėže

‘
faktoraibės G/H elementu

‘
sandauga

‘
,

gauname grupe
‘
(G/H, ∗)

Apibrėžimas. Tarkime, kad H yra grupės (G, ∗) normalusis pogrupis. Grupė
(G/H, ∗) yra vadinama grupės G faktorgrupe pagal normalalu

‘
ji
‘
pogrupi

‘
H.

6. 2. Teiginys. Grupės (G, ∗) faktorgrupė (G/G′, ∗) pagal grupės G komutanta
‘
G′

yra komutatyvi grupė.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad x ∗G′, y ∗G′ ∈ G/G′, x, y ∈ G. Tuomet (x ∗G′) ∗ (y ∗G′) =

x∗y∗G′ = y∗x∗G′ = (y∗G′)∗(x∗G′), nes (x∗y)∗(y∗x)−1 = x∗y∗x−1∗y−1 = [x, y] ∈ G′.
4

Teiginys. Jei grupės (G, ∗) faktorgrupė (G/H, ∗) pagal grupės G normalu
‘
ji
‘
pogrupi

‘

H yra komutatyvi grupė, tai G′ ⊂ H, čia G′ – grupės G komutantas.

I
‘
rodymas. Kadangi bet kuriems x, y ∈ G, (x ∗H) ∗ (y ∗H) = (y ∗H) ∗ (x ∗H), tai

bet kuriems x, y ∈ G, x ∗ y ∗H = y ∗ x ∗H. Iš pastarosios lygybės gauname: bet kuriems
x, y ∈ G, (x ∗ y) ∗ (y ∗x)−1 = x ∗ y ∗x−1 ∗ y−1 = [x, y] ∈ H. Kadangi bet kuriems x, y ∈ G,
[x, y] ∈ H, tai G′ ⊂ H. 4

Pratimai.

1. Raskite diedro grupiu
‘
Dn, n ≥ 3 faktorgrupes pagal ju

‘
centrus ir komutantus.

2. Raskite grupiu
‘
Aff(Q) ir Aff(R) faktorgrupes pagal ju

‘
komutantus Aff(Q)′ ir

Aff(R)′.

7. Homomorfizmai

7. 1. Nagrinėsime tokius atvaizdžius, vadinamus homomorfizmais, apibrėžtus vienoje
grupėje ir i

‘
gyjančius reikšmes kitoje grupėje, kurie ǐssaugo grupės struktūra

‘
. Izomorfizmas,

– tai bijektyvus homomorfizmas. Jei tarp dvieju
‘
tiriamu

‘
objektu

‘
egzistuoja izomorfizmas,
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tai tie objektai struktūriniu teorijos požiūriu identǐski. Nagrinėjami izomorfiniai objek-
tai gali būti labai skirtingai apibrėžiami. Todėl nepaprastai svarbu sugebėti atpažinti
izomorfinius objektus ir skirti neizomorfinius. Idealiausias atvejis būtu

‘
visus tiriamus ob-

jektus suklasifikuoti, t. y. sudaryti visu
‘

tarp save
‘
s neizomorfiniu

‘
objektu

‘
sa

‘
raša

‘
toki

‘
,

kad kiekvienas duotoje teorijoje tiriamas objektas būtu
‘
izomorfinis vienam ir tik vienam

objektui ǐs pateikto sa
‘
rašo. Bet, deja, grupiu

‘
klasifikacija, – neǐssprendžiamas uždavinys.

Neegzistuoja algoritmo atpažinti izomorfinėms grupėms. Ši
‘
nepaprastai gilu

‘
fakta

‘
griežtai

i
‘
rodė P. Novikovas.

Daug yra pasiekta tiriant tik atskiras grupiu
‘
klases.

Apibrėžimas. Tarkime, kad (G, ∗), (H, ◦) – grupės. Atvaizdis f : G → H yra
vadinamas homomorfizmu, jei bet kuriems g1, g2 ∈ G,

f(g1 ∗ g2) = f(g1) ◦ f(g2).

Homomorfizmas f yra vadinamas izomorfizmu, jei f – bijekcija. Grupės (G, ∗) ir (H, ◦) yra
vadinamos izomorfinėmis ir rašoma (G, ∗) ∼= (H, ◦), jei egzistuoja bent vienas izomorfizmas
f : G → H. Izomorfizmas f : G → G yra vadinamas grupės (G, ∗) automorfizmu.

Pavyzdžiai.

1. Grupės (R∗
+, ∗) ir (R,+) yra izomorfinės, ln : R

∗
+ → R – izomorfizmas (i

‘
sitikinkite).

2. Grupės (Z,+) ir (5Z,+) – izomorfinės, f : Z → 5Z, f(n) = 5n, n ∈ Z, – izomorfiz-
mas.

3. (Z,+), ({1,−1}, ∗) – grupės, atvaizdis f : Z → {1,−1}, f(n) = (−1)n, n ∈ Z yra
homomorfizmas.

4. (Q∗, ∗) – grupė, atvaizdis f : Q
∗ → Q

∗, f(α) = α3, α ∈ Q
∗, yra grupės (Q∗, ∗)

automorfizmas.

5. (Z,+) – grupė, atvaizdis f : Z → Z, f(n) = 5n, n ∈ Z, yra homomorfizmas.

6. Atvaizdis f : Q → Q, f(α) = 5α, α ∈ Q, yra grupės (Q,+) automorfizmas.

7. Atvaizdis f : Q → Q, f(α) = aα, α, a ∈ Q, a 6= 0, yra grupės (Q,+) automorfizmas.

8. Atvaizdis f : R → R, f(α) = aα, α, a ∈ R, a 6= 0, yra grupės (R,+) automorfizmas.

7. 2. I
‘
rodysime keleta

‘
paprastu

‘
faktu

‘
apie homomorfizmus.

Teiginys. Jei (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – homomorfizmas, tai
1. f(1G) = 1H , čia 1G – grupės G vienetas, 1H – grupės H vienetas;
2. Kiekvienam g ∈ G, f(g−1) = f(g)−1.

I
‘
rodymas. 1. f(1G) = f(1G ∗ 1G) = f(1G) ◦ f(1G). Lygybės f(1G) ◦ f(1G) = f(1G)

abi puses padaugine
‘
, pavyzdžiui, ǐs kairės ǐs elemento f(1G)−1, gauname:

f(1G)−1 ◦ ((1G) ◦ f(1G)) = f(1G)−1 ◦ f(1G) = 1H .
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Kairioji šios lygybės pusė, kaip nesunku matyti, yra f(1G). Taigi f(1G) = 1H .
2. Kadangi f(1G) = 1H , tai f(g ∗g−1) = f(g)◦f(g−1) = 1H . Panašiai galima gauti

lygybe
‘
: f(g−1) ◦ f(g) = 1H . Vadinasi, kiekviemam g ∈ G, f(g−1) = f(g)−1 (remiantis

elementui atvirkštinio elemento apibrėžimu). 4

7. 3. Apibrėžimas. Tarkime, (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – homomorfizmas.
Grupės G poaibis

Ker f =: {g ∈ G| f(g) = 1H}

yra vadinamas homomorfizmo f branduoliu.

Teiginys. Tarkime, (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – homomorfizmas. Homomor-
fizmo f branduolys Ker f yra grupės G normalusis pogrupis.

I
‘
rodymas. 1G ∈ Ker f , nes f(1G) = 1H . Vadinasi, Ker f 6= ∅. Pirmiausia i

‘
rodysime,

kad Ker f yra grupės G pogrupis.
1. Sakykime, g1, g2 ∈ Ker f , t. y. f(g1) = 1H , f(1H) = 1H . Tuomet f(g1 ∗ g2) =

f(g1) ◦ f(g2) = 1H ◦ 1H = 1H , t. y. g1 ∗ g2 ∈ Ker f .
2. Sakykime, g ∈ Ker f , t. y. f(g) = 1H . Tuomet f(g−1) = f(g)−1 = 1−1

H = 1H , t. y.
g−1 ∈ Ker f .

Taigi Ker f – grupės G pogrupis. Dabar i
‘
sitikinsime, kad Ker f yra grupės G nor-

malusis pogrupis. Tuo tikslu i
‘
rodysime: jei g ∈ G, g′ ∈ Ker f , tai g ∗ g′ ∗ g−1 ∈ Ker f .

Tikriname: f(g∗g′ ∗g−1) = f(g)◦f(g′)◦f(g−1) = f(g)◦1H ◦f(g−1) = f(g)◦f(g−1) = 1H

(nes f(g−1) = f(g)−1). 4

Teiginys. Tarkime, (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – homomorfizmas. Jei Ker f =
{1G}, tai f – injektyvus homomorfizmas.

I
‘
rodymas. Jei f(g1) = f(g2), tai f(g1) ◦ f(g2)−1 = 1H . Bet f(g1) ◦ f(g2)−1 =

f(g1) ◦ f(g−1
2 ) = f(g1 ∗ g−1

2 ) = 1H . Vadinasi, g1 ∗ g−1
2 ∈ Ker f = {1G}, t. y. g1 ∗ g−1

2 = 1G

arba g1 = g2. 4

Išvada. Baigtinės izomorfinės grupės (G, ∗), (H, ◦) vienos ir tos pačios eilės elementu
‘

turi viena
‘
ir ta

‘
pati

‘
skaičiu

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad f : G → H – izomorfizmas, g ∈ G, – n-tos eilės elementas

(t. y. gn = 1G, bet gj 6= 1G, jei 0 < j < n). Tuomet f(gn) = f(g)n = 1H , bet
f(gj) = f(g)j 6= 1H , kai 0 < j < n, nes gj 6= 1G ir f – bijekcija. 4

7. 4. Pavyzdžiui, remdamiesi pastara
‘
ja ǐsvada, i

‘
sitikinsime, kad diedro grupė D12

nėra izomorfinė grupei S4 (kieviena ǐs šiu
‘
grupiu

‘
turi po 24 elementus). Iš tikru

‘
ju

‘
: grupė

D12 2-os eilės elementu
‘
turi 13, o grupė S4 2-os eilės elementu

‘
turi tik 9. Grupės D2n−1

ir (P(Nn),	), čia n > 2, taip pat nėra izomorfinės, nors |D2n−1 | = |(P(Nn)| = 2n. Grupė
(P(Nn),	) – komutatyvi, o grupė D2n−1 nėra komutatyvi.
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Pratimai.

1. I
‘
rodykite, kad grupės (G, ∗) automorfizmu

‘
aibė Aut(G, ∗) atvaizdžiu

‘
kompozicijos

◦ atžvilgiu sudaro grupe
‘
(Aut(G, ∗), ◦).

Pastaba. Priminsime, kad anksčiau pakankamai bendru atveju apibrėžėme aibės X

su struktūta F (algebrine ar kitokia) simetriju
‘
grupe

‘
(Aut(X,F), ◦) [?]. Aibės X atveju

Aut(X) žymėjome visu
‘

bijekciju
‘

f : X → X aibe
‘
. Ir šiuo atveju (Aut(X), ◦) galime

interpretuoti kaip aibės X simetriju
‘
grupe

‘
ir šis žymėjimas yra suderintas su ankstesniu

žymėjimu (Aut(X,F), ◦), kai F = ∅. Jei aibėje G yra apibrėžta grupės struktūra, tai
Aut(G, ∗) žymime visu

‘
bijekciju

‘
f : G → G, ǐssaugančiu

‘
grupės G struktūra

‘
, aibe

‘
. Ir

šiuo atveju grupe
‘
(Aut(G, ∗), ◦) galime interpretuoti kaip grupės G simetriju

‘
grupe

‘
. Kaip

matome, visi žymėjimai yra suderinti ir jokiu
‘
dviprasmybiu

‘
negali ǐskilti. Sutarsime grupės

G automorfizmu
‘
grupės (Aut(G, ∗), ◦) žymėjima

‘
sutrumpinti ir vietoje (Aut(G, ∗), ◦) rašyti

Aut(G).

2. Kiekvienam grupės (G, ∗) elementui g galime priskirti izomorfizma
‘

fg : G →
G, fg(x) = g ∗ x ∗ g−1, x ∈ G, vadinama

‘
grupės G vidiniu automorfizmu. I

‘
sitikinkite,

kad fg ǐs tikru
‘
ju

‘
yra grupės G automorfizmas. Visu

‘
grupės G vidiniu

‘
automorfizmu

‘
aibė

Int(G) atvaizdžiu
‘
kompozicijos ◦ atžvilgiu sudaro grupe

‘
(Int(G), ◦) – vadinama

‘
grupės

G vidiniu
‘
automorfizmu

‘
grupe. Šia

‘
grupe

‘
sutarkime žymėti Int(G). Grupė Int(G) yra

izomorfinė grupei G/Z(G).

3. I
‘
rodykite, kad atvaizdis F : G → Int(G), F (g) = fg, g ∈ G, čia fg : G → G, fg(x) =

g ∗ x ∗ g−1, x ∈ G, – grupės G vidinis automorfizmas, yra homomorfizmas. I
‘
rodykite, kad

šio homomorfizmo branduolys Ker F yra grupės G centras Z(G) (priminsime: Z(G) =:
{g ∈ G| g ∗ x = x ∗ g, x ∈ G}). Galima apibrėžti grupės G ǐsoriniu

‘
automorfizmu

‘
grupe

‘

kaip Aut(G)/Int(G).

4. I
‘
rodykite, kad grupės (G, ∗) vidiniu

‘
automorfizmu

‘
grupė Int(G) yra grupės G visu

‘

automorfizmu
‘
grupės Aut(G) normalusis pogrupis.

5. Raskite diedro grupiu
‘
D6, D7, D8 vidiniu

‘
automorfizmu

‘
grupes (raskite šiu

‘
grupiu

‘

centrus, o po to faktogrupes D6/Z(D6), D7/Z(D7), D8/Z(D8).

6. Raskite grupiu
‘
Aff(Q),Aff(R) vidiniu

‘
automorfizmu

‘
grupes.

7. Raskite grupės S4 vidiniu
‘
automorfizmu

‘
grupe

‘
.

8. I
‘
rodykite, kad Abelio grupės G vidiniu

‘
automorfizmu

‘
grupė Int(G) = {id}.

9. Tarkime, kad f : X → X – bijekcija. Ar aibės X bijekcija f generuoja grupės
(P(X),	) automorfizma

‘
?

7. 5. Teiginys. Tarkime, (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – homomorfizmas.
Tuomet

1. Jei K – grupės G pogrupis, tai f(K) yra grupės H pogrupis.
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2. Jei N – grupės H pogrupis, tai f−1(N) yra grupės G – pogrupis ir Ker f ⊂
f−1(N).

3. Jei N – grupės H normalusis pogrupis, tai f−1(N) yra grupės G normalusis
pogrupis.

4. Jei f – siurjektyvus homomorfizmas (t. y. f(G)=H), K – grupės G normalusis
pogrupis, tai ir f(K) yra grupės H normalusis pogrupis.

I
‘
rodymas. 1. Sakykime, y1, y2 ∈ f(K). Tuomet egzistuoja tokie k1, k2 ∈ K, kad

f(k1) = y1, f(k2) = y2. Vadinasi, y1 ∗ y−1
2 = f(k1) ◦ f(k2)−1 = f(k1) ◦ f(k−1

2 ) = f(k1 ∗
k−1
2 ) ∈ f(K), nes k1 ∗ k−1

2 ∈ K.
2. Sakykime, x1, x2 ∈ f−1(N), t. y. f(x1), f(x2) ∈ N . Tuomet x1 ∗ x−1

2 ∈ f−1(N),
nes f(x1∗x−1

2 ) = f(x1)◦f(x2)−1 ∈ N (priminsime: N yra pogrupis ir jei f(x1), f(x2) ∈ N ,
tai f(x1) ◦ f(x2)−1 ∈ N). Kadangi 1H ∈ N , tai f−1(1H) = Ker f ⊂ f−1(N).

3. Sakykime, g ∈ G, x ∈ f−1(N). Tuomet g ∗ x ∗ g−1 ∈ f−1(N), nes f(g ∗ x ∗ g−1) =
f(g) ◦ f(x) ◦ f(g)−1 ∈ N (N –normalusis pogrupis, f(x) ∈ N).

4. Sakykime, h ∈ H, y ∈ f(K). Vadinasi, egzistuoja toks g ∈ G, kad f(g) = h

ir egzistuoja toks k ∈ K, kad f(k) = y. Tuomet h ◦ y ◦ h−1 = f(g) ◦ f(k) ◦ f(g)−1 =
f(g ∗ k ∗ g−1) ∈ f(K), nes g ∗ k ∗ g−1 ∈ K (priminsime, kad K – normalusis pogrupis,
k ∈ K). 4

Teorema. Jei H,K yra grupės (G, ∗) pogrupiai, H – normalusis pogrupis, tai H∗K =
K ∗H yra grupės G pogrupis.

I
‘
rodymas. Priminsime, kad H∗K = {h∗k| h ∈ H, k ∈ K. Sakykime, h1∗k1, h2∗k2 ∈

H∗K. Tuomet h1∗k1(h2∗k2)−1 = h1∗k1∗k2∗h2 = h1∗(k1∗k−1
2 )∗h−1

2 ∗(k1∗k−1
2 )−1∗k1∗k−1

2 ∈
H ∗K, nes h1 ∈ H, (k1 ∗ k−1

2 ) ∗ h−1
2 ∗ (k1 ∗ k−1

2 )−1 ∈ H (todėl, kad H normalusis pogrupis,
h−1

2 ∈ H, k1 ∗ k−1
2 ∈ G), o k1 ∗ k−1

2 ∈ K (K – pogrupis, vadinasi, jei k1, k2 ∈ K, tai ir
k1 ∗ k−1

2 ∈ K). Taigi i
‘
rodėme, kad H ∗K yra grupės G pogrupis. Jei k ∗ h ∈ K ∗H, tai

(k ∗ h ∗ k−1) ∗ k ∈ H ∗K, t. y. K ∗H ⊂ H ∗K. Panašiai i
‘
rodoma, kad H ∗K ⊂ K ∗H.

Taigi H ∗K = K ∗H. 4

7. 6. Teiginys. Tarkime, (G, ∗), (H, ◦) – grupės, N – grupės G pogrupis, f : G → H

– homomorfizmas. Tuomet

f−1(f(N)) = N ∗Ker f = Ker f ∗N

I
‘
rodymas. Akivaizdu, kad N ⊂ f−1(f(N)) ir Ker f ⊂ f−1(f(N)) (kadangi 1H ∈

f(N), o Ker f = f−1(1H)). Vadinasi, N ∗ Ker f ⊂ f−1(f(N)), nes f−1(f(N)) – grupės
G pogrupis (žr.[?]). Tarkime, kad x ∈ f−1(f(N)). Tuomet f(x) ∈ f(N). Vadinasi,
egzistuoja toks k ∈ N , kad f(k) = f(x). Lygybe

‘
f(k) = f(x), čia k ∈ N,x ∈ f−1(f(N)),

perrašome taip: 1H = f(k)−1 ◦ f(x) = f(k−1 ∗ x). Matome, kad k−1 ∗ x ∈ Ker f , čia
k ∈ N,x ∈ f−1(f(N)). Vadinasi, x ∈ k ∗ Ker f ⊂ N ∗ Ker f . I

‘
rodėme: f−1(f(N)) =

N ∗Ker f = Ker f ∗N . 4
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Išvada. Jei (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – siurjektyvus homomorfizmas, tai
atvaizdis F , apibrėžtas grupės H visu

‘
pogrupiu

‘
aibėje

H ⊃ K
F⇒ f−1(K) ⊂ G,

čia K – grupės H pogrupis, yra bijekcija tarp grupės H visu
‘
pogrupiu

‘
ir grupės G visu

‘

tokiu
‘
pogrupiu

‘
N , kad Ker f ⊂ N . Be to, f−1(K) – grupės G normalusis pogrupis tada

ir tik tada, kai K yra grupės H normalusis pogrupis.

I
‘
rodymas. Sakykime, K, K1,K2 –grupės H pogrupiai. Akivaizdu, kad jei K1 6= K2,

tai F (K1) = f−1(K1) 6= f−1(K2) = F (K2),Ker f ⊂ f−1(K) = F (K). Jei N grupės G

toks pogrupis, kad Ker f ⊂ N , tai f(N) yra grupės H pogrupis ir F (f(N)) = f−1(f(N)) =
N ∗Ker f = N . Remiantis teiginiu (žr.[?]) paskutinis ǐsvados teiginys akivaizdus. 4

7. 7. Pirmoji teorema apie izomorfizma
‘
. Tarkime, kad (G, ∗), (H, ◦) – grupės,

f : G → H – homomorfizmas. Tuomet grupės G faktorgrupė G/Ker f pagal homomorfizmo
f branduoli

‘
Ker f yra izomorfinė grupei f(G) ⊂ H.

I
‘
rodymas. Kadangi homomorfizmo f branduolys Ker f yra grupės G normalusis

pogrupis, tai galima nagrinėti grupės G faktorgrupe
‘
G/Ker f pagal Ker f . Apibrėžkime

atvaizdi
‘

f̄ : G/Ker f → H, f̄(g ∗ Ker f) =: f(g), g ∈ G. I
‘
sitikinsime, kad atvaizdis

f̄ korektǐskai apibrėžtas, t. y. nepriklauso nuo normaliojo pogrupio Ker f kairiosios
gretutinės klasės g ∗Ker f atstovo parinkimo. Jei g1 ∗Ker f = g2 ∗Ker f , g−1

1 ∗g2 ∈ Ker f .
Vadinasi, f(g−1

1 ∗ g2) = 1H arba f(g1) = f(g2). Iš pastoriosios lygybės gauname: jei
g1 ∗Ker f = g2 ∗Ker f , tai f̄(g1 ∗Ker f) = f̄(g2 ∗Ker f).

Atvaizdis f̄ : G/Ker f → H yra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
: bet kuriems g1, g2 ∈ G,

f̄((g1 ∗Ker f) ∗ (g2 ∗Ker f)) = f̄(g1 ∗ g2 ∗Ker f) =

= f(g1 ∗ g2) = f(g1) ◦ f(g2) = f̄(g1 ∗Ker f) ◦ f̄(g2 ∗Ker f).

Dabar i
‘
sitikinsime, kad f̄ – injektyvus homomorfizmas. Sakykime, f̄(g1 ∗ Ker f) =

f̄(g2 ∗ Ker f), t. y. f(g1) = f(g2). Lygybe
‘

f(g1) = f(g2) perrašykime taip: 1H =
f(g)−1 ◦ f(g2) = f(g−1

1 ∗ g2). Vadinasi, g−1
1 ∗ g2 ∈ Ker f , t. y. g1 ∗Ker f = g2 ∗Ker f .

Grupės G/Ker f vaizdas yra f̄(G/Ker f) = f(G). Taigi f̄ : G/Ker f → f(G) –
bijektyvus homomorfizmas, t. y. izomorfizmas. 4

Išvada. Jei (G, ∗), (H, ◦) – grupės, f : G → H – siurjektyvus homomorfizmas, tai
grupė G/Ker f yra izomorfinė grupei H.

7. 8. Antroji teorema apie izomorfizma
‘
. Jei H,K yra grupės (G, ∗) pogrupiai,

H – normalusis pogrupis, tai H ∩K yra grupės K normalusis pogrupis ir grupė K/K ∩H

yra izomorfinė grupei H ∗K/H.

I
‘
rodymas. Atvaizdis j : G → G/H, j(g) = g ∗H, g ∈ G, yra grupiu

‘
homomorfizmas.

Iš tikru
‘
ju

‘
: j(g1 ∗g2) = g1 ∗g2 ∗H = (g1 ∗H)∗(g2 ∗H) = j(g1)∗j(g2), g1, g2 ∈ G. Akivaizdu,
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kad Ker j = H. Rasime pogrupio K vaizda
‘
j(K): j(K) = {k ∗H| k ∈ K} yra sudarytas

ǐs pogrupio H kairiu
‘
ju

‘
(tas pats, kas ir ǐs dešiniu

‘
ju

‘
) gretutiniu

‘
klasiu

‘
k ∗H, k ∈ K. Taigi

j(K) = K ∗ H/H. Homomorfizmo j
∣∣
K

: K → G/H branduolys Ker j
∣∣
K

= K ∩ H.
Remdamiesi 1-a

‘
ja teorema apie izomorfizma

‘
, gauname: grupė K/K ∩ H yra izomorfinė

grupei K ∗H/H. 4

Išvada. Jei K, H – baigtinės grupės (G, ∗) pogrupiai, H – normalusis pogrupis, tai
|K ∗H||K ∩H| = |H||K|.

I
‘
rodymas. Kadangi grupės K/K ∩H ir K ∗H/H yra izomorfinės, tai

∣∣K/K ∩H
∣∣ =∣∣K ∗H/H

∣∣. Iš šios lygybės gauname: |K|/|K ∩H| = |K ∗H|/|H| arba |K ∗H||K ∩H| =
|K||H|. 4

7. 9. Trečioji teorema apie izomorfizma
‘
. Jei K, H – grupės (G, ∗) normalieji

pogrupiai ir K ⊂ H, tai H/K yra grupės G/K normalusis pogrupis ir grupė G/K
/
H/K

yra izomorfinė grupei G/H.

I
‘
rodymas. Šia

‘
teorema

‘
i
‘
rodyti paliekame skaitytojui.

8. Grupiu
‘
tiesioginės sandaugos

8. 1. Jei grupė (G, ∗) turi normalu
‘
ji
‘
pogrupi

‘
H, pagal kuri

‘
grupės G faktorgrupė

G/H yra izomorfinė grupei K, tai grupė G yra vadinama grupės H plėtiniu grupe K.
Bendruoju atveju aprašyti grupės H plėtinius grupe K, – gana sudėtingas uždavinys. Šio
bendrojo uždavinio paprastesni variantai, – tai grupiu

‘
H ir K pusiautiesioginės ir tiesioginė

sandaugos. Dabar aptarsime grupiu
‘
tiesiogine

‘
sandauga

‘
.

Tarkime, (H, ∗), (K, ◦) – grupės. Apibrėžkime aibiu
‘
H ir K Dekarto sandaugos H×K

elementu
‘
daugyba

‘
•:

(h1, k1) • (h2, k2) =: (h1 ∗ h2, k1 ◦ k2), (h1, k1), (h2, k2) ∈ H ×K.

Akivaizdu, kad aibės (H × K elementu
‘

daugyba • yra asociatyvi, (1H , 1K) – šios
daugybos atžvilgiu vienetas, elementui (h, k) atvirkštinis elementas yra (h−1, k−1). Kaip
matome, aibė H ×K jos elementu

‘
daugybos • atžvilgiu yra grupė.

Apibrėžimas. Grupė (H×K, •) yra vadinama grupiu
‘
(H, ∗), (K, ◦) ǐsorine tiesiogine

sandauga, o grupės (H, ∗), (K, ◦) – tiesioginės sandaugos komponentėmis.

Pastabos.

1. Tikriausiai pastebėjote, kad grupiu
‘
tiesioginės sandaugos apibrėžime skirtingoms

grupėms naudojome skirtingus grupiu
‘
elementu

‘
daugybos ženklus. Tai darėme norėdami

pabrėžti, kad gali būti imamos bet kokios grupės, o šias grupes tiesiogiai sudaugine
‘
, gau-

name visǐskai nauja
‘
grupe

‘
. Grupiu

‘
(H, ∗), (K, ◦) tisioginės sandaugos elementu

‘
daugybos

ženkla
‘

būtu
‘

logǐska žymėti ∗ × ◦. Bet tai per daug gremėzdǐska. Sutarkime nuo šiol
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grupiu
‘
elementu

‘
daugybos ženklus vėl žymėti žvaigždute, tašku ar kokiu nors kitokiu sim-

boliu arba visǐskai praleisti. Tarp tiesioginės sandaugos komponenčiu
‘
elementu

‘
dažniausiai

kompozicijos ženklu
‘
nerašysime. Grupiu

‘
H ir K ǐsorine

‘
tiesiogine

‘
sandauga

‘
dažniausiai

žymėsime H ×K.

2. Grupės H × K ir K × H yra izomorfinės: atvaizdis f : H × K → K × H,
f((h, k)) = (k, h), h ∈ H, k ∈ K yra izomorfizmas.

8. 2. Jei (H ×K, ∗) yra grupiu
‘
H ir K ǐsorinė tiesioginė sandauga, tai grupės H ×K

pogrupiai H̃ =: {(h, 1K)| h ∈ H} ir K̃ =: {(1H , k)| k ∈ K} yra izomorfiniai grupėms H ir
K. Grupės H ×K pogrupiai H̃ ir K̃ tenkina sa

‘
lygas:

1. Kiekvienas grupės H × K elementas (h, k) yra ǐsreǐskiamas pogrupiu
‘

H̃ ir K̃

elementu
‘
(h, 1K) ir (1H , k) sandauga: (h, k) = (h, 1K) ∗ (1H , k);

2. H̃ ir K̃ yra normalieji pogrupiai;
3. H̃ ∩ K̃ = {(1H , 1K)}.

I
‘
rodysime 2-a

‘
ja

‘
ǐs šiu

‘
savybiu

‘
.

Jei (h′, k′) ∈ H×K, (h, 1K) ∈ H̃, tai (h′, k′)∗ (h, 1K)∗ (h′, k′)−1 = (h′hh′−1, 1K) ∈ H̃.
Panašiai i

‘
rodoma, kad K̃ taip pat yra grupės H ×K normalusis pogrupis.

Grupės H × K pogrupiu
‘
H̃ ir K̃ 1-a

‘
ja

‘
, 2-a

‘
ja

‘
ir 3-ia

‘
ja

‘
savybes galima pakeisti ekvi-

valenčiomis savybėmis:
1’. Kiekvienas grupės H × K elementas (h, k) yra vienareikšmǐskai ǐsreǐskiamas

pogrupiu
‘
H̃ ir K̃ elementu

‘
(h, 1K) ir (1H , k) sandauga: (h, k) = (h, 1K) ∗ (1H , k).

2’. Kievienas pogrupio H̃ elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio K̃

elementu.

Apibrėžimas. Grupė (G, ∗) yra vadinama pogrupiu
‘
H ir K (vidine) tiesiogine san-

dauga ir yra žymima G = H ×K, jei:
1. G = H ∗K;
2. H,K – grupės G yra normalieji pogrupiai;
3. H ∩K = {1}.

8. 3. Teiginys. Jei grupė (G, ∗) yra pogrupiu
‘

H ir K tiesioginė sandauga, tai
kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas pogrupiu

‘
H ir K elementu

‘

sandauga ir, be to, kiekvienas pogrupio H elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio
K elementu.

I
‘
rodymas. Kadangi grupė G yra pogrupiu

‘
tiesioginė sandauga, tai pogrupiai H,K

yra normalieji, ju
‘
sankirta sudaryta ǐs grupės vieneto ir kievienas grupės G elementas yra

ǐsreǐskiamas pogrupiu
‘
H ir K elementu

‘
sandauga.

Jei h ∈ H, k ∈ K, tai elementu
‘
h, k komutatorius [h, k] = h∗k ∗h−1 ∗k−1 ∈ H ∩K. Iš

tikru
‘
ju

‘
, kadangi H normalusis pogrupis ir h ∈ H, tai gauname, kad h−1 ∈ H, k∗h−1∗k−1 ∈

H, vadinasi, ir h ∗ k ∗ h−1 ∗ k−1 ∈ H. Kadangi K yra normalusis pogrupis ir k ∈ K, tai
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panašiai kaip ir anksčiau, gauname, kad h∗k∗h−1 ∗k−1 ∈ K. I
‘
rodėme, kad [h, k] ∈ H∩K.

Remdamiesi 3-a
‘
ja pogrupiu

‘
H,K savybe, gauname [h, k] = 1, t. y. h ∗ k = k ∗ h. Dabar

i
‘
rodysime, kad kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas pogrupiu

‘

H ir K elementu
‘
sandauga. Jei g = h ∗ k = h′ ∗ k′, tai h′−1 ∗ h = k′ ∗ k−1 ∈ H ∩K, nes

kairiojoje lygybės pusėje esantis elementas priklauso pogrupiui H, o dešiniojoje – pogrupiui
K. Vadinasi, h′−1 ∗ h = k′ ∗ k−1 = 1, t. y. h = h′, k = k′. 4

Pastaba. Jei grupė (G, ∗) yra pogrupiu
‘
H ir K tiesioginė sandauga, tai kiekvienam

grupės G elementui g egzistuoja tokie vieninteliai h ∈ H ir k ∈ K, kad g = h ∗ k = k ∗ h.
Ir šiuo atveju rašysime G = H ×K = K ×H.

8. 4. Teiginys. Jei kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas
pogrupiu

‘
H ir K elementu

‘
sandauga ir, be to, kiekvienas pogrupio H elementas yra per-

statomas su kiekvienu pogrupio K elementu, tai grupė G yra pogrupiu
‘
H ir K tiesioginė

sandauga.

I
‘
rodymas. Kadangi kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas

pogrupiu
‘
H ir K elementu

‘
sandauga, tai G = H ∗K. Iš sa

‘
lygos, kad kiekvienas pogrupio

H elementas yra perstatomas su kiekvienu pogrupio K elementu, gauname: kiekvienam
k ∈ K, k ∗H = {k ∗ h| h ∈ H} = {h ∗ k| h ∈ H} = H ∗ k. Panašiai, kiekvienam h ∈ H

teisinga lygybė: h ∗ K = K ∗ h. Kadangi kiekvienam h ∈ H, h ∗ H = H = H ∗ h ir
kiekvienam k ∈ K, k ∗ K = K = K ∗ k, tai kiekvienam grupės G elementui g, g ∗ H =
h ∗ k ∗H = h ∗H ∗ k = H ∗ h ∗ k = H ∗ g (čia elementas g yra ǐsreikštas pogrupiu

‘
H,K

elementu
‘
sandauga: g = h ∗ k). Panašiai i

‘
rodoma lygybė g ∗ K = K ∗ g, g ∈ G. Kaip

matome, pogrupiai H,K yra grupės G normalieji pogrupiai.
I
‘
rodysime, kad pogrupiu

‘
H ir K sankirta H ∩K = {1}. Jei būtu

‘
q ∈ H ∩K, q 6= 1,

tai grupės G elemento g ǐsraǐska
‘

pogrupiu
‘

H, K elementu
‘

h ir k sandauga g = h ∗ k

galėtume užrašyti taip: g = h∗k = h∗ (q ∗ q−1 ∗k) = (h∗ q)∗ (q−1 ∗k). Taigi matome, kad
h, h∗q ∈ H,h 6= h∗q, k, q−1∗k ∈ K, t. y. grupės G elementas g yra ǐsreǐskiamas pogrupiu

‘
H

ir K elementu
‘
sandauga bent dviem skirtingais būdais. Tai prieštarauja teiginio sa

‘
lygai,

kad kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas pogrupiu
‘

H ir K

elementu
‘
sandauga. 4

Pastabos.

1. Tai, kad grupė yra pogrupiu
‘
tiesioginė sandauga, galima apibrėžti dviem skirtingais

ekvivalenčiais būdais. Pirmasis grupės tiesioginės sandaugos apibrėžimas nusakomas šiomis
sa

‘
lygomis:

(i) grupės kiekvienas elementas yra ǐsreǐskiamas pogrupiu
‘
elementu

‘
sandauga;

(ii) šie pogrupiaiyra grupės normalieji pogrupiai;
(iii) šiu

‘
pogrupiu

‘
sankirta yra sudaryta tik ǐs grupės vieneto.

Antrasis, ekvivalentus pirmajam, – nusakomas taip:
(i) grupės kiekvienas elementas vienareikšmǐskai yra ǐsskaidomas i

‘
pogrupiu

‘
elementu

‘

sandauga
‘
;
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(ii) šiu
‘
pogrupiu

‘
elementai tarpusavyje yra perstatomi.

2. Grupiu
‘

ǐsorinės tiesioginės sandaugos ir tiesioginės sandaugos sa
‘
vokos yra ekvi-

valenčios. Jei grupė (H ×K, ∗) yra grupiu
‘
H ir K ǐsorinė tiesioginė sandauga, tai ji yra

anksčiau apibrėžtu
‘
pogrupiu

‘
H̃ ir K̃, izomorfiniu

‘
atitinkamai grupėms H, K, tiesioginė

sandauga. Teisingas ir toks teiginys: jei grupė (G, ∗) yra pogrupiu
‘
H ir K tiesioginė san-

dauga, tai ji yra izomorfinė grupiu
‘
H ir K ǐsorinei tiesioginei sandaugai H ×K. Pastara

‘
ji
‘

teigini
‘
i
‘
rodysime.

I
‘
rodymas. Kiekvienam grupės G elementui g egzistuoja tokia vienintelė sutvarkyta

pora (hg, kg), hg ∈ H, kg ∈ K, kad g = hg ∗ kg. Kiekvienam elementui g ∈ G priskyre
‘

pora
‘
(hg, kg) ∈ H ×K, gauname bijekcija

‘
f : G → H ×K (čia G → H ×K suprantame

kaip ǐsorine
‘
grupiu

‘
G ir H tiesiogine

‘
sandauga

‘
). Jei g1 = hg1 ∗ kg1 , g2 = hg2 ∗ kg2 , tai

f(g1 ∗ g2) = f((hg1 ∗ kg1) ∗ (hg2 ∗ kg2)) = f((hg1 ∗ hg2) ∗ (kg1 ∗ kg2)) =

(hg1 ∗ hg2 , kg1 ∗ kg2) = (hg1 , kg1) ∗ (hg2 , kg2) = f(g1) ∗ f(g2).

Kaip matome, bijekcija f : G → H ×K yra homomorfizmas. 4

8. 5. Dabar galime apibrėžti baigtinio grupiu
‘
skaičiaus tiesiogine

‘
sandauga

‘
.

Sakykime, (H1, ∗1), (H2, ∗2), . . . , (Hn, ∗n) yra grupės. Apibrėžkime aibiu
‘
H1, H2, . . .,

Hn Dekarto sandaugos
H1 ×H2 × . . .×Hn

elementu
‘
daugyba

‘
∗:

(h1, h2, . . . , hn) ∗ (h′1, h
′
2, . . . , h

′
n) = (h1 ∗1 h′1, h2 ∗2 h′2, . . . , hn ∗n h′n),

(h1, h2, . . . , hn), (h1, h2, . . . , hn) ∈ H1 ×H2 × . . .×Hn.

Panašiai, kaip ir dvieju
‘
grupiu

‘
atveju, i

‘
rodoma, kad H1 ×H2 × . . .×Hn jos elementu

‘

apibrėžtos daugybos ∗ atžvilgiu yra grupė.

Apibrėžimas. Grupė (H1×H2× . . .×Hn, ∗) yra vadinama grupiu
‘
(H1, ∗1), (H2, ∗2),

. . ., (Hn, ∗n) ǐsorine tiesiogine sandauga.

Apibrėžimas. Grupė (G, ∗) yra vadinama pogrupiu
‘
H1,H2, . . . ,Hn, tiesiogine san-

dauga, jei:
1. G = H1 ∗H2 ∗ . . . ∗Hn;
2. Grupės pogrupiai H1,H2, . . . ,Hn yra normalieji;
3. Kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n,

(H1 ∗H2 ∗ . . . ∗ Ĥj ∗ . . . ∗Hn) ∩Hj = {1}
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čia stogelis virš pogrupio reǐskia, kad to pogrupio pogrupiu
‘
sandaugoje nėra.

8. 6. Panašiai, kaip ir dvieju
‘
pogrupiu

‘
atveju, tai, kad grupė yra pogrupiu

‘
tiesioginė

sandauga, galima apibrėžti ir kitaip.

Apibrėžimas. Grupė (G, ∗) yra vadinama pogrupiu
‘

H1, H2, . . ., Hn, tiesiogine
sandauga, jei:

1. Kiekvienas grupės G elementas vienareikšmǐskai yra ǐsskaidomas pogrupiu
‘
H1,

H2, . . ., Hn elementu
‘
sandauga:

(∀g ∈ G)(∃!h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, . . . , hn ∈ Hn)(g = h1 ∗ h2 ∗ . . . ∗ hn);

2. Bet kuriu
‘

dvieju
‘

skirtingu
‘

pogrupiu
‘

Hi ir Hj , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, elementai tar-
pusavyje yra perstatomi:

hi ∈ Hi, hj ∈ Hj ⇒ hi ∗ hj = hj ∗ hi, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.

Kaip ir dvieju
‘
grupiu

‘
atveju, grupiu

‘
ǐsorinės tiesioginės sandaugos ir tiesioginės san-

daugos sa
‘
vokos yra ekvivalenčios.

Pratimai.

1. I
‘
rodykite, kad abu grupiu

‘
tiesioginės sandaugos apibrėžimai yra ekvivalentūs.

2. I
‘
rodykite, jei grupės (H1, ∗1), (H2, ∗2), . . . , (Hn, ∗n) yra komutatyvios, tai šiu

‘
grupiu

‘

ǐsorinė tiesioginė sandauga – taip pat komutatyvi.

3. I
‘
rodykite, kad dvieju

‘
baigtiniu

‘
cikliniu

‘
grupiu

‘
, kuriu

‘
eilės yra tarpusavyje pirminės,

tiesioginė sandauga yra ciklinė grupė.

4. Apibendrinkite 3-ia
‘
ji
‘
pratima

‘
baigtinio skaičiaus baigtiniu

‘
cikliniu

‘
grupiu

‘
atvejui.

8. 7. Grupiu
‘
tiesiogine

‘
sandauga

‘
galima apibrėžti ir begalinio grupiu

‘
skaičiaus atveju.

Sakykime, {(Gα, ∗)}α∈I yra grupiu
‘
šeima. Aibiu

‘
šeimos {Gα}α∈I tiesioginės sandau-

gos
∏

α∈I

Gα elementu
‘
daugyba

‘
∗ apibrėžkime taip: jei {gα}α∈I , {hα}α∈I ∈

∏
α∈I

Gα, tai

{gα}α∈I ∗ {hα}α∈I =: {gα ∗ hα}α∈I

Akivaizdu, kad aibė
∏

α∈I

Gα apibrėžtos jos elementu
‘

daugybos ∗ atžvilgiu sudaro grupe
‘
,

kuria
‘
žymėsime (

∏
α∈I

Gα, ∗).

Apibrėžimas. Grupe
‘

(
∏

α∈I

Gα, ∗) vadinsime grupiu
‘

šeimos {(Gα, ∗)}α∈I tiesiogine

sandauga.
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Ši grupiu
‘
tiesioginė sandauga yra vadinama ǐsorine. Galima apibrėžti ir grupiu

‘
vidine

‘
tiesiogine

‘
sandauga

‘
. Bet tuo atveju, kai duota grupiu

‘
šeima yra begalinė, grupiu

‘
ǐsorinės

ir vidinės tiesioginiu
‘
sandaugu

‘
apibrėžimai nėra ekvivalentūs.

Teiginys. Tarkime, kad {Gα}α∈I yra grupės (G, ∗) normaliu
‘
ju

‘
pogrupiu

‘
šeima,

generuojanti grupe
‘
G ir kiekvienam α0 ∈ I,

Gα0 ∩
∏

α∈I\α0

Gα = {1}.

Tuomet kiekvienas grupės (G, ∗) elementas vienareikšmǐskai yra ǐsreǐskiamas normaliu
‘
ju

‘
pogrupiu

‘
šeimos {Gα}α∈I elementu

‘
baigtine sandauga.

I
‘
rodymas. Pirmiausia i

‘
rodysime, kad šeimos {Gα}α∈I bet kuriu

‘
dvieju

‘
skirtingu

‘
pogrupiu

‘
Gα, Gβ elementai gα ∈ Gα, gβ ∈ Gβ yra perstatomi, t.y., bet kuriems gα ∈

Gα, gβ ∈ Gβ , α 6= β,
gα ∗ gβ = gβ ∗ gα

Imkime elementu
‘
gα ∈ Gα, gβ ∈ Gβ komutatoriu

‘
[gα, gβ ] = gα ∗gβ ∗g−1

α ∗g−1
β . Kadangi Gα

ir Gβ yra normalieji pogrupiai, tai gβ ∗g−1
α ∗g−1

β ∈ Gα, vadinasi, ir gα ∗gβ ∗g−1
α ∗g−1

β ∈ Gα.
Panašiai gauname, kad gα∗gβ∗g−1

α ∗g−1
β ∈ Gβ . Vadinasi, elementas [gα, gβ ] ∈ Gα∩Gβ , α 6=

β. Bet remdamiesi sa
‘
lyga: kiekvienam α0 ∈ I,

Gα0 ∩
∏

α∈I\α0

Gα = {1},

gauname, kad Gα ∩Gβ = {1}, jei tik α 6= β. Taigi [gα, gβ ] = gα ∗ gβ ∗ g−1
α ∗ g−1

β = 1 arba
gα ∗ gβ = gβ ∗ gα.

Remdamiesi teoremos sa
‘
lyga, gauname, kad grupės (G, ∗) kiekvienas elementas yra

ǐsreǐskiamas pogrupiu
‘

šeimos {Gα}α∈I elementu
‘

baigtine sandauga. Daugikliu
‘

tvarka
nesvarbi, nes i

‘
rodėme, kad skirtingu

‘
šeimos pogrupiu

‘
elementai yra perstatomi. Lieka

i
‘
rodyti, kad kiekvienas grupės G elementas yra vienareikšmǐskai ǐsreǐskiamas pogrupiu

‘
šeimos {Gα}α∈I elementu

‘
sandauga. Tarkime, kad

g =
∏
α∈I

gα =
∏
α∈I

hα,

čia beveik visiems α ∈ I, gα = 1. Reikia i
‘
rodyti, kad kiekvienam α ∈ I, gα = hα .

Nagrinėkime elementa
‘

(
∏
α∈I

gα) ∗ (
∏
α∈I

hα)−1 =
∏
α∈I

(gα ∗ h−1
α ) = 1.

Jei kuriam nors α0 ∈ I būtu
‘
gα0 ∗ h−1

α0
6= 1,tai, remdamiesi lygybe∏

α∈I

(gα ∗ h−1
α ) = 1
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gautume:
1 6= g−1

α0
∗ hα0 ∈ Gα0 ∩

∏
α∈I\α0

Gα = {1},

kas prieštarautu
‘
teoremos sa

‘
lygai. 4

9. Grupės ir aibės elementu
‘
ǐsorinis kompozicijos dėsnis

9. 1. Tegu G – grupė, X – aibė. Nagrinėkime grupės G, kaip operatoriu
‘
aibės, ir

aibės X elementu
‘
ǐsorini

‘
kompozicijos dėsni

‘
F : G×X → X, tenkinanti

‘
sa

‘
lygas:

1. Kiekvienam x ∈ X, F (1, x) = x, čia 1 – grupės G vienetas;
2. Bet kuriems g1, g2 ∈ G, x ∈ X, F (g1g2, x) = F (g1, F (g2, x)).

Jei ǐsorini
‘

kompozicijos dėsni
‘

F pažymėtume ∗ ir rašytume tarp komponuojamu
‘
ju

‘

elementu
‘
, tai anksčiau užrašytos sa

‘
lygos atrodytu

‘
taip:

1. Kiekvienam x ∈ X, 1 ∗ x = x, čia 1 – grupės G vienetas;
2. Bet kuriems g1, g2 ∈ G, x ∈ X, (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x).

Pastaba. Tegu apibrėžtas grupės G ir aibės X elementu
‘
ǐsorinis kompozicijos dėsnis

su reikšmėmis aibėje X. Tuomet patogus ǐssireǐskimas: ”aibės X elementa
‘

x, paveike
‘

grupės G elementu g, gauname g ∗ x”.

9. 2. Grupės G, kaip operatoriu
‘

aibės, ir aibės X elementu
‘

ǐsorinis kompozicijos
dėsnis ∗ apibrėžia aibėje X ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
: aibės X elementas x2 yra vadinamas

ekvivalenčiu elementui x1, jei egzistuoja toks grupės G elementas g, kad x2 = g ∗ x1.
I
‘
sitikinsime, kad tai ǐs tikru

‘
ju

‘
ekvivalentumo sa

‘
ryšis.

Pirma, kiekvienam aibės X elementui x, x yra ekvivalentus x, nes, remiantis pirma
‘
ja

ǐsorinio kompozicijos dėsnio ∗ savybe, x = 1 ∗ x.
Antra, tegu x2 yra ekvivalentus x1, t. y. egzistuoja toks grupės G elementas g, kad

x2 = g ∗ x1. Tuomet šios lygybės abi puses paveike
‘

grupės G elementu g−1, gauname:
g−1 ∗ x2 = g−1 ∗ (g ∗ x1) = (g−1g) ∗ x1 = 1 ∗ x1 = x1, t. y. x1 yra ekvivalentus x2.

Trečia, tarkime, x3 yra ekvivalentus x2, o x2 yra ekvivalentus x1, t. y. egzistuoja tokie
g, h ∈ G, kad x3 = g ∗ x2, x2 = h ∗ x1. Tuomet, remdamiesi antra

‘
ja ǐsorinio kompozicijos

dėsnio ∗ savybe, gauname: x3 = g ∗ x2 = g ∗ (h ∗ x1) = (gh) ∗ x1, t. y. x3 yra ekvivalentus
x1.

Apibrėžimas. Kiekvienam aibės X elementui x apibrėžkime aibės X poaibi
‘
G∗x =:

{g ∗ x | g ∈ G}. Aibės X poaibis G ∗ x yra vadinamas elemento x orbita. Elemento x

orbita G ∗x yra elemento x ekvivalentumo klasė, ekvivalentumo sa
‘
ryšio, apibrėžto ǐsorinio

kompozicijos dėsnio ∗, atžvilgiu.

Pastaba. Tegu apibrėžtas grupės G ir aibės X elementu
‘
ǐsorinis kompozicijos dėsnis

su reikšmėmis aibėje X. Tuomet galime užrašyti lygybe
‘
:

X =
⋃
α∈I

G ∗ xα,
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čia xalpha, α ∈ I, – skirtingu
‘
ekvivalentumo klasiu

‘
atstovai. Kaip žinome, G∗xα 6= G∗xβ ,

jei α 6= β, α ∈ I.

9.3. Tarkime, kad apibrėžtas grupės G ir aibės X elementu
‘

ǐsorinis kompozicijos
dėsnis su reikšmėmis aibėje X.

Apibrėžimas. Tegu x ∈ X. Grupės G poaibis {g ∈ G | g ∗ x = x} yra vadinamas
elemento x stabilizatoriumi ir yra žymimas StG(x)

Teiginys. Aibės X elemento x stabilizatorius StG(x) yra grupės G pogrupis.

Šio teiginio i
‘
rodymas akivaizdus.

Teiginys. Jei aibės X elementas y priklauso elemento x orbitai G ∗ x, tai elemento y

stabilizatorius StG(y) yra sujungtinis grupės G pogrupis pogrupiui StG(x).

I
‘
rodymas. Priminsime, kad grupės G pogrupis H yra vadinamas sujungtiniu pogru-

piu pogrupiui N , jei egzistuoja toks grupės G elementas g, kad H = gNg−1.
Kadangi elementas y ∈ G ∗x, tai egzistuoja toks grupės G elementas g, kad y = g ∗x.

Tuomet kiekvienam pogrupio StG(x) elementui h elementas ghg−1 priklauso elemento y

stabilizatoriui StG(y), nes

(ghg−1) ∗ y = (gh) ∗ (g−1 ∗ y) = (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x) = g ∗ x = y.

Vadinasi, gStG(x)g−1 ⊂ StG(y). Panašiai galite i
‘
sitikinti, kad gStG(x)g−1 ⊃ StG(y). 4

9. 4. Teiginys. Aibės X elemento x orbitos G ∗ x elementu
‘

skaičius yra lygus
elemento x stabilizatoriaus StG(x) indeksui [G : StG(x)] grupėje G.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime grupės G skaidini

‘
pogrupio StG(x) kairiosiomis gretutinėmis

klasėmis:
G = StG(x) ∪ g2StG(x) ∪ . . . ∪ grStG(x).

I
‘
rodysime, kad elemento x orbita

‘
G ∗ x sudaro aibės X elementai x, g2 ∗ x, . . ., gr ∗ x.

Pirmiausia pastebėsime, kad h1 ∗ x = h2 ∗ x tada ir tik tada, kai grupės G elementai
h1 ir h2 priklauso vienai ir tai pačiai pogrupio StG(x) kairiajai gretutinei klasei. Iš tikru

‘
ju

‘
,

lygybės h1 ∗ x = h2 ∗ x abi puses, paveike
‘
grupės elementu h−1

2 , gauname

h−1
2 ∗ (h1 ∗ x) = h−1

2 ∗ (h2 ∗ x) = (h−1
2 h2) ∗ x = x,

t. y. (h−1
2 h1) ∗ x = x. Vadinasi, jei h1 ∗ x = h2 ∗ x, tai h−1

2 h1 ∈ StG(x), t. y. h1 ir h2

priklauso vienai ir tai pačiai pogrupio StG(x) kairiajai gretutinei klasei. Kadangi grupės G

elementai 1, g2, . . ., gr yra skirtingu
‘
pogrupio StG(x) kairiu

‘
ju

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
atstovai, tai

aibės X elementai x, g1 ∗x, . . ., gr ∗x yra tarpusavy skirtingi. Lieka i
‘
rodyti, kad kiekvienas

orbitos G ∗ x elementas sutampa su kuriuo nors aibės {x, g1 ∗ x, . . . , gr ∗ x} elementu.
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Tarkime, y ∈ G ∗ x. Tuomet egzistuoja toks grupės G elementas g, kad y = g ∗ x. Jei
grupės G elementas g priklauso pogrupio StG(x) kairiajai gretutinei klasei gjStG(x), tai
y = g ∗ x = gj ∗ x. 4

9. 5. Pavyzdžiai.

1. Tarkime, G – baigtinė grupė. Apibrėžkime atvaizdi
‘

∗ : G×G → G, (g, h) 7→ g ∗ h = ghg−1, g, h ∈ G.

Apibrėžimas. Elemento h ∈ G ekvivalentumo klasė {ghg−1 | g ∈ G} yra vadinama
elementui h sujungtiniu

‘
elementu

‘
klase ir yra žymima CG(h).

Elemento h ∈ G stabilizatorius StG(h) yra sudarytas ǐs visu
‘
tokiu

‘
grupės G elementu

‘

g, kuriu
‘
kiekvienas yra perstatomas su elementu h. Grupiu

‘
teorijoje elemento h stabiliza-

torius StG(h) yra vadinamas elemento h centralizatoriumi ir yra žymimas ZG(h). Grupės
G elementui h sujungtiniu

‘
elementu

‘
skaičius yra lygus elemento h centralizatoriaus ZG(h)

indeksui [G : ZG(h)] grupėje G. Taigi kiekvienam elementui h ∈ G sujungtiniu
‘
elementu

‘

skaičius |CG(h)| dalija grupės G eile
‘
|G|. Galime parašyti:

G = CG(h1) ∪ CG(h2) ∪ . . . ∪ CG(hs),

čia h1, h2, . . ., hs – sujungtiniu
‘
elementu

‘
skirtingu

‘
klasiu

‘
atstovai.

2. Tarkime, G – grupė, X = P0(G) – grupės G visu
‘

pogrupiu
‘

aibė. Apibrėžkime
grupės G ir aibės X elementu

‘
ǐsorini

‘
kompozicijos dėsni

‘
taip:

∗ : G×X → X, (g,H) 7→ g ∗H =: gHg−1, g ∈ G, G ⊃ H − pogrupis.

Aibės X elemento H ekvivalentumo klasė yra sudaryta ǐs vieno elemento H tada ir tik
tada, kai H yra grupės G normalusis pogrupis. Aibės X elementai H ir N yra ekvivalentūs
tada ir tik tada, kai grupės G pogrupiai H ir N yra sujungtiniai. Kitaip tariant, aibės X

elementai H ir N yra ekvivalentūs tada ir tik tada, jei egzistuoja toks grupės G elementas
g, kad H = gNg−1.

Aibės X elemento H stabilizatorius StG(H) grupiu
‘
teorijoje yra vadinamas grupės G

pogrupio H normalizatoriumi ir yra žymimas NG(H). Kaip ir pirmojo pavyzdžio atveju,
grupės G pogrupiui H sujungtiniu

‘
pogrupiu

‘
skaičius dalija grupės G eile

‘
|G|.

3. Remdamiesi grupės G ir aibės X elementu
‘

ǐsorinio kompozicijos dėsnio sa
‘
voka,

i
‘
rodysime svarbu

‘
fakta

‘
apie p-grupes.

Apibrėžimas. Grupė G yra vadinama p-grupe, jei šios grupės kiekvieno elemento
eilė yra lygi pirminio skaičiaus p laipsniui.

Pastaba. Jei p-grupė G yra baigtinė, tai remdamiesi Koši teorema (kuria
‘
i
‘
rodysime

vėliau): jei baigtinės grupės eilė dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p, tai grupė turi p eilės
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elementa
‘
, gauname, kad grupės G eilė |G| yra lygi pirminio skaičiaus p laipsniui pn. Taigi

baigtinės grupės atveju, p-grupe
‘
galima apibrėžti, kaip grupe

‘
G, kurios eilė |G| yra lygi

pirminio skaičiaus laipsniui pn.

9. 6. Teorema. Kiekviena baigtinė p-grupė G turi netrivialu
‘
centra

‘
Z(G).

I
‘
rodymas. Apibrėžkime p-grupės G, kaip operatoriu

‘
aibės, ir aibės X = G ǐsorini

‘

kompozicijos dėsni
‘
:

∗ : G×G → G, g ∗ h = ghg−1, g, h ∈ G.

Šiuo atveju aibės G elemento h orbita G ∗ h = {ghg−1 | g ∈ G} yra grupės G elementui
h sujungtiniu

‘
elementu

‘
klasė. Sakykime, G ∗ h1, G ∗ h2, . . ., G ∗ hs – visos skirtingos G

elementu
‘
orbitos, t. y.,

G = G ∗ h1 ∪G ∗ h2 ∪ . . . ∪G ∗ hs.

Remdamiesi šia lygybe, galime užrašyti

|G| = |G ∗ h1|+ |G ∗ h2|+ . . . + |G ∗ hs|. (1)

Kadangi kiekvienos orbitos elementu
‘

skaičius yra lygus šios orbitos bet kurio elemento
stabilizatoriaus indeksui, tai kiekvienos orbitos elementu

‘
skaičius yra pirminio skaičiaus

p laipsnis (p-grupės tiek kiekvieno pogrupio eilė, tiek ir pogrupio indeksas yra pirminio
skaičiaus p laipsnis). Vadinasi, jei kurio nors p-grupės G elemento h orbita G ∗ h sudaryta
daugiau nei ǐs vieno elemento, tai p | |G ∗ h|. Grupės G vieneto 1 orbita yra {1}. Kadangi
p | |G| ir tai pirminis skaičius p dalija ir dešinia

‘
ja

‘
(1) lygybės puse

‘
. Kadangi (1) lygybės

dešinėje pusėje yra vienas dėmuo lygus 1, tai dešinėje pusėje turi būti dar bent vienas
dėnuo lygus 1 = p0. Tarkime, |G ∗ hj | = 1, čia hj nėra grupės G vienetas. |G ∗ hj | = 1
tada ir tik tada, kai G ∗ hj = {hj}, t. y., kai kiekvienam g ∈ G, ghjg

−1 = hj . O tai ir
reǐskia, kad hj ∈ Z(G). 4

9. 7. Sakykime, apibrėžtas grupės G ir aibės X elementu
‘
ǐsorinis kompozicijos dėsnis

∗. Galima užrašyti aibės X elementu
‘
skirtingu

‘
orbitu

‘
skaičiaus formule

‘
. Pažymėkime N(g)

aibės X elementu
‘
, tenkinančiu

‘
sa

‘
lyga

‘
g ∗ x = x, skaičiu

‘
. Nagrinėkime suma

‘

∑
g∈G

N(g).

Imkime x ∈ X. Elementas x i
‘

užrašyta
‘

suma
‘

yra i
‘
skaičiuojamas |StG(x)| kartu

‘
, nes

kiekvienam g ∈ StG(x), g ∗ x = x. I
‘
anksčiau užrašyta

‘
suma

‘
|StG(x)| kartu

‘
yra i

‘
skaičiuo-

jamas ir kiekvienas elemento x orbitos G ∗ x elementas. Taigi elemento x orbitos G ∗ x

elementu
‘
indėlis i

‘
nagrinėjama

‘
suma

‘
yra lygus

|G ∗ x||StG(x)| = [G : StG(x)]|StG(x)| = |G|.

Vadinasi,

aibės X elementu
‘
skirtingu

‘
orbitu

‘
skaičius =

1
|G|

∑
g∈G

N(g).
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10. Baigtiniu
‘
Abelio grupiu

‘
struktūra

10. 1. Nagrinėsime baigtines Abelio grupes.

Apibrėžimas. Grupė G, kurios kiekvieno elemento eilė yra lygi pirminio skaičiaus p

laipsniui, yra vadinama p-grupe. Abelio p-grupė dažnai yra vadinama primaria
‘
ja p-grupe.

Koši teorema. Jei Abelio grupės G eilė n dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p, tai grupė
G turi p eilės elementa

‘
.

I
‘
rodymas. Teorema

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu. Jei n = 1, tai

teoremos teiginys teisingas, nes 1 nesidalija ǐs jokio pirminio skaičiaus. Tarkime, kad
teoremos teiginys teisingas kiekvienai Abelio grupei, kurios eilė m < n. Imkime grupės
G elementa

‘
g 6= 1 ir nagrinėkime cikline

‘
grupe

‘
[g]. Jei [g] = G, tai elemento g

n
p eilė yra

p. Jei [g] ⊂ G, [g] 6= G, tai galimi du atvejai: (i) p
∣∣|[g]| ir (ii) p 6

∣∣|[g]|. Pirmuoju atveju
pogrupio [g] eilė |[g]| < n ir dalijasi ǐs skaičiaus p. Vadinasi, remdamiesi indukcine prielaida,
gauname, kad šiuo atveju teorema i

‘
rodyta. Antruoju atveju grupės G faktorgrupės G/[g]

pagal pogrupi
‘
[g] eilė |G/[g]| = |G|

|[g]| < n ir dalijasi ǐs skaičiaus p. Remdamiesi indukcine
prielaida, gauname, kad grupė G/[g] turi p eilės elementa

‘
h ∗ [g], t. y. (h ∗ [g])p = [g],

(h ∗ [g])j 6= [g], kai 0 < j < p. Lygybė (h ∗ [g])p = [g] ekvivalenti sa
‘
lygai hp ∈ [g], t. y.

egzistuoja toks s ∈ N, kad hp = gs. Elemento h eilė yra lygi pt, čia t – toks mažiausias
teigiamas skaičius, kad (gs)t = 1. Vadinasi, elemento ht eilė yra lygi p.

Išvada. Baigtinės Abelio p-grupės G eilė yra lygi pirminio skaičiaus p laipsniui. Iš
tikru

‘
ju

‘
, jei Abelio p-grupės G eilė |G| dalytu

‘
si ǐs pirminio skaičiaus q 6= p, tai, remiantis

i
‘
rodyta teorema, grupė Gturėtu

‘
q eilės elementa

‘
. O tai prieštarautu

‘
sa

‘
lygai, kad G yra

p-grupė. 4

10. 2. Dabar i
‘
rodysime Koši teorema

‘
bendruoju atveju.

Koši teorema. Jei baigtinės grupės G eilė dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p, tai grupė
G turi p eilės elementa

‘
.

I
‘
rodymas. Šia

‘
teorema

‘
i
‘
rodysime taip pat matematinės indukcijos metodu. Jei

grupės G eilė lygi 1, tai teoremos teiginys teisingas. Tarkime, kad teoremos teiginys teisin-
gas kiekvienai grupei, kurios eilė m < n. Jei egzistuoja grupės G pogrupis H, H 6= G,
kurio eilė dalijasi ǐs piminio skaičiaus p, tai, remdamiesi indukcine prielaida, gauname,
kad teoremos teiginys teisingas. Nagrinėkime atveji

‘
, kai nei vieno grupės G pogrupio eilė

nesidalija ǐs skaičiaus p. Sudarykime grupės G skaidini
‘
sujungtiniu

‘
elementu

‘
klasėmis

G =
r⋃

j=1

C(gj) ∪
⋃

z∈Z(G)

{z},

čia gj sujungtiniu
‘

elementu
‘

skirtingu
‘

klasiu
‘

atstovai, nepriklausantys grupės G centrui,
Z(G) – grupės G centras. Taigi galime užrašyti lygybe

‘
: |G| = |Z(G)| +

∑r
j=1 |C(gj)|.
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Grupės G elementui g sujungtiniu
‘
elementu

‘
skaičius |C(g)| yra lygus elemento g centraliza-

toriaus ZG(g) indeksui [G : ZG(g)] grupėje G. Grupės G elemento z, priklausančio grupės
G centrui, sujungtiniu

‘
elementu

‘
klasė sudaryta tik ǐs vieno elemento {z}, nes kiekvieno

grupės centro elemento centralizatorius sutampa su grupe G. Elemento g, nepriklausančio
centrui, centralizatorius ZG(g) yra grupės G pogrupis, nesutampantis su grupe G. Kadangi
pogrupio ZG(g) eilė pagal padaryta

‘
prielaida

‘
nesidalija ǐs pirminio skaičiaus p, o grupės G

eilė dalijasi ǐs p, tai ir pogrupio ZG(g) indeksas [G : ZG(g)] grupėje G dalijasi ǐs p. Vad-
inasi, kiekvienas sumos

∑r
j=1 |C(gj)| dėmuo |C(gj)|, 1 ≤ j ≤ r, dalijasi ǐs p. Gauname,

kad ǐs skaičiaus p dalijasi ir grupės G centro Z(G) eilė. Tai i
‘
manoma, remiantis padaryta

prielaida, kad grupės G kiekvieno netrivialaus pogrupio eilė nesidalija ǐs pirminio skaičiaus
p, tik tuo atveju, jei Z(G) = G. O Abelio grupėms šia

‘
teorema

‘
i
‘
rodėme. 4

Išvada. Jei G yra baigtinė p-grupė, tai grupės G eilė |G| yra pirminio skaičiaus p

laipsnis.

10. 3. Teorema. Sakykime, kad baigtinės Abelio grupės G eilė yra n,

n = pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r

– skaičiaus n kanoninis skaidinys pirminiais skaičiais. Tuomet grupė G yra vienareikšmǐskai

ǐsskaidoma i
‘

pj-pogrupiu
‘

Gj , 1 ≤ j ≤ r, tiesiogine
‘

sandauga
‘

G =
r∏

j=1

Gj (t. y. vien-

areikšmǐskai yra nusakomi pogrupiai Gj , 1 ≤ j ≤ r). Pogrupio Gj eilė yra lygi p
αj

j ,
1 ≤ j ≤ r.

I
‘
rodymas. Sudarykime skaičius nj = n/p

αj

j , 1 ≤ j ≤ r. Šiu
‘

skaičiu
‘

didžiausias
bendrasis daliklis yra lygus 1 (akivaizdu: pi | nj , i 6= j, bet pi 6 |ni, 1 ≤ i, j ≤ r). Vadinasi,

egzistuoja tokie sveikieji skaičiai qj , 1 ≤ j ≤ r, kad
r∑

j=1

njqj = 1. Kadangi G yra Abelio

grupė, tai grupės G elementu
‘
g, pakeltu

‘
nj laipsniais, aibė Gj = {gnj | g ∈ G}, 1 ≤ j ≤ r

yra grupės G pogrupis. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei g

nj

1 , g
nj

2 ∈ Gj , tai g
nj

1 (gnj

2 )−1 = (g1g
−1
2 )nj ∈ Gj ,

1 ≤ j ≤ r. Kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r, Gj yra grupės G pj – pogrupis, nes pogrupio
Gj kiekvienas elementas, pakeltas p

αj

j laipsniu, yra grupės G vienetas 1. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei

gnj ∈ Gj , tai (gnj )p
αj
j = gn = 1 (priminsime, kad grupės elemento eilė dalija grupės eile

‘
).

Dabar i
‘
rodysime, kad kiekvienas grupės G elementas g yra vienareikšmǐskai ǐsreǐskiamas

pogrupiu
‘
Gj , 1 ≤ j ≤ r, elementu

‘
sandauga. Imkime g ∈ G. Tuomet

g1 = g

r∑
j=1

njqj

=
r∏

j=1

(gnj )qj .

Kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r, elementas gnj priklauso pogrupiui Gj , vadinasi, ir (gnj )qj ∈ Gj .

Pažymėje
‘
gj =: (gnj )qj , gauname: g =

r∏
j=1

gj . Lieka i
‘
rodyti šios sandaugos vienati

‘
.

89



Tarkime, kad

g =
r∏

j=1

gj =
r∏

j=1

g′j .

Lygybe
‘ r∏

j=1

gj =
r∏

j=1

g′j

galime perrašyti taip: kiekvienam s, 1 ≤ s ≤ r,

gsg
′−1
s =

r∏
j=1
j 6=s

gjg
′−1
j .

Gavome, kad kiekvienam s, 1 ≤ s ≤ r, elementas gsg
′−1
s priklauso ir pogrupiui Gs ir

pogrupiui
r∏

j=1
j 6=s

Gj . Vadinasi, (gsg
′−1
s )ps = 1 ir (gsg

′−1
s )ns = 1, nes

(
r∏

j=1
j 6=s

gjg
′−1
j )ns =

r∏
j=1
j 6=s

(gjg
′−1
j )ns =

r∏
j=1
j 6=s

gns
j (g′−1

j )ns = 1

(kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r, j 6= s, p
αj

j | ns, o h
p

αj
j

j = 1, jei hj ∈ Gj). Kadangi kiekvienam s,
1 ≤ s ≤ r, skaičiai ps ir ns yra tarpusavyje pirminiai, tai egzistuoja tokie sveikieji skaičiai as

ir bs, kad psas + nsbs = 1. Taigi kiekvienam s, 1 ≤ s ≤ r, gsg
′−1
s = (gsg

′−1
s )psas+nsbs = 1,

t. y. gavome, kad gs = g′s. I
‘
rodėme, kad grupė G yra pogrupiu

‘
Gj , 1 ≤ j ≤ r, tiesioginė

sandauga. Remdamiesi lygybe |G| = n =
r∏

j=1

p
αj

j =
r∏

j=1

|Gj | gauname,kad kiekvienam j,

1 ≤ j ≤ r, |Gj | = p
αj

j , nes pogrupio Gj eilė yra lygi pirminio skaičiaus pj , 1 ≤ j ≤ r,
laipsniui.

Visǐskai akivaizdu, kad pogrupiai Gj , 1 ≤ j ≤ r yra vienareikšmǐskai apibrėžiami:
kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r, pogrupis Gj yra sudarytas ǐs grupės G elementu

‘
, kuriu

‘
eilė yra

pirminio skaičiaus pj laipsnis. 4

10. 4. Ka
‘

tik i
‘
rodyta teorema dažnai yra formuluojama ir i

‘
rodoma adiciniais

žymėjimais. Mes tai pat pateiksime šios teoremos formuluote
‘

adicinėje terminalogijoje.
Štai perėjimo nuo multiplikaciniu

‘
žymėjimu

‘
ir terminu

‘
prie adiciniu

‘
žymėjimu

‘
ir terminu

‘

žodynėlis:

Sandaugos ženkla
‘

∏
atitinka sumos ženklas

∑
;

Elemento laipsni
‘
gn atitinka skaičiaus n ir elemento g sandauga ng;

Elementu
‘
sandauga

‘
gn1
1 gn2

2 . . . gns
s atitinka elementu

‘
suma n1g1 + n2g2 + . . . + nsgs;

Elementa
‘
1 atitinka elementas 0;
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Daugybos ženkla
‘
∗ (ar ·) atitinka sudėties ženklas +;

Termina
‘
”tiesioginė sandauga” atitinka terminas ”tiesioginė suma”;

Ženkla
‘
⊕ naudosime tiesioginei sumai žymėti.

10. 5. Dabar suformuluosime anksčiau i
‘
rodyta

‘
teorema

‘
adiciniais žymėjimais.

Teorema. Sakykime, kad baigtinės Abelio grupės G eilė yra n, n = pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r –

skaičiaus n kanoninis skaidinys pirminiais skaičiais. Tuomet grupė G yra vienareikšmǐskai

ǐsskaidoma i
‘
pj-pogrupiu

‘
Gj , 1 ≤ j ≤ r, tiesiogine

‘
suma

‘
G =

r⊕
j=1

Gj (t. y. pogrupiai Gj ,

1 ≤ j ≤ r yra vienareikšmǐskai apibrėžiami). Pogrupio Gj eilė yra lygi p
αj

j , 1 ≤ j ≤ r.

10. 6. Dabar i
‘
rodysime, kad kiekviena

‘
baigtine

‘
Abelio p-grupe

‘
G galima ǐsskaidyti i

‘

cikliniu
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine

‘
sandauga

‘
.

Teorema. Kiekviena baigtinė Abelio p-grupė G yra ǐsskaidoma i
‘
cikliniu

‘
p-pogrupiu

‘

tiesiogine
‘
sandauga

‘

r∏
j=1

Gj .

I
‘
rodymas. Sakykime, kad g1 yra grupės G didžiausios eilės pn1 elementas. Jei ciklinis

pogrupis [g1] = G, tai teoremos i
‘
rodymas baigtas. Jei [g1] 6= G, tai ǐsrinkime grupės G toki

‘

elementa
‘
g′2, kad elementas g′2[g1] faktorgrupėje G/[g1] turėtu

‘
didžiausia

‘
eile

‘
pn2 . Tuomet

g′
pn2

2 ∈ [g1], t. y. kuriam nors j, 0 ≤ j < pn1 , g′
pn2

2 = gj
1. Kadangi elementas g1 grupėje

G yra didžiausios eilės, tai (gj
1)

pn1−n2 = gjpn1−n2

1 = g′2
pn1

= 1. Vadinasi, pn1 | jpn1−n2 , t.
y. pn2 | j. Galime parašyti j = pn2j′. I

‘
raše

‘
šia

‘
j ǐsraǐska

‘
i
‘
lygybe

‘
g′

pn2

2 = gj
1, gauname:

g′
pn2

2 = gpn2 j′

1 arba g′
pn2

2 g−pn2 j′

1 = (g′2g
−j′

1 )pn2 = 1. Pažymėkime elementa
‘
g′2g

−j′

1 ženklu
g2. Tuomet gauname: gpn2

2 = 1. I
‘
rodysime, kad elemento g2 eilė yra lygi pn2 (vadinasi,

šiuo atveju teisinga nelygybė n2 ≤ n1) ir [g1] ∩ [g2] = 1. Jei būtu
‘
gpm

2 = 1 ir 0 < m < n2,
tai gautume

gpm

2 = (g′2g
−j′

1 )pm

= 1 arba g′
pm

2 = gj′pm

1 ,

t. y. (g′2[g1])pm

= [g1], kas prieštarautu
‘
tam, kad elemento g′2[g1] eilė yra pn2 . Jei būtu

‘

[g1]∩ [g2] 6= 1, tai kuriam nors m, 0 < m < n2, gautume gpm

2 ∈ [g1]. Vėl gautume prieštara
‘

tam, kad elemento g′2[g1] eilė yra pn2 .
Jei [g1] × [g2] 6= G, tai galime ǐsrinkti grupės G toki

‘
elementa

‘
g′3, kad faktorgrupės

G/([g1] × [g2]) elemento g′3[g1][g2] eilė pn3 būtu
‘
didžiausia. Vėl galime parašyti g′

pn3

3 ∈
[g1]× [g2], t. y. egzistuoja tokie i, j, 0 < i < pn1 , 0 < j < pn2 , kad g′

pn3

3 = gi
1g

j
2. Panašiai

kaip ir anksčiau,
gipn1−n3

1 gjpn1−n3

2 = (gi
1g

j
2)

pn1−n3 = g′
pn1

3 = 1,

t. y. gipn1−n3

1 = 1, gjpn1−n3

2 = 1. Taigi pn1 | ipn1−n3 ir pn2 | jpn1−n3 arba pn3 | i, pn3 | j.
Sakykime, i = pn3i′, j = pn3j′. Tuomet lygybe

‘
g′

pn3

3 = gi
1g

j
2 galime perrašyti taip:

g′
pn3

3 g−pn3 i′

1 g−pn3 j′

2 = (g′3g
−i′

1 g−j′

2 )pn3 = 1.
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Pažymėkime g3 = g′3g
−i′

1 g−j′

2 . Panašiai kaip ir anksčiau, galima i
‘
rodyti, kad elemento g3

eilė yra lygi pn3 ir
[g1]× [g2] ∩ [g3] = 1.

Elementu
‘
g1, g2, . . . , gr, tenkinančiu

‘
sa

‘
lyga

‘
: elemento

gj [g1]× [g2]× . . .× [gj−1]

faktorgrupėje
G/([g1]× [g2]× . . .× [gj−1]

eilė pnj yra didžiausia ir

([g1]× [g2]× . . .× [gj−1] ∩ [gj ] = 1, 1 ≤ j ≤ r,

ǐsrinkima
‘
galime te

‘
sti iki gausime

G = [g1]× [g2]× . . .× [gr]. 4

Antras teoremos i
‘
rodymas. Sakykime, g1 ∈ G – didžiausios eilės elementas, jo

eilė yra lygi pn1 . Jei [g1] = G, tai teoremos i
‘
rodymas baigtas. Jei [g1] 6= G, tai ǐsrinkime

didžiausios eilės grupės G pogrupi
‘
H, tenkinanti

‘
sa

‘
lyga

‘
: [g1] ∩H = {1}. I

‘
rodysime, kad

G = [g1]×H. I
‘
rode

‘
šia

‘
lygybe

‘
, teoremos i

‘
rodyma

‘
galėsime užbaigti matematinės indukcijos

metodu, tare
‘
, kad teoremos teiginys teisingas kiekvienai baigtinei Abelio p – grupei, kurios

eilė yra mažesnė nei grupės G.
Sakykime, kad [g1]×H 6= G. Imkime mažiausios eilės elementa

‘
a ∈ G, nepriklausanti

‘

pogrupiui [g1]×H 6= G. Sakykime, kad elemento a eilė yra lygi pm. Jei būtu
‘
m = 1, tai,

remdamiesi sa
‘
lyga a /∈ [g1]×H, gautume: kiekvienam j, 0 < j < p, aj /∈ [g1]×H. Tuomet

grupės G pogrupis H ′ =: H× [a] tenkintu
‘
sa

‘
lyga

‘
[g1]∩H ′ = {1} ir jo eilė būtu

‘
|H ′| = |H|p,

kas prieštarautu
‘
pogrupio H parinkimui. Taigi būtinai m > 1. Elemento ap 6= 1 eilė yra

mažesnė už elemento a eile
‘
. Vadinasi, ap ∈ [g1]×H, t. y. egzistuoja tokie j, 1 ≤ j < pn1

ir h ∈ H, kad ap = gj
1h. Šios lygybės abi puses pakėle

‘
pm−1 laipsniu, gauname:

(gj
1h)pm−1

= gjpm−1

1 hpm−1
= apm

= 1,

t. y. gjpm−1

1 = 1 ir hpm−1
= 1. Remdamiesi lygybe gjpm−1

1 = 1, darome ǐsvada
‘
, kad

pn1 | jpm−1, t. y. pn1−m+1 | j. Kadangi n1 −m + 1 > 0, tai p | j. Sakykime, kad j = pj′.
Tuomet lygybe

‘
ap = gj

1h galime perrašyti taip:

apg−j
1 = ap(g−j′

1 )p = (ag−j′

1 )p = h.

Pažymėje
‘

elementa
‘

ag−j′

1 raide h′, gauname: h′ /∈ [g1] × H, h′
p ∈ H. Nagrinėkime

grupės G pogrupi
‘

[h′,H]. Šio pogrupio eilė yra didesnė už pogrupio H eile
‘
. Vadinasi,
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[h′,H]∩ [g1] 6= {1}, t. y. egzistuoja tokie i, j, 0 < i < p, 0 < j < pn1 , h ∈ H, kad h′
i
h = gj

1.
Remdamiesi šia lygybe, darome ǐsvada

‘
, kad h′

i ∈ [g1]×H. Bet h′
p ∈ H ⊂ [g1]×H. Kadangi

skaičiai i ir p tarpusavyje pirminiai, tai egzistuoja tokie u, v ∈ Z, kad 1 = iu+pv. Vadinasi,

h′ = h′
iu+pv = (h′i)u(h′p)v ∈ [g1]×H.

Gavome prieštara
‘
prielaidai, kad [g1] × H 6= G. Vadinasi, G = [g1] × H. Kaip anksčiau

minėjome, teoremos i
‘
rodyma

‘
galima užbaigti matematinės indukcijos metodu. Jei H =

[g2]× . . .× [gr], tai G = [g1]× [g2]× . . .× [gr]. 4

10. 7. Pastaba. Grupės G skaidinio G = [g1] × [g2] × . . . × [gr] cikliniu
‘
pogrupiu

‘

tiesiogine sandauga cikliniai pogrupiai [gj ], 1 ≤ j ≤ r, nėra vienareikšmǐskai apibrėžiami.
Du grupės G skaidiniai cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga gali neturėti nei vieno to

paties ciklinio pogrupio. Išnagrinėkime keleta
‘
pavyzdžiu

‘
.

Pavyzdžiai.

1. Grupė G = {1, a, b, ab| a2 = b2 = 1, ab = ba} yra ǐsskaidoma i
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine

‘

sandauga
‘
taip:

1. G = {1, a| a2 = 1} × {1, b| b2 = 1};
2. G = {1, a| a2 = 1} × {1, ab| (ab)2 = 1};
3. G = {1, b| b2 = 1} × {1, ab| (ab)2 = 1}.

Kaip matome, grupės G skaidiniai cikliniu
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga skiriasi, bet

visuose skaidiniuose tu
‘
pogrupiu

‘
eilės yra lygios skaičiams 2, 2.

2. Imkime grupės G = {aibj | 0 ≤ i, j < 3, a3 = b3 = 1, ab = ba} cikliniu
‘
pogrupiu

‘

tiesiogine sandauga tokius skaidinius:
1. G = {1, a, a2} × {1, b, b2} = [a]× [b];
2. G = {1, ab, a2b2} × {1, ab2, a2b} = [ab]× [a2b]

Kaip matome, šie grupės G skaidiniai cikliniu
‘

pogrupiu
‘

tiesiogine sandauga neturi
bendru

‘
cikliniu

‘
pogrupiu

‘
. Bet ir ši

‘
karta

‘
kiekviename grupės G skaidinyje yra po du

ciklinius pogrupius, kuriu
‘
eilės tiek viename, tiek kitame skaidinyje yra lygios 3 ir 3.

Kaip matome ǐs pavyzdžiu
‘
, baigtinės Abelio p – grupės bet kurie du skaidiniai cikliniu

‘

pogrupiu
‘
tiesiogine sandauga cikliniu

‘
pogrupiu

‘
turi viena

‘
ir ta

‘
pati

‘
skaičiu

‘
ir, be to, cikliniu

‘

pogrupiu
‘
vienos ir tos pačios eilės taip pat turi viena

‘
ir ta

‘
pati

‘
skaičiu

‘
. Kitaip tariant,

baigtinės Abelio p – grupės skaidinio cikliniu
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga vienareikšmǐskai

yra apibrėžiamas cikliniu
‘
pogrupiu

‘
skaičius tame skaidinyje, o šie cikliniai pogrupiai vien-

areikšmǐskai nusakomi tik izomorfizmo tikslumu. Grupiu
‘
teorijos požiūriu to pakanka, kad

galėtume suklasifikuoti baigtines Abelio grupes.

10. 8. Abelio p-grupės skaidinio cikliniu
‘

pogrupiu
‘

tiesiogine sandauga
vienareikšmǐskumas. I

‘
rodėme, kad grupe

‘
G galima ǐsskaidyti i

‘
cikliniu

‘
pogrupiu

‘
[gj ],

1 ≤ j ≤ r, tiesiogine
‘
sandauga

‘
G = [g1][g2] . . . [gr]. Lieka i

‘
rodyti, kad grupės G kiekviename
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skaidinyje cikliniu
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga vienos ir tos pačios eilės cikliniu

‘
pogrupiu

‘

yra vienas ir tas pats skaičius.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad G – Abelio grupė, kurios eilė yra lygi pn. Nagrinėkime

atvaizdi
‘

fp : G → G, fp(g) = gp, g ∈ G.

Šis atvaizdis yra homomorfizmas. Iš tikru
‘
ju

‘
, bet kuriems g1, g2 ∈ G, fp(g1g2) = (g1g2)p =

gp
1gp

2 = fp(g1)fp(g2). Kadangi G yra p-grupė, tai, remdamiesi Koši teorema, gauname,
kad Ker fp 6= {1}, t. y. |Ker fp| = pr, r ≥ 1. Jei |G| = pn, tai kiekvienam g ∈ G,
fn

p (g) = gpn

= 1, t. y. Ker fn
p = G. Sakykime, kad n1 – toks mažiausias teigiamas

sveikasis skaičius, kad Ker fn1
p = G. Sudarykime grupės G pogrupiu

‘
seka

‘
:

G = Ker fn1
p ⊃ Ker fn1−1

p ⊃ . . . ⊃ Ker fp ⊃ Ker f0
p = {1}.

I
‘
dėtys Ker f j−1

p ⊂ Ker f j
p , 1 ≤ j ≤ n1, yra akivaizdžios. I

‘
rodysime, kad Ker f j−1

p 6=
Ker f j

p , 1 ≤ j ≤ n1. Jei kuriam nors j0, 1 ≤ j0 ≤ n1, būtu
‘

Ker f j0−1
p = Ker f j0

p , tai
gautume prieštaravima

‘
skaičiaus n1 parinkimui. Tai i

‘
rodysime.

Akivaizdu, kad G = Ker fn1
p 6= Ker fn1−1

p , nes priešingu atveju vietoje n1 imtume
n1 − 1. Sakykime, kad g ∈ G, bet g 6∈ Ker fn1−1

p , t. y. gpn1 = 1, bet gpn1−1 6= 1.
Lygybe

‘
gpn1 = 1 perrašykime taip: (gpn1−j0 )pj

0 = 1. Remdamiesi šia lygybe, matome, kad
gpn1−j0 ∈ Ker f j0

p . Jei būtu
‘
Ker f j0−1

p = Ker f j0
p , tai gautume (gpn1−j0 )pj0−1

= gpn1−1
= 1,

t. y. gautume prieštara
‘
sa

‘
lygai: elementas gpn1−1 6= 1. Taigi kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n1,

Ker f j−1
p ⊂ Ker f j

p , bet Ker f j−1
p 6= Ker f j

p .
Galime nagrinėti faktorgrupes Ker f j

p/Ker f j−1
p . Pažymėkime |Ker f j

p/Ker f j−1
p | =

pαn1−j+1 , 1 ≤ j ≤ n1. Dabr i
‘
rodysime, kad α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn1 . Tuo tikslu pastebėsime,

kad fp(Ker f j+1
p ) ⊂ Ker f j

p kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n1. Vadinasi, atvaizdis fp generuoja
atvaizdi

‘

(fp)j+1 : Ker f j+1
p /Ker f j

p → Ker f j
p/Ker f j−1

p ,

1 ≤ j ≤ n1 − 1. I
‘
sitikinsime, kad atvaizdžiai (fp)j+1, 1 ≤ j ≤ n1 − 1, yra injektyvūs. Iš

tikru
‘
ju

‘
, jei

(fp)j+1(gKer f j
p) = Ker f j−1

p ,

tai gp ∈ Ker f j−1
p , t. y. (gp)pj−1

= gpj

= 1. Vadinasi, g ∈ Ker f j
p ir gKer f j

p = Ker f j
p .

Taigi αn1−j ≤ αn1−j+1, kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ n1 − 1, arba α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn1 .

Dabar nagrinėkime atveji
‘
, kai grupė G yra cikliniu

‘
pogrupiu

‘
[gj ], 1 ≤ j ≤ r, tiesioginė

sandauga:
G = [g1]× [g2]× . . .× [gr].

Sakykime, kad ciklinio pogrupio [gj ] eilė yra lygi pnj , 1 ≤ j ≤ r, o cikliniai pogrupiai
tiesioginėje sandaugoje ǐsdėstyti tokia tvarka, kad n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nr. Tuomet toks
mažiausias teigiamas sveikasis skaičius m, kad Ker fm

p = G, yra lygus skaičiui n1. Iš
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tikru
‘
ju

‘
. Kadangi grupė G yra cikliniu

‘
pogrupiu

‘
[gj ], 1 ≤ j ≤ r, tiesioginė sandauga,

tai kiekvienas grupės G elementas g vienareikšmǐskai yra užrašomas g = ga1
1 ga2

2 . . . gar
r ,

0 ≤ aj < pnj , 1 ≤ j ≤ r. Remdamiesi šia lygybe, matome, kad gn1 = 1. Gauname, kad
m ≤ n1. Jei m < n1, tai gm

1 6= 1. Vadinasi, m = n1.
Sakykime, kad

n1 = . . . = nj1 > nj1+1 = . . . = nj2 > . . . > njs−1+1

= . . . = njs
> njs+1 = . . . = njs+1 > . . . > njt+1 = . . . = nr,

o nt+1 = r. Jei njs ≥ m > njs+1, tai

|Ker fm
p /Ker fm−1

p | = pjs ,

o
|Ker f

njs+1
p /Ker f

njs+1−1
p | = pjs+1 ,

1 ≤ s ≤ t. Tai i
‘
rodysime. Visu

‘
pirmiausia, teigiame, kad

Ker fm
p = [gp

nj1
−m

1 ]× . . .× [gp
nj1

−m

j1
]× . . .× [gpnjs

−m

js−1+1 ]× . . .× [gpnjs
−m

js
],

o

Ker fm−1
p = [gp

nj1
−m+1

1 ]× . . .× [gp
nj1

−m+1

j1
]× . . .× [gpnjs

−m+1

js−1+1 ]× . . .× [gpnjs
−m+1

js
],

1 ≤ s ≤ t. I
‘
rodysime pirma

‘
ja

‘
ǐs šiu

‘
lygybiu

‘
. Akivaizdu, kad

[gp
nj1

−m

1 ]× . . .× [gp
nj1

−m

j1
]× . . .× [gpnjs

−m

js−1+1 ]× . . .× [gpnjs
−m

js
] ⊂ Ker fm

p ,

1 ≤ s ≤ t. Sakykime,
g = ga1

1 ga2
2 . . . g

aj1
j1

. . . g
ajs
js

g
ajs+1
js+1 . . . gar

r

ir g ∈ Ker fm
p . Tuomet

gpm

= ga1pm

1 ga2pm

2 . . . g
aj1pm

j1
. . . g

ajspm

js
= 1,

t. y. ga1pm

1 = 1, ga2pm

2 = 1, . . ., g
aj1pm

j1
= 1, . . . g

ajspm

js
= 1. Remdamiesi šiomis kygybėmis,

matome, kad pn1 | a1p
m, pn2 | a2p

m, . . ., pnj1 | aj1p
m, . . . pnjs | ajspm , t. y. pn1−m | a1,

pn2−m | a2, . . ., pnj1−m | aj1 , . . . pnjs−m | ajs
. Prisimine

‘
, kad

n1 = . . . = nj1 > nj1+1 = . . . = nj2 > . . . > njs−1+1

= . . . = njs
> njs+1 = . . . = njs+1 > . . . > njt+1 = . . . = nr,

o nt+1 = r, gauname, kad g ∈ Ker fm
p .

Akivaizdu, kad |Ker fp| = pr.

95



Kaip matome, skaičius n1 vienareikšmǐskai yra apibrėžiamas sa
‘
lyga: n1 – toks mažiau-

sias teigiamas sveikasis skaičius, kad Ker fn1
p = G. Po to vienareikšmǐskai yra apibrėžiami

skaičiai njs+1, 1 ≤ s ≤ t: tik kai m = njs+1, 1 ≤ s ≤ t, faktorgrupiu
‘
Ker fm

p /Ker fm−1
p ,

1 ≤ m ≤ n1, eilė padidėja. Taip pat vienareikšmǐskai yra apibrėžiami skaičiai j1, j2,. . ., jt

ir r: kaip matėme
|Ker fm

p /Ker fm−1
p | = pjs ,

kai njs+1 < m ≤ njs
ir

|Ker f
njs+1
p /Ker f

njs+1−1
p | = pjs+1 ,

|Ker fp| = pr, 1 ≤ s ≤ t.
Taigi, jei grupė G yra cikliniu

‘
pogrupiu

‘
tiesioginė sandauga

G = [g1]× [g2]× . . .× [gr],

|[gi]| = pni , 1 ≤ i ≤ r, ir

n1 = . . . = nj1 > nj1+1 = . . . = nj2 > . . . > njs−1+1

= . . . = njs > njs+1 = . . . = njs+1 > . . . > njt+1 = . . . = nr,

nt+1 = r, tai grupės G terminais vienareikšmǐskai yra apibrėžiamas ciklimniu
‘

pogrupiu
‘

skaičius r ir vienareikšmǐskai yra apibrėžiamos šiu
‘
cikliniu

‘
pogrupiu

‘
eilės ni, 1 ≤ i ≤ r. 4

10. 9. Apibrėžimas. Jei baigtinė Abelio p-grupė G yra cikliniu
‘

pogrupiu
‘

[gj ],
1 ≤ j ≤ r, kuriu

‘
eilės atitinkamai yra lygios pnj , 1 ≤ j ≤ r, tiesioginė sandauga

G = [g1]× [g2]× . . .× [gr],

tai skaičiai n1, n2, . . ., nr yra vadinami grupės G invariantais. Ciklinius pogrupius tiesio-
ginėje sandaugoje galima surašyti tokia tvarka, kad grupės G invariantai tenkintu

‘
sa

‘
lyga

‘
:

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nr.

10. 10. Teorema Baigtinės Abelio p-grupės G ir H yra izomorfinės tada ir tik tada,
kai ju

‘
invariantai yra lygūs.

Akivaizdu, jei baigtinės Abelio p-grupės G ir H yra izomorfinės, tai ju
‘
invariantai yra

lygūs.
Sakykime, baigtiniu

‘
Abelio p-grupiu

‘
G ir H invariantai yra n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nr.

Tuomet grupės G ir H yra ǐsskaidomos cikliniu
‘
pogrupiu

‘
tiesiogine sandauga:

G = [g1]× [g2]× . . .× [gr]

ir
H = [h1]× [h2]× . . .× [hr].
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Cikliniu
‘
pogrupiu

‘
[g1] ir [h1], [g2] ir [h2], . . ., [gr] ir [hr] eilės yra lygios pn1 , pn2 , . . ., pnr .

Apibrėžkime atvaizdi
‘

f : G → H, f(ga1
1 ga2

2 . . . gar
r ) = ha1

1 ha2
2 . . . har

r , 0 ≤ aj < pnj , 1 ≤ j ≤ r.

Akivaizdu, kad f yra izomorfizmas. 4

11. Simetrinė grupė

11. 1. Sakykime, Nn =: {1, 2, . . . , n}. Nagrinėkime visu
‘

bijekciju
‘

σ : Nn → Nn

aibe
‘

Sn. Bijekcija σ : Nn → Nn dažnai yra vadinama aibės Nn elementu
‘

keitiniu arba
perstatiniu. Kadangi dvieju

‘
bijekciju

‘
σ, τ ∈ Sn kompozicija τ ◦ σ yra bijekcija, tai galima

apibrėžti aibės Sn elementu
‘
kompozicijos dėsni

‘
◦:

◦ : Sn × Sn → Sn, (σ, τ) 7→ τ ◦ σ, σ, τ ∈ Sn.

Priminsime, kad dvieju
‘
atvaizdžiu

‘
σ, τ ∈ Sn kompozicija τ ◦ σ apibrėžiama taip:

(τ ◦ σ)(j) =: τ(σ(j)), j ∈ Nn.

Aibė Sn kompozicijos dėsnio ◦ atžvilgiu yra grupė, nes
1. Kompozicijos dėsnis ◦ yra asociatuvus;
2. Sn 3 id – neutralus elementas ◦ atžvilgiu (grupės vienetas);
3. Kiekvienam σ ∈ Sn egzistuoja σ−1 ∈ Sn ir σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = id (σ−1 –

atvirkštinis elementas elementui σ).

Apibrėžimas. Grupė (Sn, ◦) yra vadinama n-ojo laipsnio simetrine grupe. Jos eilė
yra lygi n!.

11. 2. Bijekcija
‘
σ : Nn → Nn galima pavaizduoti lentele(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
;

pirmoje lentelės eilutėje bet kuria tvarka surašant visus aibės Nn elementus (duotoje
lentelėje aibės Nn elementai surašyti natūralia tvarka), o antroje lentelės eilutėje po kiek-
vienu pirmos eilutės elementu j parašant jo vaizda

‘
σ(j). Kadangi σ – bijekcija, tai σ(1),

σ(2), . . ., σ(n), – visi tarpusavy skirtingi elementai. Pabrėžiame, kad lentelės pirmoje
eilutėje aibės Nn elementu

‘
tvarka nesvarbi, bet svarbu, kas parašyta po kiekvienu pirmos

eilutės elementu! Jei bijekcijos σ, τ ∈ Sn pavaizduojamos lentelėmis(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

(
1 2 . . . n

τ(1) τ(2) . . . τ(n)

)
,
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tai bijekcija τ ◦ σ pavaizduojama lentele(
1 2 . . . n

τ(σ(1)) τ(σ(2)) . . . τ(σ(n))

)
.

11. 3. Sakykime, σ yra grupės Sn elementas. Grupės Sn elementa
‘

σ ◦ σ ◦ . . . ◦ σ︸ ︷︷ ︸
m

žymėsime σm. σm – tai grupės Sn elemento σ m-asis laipsnis. Kadangi grupė Sn baigtinė,
tai kiekvieno grupės Sn elemento eilė yra baigtinė, t. y., jei σ ∈ Sn, tai egzistuoja toks
mažiausias teigiamas sveikasis skaičius r, kad σr = id, σj 6= id, jei 0 < j < r. Elemento
σ ∈ Sn, kurio eilė yra lygi r, laipsniai {id, σ, σ2, . . . , σr−1} sudaro grupės Sn ciklini

‘
pogrupi

‘

[σ].

Apibrėžimas. Elementas σ ∈ Sn yra vadinamas ciklu ir žymimas (j1 j2 . . . jr),
jei j1, j2, . . ., jr – tarpusavy skirtingi aibės Nn elementai, σ(j1) = j2, . . ., σ(jr−1) = jr,
σ(jr) = j1, o kiekvienam aibės Nn elementui j 6∈ {j1, j2, . . . , jr}, σ(j) = j. Skaičius r yra
vadinamas ciklo (j1 j2 . . . jr) ilgiu. Dažnai ilgio r ciklas yra vadinamas r-ciklu. Ciklai
(i; j) (ju

‘
ilgis lygus 2) yra vadinami transpozicijomis.

Pastabos.

1. Bet kuriems tarpusavy skirtingiems skaičiams j1, j2, . . ., jr, priklausantiems aibei
Nn, apibrėžkime atvaizdi

‘
σ : Nn → Nn toki

‘
, kad σ(j1) = j2, σ(j2) = j3, . . ., σ(jr−1) = jr,

σ(jr) = j1, o kiekvienam elementui j ∈ Nn \ {j1, j2, . . . , jr}, σ(j) = j. Akivaizdu, kad šis
atvaizdis yra ilgio r ciklas (j1 j2 . . . jr).

2. Remiantis ciklo apibrėžimu, akivaizdu, kad (j1 j2 . . . jr) = (jr j1 . . . jr−1) =
. . . = (j2 j3 . . . j1). r ilgio ciklo (j1 j2 . . . jr) eilė yra lygi r.

Apibrėžimas. Ciklai (i1 i2 . . . is) ir (j1 j2 . . . jr) yra vadinami nepriklausomais, jei

{i1, 2, . . . , is} ∩ {j1, j2, . . . , jr} = ∅.

Teiginys. Grupės Sn nepriklausomi ciklai yra perstatomi.

I
‘
rodymas. I

‘
rodymas akivaizdus.

11. 4. Kiekvienam grupės Sn elementui σ apibrėžkime aibėje Nn ekvivalentumo
sa

‘
ryši

‘
∼
σ
: i∼

σ
j, jei egzistuoja toks elemento σ sveikasis laipsnis σm, kad σm(i) = j.

Apibrėžimas. Aibės Nn elementu
‘
ekvivalentumo klasės pagal ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘

∼
σ

yra vadinamos elemento σ orbitomis.

Elemento σ ∈ Sn orbita, kuriai priklauso aibės Nn elementas j, sudaryta ǐs elementu
‘
j,

σ(j), σ2(j), . . ., σp−1(j), čia p – toks mažiausias teigiamas sveikasis skaičius, kad σp(j) = j.
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Apibrėžimas. Jei elemento σ ∈ Sn orbita sudaryta ǐs vieno aibės Nn elemento j (t.
y. σ(j) = j), tai j yra vadinamas σ-nejudamu elementu.

Dabar cikla
‘
galime apibūdinti ir kitaip. Grupės Sn elementas σ yra ciklas, jei elemento

σ visos orbitos, ǐsskyrus viena
‘
, sudarytos ǐs aibės Nn σ-nejudamu

‘
elementu

‘
.

Teiginys. Jei neatsižvelgtume i
‘
dauginamu

‘
ju

‘
tvarka

‘
, tai kiekvienas grupės Sn ele-

mentas vienareikšmǐskai užrašomas nepriklausomu
‘
ciklu

‘
sandauga.

I
‘
rodymas. Sakykime, σ ∈ Sn, o X1, X2, . . ., Xt – elemento σ orbitos. Taigi Xi∩Xj =

∅, jei i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ t, X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xt = Nn. Apibrėžkime atvaizdžius σi : Nn → Nn,
1 ≤ i ≤ t:

σi(j) =
{

σ(j), jei j ∈ Xi

j, jei j ∈ Nn \Xi
.

Remdamiesi atvaizdžiu
‘
σi, 1 ≤ i ≤ t, apibrėžimu, matome, kad kiekvienam i, 1 ≤ i ≤ t,

σi – ciklai. I
‘
rodysime, kad σ = σ1 ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σt. Tuo tikslu i

‘
sikinsime, kad kiekvienam

j ∈ Nn, σ(j) = (σ1 ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σt)(j). Kadangi j ∈ Nn = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xt ir bet
kurios skirtingos elemento σ orbitos neturi bendru

‘
elementu

‘
, tai egzistuoja toks vienintelis

indeksas i, 1 ≤ i ≤ t, kad j ∈ Xi. Tuomet

(σ1 ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σt)(j) = σi(j) = σ(j).4

Pastabos.

1. Grupės Sn vienetas id nepriklausomu
‘

ciklu
‘

sandauga yra užrašomas taip: id =
(1)(2) . . . (n). Grupės Sn elementu

‘
ǐsraǐskose ciklais ilgio 1 ciklus sutarkime praleisti, o

vietoje id sutarkime rašyti (1).

2. Sutarkime tarp ciklu
‘
nerašyti grupės Sn elementu

‘
kompozicijos dėsnio ženklo ◦.

11.5. Kiekvienas ciklas (j1 j2 . . . jr) gali būti užrašomas transpoziciju
‘
sadauga:

(j1 j2 . . . jr) = (j1 jr)(j1 jr−1) . . . (j1 j2).

Ciklai transpoziciju
‘
sandauga užrašomi nevienareikšmǐskai. Pavyzdžiui, grupės Sn, n ≥

3, cikla
‘

(1 2 3) galime ǐsskaidyti transpoziciju
‘

sandauga taip: (1 2 3) = (1 3)(1 2) =
(1 2)(2 3) = (2 3)(1 3) = (2 3)(1 2)(1 3)(2 3). Be to, kaip matome, ciklo skirtinguose
skaidiniuose transpozicijomis gali būti skirtingi [?] dauginamu

‘
ju

‘
skaičiai.

Išvada. Kiekvienas grupės Sn elementas yra ǐsskaidomas transpoziciju
‘

sandauga.
Grupės Sn transpozicijos yra šios grupės sudaromosios.

11. 6. Nors grupės Sn elemento skirtinguose skaidiniuose transpozicijomis dau-
ginamu

‘
ju

‘
skaičiai gali būti ir skirtingi, bet dauginamu

‘
ju

‘
skaičiaus lyginumas grupės Sn

elemento kiekviename skaidinyje transpozicijomis yra vienas ir tas pats.
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Apibrėžkime skaičiu
‘
A =

∏
1≤i<j≤n

(j − i). Bet kuriam σ ∈ Sn apibrėžkime σ(A) =:∏
1≤i<j≤n

(σ(j) − σ(i)). Skaičiai A ir σ(A) skiriasi daugikliu ±1. Apibrėžkime atvaizdi
‘

sgn : Sn → {1,−1} taip: σ(A) = sgn(σ)A, σ ∈ Sn. Atvaizdis sgn yra homomorfizmas. Iš
tikru

‘
ju

‘
: jei σ, τ ∈ Sn, tai

sgn(σ ◦ τ)A = (σ ◦ τ)(A) = σ(τ(A)) = sgn(τ)σ(A) = sgn(τ)sgn(σ)A,

t. y. sgn(σ ◦ τ) = sgn(τ)sgn(σ).

Teiginys. Kiekvienai transpozicijai (i j) ∈ Sn sgn((i j)) = −1.

I
‘
rodymas. Nesunku matyti, kad sgn((1 2)) = −1. Iš tikru

‘
ju

‘
, skaičius (1 2)(A)

yra gaunamas pakeičiant skaičiaus A tik šiuos daugiklius 2 − 1, 3 − 1, . . ., n − 1, 3 − 2,
4 − 2, . . ., n − 2 daugikliais 1 − 2, 3 − 2, . . ., n − 2, 3 − 1, 4 − 1, . . ., n − 1. Taigi homo-
morfizmas sgn : Sn → {1,−1} yra siurjektyvus. Vadinasi, šio homomorfizmo branduolys
Ker sgn, žymimas An, yra grupės Sn indekso 2 pogrupis. Kaip žinome, grupės indekso
2 pogrupis yra normalusis pogrupis. I

‘
rodysime, kad nei viena transpozicija nepriklauso

pogrupiui An. Jei transpozicija (i j) ∈ Sn priklausytu
‘

normaliajam pogrupiui An, tai
ir transpozicija (1 2) priklausytu

‘
pogrupiui An. Iš tikru

‘
ju

‘
, tai gautume remdamiesi ly-

gybe (1 2) = (2 j)(1 i)︸ ︷︷ ︸(i j) (1 i)(2 j)︸ ︷︷ ︸, nes elementai, pažymėtieji riestiniais skliaustais, yra

vienas kitam atvirkštiniai. Bet, kaip matėme, transpozicija (1 2) nepriklauso normalia-
jam pogrpiui An, vadinasi, grupės Sn normaliajam pogrupiui An nepriklauso nei viena
transpozicija (i; j) ∈ Sn. 4

Išvada. Jei grupės Sn elementas σ yra užrašomas transpoziciju
‘

sandaugomis σ =
(i1 j1)(i2 j2) . . . (ir jr) = (l1 m1)(l2 m2) . . . (ls ms), tai r ≡ s(mod2).

I
‘
rodymas. sgn(σ) = (−1)r = (−1)s. Taigi gauname r ≡ s(mod2). 4

Apibrėžimas. Grupės Sn elementas σ yra vadinamas lyginiu (nelyginiu), jei sgn(σ) =
1 (sgn(σ) = −1).

11. 7. Grupėje Sn yra n!/2 lyginiu
‘
ir tiek pat nelyginiu

‘
elementu

‘
. Lyginio elemento

bet kuriame skaidinyje transpozicijomis yra lyginis dauginamu
‘
ju

‘
skaičius, o nelyginio ele-

mento bet kuriame skaidinyje transpozicijomis – nelyginis dauginamu
‘
ju

‘
skaičius. Nelyginio

ilgio ciklas yra lyginis elementas, o lyginio ilgio ciklas yra nelyginis elementas. Tai gauname
remdamiesi šia lygybe:

(j1 j2 . . . jr) = (j1 jr)(j1 jr−1) . . . (j1 j2).

Teiginys. Grupe
‘

Sn generuoja transpozicijos (1 2), (1 3), . . ., (1 n), o grupės Sn

normalu
‘
ji
‘
pogrupi

‘
An generuoja 3-ciklai (1 i j), 1 ≤ i < j ≤ n.
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I
‘
rodymas. Grupe

‘
Sn generuoja transpozicijos (i j), 1 ≤ i < j ≤ n. Kadangi bet

kuriems i, j, 1 ≤ i < j ≤ n, (i j) = (1 i)(1 j)(1 i), tai, kaip matome, grupe
‘
Sn generuoja

transpozicijos (1 2), (1 3), . . ., (1 n).
Grupės Sn normalu

‘
ji
‘

pogrupi
‘

An = Ker sgn generuoja transpoziciju
‘

sandaugos
(i j)(l m), 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ l < m ≤ n. Pastebėje

‘
, kad (1 i)(1 j) = (1 j i),

1 ≤ i, j ≤ n, galime parašyti:

(i j)(l m) = (1 i)(1 j)(1 i)(1 l)(1 m)(1 l) = (1 j i)(1 l i)(1 l m).

Kaip matome, grupės Sn normalu
‘
ji
‘
pogrupi

‘
An generuoja 3-ciklai (1 i j), 1 ≤ i < j ≤ n.

4

12. Simetrinės grupės sujungtiniu
‘
elementu

‘
klasės

12. 1. Apibrėžimas. Grupės Sn elementai x ir y yra vadinami sujungtiniais,
jei egzistuoja toks grupės Sn elementas σ, kad y = σxσ−1. Tarp grupės Sn sujungtiniu

‘

elementu
‘
x ir y sutarkime rašyti ženkla

‘
∼: x ∼ y.

Teiginys. Sa
‘
ryšis ∼ yra ekvivalentumo sa

‘
ryšis grupėje Sn.

I
‘
rodymas. I

‘
sitikinsime, kad sa

‘
ryšis ∼ tenkina ekvivalentumo sa

‘
ryšio apibrėžimo tris

sa
‘
lygas.

1. Kiekvienam x ∈ Sn, x ∼ x, nes x = (1)x(1) ((1) – grupės Sn vienetas);
2. Jei x ∼ y, t. y. egzistuoja toks σ ∈ Sn, kad y = σxσ−1, tai ir y ∼ x, nes

x = σ−1yσ = σ−1y(σ−1)−1;
3. Jei x ∼ y, y ∼ z, tai ir x ∼ z. Iš tikru

‘
ju

‘
, kadangi egzistuoja tokie σ, τ ∈ Sn, kad

z = τyτ−1, y = σxσ−1, tai z = τσxσ−1τ−1 = τσx(τσ)−1.

Apibrėžimas. Elemento x ∈ Sn ekvivalentumo klasė pagal ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
∼

yra vadinama elementui x sujungtiniu
‘
elementu

‘
klase.

12. 2. Apibrėžkime grupės Sn poaibi
‘
Kx, sudaryta

‘
ǐs visu

‘
tokiu

‘
elementu

‘
σ, kurie

yra perstatomi su elementu x ∈ Sn: Kx =: {σ ∈ Sn| σx = xσ}.

Teiginys. Kiekvienam grupės Sn elementui x grupės Sn poaibis Kx yra grupės Sn

pogrupis.

I
‘
rodymas. Visu

‘
pirma pastebėsime, jei τ yra perstatomas su x, tai ir τ−1 yra per-

statomas su x. Iš tikru
‘
ju

‘
, lygybė τx = xτ yra ekvivalenti lygybei xτ−1 = τ−1x.

Sakykime, σ, τ ∈ Kx. Tuomet

(στ−1)x = σxτ−1 = x(στ−1).

Vadinasi, jei σ, τ ∈ Kx, tai στ−1 ∈ Kx. Taigi Kx yra grupės Sn pogrupis. 4

Apibrėžimas. Kx yra vadinamas grupės Sn elemento stacionariuoju pogrupiu.
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Teiginys. Grupės Sn elementui x sujungtiniu
‘
elementu

‘
klasės elementu

‘
skaičius yra

lygus elemento x stacionariojo pogrupio Kx indeksui grupėje Sn.

I
‘
rodymas. Sakykime, {x1, x2, . . . , xr} – elementui x = x1 sujungtiniu

‘
elementu

‘

klasė, g1 = (1), g2, . . ., gr – grupės Sn tokie elementai, kad x1 = g1x1g
−1
1 , x2 = g2x1g

−1
2 ,

. . ., xr = grx1g
−1
r .

Kiekvienam h ∈ Sn egzistuoja vienintelis toks j, 1 ≤ j ≤ r, kad hx1h
−1 = xj .

Taigi hx1h
−1 = gjx1g

−1
j . Šia

‘
lygybe

‘
ǐs kairės padaugine

‘
ǐs g−1

j , o ǐs dešinės – ǐs gj ,
gauname: g−1

j hx1h
−1gj = x1 arba g−1

j hx1(g−1
j h)−1 = x1. Vadinasi, g−1

j h ∈ Kx arba
h ∈ gjKx. Ir atvirkščiai, jei h ∈ gjKx, tai g−1

j h ∈ Kx. Tuomet g−1
j hx1(g−1

j h)−1 = x1 arba
hx1h

−1 = gjx1g
−1
j = xj .

Kaip matome, kiekviena
‘
kairia

‘
ja

‘
pogrupio Kx gretutine

‘
klase

‘
gjKx, 1 ≤ j ≤ r, atitinka

elementui x = x1 sujungtinis elementas xj = hx1h
−1, h ∈ gjKx, 1 ≤ j ≤ r. Kadangi

Sn =
r⋃

j=1

gjKx, tai teoremos i
‘
rodymas baigtas. 4

12. 3. Apibrėžimas. Nedidėjanti sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
seka λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥ λs ≥ 0

yra vadinama skaičiaus n ∈ N skaidiniu, jei
∑
j≥1

λj = n. Skaičiaus n visu
‘
skaidiniu

‘
skaičius

yra žymimas p(n).

Pavyzdžiui, skaičiaus 7 skaidiniai yra šie:

7 ; 3 2 2 ;
6 1 ; 3 2 1 1 ;
5 2 ; 3 1 1 1 1 ;
5 1 1 ; 2 2 2 1 ;
4 3 ; 2 2 1 1 1 ;
4 2 1 ; 2 1 1 1 1 1 ;
4 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 .
3 3 1 ;

Taigi p(7) = 15.

Skaičiaus n ∈ N skaidini
‘

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥ λm ≥ 0 yra susitarta užrašyti
trumpiau. Sakykime,

λ1 = λ2 = . . . = λs1 > λs1+1 = . . . = λs1+s2 > . . .

> λs1+s2+...+sr−1+1 = . . . = λs1+s2+...+sr−1+sr .

Pažymėje
‘
λ1 = µ1, λs1+1 = µ2, . . ., λs1+s2+...+sr−1+1 = µr, anksčiau nurodyta

‘
skaičiaus n

skaidini
‘
galime užrašyti taip:

(µ(s1)
1 , µ

(s2)
2 , . . . , µ(sr)

r ), µ1 > µ2 > . . . > µr,
r∑

j=1

sjµj = n.
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Skaičiaus n skaidini
‘

(µ(s1)
1 , µ

(s2)
2 , . . . , µ

(sr)
r ), čia µ1 > µ2 > . . . > µr,

r∑
j=1

sjµj = n,

trumpumo dėlei pažymėkime µ̂.

12. 4. Kiekvienas grupės Sn elementas σ yra ǐsskaidomas i
‘

nepriklausomu
‘

ciklu
‘

sandauga
‘
σ = σ1σ2 . . . σm. I

‘
grupės Sn elemento sandauga

‘
nepriklausomais ciklais, kaip

susitarta, nei
‘
rašomi ciklai, kuriu

‘
ilgis lygus 1. Kadangi nepriklausomi ciklai yra perstatomi,

tai sakykime, kad σ1, σ2, . . ., σm šiame skaidinyje yra ǐsdėstyti ju
‘
ilgiu

‘
nedidėjimo tvarka.

Suraše
‘
šiu

‘
ciklu

‘
ilgius ir priraše

‘
tiek vienetu

‘
, kiek elemento σ skaidinyje praleista ilgio 1

ciklu
‘
, gauname skaičiaus n skaidini

‘
:

(λ(s1)
1 , λ

(s2)
2 , . . . , λ(sr)

r );

čia λ1 > λ2 > . . . > λr ≥ 1.

Taigi kiekviena
‘
grupės Sn elementa

‘
σ atitinka skaičiaus n skaidinys

λ̂ = (λ(s1)
1 , λ

(s2)
2 , . . . , λ(sr)

r ), ;λ1 > λ2 > . . . > λr;

čia s1 – ilgio λ1 ciklu
‘
, s2 – ilgio λ2 ciklu

‘
ir t. t. skaičiai elemento σ skaidinyje nepriklau-

somais ciklais, i
‘
skaitant ir praleistu

‘
ilgio 1 ciklu

‘
ilgius.

Apibrėžimas. Jei grupės Sn elementa
‘
σ atitinka skaičiaus n skaidinys λ̂, tai σ yra

vadinamas ciklinio tipo λ̂ elementas.

Pratimas. Sakykime,

λ̂ = (λ(s1)
1 , λ

(s2)
2 , . . . , λ(sr)

r ),

čia λ1 > λ2 > . . . > λr ≥ 1, skaičiaus n skaidinys (t. y.
r∑

j=1

sjλj = n). I
‘
rodykite, kad

grupėje Sn yra
n!

λs1
1 λs2

2 . . . λsr
r s1!s2! . . . sr!

elementu
‘
ciklinio tipo λ̂.

12. 5. Teiginys. Grupės Sn ciklui (j1 j2 . . . jr) sujungtinis elementas

π(j1 j2 . . . jr)π−1, π ∈ Sn,

yra ciklas (π(j1) π(j2) . . . π(jr)) (čia π(j) – bijekcijos π : Nn → Nn reikšmė taške j ∈ Nn).

I
‘
rodymas. Bijekcija α = π(j1 j2 . . . jr)π−1 aibės Nn elementa

‘
π(ji) perveda i

‘

π(ji+1), 1 ≤ i ≤ r − 1, elementa
‘
π(jr) – i

‘
π(j1), o elementai

π(l) ∈ Nn \ {π(j1), π(j2), . . . , π(jr)}
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yra α-nejudami. 4

Teiginys. Grupės Sn elementai σ ir τ yra sujungtiniai tada ir tik tada, kai ju
‘
cikliniai

tipai sutampa.

I
‘
rodymas. Jei elementai σ ir τ yra sujungtiniai, tai egzistuoja toks π ∈ Sn, kad

σ = πτπ−1. Sakykime, τ = τ1τ2 . . . τm, čia nepriklausomi ciklai surašyti ju
‘
ilgiu

‘
nedidėjimo

tvarka. Tuomet
σ = πτπ−1 = (πτ1π

−1)(πτ2π
−1) . . . (πτmπ−1).

Lieka pastebėti, kad ciklui τj sujungtinis elementas πτjπ
−1 yra ciklas tokio pat ilgio kaip

ir ciklas τj , 1 ≤ j ≤ m. Vadinasi, grupės Sn sujungtiniai elementai yra to paties ciklinio
tipo.

Sakykime, grupės Sn elementai σ ir τ yra to paties ciklinio tipo

λ̂ = (λ(s1)
1 , λ

(s2)
2 , . . . , λ(sr)

r ),

čia λ1 > λ2 > . . . > λr ≥ 1,
r∑

j=1

sjλj = n. Užrašykime elementus σ ir τ nepriklausomu
‘

ciklu
‘
sandaugomis, i

‘
skaitant ir ilgio 1 ciklus, surašydami ciklus ju

‘
ilgiu

‘
nedidėjimo tvarka.

Tuomet paraše
‘

elementa
‘

σ po elementu τ taip, kad atitinkamo ilgio ciklai būtu
‘

vienas
po kitu ir praleide

‘
ciklu

‘
skliaustelius, gauname bijekcija

‘
π : Nn → Nn. Akivaizdu, kad

σ = πτπ−1. 4

Pavyzdys.

1. Imkime grupės S8 elementus σ = (1 3 7)(2 8 5 4) ir τ = (2 6 5)(4 1 7 8). Šiu
‘

elementu
‘
cikliniai tipai sutampa. Vadinasi, šie elementai yra sujungtiniai, t. y. egzistuoja

toks elementas π, kad σ = πτπ−1. Remdamiesi teoremos i
‘
rodymu, gauname:

π =
(

4 1 7 8 2 6 5 3
2 8 5 4 1 3 7 6

)
= (1 8 4 2)(3 6)(5 7).

Iš tikru
‘
ju

‘
,

πτπ−1 = (1 8 4 2)(3 6)(5 7)(2 6 5)(4 1 7 8)(1 2 4 8)(3 6)(5 7) = (1 3 7)(2 8 5 4).

Pastebėsime, kad egzistuoja ne vienas toks elementas π, kad σ = πτπ−1. Pavyzdžiui, jei
imtume

π2 =
(

4 1 7 8 2 6 5 3
8 5 4 2 1 3 7 6

)
= (1 5 7 4 8 2)(3 6),

tai σ = π2τπ−1
2 . Iš tikru

‘
ju

‘
,

(1 5 7 4 8 2)(3 6)(2 6 5)(4 1 7 8)(1 2 8 4 7 5)(3 6) = (1 3 7)(2 8 5 4).
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I
‘
rodykite, kad egzistuoja 12 tokiu

‘
elementu

‘
π ∈ S8, kad σ = πτπ−1 ir nurodykite juos.

Pratimai.

1. Kokia grupės S7 elemento (1 2)(3 4 5) eilė? Kokia elemento (1 2 3)(4 5 6 7) eilė?

2. Sakykime, σ1, σ2, . . ., σm yra nepriklausomi grupės Sn ciklai, kuriu
‘
ilgiai yra lygūs

λ1, λ2, . . ., λm. I
‘
rodykite, kad elemento σ1σ2 . . . σm eilė yra lygi skaičiu

‘
λ1, λ2, . . ., λm

mažiausiam bendrajam kartotiniui.

3. Raskite grupėje S7 didžiausios eilės elementa
‘
. Kiek grupėje S7 yra didžiausios eilės

elementu
‘
? Kokia šiu

‘
elementu

‘
eilė?

4. Raskite grupėje S8 didžiausios eilės elementa
‘
. Kiek grupėje S8 yra didžiausios eilės

elementu
‘
? Kokia šiu

‘
elementu

‘
eilė?

5. Raskite grupės S7 elemento (1 2)(3 4 5) stacionaru
‘
ji
‘
pogrupi

‘
. Kokia šio pogrupio

eilė? Kiek elementu
‘
turi elementui (1 2)(3 4 5) sujungtiniu

‘
elementu

‘
klasė.

6. I
‘
rodykite, kad grupėje Sn yra n!

l(n−l)! ilgio l (l ≤ n) ciklu
‘
.

13. Sylovo teoremos

13. 1. Nagrinėkime grupe
‘
G, kurios eilė yra lygi n. Sakykime, skaičiaus n kanoninis

skaidinys pirminiais skaičiais yra n =
s∏

j=1

p
aj

j . Ka
‘
galime pasakyti apie grupės G pogrupius,

žinodami grupės eilės kanonini
‘
skaidini

‘
pirminiais skaičiais? Anksčiau i

‘
rodėme (Koši teo-

rema), jei grupės G eile
‘
n dalija pirminis skaičius p, tai egzistuoja grupės G elementas, kurio

eilė yra lygi p. Kiekvienas grupės G p eilės elementas g generuoja grupės G p eilės ciklini
‘

pogrupi
‘

[g]. Anksčiau, nagrinėdami pavyzdžius, i
‘
sitikinome, kad ne kiekvienam grupės

eilės n dalikliui d egzistuoja grupės d eilės elementas. Bendruoju atveju i
‘

ši
‘

klausima
‘

atsako trys Sylovo teoremos, kurias šiame skyrelyje suformuluosime ir i
‘
rodysime.

Pirmoji Sylovo teorema. Jei pirminio skaičiaus p laipsnis pr dalija grupės G eile
‘

n, tai egzistuoja grupės G pr eilės pogrupis.

Apibrėžimas. Sakykime, grupės G eilė yra lygi n, p – pirminis skaičius. Jei pa | n,
pa+1 6 |n, tai grupės G pa eilės pogrupis yra vadinamas grupės G Sylovo p-pogrupiu.

Išvada. Jei pirminis skaičius p dalija grupės G eile
‘
n, tai egzistuoja bent vienas grupės

G Sylovo p-pogrupis.

Antroji Sylovo teorema. Bet kurie baigtinės grupės G Sylovo p-pogrupiai yra
sujungtiniai.

Trečioji Sylovo teorema. Sakykime, grupės G eilė yra lygi n, p – pirminis skaičius
dalija skaičiu

‘
n. Grupės G Sylovo p-pogrupiu

‘
skaičius l tenkina sa

‘
lygas:

i)l ≡ 1(modp);
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ii)l|n.

13. 2. Pirmosios Sylovo teoremos i
‘
rodymo planas štai toks. Pirmiausia i

‘
rodysime

pirma
‘
ja

‘
Sylovo teorema

‘
atskiru atveju, pirminiam skaičiui p ir simetrinei grupei Spn . Po to

i
‘
rodysime, kad kiekviena baigtinė grupė G yra izomorfinė simetrinės grupės Spn pogrupiui,
kai n ∈ N yra pakankamai didelis. Pagaliau i

‘
rodysime, jei grupė G yra grupės H pogrupis

ir grupėje H egzistuoja Sylovo p-pogrupis, tai ir grupėje G egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

13. 3. Dabar nagrinėsime pn-ojo laipsnio simetrine
‘

grupe
‘

Spn , čia p – pirminis
skaičius. I

‘
rodysime, kad šioje grupėje egzistuoja Sylovo p-pogrupis. Išsiaǐskinkime, kokia

grupės Spn Sylovo p-pogrupio eilė. Tuo tikslu ǐssiaǐskinkime, koks didžiausias pirminio
skaičiaus p laipsnis dalija grupės Spn eile

‘
pn!.

Kadangi skaičius pn! yra visu
‘
skaičiu

‘
j, 1 ≤ j ≤ pn, sandauga, tai daugikliai, kurie

dalijasi ǐs pirminio skaičiaus p, yra šie: pj, 1 ≤ j ≤ pn−1. Šiu
‘
daugikliu

‘
sandauga yra lygi

ppn−1
pn−1!. Tare

‘
, kad didžiausias pirminio skaičiaus p laipsnis, kuris dalija pn!, n ≥ 1,

yra pt(n), galime parašyti lygybe
‘
: pt(n) = ppn−1+t(n−1), n ≥ 1. Vadinasi, t(n) = pn−1 +

t(n − 1) = . . . = pn−1 + pn−2 + . . . + p + t(1). Kadangi skaičiu
‘

p! dalija tik p1, tai
t(n) = 1 + p + . . . + pn−1 = pn−1

p−1 .

13. 4. Matematinės indukcijos metodu pagal skaičiu
‘
n i

‘
rodysime, kad simetrinėje

grupėje Spn egzistuoja Sylovo p-pogrupis, t. y. pogrupis, kurio eilė yra lygi pt(n) =
ppn−1+pn−2+...+1.

Teorema. Simetrinėje grupėje Spn egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

I
‘
rodymas. Pirmasis žingsnis. Atvejis, kai n = 1 akivaizdus. Grupėje Sp elementas

(1 2 . . . p) generuoja p eilės pogrupi
‘
.

Antrasis žingsnis. Sakykime, kad simetrinėje grupėje Spn−1 egzistuoja Sylovo p-
pogrupis. Šio pogrupio eilė yra lygi pt(n−1) = ppn−2+pn−3+...+1.

Trečiasis žingsnis. I
‘
rodysime, kad ir simetrinėje grupėje Spn egzistuoja Sylovo p-

pogrupis, t. y. pogrupis, kurio eilė yra lygi pt(n) = ppn−1+pn−2+...+1.
Suskirstikime aibės Npn elementus i

‘
p poaibiu

‘
: A0 = {1, 2, . . . , pn−1}, A1 = {pn−1 +

1, pn−1 + 2, . . . , 2pn−1}, . . ., Aj = {jpn−1 + 1, jpn−1 + 2, . . . , (j + 1)pn−1}, . . . , Ap−1 =
{(p − 1)pn−1 + 1, (p − 1)pn−1 + 2, . . . , pn}. Nagrinėkime simetrinės grupės Spn tokius
elementus f : Npn → Npn , kad f(j) = j, kai pn−1 < j ≤ pn. Šie elementai sudaro
grupės Spn pogrupi

‘
H0, izomorfini

‘
grupei Spn−1 . Kitaip tariant, H0 sudaro tik tie aibės

Nn elementu
‘
keitiniai, kurie perstatinėja tik poaibio A0 elementus, tuo tarpu kitu

‘
poaibiu

‘

Aj , 1 ≤ j ≤ p − 1, elementus palieka nejudamus. Pagal indukcine
‘
prielaida

‘
grupėje H0

egzistuoja Sylovo p-pogrupis P0, kurio eilė yra lygi pt(n−1). Imkime simetrinės grupės Spn

elementa
‘

π = (1 pn−1 + 1 2pn−1 + 1 . . . (p− 1)pn−1 + 1) . . .

. . . (j pn−1 + j 2pn−1 + j . . . (p− 1)pn−1 + j) . . .
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. . . (pn−1 2pn−1 3pn−1 . . . pn).

Šis keitinys poaibio A0 elementus perveda i
‘
poaibio A1 elementus, poaibio A1 elementus – i

‘

poaibio A2 elementus ir t. t. ir pagaliau poaibio Ap−1 elementus – i
‘
poaibio A0 elementus.

Kitaip tariant, aibės Nn elementu
‘
keitinys π perstato ciklǐskai poaibius Aj , 0 ≤ j ≤ p− 1.

Elemento eilė yra lygi p. Pastebėsime, kad kiekvienam f ∈ H0, πjfπ−j , 0 ≤ j ≤ p − 1,
tik aibės Aj elementus perstatinėja, o aibės Npn elementus, nepriklausančius poaibiui Aj ,
palieka nejudamus. Vadinasi, grupės Spn pogrupiai Hj =: πjH0π

−j , 0 ≤ j ≤ p − 1 yra
izomorfiniai grupei Spn−1 ir kiekviename pogrupyje Hj egzistuoja Sylovo p-pogrupis Pj =
πjP0π

−j , 0 ≤ j ≤ p−1. Grupės Spn pogrupiu
‘
Hi ir Hj elementai, kai i 6= j, yra perstatomi,

nes šiu
‘
pogrupiu

‘
elementai perstatinėja nesikertančiu

‘
aibiu

‘
Ai ir Aj elementus. Vadinasi,

grupės Spn pogrupis P ′ = P0P1 . . . Pp−1, generuotas pogrupiu
‘
Pj ⊂ Hj , 0 ≤ j ≤ p − 1,

yra izomorfinis tiesioginei sandaugai P0 × P1 × . . . × Pp−1. Taigi pogrupio P ′ eilė yra
lygi pt(n−1)p = pt(n)−1. Kadangi Pj = πjP0π

−j , 0 ≤ j ≤ p − 1, tai πP ′ = P ′π. Vadinasi,
grupės Spn pogrupio P , generuoto ciklinio pogrupio [π] ir P ′, kiekvienas elementas gali būti
vienareikšmǐskai užrašomas taip: πjσ0σ1 . . . σp−1, čia σi ∈ Pi, 0 ≤ i, j ≤ p− 1. Simetrinės
grupės Spn pogrupio P eilė yra lygi pt(n). P ir yra simetrinės grupės Spn ieškomas Sylovo
p-pogrupis. 4

13. 5. Keili teorema. Grupė, kurios eilė yra lygi n, yra izomorfinė simetrinės
grupės Sn pogrupiui.

I
‘
rodymas. Sakykime, grupės G eilė yra lygi n, {g1, g2, . . . , gn} – grupės G elementai.

Grupės G elementui x priskirkime atvaizdi
‘
fx : G → G, fx(gj) = xgj , 1 ≤ j ≤ n. Atvaizdis

fx : G → G yra injektyvus. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei fx(gi) = fx(gj), 1 ≤ i, j ≤ n, tai xgi = xgj arba

gi = gj (priminsime, kad grupėje galima prastinti tiek ǐs kairės, tiek ǐs dešinės). Vadinasi,
atvaizdis fx : G → G yra aibės G elementu

‘
keitinys, t. y. fx ∈ Sn. Taigi apibrėžtas

atvaizdis f : G → Sn, x 7→ fx, x ∈ G. I
‘
sitikinsime, kad f yra homomorfizmas.

Imkime grupės G elementus x, y. Tuomet kiekvienam gj ∈ G, fxy(gj) = xygj =
fx(ygj) = fx(fy(gj)) = (fx◦fy)(gj), t. y. fxy = fx◦fy. Be to, homomorfizmas f : G → Sn

yra injektyvus. Iš tikru
‘
ju

‘
, jei fx = fy, x, y ∈ G, tai kiekvienam z ∈ G, fx(z) = fy(z), t.

y. xz = yz arba x = y (grupėje G lygybe
‘
xz = yz suprastinome ǐs dešinės ǐs elemento z).

Vadinasi, grupės G vaizdas f(G), izomorfinis grupei G, yra simetrinės grupės Sn pogrupis.
4

13. 6. Teorema. Sakykime, grupė G yra grupės H pogrupis ir grupėje H egzistuoja
Sylovo p-pogrupis P . Tuomet ir grupėje G egzistuoja Sylovo p-pogrupis.

I
‘
rodymas. Sakykime, |G| = psa, p 6 |a, |H| = pmb, p 6 |b, P – grupės H Sylovo p-

pogrupis, t. y. toks pogrupis, kurio eilė yra lygi pm. I
‘
rodysime, kad egzistuoja bent vienas

toks grupės H elementas x, kad G ∩ xPx−1 yra grupės G Sylovo p-pogrupis, t. y. toks
pogrupis, kurio eilė yra lygi ps.

Nagrinėkime grupėje H dvigubas gretutines klases GxP , x ∈ H. I
‘
rodysime, kad dvi

tokios klasės arba sutampa arba neturi bendru
‘
elementu

‘
. Sakykime, kad z ∈ GxP ∩GyP .
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Tuomet elementa
‘

z galime užrašyti taip: z = g1xh1 = g2yh2, g1, g2 ∈ G, h1, h2 ∈ P .
Remdamiesi lygybe g1xh1 = g2yh2, gauname x = g−1

1 g2yh2h
−1
1 ∈ GyP , t. y. GxP ⊂ GyP .

Panašiai gauname, kad y = g−1
2 g1xh1h

−1
2 ∈ GxP , t. y. GyP ⊂ GxP .

Taigi i
‘
rodėme, jei grupės H dvigubos gretutinės klasės GxP ir GyP turi bendra

‘

elementa
‘
, tai jos ir sutampa. Vadinasi, grupės H dvigubos gretutinės klasės GxP , x ∈ H

suskaido grupe
‘

H i
‘

netuščius, neturinčiu
‘

bendru
‘

elementu
‘
, poaibius. Tuomet galime

užrašyti H =
r⋃

j=1

GxjP , čia xj , 1 ≤ j ≤ r, skirtingu
‘

dvigubu
‘

gretutiniu
‘

klasiu
‘

atsto-

vai. Dviguboje gretutinėje klasėje GxjP elementu
‘
skaičius yra lygus

|GxjP | = |GxjPx−1
j | =

|G||xjPx−1
j |

|G ∩ xjPx−1
j |

=
|G||P |

|G ∩ xjPx−1
j |

, 1 ≤ j ≤ r.

Sakykime, |G ∩ xjPx−1
j | = ptj , 0 ≤ tj < s, 1 ≤ j ≤ r. Tuomet dviguboje gretutinėje

klasėje GxjP elementu
‘
skaičius yra lygus

|GxjP | =
|G||P |

|G ∩ xjPx−1
j |

=
pspmab

ptj
= ps−tj+mab, 1 ≤ j ≤ r.

Dabar i
‘
sitikinsime, kad bent vienam j, 1 ≤ j ≤ r, |G ∩ xjPx−1

j | = ps. Jei kiekvienam
j, 1 ≤ j ≤ r, būtu

‘
|G ∩ xjPx−1

j | = ptj ir 0 ≤ tj < s, tai kiekvienos dvigubos gretutinės
klasės GxjP , 1 ≤ j ≤ r, elementu

‘
skaičius ps−tj+mab dalytu

‘
si ǐs pm+1. Vadinasi, ǐs pm+1

dalytu
‘
si ir grupės H eilė |H|. Taip negali būti, nes |H| = pmb, p 6 |b. Taigi egzistuoja bent

vienas toks j0, 1 ≤ j0 ≤ r, kad |G∩xj0Px−1
j0
| = ps, t. y. G∩xj0Px−1

j0
yra grupės G Sylovo

p-pogrupis. 4

13. 7. Sakykime, G – grupė, |G| = psa = n, p 6 |a. Teigiame, kad grupėje G egzistuoja
Sylovo p-pogrupis. Pirmiausia pastebėsime, kad grupė G yra izomorfinė simetrinės grupės
Sn pogrupiui G′. Parinkime toki

‘
m, kad būtu

‘
teisinga nelygybė n < pm. Simetrine

‘

grupe
‘

Sn galime nagrinėti kaip simetrinės grupės Spm pogrupi
‘
. Taigi G′ ⊂ Sn ⊂ Spm .

Kadangi grupėje Spm egzistuoja Sylovo p-pogrupis, tai ir grupės Spm pogrupyje G′ taip
pat egzistuoja Sylovo p-pogrupis P ′. Jei f : G′ → G – izomorfizmas, tai f(P ′) = P yra
grupės G Sylovo p-pogrupis.

13. 8. Antrosios Sylovo teoremos i
‘
rodymas. Sakykime, G – grupė, P ir P ′

– grupės G Sylovo p-pogrupiai. I
‘
rodysime, kad pogrupiai P ir P ′ yra sujungtiniai, t. y.

egzistuoja grupės G toks elementas g, kad P ′ = gPg−1.
Sakykime, |G| = psa = n, p 6 |a, |P | = |P ′| = ps. Nagrinėkime grupės G dvigubas

gretutines klases P ′xP , x ∈ G. Užrašykime grupės skaidini
‘

dvigubomis gretutinėmis
klasėmis:

G =
r⋃

j=1

P ′xjP,
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čia xj , 1 ≤ j ≤ r, skirtingu
‘
dvigubu

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
atstovai. Dvigubos gretutinės klasės

P ′xjP elementu
‘
skaičius yra lygus

|P ′xjP | =
|P ′||P |

|P ′ ∩ xjPx−1
j |

, 1 ≤ j ≤ r.

Sakykime, |P ′ ∩ xjPx−1
j | = ptj , 0 ≤ tj ≤ s, 1 ≤ j ≤ r. Tuomet |P ′xjP | = p2s−tj ,

1 ≤ j ≤ r. Jei kiekvienam j, 1 ≤ j ≤ r, būtu
‘
0 ≤ tj < s, tai skaičius p2s−tj dalytu

‘
si ǐs

ps+1, vadinasi, ǐs ps+1 dalytu
‘
si ir grupės G eilė |G|. Taip negali būti, nes |G| = psa, p 6 |a.

Taigi egzistuoja toks j0, 1 ≤ j0 ≤ r, kad |P ′ ∩ xj0Px−1
j0
| = ps, t. y. P ′ = xj0Px−1

j0
. 4

13. 9. Trečiosios Sylovo teoremos i
‘
rodymas. Sakykime, G – grupė, n = |G| =

psa, p 6 |a, P – grupės G Sylovo p-pogrupis, t. y. P – grupės G pogrypis, kurio eilė yra lygi
|P | = ps. Nagrinėkime pogrupio P normalizatoriu

‘
NG(P ) grupėje G. Pagal apibrėžima

‘

NG(P ) = {x ∈ G| xPx−1 = P}.

Sakykime, G =
l⋃

j=1

xjNG(P ) – grupės G skaidinys kairiosiomis gretutinėmis klasėmis pagal

pogrupi
‘
NG(P ), xj , 1 ≤ j ≤ l, skirtingu

‘
kairiu

‘
ju

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
atstovai. Teigiame, kad

grupės G visi skirtingi Sylovo p-pogrupiai yra šie: xjPx−1
j , 1 ≤ j ≤ l.

Jei x ∈ xjNG(P ), tai x = xjg, g ∈ NG(P ). Tuomet xPx−1 = xjgP (xjg)−1 =
xjgPg−1x−1

j = xjPx−1
j .

Jei xPx−1 = xjPx−1
j , tai x−1

j xPx−1xj = P , t. y. x−1
j x ∈ NG(P ) arba x ∈ xjNG(P ).

Kaip matome, yra abipus vienareikšmė atitinkamybė tarp grupės G Sylovo p-pogrupiu
‘

ir grupės G kairiu
‘
ju

‘
gretutiniu

‘
klasiu

‘
pagal Sylovo p-pogrupio P normalizatoriu

‘
NG(P )

grupėje G. Vadinasi, gupės G Sylovo p-pogrupiu
‘
yra l. Kadangi pogrupio indeksas dalija

grupės G eile
‘
, tai l | n. Lieka i

‘
rodyti, kad l ≡ 1(modp).

Užrašykime grupės G skaidini
‘
dvigubomis gretutinėmis klasėmis PxP , x ∈ G:

G =
r⋃

j=1

PxjP,

čia xj , 1 ≤ j ≤ r, – skirtingu
‘

dvigubu
‘

gretutiniu
‘

klasiu
‘

atstovai. Jei xj ∈ NG(P ), tai
PxjP = PPxj = Pxj . Jei xj /∈ NG(P ), tai P ∩ xjPx−1

j ⊂ P , P ∩ xjPx−1
j 6= P . Vadinasi,

jei xj /∈ NG(P ), tai dvigubos gretutinės klasės PxjP elementu
‘
skaičius yra lygus

|PxjP | =
|P ||xjPx−1

j |
|P ∩ xjPx−1

j |
= p2s−tj ,

čia |P ∩ xjPx−1
j | = ptj , tj < s, ir, kaip matome, dalijasi ǐs ps+1. Grupės G skaidini

‘

dvigubomis gretutinėmis klasėmis suskirstykime i
‘
dvi sumas: i

‘
viena

‘
surinkime dvigubas
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gretutines klases, kuriu
‘
atstovai priklauso Sylovo p-pogrupio normalizatoriui NG(P ), o i

‘

kita
‘
– dvigubas gretutines klases, kuriu

‘
atstovai nepriklauso Sylovo p-pogrupio normaliza-

toriui NG(P ):
G =

⋃
xj∈NG(P )

PxjP ∪
⋃

xj /∈NG(P )

PxjP.

Kadangi P ⊂ NG(P ), tai pirmoji suma
⋃

xj∈NG(P )

PxjP yra NG(P ) skaidinys pogrupio P

dešiniosiomis gretutinėmis klasėmis (grupėje NG(P ) kairiosios ir dešiniosios pogrupio P

klasės sutampa, nes P yra normalusis pogrupis grupėje NG(P )). Vadinasi, galime parašyti
lygybe

‘
:

|G| = |NG(P )|+
∑

j
xj 6∈NG(P )

p2s−tj = |NG(P )|+ ps+1q.

Kadangi ps = |P |||NG(P )|, |NG(P )|||G| = psa, p 6 |a, tai skaičius |NG(P )| dalijasi tik ǐs
ps ir nesidalija ǐs pirminio skaičiaus p didesnio laipsnio. Lygybe

‘
|G| = |NG(P )| + ps+1q

padalije
‘
ǐs |NG(P )|, gauname l = 1 + ps+1q

|NG(P )| . Akivaizdu, kad sveikasis skaičius ps+1q
|NG(P )|

dalijasi ǐs p, t. y. l ≡ 1(modp). 4

Pavyzdžiai.

1. I
‘
rodysime, kad grupė G, kurios eilė lygi 15, yra ciklinė.

Kadangi 15 = 3 · 5, tai egzistuoja grupės G Sylovo 3-pogrupis H1 ir 5-pogrupis H2.
Sylovo 3-pogrupiu

‘
yra 1 + 3m ir, be to, 1 + 3m | 15. Tai galima tik tuo atveju, kai m = 0.

Kitaip tariant, egzistuoja tik vienas Sylovo 3-pogrupis H1. Kadangi kiekvienam x ∈ G,
xH1x

−1 yra 3-pogrupis, tai kiekvienam x ∈ G, xH1x
−1 = H1. Taigi H1 yra grupės G

normalusis pogrupis. Panašiai i
‘
rodoma, kad H2 yra taip pat grupės G normalusis pogrupis.

Bet kuriems h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, elementas h1h2h
−1
1 h−1

2 ∈ H1∩H2 = {1}, t. y. bet kuriems
h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, gauname h1h2 = h2h1. Taigi grupė G yra cikliniu

‘
pogrupiu

‘
H1 ir H2

tiesioginė sandauga. Kadangi cikliniu
‘
pogrupiu

‘
H1 ir H2 eilės yra 3 ir 5, t. y. tarpusavyje

pirminiai skaičiai, tai G yra taip pat ciklinė grupė.
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