III skyrius. NATURALIEJI IR SVEIKIEJI SKAICIAI

1. Elementarioji dalumo teorija

1. 1. Siame skyriuje isdéstysime naturaliuju, sveikuju skaic¢iu elementariaja dalumo
teorija ir Euklido algoritma bei irodysime pagrindine aritmetikos teorema.

Naturaliuju skaiciu aibe, o taip pat skaiciu sudéties, daugybos veiksmus bei tvarkos sarysi
joje, buitu galima apibreézti aksiomatiskai. Po to biitu galima nattraliuju skaiciu aibe praplésti
iki sveikuju skaiciu aibeés ir vienareikSmiskai pratesti sudéties, daugybos veiksmus bei tvarkos
sarysi, apibréztus naturaliuju skaic¢iu aibéje, i sveikuju skaiciu aibe, islaikant pagrindines
ju savybes. Bet mes taip nedarysime. Skaitytojui, be jokios abejonés, yra zinomi skaiciu
sudéties, daugybos veiksmu bei tvarkos sarysio, apibréztu tiek naturaliuju tiek ir sveikuju
skaiciu aibése, pagrindinés savybes.

Nattraliuju skaiciu aibe zymeésime N, o sveikuju skaiciu aibe — Z. Nulis 0 priklauso
naturaliyju skaiciu aibei N. Skai¢iu sudéties ir daugybos veiksmus zymeésime + ir -. Dazniau-
siai daugybos zenkla tarp dauginamuju praleisime, o rasysime tik tais atvejais, kai i zenkla
praleidus, gali iskilti dviprasmybiu.

1. 2. Taip pat tariame, kad skaitytojui yra zinomi egzistencijos ir pilnosios indukcijos
principai. Priminsime juos.

Egzistencijos principas. Kiekvienas netusc¢ias naturaliyju skaiciu aibés poaibis turi
maziausia naturaluji skaiciu.
Skaiciu teorijoje daugelis egistencijos irodymu grindziami egzistencijos principu.

Pilnosios indukcijos principas. Jei kuris nors teiginys A(n), priklausantis nuo ben-
drojo naturaliojo skai¢iaus n, yra teisingas tuo atveju, kai n = 1, ir teiginys A(n) yra teisin-
gas tuo atveju , kai kiekvienam m, m < n, yra teisingas teiginys A(m), tai ir kiekvienam
naturaliajam skai¢iui n yra teisingas teiginys A(n).

1. 3. Elementarioji dalumo teorija remiasi skaic¢iaus daliklio apibrézimu.

Apibrézimas. Skaicius b yra vadinamas skaiciaus a dalikliu ir zymima b | a, jei egzis-
tuoja toks skaicius ¢, kad a = be. SkaicCius ¢ yra vadinamas papildomu dalikliu skaiciaus a
dalikliui b.

Tuo atveju, kai skaicius b yra skaic¢iaus a daliklis, daznai rasoma: skaicius b dalija skaiciu
a; skaicius a dalijasi i§ skaiciaus b; skaicius a yra skaiciaus b kartotinis.

Sutarkime rasyti b fa tuo atveju, jei skai¢ius b néra skaiciaus a daliklis (skaicius b nedalija
skaiciaus a).

Remiantis skaic¢iaus daliklio apibrézimu, galima jrodyti Sias skai¢iu dalumo savybes:
Kiekvienam a € Z, £1 | a;

Kiekvienam a € Z, a | 0 (yra susitarta, kad 0 | 0);

Kiekvienam a € Z, a | a;

Jeiall, tai a = +1;

Jei 0 | a, tai a = 0;

Jeib|airalb, tai a = +b;

Jeic|birb]|a, taic]|a;

oGt =
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8. Jei b| aj ir b| as, tai bet kuriems uy,us € Z, b | ajuy + asus.
Sias skai¢iy dalumo savybes gali irodyti skaitytojas.

1. 4. Skaiciu didziausias bendrasis daliklis. Remdamiesi skaiciu dalumo savoka,
galime apibrézti skaic¢iu didziausia bendraji daliki.

Apibrézimas. Skaicius d yra vadinamas skaic¢iu ai, as, ..., a, didziausiu bendruoju
dalikliu, jei
l.d|ay, d]ag, ... d|ay;
2. Jeid |ay,d |ag,...,d |ay, taid | d.

Sis apibrézimas remiasi tik skaic¢iu dalumo savoka ir nesiremia tokiomis savokomis kaip
”didesnis”, "mazesnis”, ”"didziausias” ir panasiai. Daznai skai¢iu aq, ao, ..., a, didziausias
bendrasis daliklis yra apibréziamas kaip didziausias nattiralusis skaicius d, kuris dalija skaicius
ai, as, ..., ay. Daugeliu atveju dalumo savoka galima apibrézti ne tik naturaliuju ir sveikuju,
bet ir kitu skaiciu aibése,tuo tarpu tvarkos sarysio, suderinto su sudéties ir daugybos savybe-
mis, tose aibése apibrézti negalima.

Pastaba.Jei d yra skai¢iu aq, as, ..., a, didziausias bendrasis daliklis (d.b.d.), tai aki-
vaizdu, kad ir —d taip pat yra skaic¢iu a1, as, ..., a, d.b.d.. Taigi i§ dvieju skaic¢iu a1, as, ..., a,
d.b.d., besiskirian¢iu zenklu, galime iSsirinkti neneigiamaji ir ji zyméti d.b.d.(aq,as,...,an)

arba ay Uag U...Ua,. Pavyzdziui, 5U6U12=1,0U(=7)="7,0Ua = |al, ¢ia a € Z.

Remdamiesi skai¢iy d.b.d. apibrézimu, gauname a; Uag U...Ua, = a1 U (azl...Uay).
Vadinasi, n skai¢iu aq, as, ..., a, d.b.d.,, n > 2, galima apskaiciuoti, mokant apskaic¢iuoti
dvieju skaiciu d.b.d..

Susitarimas. Sutarkime, kad 0110 = 0.

Kadangi OUa = |al, tai galima apsiriboti skai¢iu a; # 0, az # 0 d.b.d. radimu. Nesusiau-
rindami bendrumo, galime tarti, kad a; > 0, ag > 0, nes a1 Uay = (—a1)Uag = a1 U (—az) =
(—a1) U (—a2).

1. 5. Dalybos su liekana formulé. Dvieju skai¢iu a; ir as didziausia bendraji dalikli
a1 U as galima rasti remiantis Euklido algoritmu. Euklido algoritmas pagristas dalybos su
liekana formule.

Dalybos su liekana formulé. Bet kuriems a1,as € Z, as > 0, egzistuoja tokie vienin-
teliai skaiciai bo, a3 € Z, 0 < ag < a9, kad a1 = agbs + as.

Irodymas. Kadangi ay > 0, tai egzistuoja toks b € Z, kad agbs < a1 < as(by + 1).
Pazymékime ag =: a1 — asbs. Akivaizdu, kad 0 < a3z < ag ir a1 = agby + az. Jei egzistuotu
kita tokia skai¢iu pora b, as € Z, 0 < aj < a9, kad a1 = agbl, + af, tai gautume lygybe:
asxby + af = asby + as. Pertvarke sia lygybe, gautume: as (b5 — b2) = a3 — as. Vadinasi, butu
tesinga lygybé as|by — ba| = |as — a§]. Bet 0 < |ag — af| < az. Taigi b = bo, a% = az. A
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2. Euklido algoritmas

2. 1. Tarkime, a;,as — sveikieji skai¢iai, as > 0. Pasinaudoje keleta kartu dalybos su
liekana formule, gauname:

aq = agbs + as, 0 <a3z < as,

as = agbs + ay, 0<ay4 <as,
aj—3 = aj—2bj—o+a;—1, 0<a—1 <a_o,
aj—2 = aj—1bj—1 + ay, 0<a <a1,

ai—1 =ab +0

Siu lygybiu seka ir sudaro Euklido algoritmo esme.
Irodysime, kad paskutiné nelygi nuliui liekana a; yra skaic¢iu a;, as didziausias bendrasis
daliklis. Tuo tikslu reikia irodyti, kad
L. a; | a1, a; | az;
2. Jeid | a1, d | ag, tai d' | a;.
Is paskutinés Euklido algoritmo lygybés matome, kad a; | a;—1, i$ priespaskutinés —
aj | aj—o ir t. t.. Taigi a; |ag, a; | a;.
Lieka isitikinti, kad a; tenkina ir antraja didziausio bendrojo daliklio apibrézimo savybe.
Sakykime, d’ | aj, d’ | as. I$ pirmosios Euklido algoritmo lygybés matome, kad d' | ag, i8
antrosios — d’' | a4 ir t. t.. Taigi galu gale gauname d’ | ;.

2. 2. Isvada. Jei d yra skaic¢iu a; ir ae didziausias bendrasis daliklis, tai egzistuoja
tokie sveikieji skaiciai uq, ug, kad

d= ai1u1 + asus.

Pritaike skaiciams a1, as Euklido algoritma, tarkime gauname d = a;. Remdamiesi anksciau
paraSytomis lygybémis, gauname:

d=a;= a2 —a—1bj—1 = aj_2 — (aj—3 — aj—2b;_2)bj—1 =
= —a;_3bj_1 +a—2(1 + b_1bj—2) = ... = a1uq + agus.

Pavyzdziai.

1. Rasime skaiciu 1147 ir 899 didziausa bendraji dalikli ir ji iSreikSime duotaisiais
skaiciais. Uzrasome lygybes:
1147 =899 -1 + 248,
899 =248 -3 + 155,
248 =155-1+ 93,
155 =93-1+62,
93 =062-1+ 31,
62 =31-240

Taigi skaiciu 1147 ir 899 didziausias bendrasis daliklis yra lygus 31.
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31=93—-62=93—(155—-93) =93-2 — 155 = (248 — 155) - 2 — 155 = 248 - 2 — 155 - 3 =
248 -2 — (899 —248-3)-3 =248-11—-899-3 = (1147 —899)-11 — 899 -3 = 1147-11 — 899 - 14.
Kaip matome, a; = 1147, u; = 11, as = 899, uy = —14.

2. Rasime skaiciu 47561 ir 3911 didziausa bendraji dalikli ir ji iSreikSime duotaisiais
skaiciais. Uzrasome lygybes:

47561 = 391112 4 629,
3911 =629-6 4+ 137,
629 =137-4+ 81,
137  =281-1+4 56,

81 =561+ 25,
56 =25-2+6,
25 =6-4+1

1=25-6-4=25—(56—-25-2)-4=25-9-56-4=(81—56)-9—56-4=281-9—56-13 =
81-9— (137 —81)-13 =81-22—137-13 = (629 —137-4)-22 — 137-13 = 629-22 — 137- 101 =
629-22 — (3911 —629-6)-101 = 629-628 — 3911-101 = (47561 —3911-12)-628 —3911-101 =
47561 - 628 — 3911 - 7637.

Siuo atveju a; = 47561, u—628, as = 3911, uy = —7637.

3. Pagrindiné aritmetikos teorema

3. 1. Apibrézimas. Naturalusis skaic¢ius p > 1 yra vadinamas pirminiu, jei skaiciaus p
dalikliai yra tik 1 ir p.

Irodysime svarbia pirminiu skai¢iu savybe.

Teorema. Jei pirminis skaic¢ius p yra natiraliuju skaiciu a ir b sandaugos daliklis, tai p
yra bent vieno skaic¢iaus a ar b daliklis.

Irodymas. Jeip | a, tai teoremos irodumas baigtas. Jei p fa, tai skai¢iu p ir a didziausias
bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, remiantis anks¢iau irodyta iSvada, egzistuoja tokie
ui,us € Z, kad

1 = puqi + aus.

Padaugine sia lygybe is skaic¢iaus b, gauname
b = pbuy + abus.

Kadangi p | p, p | ab, tai remiantis 8-aja skai¢iu dalumo savybe, p | pbus + abus, t. y. p| b. A

3. 2. Pagrindiné aritmetikos teorema. Kiekvienas naturalusis skaicius a, a # 0,
vienareikSmiskai yra iSskaidomas pirminiu skaiciu sandauga, jei nekreipiame démesio i daugi-
namuju tvarka.

Irodymas. Pirmiausia matematinés indukcijos metodu irodysime, kad kiekvienas natu-
ralusis skai¢ius yra iSskaidomas pirminiu skaic¢iu sandauga, o po to — isskaidymo vienetinuma.
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Skaiciaus 1 skaidinys pirminiais skaiciais tuscias. Sakykime, kiekvienas natiiralusis skai-
¢ius b, 1 < b < a, yra iSskaidomas pirminiu skai¢iu sandauga. Irodysime, kad ir skaicius a
taip pat yra iSskaidomas pirminiu skaic¢iu sandauga.

Galimi du atvejai: i) a — pirminis skai¢ius; ii) a — néra pirminis skai¢ius. Pirmuoju atveju
a iSskaidytas pirminio skai¢iaus sandauga. Antruoju atveju egzistuoja tokie naturalieji skaiciai
l1<d <airl<ad <a,kad a =d -a”. Kadangi remiantis padaryta prielaida naturalieji
skaiciai a’ ir @’ yra iSskaidomi pirminiu skai¢iu sandauga, tai ir natturalusis skaic¢ius a yra
iSskaidomas pirminiuy skai¢iu sandauga.

Vienetinumas. Natiraliojo skaiciaus skaidinio pirminiu skai¢iu sandauga vienetinuma
irodysime matematinés indukcijos metodu.

Skaiciaus 1 skaidinys pirminiais skaiciais tuscias.

Sakykime, kad kiekvienas naturalusis skaicius a/, 1 < a’ < a, vienareiksmiskai iSskaido-
mas pirminiu skai¢iu sandauga (indukciné prielaida).

Irodysime, kad ir skai¢ius a vienareikSmiskai iSskaidomas pirminiu skaiciu sandauga.

Tarkime,

a=pr-pr..Dr=qQ- G- qs (1)

¢ia p;, qj, 1 <@ < r, 1 < j < s, — pirminiai skaic¢iai. Irodysime, kad r = s ir p; = g;,,
1 <4 <r, cia j1,J2,...,Jr yra skaiciu 1, 2, ..., r perstatinys.

Kadangi p1 | a, tai p1 | q1 - g2+ ... qs. Jei p1 # q1, tai p1 | g2 - ... - qs. Pakartoje
§] samprotavima, gauname, jog egzistuoja toks ji, kad p1 = ¢j,. (1)-os lygybés abi puses
suprastine iS p;, gauname:

a=py-..opr=qu Gy s

Cia stogelis virs g;,, t. y. ¢;, reiskia, kad pirminio skaiCiaus g;, sandaugoje néra. Kadangi
a’ < a, tai remdamiesi indukcine prielaida, gauname: r = s, p; = ¢;,, 2 <i<r. A

Pastabos.
1. Kaip zinome, i skaic¢iaus 1 skaidini njeina né vienas pirminis skaicius.

2. Vienas ir tas pats pirminis skaicius p skaic¢iaus a skaidinyje pirminiais skaiciais gali
pasikartoti. Skaiciaus p pasikartojimu skaic¢ius « skaic¢iaus a skaidinyje yra vadinamas pirminio
skai¢iaus p kartotinumu. Atsizvelge i pirminiu skai¢iu kartotinumus skaic¢iaus a skaidinyje
pirminiais skaiciais, galime paraSyti

— %1 a2 (e%
a—pl 'p2 '...'pmm’

¢ia p1, pa, ..., pm — skirtingi pirminiai skaiciai, a; > 0, g > 0, ..., a,, > 0 — ju kartotinumai.
Sis vienintelis skai¢iaus a skaidinys pirminiais skaiciais yra vadinamas kanoniniu. Analogiskai
kiekvienas sveikasis skai¢ius a # 0 vienareiksmiskai yra uzrasomas taip:

a==4pt -p3? ... pyr.

3. Jei a # 0 yra racionalusis skaicius, tai jis vieninteliu budu uzraSomas taip:

X1, Q2 . pSr
ql 'qZ '...'qss
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¢ia p1, p2, ..., Dry 1, G2, ---, Qs — skirtingi pirminiai skaiciai, oy > 0, g > 0, ..., a, > 0,
b1 >0, B2 >0, ..., Bs >0 — naturalieji skaiciai. Tare, kad sveikieji skaic¢iai oy # 0, ag # 0,

.., ap # 0 gali buti tiek teigiami, tiek neigiami, racionaliojo skai¢iaus a # 0 skaidinys
pirminiais skaiciais gali buti ir taip uzrasomas:

Qt

a=%p!" Doy .. DL

Zyméjimai. Sutarkime naudoti Zymeéjimus:

n
L.ai+as+...+a, =) a;.
i=1
j n! . _

w

cJei j = (Jrydos e esdr)y G1> Joseees dr >0, tai jl = g1t gol .Gl
4. (%) =%, daj= (i, dos-- s dr)s N+ o+ + i =n.

5..Jei j= (J1,J2s -5 Jr), J1s J25---5 Jr =0, a= (ay,as,...,a,), tai
g1, g

J— . cooedl
a'=ay -ay -...-a).

6. Niutono binomo koeficienta (?) = #LJ),, 0<j<n, 0l=1, galima apibrézti ir
neigiamiems sveikiesiems skaiciams —n, ¢ia n > 0. Tik Siuo atveju naudokimes tokia lygybe:

(7;) :n.(n_l)-.ﬁ-(n—jﬂLl)’ 0<j<n.
Tuomet —n\ _—n(-n—1)-...(-n—j+1) _
(j) J!
Pratimai.

1. Matematinés indukcijos metodu irodykite Niutono binomo formule:

(a+b)" = Zn: (”) b

=0

2. Matematinés indukcijos metodu irodykite formule:

n .
(a1 +ax+...+a)" = Y <.)a3,
Jjr=>0

J1s J25-0es 7
Jji1tig+-.-+ir=n
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¢ia a = (a1, a9,...,a,).

3. Matematinés indukcijos metodu irodykite lygybe:

1)(2 1
12+22+...+712:n(7“L )6(n+ ).

4. Raskite lygties ©1 + x2 + ... + x, = N sveikaisiais neneigiamais skai¢iais sprendiniu
skaic¢iaus formule.

Nurodymas: pirmiausia raskite ieSkomos formulés israiska, kain =1, n = 2, n = 3, po
to pabandykite atspéti galutine formulés israiska ir matematinés indukcijos metodu irodyti,
kad teisingai ja atspejote.

5. 4-aji pratima galima ir kitaip spresti. Lygties x1 + 22 + ... + x,, = N sprendiniu
skaicius sveikaisiais neneigiamais skaiciais yra lygus nelygybeés

.’L’1—|—£C2—|-...—|—.'13n_1§N (1)

sprendiniu skai¢iui sveikaisiais neneigiamais skai¢iais. Tegu skai¢iu rinkinys (a1, az,...,a,-1)
yra 1-os nelygybés sprendinys. Sudarykime tokia skaiciu seka:

1<ai+l=bi<artax+2=by<...<a14+as+...+ap_1=b,_1 < N+n-—1.
Akivaizdu, kad zinodami skai¢iu b;, 1 < j <mn —1, seka
1<b<by<...<b,_1<N+n-—1, (2)
vienareiksmiskai galime apibrézti 1-os nelygybés sprendini (a1, as,...,a,—1). Keliais budais

galime isrinkti skaiciu b;, 1 < j < n — 1, seka, tenkinancia 2-asias nelygybes? Galima ir
kitaip paklausti: keliais budais galime isrinkti n — 1 skai¢iu i§ N 4+ n — 1 skaic¢iu? Atsakymas:
N+n—1
( n—1 )
6. Tegu |a| < 1. Tuomet begalinés mazéjancios geometrinés progresijos

2 3 n
l,a,a%,a”,...,a", ...
nariy suma yra lygi

Zaj =(1—a) "

Irodykite, kad
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