
III skyrius. NATŪRALIEJI IR SVEIKIEJI SKAIČIAI

1. Elementarioji dalumo teorija

1. 1. Šiame skyriuje ǐsdėstysime natūraliu
‘
ju

‘
, sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
elementaria

‘
ja

‘
dalumo

teorija
‘
ir Euklido algoritma

‘
bei i

‘
rodysime pagrindine

‘
aritmetikos teorema

‘
.

Natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
, o taip pat skaičiu

‘
sudėties, daugybos veiksmus bei tvarkos sa

‘
ryši

‘
joje, būtu

‘
galima apibrėžti aksiomatǐskai. Po to būtu

‘
galima natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
praplėsti

iki sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės ir vienareikšmǐskai prate

‘
sti sudėties, daugybos veiksmus bei tvarkos

sa
‘
ryši

‘
, apibrėžtus natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje, i

‘
sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
, ǐslaikant pagrindines

ju
‘

savybes. Bet mes taip nedarysime. Skaitytojui, be jokios abejonės, yra žinomi skaičiu
‘

sudėties, daugybos veiksmu
‘

bei tvarkos sa
‘
ryšio, apibrėžtu

‘
tiek natūraliu

‘
ju

‘
tiek ir sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėse, pagrindinės savybės.

Natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
žymėsime N, o sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
– Z. Nulis 0 priklauso

natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei N. Skaičiu

‘
sudėties ir daugybos veiksmus žymėsime + ir ·. Dažniau-

siai daugybos ženkla
‘
tarp dauginamu

‘
ju

‘
praleisime, o rašysime tik tais atvejais, kai ši

‘
ženkla

‘
praleidus, gali ǐskilti dviprasmybiu

‘
.

1. 2. Taip pat tariame, kad skaitytojui yra žinomi egzistencijos ir pilnosios indukcijos
principai. Priminsime juos.

Egzistencijos principas. Kiekvienas netuščias natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės poaibis turi

mažiausia
‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
.

Skaičiu
‘
teorijoje daugelis egistencijos i

‘
rodymu

‘
grindžiami egzistencijos principu.

Pilnosios indukcijos principas. Jei kuris nors teiginys A(n), priklausantis nuo ben-
drojo natūraliojo skaičiaus n, yra teisingas tuo atveju, kai n = 1, ir teiginys A(n) yra teisin-
gas tuo atveju , kai kiekvienam m, m < n, yra teisingas teiginys A(m), tai ir kiekvienam
natūraliajam skaičiui n yra teisingas teiginys A(n).

1. 3. Elementarioji dalumo teorija remiasi skaičiaus daliklio apibrėžimu.

Apibrėžimas. Skaičius b yra vadinamas skaičiaus a dalikliu ir žymima b | a, jei egzis-
tuoja toks skaičius c, kad a = bc. Skaičius c yra vadinamas papildomu dalikliu skaičiaus a
dalikliui b.

Tuo atveju, kai skaičius b yra skaičiaus a daliklis, dažnai rašoma: skaičius b dalija skaičiu
‘

a; skaičius a dalijasi ǐs skaičiaus b; skaičius a yra skaičiaus b kartotinis.

Sutarkime rašyti b 6 |a tuo atveju, jei skaičius b nėra skaičiaus a daliklis (skaičius b nedalija
skaičiaus a).

Remiantis skaičiaus daliklio apibrėžimu, galima i
‘
rodyti šias skaičiu

‘
dalumo savybes:

1. Kiekvienam a ∈ Z, ±1 | a;
2. Kiekvienam a ∈ Z, a | 0 (yra susitarta, kad 0 | 0);
3. Kiekvienam a ∈ Z, a | a;
4. Jei a | 1, tai a = ±1;
5. Jei 0 | a, tai a = 0;
6. Jei b | a ir a | b, tai a = ±b;
7. Jei c | b ir b | a, tai c | a;

43



8. Jei b | a1 ir b | a2, tai bet kuriems u1, u2 ∈ Z, b | a1u1 + a2u2.

Šias skaičiu
‘
dalumo savybes gali i

‘
rodyti skaitytojas.

1. 4. Skaičiu
‘
didžiausias bendrasis daliklis. Remdamiesi skaičiu

‘
dalumo sa

‘
voka,

galime apibrėžti skaičiu
‘
didžiausia

‘
bendra

‘
ji
‘
daliki

‘
.

Apibrėžimas. Skaičius d yra vadinamas skaičiu
‘
a1, a2, . . ., an didžiausiu bendruoju

dalikliu, jei
1. d | a1, d | a2, . . ., d | an;
2. Jei d′ | a1, d′ | a2, . . ., d′ | an, tai d′ | d.

Šis apibrėžimas remiasi tik skaičiu
‘
dalumo sa

‘
voka ir nesiremia tokiomis sa

‘
vokomis kaip

”didesnis”, ”mažesnis”, ”didžiausias” ir panašiai. Dažnai skaičiu
‘
a1, a2, . . ., an didžiausias

bendrasis daliklis yra apibrėžiamas kaip didžiausias natūralusis skaičius d, kuris dalija skaičius
a1, a2, . . ., an. Daugeliu atveju

‘
dalumo sa

‘
voka

‘
galima apibrėžti ne tik natūraliu

‘
ju

‘
ir sveiku

‘
ju

‘
,

bet ir kitu
‘
skaičiu

‘
aibėse,tuo tarpu tvarkos sa

‘
ryšio, suderinto su sudėties ir daugybos savybė-

mis, tose aibėse apibrėžti negalima.

Pastaba.Jei d yra skaičiu
‘
a1, a2, . . ., an didžiausias bendrasis daliklis (d.b.d.), tai aki-

vaizdu, kad ir−d taip pat yra skaičiu
‘
a1, a2, . . ., an d.b.d.. Taigi ǐs dvieju

‘
skaičiu

‘
a1, a2, . . ., an

d.b.d., besiskiriančiu
‘
ženklu, galime ǐssirinkti neneigiama

‘
ji
‘
ir ji

‘
žymėti d.b.d.(a1, a2, . . . , an)

arba a1 t a2 t . . . t an. Pavyzdžiui, 5 t 6 t 12 = 1, 0 t (−7) = 7, 0 t a = |a|, čia a ∈ Z.

Remdamiesi skaičiu
‘
d.b.d. apibrėžimu, gauname a1 t a2 t . . .t an = a1 t (a2 t . . .t an).

Vadinasi, n skaičiu
‘

a1, a2, . . ., an d.b.d., n ≥ 2, galima apskaičiuoti, mokant apskaičiuoti
dvieju

‘
skaičiu

‘
d.b.d..

Susitarimas. Sutarkime, kad 0 t 0 = 0.

Kadangi 0ta = |a|, tai galima apsiriboti skaičiu
‘
a1 6= 0, a2 6= 0 d.b.d. radimu. Nesusiau-

rindami bendrumo, galime tarti, kad a1 > 0, a2 > 0, nes a1 t a2 = (−a1)t a2 = a1 t (−a2) =
(−a1) t (−a2).

1. 5. Dalybos su liekana formulė. Dvieju
‘
skaičiu

‘
a1 ir a2 didžiausia

‘
bendra

‘
ji
‘
dalikli

‘
a1 t a2 galima rasti remiantis Euklido algoritmu. Euklido algoritmas pagri

‘
stas dalybos su

liekana formule.

Dalybos su liekana formulė. Bet kuriems a1, a2 ∈ Z, a2 > 0, egzistuoja tokie vienin-
teliai skaičiai b2, a3 ∈ Z, 0 ≤ a3 < a2, kad a1 = a2b2 + a3.

I
‘
rodymas. Kadangi a2 > 0, tai egzistuoja toks b2 ∈ Z, kad a2b2 ≤ a1 < a2(b2 + 1).

Pažymėkime a3 =: a1 − a2b2. Akivaizdu, kad 0 ≤ a3 < a2 ir a1 = a2b2 + a3. Jei egzistuotu
‘

kita tokia skaičiu
‘

pora b′2, a
′
3 ∈ Z, 0 ≤ a′3 < a2, kad a1 = a2b

′
2 + a′3, tai gautume lygybe

‘
:

a2b
′
2 + a′3 = a2b2 + a3. Pertvarke

‘
šia

‘
lygybe

‘
, gautume: a2(b′2 − b2) = a3 − a′3. Vadinasi, būtu

‘
tesinga lygybė a2|b′2 − b2| = |a3 − a′3|. Bet 0 ≤ |a3 − a′3| < a2. Taigi b′2 = b2, a′3 = a3. 4
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2. Euklido algoritmas

2. 1. Tarkime, a1, a2 – sveikieji skaičiai, a2 > 0. Pasinaudoje
‘
keleta

‘
kartu

‘
dalybos su

liekana formule, gauname:

a1 = a2b2 + a3, 0 ≤ a3 < a2,
a2 = a3b3 + a4, 0 ≤ a4 < a3,
...

...
...

al−3 = al−2bl−2 + al−1, 0 ≤ al−1 < al−2,
al−2 = al−1bl−1 + al, 0 ≤ al < al−1,
al−1 = albl + 0

.

Šiu
‘
lygybiu

‘
seka ir sudaro Euklido algoritmo esme

‘
.

I
‘
rodysime, kad paskutinė nelygi nuliui liekana al yra skaičiu

‘
a1, a2 didžiausias bendrasis

daliklis. Tuo tikslu reikia i
‘
rodyti, kad

1. al | a1, al | a2;
2. Jei d′ | a1, d′ | a2, tai d′ | al.

Iš paskutinės Euklido algoritmo lygybės matome, kad al | al−1, ǐs priešpaskutinės –
al | al−2 ir t. t.. Taigi al |a2, al | a1.

Lieka i
‘
sitikinti, kad al tenkina ir antra

‘
ja

‘
didžiausio bendrojo daliklio apibrėžimo savybe

‘
.

Sakykime, d′ | a1, d′ | a2. Iš pirmosios Euklido algoritmo lygybės matome, kad d′ | a3, ǐs
antrosios – d′ | a4 ir t. t.. Taigi galu

‘
gale gauname d′ | al.

2. 2. Išvada. Jei d yra skaičiu
‘
a1 ir a2 didžiausias bendrasis daliklis, tai egzistuoja

tokie sveikieji skaičiai u1, u2, kad

d = a1u1 + a2u2.

Pritaike
‘
skaičiams a1, a2 Euklido algoritma

‘
, tarkime gauname d = al. Remdamiesi anksčiau

parašytomis lygybėmis, gauname:

d = al = al−2 − al−1bl−1 = al−2 − (al−3 − al−2bl−2)bl−1 =

= −al−3bl−1 + al−2(1 + bl−1bl−2) = . . . = a1u1 + a2u2.

Pavyzdžiai.

1. Rasime skaičiu
‘

1147 ir 899 didžiausa
‘

bendra
‘
ji
‘

dalikli
‘

ir ji
‘

ǐsreikšime duotaisiais
skaičiais. Užrašome lygybes:

1147 = 899 · 1 + 248,
899 = 248 · 3 + 155,
248 = 155 · 1 + 93,
155 = 93 · 1 + 62,
93 = 62 · 1 + 31,
62 = 31 · 2 + 0

.

Taigi skaičiu
‘
1147 ir 899 didžiausias bendrasis daliklis yra lygus 31.

45



31 = 93 − 62 = 93 − (155 − 93) = 93 · 2 − 155 = (248 − 155) · 2 − 155 = 248 · 2 − 155 · 3 =
248 · 2− (899− 248 · 3) · 3 = 248 · 11− 899 · 3 = (1147− 899) · 11− 899 · 3 = 1147 · 11− 899 · 14.

Kaip matome, a1 = 1147, u1 = 11, a2 = 899, u2 = −14.

2. Rasime skaičiu
‘

47561 ir 3911 didžiausa
‘

bendra
‘
ji
‘

dalikli
‘

ir ji
‘

ǐsreikšime duotaisiais
skaičiais. Užrašome lygybes:

47561 = 3911 · 12 + 629,
3911 = 629 · 6 + 137,
629 = 137 · 4 + 81,
137 = 81 · 1 + 56,
81 = 56 · 1 + 25,
56 = 25 · 2 + 6,
25 = 6 · 4 + 1

.

1 = 25− 6 · 4 = 25− (56− 25 · 2) · 4 = 25 · 9− 56 · 4 = (81− 56) · 9− 56 · 4 = 81 · 9− 56 · 13 =
81 · 9− (137− 81) · 13 = 81 · 22− 137 · 13 = (629− 137 · 4) · 22− 137 · 13 = 629 · 22− 137 · 101 =
629 · 22− (3911− 629 · 6) · 101 = 629 · 628− 3911 · 101 = (47561− 3911 · 12) · 628− 3911 · 101 =
47561 · 628− 3911 · 7637.

Šiuo atveju a1 = 47561, u=628, a2 = 3911, u2 = −7637.

3. Pagrindinė aritmetikos teorema

3. 1. Apibrėžimas. Natūralusis skaičius p > 1 yra vadinamas pirminiu, jei skaičiaus p
dalikliai yra tik 1 ir p.

I
‘
rodysime svarbia

‘
pirminiu

‘
skaičiu

‘
savybe

‘
.

Teorema. Jei pirminis skaičius p yra natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
a ir b sandaugos daliklis, tai p

yra bent vieno skaičiaus a ar b daliklis.

I
‘
rodymas. Jei p | a, tai teoremos i

‘
rodumas baigtas. Jei p 6 |a, tai skaičiu

‘
p ir a didžiausias

bendrasis daliklis yra lygus 1. Vadinasi, remiantis anksčiau i
‘
rodyta ǐsvada, egzistuoja tokie

u1, u2 ∈ Z, kad
1 = pu1 + au2.

Padaugine
‘
šia

‘
lygybe

‘
ǐs skaičiaus b, gauname

b = pbu1 + abu2.

Kadangi p | p, p | ab, tai remiantis 8-a
‘
ja skaičiu

‘
dalumo savybe, p | pbu1 +abu2, t. y. p | b. 4

3. 2. Pagrindinė aritmetikos teorema. Kiekvienas natūralusis skaičius a, a 6= 0,
vienareikšmǐskai yra ǐsskaidomas pirminiu

‘
skaičiu

‘
sandauga, jei nekreipiame dėmesio i

‘
daugi-

namu
‘
ju

‘
tvarka

‘
.

I
‘
rodymas. Pirmiausia matematinės indukcijos metodu i

‘
rodysime, kad kiekvienas natū-

ralusis skaičius yra ǐsskaidomas pirminiu
‘
skaičiu

‘
sandauga, o po to – ǐsskaidymo vienetinuma

‘
.
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Skaičiaus 1 skaidinys pirminiais skaičiais tuščias. Sakykime, kiekvienas natūralusis skai-
čius b, 1 < b < a, yra ǐsskaidomas pirminiu

‘
skaičiu

‘
sandauga. I

‘
rodysime, kad ir skaičius a

taip pat yra ǐsskaidomas pirminiu
‘
skaičiu

‘
sandauga.

Galimi du atvejai: i) a – pirminis skaičius; ii) a – nėra pirminis skaičius. Pirmuoju atveju
a ǐsskaidytas pirminio skaičiaus sandauga. Antruoju atveju egzistuoja tokie natūralieji skaičiai
1 < a′ < a ir 1 < a′′ < a, kad a = a′ · a′′. Kadangi remiantis padaryta prielaida natūralieji
skaičiai a′ ir a′′ yra ǐsskaidomi pirminiu

‘
skaičiu

‘
sandauga, tai ir natūralusis skaičius a yra

ǐsskaidomas pirminiu
‘
skaičiu

‘
sandauga.

Vienetinumas. Natūraliojo skaičiaus skaidinio pirminiu
‘
skaičiu

‘
sandauga vienetinuma

‘
i
‘
rodysime matematinės indukcijos metodu.

Skaičiaus 1 skaidinys pirminiais skaičiais tuščias.
Sakykime, kad kiekvienas natūralusis skaičius a′, 1 < a′ < a, vienareikšmǐskai ǐsskaido-

mas pirminiu
‘
skaičiu

‘
sandauga (indukcinė prielaida).

I
‘
rodysime, kad ir skaičius a vienareikšmǐskai ǐsskaidomas pirminiu

‘
skaičiu

‘
sandauga.

Tarkime,
a = p1 · p2 · . . . · pr = q1 · q2 · . . . · qs, (1)

čia pi, qj , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, – pirminiai skaičiai. I
‘
rodysime, kad r = s ir pi = qji

,
1 ≤ i ≤ r, čia j1, j2, . . . , jr yra skaičiu

‘
1, 2, . . . , r perstatinys.

Kadangi p1 | a, tai p1 | q1 · q2 · . . . · qs. Jei p1 6= q1, tai p1 | q2 · . . . · qs. Pakartoje
‘

ši
‘

samprotavima
‘
, gauname, jog egzistuoja toks j1, kad p1 = qj1 . (1)-os lygybės abi puses

suprastine
‘
ǐs p1, gauname:

a′ = p2 · . . . · pr = q1 · . . . q̂j1 . . . · qs,

čia stogelis virš qj1 , t. y. q̂j1 reǐskia, kad pirminio skaičiaus qj1 sandaugoje nėra. Kadangi
a′ < a, tai remdamiesi indukcine prielaida, gauname: r = s, pi = qji , 2 ≤ i ≤ r. 4

Pastabos.

1. Kaip žinome, i
‘
skaičiaus 1 skaidini

‘
ni

‘
eina nė vienas pirminis skaičius.

2. Vienas ir tas pats pirminis skaičius p skaičiaus a skaidinyje pirminiais skaičiais gali
pasikartoti. Skaičiaus p pasikartojimu

‘
skaičius α skaičiaus a skaidinyje yra vadinamas pirminio

skaičiaus p kartotinumu. Atsižvelge
‘

i
‘

pirminiu
‘

skaičiu
‘

kartotinumus skaičiaus a skaidinyje
pirminiais skaičiais, galime parašyti

a = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαm
m ,

čia p1, p2, . . ., pm – skirtingi pirminiai skaičiai, α1 > 0, α2 > 0, . . ., αm > 0 – ju
‘
kartotinumai.

Šis vienintelis skaičiaus a skaidinys pirminiais skaičiais yra vadinamas kanoniniu. Analogǐskai
kiekvienas sveikasis skaičius a 6= 0 vienareikšmǐskai yra užrašomas taip:

a = ±pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαm
m .

3. Jei a 6= 0 yra racionalusis skaičius, tai jis vieninteliu būdu užrašomas taip:

a = ±pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαr
r

qβ1
1 · qβ2

2 · . . . · qβs
s

,
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čia p1, p2, . . ., pr, q1, q2, . . ., qs – skirtingi pirminiai skaičiai, α1 > 0, α2 > 0, . . ., αr > 0,
β1 > 0, β2 > 0, . . ., βs > 0 – natūralieji skaičiai. Tare

‘
, kad sveikieji skaičiai α1 6= 0, α2 6= 0,

. . ., αt 6= 0 gali būti tiek teigiami, tiek neigiami, racionaliojo skaičiaus a 6= 0 skaidinys
pirminiais skaičiais gali būti ir taip užrašomas:

a = ±pα1
1 · pα2 · . . . · p

αt
t .

Žymėjimai. Sutarkime naudoti žymėjimus:

1. a1 + a2 + . . . + an =
n∑

j=1

aj .

2.
(
n
j

)
= Cj

n = n!
j!(n−j)! , 0 ≤ j ≤ n, 0! = 1.

3. Jei j = (j1, j2, . . . , jr), j1, j2, . . . , jr ≥ 0, tai j! = j1! · j2! · . . . · jr!.

4.
(
n
j

)
= n!

j! , čia j = (j1, j2, . . . , jr), j1 + j2 + . . . + jr = n.

5. Jei j = (j1, j2, . . . , jr), j1, j2, . . . , jr ≥ 0, a = (a1, a2, . . . , ar), tai

aj = aj1
1 · aj2

2 · . . . · ajr
r .

6. Niutono binomo koeficienta
‘

(
n
j

)
= n!

j!(n−j)! , 0 ≤ j ≤ n, 0! = 1, galima apibrėžti ir
neigiamiems sveikiesiems skaičiams −n, čia n > 0. Tik šiuo atveju naudokimės tokia lygybe:(

n

j

)
=

n · (n− 1) · . . . · (n− j + 1)
j!

, 0 ≤ j ≤ n.

Tuomet (
−n

j

)
=
−n · (−n− 1) · . . . · (−n− j + 1)

j!
=

(−1)j (n + j − 1) · (n + j − 2) · . . . · n)
j!

= (−1)j

(
n + j − 1

j

)
.

Pratimai.

1. Matematinės indukcijos metodu i
‘
rodykite Niutono binomo formule

‘
:

(a + b)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
ajbn−j .

2. Matematinės indukcijos metodu i
‘
rodykite formule

‘
:

(a1 + a2 + . . . + ar)n =
∑

j1, j2,..., jr≥0
j1+j2+...+jr=n

(
n

j

)
aj,
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čia a = (a1, a2, . . . , ar).

3. Matematinės indukcijos metodu i
‘
rodykite lygybe

‘
:

12 + 22 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

4. Raskite lygties x1 + x2 + . . . + xn = N sveikaisiais neneigiamais skaičiais sprendiniu
‘

skaičiaus formule
‘
.

Nurodymas: pirmiausia raskite ieškomos formulės ǐsraǐska
‘
, kai n = 1, n = 2, n = 3, po

to pabandykite atspėti galutine
‘
formulės ǐsraǐska

‘
ir matematinės indukcijos metodu i

‘
rodyti,

kad teisingai ja
‘
atspėjote.

5. 4-a
‘
ji
‘

pratima
‘

galima ir kitaip spre
‘
sti. Lygties x1 + x2 + . . . + xn = N sprendiniu

‘
skaičius sveikaisiais neneigiamais skaičiais yra lygus nelygybės

x1 + x2 + . . . + xn−1 ≤ N (1)

sprendiniu
‘
skaičiui sveikaisiais neneigiamais skaičiais. Tegu skaičiu

‘
rinkinys (a1, a2, . . . , an−1)

yra 1-os nelygybės sprendinys. Sudarykime tokia
‘
skaičiu

‘
seka

‘
:

1 ≤ a1 + 1 = b1 < a1 + a2 + 2 = b2 < . . . < a1 + a2 + . . . + an−1 = bn−1 ≤ N + n− 1.

Akivaizdu, kad žinodami skaičiu
‘
bj , 1 ≤ j ≤ n− 1, seka

‘

1 ≤ b1 < b2 < . . . < bn−1 ≤ N + n− 1, (2)

vienareikšmǐskai galime apibrėžti 1-os nelygybės sprendini
‘
(a1, a2, . . . , an−1). Keliais būdais

galime ǐsrinkti skaičiu
‘

bj , 1 ≤ j ≤ n − 1, seka
‘
, tenkinančia

‘
2-a

‘
sias nelygybes? Galima ir

kitaip paklausti: keliais būdais galime ǐsrinkti n− 1 skaičiu
‘
ǐs N + n− 1 skaičiu

‘
? Atsakymas:(

N+n−1
n−1

)
.

6. Tegu |a| < 1. Tuomet begalinės mažėjančios geometrinės progresijos

1, a, a2, a3, . . . , an, . . .

nariu
‘
suma yra lygi

∞∑
j=0

aj = (1− a)−1.

I
‘
rodykite, kad

(1− a)−n =
∞∑

j=0

(
−n

j

)
(−1)jaj =

∞∑
j=0

(
n + j − 1

j

)
aj .

49


