II skyrius. KOMPOZICIJOS DESNIAI

1. Vidiniai kompozicijos désniai
1. 1. Viena i§ pagrindiniu savoku norint apibrézti algebrines struktiiras aibése yra kom-
pozicijos désnio savoka. Apibréziami dvieju tipu kompozicijos désniai: vidiniai ir iSoriniai.
Dabar nagrinesime tik vidinius kompozicijos désnius, kurie daznai dar yra vadinami ir binario-
siomis operacijomis. Vidinius kompozicijos désnius paprastumo délei vadinsime kompozicijos
désniais. Véliau nagrinésime ir iSorinius kompozicijos désnius.

Apibrézimas. Atvaizdis f : X x X — X yra vadinamas aibés X elementu kompozicijos
désniu (binariaja operacija), apibréztu (apibrézta) aibéje X. Elementas f(z1,z2) € X yra
vadinamas aibés X elementu x1, x5 kompozicija, o x1, o — komponuojamaisiais elementais.

Pastaba. Yra nagriné¢jami ir dalinai apibrézti kompozicijos désniai, t. y. , kai atvaizdzio
f apibrézimo sritis yra aibés X x X poaibis. Pavyzdziui, atimtis — naturaliuju skaiciu aibéje
N dalinai apibrézta: atvaizdzio — : N x N — N apibrézimo sritis yra D(—) = {(a,b) | a >
b, a,b € N}. Mes dalinai apibréztu kompozicijos désniu nenagrinésime. Kompozicijos désni
f, apibrézta aibéje X, paprastumo délei vadinsime kompozicijos désniu aibéje X.

Jei f — komozicijos désnis aibéje X, tai kiekvienam sutvarkytam aibes X elementu dve-
jetui (z1,xs), remiantis f apibrézimu, yra priskiriamas vienas ir tik vienas aibés X elementas
f(x1,x2). Pavyzdziui, sudétis +, daugyba - skai¢iu aibése N, Z, Q, R yra kompozicijos désniai.
Tik skai¢iu sudéties, daugybos atvejais vietoje +(a,b), -(a, b) iprasta rasyti a + b, a - b. Mes
dazniausiai kompozicijos désnius zymeésime +, -, o, %, ar dar kitokiais zenklais ir, kaip ir
skaiciu sudéties ir daugybos atvejais, rasysime juos tarp komponuojamuju elementu: = + v,
x-y, xxy, xoyir t. t. (o taip pat daznai kompozicijos désnio zenkla tarp komponuojamuju
elementu ir praleisime, kai aisku, koki kompozicijos désni nagrinéjame). Kartais kompozicijos
zenkla patogu rasyti ir pries komponuojamuju elementu pora: min(a,b), max(a,b) ir t. t..
Aibe X su joje apibréztu kompozicijos désniu * sutarkime zyméti (X, x).

Pavyzdziai.

1. Ankséiau minéjome, kad skaic¢iu sudétis + ir skai¢iu daugyba - yra kompozicijos
désniai aibése N, Z, Q, R. Skaiciu daugyba - yra kompozicijos désnis ir aibése Q" =: Q\ {0},
R* =R\ {0}.

2. Tarkime, kad X = N, Z,Q,R. Atvaizdis

x, jeix <y
Yy, jeix >y

b

min : X X X — X, min(z,y) :{

x,y € X, yra kompozicijos désnis aibéje X. Atvaizdis

x, jeix >y
Yy, jeix <y

b

max: X X X — X, maX:{

x,y € X, taip pat yra kompozicijos désnis aibéje X.

3. Skaiciy atimtis — néra kompozicijos désnis aibéje N, bet yra kompozicijos désnis aibése
Z, Q, R.
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4. Apibrézkime atvaizdi
U:NxN-—=N, (a,b) —alb, a,beN,

a b — skaiciu a ir b didziausias bendrasis daliklis. L yra kompozicijos désnis aibéje N.

5. Apibrézkime atvaizdi
M:NxN-—=N, (a,b) —alb, a,b e N,

a b — skaic¢iu a ir b maziausias bendrasis kartotinis. M yra kompozicijos désnis aibéje N.

Stai keletas kompozicijos désniu, svarbiu aibiu teorijoje, pavyzdziu. Tarkime, kad X —
aibé, P(X) — aibés X visu poaibiu aibé ( P(X) taip pat yra zymima ir 2%).

6. Aibiu sudétis U — kompozicijos désnis aibéje P(X).

7. Aibiu daugyba N — kompozicijos désnis aibéje P(X).

8. Aibiy atimtis \ — kompozicijos désnis aibéje P(X).

9. Aibiy simetriné atimtis © — kompozicijos désnis aibéje P(X).

10. Atvaizdziu kompozicija o — kompozicijos désnis aibéje XX, ¢ia XX — visu atvaizdziu
f X — X aibe.

11. Pavyzdziui, jei X = {a,b}, tai visus kompozicijos désnius aibéje X apibrézkime
lentelémis.

x1| al|b x9 | a|b x3 | a|b ¥4 al|b
alala alb |a alal|b alala
ala bla|a bla|a blb|a
*5| a|b *6| a|b x7 0 alb *g| al|b
alala al|b|b alb |a alal|b
a ala b la a
xg | alb x10| a|b x11] a|b x10| a|b
alb|a alala ala|b alal|b
a b bla|b b b
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x13] al|b x14| @ |b *x15| a|b x16| @ |b

Dar syki atidziai paziurékime i 16-ka lenteliu, kuriomis apibréziami kompozicijos désniai
aibéje X = {a,b}. Pavyzdziui, kompozicijos désniai *; ir x1g, %o ir *14, *g ir *15 ir t. t.
tam tikra prasme mazai kuo skiriasi. Aibés X elementai a ir b lygiaverciai ir jei elementa a
pazymetume raide b, o b — raide a, tai lentelé, kuria yra apibréziamas %, apibreztu kompozi-
cijos désni %14, 0 lentelé, kuri apibrézia %14, apibréztu kompozicijos désni *; it t. t..

1. 2. Izomorfiniai kompozicijos désniai. Jei aibée X turi n elementy, tai galime
sudaryti i§ viso n" lenteliu, kuriomis yra apibréziami visi atvaizdziai f : X x X — X, t.
y. visi kompozicijos désniai aibéje X. Bet ne visi taip apibrézti kompozicijos désniai yra is
esmeés skirtingi.

Pateiksime apibrézima, kuriuo remiantis skirtingai apibréztus kompozicijos désnius ir net
skirtingose aibése tam tikra prasme galima neskirti, t. y. sutapatinti.

Apibrézimas. Aibé X su joje apibréztu kompozicijos désniu * yra vadinama izomorfine
aibei Y su joje apibréztu kompozicijos désniu o, jei egzistuoja tokia bijekcija f : X — Y, kad
bet kuriems x1,x9 € X, f(x1 x22) = f(x1) o f(22).

Bijekcija f yra vadinama izomorfizmu i§ aibés (X, x*) i aibe (Y,0). Jei (X, %) yra izo-
morfiné (Y, o), tai sutarkime zyméti (X, *) = (Y,0). Tuo atveju, kai X =Y ir (X, *) yra
izomorfiné (X, o), paprastumo délei kompozicijos désnius * ir o vadinsime izomorfiniais.

Pavyzdziui, anksciau aibéje a, b apibrézti lentelémis kompozicijos désniai %y ir *jg, *o ir
%14, *3 I %15 yra izomorfiniai.

Jei aibé X turi n elementu, tai, kaip minéjome anksciau, galima sudaryti i§ viso n"
lenteliu, apibrézian¢iu visus kompozicijos désnius aibéje X. Akivaizdu, kad neizomorfiniu
kompozicijos désniu aibéje X yra maziau nei n”Q, bet kiek, néra zinoma.

2. Asociatyvius kompozicijos désniai

2. 1. Pastebésime, kad aibéje (X, x*), remiantis kompozicijos désnio apibrézimu, gal-
ima sukomponuoti tik bet kuriuos du aibés X elementus. Noréedami apibrézti triju aibés X
elementu x1, x2, r3 kompozicija, privalome nurodyti, kuria tvarka turi buti atliekami kom-
pozicijos veiksmai. Pavyzdziui, uzrasas xi * xo * x3 neturi prasmeés. Uzrasui xi % o * 23
galime suteikti prasme, suskliaude vienaip ar kitaip elementus: (x1 *x9) *x 3 ar xq * (z2 * 3).
Pavyzdziui, pirmuoju atveju is pradziu atliekame kompozicijos veiksma 1 * xo su elementais
x1, T3, 0 po to, sukomponuojame elementus x1*x5 ir 3. Antruoju atveju is pradziu atliekame
kompozicijos veiksma x5 * x3 su elementais x4, x3, 0 po to, sukomponuojame elementus x;
ir x9 * 3. Rezultatai, taip atlikus veiksmus, gali skirtis. Nagrinékime, pavyzdziui, atimti —
sveikuju skaiciuy aibéje Z. Akivaizdu, kad (5 —3) —4 # 5 — (3 —4).

Kaip minéjome, uzrasas xi * o * x3 neturi prasmes, jei nenurodyta skliausteliais, kuria
tvarka turi buti atlikti kompozicijos veiksmai. Tuo labiau prasmeés neturi uzrasas xi *xo*. ..
x,. Norédami apibrézti n elementu x1, xo, ..., x, kompozicija, tai galime padaryti reiskinyje
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X1 *T9*. .. %, kuriuo nors budu sudélioje skliaustelius, pavyzdziui, ((...(xq*xg)*x3)*...*
——

n—1
Tp—1) * Ty ar 1 % (g % (... % (xp_1 * Ty, ))...) ar dar kaip nors kitaip. Taigi nuo skliausteliu
—
n—1

sudéliojimo tvarkos reiskinyje x1 * xo % ... % x,, priklauso n elementu, n > 3, kompozicijos
apibrézimas.
Apibrézimas. Kompozicijos désnis x aibéje X yra vadinamas asociatyviu, jei bet
kuriems z, y, z € X,
(x*xy)*xz=axx%(y=*z2).

2. 2. Jei kompozicijos désnis x aibéje X asociatyvus, tai bet kuriu triju elementu x, vy,
z € X kompozicija x * y * z vienareikSmiskai apibrézta ir nuo skliausteliu sudéliojimo tvarkos
nepriklauso, t. y. skliausteliai nebtitini veiksmu tvarkai nurodyti. Kalbant apie aibés X n
elementu x1, s, ..., x, kompozicija, kai n > 3, visiSskai neakivaizdu, ar rezultatas priklauso,
ar ne nuo skliausteliu sudéliojimo tvarkos reiskinyje x1 * o *x ... % x,.

Teorema. Jei kompozicijos désnis * aibéje X yra asociatyvus, tai bet kuriu n elementu
T1, To, ..., Tp € X, n > 3, kompozicija x1 * T * . ..* x, vienareikSmiskai apibrézta, t. y. nuo
skliausteliu isdéstymo tvarkos reiskinyje x1 * xs * ... * x,, nepriklauso.

Irodymas. Teoremos teigini irodysime matematinés indukcijos metodu pagal kompo-
nuojamuju elementy skaiciu n. Kai n = 3, teoremos teiginys teisingas (tai asociatyvaus
kompozicijos désnio apibrézimas). Tarkime, kad teoremos teiginys yra teisingas, kai kompo-
nuojamuju elementu yra maziau nei n. Irodysime, kad teoremos teiginys yra teisingas ir tuo
atveju, kai komponuojamuju elementu yra n.

Apibréziant n elementu z1, z2, ..., x, kompozicija kuriuo nors budu, skliausteliai
reiskinyje x1 * xo * ... x x,, yra iSdéstomi taip, kad kiekvieno zingsnio metu kompozici-
jos veiksma galetume atlikti tik su dviem gretimais suskliaustais elementais. Po kiekvieno
zingsnio komponuojamuju elementu skaic¢ius sumazéja vienetu. Tarkime, kad pasirinkome
kuriuos nors du skirtingus skliausteliu iSdéstymo budus reiskinyje xq * xg * ... * z,, ir pasku-
tiniojo zingsnio metu vienu ir kitu atveju kompozicijos veiksmai yra atliekami taip:

1) (wp*%..oxxy) % (Tgpg % ... xxy) Ir
i) (xq%...%x;) % (41 %...%x,), ¢ia l <i,j <n. Pagal indukcine prielaida elementai

T ¥ KDLy, Tig1 ¥ .. kT, T K. KT, Tjgp1 *...% Ty

vienareikSmiskai yra apibrezti. Tarkime, kad ¢ < j. Tuomet vienu ir kitu atvejais galime
uzrasyti:

(1. ok ay) k(i * .ok xy) * (Tjg1 * ..k Ty))
ir

((my*..omy) % (Tigr * ... x5)) % (Tjq1 * ... % Tp).

Pazyméje x = @1 % ... ¥ Ty, Y = Tyqp1 * ... % T I 2 = Tj4q * ... % Tp, gaUname:

(1. .oxmy) x (g1 .. % x5) *x (Tjp1 ... %2y)) =x % (Y *2)
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ir
(1% okmy) k(g %o xy)) % (Tjp1 % .. % xy) = (T xY) x 2.

Kadangi kompozicijos désnis * aibéje X yra asociatyvus, tai z x (y * 2) = (z*y) x 2, t. y.

(1. okmg) x (g1 % x@p) = (T %o x) (X1 %o .o % Tp). A

Pavyzdziai.

Atimtis aibése Z, Q, R néra asociatyvi.

Dalyba : aibése Q* = Q \ {0}, R* =R\ {0} néra asociatyvi.

Aibiu atimtis \ aibéje P(X), ¢ia X — kuri nors aibé, néra asociatyvi.

Kompozicijos désniai min, max aibése N, Z, Q, R yra asociatyvis.

A e

Kompozicijos désniai LI, I aibéje N yra asociatyvis.

6. Simetriné aibiu atimtis © aibéje P(X), ¢ia X — kuri nors aibé, yra asociatyvi.
Isitikinkite!

7. Aibiu sudétis U ir daugyba aibéje P(X), ¢ia X — kuri nors aibé, yra asociatyvus
kompozicijos désniai.

8. Apibrézkime kompozicijos désni aibéje N taip:
x:NxN—=N, (a,b) — axb=:a’ a,beN.

Sis kompozicijos désnis néra asociatyvus.

9. Atvaizdziu kompozicija o aibéje XX, ¢ia X — kuri nors netuséia aibe, XX — visuy
atvaizdziu f : X — X aibé, yra asociatyvi.

3. Indukuotieji kompozicijos désniai

3. 1. Sakykime, Y yra aibés X netuscias poaibis, * — aibés X elementu kompozicijos
désnis.

Apibrézimas. Aibés X poaibis Y yra vadinamas stabiliu aibés X elementu kompozicijps
désnio * atzvilgiu, jei bet kuriems y1, y2 € Y, y1 xy2 € Y.

Jei aibés X poaibis Y yra stabilus kompozicijos désnio * aibéje X atzvilgiu, tai kom-
pozicijos désnio * : X x X — X siaurinys *}ny Y xY — Y yra kompozicijos désnis
aibéje Y, vadinamas kompozicijos désnio * indukuotoju désniu aibéje Y. Indukuotaji kom-
pozicijos désni aibéje Y zZymeésime taip pat, kaip aibés X elementu kompozicijos désni *, t.
y. neraSysime atvaizdzio siaurinio zenklo !ny. Jei aibés X netuscias poaibis Y yra stabilus
aibés X elementu kompozicijos désnio * atzvilgiu, tai rasysime (Y, *) C (X, *).

Pavyzdziai.

1. Nagrinékime skaiciu sudéti 4+ aibéje Z. Poaibis nZ (priminsime: nZ = {nl | | € Z}),
¢ia n — kuris nors fiksuotas naturalusis skaicius, yra stabilus sudéties + atzvilgiu. Poaibis
1 4 2Z (nelyginiu skai¢iu poaibis) néra stabilus sudéties + atzvilgiu.
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2. Nagrinékime skaiciu daugyba - aibéje Z. Poaibis nZ, ¢ia n — kuris nors fiksuotas
naturalusis skaiCius, yra stabilus daugybos - atzvilgiu. Poaibis 1 + 2Z taip pat stabilus dau-
gybos - atzvilgiu, tuo tarpu poaibis 2+ 3Z (2+3Z = {2+ 3l | [ € Z}) néra stabilus daugybos
- atzvilgiu.

3. Tarkime, X — netuséia aibé, o XX — visu atvaizdziu f : X — X aibé. Pazymékime
Aut(X) aibés XX poaibi, sudaryta i§ visu bijekciju f : X — X. Aibés XX poaibis Aut(X)
yra stabilus atvaizdziu kompozicijos o atzvilgiu, t. y., jei f,g € Aut(X), tai fog € Aut(X).

4. Akivaizdu, jei Y — aibés X netuséias poaibis, tai P(Y) stabilus aibés P(X) poaibis
aibiu sudéties U ir daugybos N atzvilgiu.

*

Teiginys. Aibés X elementu asociatyvus kompozicijos désnis * stabiliame aibés X x

atzvilgiu poaibyje Y indukuoja asociatyvu kompozicijos deésni.
Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus.
4. Faktorkompozicijos désniai

4. 1. Sakykime, aibéje X yra apibréztas kompozicijos désnis * ir ekvivalentumo sarysis
R.

Apibrézimas. Kompozicijos désnis * ir ekvivalentumo sarysis R, apibrézti aibéje X yra

vadinami suderintais, jei

x1 = z2(mod R), x3 = x4(mod R) = 1 * 3 = 2 * x4(mod R).

Jei kompozicijos désnis * ir ekvivalentumo sarysis R, apibrézti aibéje X yra suderinti,
tai galima apibrézti kompozicijos désni * aibés X pagal ekvivalentumo sarysi R faktoraibéje
X/R:

(x1(modR)) * (x2(modR)) =: x1 * xo(modR).

Sis apibrézimas nepriklauso nuo atstovu z; ir x5 iS ekviavlentumo klasiu
z1(modR) ir z2(modR)
isrinkimo. Taip apibréztas kompozicijos désnis * faktoraibéje X/R yra vadinamas kompozi-
cijos désnio *, apibrézto aibéje X, pagal ekvivalentumo sarysi R faktordésniu.
Pavyzdziai.
1. Skaiciy sudétis + ir ekvivalentumo sarysis R,, = {(a,b) | a,b € Z, a — b € nZ}, ¢ian
— fiksuotas naturalusis skaicius, aibéje Z yra suderinti. Sudétis faktoraibéje

Zn=12/Ry, ={nZ,1+nZ,...,n—1+nZ}

apibréziama taip: (i +nZ)+ (j+nZ) =:i+j+nZ, i,j € Z (priminsime, kad a +nZ = b+nZ
tada ir tik tada, kai n| a—b, t. y. n dalija a—0b). 2. Skai¢iu daugyba - ir ekvivalentumo sarysis
R, kaip ir pirmajame pavyzdyje, aibéje Z yra suderinti. Daugyba - faktoraibéje Z,, = Z/R,,
apibréziama taip: (i +nZ) - (j+nZ) =:i-j+nZ,i,j € Z.
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4. 2.Teiginys. Jei aibés X elementu kompozicijos désnis * yra asociatyvus ir yra
suderintas su ekvivalentumo sarysiu R, apibréztu aibéje X, tai kompozicijos désnio * pagal
R faktorkomporzicijos désnis * faktoraibéje X/R yra asociatyvus.

Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus ir palickamas skaitytojui.
5. Neutralus elementas. Simetriniai elementai
5. 1. Neutralus elementas.

Apibrézimas. Tarkime, kad * yra aibés X elementu kompozicijos désnis. Aibés X
elementas e yra vadinamas neutraliuoju kompozicijos désnio * atzvilgiu, jei kiekvienam = € X,
exT =2T*ke=Lx.

Teiginys. Aibéje X Sios aibés elementu kompozicijos désnio * atzvilgiu gali egzistuoti
ne daugiau kaip vienas neutralus elementas.

Irodymas. Sakykime, e ir €’ aibés X elementu kompozicijos désnio * atzvilgiu yra
neutralts elementai. Tuomet ¢/ = ¢’ xe =e. A

Pavyzdziai.

1. Aibéje Z (o taip pat ir aibése Q, R) skai¢iu sudéties + atzvilgiu 0 yra neutralus
elementas.

2. Aibéje Z (o taip pat ir aibése Q, Q*, R, R") skai¢iu daugybos - atzvilgiu 1 yra neutralus
elementas.

3. Tuscia aibé yra aibés P(X) neutralus elementas simetrineés atimties © atzvilgiu.

4. Tapatusis atvaizdis id € Aut(X), ¢ia X — netuscéia aibé, Aut(X) — visu bijekciju
f X — X aibé, yra neutralus elementas atvaizdziu kompozicijos o atzvigiu.

Susitarimas. Tuo atveju, kai aibés X elementu kompozicijos désni zymésime + ( arba
-) ir Sio kompozicijos désnio atzvilgiu aibéje X egzistuos neutralus elementas, tai §i elementa
zymésime 0 (arba 1) ir vadinsime nuliumi (arba vienetu).

5. 2. Simetrinis elementas.

Apibrézimas. Tarkime, % yra aibés X elementu kompozicijos désnis, e — Sio kom-
pozicijos désnio atzvilgiu neutralus elementas. Elementas ' € X yra vadinamas simetriniu
elementu elementui x € X, jei 2’ xx = xx 2’ =e.

Teiginys. Sakykime, aibés X elementu kompozicijos désnis % yra asociatyvus ir Sio
kompozicijos désnio atzvilgiu egzistuoja neutralus elementas e. Tuomet kiekvienam aibés X
elementui gali egzistuoti ne daugiau kaip vienas simetrinis elementas.

Irodymas. Tarkime, kad elementui x € X egzistuoja simetriniai elementai ', 2" € X.
Tuomet o' =2’ xe=a"x (xx2") = (' xx)x2"" =exa”’ =2". A

Pavyzdziai.
1. Kiekvienam aibés (Z,+) (o taip pat ir aibiu (Q,+), (R,+)) elementui a egzistuoja

simetrinis elementas —a.
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2. Kiekvienam aibés (Q*,-) (o taip pat ir aibés (R*,-)) elementui a egzistuoja simetrinis

elementas a 1.

3. Nagrinékime aibe P(X) ir joje simetrine aibiy atimtj ©. Kiekvienam aibés P(X)
elementui A simetrinis elementas egzistuoja ir yra lygus A. Is tikruju, A © A = 0.

4. Nagrinékime aibe Aut(X), ¢ia X — netuscia aibé, ir joje apibrézta atvaizdziu kompozi-
cija o. Kiekvienam aibés Aut(X) elementui f egzistuoja simetrinis elementas f~1 € Aut(X).
Is tikruju, f € Aut(X) tada ir tik tada, kai atvaizdis f : X — X yra bijekcija. Vadinasi,
egzistuoja f~1 € Aut(X)ir fof 1= f"lof=id

Susitarimas. Sakykime, kad aibés X elementu kompozicijos désnis yra zymimas + (arba
-) ir 8io kompozicijos désnio atzvilgiu egzistuoja neutralus elementas 0 (arba 1). Tuomet ele-
mentui x € X simetrini elementa, jei jis tik egzistuoja, Zymésime —z (arba 1) ir vadinsime
priesingu (atvirkstiniu) elementu elementui x.

5. 3. Komutatyvis kompozicijos désniai.

Apibrézimas. Aibés X elementu kompozicijos désnis * yra vadinamas komutatyviuoju,
bet kuriems elementams x,y € X, x xy = y x x.

Pavyzdziai.

1. Skaiciu sudétis + aibéje N (o taip pat ir aibése Z, Q, R) yra komutatyvus kompozicijos
désnis.

2. Skaiciu daugyba - aibéje N (o taip pat ir aibése Z, Q, R, Z*, Q*, R™) yra komutatyvus
kompozicijos désnis.

3. Simetriné aibiu atimtis © aibéje P(X), ¢ia X — kuri nors aibé, yra komutatyvus
kompozicijos désnis.

4. Aibés Aut(X) elementu kompozicijos désnis o (o — atvaizdziu kompozicijos désnis)
néra komutatyvus, kai | X| > 3. I8 tikruju. Imkime tris skirtingus aibés X elementus z1, zo,
x3 ir nagrinékime bijekcijas f: X — X, g : X — X, apibréztas taip:

f(x1) = x9, f(xa) =21, f(z) =2, kaiz € X \ {z1,22} ir
g(z2) = x3, g(x3) = 22, g(x) = x, kai v € X \ {x2,x3}.

Tuomet
(fog)(z1) = f(9(z1)) = fz1) = x2,
(g0 f)(@1) = g(f(21)) = g(x2) = w3,
t.y. fog#gof.

6. ISoriniai kompozicijos désniai

6. 1.ISorinio kompozicijos désnio apibrézimas. Aibés 2, vadinamos operatoriu
aibe, elementu ir aibés X elementu iSoriniu kompozicijos désniu yra vadinamas atvaizdis
f:Qx X — X. Aibés 2 elementai yra vadinami operatoriais. Operatoriaus a € €2 ir aibeés
X elemento x kompozicija yra vadinama funkcijos f reiksmeé f(«,z) € X.

Kaip ir vidinio kompozicijos désnio atveju sakysime, kad iSorinis kompozicijos désnis f
apibréztas aibéje X, o {2 — iSorinio kompozicijos désnio f operatoriu aibé.
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Tuo atveju, kai €2 = X, iSorinis kompozicijos désnis f yra vidinis kompozicijos désnis,
apibréztas aibéje X. Taigi vidinio kompozicijos désnio savoka yra iSoronio kompozicijos désnio
savokos atskiras atvejis.

ISorinius kompozicijos désnius, kaip ir vidinius, zymeésime -, *, o, ar dar kitokiais zenklais
ir raSysime (o dazniausiai praleisime) tarp komponuojamuju elementu: operatoriaus o € €2
ir elemento x € X. Kai kuriais atvejais apibrésime ir kitokius iSorinio kompozicijos désnio
zenklus, patogius konkreciose situacijose. Pavyzdziui, elementu a € ) ir z € X kompozicija
galima zymeéti <.

6. 2. Stabilus poaibis. Sakykime, % — opratoriu aibés €2 ir aibés X elementu iSorinis

kompozicijos désnis, A C , Y C X. Apibrézkime A xY =: {ay | a € Q,y € Y}. Akivaizdu,
kad Ax X C X. Siuo atveju operatoriu aibe {2 susiaurinome iki aibés A.

Apibrézimas. Sakykime, * — operatoriu aibés () ir aibés X elementu iSorinis kompozi-
cijos désnis. Aibés X poaibis Y # () yra vadinamas stabiliu iSorinio kompozicijos désnio *
atzvilgiu, jei Q@ xY C Y. Jei aibés X netuscias poaibis Y yra stabilus iSorinio kompozicijos
désnio * atzvilgiu, tai iSorinis kompozicijos désnis * aibéje X apibrézia iSorini kompozicijos
désnj aibéje Y, vadinama indukuotu iSoriniu kompozicijos désniu aibéje Y.

Tarkime, kad aibéje X apibréztas ekvivalentumo sarysis R, * — iSorinis kompozicijos
désnis tarp  ir X elementuy.

Apibrézimas. ISorinis kompozicijos désnis * yra vadinamas suderintu su ekvivalentumo
sarySiu R aibéje X, jei kiekvienam a € 2,

r =y(modR) = a*z = a*y(modR).

Siuo atveju galima apibrézti iSorini kompozicijos désni * tarp operatoriu aibés € ir faktoraibés
X/R elementu:
a* (x(modR) =: a* z(modR), a € Q, x € X.

Pavyzdziai.
1. Tarkime, X — netuséia aibe, Q = XX. Operatoriu aibés  ir aibés X elementy iSorinj

kompozicijos désni * apibrésime taip:

Ox X =X, (fyz)— frxx=:f(x), feQ, xeX.

2. Kaip ir 1-jame pavyzdyje, @ = XX, X — netuséia aibé, A C Q, A # 0. Operatoriu
f € Air aibés X elementu iSorinis kompozicijos désnis apibréziamas kaip ir 1-jame pavyzdyje
(kitaip tariant, operatoriu aibe {2 susiaurinome iki aibés A). Daznai sutinkamas svarbus
atvejis, kai A = Aut(X). Véliau §i atveji nagrinésime nuodugniau.

3. Sakykime, S, X — netuscios aibés, Q = XX, ¢ : § — Q — atvaizdis. Operatoriu aibés
S ir aibés X elementu iSorini kompozicijos désni * apibrézkime taip:

SxX =X, (,z) = axz=¢(a)(z), « €S, ze€X.
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7. Algebrinés strukturos

7. 1. Pagrindiniai algebros objektai, kurie intensyviai buvo pradéti tirti mazdaug
nuo XIX a. vidurio, tai algebrinés strukturos. Pusgrupeés, grupes, ziedai, kunai, tiesinés
erdvés, algebros, moduliai, — tai tik nedaugelio algebriniu strukturu pavadinimai. Dabar
apibrésime abstrakcia, bendra algebrinés struktiiros savoka, o véliau apsiribodami kompozi-
cijos désniais, kurie ir yra algebrinés struktiiros aibése pagrindas, apibrésime konkrecias al-
gebrines struktiiras ir suteiksime joms ju pavadinimus.

Apibrézimas. Algebrine aibés X struktura apibrézia vienas ar keletas aibés X elementu
vidiniu kompozicijos désniu ir vienas ar keletas operatoriu aibiu €21, o, ... ir aibés X
elementu iSoriniu kompozicijos désniu. Be to, Sie kompozicijos désniai gali tenkinti vienokia
ar kitokia aksiomu sistema ir gali biiti susieti vieni su kitais ivairiais sarysiais. Dazniausiai
X yra vadinama pagrindine aibe, o operatoriu aibés 21, (2o, ..., — pagalbinémis.

Galima nagrinéti aibés X poaibius Y, Y # (), stabilius visu kompozicijos désniu aibéje
X atzvilgiu ir tuose poaibiuose Y apibrézti indukuotas algebrines struktiiras. Panasiai, gal-
ima nagrineti ekvivalentumo sarysius R aibéje X, suderintus su visais kompozicijos désniais,
apibréztais aibéje X, ir apibrézti algebrines faktorstrukturas aibéje X/R. Kai nagrinésime
konkrecias algebrines strukturas, iSsamiai, kiek tai bus imanoma, ir aptarsime indukuotas
algebrines struktiuiras ir algebrines faktorstruktiiras tais konkreciais atvejais.
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