I skyrius. AIBES IR ATVAIZDZIAI
Aibés savoka

0. 1. Siuolaikinéje matematikoje aibiu teorijos yra grindziamos aksiomu sistemomis.
Pagrindinéms algebros struktiiroms isdéstyti labiausiai priimtina aibiu teorija, pagrista
Cermelo - Frenkelio (o taip pat ir Bernaiso - Gedelio) aksiomu sistema. Bet aksiomatiskai
aibiu teorijos mes nedéstysime, nes misu tikslams visiskai pakaks paciu elementariausiu
Sios teorijos savoku.

Aibiu teorijoje, kuria sukturé Georgas Kantoras, aibés ir elemento priklausomumo
aibei sarysio savokos buvo grindziamos intuicija. Pavyzdziui, Cermelo - Frenkelio aibiu
teorijoje aibés ir elemento priklausomumo aibei sarysio savokos yra laikomos pirminémis,
kuriu pagrindinés savybés nusakomos aksiomomis. Georgas Kantoras pateiké toki aibés
apibrézima: ”aibe suprasime kaip objektu, kuriuos viena nuo kito gerai galime atskirti savo
intuicija arba mintimis, sujungima i viena visuma”.

Nors, kaip aibiu teorijos raida rodo, intuicija pasikliauti negalima, mes visgi prisi-
laikysime Kantoro apibrézimo. Tik pabrésime, kad ne kiekviena kuriu nors elementu
ar objektu visuma sudaro aibe. Pavyzdziui, tare, kad visu aibiu visuma yra aibé, neis-
vengtume paradoksu. Stai vienasis zinomu paprasciausias, Bertrano Raselo paradoksas.
Pazymeékime raide C'visu aibiu, nesanciu pacios saves elementu, visuma. Pavyzdziui, visu
naturaliyju skaic¢iu aibé N néra naturalusis skai¢ius, visu racionaliuju skaiciu aibé Q taip pat
néra racionalusis skaicius, t. y. Sios aibés priklauso C'. Tare, kad C' yra aibé, issiaiskinkime,
ar aibé C' yra aibés C' elementas, ar ne. Jei aibé C' yra aibés C' elementas, tai aibé C' neprik-
lauso aibei C' pagal C' apibrézima. Jei aibé C' néra aibés C' elementas, tai aibé C' priklauso
C pagal C apibrézima. Kaip matome, tai tikrai labai paprastas paradoksas.

Dél aptiktu Kantoro aibiu teorijoje paradoksu matematikams iskilo problema pagristi
aibiu teorija taip, kad joje nebtuitu paradoksu, o Kantoro aibiu teorijos esminiai pasiekimai,
— kardinalu ir ordinalu teorija, — buitu iSsaugoti. Nieko geriau nebuvo sugalvota, kaip kurti
aibiu teorijas aksiomatiskai. Véliau apie tai kalbésime kiek placiau.

0. 2. Aptarsime aibiu teorijos elementariausias savokas ir zyméjimus. Uzrasai "a €
A” arba ”A 3 a” yra skaitomi ”a yra aibés A elementas” arba ”a priklauso aibei A”.
Uzrasai "a ¢ A” arba” A Z a” yra skaitomi ”a néra aibés A elementas” arba ”a nepriklauso
aibei A”. Aibé, neturinti nei vieno elemento, yra vadinama tusciaja ir yra zymima (.
Baigtine aibe, sudaryta i elementu z1, z9, . . ., ,, sutarkime uzrasyti {x1,x2,..., =, }.

Aibés poaibio apibrézimas. Yra sakoma, kad aibé A yra aibés B poaibis ir Zzymima
A C B arba B D A, jei aibés A kiekvienas elementas yra ir aibés B elementas. Aibés
poaibio apibrézimas matematiniais simboliais yra uzrasomas taip:

ACB<=:Vala€ A= a€ B).
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Uzrasai "A ¢ B” arba ”B 5 A” yra skaitomi ”aibé A néra aibés B poaibis”. Aibé A
néra aibés B poaibis, jei egzistuoja toks aibés A elementas a, kuris nepriklauso aibei B.
Apibrézima ”aibé A néra aibés B poaibis” matematiniais simboliais galime uzrasyti taip:

A¢ B<=:3a(a€ ANa ¢ B).

Aibiu idéties sarysis C (arba D) turi sekancias savybes:
1. Jei A C Bir B C C, tai A C C.Matematiniu simboliu zyméjimais §i savybe
atrodo taip:
(ACB)A(BC(O)) = (AcCC();

2. Kiekvienai aibei A, ) C A. Matematiniu simboliy Zyméjimais §i savybé atrodo taip:

VA C A).

Aibiu lygybés apibrézimas. Aibés A ir B yra vadinamos lygiomis ir zZymima
A= DB,jei AC Bir B C A. Matematiniu simboliu zZyméjimais 8is apibrézimas atrodo
taip:

(A=B)<=:((ACB)AN(BCA)).

Aibiu lygybés sarysis = turi sekancias savybes:
1. Kiekvienai aibei A, A = A;
2. Jei A = B, tai B = A. Matematiniais simboliais §i savybé uzrasoma taip:

(4=B) = (B =A);

3. Jei A= B, B=C, tai A =(C. Matematiniais simboliais §i savybé uzrasoma
taip:
(A=B),(B=0)) = (A=0).

Aibés poaibiai. Fiksuotos aibés A visu poaibiu visuma sudaro aibe, kuri yra zZymima
P(A) arba 24. Taigi X C A <= X € P(A).

Aibés A poaibiai daznai yra apibréziami kuria nors savybe S, kuria turintys aibés A
elementai ir sudaro aibés A poaibi. Aibés A elementu, turinc¢iu savybe S, visuma zZymésime
{z € A|S(z)}. Pavyzdziui, {z € R|z > 2} yra realiuju skai¢iu aibés poaibis, sudarytas i§
realiuju skaiciu didesniu uz 2. Aibiu teorijoje, grindziamoje aksiomu sistema, kruopsciai
yra aptariamos savybiu klasés, leistinos nagrinéjamojoje teorijoje. Tos savybés, kurias
véliau nagrinésime mes, noréedami apibrézti kurio nors aibés kai kuriuos poaibius, nesukels

jokiu loginiu sunkumu.



1. Veiksmai su aibémis

1. 1. Aibiu sumos (junginio) apibrézimas. Aibiu A ir B suma (junginiu) yra
vadinama aibé, sudaryta i$ visu tu elementu, kurie priklauso bent vienai aibiu: A ar B ir
zymima A U B. Mtematiniu simboliu Zymeéjimais aibiu suma yra apibréziama taip:

r € AUB <= (z € A)V (z € B).

Aibiu suma galima ir taip apibrézti: AU B =: {z|x € AV z € B}.

Panasiai galima apibrézti ir uzrasyti ir aibiu Seimos suma. Aibiu Seima yra vadi-
nama tokia aibiu A, visuma {A, }qcr, kurios elementai ”sunumeruoti” kurios nors aibés
I elementais a. Aibiu Seimos {A, }aer aibés, kuriu indeksai skirtingi, gali buti ir lygios.

Aibiy Seimos suma. Aibiu Seimos { A, }aes suma (junginys) apibréziama(s) taip:

U Ay = {z]3a € I(x € Ay)}.

ael

Aibiu sumos savybés. Bet kurioms aibéms A, B, C teisingos lygybés:
1. AU(BUC) = (AUB)UC. Sisavybé yra vadinama aibiu sudéties asociatyvumu;
2. AUB = BU A. Si savybé yra vadinama aibiu sudéties komutatyvumu;
3. AUA = A. Sisavybé yra vadinama aibiu sudéties idempotentumo désniu.

1. 2. Aibiuy sankirtos (sandaugos) apibrézimas. Aibiy A ir B sankirta (san-
dauga) yra vadinama aibé, sudaryta is visu tu elementu, kurie priklauso ir aibei A ir aibei
B ir yra zymima A N B. Matematiniu simboliu Zyméjimais Sis apibrézimas atrodo taip:

ANB={z|(x € A) A (x € B)}

arba
r € ANB <= ((z € A) A (x € B)).

Aibiu Seimos sankirta (sandauga). Aibiu Seimos {4, }acr sankirta (sandauga)
apibréziama taip:
ﬂ Ay = {zVa e I(x € Ay)}.
acl

Aibiy sankirtos savybés. Bet kurioms aibéms A, B, C teisingos lygybés:
1. (ANB)NC = AN (BNC) (aibiy sankirtos asociatyvumo désnis);
2. AN B = BN A (aibiu sankirtos komutatyvumo désnis);
3. AN A = A (aibiu sankirtos idempotentumo désnis ).
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1. 3. Aibiy skirtumo apibrézimas. Aibiu A ir B skirtumu yra vadinama aibé,
sudaryta i$ visu tu aibés A elementu, kurie nepriklauso aibei B, ir yra zymima A \ B.
Matematiniu simboliu zyméjimais Sis apibrézimas atrodo taip:

A\B={zc Az ¢ B

arba
r€A\B<= (x € A)\(z & B).

Akivaizdu, kad A\ B C A ir
A\B=A<+= (ANnB=10).

Pastebésime, kad AN B = A\ (A\ B).

1. 4. Aibiu simetrinio skirtumo apibrézimas. Aibiu A ir B simetriniu skirtumu
yra vadinama aibe

ASB=:(A\B)U(B\ A).

1. 5. Distributyvumo désniai. Aibiu sudétis ir sankirta yra susieti distributyvumo
désniais. Bet kurioms aibéms A, B, C, teisingos lygybeés:
1. AUB)NC = (ANC)U(BNC) (pirmasis distributyvumo désnis, siejantis aibiu
sudeéti ir sankirta );
2. ANB)UC = (AuC)N(BUC) (antrasis distributyvumo désnis, siejantis aibiu
sudéti ir sankirta ).

Pratimai.

1. Irodykite anks¢iau uzrasytus distributyvumo désnius, siejancius aibiu sudeéti ir
sankirta.

2. Trodykite, kad bet kurioms aibéms A, B, C, teisingos lygybés:
1. A\(BNC)=(A\B)U(A\(O);
2. A\ (BUC)=(A\B)n(A\C).
Sios lygybeés yra vadinamos de Morgano désniais. De Morgano désnius galime uzrasyti
bendriausiuoju atveju:
A\(m Ba) = U(A\Ba)
acl aecl
ir
AN (U Ba) = 4\ Ba).

ael acl

Irodykite, kad bet kurioms aibéms A, B, C' yra teisingos lygybés:
1. (A\B)NnC =(ANnC)\ (BnNC). Kaip matome, aibiu skirtumas ir sankirta yra
susieti distributyvumo désniu.



2. (AeB)e(C = As (Be (). Kaip matome, simetrinis aibiy skirtumas yra
asociatyvus.

3. (AeB)NC = (ANnC)e(BNC). Kaip matome, simetrinis aibiu skirtumas ir aibiuy
sankirta yra susieti distributyvumo désniu.

Aibés papildinio apibrézimas. Aibés A poaibio X papildiniu iki aibés A yra
vadinama aibé C4 X =: A© X.

Paprastumo délei praleisime apatini indeksa A tais atvejais, kai i$ konteksto aisku, iki
kokios aibés yra imamas papildinys.

Isvardinsime keleta paprastu aibé papildinio savybiu. Tarkime, kad X C A, Y C A.
Tuomet:

1. C(CX)=X;

2. XCY=CXDC[CY,;

3. C(XNY)=CXUCY;

4. C(XUY)=CXnNnCY.
Aibés papildinio trecioji ir ketvirtoji savybés, — tai de Morgano désniai. Remdamiesi
aibés papildinio pirmaja ir antraja savybémis, gauname, kad

X=Y < CX =0CY.

Pavyzdziai ir pratimai.

1. Apibrézkime nZ =: {nk|k € Z}, ¢ia n — naturalusis skaicius. Irodykite: nZ C mZ
tada ir tik tada, kai skaic¢ius m dalija skaic¢iu n.

2. Irodykite, kad nZNmZ = rZ, ¢ia skaicius r yra skaic¢iu m ir n maziausias bendrasis
kartotinis.

3. Jein € N, r € Z, tai apibrézkime aibe r + nZ =: {r + nk|k € Z}. Irodykite, kad
r1 +nZ =re+nZ, r1,r9 € Z, tada ir tik tada, kai skaic¢ius n dalija 71 — ro. Irodykite, jei
n nedalija r1 — ro, tai (r1 + nZ) N (re + nZ) = 0.

1

4. Trodykite, kad |J (j + nZ) = Z.
§=0

5. Imkime s € Q ir apibrézkime aibe sZ =: {sk|k € Z}. Isitikinkite, kad aibé [ I%Z,
§=0

¢ia p pirminis skaicius, yra sudaryta i§ visu racionaliuju skaiciu, kuriu skaitiklis gali buti
bet koks sveikasis skaic¢ius, o vardiklis — pirminio skai¢iaus p laipsnis, t. y.
oo
1
ael) =2 Fmez)(IseN)(a=—).
— P
7=0

R
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6. Irodykite, kad bet kuriam nattraliajam skai¢iui m yra teisinga lygybe:

<1
J’L;Jopj J

1
P

Z.

[

7. Isitikinkite, kad
Q= | (r+2).

o<r<1

T‘EQ
2. Sarysis

2. 1. Nesutvarkytosios poros (nesutvarkytieji dvejetai). Kad ir kokie butu
objektai x ir y, egzistuoja aibé A, kurios elementai yra z ir y. Sia aibe sutarkime uzrasyti
A =: {x,y} ir vadinti nesutvarkyta pora (arba nesutvarkytu dvejetu). Matematiniu
simboliu zZymeéjimais aibé A yra apibréziama taip:

VaVydlA((z € A) = (z =2) V (z = ¥).

Savaime aisku, kad {z,y} = {y,x}. Jei x = y, tai aibe {z, z} zymésime {x}.
Panasiai galima apibrézti nesutvarkyta trejeta, ketverta ir t. t. .

2. 2. Sutvarkytosios poros (sutvarkytieji dvejetai). Apibrésime sutvarkytosios
poros Kuratovskio konstrukcija. Imkime bet kokius objektus z ir y ir sudarykime aibe
(x,y) =: {{z},{z,y}}. Atkreipkite démesi, kad pirmiausia i§ objektu z ir y yra sudaromos
aibés {z} ir {z,y}, o i8 tu aibiu yra sudaroma aibé {{z}, {z,y}}. Akivaizdu, kad (z,y) #
(y,x), jei tik z # y. Aibe (x,y) yra vadinama sutvarkytaja pora ( sutvarkytuoju dvejetu),
x — sutvarkytosios poros pirmuoju elementu, o y — sutvarkytosios poros antruoju elementu.
Labai svarbi sutvarkytosios poros ( sutvarkytojo dvejeto) pagrindiné savybeé:

((z1,91) = (22,92)) == (21 = 22) A (1 = 32))-

Dél sios savybés ir yra apibréziama(s) sutvarkytoji pora (sutvarkytasis dvejetas). Teigini
7z yra sutvarkytoji pora” ar ”z yra sutvarkytasis dvejetas” suprasime taip: egzistuoja tokie
objektai z ir y, kad z = (z,y).

Panasiai galima apibreézti sutvarkytuosius trejetus, ketvertus ir t. t. . Sutvarkytojo
n-tuko (x1,x2,...,x,) pagrindiné savybé yra tokia:

(1,22, T0) = (Y1592, -+, Un)) = (1 = 1) A (T2 = Y2) Ao A (T = Yn)).

2. 3. Sarysio apibrézimas. Aibé R, kurios elementai yra sutvarkytosios poros (sut-
varkytieji dvejetai) yra vadinama binariuoju (dvivie¢iu) sarysiu arba binariaja (dviviete)
atitiktimi.
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Sis apibrézimas uzrasytas matematiniu simboliu Zyméjimais atrodo taip:
(R - sarysis) <= Vz(z € R => z — sutvarkytoji pora).

Yra sakoma, kad elementas x yra susietas sarySiu R su elementu y ir tai zymima z Ry, jei
sutvarkytoji pora (z,y) € R. Kitaip tariant, zRy <=: (z,y) € R.

2. 4. SarySio apibrézimo ir kitimo sritys. Visu sutvarkytuju poru, priklau-
san¢iu R, pirmuju elementu aibé D(R) yra vadinama sarySio R apibrézimo sritimi, o tu
sutvarkytuju poru antruju elementu aibé E(R) — sarysio R kitimo sritimi (arba sarysio R
reiksmiu aibe). Matematiniu simboliu Zyméjimais Sie apibrézimai atrodo taip:

D(R) =: {z[3y((z,y) € R)},

E(R) =:{y|3z((z,y) € R)}

Galime dar ir taip uzrasyti:
D(R) =: {x[3y(zRy)},

E(R) =: {y|3z(zRy)}.

2. 5. Atvirkstinis sarysis sarysiui R. Sarysis R~! =: {(z, y)|yRx} yra vadinamas
atvirkstiniu sarysiu sarysiui R.

Galime ir taip uzrasyti: *R~'y <= yRz arba (z,y) € R™! < (y,x) € R. Aki-
vaizdu, kad D(R™') = E(R), E(R™') = D(R).

2. 6. Sarysiu kompozicija (superpozicija). Sarysiu R; ir Re kompozicija (su-
perpozicija) yra vadinamas sarysis

Ry o Ry =:{(z,y)[32(((2,2) € R1) A ((2,9) € Ra))}-

Akivaizdu, kad D(Ry 0 Ry) C D(R1), E(Ry o Ry) C E(Ry).

SarySiu kompozicijos (superpozicijos) savybés. Bet kokiems sarysiams Ry, Ra,
R3, teisingos lygybes:
1. (Rg o) RQ) O R1 = R3 o) (R2 9 R1);
2. (RegoRy)™ ' =R ' o Ry,
3. (R°-H™ =R

Pratimas. [rodykite sarySiu kompozicijos uzrasytasias savybes.

2. 7. Sarysio siaurinys. Tarkime, R — sary$is, D(R) — sarysio R apibrézimo
sritis. Kiekvienam aibés D(R) poaibiui X egzistuoja sarysis R| , =: {(z,y) € Rz € X}.
Panasiai, kiekvienam sarysio R reiksmiu srities F/(R) poaibiui Y egzistuoja sarysis y‘R =:
{(z,y) e Rly e Y}.
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Sarysis R‘ + yra vadinamas sarysio R siauriniu, gaunamu susiaurinant sarysio R
apibrézimo sritj D(R) iki poaibio X. Panasiai, y‘R yra taip pat vadinamas sarysSio R
siauriniu, gaunamu susiaurinant sarysio R kitimo sriti F(R) iki poaibio Y. Akivaizdu, kad

R|, C R,D(R|,) = X,E(R|,) C E(R),

v|R C R,D(y|R) C D(R),E(y|R) =Y.

Remdamiesi sarysio siaurinio apibrézimu, gauname:
L. Jei X1 C X» C D(R), tai (R|y )|y, = B,
2. Jei Y1 C Yo C E(R), tai v, |(v3|R) = v, | R;
3. Jei X C D(R), Y C E(R), tai y|(R|,) = (v|R)]| .

2. 8. Sarysio plétinys. Sarysis S yra vadinamas sarysio R plétiniu, jei D(R) C
D(S), E(R) C E(S), R = S‘D(R). Galima apibrézti sarysio R plétinj ir kita prasme:
sarySis S yra sarysio R pléetinys, jei R = g(g) ’S .

2. 9. Veiksmai su sarysiais. Kadangi sarySiai yra aibés, tai veiksmai su sarysiais
tokie pat, kaip ir su aibémis. Taigi galima apibrézti sarysSiu suma, sankirta, skirtuma ir t.
t. .

ISspreskite Siuos pratimus. Bet kokiems sarySiams R;, Ry, Rs, yra teisingos ly-
gybeés:

1. D(RyUR,) = D(R1)UD(Ry), E(R, URy) = E(Ry) U E(Ry);

2. D(RiNRy) C D(R1)ND(R2), E(RiNRy) C E(R1) N E(Ry);

3. D(R1\ Rs) D D(R1)\ D(Rs), E(Ry \ R2) D E(R1) \ E(R>);

4. (RHURY) ' =RI'URY, (RINRy) ™ =R'NRyY (Ri\Ry)™' = Ry \ Ry

5. (Ry URy) o R3 = (RyoR3)U(Ry0R3), Rio(RyUR3) = (RyoRy)U (Ry o R3);

6. (RiNRy)oR3 C (RyoR3)N(R20R3), Rio(RaNR3) C (Ry0R2)N(Ry0Ry3).
3. Funkcinis sarysis (funkcija). Atvaizdis

3. 1. Apibrézimas. Sarysis R yra vadinamas funkciniu sarysiu arba funkcija, jei R
tenkina salyga:
(Vavyvz)(((z,y) € R) A ((x,2) € R) = (y = 2)).

Galime pasakyti ir taip: R yra funkcija, jei aibei R nepriklauso dvieju skirtingu sutvarkytu
dvejetu su vienu ir tuo paciu pirmuoju elementu.
Funkcijas Zymeésime raidémis f, g, h, ir t. t. .
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Pastabos.

1. Jei f funkcija, tai bendruoju atveju f~! néra funkcija. Pavyzdziui, f = {(z,2?)|x €
R} yra funkcija, bet f~1 = {(z?, )|z € R} néra funkcija, nes (1,1) € f~1ir (1,-1) € f71,
tuo tarpu S§iu sutvarkytu dvejetu pirmieji elementai yra lygts, o antrieji — néra lygus.

1

Panasiai, g = {(z,sinz)|z € R} yra funkcija, o g~' néra funkcija.

2. Funkciju f ir g sajunga (suma) f U g bendruoju atveju néra funkcija. Pavyzdziui,
f=A{1,2)}, g = {(1,3)} yra funkcijos, tuo tarpu f U g = {(1,2),(1,3)} néra funkcija,
nes sutvarkytu dvejetu (1,2) ir (1,3, priklausanc¢iu f U g, pirmieji elementai yra lygus, o
antrieji elementai néra lygus.

3. Funkciju f ir g sankirta f N g, jei tik netuscia, visuomet yra funkcija.

3. 2. Atvaizdzio apibrézimas. Funkcija f yra vadinama atvaizdziu i§ aibés A i
aibe B, jei D(f) = A, E(f) C B. Siuo atveju taip pat yra sakoma, kad f yra atvaizdis,
apibréztas aibéje A ir igyjantis reikSmes aibéje B. Atvaizdis f i§ aibés A i aibe B yra
zymimas f : A — B arba A L B, Jei (a,b) € f, tai elementas b € B yra vadinamas
elemento a € A vaizdu ir yra zymimas f(a).

Daznai yra naudojami ir tokie atvaizdzio f i$ aibés A i aibe B Zyméjimai: A 3 a —
f(a) € B atba A — B, a — f(a). Sie Zyméjimai dazniausiai naudojami tais atvejais,
kai apibréziamas atvaizdis f, nurodant aibés A elemento a vaizda f(a) € B formule ar
kuria nors vienareiksmiskai nusakoma taisykle ir t. t. . Pavyzdziui, f : R — R, x — 22,

sin: R — R, x+—sinzir t. t. .

Tarkime, kad f yra atvaizdis i$ aibés A i aibe B. Tuomet kiekvienam a € A egzistuoja
vienintelis b € B toks, kad (a,b) € f (arba afb). Todél literaturoje daznai atvaizdis
f A — B yra vadinamas taisykle f, kuria remiantis kiekvienam aibés A elementui a yra
priskiriamas vienas ir tik vienas aibés B elementas b, kuris yra Zzymimas f(a) ir vadinamas
elemento a vaizdu.

3. 3. Tarkime, kad f : A — B yra atvaizdis, X C A, Y C B. Aibé f(X) =:
{f(z)|z € X}, sudaryta i§ aibés A poaibio X elementu vaizdu, yra vadinama aibés A
poaibio X vaizdu. Jei X = {a}, tai vietoje f({a}) rasysime f(a).

Aibés A poaibio X vaizda f(X) galime ir taip apibrézti: f(X) = E(f‘X) arba f(X) =
{be Bl(3w € X)(f(x) = b)}.

Apibrézimas. Aibé f~1(Y) =: {a € A|f(a) € Y}, sudaryta i§ visu tokiu aibés A
elementu, kuriu vaizdai priklauso Y, Y C B, yra vadinama aibés B poaibio Y pilnuoju

pirmavaizdziu ( dazniausiai zodis ”pilnuoju” yra praleidziamas). Jei Y = {b}, tai vietoje

f71({b}) rasysime f~1(b).
Aibés B poaibio Y pilnaji pirmavaizdi f~1(Y) galime ir taip apibrézti: f~3(Y) =
D(y|f) arba f=1(Y) = E(f'],).
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3. 4. Atvaizdziu kompozicija. Sakykime, kad f : A — Birg: B — C yra
atvaizdziai. Tuomet remdamiesi atvaizdzio apibrézimu, gauname, kad funkciju ¢ ir f
komporzicija g o f yra atvaizdis go f : A — C, kuris yra vadinamas atvaizdziu f ir g
kompozicija.

Jei f: A— Bir g: B— C — atvaizdziai, tai kiekvienam a € A, (go f)(a) = g(f(a)).

Pratimas. Sakykime, kad f : A — B, g: B — C, h : C — D yra atvaizdziai.
Irodykite, kad ho (go f) = (hog) o f. Rendamiesi Sia lygybe, matome, kad atvaizdziu
kopozicija yra asociatyvus désnis.

3. 5. Apibrézimas. Visu atvaizdziu i§ aibés A i aibe B visuma sudaro aibe, kuri

yra zymima B4. Pagal apibrézima
feBA <« f:A— B— atvaizdis.
Pratimai.

Tarkime, kad f : A — B yra atvaizdis, X1, X5 C A, Y7,Y> C B. Irodykite lygybes:
L f(X1UXo) = f(X1) U f(X2);

2. f(XinXz) C f(Xl)ﬂf(Xz)

3. [ (Vi uYe) = fo1 (V1) U fH(Ya);
4. fHiNnYs) = fH(Y) N fH(Ya);
5. 7'\ Ye) = f~ 1(Yl)\f (Y2);
6. f[fMV1eYs) = f1(V1)o f1(Ya);
7. f(f () = Yas

8. f_l(f(Xl)) D X

Pastaba. Jei f yra atvaizdis iS aibés A i aibe B, tai, remdamiesi aibés vaizdo ir
aibés pilnojo pirmavaizdzio apibrézimu, matome, kad f generuoja atvaizdi i$ aibés P(A) i
aibe P(B), o f71, gal ir nebidamas atvaizdziu i§ aibés F(f) i aibe A, generuoja atvaizdi
is aibés P(B) i aibe P(A), kuriuos zymime f ir f~!. Induktyviai biitu galima apibrézti
atvaizdzius

P"(f): P"(A) - P*(B),n€Z,n > 1,

generuotus atvaizdzio f : A — B ir atvaidzius
P"(f Y :P*(B) - P"(A),n€Z,n>1,

genruotus atvaizdzio f~1 : P(B) — P(A), ¢ia P*(A) = P(P(...(P(4))...)).
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3. 6. Aibiu Dekarto sandauga. Aibiu A ir B Dekarto sandauga yra vadinama
aibé A x B, sudaryta i§ visu sutvarkytu dvejetu (a,b), a € A, b € B.
Matematiniu simboliuy zymeéjimais Sis apibrézimas atrodo taip:

Ax B=:{(a,b)la € A,b e B}.
Egzistuoja kanoniniai atvaizdziai
pr1: Ax B — A pri((a,b)) =a

ir
pbr2 Ax B — Avprl((aab)) = ba

kurie yra vadinami aibiu A ir B Dekarto sandaugos A x B projekcijomis i pirmaji ir antraji
dauginamuosius A ir B.

Panagiai galima apibrézti aibiu Ay, Ao, ..., A, Dekarto sandauga Ay x A X ... x A,
ir projekcijas prj : Ay x Ag x ... x A, = A;,1 <5< n Jeidy =A4,=...=A4A,, tai
vietoje

AXAx.. . XA,
n

yra rasoma A".
Kadangi
A" = {(al,ag,...,an) | a; € A, 1 S] Sn},

tai A™ galima sutapatinti su visu atvaizdziu i {1,2,...,n} i A aibe. Kaip matome,
Zyméjimas A" yra suderintas su Zyméjimu B4 (7r.[ 2. 14.]).

Aibiu Seimos Dekarto sandauga. Aibiu Seimos {A, }oec; Dekarto sandauga yra

vadinama aibé [] A,, sudaryta i$ visu atvaizdziu f, apibréztu aibéje I ir, kiekvienam
a€el
a € 1, igyjanciu reiksme f(«a) € A,. Egzistuoja kanoninés projekcijos

pra: ] Aa = Aas pra(f) = f(a), f €[] Aas a € 1.

acl acl

3. 7. Atvaizdzio grafikas. Tarkime, kad f : A — B yra atvaizdis. Aibés A x B
poaibis I'y = {(a, f(a))|a € A} yra vadinamas atvaizdzio f grafiku.

Pastaba. Remdamiesi atvaizdzio f apibrézimu, matome, kad f ir I'y kaip aibés yra
lygios. Kalbant apie atvaizdzio f grafika I'y = f, svarbu, kad I'y = f yra nagrin¢jamas
kaip aibés A x B poaibis. Savaime suprantama, kad atvaizdzio grafikas I'y C A x B
vienareikSmiskai apibrézia pati atvaizdi f : A — B.

Pavyzdys. Atvaizdzio f: R — R, f(z) = 22, € R, grafikas I'y = {(z,2?)|z € R}
yra plokstumos R? kreive, kuri yra vadinama parabole.
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3. 8. Injektyvus atvaizdis (injekcija). Atvaizdis f : A — B yra vadinamas
injektyviu atvaizdziu arba injekcija, jei bet kuriems z,y € A,

flx)=fly) = x=y.

Galima injektyvu atvaizdi apibrézti ir taip: atvaizdis f : A — B yra vadinamas injektyviu
atvaizdziu arba injekcija, jei bet kuriems =,y € A,

r#y= f(x)# f(y).

Injektyvu atvaizdi galima ir taip apibudinti: kiekvienam y € f(A), elemento y pilnasis
pirmavaizdis f~!(y) yra sudarytas tik i§ vieno elemento.

Jei f : A — B yra injektyvus atvaizdis, tai apibréztas atvaizdis f=! : f(A4) — A,
f~Y(f(a)) =a, a € A.

3. 9. Siurjektyvus atvaizdis (siurjekcija). Atvaizdis f : A — B yra vadinamas
siurjektyviu atvaizdziu arba siurjekcija, jei f(A) = B.

Atvaizdis f : A — B yra siurjektyvus, jei kiekvienam b € B, egzistuoja toks a € A,
kad f(a) = 0.

3. 10. Bijektyvus atvaizdis (bijekcija). Atvauzdis f : A — B yra vadinamas
bijektyviu atvaizdziu arba bijekcija, jei f yra imjektyvus ir siurjektyvus atvaizdis.

Pratimai.

Sakykime, kad f: A — B, g : B — C yra atvaizdziai.

1. Irodykite: jei f, g yra injektyvis atvaizdziai, tai ir g o f yra injektyvus atvaizdis.
2. Irodykite: jei f, g yra siurjektyvis atvaizdziai, tai ir go f yra siurjektyvus atvaizdis.

3. Irodykite: jei g o f yra injektyvus atvaizdis, tai ir atvaizdis f yra injektyvus.
Pateikite pavyzdi, kad g o f butu injektyvus atvaizdis, bet atvaizdis g nebutu injektyvus.

4. Irodykite: jei g o f yra siurjektyvus atvaizdis, tai ir atvaizdis g yra siurjektyvus.
Pateikite toki pavyzdi, kad g o f butu siurjektyvus atvaizdis, bet atvaizdis f nebutu siur-
jektyvus.

5. Irodykite: jei go f yra injektyvus atvaizdis, f — siurjektyvus atvaizdis, tai atvaizdis
f yra bijektyvus, o g — injektyvus atvaizdis.

6. Irodykite: jei go f yra siurjektyvus atvaizdis, g — injektyvus atvaizdis, tai atvaizdis
f yra siurjektyvus, o g — bijektyvus atvaizdis.

3. 11. Aibiu ekvivalentumas. Aibés A ir B yra vadinamos ekvivalenc¢iomis, jei
egzistuoja bijekcija f: A — B.
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Pavyzdziui, baigtinés aibés, turinc¢ios viena ir ta pati elementu skaic¢iu, yra ekvi-
valencios. Baigtinés aibés A elementy skai¢iy zymesime |A].

Anksé¢iau sutaréme aibés A visu poaibiu aibe zyméti P(A) arba 24, Dabar pagrisime
Zymeéjima 24.

Teorema. Aibés P(A) ir {0,1}# yra ekvivalencios (7r.[2. 14.]).

Irodymas. Tarkime, kad X € P(A), t. y. X C A. Tuomet aibés A poaibiui X
priskirkime atvaizdi fx : A — {0, 1},

{0, jeiacX,
f(a)_{L jeiad X.

Taigi apibrézéme atvaizdi:
F:P(A) — {0,1}*, F(X)=fx, X € P(A).

Irodysime, kad F' yra bijekcija.

Pirmiausia isitikinsime, kad F' yra injektyvus atvaizdis. Vadinasi, reikia irodyti, kad,
jei X # Y, taiir F(X) = fx # fy = F(Y). Norint irodyti, kad fx # fy, reikia
nurodyti bent viena toki aibés A elementa a, kad butu fx(a) # fy(a). Tad sakykime,
kad X, Y € P(4), X # Y. Kadangi X # Y, tai bent viena i§ Siu aibiu yra netuscia.
Tarkime, kad X # 0. Jei X ¢ Y, tai ezistuoja toks a € X, kad a € Y. Siuo atveju
FX)=fx # fy =F( ), nes fx(a) =0# 1= fy(a). Jei X C Y, tai egzistuoja toks
a€YY,kad a € X. Ir 8iuo atveju fx(a) =1#0= fy(a), t. y. F(X)=fx # fy =F().
Taigi irodéme, kad

F:P(A) — {0,1}4
yra injektyvus atvaizdis.

Dabar isitikinsime, kad F' yra siurjektyvus atvaizdis. Tuo tikslu reikia irodyti, kad
bet kuriam g € {0, 1} egzistuoja toks X € P(A), kad F(X) = fx = g. Apibrézkime X
taip:

X =:{z € A|g(x) = 0}.
Akivaizdu, kad fx =g. A
Irodysime dar viena svarbia teorema.

Teorema. Aibés A ir P(A) néra ekvivalencios aibeés.

Irodymas. Sia teorema irodysime taip vadinamu G. Kantoro istrizainés metodu.

Tarkime, kad A ir P(A) yra ekvivalencios. Vadinasi, egzistuoja bijekcija f : A —
P(A). Apibrézkime aibe X =: {z € A|z ¢ f(x)}. Taigi X C A, t. y. X € P(4),0 f~1(X)
yra aibés A elementas. Pazymékime a = f~1(X). Issiaiskinkime, ar a € X, ar a € X. Jei
a € X = f(a), tai, pagal aibés X apibrézima, gauname, kad a € f(a) = X. Jei a ¢ X, tai
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vel, remdamiesi aibés X apibrézimu, gauname, kad a € X. Vadinasi, prielaida, kad aibes
A ir P(A) yra ekvivalencios, priestaringa.

G. Kantoro istrizainés metodu irodoma, kad naturaliuju skaic¢iu aibé N ir realiuju
skaiciuy intervalas {z € R|0 < = < 1} néra ekvivalencios aibés, kitaip tariant, realiuju
skaiciu intervalas {x € R|0 < = < 1} ( vadinasi, ir visu realiuju skaiciu aibé) néra skaiti
aibé (skai¢ia aibe yra vadinama aibé, ekvivalenti naturaliuju skaic¢iu aibei).

Pratimai.
1. Trodykite: jei A ir B yra baigtinés aibés, tai |AZ| = |A|lBl,
2. Trodykite: jei A ir B yra baigtinés aibés, tai |A x B| = |A||B|.

3. Irodykite: aibés (AP)C ir ABXC yra ekvivalencios.

Jei A, B, C yra baigtinés aibés, tai, remiantis 1-uoju ir 2-uoju pratimais, akivaizdu,
kad |(AB)C’ = ’ABXC}. Siuo atveju matome, kad aibés (AZ)C ir ABXC yra ckvivalenéios.
Bendruoju atveju pasinaudokite nurodymu: jei f € (A8)%, tai kiekvienam c € C, f(c) €
AP t. y. bet kuriems ¢ € Cirb € B, (f(c))(b) € A. Tuomet atvaizdziui f priskirkite
atvaizdi f € ABXC apibréziama lygybe: f(b,¢) = (f(c))(b). Isitikinkite, kad atvaizdis

(AB)CBfoEABXC

yra bijekcija.
3. 12. Aibé AutA. Visu bijekciju f : A — A aibe zymeésime AutA. Akivaizdu, kad:
1. f,g € AutA = foge AutA (zr.[ 2. 19.]);

2. id € AutA (atvaizdis id apibréziamas taip: id : A — A, id(a) = a, a € A.
Isitikinkite, kad fo Cd=ido f = f, f € AutA;

3. fe AutA = f~1 € AutA, fof = f"lof=id
4. Ekvivalentumo sarysis. Faktoraibé

4. 1. Ekvivalentumo sarysio apibrézimas. Aibés A x A poaibis R yra vadinamas
ekvivalentumo sarysiu, apibréztu aibéje A, jei
1. Kiekvienam a € A, (a,a) € R (sarysio R refleksyvumo savybeé);
2. (a,b) € R = (b,a) € R (sarysio R simetriskumo savybé);
3. (a,b) € R, (b,c) € R => (a,c) € R (sarysio R tranzityvumo savybé).

Pastaba. Ekvivalentumo sarysi R, apibrézta aibéje A, paprastumo délei vadinsime
ekvivalentumo sarysiu aibéje A.

Ekvivalentumo sarysi R C A x A aibéje A galima apibrézti ir taip:
1'. A(A) C R, A(A) =: {(a,a)|la € A} — aibés A x A poaibis, kuris yra vadinamas
aibés A x A istrizaine;
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2. R=R7' (7r. [2.5)]);
3. RoRCR (7r. [ 2. 6.]).
Akivaizdu, kad Ro R = R.

Aibés A elementai a ir b yra susieti ekvivalentumo sarysiu R, jei (a,b) € R. Elementai
a,b € A, susieti ekvivalentumo sarysiu R, yra vadinami ekvivalenciais ir vietoje zyméjimu
aRb ar (a,b) € R yra naudojami tokie: a ~ b arba a = b(mod R).

Siais naujais Zymeéjimais ekvivalentumo sarysio R aibéje A savybés uzrasomos taip:
bet kuriems a,b,c € A
17. a ~a arba a = a(mod R);
27, aEb = b%a arba a = b(mod R) = b = a(mod R);
3”. argb,br}\{c = anc arba a = b(mod R),b = ¢(mod R) = a = ¢(mod R).

Pastaba. Konkreciu ekvivalentumo sarysiu aibése atvejais galimi ir kitokie zyméji-
mai.

Pavyzdziai.

1. Tarkime, A — netuséia aibé, R = A(A) — aibés Ax A istrizainé. R yra ekvivalentumo
sarysis aibéje A ir
a~b<=a=hb.
R

Tai vienas i§ dvieju krastutiniu atveju.

2. Tarkime, A — netuscia aibé, R = A x A. R yra ekvivalentumo sarysis aibéje A ir
Siuo atveju bet kurie aibés A elementai yra ekvivalentus. Tai kitas krastutinis atvejis.

3. Tarkime, n — fiksuotas naturalusis skaicius, n > 1, R, = {(a,b) € Z x Z| n|(a —b)}
(jei sveikasis skai¢ius a dalija sveikaji skaiciu b, tai raSome a|b, jei a nedalija skai¢iaus b,
tai rasome a /b). R, yra ekvivalentumo sarysis aibé¢je Z, nes bet kuriems a,b,c € Z, R,
tenkina ekvivalentumo sarysio apibrézimo salygas:
1. a r~ a, nes n|(a —a) = 0;

2. a4~ b= bzr; a, nes, jei n|(a — b), tai n|(b — a) (kadangi b —a = (—1)(a —b));

3. a~ b,b; ¢ =>a ~c, nes, jei n|(a —b),n|(b—c), tai n|(a — ¢) (kadangi a — ¢ =

(@ —b)+ (b—c)).
Ekvivalentumo sarysio R,, aibéje Z atveju vietoje a ~ b daznai rasoma a = b(mod n).

n n

Si Zyméjima naudojo K. F. Gausas.

4. Tarkime, A — plokstumos R? visu tiesiy aibé. Tegu R = {(a,b) € A x A a||b}, ¢ia
al|b zymi, kad tiesés a ir b yra lygiagrecios. Tiesés a ir b yra lygiagrecios pagal apibrézima,
jei @ = b arba a ir b neturi bendru tasku. Akivaizdu, kad R yra ekvivalentumo sarysis
aibéje A.
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5. Tarkime, kad A — plokstumoje R? visu trikampiu aibeé,
R ={(a,b) € A x A| plotas a=plotui b},

R — ekvivalentumo sarysis aibéje A.

6. Tarkime, kad A — plokstumoje R? visu trikampiu aibe,
R = {(a,b) € A x A| a ~ b},

¢ia a ~ b zymi, kad trikampis a yra panasus trikampiui b. Akivaizdu, kad R yra ekviva-
lentumo sarysis.

4. 2. Ekvivalentumo klasés apibrézimas. Tarkime, R yra ekvivalentumo sarysis
aibéje A. Elemento a € A ekvivalentumo klase R atzvilgiu yra vadinamas aibés A poaibis
{z € A| xrga}, sudarytas i§ aibés A elementu, ekvivalenc¢iu elementui a ir yra zymimas

a(mod R).

Remdamiesi ekvivalentumo sarysio apibrézimu, gauname:
1. Jei z,y € a(mod R), tai = ir y yra ekvivalentus. Matematiniu simboliu
zymejimais Sis teiginys yra uzrasomas taip:

z,y € a(mod R) = z = y(mod R).

Is tikruju, jei z,y € a(mod R), tai x = a(mod R), y = a(mod R), t. y. x = a(mod R),
a = y(mod R). Taigi ir x = y(mod R).

2. Jei z = y(mod R) ir y € a(mod R), tai ir € a(mod R). Matematiniu simboliy
zymeéjimais Sis teiginys uzraSomas taip:

x =y(mod R),y € a(mod R) = x € a(mod R).

Dabar irodysime viena i§ svarbiausiu aibés A elementu ekvivalentuno klasiu savybiu.

Teiginys. Tarkime, R yra ekvivalentumo sarysis aibéje A. Tuomet aibés A elementu
a ir b ekvivalentumo klasés a(mod R) ir b(mod R) arba sutampa arba neturi bendru
elementuy.

Irodymas. Jei a(mod R) N b(mod R) = (), tai teiginys irodytas. Tarkime, kad
¢ € a(mod R) Nb(mod R). Tuomet ¢ € a(mod R), ¢ € b(mod R). Remdamiesi 2-aja ir
3-iaja ekvivalentumo sarysio apibrézimo savybémis, gauname, kad a = b(mod R).

Jei x € a(mod R), tai z = a(mod R). Kadangi a = b(mod R), tai, remiantis 3-iaja
ekvivalentumo sarysio apibrézimo savybe, galima parasyti z = b(mod R). Kaip matome,
jei € a(mod R), tai x € b(mod R). Taigi a(mod R) C b(mod R). Panasiai irodoma, kad
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b(mod R) C a(mod R). Taigi, jei a(mod R) Nb(mod R) # 0, tai a(mod R) = b(mod R).
A

1. Isvada. Tarkime, R yra ekvivalentumo sarysis aibéje A. Tuomet a(mod R) =
b(mod R) tada ir tik tada, kai a = b(mod R).

2. Isvada. Tarkime, R yra ekvivalentumo sarysis aibéje A. Jei x € a(mod R), tai
z(mod R) = a(mod R).

4. 3. Jei R ekvivalentumo sarysis aibéje A, tai skirtingos aibés A elementu ekvi-
valentumo klasés suskaido aibe A i netuS¢ius, neturin¢ius bendru elementu poaibius. IS
tikruju, kiekvienas aibés A elementas a patenka tik i viena ekvivalentumo klase a(mod R),
o skirtingos elementu ekvivalentumo klasés neturi bendru elementu.

Teiginys. Kiekvienam netuscios aibés A skaidiniui netuSciais, neturinc¢iais bendru
elementu, poaibiais egzistuoja toks ekvivalentumo sarysis aibéje A, kad aibés A elementu
ekvivalentumo klasés sutampa su aibés A skaidinio poaibiais.

Irodymas. Sakykime, kad A = |J A, yra aibés A skaidinys netusciais, neturinciais

acl
bendru elementu, poaibiais A,, o € I, t. y., kiekvienam o« € I, A, # 0 ir jei a # f3,

a,p €1, tai A, N Ag = (. Apibrézkime sarysi R aibéje A taip: a ~ b tada ir tik tada, kai
ezistuoja toks o € I, kad a,b € A,. Remdamiesi R apibrézimu, matome:
1. Kiekvienam a € A, a~a;

2. Jeia~b, tai b~a;
R R
3. Jeia~b, b~c, tai a~c.
R R R
Taigi R yra ekvivalentumo sarysis aibéje A. Be to, akivaizdu, kad aibés A elemento a
ekvivalentumo klasé yra A,, jei a € A,. A

4. 4. Yra glaudus rysSys tarp ekvivalentumo sarysiu R aibéje A ir siurjekciju f: A —
B.

Sakykime, kad f : A — B — siurjekcija. Tuomet A = |J f~1(b) yra aibés A skaidinys
beB
netusciais, neturinciais bendru elementu, poaibiais. Toks skaidinys, kaip irodéme (zr.[4.

3.]), apibrézia ekvivalentumo sarysi aibéje A.

Sakykime, kad R — ekvivalentumo sarysis aibéje A, A = (J A, — aibés A skaidinys
acl
aibés A elementu ekvivalentumo klasémis, t. y. kiekvienam o € I, A, # 0 ir jei o # 3,

a,f €1, tal Ay NAg =10, Ay, o € I — aibés A elementy ekvivalentumo klasés. Tuomet
atvaizdis f: A — B, B={A. | a € I}, f(a) = Ay, jei a € A,, yra siurjekcija.

4. 5. Faktoraibés apibrézimas. Tarkime, kad R — ekvivalentumo sarysis aibéje

A, A= |J A, — aibés A skaidinys skirtingomis aibés A elementy ekvivalentumo klasémis.
acl
Aibé {A, | a € I}, kurios elementai yra aibés A elementy ekvivalentumo klasés, yra

vadinama aibés A faktoraibe pagal ekvivalentumo sarysi R ir yra zymima A/R. Egzistuoja
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kanoniné siurjekcija j : A — A/R, j(a) = Ay, jeia € Ay C A, a € 1, t. y. atvaizdis j
kiekvienam aibés A elementui a priskiria $io elemento ekvivalentumo klase, — faktoraibés
A/R elementa A,.

Pavyzdziai.
1. Jei A# 0, R=A(A) ={(a,a) | a € A} — aibés A x A istrizainé, tai A/R = A.
2. Jei A#0D, R=Ax A, tai A/R = {A} — aibé, sudaryta i$ vieno elemento A.

3. JeiA=7, R, ={(a,b) € ZXZ | n|(a—0b)}, n — sveikasis teigiamas skaicius, n > 1,
[zr.4. 1., 3 pvz.], tai aibés Z elemento ¢ ekvivalentumo klasé yra i +nZ = {i+nl |l € Z}.
K. F. Gauso zyméjimais ekvivalentumo klasé i + nZ yra zZymima i(mod n). Priminsime,
kad i + nZ = j + nZ tada ir tik tada, kai n|(i — j). Faktoraibé Z/R,, yra dar zymima Z,
arba Z/nZ. Taigi Z, = {nZ,1 +nZ,...,n— 1+ nZ}.

4. A =R* = {(o,3) | o, B € R}. Apibrézkime ekvivalentumo sarysi R aibéje R?:
(o, B) E(’y, §) tada ir tik tada, kai o 4+ 32 = 42 4 §2. Aibés R? elementu ekvivalentumo

klasés yra apskritimai plokstumoje R?, kuriu centrai koordinaciu pradzioje (0,0) ir taskas
(0,0). Faktoraibé A/R ekvivalenti aibei Ry = {a | @ > 0}. Tai jrodoma taip: apibréziame

siurjekcija f : R* — Ry, f((a, B)) = o® + 2. Tuomet R* = |J f~'(r), f~*(r) — spindulio
r>0 7
r > 0 apskritimas, kurio centras yra taske (0,0). Atvaizdis f generuoja bijekcija f :

R*/R— Ry, f(f7'(r)) =7, 7 >0

4. 6. Tarkime, kad R ekvivalentumo sarysis aibéje A, f : A — B — toks atvaizdis, kad
f(a) = f(b), kai a(mod R) = b(mod R). Tuomet egzistuoja toks atvaizdis f : A/R — B,
kad diagrama

A/R

yra komutatyvi, t. y., kiekvienam a € A, f(a) = (f o j)(a). Atvaizdi f : A/R — B
apibrézkime taip:

f(a(mod R)) =: f(a), a € A.
Atvaizdis f apibréztas korektiskai. Isitikinkite, kad atvaizdis f tenkina ankséiau suformu-
luota savybe.

5. Tvarkos sarysiai. Sutvarkytosios aibés
5. 1. Tvarkos sarySio apibrézimas. Binarusis sarysis R yra vadinamas antiref-
leksyviuoju tvarkos sarysiu, jei
1. (a,b) € R=> (b,a) ¢ R;
2. (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R.
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Pastebésime, kad (a,a) ¢ R.

Apibrézimas. Aibé A yra vadinama antirefleksyviai sutvarkytaja aibe antireflek-
syviojo tvarkos sarysio R atzvilgiu, jei A € D(R) U E(R). Cia D(R), E(R) — sarysio R
apibrézimo ir reikS8miu sritys. Sutvarkytoji tvarkos sarySio R atzvilgiu aibé yra zynima
(A, R), o tvarkos sarysis R daznai yra vadinamas tvarka aibéje A.

Apibrézimas. Aibé A yra vadinama antirefleksyviai sutvarkytaja aibe sarysio R C
A x A atzvilgiu, jei
1. (a,b) € R= (b,a) ¢ R;
2. (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R.

Sutvarkytoji aibé R atzvilgiu aibé yra zynima (A, R), o sarysis R daznai yra vadinamas
tvarka aibéje A.

Pastabos.
1. Jei (A, R) antirefleksyviai sutvarkytoji aibé, tai daznai vietoje R rasoma <.

2. Antirefleksyviai sutvarkytaja aibe (A, R) atitinka refleksyviai sutvarkytoji aibé
(A, R), ¢cia R =: RUA(A), A(A) = {(a,a) | a € A}. Teisingas ir toks teiginys: kiekviena
refleksyviai sutvarkytaja aibe (A, R') atitinka antirefleksyviai sutvarkutoji aibé (A, R), ¢ia
R =: R"\ A(A). Daznai vietoje refleksyviojo sarysio zymeéjimo R’ yra rasoma <.

3. Jei B yra refleksyviai ar antirefleksyviai sutvarkytosios aibés (A, R) poaibis, tai B
yra taip pat refleksyviai ar antirefleksyviai sutvarkytoji tvarkos sarysio R atzvilgiu aibe.
Daznai rasoma, kad tvarkos sarysis R aibéje A indukuoja tvarkos sarysi aibés A poaibyje
B.

Nagrinésime tik refleksyviai sutvarkytasias aibes (A, R).
Pavyzdziai.

1. Sakykime, A — netuscia aibé, P(A) — aibés A visu poaibiy aibé. Aibé P(A) aibiu
ideties sarysSio C atzvilgiu yra sutvarkytoji aibe.

2. Aibés N, Z, Q, R sarysio < atzvilgiu yra sutvarkytosios aibés.
3. Aibé N* = N\ {0} dalybos sarysio | atzvilgiu yra sutvarkytoji aibe.

4. Aibé {a, b, c} sarysio R = {(a, a), (b,b), (¢, ), (a,b), (a, c)} atzvilgiu yra sutvarkytoji
aibe.

5. Aibé {a,b,c,d, e, f} sarysio
R={(a,a),(,b),(c,c),(d,d), (ee), ([, f) (a;c), (b,c), (c,d),
(c,e),(a,d),(a,e), (b,d), (be),(a, f), (b, f), (¢, f), (d, ), (e, )}
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atzvilgiu yra sutvarkytoji aibé.

Pasitelke zenkla ”<”, tvarkos sarysi R dar galime ir taip apibudinti:

Sakykime, (A, R) — sutvarkytoji aibé. Aibés A elementai yra vadinami palyginamais,
jei (a,b) ar (b,a) priklauso sarysiui R. Kaip zinome, jei a # b, tai tik vienas i§ dvieju
sutvarkytuju dvejetu (a,b) ar (b,a) gali priklausyti R. Refleksyviai sutvarkytosios aibés
(A, R) atveju (a,b) € R ir (b,a) € R tada ir tik tada, kai @ = b. Bendruoju atveju
sutvarkytoje aibéje (A, R) yra nepalyginamu elementu. Pavyzdziui, tre¢iajame pavyzdyje
2 ir 3 nepalyginami, nes 2 [ 3(t. y. 2 nedalija 3).

5. 2. Tiesiskai ir visiSkai sutvarkytosios aibés.

Apibrézimas. Sutvarkytoji aibé (A, R) yra vadinama tiesiskai sutvarkyta aibe, jei
bet kurie aibés A elementai yra palyginami. Kitaip tariant, bet kuriems aibés A ele-
mentams a ir b, vienas ir tik vienas i$ dvieju sutvarkytuju dvejetu (a,b) ir (b, a) butinai
priklauso R.

Pavyzdziai.
1. Sutvarkytosios aibés (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) yra tiesiskai sutvarkytos aibés.
2. Sutvarkytoji aibé (P(A), C), ¢ia A — netuscia aibé, néra tiesiskai sutvarkyta aibé.

Apibrézimas. Sutvarkytosios aibés (A, <) elementas a yra vadinamas maksimali-
uoju, jei neegzistuoja toks aibés A elementas b, kad b # a ir a < b. Panasiai galima
apibrézti sutvarkytosios aibés (A, <) minimaluyji elementa.

Pavyzdziai.

1. Sutvarkytose aibése (Z, <), (Q, <), (R, <) neegzistuoja nei vieno maksimalaus, nei
vieno minimalus elemento.

2. Sutvarkytoje aibgje (N, <) egzistuoja minimalus elementas 0, bet neegzistuoja nei
vieno maksimalaus elemento.

3. Sutvarkytoje aibéje ({a,b,c}, R), ¢ia R = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b),(a,c)} egzis-

tuoja du maksimaliis elementai b ir ¢ ir vienas minimalus elementas a.

4. Sutvarkytoje aibéje ({a,b,c,d, e}, R), ¢ia

R = {<a> a)’ (bv b)> (Cv C)? (dv d)> (67 6)7 (a’ C)? (b, C), (C7 d)a (Ca 6)7 <a> d)a (a, 6)7 (b, d)7 (b7 e)}
egzistuoja du maksimaltus elementai d ir e ir du minimalts elementais a ir b.
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5. Sutvarkytoje aibéje ({a,b,c,d, e, f}, R), ¢ia
R ={(a,a),(b,),(c,c),(d,d), (e, e€), ([, ), (a,c), (b,c), (c,d),
(c,e), (a,d), (a,e), (b,d), (b,e), (a, f), (b, f), (¢, [),(d, [), (e, )},

egzistuoja vienas maksimalus elementas e ir du minimalts elementai a ir b.

Apibrézimas. Sutvarkytosios aibés (A, <) elementas a yra vadinamas galiniu, jei
kiekvienam aibés elementui b, b < a.

Pastaba. Akivaizdu, kad sutvarkytosios aibés (A, <) galinis elementas yra Sios aibés
vienintelis maksimalus elementas. Teisingas ir atvirkscias teiginys: jei sutvarkytoje aibeje
(A, <) egzistuoja vienintelis maksimalus elementas, tai jis yra ir galinis $ios aibés elementas.

Apibrézimas. Sutvarkytosios aibés (A, <) elementas a yra vadinamas pradiniu, jei
kiekvienam aibés elementui b, a < b.

Akivaizdu, kad sutvarkytosios aibés (A, <) pradinis elementas yra Sios aibé vienintelis
mminimalus elementas. Teisingas ir atvirks¢ias teiginys: jei sutvarkytoje aibéje (A, <)
egzistuoja vienintelis mminimalus elementas, tai jis yra ir pradinis Sios aibés elementas.

Apibrézimas. Sutvarkytosios aibés (A, <) poaibis B yra vadinamas apréztu is
virSaus, jei egzistuoja toks aibés A elementas a, kad kiekvienam poaibio B elementui
b, b < a. Panasiai galima suformuluoti poaibio, aprézto is apacios, apibrézima.

Apibrézimas. Tiesiskai sutvarkyta aibé (A, <) yra vadinama visiskai sutvarkyta, jei
kiekvienas Sios aibés poaibis indukuotos tvarkos atzvilgiu turi minimalu elementa.

Suformuluosime aibiu teorijoje svarbia aksioma, vadinama émimo, parinkimo arba
Cermelo aksioma, o taip pat Cermelo teorema ir Corno lema.

Cermelo aksioma. Sakykime, {X,}a,c; — netuséiu aibiu Seima, kurios aibés su
skirtingais indeksais neturi bendru elementu. Tuomet egzistuoja tokia aibé A, kuri su
kiekviena duotos aibiu Seimos aibe turi viena ir tik viena bendra elementa.

Si Cermelo aksioma ekvivalenti ir kitaip formuluojamam teiginiui.

Teorema. Tegu { X, }oer — netuscéiu aibiy seima. Tuomet Sios aibiu Seimos sandauga
[] X& — netuscia aibeé.
acl

Cermelo teorema. Kiekvienoje netuscioje aibéje A galima apibreéti tvarka R, kurios
atzvilgiu A yra visiSkai sutvarkyta aibé.

5. 3. Corno lema. Tarkime, (A4, <) — sutvarkytoji aibé. Jei kiekvienas aibés A
indukuotos tvarkos atzvilgiu tiesiskai sutvarkytas poaibis yra apréeztas is virSaus, tai aibéje
A egzistuoja bent vienas maksimalus aibés A elementas.
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Analogiskai galima performuluoti salyga taip, kad butume tikri, jog sutvarkytoje aibéje
(A, <) egzistuoja bent vienas minimalus elementas.

Cermelo aksioma sukeélé daug diskusiju ir konstruktyviosios matematikos atstovams
yra nepriimtina. Bet be Cermelo aksiomos nebtitu galima irodyti, pavyzdziui, daug matem-
atinés analizés svarbiu faktu.

Cermelo aksioma, Cermelo teorema, suformuluotoji teorema apie netusciu aibiu Seimos
sankirta ir Corno lema yra Cermelo-Frenkelio aibiu teorijos sistemoje ekvivalentus teig-
iniai. Viena i§ Siu teiginiu priéme kaip aksioma, kitus tris teiginius galima irodyti kaip
teoremas. Siu teiginiu ¢ia suradyti pavadinimai susiformavo istoriskai ir tokie isliko. Al-
gebroje egzistencijos teoremoms irodyti patogiausia remtis Corno lema. Véliau, skyri-
uje, kuriame nagrinéjami ziedai, remdamiesi Corno lema, irodysime, kad kiekviename ko-
mutatyviame ziede su vienetu egzistuoja maksimalus idealas (o kiekvienas maksimalus
idealas yra ir pirminis). Taip pat, remdamiesi Corno lema, irodysime, kad kiekvienoje
tiesinéje erdvéje virs kiino k egzistuoja bazé ir kiekvienam tiesinés erdvés tiesiniam poerd-
viui egzistuoja bent vienas papildomas tiesinis poerdvis. Remiantis Corno lema, funkcinéje
analizéje irodoma svarbi Chano-Banacho teorema apie pusnormeés, apibréztos normuotos
erdvés tiesiniame poerdvyje, pratesima i visa erdve. Visu svarbiu faktu, irodomu remiantis
Corno lema, neimanoma suminéti.

5. 4. Kryptinés aibés.

Apibrézimas. Sutvarkytoji aibé (A, <) yra vadinama kryptine su kryptimi i desine,
jei bet kuriems aibés A elementams a ir b egzistuoja toks aibés A elementas ¢, kad a < c,
b<e.

Analogiskai galima apibrézti kryptinés aibés su kryptimi i kaire savoka.
Pavyzdziai.

1. Sutvarkytoji aibé (A, <), kurioje egzistuoja galinis elementas, yra kryptiné aibé su
kkryptimi i deSine.

2. Sutvarkytosios aibés (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) yra kryptinés aibés su kryptimi
tiek i desSine, tiek i kaire.

3. Sutvarkytoji aibé (P(A), C) yra kryptiné aibé su kryptimi tiek i desSine, tiek i kaire.

4. I = [01] — uzdaras intervalas. Parinke Sio intervalo taskus
O=xp<1 <22< ... <2, =1,

gauname intervalo [0, 1] baigtini skaidini

n

01] = | J[z-125],

Jj=1
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kuri sutarkime zyméti a = (I,{xg,1,...,2,}) Nagrinékime intervalo I visu baigtiniu
skaidiniu aibe A. Aibéje A apibrézkime tvarkos sarysi taip: jei

a=(I,{xo,21,...,2:}), b= (I,{yo,y1,---,Ys}), 7,8 €N,
tai
a<b<= {xo,x1,..., 2} T{Yo,Y1,---,Ys}-

Galite isitikinti, kad (A, <) kryptiné aibé su kryptimi i desine. Si kryptiné aibé svarbi
apibréziant Rymano integrala.

Kryptines aibés svarbios apibrézinant grupiu, ziedu, moduliu vir§ ziedu Seimu injek-
tyvines ir projektyvines ribas.

5. 5. Sutvarkytuju aibiuy tipas.

Apibrézimas. Sakykime, (A, <) ir (B, <) — sutvarkytosios aibés. Atvaizdis f: A —
B yra vadinamas monotoniniu, jei bet kuriems ay,a2 € A, a1 < as, f(a1) < f(az).

Teiginys. Jei (4, <), (B, <) ir (C, <) — sutvarkytosios aibés, f: A - Birg: B — C
— monotoniniai atvaizdziai, tai go f : A — C yra monotoninis atvaizdis.

Irodymas. Sio teiginio irodymas akivaizdus.

Apibrézimas. Sutvarkytosios aibés (A, <) ir (B, <) yra vadinamos vieno ir to paties
tipo, jei egzistuoja tokia bijekcija f : A — B, kad f ir f~! monotoniniai atvaizdziai.

Pavyzdziai.

1. Sutvarkytosios aibés (R, <) ir (R,<) yra vieno ir to paties tipo. I8 tikruju,
In: R} — R — bijekcija ir bet kuriems a,b € R}, a < b tada ir tik tada, kai Ina < Inb.

2. Sutvarkytosios aibés (Q7,<) ir (Q, <) yra vieno ir to paties tipo. I$ tikruju.
Apibrézkime atvaizdi f : Q) — Q taip:

B r—1, jei x> 1,
f(z) = —L41, jeio<az<1

f — bijekcija, f, f~! — monotoniniai atvaizdziai.

ST

3. Sutvarkytosios aibés (|- 5 5[, <) ir (R, <) yra vieno ir to paties tipo. tg :] -5 5[— R
T
2

— bijekcija ir bet kuriems z,y €] — 5[, tgx < tgy tada ir tik tada, kai x < y.

4.Sutvarkytosios aibés (—N, <) ir (N, <), ¢ia —N =: {—n | n € N}, yra skirtingu tipu,
nes sutvarkytoje aibéje —N egzistuoja galinis elementas, o sutvarkytoje aibéje N galinio
elemento neegzistuoja.

Apibrézimas. Tarkime, (A, <) — sutvarkytoji aibé. Bijekcija f : A — A yra vad-
inama sutvarkytosios aibés (4, <) automorfizmu, jei f, f~! — monotoniniai atvaizdziai.
Sutvarkytosios aibés (A, <) visu automorfizmu aibe zymeésime Aut(A, <).
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Aibéje Aut(A, <) apibréztas kompozicijos désnis o. Sis kompozicijos désnis tenkina
salygas:
1. o — asociatyvus kompozicijos désnis;
2. id € Aut(A, <);
3. f € Aut(A, <) = f~1 € Aut(A, <).

Aibé Aut(A, <) komporzicijos désnio o, tenkinancio isvardytas salygas, atzvilgiu yra
vadinama grupé. Kitaip tariant, sutvarkytosios aibés automorfizmas, — tai tos aibés
simetrija. Visos sutvarkytosios aibés simetrijos atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu sudaro
gupe. Véliau grupes nagrinésime detaliau.

6. Cermelo-Frenkelio aibiy teorijos aksiomatika

Cermelo-Frenkelio aibiu teorijos Z F sistema gali biiti aprasoma §tai taip. Si sis-
tema yra sudaryta is kintamuju x,, ..., kuriais zymimos aibés, ir pirmykscio predikato
€, reigkiancio priklausomumo sarysi (”priklauso”). Atomarinés formulés turi pavidala:
x € y. Is atomariniu formuliu naudojant elementariosios logikos jungtis: = — implikacija
("jei ..., tai...”), 1 — neigima ("ne”), V — disjunkcija ("arba”), A — konjunkcija ("ir”) ir
kvantorius: V — bendrumo kvantoriu (”kiekvienam”), 3 — egzistavimo kvantoriu (”egzis-
tuoja”) sudaromos kitos formulés ir teiginiai. Matematinéje logikoje uzrasas =" zymi
ekvivalentuma (”jei, ..., tai ... ir atvirks¢iai”). Be to, priimamos elementariosios logikos
aksiomos bei iSvedimo taisyklés. Aibiu teorijos Z F sistemos aksiomos yra sekancios:

Z F 1. Aibiy lygumo aksioma. Sia aksioma teigiama, kad dvi aibés yra lygios, jei
jos sudarytos i§ vienu ir tu paciu elementu. Lygybés zenklas = pakeicia uzrasa (Vz).(z €
x = z € y). Aksioma simboliu kalba uzrasoma taip:

r=y= (Yw).(r € w =y € w).
Z F 2. Sajungos arba poros aksioma. Jei x ir y — aibés, tai {x, y} taip pat yra aibé,

(Fw).(Vz).(zew=(z=2Vz=y)).

Z F 3. Isskyrimo aksioma. Kiekvienai aibei z ir kiekvienai Z F sistemos formulei
F(x) egzistuoja aibés z poaibis, kuriam priklauso tos ir tik tos aibés x, kurioms teisinga
formulé F'(x). Simboliu kalba aksioma uzrasoma taip:

(V2).(y).(Vz).(xr € y = (x € 2 A F(x))),

¢ia y nejeina i F(z).
Z F 4. Poaibiu aibés arba laipsnio aksioma. Kiekvienai aibei egzistuoja jos poaibiu
aibé:
(V2).(Fy).(Vx).(x € y = (Yw).(w € x = w € z2)).
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Z F 5. Sumos aksioma. Kiekvienai aibei egzistuoja aibé-suma:
(V2).(Fy).(Vo).(z € y = (Fw).(zr € w Aw € 2)).

Z F 6. Cermelo arba parinkimo aksioma. Si aksioma dar yra vadinama sandaugos
aksioma. Jei x — aibe, kurios elementai netuscios, neturincios bendru elementu aibes, tai
jos aibé-suma turi bent viena poaibi, kuris su kiekvienu x elementu turi tik viena bendra

elementa:
(‘v’x).((Vy).(‘v’z).((y cxhzer) =

— (Bw)w ey A 1(Fw).(w ey Aw € 2))) =
— (Fu).(Vy).(y €z => (Fv).(W).(t=v=(tcunte y)))).

Z F 7. Begalybés aksioma. Egzistuoja aibé, kuriai priklauso tuscia aibé ir ku-
rios kiekvienam elementui = aibé {z}, sudaryta i$ vieno elemento, taip pat priklauso jai.
Simboliu kalba aksioma atrodo taip:

(32).(0 € 2 A (Vz).(z € 2 = {z} € 2)).

Z F 8. Apribojimo aksioma. Kiekvienam tokiai Z F sistemos formulei F'(z), kad
(3x)F(x), egzistuoja tokia aibé y, kad F'(y) teisinga, bet nei vienam jos elementui (daliai[?])
z F(z) néra teisinga. Simboliu kalba:

(3z).F(z) = (Jy).(F(y) A (V2) 1 (2 € y A F(2))).

Z F 9. Pakeitimo aksioma. Jei tarp dvieju klasiu yra abipus vienreiksmé atitinka-
mybé ir viena is Siu klasiu yra aibé, tai ir kita klasé yra aibé. Simboliu kalba:

(Vx)(‘v’y)(Vw)((F(m,y) NF(z, w)) — ((m =z2)=(y= w)))

Sioje Z F aibiu teorijos sistemoje galima irodyti, kad egzistuoja vienintelé natiraliuju
skaiciu aibé, tenkinanti Peano aksiomas. Po to galima apibrézti racionaliuju skaiciu aibe
ir Dedekindo pitiviais — realiuju skaiciu aibe.

Bet si Z F aibiu teorijos sistemos kalba formali. Norint suteikti Siai kalbai prasme,
biutina nagrineéti Sios aksiomu sistemos interpretacija. Pirmiausia, pasirodo, kad §i aksiomu
sistema turi be galo daug interpretaciju. Kita vertus, egzistuoja tokios interpretacijos,
kuriose natiuraliuju skaiciu aibés, zitirint i§ iSorés, néra ekvivalencios tarpusavy ir néra
ekvivalencios intuityviai suvokiamai naturaliuju skaiciu aibei. Taigi susidaré nepaprastai
idomi situacija. Kolkas néra zinoma nei viena aibiu teorijos aksiomu sistema, kuri turétu
vienintele interpretacija ir kuri butu tiek galinga, kad jos terminais butu galima suformu-
luoti Siuolaikinés matematikos teorijas.
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AIBIU TEORIJOS RAIDOS TRUMPA APZVALGA

G. Kantoras (Georg Cantor, 1845-1918), tyrinédamas trigonometrines eilutes, 1872
m. pabandé klasifikuoti trigonometriniu eiluciu teorijoje nagrinéjamas ”ypatingas” aibes.
Taip pradéjes tyrinéti aibes, G. Kantoras 1872—1897 m. m. sukureé aibiu teorija.

Paprastomis aibiu teorijos savokomis, kaip elemento priklausomumo visumai (aibei),
visumos dalis , visumos daliu bendra dalis ir panaSiai, matematikai ir filosofai visais laikais
naudojosi samoningai. Sios savokos suvokiamos intuityviai ir dél ju nebuvo diskutuo-
jama. Todél nesukélé jokiu diskusiju ir aibés apibrézimas, kuri pateiké G. Kantoras: aibe
suprasime kaip objektu, kuriuos viena nuo kito gerai galime atskirti savo intuicija arba
mintimis, sujungima i viena visuma.

Nepapratai svarbus G. Kantoro atradimas — tai visiskai sutvarkytosios aibés. Rem-
damasis visiSkai sutvarkytu aibiu teorija, jis iSvysté kardinaliniu skaic¢iu aritmetika, sufor-
mulavo transfini¢iosios indukcijos principa (tai matematinés indukcijos principo apiben-
drinimas) ir kontinuumo hipoteze. Be to, G. Kantoras yra bendrosios topologijos ir mato
teorijos pradininkas. Visi Sie atradimai, dél kuriu G. Kantoras ir yra vadinamas aibiu
teorijos kuréju, matematikoje pasirodé pirma karta

Aibiu teorija, kuria kuré G. Kantoras, atrodé labai keistai to laiko matematikos
pozituriu. Nors irodymai ir griezti, bet rezultatai neitikétini ir keisti. Iki to laiko nieko
panasaus matematikoje nebuvo. Todél daugelis to laiko Zymiu matematikuy aibiu teorijos
nepripazino. Ypac aStriai §ia teorija kritikavo L. Kronekeris (Leopold Kronecker, 1823—
1891). Tik K. Veijerstrasas (Carl Weierstrass, 1815-1897) gana palankiai vertino savo
mokinio veikla. Bet palaipsniui aibiu teorija buvo pradéta taikyti daugelyje matematikos
sriciu, XIX a. pabaigoje taikymu susilauké transfini¢iosios indukcijos principas, o po 1904
m. jrodytos E. Cermelo (E. Zermelo, 1871-1953) izymiosios teoremos (kiekvienoje aibéje
galima apibrézti visiskai sutvarkytosios aibés struktiira) transfini¢iosios indukcijos princi-
pas tapo svarbiu visose Siuolaikinés matematikos srityse.

Kai aibiu teorija tapo Siuolaikinés matematikos pagrindu, joje buvo aptikti paradoksai,
kurie sukrété Siuos pagrindus.

Stai Bertrano Raselo (Bertrand Russell, 1872 — 7) paradoksas, paprasCiausias is
zinomu paradoksu: pazymékime C' visu aibiu, nesanciu pacios saves elementu, visuma.
Tare, kad C' yra aibé, pabandykime issiaiskinti, ar C' yra C' elementas, ar ne? Jei C yra
C elementas, tai C' nepriklauso C' pagal C' apibrézima. Jei C' néra C' elementas, tai C'
priklauso C' pagal C apibrézima. Kaip matome, is tikruju paprastas paradoksas.

Sis paradoksas rodo, kad aibés apibrézimas, pagristas intuicija, néra korektiskas, o
intuicija besalygiskai pasitikéti negalima. Jau B. Bolcano (B. Bolzano, 1781-1848) ir K.
Veijerstrasas anksciau buvo sukonstrave tolydziu funkciju, nediferencijuojamu nei viename
taske, pavyzdzius, rodancius, kad remiantis vien tik intuicija galima labai klysti. Taigi aibiu
teorija reikéjo perzitréti ir grieztai pagristi.

Matematikai, norédami iSvengti paradoksu ir iSsaugoti G. Kantoro aibiu teorijos lai-
mejimus, stengési aibiu teorija pagristi aksiomatiskai. Taip buvo sukurtos ivairios aibiu
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teorijos sistemos: Raselo tipu teorija (1908), Cermelo (1908), Cermelo-Frenkelio (1922),
Noimano-Bernaiso (1925, 1937, 1941-1943), Bernaiso-Giodelio (1940) sistemos, Kuaino
”Naujieji pagrindai”. Labiausiai pritaikytos Siuolaikinés matematikos tikslams — tai Cer-
melo-Frenkelio ir Bernaiso-Giodelio aibiu teoriju sistemos.

Kuriant matematine teorija aksiomatiskai, iskyla vienas i§ fundamentaliausiu klausi-
mu: kaip irodyti, kad aksiomatiskai grindziama teorija yra nepriestaringa? I §i klausima
atsakymas yra zinomas, jei kalbama ne apie aibiu, o apie kuria nors kita matematine
teorija, grindziama aksiomatiskai. Norint irodyti aksiomatiskai grindziamos teorijos ne-
priestaringuma, reikia nurodyti matematini modeli, tenkinanti duota aksiomu sistema.
Matematiniu modeliu, tenkinanc¢iu duotas aksiomu sistemas, konstravimas, kiek yra zi-
noma, atlieckamas aibiu teorijos terminais. Jei kalbama apie aibiu teorija, grindziama
aksiomu sistema, tai Sios teorijos nepriestaringumui irodyti Sis kelias netinkamas. Jei
pabandytume taip iSspresti aibiu teorijos, grindziamos aksiomatiskai, nepriestaringuma,
patektume i uzburta rata: aibiu teorijos terminais konstruotume modeli aibiu teorijos
nepriestaringumui irodyti.

D. Hilbertas pasiulé programa Siam sudétingam klausimui iSspresti. Aibiu bei kitu
matematiniu teoriju nepaprastai sudétinga semantika. Jis pasiulé formalizuoti aksiomatis-
kai kuriama teorija, t. y. atsisakyti aiskinti matematiniu simboliu, naudojamu aksiomu
sistemoje, prasme, o ju savybes gristi tik aksiomomis ir apibrézti taisykles, kaip jais ope-
ruoti. Remiantis logikos iSvedimo taisyklémis ir aksiomomis, formaliai jrodytos teoremos
turi prasme bet kurioje aksiomatizuotos teorijos interpretacijoje. D. Hilbertas tikéjosi,
kad tuo keliu eidamas, irodys aibiu teorijos nepriestaringuma. Jis ir P. Bernaisas atkakliai
émesi igyvendinti Sia programa. Jo ir jo mokinio P. Bernaiso tyrimu rezultatai, vykdant
Sia programa, susumuoti ju fundamentaliame dvieju tomu veikale ”Irodymu teorija”.

Bet tikslo jie nepasieke. Po 1934 m. K. Giodelio irodytos metamatematikos teore-
mos tapo aisku, kad D. Hilberto programa neigyvendinama. K. Giodelio teorema teigia,
kad kievienoje terijoje, grindziamoje pakankamai ”galinga” formalia aksiomu sistema, gal-
ima suformuluoti teigini Sios teorijos terminais, kurio Sios teorijos terminais negalima nei
irodyti, nei paneigti.

Savaime suprantama, kad aibiu teorijoje, o taip pat ir visoje matematikoje susidare
gana idomi situacija. Be to, aibiu teorijos, grindziamos formalia aksiomu sistema, egzis-
tuoja be galo daug interpretaciju. Kolkas néra zinoma nei vienos aibiu teorijos aksiomu
sistemos, kuri turety tik vienintele interpretacija ir butu tiek galinga, kad joje butu galima
suformuluoti visas zinomas Siuolaikinés matematikos teorijas.
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