
I skyrius. AIBĖS IR ATVAIZDŽIAI

Aibės sa
‘
voka

0. 1. Šiuolaikinėje matematikoje aibiu
‘
teorijos yra grindžiamos aksiomu

‘
sistemomis.

Pagrindinėms algebros struktūroms ǐsdėstyti labiausiai priimtina aibiu
‘

teorija, pagri
‘
sta

Cermelo - Frenkelio (o taip pat ir Bernaiso - Gedelio) aksiomu
‘
sistema. Bet aksiomatǐskai

aibiu
‘
teorijos mes nedėstysime, nes mūsu

‘
tikslams visǐskai pakaks pačiu

‘
elementariausiu

‘

šios teorijos sa
‘
voku

‘
.

Aibiu
‘

teorijoje, kuria
‘

sukūrė Georgas Kantoras, aibės ir elemento priklausomumo
aibei sa

‘
ryšio sa

‘
vokos buvo grindžiamos intuicija. Pavyzdžiui, Cermelo - Frenkelio aibiu

‘

teorijoje aibės ir elemento priklausomumo aibei sa
‘
ryšio sa

‘
vokos yra laikomos pirminėmis,

kuriu
‘
pagrindinės savybės nusakomos aksiomomis. Georgas Kantoras pateikė toki

‘
aibės

apibrėžima
‘
: ”aibe

‘
suprasime kaip objektu

‘
, kuriuos viena

‘
nuo kito gerai galime atskirti savo

intuicija arba mintimis, sujungima
‘
i
‘
viena

‘
visuma

‘
”.

Nors, kaip aibiu
‘

teorijos raida rodo, intuicija pasikliauti negalima, mes visgi prisi-
laikysime Kantoro apibrėžimo. Tik pabrėšime, kad ne kiekviena kuriu

‘
nors elementu

‘

ar objektu
‘

visuma sudaro aibe
‘
. Pavyzdžiui, tare

‘
, kad visu

‘
aibiu

‘
visuma yra aibė, neǐs-

vengtume paradoksu
‘
. Štai vienasǐs žinomu

‘
paprasčiausias, Bertrano Raselo paradoksas.

Pažymėkime raide Cvisu
‘
aibiu

‘
, nesančiu

‘
pačios save

‘
s elementu, visuma

‘
. Pavyzdžiui, visu

‘

natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė N nėra natūralusis skaičius, visu

‘
racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė Q taip pat

nėra racionalusis skaičius, t. y. šios aibės priklauso C. Tare
‘
, kad C yra aibė, ǐssiaǐskinkime,

ar aibė C yra aibės C elementas, ar ne. Jei aibė C yra aibės C elementas, tai aibė C neprik-
lauso aibei C pagal C apibrėžima

‘
. Jei aibė C nėra aibės C elementas, tai aibė C priklauso

C pagal C apibrėžima
‘
. Kaip matome, tai tikrai labai paprastas paradoksas.

Dėl aptiktu
‘
Kantoro aibiu

‘
teorijoje paradoksu

‘
matematikams ǐskilo problema pagri

‘
sti

aibiu
‘
teorija

‘
taip, kad joje nebūtu

‘
paradoksu

‘
, o Kantoro aibiu

‘
teorijos esminiai pasiekimai,

– kardinalu
‘
ir ordinalu

‘
teorija, – būtu

‘
ǐssaugoti. Nieko geriau nebuvo sugalvota, kaip kurti

aibiu
‘
teorijas aksiomatǐskai. Vėliau apie tai kalbėsime kiek plačiau.

0. 2. Aptarsime aibiu
‘
teorijos elementariausias sa

‘
vokas ir žymėjimus. Užrašai ”a ∈

A” arba ”A 3 a” yra skaitomi ”a yra aibės A elementas” arba ”a priklauso aibei A”.
Užrašai ”a 6∈ A” arba ”A 63 a” yra skaitomi ”a nėra aibės A elementas” arba ”a nepriklauso
aibei A”. Aibė, neturinti nei vieno elemento, yra vadinama tuščia

‘
ja ir yra žymima ∅.

Baigtine
‘
aibe

‘
, sudaryta

‘
ǐs elementu

‘
x1, x2, . . . , xn, sutarkime užrašyti {x1, x2, . . . , xn}.

Aibės poaibio apibrėžimas. Yra sakoma, kad aibė A yra aibės B poaibis ir žymima
A ⊂ B arba B ⊃ A, jei aibės A kiekvienas elementas yra ir aibės B elementas. Aibės
poaibio apibrėžimas matematiniais simboliais yra užrašomas taip:

A ⊂ B ⇐⇒: ∀a(a ∈ A ⇒ a ∈ B).
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Užrašai ”A 6⊂ B” arba ”B 6⊃ A” yra skaitomi ”aibė A nėra aibės B poaibis”. Aibė A

nėra aibės B poaibis, jei egzistuoja toks aibės A elementas a, kuris nepriklauso aibei B.
Apibrėžima

‘
”aibė A nėra aibės B poaibis” matematiniais simboliais galime užrašyti taip:

A 6⊂ B ⇐⇒: ∃a(a ∈ A ∧ a 6∈ B).

Aibiu
‘
i
‘
dėties sa

‘
ryšis ⊂ (arba ⊃) turi sekančias savybes:

1. Jei A ⊂ B ir B ⊂ C, tai A ⊂ C.Matematiniu
‘

simboliu
‘

žymėjimais ši savybė
atrodo taip:

((A ⊂ B) ∧ (B ⊂ C)) =⇒ (A ⊂ C);

2. Kiekvienai aibei A, ∅ ⊂ A. Matematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais ši savybė atrodo taip:

∀A(∅ ⊂ A).

Aibiu
‘

lygybės apibrėžimas. Aibės A ir B yra vadinamos lygiomis ir žymima
A = B, jei A ⊂ B ir B ⊂ A. Matematiniu

‘
simboliu

‘
žymėjimais šis apibrėžimas atrodo

taip:
(A = B) ⇐⇒: ((A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)).

Aibiu
‘
lygybės sa

‘
ryšis = turi sekančias savybes:

1. Kiekvienai aibei A, A = A;
2. Jei A = B, tai B = A. Matematiniais simboliais ši savybė užrašoma taip:

(A = B) =⇒ (B = A);

3. Jei A = B, B = C, tai A = C. Matematiniais simboliais ši savybė užrašoma
taip:

((A = B), (B = C)) =⇒ (A = C).

Aibės poaibiai. Fiksuotos aibės A visu
‘
poaibiu

‘
visuma sudaro aibe

‘
, kuri yra žymima

P(A) arba 2A. Taigi X ⊂ A ⇐⇒ X ∈ P(A).
Aibės A poaibiai dažnai yra apibrėžiami kuria nors savybe S, kuria

‘
turintys aibės A

elementai ir sudaro aibės A poaibi
‘
. Aibės A elementu

‘
, turinčiu

‘
savybe

‘
S, visuma

‘
žymėsime

{x ∈ A|S(x)}. Pavyzdžiui, {x ∈ R|x > 2} yra realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės poaibis, sudarytas ǐs

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
didesniu

‘
už 2. Aibiu

‘
teorijoje, grindžiamoje aksiomu

‘
sistema, kruopščiai

yra aptariamos savybiu
‘

klasės, leistinos nagrinėjamojoje teorijoje. Tos savybės, kurias
vėliau nagrinėsime mes, norėdami apibrėžti kurio nors aibės kai kuriuos poaibius, nesukels
jokiu

‘
loginiu

‘
sunkumu

‘
.
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1. Veiksmai su aibėmis

1. 1. Aibiu
‘
sumos (junginio) apibrėžimas. Aibiu

‘
A ir B suma (junginiu) yra

vadinama aibė, sudaryta ǐs visu
‘
tu

‘
elementu

‘
, kurie priklauso bent vienai aibiu

‘
: A ar B ir

žymima A ∪B. Mtematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais aibiu

‘
suma yra apibrėžiama taip:

x ∈ A ∪B ⇐⇒ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B).

Aibiu
‘
suma

‘
galima ir taip apibrėžti: A ∪B =: {x|x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Panašiai galima apibrėžti ir užrašyti ir aibiu
‘

šeimos suma
‘
. Aibiu

‘
šeima yra vadi-

nama tokia aibiu
‘
Aα visuma {Aα}α∈I , kurios elementai ”sunumeruoti” kurios nors aibės

I elementais α. Aibiu
‘
šeimos {Aα}α∈I aibės, kuriu

‘
indeksai skirtingi, gali būti ir lygios.

Aibiu
‘
šeimos suma. Aibiu

‘
šeimos {Aα}α∈I suma (junginys) apibrėžiama(s) taip:⋃

α∈I

Aα =: {x|∃α ∈ I(x ∈ Aα)}.

Aibiu
‘
sumos savybės. Bet kurioms aibėms A, B, C teisingos lygybės:

1. A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C. Ši savybė yra vadinama aibiu
‘
sudėties asociatyvumu;

2. A ∪B = B ∪A. Ši savybė yra vadinama aibiu
‘
sudėties komutatyvumu;

3. A ∪A = A. Ši savybė yra vadinama aibiu
‘
sudėties idempotentumo dėsniu.

1. 2. Aibiu
‘
sankirtos (sandaugos) apibrėžimas. Aibiu

‘
A ir B sankirta (san-

dauga) yra vadinama aibė, sudaryta ǐs visu
‘
tu

‘
elementu

‘
, kurie priklauso ir aibei A ir aibei

B ir yra žymima A ∩B. Matematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais šis apibrėžimas atrodo taip:

A ∩B = {x|(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}

arba
x ∈ A ∩B ⇐⇒ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)).

Aibiu
‘
šeimos sankirta (sandauga). Aibiu

‘
šeimos {Aα}α∈I sankirta (sandauga)

apibrėžiama taip: ⋂
α∈I

Aα =: {x|∀α ∈ I(x ∈ Aα)}.

Aibiu
‘
sankirtos savybės. Bet kurioms aibėms A, B, C teisingos lygybės:

1. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) (aibiu
‘
sankirtos asociatyvumo dėsnis);

2. A ∩B = B ∩A (aibiu
‘
sankirtos komutatyvumo dėsnis);

3. A ∩A = A (aibiu
‘
sankirtos idempotentumo dėsnis ).
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1. 3. Aibiu
‘
skirtumo apibrėžimas. Aibiu

‘
A ir B skirtumu yra vadinama aibė,

sudaryta ǐs visu
‘

tu
‘

aibės A elementu
‘
, kurie nepriklauso aibei B, ir yra žymima A \ B.

Matematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais šis apibrėžimas atrodo taip:

A \B = {x ∈ A|x 6∈ B

arba
x ∈ A \B ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x 6∈ B).

Akivaizdu, kad A \B ⊂ A ir

A \B = A ⇐⇒ (A ∩B = ∅).

Pastebėsime, kad A ∩B = A \ (A \B).

1. 4. Aibiu
‘
simetrinio skirtumo apibrėžimas. Aibiu

‘
A ir B simetriniu skirtumu

yra vadinama aibė
A	B =: (A \B) ∪ (B \A).

1. 5. Distributyvumo dėsniai. Aibiu
‘
sudėtis ir sankirta yra susieti distributyvumo

dėsniais. Bet kurioms aibėms A, B, C, teisingos lygybės:
1. A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B ∩C) (pirmasis distributyvumo dėsnis, siejantis aibiu

‘

sudėti
‘
ir sankirta

‘
);

2. A ∩B) ∪C = (A ∪C) ∩ (B ∪C) (antrasis distributyvumo dėsnis, siejantis aibiu
‘

sudėti
‘
ir sankirta

‘
).

Pratimai.

1. I
‘
rodykite anksčiau užrašytus distributyvumo dėsnius, siejančius aibiu

‘
sudėti

‘
ir

sankirta
‘
.

2. I
‘
rodykite, kad bet kurioms aibėms A, B, C, teisingos lygybės:

1. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
2. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Šios lygybės yra vadinamos de Morgano dėsniais. De Morgano dėsnius galime užrašyti
bendriausiuoju atveju:

A \ (
⋂
α∈I

Bα) =
⋃
α∈I

(A \Bα)

ir
A \ (

⋃
α∈I

Bα) =
⋂
α∈I

(A \Bα).

I
‘
rodykite, kad bet kurioms aibėms A, B, C yra teisingos lygybės:

1. (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C). Kaip matome, aibiu
‘
skirtumas ir sankirta yra

susieti distributyvumo dėsniu.
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2. (A 	 B) 	 C = A 	 (B 	 C). Kaip matome, simetrinis aibiu
‘

skirtumas yra
asociatyvus.

3. (A	B)∩C = (A∩C)	 (B∩C). Kaip matome, simetrinis aibiu
‘
skirtumas ir aibiu

‘

sankirta yra susieti distributyvumo dėsniu.

Aibės papildinio apibrėžimas. Aibės A poaibio X papildiniu iki aibės A yra
vadinama aibė CAX =: A	X.

Paprastumo dėlei praleisime apatini
‘
indeksa

‘
A tais atvejais, kai ǐs konteksto aǐsku, iki

kokios aibės yra imamas papildinys.

Išvardinsime keleta
‘
paprastu

‘
aibė papildinio savybiu

‘
. Tarkime, kad X ⊂ A, Y ⊂ A.

Tuomet:
1. C(CX) = X;

2. X ⊂ Y =⇒ CX ⊃ CY ;

3. C(X ∩ Y ) = CX ∪ CY ;

4. C(X ∪ Y ) = CX ∩ CY .
Aibės papildinio trečioji ir ketvirtoji savybės, – tai de Morgano dėsniai. Remdamiesi

aibės papildinio pirma
‘
ja ir antra

‘
ja savybėmis, gauname, kad

X = Y ⇐⇒ CX = CY.

Pavyzdžiai ir pratimai.

1. Apibrėžkime nZ =: {nk|k ∈ Z}, čia n – natūralusis skaičius. I
‘
rodykite: nZ ⊂ mZ

tada ir tik tada, kai skaičius m dalija skaičiu
‘
n.

2. I
‘
rodykite, kad nZ∩mZ = rZ, čia skaičius r yra skaičiu

‘
m ir n mažiausias bendrasis

kartotinis.

3. Jei n ∈ N, r ∈ Z, tai apibrėžkime aibe
‘
r + nZ =: {r + nk|k ∈ Z}. I

‘
rodykite, kad

r1 + nZ = r2 + nZ, r1, r2 ∈ Z, tada ir tik tada, kai skaičius n dalija r1 − r2. I
‘
rodykite, jei

n nedalija r1 − r2, tai (r1 + nZ) ∩ (r2 + nZ) = ∅.

4. I
‘
rodykite, kad

n−1⋃
j=0

(j + nZ) = Z.

5. Imkime s ∈ Q ir apibrėžkime aibe
‘
sZ =: {sk|k ∈ Z}. I

‘
sitikinkite, kad aibė

∞⋃
j=0

1
pj Z,

čia p pirminis skaičius, yra sudaryta ǐs visu
‘
racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
, kuriu

‘
skaitiklis gali būti

bet koks sveikasis skaičius, o vardiklis – pirminio skaičiaus p laipsnis, t. y.

α ∈
∞⋃

j=0

1
pj

Z ⇐⇒ (∃m ∈ Z)(∃s ∈ N)(α =
m

ps
).
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6. I
‘
rodykite, kad bet kuriam natūraliajam skaičiui m yra teisinga lygybė:

∞⋃
j=0

1
pj

Z =
∞⋃

j=m

1
pj

Z.

7. I
‘
sitikinkite, kad

Q =
⋃

0≤r<1

r∈Q

(r + Z).

2. Sa
‘
ryšis

2. 1. Nesutvarkytosios poros (nesutvarkytieji dvejetai). Kad ir kokie būtu
‘

objektai x ir y, egzistuoja aibė A, kurios elementai yra x ir y. Šia
‘
aibe

‘
sutarkime užrašyti

A =: {x, y} ir vadinti nesutvarkyta pora (arba nesutvarkytu dvejetu). Matematiniu
‘

simboliu
‘
žymėjimais aibė A yra apibrėžiama taip:

∀x∀y∃!A((z ∈ A) =⇒ (z = x) ∨ (z = y).

Savaime aǐsku, kad {x, y} = {y, x}. Jei x = y, tai aibe
‘
{x, x} žymėsime {x}.

Panašiai galima apibrėžti nesutvarkyta
‘
trejeta

‘
, ketverta

‘
ir t. t. .

2. 2. Sutvarkytosios poros (sutvarkytieji dvejetai). Apibrėšime sutvarkytosios
poros Kuratovskio konstrukcija

‘
. Imkime bet kokius objektus x ir y ir sudarykime aibe

‘

(x, y) =: {{x}, {x, y}}. Atkreipkite dėmesi
‘
, kad pirmiausia ǐs objektu

‘
x ir y yra sudaromos

aibės {x} ir {x, y}, o ǐs tu
‘
aibiu

‘
yra sudaroma aibė {{x}, {x, y}}. Akivaizdu, kad (x, y) 6=

(y, x), jei tik x 6= y. Aibe
‘
(x, y) yra vadinama sutvarkyta

‘
ja pora ( sutvarkytuoju dvejetu),

x – sutvarkytosios poros pirmuoju elementu, o y – sutvarkytosios poros antruoju elementu.
Labai svarbi sutvarkytosios poros ( sutvarkytojo dvejeto) pagrindinė savybė:

((x1, y1) = (x2, y2)) ⇐⇒ (x1 = x2) ∧ (y1 = y2)).

Dėl šios savybės ir yra apibrėžiama(s) sutvarkytoji pora (sutvarkytasis dvejetas). Teigini
‘

”z yra sutvarkytoji pora” ar ”z yra sutvarkytasis dvejetas” suprasime taip: egzistuoja tokie
objektai x ir y, kad z = (x, y).

Panašiai galima apibrėžti sutvarkytuosius trejetus, ketvertus ir t. t. . Sutvarkytojo
n-tuko (x1, x2, . . . , xn) pagrindinė savybė yra tokia:

((x1, x2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn)) ⇐⇒ ((x1 = y1) ∧ (x2 = y2) ∧ . . . ∧ (xn = yn)).

2. 3. Sa
‘
ryšio apibrėžimas. Aibė R, kurios elementai yra sutvarkytosios poros (sut-

varkytieji dvejetai) yra vadinama binariuoju (dviviečiu) sa
‘
ryšiu arba binaria

‘
ja (dviviete)

atitiktimi.
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Šis apibrėžimas užrašytas matematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais atrodo taip:

(R – sa
‘
ryšis) ⇐⇒ ∀z(z ∈ R =⇒ z – sutvarkytoji pora).

Yra sakoma, kad elementas x yra susietas sa
‘
ryšiu R su elementu y ir tai žymima xRy, jei

sutvarkytoji pora (x, y) ∈ R. Kitaip tariant, xRy ⇐⇒: (x, y) ∈ R.

2. 4. Sa
‘
ryšio apibrėžimo ir kitimo sritys. Visu

‘
sutvarkytu

‘
ju

‘
poru

‘
, priklau-

sančiu
‘
R, pirmu

‘
ju

‘
elementu

‘
aibė D(R) yra vadinama sa

‘
ryšio R apibrėžimo sritimi, o tu

‘

sutvarkytu
‘
ju

‘
poru

‘
antru

‘
ju

‘
elementu

‘
aibė E(R) – sa

‘
ryšio R kitimo sritimi (arba sa

‘
ryšio R

reikšmiu
‘
aibe). Matematiniu

‘
simboliu

‘
žymėjimais šie apibrėžimai atrodo taip:

D(R) =: {x|∃y((x, y) ∈ R)},

E(R) =: {y|∃x((x, y) ∈ R)}

Galime dar ir taip užrašyti:
D(R) =: {x|∃y(xRy)},

E(R) =: {y|∃x(xRy)}.

2. 5. Atvirkštinis sa
‘
ryšis sa

‘
ryšiui R. Sa

‘
ryšis R−1 =: {(x, y)|yRx} yra vadinamas

atvirkštiniu sa
‘
ryšiu sa

‘
ryšiui R.

Galime ir taip užrašyti: xR−1y ⇐⇒ yRx arba (x, y) ∈ R−1 ⇐⇒ (y, x) ∈ R. Aki-
vaizdu, kad D(R−1) = E(R), E(R−1) = D(R).

2. 6. Sa
‘
ryšiu

‘
kompozicija (superpozicija). Sa

‘
ryšiu

‘
R1 ir R2 kompozicija (su-

perpozicija) yra vadinamas sa
‘
ryšis

R2 ◦R1 =: {(x, y)|∃z(((x, z) ∈ R1) ∧ ((z, y) ∈ R2))}.

Akivaizdu, kad D(R2 ◦R1) ⊂ D(R1), E(R2 ◦R1) ⊂ E(R2).

Sa
‘
ryšiu

‘
kompozicijos (superpozicijos) savybės. Bet kokiems sa

‘
ryšiams R1, R2,

R3, teisingos lygybės:
1. (R3 ◦R2) ◦R1 = R3 ◦ (R2 ◦R1);
2. (R2 ◦R1)−1 = R−1

1 ◦R−1
2 ;

3. (R−1)−1 = R.

Pratimas. I
‘
rodykite sa

‘
ryšiu

‘
kompozicijos užrašyta

‘
sias savybes.

2. 7. Sa
‘
ryšio siaurinys. Tarkime, R – sa

‘
ryšis, D(R) – sa

‘
ryšio R apibrėžimo

sritis. Kiekvienam aibės D(R) poaibiui X egzistuoja sa
‘
ryšis R

∣∣
X

=: {(x, y) ∈ R|x ∈ X}.
Panašiai, kiekvienam sa

‘
ryšio R reikšmiu

‘
srities E(R) poaibiui Y egzistuoja sa

‘
ryšis Y

∣∣R =:
{(x, y) ∈ R|y ∈ Y }.
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Sa
‘
ryšis R

∣∣
X

yra vadinamas sa
‘
ryšio R siauriniu, gaunamu susiaurinant sa

‘
ryšio R

apibrėžimo sriti
‘

D(R) iki poaibio X. Panašiai, Y

∣∣R yra taip pat vadinamas sa
‘
ryšio R

siauriniu, gaunamu susiaurinant sa
‘
ryšio R kitimo sriti

‘
E(R) iki poaibio Y . Akivaizdu, kad

R
∣∣
X
⊂ R,D(R

∣∣
X

) = X, E(R
∣∣
X

) ⊂ E(R),

Y

∣∣R ⊂ R,D(Y

∣∣R) ⊂ D(R), E(Y

∣∣R) = Y.

Remdamiesi sa
‘
ryšio siaurinio apibrėžimu, gauname:

1. Jei X1 ⊂ X2 ⊂ D(R), tai (R
∣∣
X2

)
∣∣
X1

= R
∣∣
X1

;
2. Jei Y1 ⊂ Y2 ⊂ E(R), tai Y1

∣∣(Y2

∣∣R) = Y1

∣∣R;
3. Jei X ⊂ D(R), Y ⊂ E(R), tai Y

∣∣(R∣∣
X

) = (Y

∣∣R)
∣∣
X

.

2. 8. Sa
‘
ryšio plėtinys. Sa

‘
ryšis S yra vadinamas sa

‘
ryšio R plėtiniu, jei D(R) ⊂

D(S), E(R) ⊂ E(S), R = S
∣∣
D(R)

. Galima apibrėžti sa
‘
ryšio R plėtini

‘
ir kita prasme:

sa
‘
ryšis S yra sa

‘
ryšio R plėtinys, jei R = E(R)

∣∣S.

2. 9. Veiksmai su sa
‘
ryšiais. Kadangi sa

‘
ryšiai yra aibės, tai veiksmai su sa

‘
ryšiais

tokie pat, kaip ir su aibėmis. Taigi galima apibrėžti sa
‘
ryšiu

‘
suma

‘
, sankirta

‘
, skirtuma

‘
ir t.

t. .

Išspre
‘
skite šiuos pratimus. Bet kokiems sa

‘
ryšiams R1, R2, R3, yra teisingos ly-

gybės:

1. D(R1 ∪R2) = D(R1) ∪D(R2), E(R1 ∪R2) = E(R1) ∪ E(R2);

2. D(R1 ∩R2) ⊂ D(R1) ∩D(R2), E(R1 ∩R2) ⊂ E(R1) ∩ E(R2);

3. D(R1 \R2) ⊃ D(R1) \D(R2), E(R1 \R2) ⊃ E(R1) \ E(R2);

4. (R1 ∪R2)−1 = R−1
1 ∪R−1

2 , (R1 ∩R2)−1 = R−1
1 ∩R−1

2 , (R1 \R2)−1 = R−1
1 \R−1

2 ;

5. (R1 ∪R2) ◦R3 = (R1 ◦R3) ∪ (R2 ◦R3), R1 ◦ (R2 ∪R3) = (R1 ◦R2) ∪ (R1 ◦R3);

6. (R1 ∩R2) ◦R3 ⊂ (R1 ◦R3) ∩ (R2 ◦R3), R1 ◦ (R2 ∩R3) ⊂ (R1 ◦R2) ∩ (R1 ◦R3).

3. Funkcinis sa
‘
ryšis (funkcija). Atvaizdis

3. 1. Apibrėžimas. Sa
‘
ryšis R yra vadinamas funkciniu sa

‘
ryšiu arba funkcija, jei R

tenkina sa
‘
lyga

‘
:

(∀x∀y∀z)(((x, y) ∈ R) ∧ ((x, z) ∈ R) =⇒ (y = z)).

Galime pasakyti ir taip: R yra funkcija, jei aibei R nepriklauso dvieju
‘
skirtingu

‘
sutvarkytu

‘

dvejetu
‘
su vienu ir tuo pačiu pirmuoju elementu.

Funkcijas žymėsime raidėmis f , g, h, ir t. t. .
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Pastabos.

1. Jei f funkcija, tai bendruoju atveju f−1 nėra funkcija. Pavyzdžiui, f = {(x, x2)|x ∈
R} yra funkcija, bet f−1 = {(x2, x)|x ∈ R} nėra funkcija, nes (1, 1) ∈ f−1 ir (1,−1) ∈ f−1,
tuo tarpu šiu

‘
sutvarkytu

‘
dvejetu

‘
pirmieji elementai yra lygūs, o antrieji – nėra lygūs.

Panašiai, g = {(x, sinx)|x ∈ R} yra funkcija, o g−1 nėra funkcija.

2. Funkciju
‘
f ir g sa

‘
junga (suma) f ∪ g bendruoju atveju nėra funkcija. Pavyzdžiui,

f = {(1, 2)}, g = {(1, 3)} yra funkcijos, tuo tarpu f ∪ g = {(1, 2), (1, 3)} nėra funkcija,
nes sutvarkytu

‘
dvejetu

‘
(1, 2) ir (1, 3, priklausančiu

‘
f ∪ g, pirmieji elementai yra lygūs, o

antrieji elementai nėra lygūs.

3. Funkciju
‘
f ir g sankirta f ∩ g, jei tik netuščia, visuomet yra funkcija.

3. 2. Atvaizdžio apibrėžimas. Funkcija f yra vadinama atvaizdžiu ǐs aibės A i
‘

aibe
‘
B, jei D(f) = A, E(f) ⊂ B. Šiuo atveju taip pat yra sakoma, kad f yra atvaizdis,

apibrėžtas aibėje A ir i
‘
gyjantis reikšmes aibėje B. Atvaizdis f ǐs aibės A i

‘
aibe

‘
B yra

žymimas f : A → B arba A
f→ B. Jei (a, b) ∈ f , tai elementas b ∈ B yra vadinamas

elemento a ∈ A vaizdu ir yra žymimas f(a).
Dažnai yra naudojami ir tokie atvaizdžio f ǐs aibės A i

‘
aibe

‘
B žymėjimai: A 3 a 7→

f(a) ∈ B arba A → B, a 7→ f(a). Šie žymėjimai dažniausiai naudojami tais atvejais,
kai apibrėžiamas atvaizdis f , nurodant aibės A elemento a vaizda

‘
f(a) ∈ B formule ar

kuria nors vienareikšmǐskai nusakoma taisykle ir t. t. . Pavyzdžiui, f : R → R, x 7→ x2,
sin : R → R, x 7→ sinx ir t. t. .

Tarkime, kad f yra atvaizdis ǐs aibės A i
‘
aibe

‘
B. Tuomet kiekvienam a ∈ A egzistuoja

vienintelis b ∈ B toks, kad (a, b) ∈ f (arba afb). Todėl literatūroje dažnai atvaizdis
f : A → B yra vadinamas taisykle f , kuria remiantis kiekvienam aibės A elementui a yra
priskiriamas vienas ir tik vienas aibės B elementas b, kuris yra žymimas f(a) ir vadinamas
elemento a vaizdu.

3. 3. Tarkime, kad f : A → B yra atvaizdis, X ⊂ A, Y ⊂ B. Aibė f(X) =:
{f(x)|x ∈ X}, sudaryta ǐs aibės A poaibio X elementu

‘
vaizdu

‘
, yra vadinama aibės A

poaibio X vaizdu. Jei X = {a}, tai vietoje f({a}) rašysime f(a).
Aibės A poaibio X vaizda

‘
f(X) galime ir taip apibrėžti: f(X) = E(f

∣∣
X

) arba f(X) =
{b ∈ B|(∃x ∈ X)(f(x) = b)}.

Apibrėžimas. Aibė f−1(Y ) =: {a ∈ A|f(a) ∈ Y }, sudaryta ǐs visu
‘
tokiu

‘
aibės A

elementu
‘
, kuriu

‘
vaizdai priklauso Y , Y ⊂ B, yra vadinama aibės B poaibio Y pilnuoju

pirmavaizdžiu ( dažniausiai žodis ”pilnuoju” yra praleidžiamas). Jei Y = {b}, tai vietoje
f−1({b}) rašysime f−1(b).

Aibės B poaibio Y pilna
‘
ji
‘

pirmavaizdi
‘

f−1(Y ) galime ir taip apibrėžti: f−1(Y ) =
D(Y

∣∣f) arba f−1(Y ) = E(f−1
∣∣
Y

).
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3. 4. Atvaizdžiu
‘
kompozicija. Sakykime, kad f : A → B ir g : B → C yra

atvaizdžiai. Tuomet remdamiesi atvaizdžio apibrėžimu, gauname, kad funkciju
‘

g ir f

kompozicija g ◦ f yra atvaizdis g ◦ f : A → C, kuris yra vadinamas atvaizdžiu
‘

f ir g

kompozicija.
Jei f : A → B ir g : B → C – atvaizdžiai, tai kiekvienam a ∈ A, (g ◦ f)(a) = g(f(a)).

Pratimas. Sakykime, kad f : A → B, g : B → C, h : C → D yra atvaizdžiai.
I
‘
rodykite, kad h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f . Rendamiesi šia lygybe, matome, kad atvaizdžiu

‘

kopozicija yra asociatyvus dėsnis.

3. 5. Apibrėžimas. Visu
‘
atvaizdžiu

‘
ǐs aibės A i

‘
aibe

‘
B visuma sudaro aibe

‘
, kuri

yra žymima BA. Pagal apibrėžima
‘

f ∈ BA ⇐⇒ f : A → B − atvaizdis.

Pratimai.

Tarkime, kad f : A → B yra atvaizdis, X1, X2 ⊂ A, Y1, Y2 ⊂ B. I
‘
rodykite lygybes:

1. f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2);

2. f(X1 ∩X2) ⊂ f(X1) ∩ f(X2);

3. f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2);

4. f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2);

5. f−1(Y1 \ Y2) = f−1(Y1) \ f−1(Y2);

6. f−1(Y1 	 Y2) = f−1(Y1)	 f−1(Y2);

7. f(f−1(Y1)) = Y1;

8. f−1(f(X1)) ⊃ X1.

Pastaba. Jei f yra atvaizdis ǐs aibės A i
‘

aibe
‘

B, tai, remdamiesi aibės vaizdo ir
aibės pilnojo pirmavaizdžio apibrėžimu, matome, kad f generuoja atvaizdi

‘
ǐs aibės P(A) i

‘

aibe
‘
P(B), o f−1, gal ir nebūdamas atvaizdžiu ǐs aibės E(f) i

‘
aibe

‘
A, generuoja atvaizdi

‘

ǐs aibės P(B) i
‘
aibe

‘
P(A), kuriuos žymime f ir f−1. Induktyviai būtu

‘
galima apibrėžti

atvaizdžius
Pn(f) : Pn(A) → Pn(B), n ∈ Z, n ≥ 1,

generuotus atvaizdžio f : A → B ir atvaidžius

Pn(f−1) : Pn(B) → Pn(A), n ∈ Z, n ≥ 1,

genruotus atvaizdžio f−1 : P(B) → P(A), čia Pn(A) = P(P(. . . (P︸ ︷︷ ︸
n

(A)) . . .)).
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3. 6. Aibiu
‘
Dekarto sandauga. Aibiu

‘
A ir B Dekarto sandauga yra vadinama

aibė A×B, sudaryta ǐs visu
‘
sutvarkytu

‘
dvejetu

‘
(a, b), a ∈ A, b ∈ B.

Matematiniu
‘
simboliu

‘
žymėjimais šis apibrėžimas atrodo taip:

A×B =: {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.

Egzistuoja kanoniniai atvaizdžiai

pr1 : A×B → A, pr1((a, b)) = a

ir
pr2 : A×B → A, pr1((a, b)) = b,

kurie yra vadinami aibiu
‘
A ir B Dekarto sandaugos A×B projekcijomis i

‘
pirma

‘
ji
‘
ir antra

‘
ji
‘

dauginamuosius A ir B.
Panašiai galima apibrėžti aibiu

‘
A1, A2, . . . , An Dekarto sandauga

‘
A1×A2× . . .×An

ir projekcijas prj : A1 × A2 × . . . × An → Aj , 1 ≤ j ≤ n. Jei A1 = A2 = . . . = An, tai
vietoje

A×A× . . .×A︸ ︷︷ ︸
n

,

yra rašoma An.
Kadangi

An = {(a1, a2, . . . , an) | aj ∈ A, 1 ≤ j ≤ n},

tai An galima sutapatinti su visu
‘

atvaizdžiu
‘

ǐs {1, 2, . . . , n} i
‘

A aibe. Kaip matome,
žymėjimas An yra suderintas su žymėjimu BA (žr.[ 2. 14.]).

Aibiu
‘
šeimos Dekarto sandauga. Aibiu

‘
šeimos {Aα}α∈I Dekarto sandauga yra

vadinama aibė
∏

α∈I

Aα, sudaryta ǐs visu
‘

atvaizdžiu
‘

f , apibrėžtu
‘

aibėje I ir, kiekvienam

α ∈ I, i
‘
gyjančiu

‘
reikšme

‘
f(α) ∈ Aα. Egzistuoja kanoninės projekcijos

prα :
∏
α∈I

Aα → Aα, prα(f) = f(α), f ∈
∏
α∈I

Aα, α ∈ I.

3. 7. Atvaizdžio grafikas. Tarkime, kad f : A → B yra atvaizdis. Aibės A × B

poaibis Γf = {(a, f(a))|a ∈ A} yra vadinamas atvaizdžio f grafiku.

Pastaba. Remdamiesi atvaizdžio f apibrėžimu, matome, kad f ir Γf kaip aibės yra
lygios. Kalbant apie atvaizdžio f grafika

‘
Γf = f , svarbu, kad Γf = f yra nagrinėjamas

kaip aibės A × B poaibis. Savaime suprantama, kad atvaizdžio grafikas Γf ⊂ A × B

vienareikšmǐskai apibrėžia pati
‘
atvaizdi

‘
f : A → B.

Pavyzdys. Atvaizdžio f : R → R, f(x) = x2, x ∈ R, grafikas Γf = {(x, x2)|x ∈ R}
yra plokštumos R

2 kreivė, kuri yra vadinama parabole.
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3. 8. Injektyvus atvaizdis (injekcija). Atvaizdis f : A → B yra vadinamas
injektyviu atvaizdžiu arba injekcija, jei bet kuriems x, y ∈ A,

f(x) = f(y) =⇒ x = y.

Galima injektyvu
‘
atvaizdi

‘
apibrėžti ir taip: atvaizdis f : A → B yra vadinamas injektyviu

atvaizdžiu arba injekcija, jei bet kuriems x, y ∈ A,

x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y).

Injektyvu
‘
atvaizdi

‘
galima ir taip apibūdinti: kiekvienam y ∈ f(A), elemento y pilnasis

pirmavaizdis f−1(y) yra sudarytas tik ǐs vieno elemento.
Jei f : A → B yra injektyvus atvaizdis, tai apibrėžtas atvaizdis f−1 : f(A) → A,

f−1(f(a)) = a, a ∈ A.

3. 9. Siurjektyvus atvaizdis (siurjekcija). Atvaizdis f : A → B yra vadinamas
siurjektyviu atvaizdžiu arba siurjekcija, jei f(A) = B.

Atvaizdis f : A → B yra siurjektyvus, jei kiekvienam b ∈ B, egzistuoja toks a ∈ A,
kad f(a) = b.

3. 10. Bijektyvus atvaizdis (bijekcija). Atvauzdis f : A → B yra vadinamas
bijektyviu atvaizdžiu arba bijekcija, jei f yra imjektyvus ir siurjektyvus atvaizdis.

Pratimai.

Sakykime, kad f : A → B, g : B → C yra atvaizdžiai.

1. I
‘
rodykite: jei f, g yra injektyvūs atvaizdžiai, tai ir g ◦ f yra injektyvus atvaizdis.

2. I
‘
rodykite: jei f, g yra siurjektyvūs atvaizdžiai, tai ir g◦f yra siurjektyvus atvaizdis.

3. I
‘
rodykite: jei g ◦ f yra injektyvus atvaizdis, tai ir atvaizdis f yra injektyvus.

Pateikite pavyzdi
‘
, kad g ◦ f būtu

‘
injektyvus atvaizdis, bet atvaizdis g nebūtu

‘
injektyvus.

4. I
‘
rodykite: jei g ◦ f yra siurjektyvus atvaizdis, tai ir atvaizdis g yra siurjektyvus.

Pateikite toki
‘
pavyzdi

‘
, kad g ◦ f būtu

‘
siurjektyvus atvaizdis, bet atvaizdis f nebūtu

‘
siur-

jektyvus.

5. I
‘
rodykite: jei g ◦f yra injektyvus atvaizdis, f – siurjektyvus atvaizdis, tai atvaizdis

f yra bijektyvus, o g – injektyvus atvaizdis.

6. I
‘
rodykite: jei g ◦f yra siurjektyvus atvaizdis, g – injektyvus atvaizdis, tai atvaizdis

f yra siurjektyvus, o g – bijektyvus atvaizdis.

3. 11. Aibiu
‘
ekvivalentumas. Aibės A ir B yra vadinamos ekvivalenčiomis, jei

egzistuoja bijekcija f : A → B.

17



Pavyzdžiui, baigtinės aibės, turinčios viena
‘

ir ta
‘

pati
‘

elementu
‘

skaičiu
‘
, yra ekvi-

valenčios. Baigtinės aibės A elementu
‘
skaičiu

‘
žymėsime |A|.

Anksčiau sutarėme aibės A visu
‘
poaibiu

‘
aibe

‘
žymėti P(A) arba 2A. Dabar pagri

‘
sime

žymėjima
‘
2A.

Teorema. Aibės P(A) ir {0, 1}A yra ekvivalenčios (žr.[2. 14.]).

I
‘
rodymas. Tarkime, kad X ∈ P(A), t. y. X ⊂ A. Tuomet aibės A poaibiui X

priskirkime atvaizdi
‘
fX : A → {0, 1},

f(a) =
{

0, jei a ∈ X,
1, jei a 6∈ X.

Taigi apibrėžėme atvaizdi
‘
:

F : P(A) → {0, 1}A, F (X) = fX , X ∈ P(A).

I
‘
rodysime, kad F yra bijekcija.

Pirmiausia i
‘
sitikinsime, kad F yra injektyvus atvaizdis. Vadinasi, reikia i

‘
rodyti, kad,

jei X 6= Y , tai ir F (X) = fX 6= fY = F (Y ). Norint i
‘
rodyti, kad fX 6= fY , reikia

nurodyti bent viena
‘

toki
‘

aibės A elementa
‘

a, kad būtu
‘

fX(a) 6= fY (a). Tad sakykime,
kad X, Y ∈ P(A), X 6= Y . Kadangi X 6= Y , tai bent viena ǐs šiu

‘
aibiu

‘
yra netuščia.

Tarkime, kad X 6= ∅. Jei X 6⊂ Y , tai ezistuoja toks a ∈ X, kad a 6∈ Y . Šiuo atveju
F (X) = fX 6= fY = F (Y ), nes fX(a) = 0 6= 1 = fY (a). Jei X ⊂ Y , tai egzistuoja toks
a ∈ Y , kad a 6∈ X. Ir šiuo atveju fX(a) = 1 6= 0 = fY (a), t. y. F (X) = fX 6= fY = F (Y ).
Taigi i

‘
rodėme, kad

F : P(A) → {0, 1}A

yra injektyvus atvaizdis.
Dabar i

‘
sitikinsime, kad F yra siurjektyvus atvaizdis. Tuo tikslu reikia i

‘
rodyti, kad

bet kuriam g ∈ {0, 1}A egzistuoja toks X ∈ P(A), kad F (X) = fX = g. Apibrėžkime X

taip:
X =: {x ∈ A|g(x) = 0}.

Akivaizdu, kad fX = g. 4

I
‘
rodysime dar viena

‘
svarbia

‘
teorema

‘
.

Teorema. Aibės A ir P(A) nėra ekvivalenčios aibės.

I
‘
rodymas. Šia

‘
teorema

‘
i
‘
rodysime taip vadinamu G. Kantoro i

‘
strižainės metodu.

Tarkime, kad A ir P(A) yra ekvivalenčios. Vadinasi, egzistuoja bijekcija f : A →
P(A). Apibrėžkime aibe

‘
X =: {x ∈ A|x 6∈ f(x)}. Taigi X ⊂ A, t. y. X ∈ P(A), o f−1(X)

yra aibės A elementas. Pažymėkime a = f−1(X). Išsiaǐskinkime, ar a ∈ X, ar a 6∈ X. Jei
a ∈ X = f(a), tai, pagal aibės X apibrėžima

‘
, gauname, kad a 6∈ f(a) = X. Jei a 6∈ X, tai
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vėl, remdamiesi aibės X apibrėžimu, gauname, kad a ∈ X. Vadinasi, prielaida, kad aibės
A ir P(A) yra ekvivalenčios, prieštaringa.

G. Kantoro i
‘
strižainės metodu i

‘
rodoma, kad natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė N ir realiu

‘
ju

‘

skaičiu
‘

intervalas {x ∈ R|0 < x < 1} nėra ekvivalenčios aibės, kitaip tariant, realiu
‘
ju

‘

skaičiu
‘
intervalas {x ∈ R|0 < x < 1} ( vadinasi, ir visu

‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė) nėra skaiti

aibė (skaičia aibe yra vadinama aibė, ekvivalenti natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei).

Pratimai.

1. I
‘
rodykite: jei A ir B yra baigtinės aibės, tai |AB | = |A||B|.

2. I
‘
rodykite: jei A ir B yra baigtinės aibės, tai |A×B| = |A||B|.

3. I
‘
rodykite: aibės (AB)C ir AB×C yra ekvivalenčios.

Jei A, B, C yra baigtinės aibės, tai, remiantis 1-uoju ir 2-uoju pratimais, akivaizdu,
kad

∣∣(AB)C
∣∣ =

∣∣AB×C
∣∣. Šiuo atveju matome, kad aibės (AB)C ir AB×C yra ekvivalenčios.

Bendruoju atveju pasinaudokite nurodymu: jei f ∈ (AB)C , tai kiekvienam c ∈ C, f(c) ∈
AB , t. y. bet kuriems c ∈ Cirb ∈ B, (f(c))(b) ∈ A. Tuomet atvaizdžiui f priskirkite
atvaizdi

‘
f̃ ∈ AB×C , apibrėžiama

‘
lygybe: f̃(b, c) = (f(c))(b). I

‘
sitikinkite, kad atvaizdis

(AB)C 3 f → f̃ ∈ AB×C

yra bijekcija.

3. 12. Aibė AutA. Visu
‘
bijekciju

‘
f : A → A aibe

‘
žymėsime AutA. Akivaizdu, kad:

1. f, g ∈ AutA =⇒ f ◦ g ∈ AutA (žr.[ 2. 19.]);

2. id ∈ AutA (atvaizdis id apibrėžiamas taip: id : A → A, id(a) = a, a ∈ A.
I
‘
sitikinkite, kad f ◦ ⊂d = id ◦ f = f , f ∈ AutA;

3. f ∈ AutA =⇒ f−1 ∈ AutA, f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = id.

4. Ekvivalentumo sa
‘
ryšis. Faktoraibė

4. 1. Ekvivalentumo sa
‘
ryšio apibrėžimas. Aibės A×A poaibis R yra vadinamas

ekvivalentumo sa
‘
ryšiu, apibrėžtu aibėje A, jei

1. Kiekvienam a ∈ A, (a, a) ∈ R (sa
‘
ryšio R refleksyvumo savybė);

2. (a, b) ∈ R =⇒ (b, a) ∈ R (sa
‘
ryšio R simetrǐskumo savybė);

3. (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ R =⇒ (a, c) ∈ R (sa
‘
ryšio R tranzityvumo savybė).

Pastaba. Ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
R, apibrėžta

‘
aibėje A, paprastumo dėlei vadinsime

ekvivalentumo sa
‘
ryšiu aibėje A.

Ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
R ⊂ A×A aibėje A galima apibrėžti ir taip:

1’. ∆(A) ⊂ R, ∆(A) =: {(a, a)|a ∈ A} – aibės A× A poaibis, kuris yra vadinamas
aibės A×A i

‘
strižaine;
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2’. R = R−1 (žr. [ 2. 5.]);
3’. R ◦R ⊂ R (žr. [ 2. 6.]).

Akivaizdu, kad R ◦R = R.

Aibės A elementai a ir b yra susieti ekvivalentumo sa
‘
ryšiu R, jei (a, b) ∈ R. Elementai

a, b ∈ A, susieti ekvivalentumo sa
‘
ryšiu R, yra vadinami ekvivalenčiais ir vietoje žymėjimu

‘

aRb ar (a, b) ∈ R yra naudojami tokie: a∼
R

b arba a ≡ b(mod R).

Šiais naujais žymėjimais ekvivalentumo sa
‘
ryšio R aibėje A savybės užrašomos taip:

bet kuriems a, b, c ∈ A

1”. a∼
R

a arba a ≡ a(mod R);

2”. a∼
R

b =⇒ b∼
R

a arba a ≡ b(mod R) =⇒ b ≡ a(mod R);

3”. a∼
R

b, b∼
R

c =⇒ a∼
R

c arba a ≡ b(mod R), b ≡ c(mod R) =⇒ a ≡ c(mod R).

Pastaba. Konkrečiu
‘
ekvivalentumo sa

‘
ryšiu

‘
aibėse atvejais galimi ir kitokie žymėji-

mai.

Pavyzdžiai.

1. Tarkime, A – netuščia aibė, R = ∆(A) – aibės A×A i
‘
strižainė. R yra ekvivalentumo

sa
‘
ryšis aibėje A ir

a∼
R

b ⇐⇒ a = b.

Tai vienas ǐs dvieju
‘
kraštutiniu

‘
atveju

‘
.

2. Tarkime, A – netuščia aibė, R = A × A. R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A ir

šiuo atveju bet kurie aibės A elementai yra ekvivalentūs. Tai kitas kraštutinis atvejis.

3. Tarkime, n – fiksuotas natūralusis skaičius, n ≥ 1, Rn = {(a, b) ∈ Z×Z| n|(a− b)}
(jei sveikasis skaičius a dalija sveika

‘
ji
‘
skaičiu

‘
b, tai rašome a|b, jei a nedalija skaičiaus b,

tai rašome a 6 |b). Rn yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje Z, nes bet kuriems a, b, c ∈ Z, Rn

tenkina ekvivalentumo sa
‘
ryšio apibrėžimo sa

‘
lygas:

1. a ∼
Rn

a, nes n|(a− a) = 0;

2. a ∼
Rn

b =⇒ b ∼
Rn

a, nes, jei n|(a− b), tai n|(b− a) (kadangi b− a = (−1)(a− b));

3. a ∼
Rn

b, b ∼
Rn

c =⇒ a ∼
Rn

c, nes, jei n|(a− b), n|(b− c), tai n|(a− c) (kadangi a− c =

(a− b) + (b− c)).
Ekvivalentumo sa

‘
ryšio Rn aibėje Z atveju vietoje a ∼

Rn

b dažnai rašoma a ≡ b(mod n).

Ši
‘
žymėjima

‘
naudojo K. F. Gausas.

4. Tarkime, A – plokštumos R
2 visu

‘
tiesiu

‘
aibė. Tegu R = {(a, b) ∈ A× A| a||b}, čia

a||b žymi, kad tiesės a ir b yra lygiagrečios. Tiesės a ir b yra lygiagrečios pagal apibrėžima
‘
,

jei a = b arba a ir b neturi bendru
‘

tašku
‘
. Akivaizdu, kad R yra ekvivalentumo sa

‘
ryšis

aibėje A.
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5. Tarkime, kad A – plokštumoje R
2 visu

‘
trikampiu

‘
aibė,

R = {(a, b) ∈ A×A | plotas a=plotui b},

R – ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A.

6. Tarkime, kad A – plokštumoje R
2 visu

‘
trikampiu

‘
aibė,

R = {(a, b) ∈ A×A| a ∼ b},

čia a ∼ b žymi, kad trikampis a yra panašus trikampiui b. Akivaizdu, kad R yra ekviva-
lentumo sa

‘
ryšis.

4. 2. Ekvivalentumo klasės apibrėžimas. Tarkime, R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis

aibėje A. Elemento a ∈ A ekvivalentumo klase R atžvilgiu yra vadinamas aibės A poaibis
{x ∈ A| x∼

R
a}, sudarytas ǐs aibės A elementu

‘
, ekvivalenčiu

‘
elementui a ir yra žymimas

a(mod R).

Remdamiesi ekvivalentumo sa
‘
ryšio apibrėžimu, gauname:

1. Jei x, y ∈ a(mod R), tai x ir y yra ekvivalentūs. Matematiniu
‘

simboliu
‘

žymėjimais šis teiginys yra užrašomas taip:

x, y ∈ a(mod R) =⇒ x ≡ y(mod R).

Iš tikru
‘
ju

‘
, jei x, y ∈ a(mod R), tai x ≡ a(mod R), y ≡ a(mod R), t. y. x ≡ a(mod R),

a ≡ y(mod R). Taigi ir x ≡ y(mod R).
2. Jei x ≡ y(mod R) ir y ∈ a(mod R), tai ir x ∈ a(mod R). Matematiniu

‘
simboliu

‘

žymėjimais šis teiginys užrašomas taip:

x ≡ y(mod R), y ∈ a(mod R) =⇒ x ∈ a(mod R).

Dabar i
‘
rodysime viena

‘
ǐs svarbiausiu

‘
aibės A elementu

‘
ekvivalentuno klasiu

‘
savybiu

‘
.

Teiginys. Tarkime, R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A. Tuomet aibės A elementu

‘

a ir b ekvivalentumo klasės a(mod R) ir b(mod R) arba sutampa arba neturi bendru
‘

elementu
‘
.

I
‘
rodymas. Jei a(mod R) ∩ b(mod R) = ∅, tai teiginys i

‘
rodytas. Tarkime, kad

c ∈ a(mod R) ∩ b(mod R). Tuomet c ∈ a(mod R), c ∈ b(mod R). Remdamiesi 2-a
‘
ja ir

3-ia
‘
ja ekvivalentumo sa

‘
ryšio apibrėžimo savybėmis, gauname, kad a ≡ b(mod R).

Jei x ∈ a(mod R), tai x ≡ a(mod R). Kadangi a ≡ b(mod R), tai, remiantis 3-ia
‘
ja

ekvivalentumo sa
‘
ryšio apibrėžimo savybe, galima parašyti x ≡ b(mod R). Kaip matome,

jei x ∈ a(mod R), tai x ∈ b(mod R). Taigi a(mod R) ⊂ b(mod R). Panašiai i
‘
rodoma, kad
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b(mod R) ⊂ a(mod R). Taigi, jei a(mod R) ∩ b(mod R) 6= ∅, tai a(mod R) = b(mod R).
4

1. Išvada. Tarkime, R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A. Tuomet a(mod R) =

b(mod R) tada ir tik tada, kai a ≡ b(mod R).

2. Išvada. Tarkime, R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A. Jei x ∈ a(mod R), tai

x(mod R) = a(mod R).

4. 3. Jei R ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A, tai skirtingos aibės A elementu

‘
ekvi-

valentumo klasės suskaido aibe
‘
A i

‘
netuščius, neturinčius bendru

‘
elementu

‘
poaibius. Iš

tikru
‘
ju

‘
, kiekvienas aibės A elementas a patenka tik i

‘
viena

‘
ekvivalentumo klase

‘
a(mod R),

o skirtingos elementu
‘
ekvivalentumo klasės neturi bendru

‘
elementu

‘
.

Teiginys. Kiekvienam netuščios aibės A skaidiniui netuščiais, neturinčiais bendru
‘

elementu
‘
, poaibiais egzistuoja toks ekvivalentumo sa

‘
ryšis aibėje A, kad aibės A elementu

‘

ekvivalentumo klasės sutampa su aibės A skaidinio poaibiais.

I
‘
rodymas. Sakykime, kad A =

⋃
α∈I

Aα yra aibės A skaidinys netuščiais, neturinčiais

bendru
‘

elementu
‘
, poaibiais Aα, α ∈ I, t. y., kiekvienam α ∈ I, Aα 6= ∅ ir jei α 6= β,

α, β ∈ I, tai Aα ∩ Aβ = ∅. Apibrėžkime sa
‘
ryši

‘
R aibėje A taip: a∼

R
b tada ir tik tada, kai

ezistuoja toks α ∈ I, kad a, b ∈ Aα. Remdamiesi R apibrėžimu, matome:
1. Kiekvienam a ∈ A, a∼

R
a;

2. Jei a∼
R

b, tai b∼
R

a;

3. Jei a∼
R

b, b∼
R

c, tai a∼
R

c.

Taigi R yra ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A. Be to, akivaizdu, kad aibės A elemento a

ekvivalentumo klasė yra Aα, jei a ∈ Aα. 4

4. 4. Yra glaudus ryšys tarp ekvivalentumo sa
‘
ryšiu

‘
R aibėje A ir siurjekciju

‘
f : A →

B.
Sakykime, kad f : A → B – siurjekcija. Tuomet A =

⋃
b∈B

f−1(b) yra aibės A skaidinys

netuščiais, neturinčiais bendru
‘
elementu

‘
, poaibiais. Toks skaidinys, kaip i

‘
rodėme (žr.[4.

3.]), apibrėžia ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
aibėje A.

Sakykime, kad R – ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A, A =

⋃
α∈I

Aα – aibės A skaidinys

aibės A elementu
‘
ekvivalentumo klasėmis, t. y. kiekvienam α ∈ I, Aα 6= ∅ ir jei α 6= β,

α, β ∈ I, tai Aα ∩ Aβ = ∅, Aα, α ∈ I – aibės A elementu
‘
ekvivalentumo klasės. Tuomet

atvaizdis f : A → B, B = {Aα | α ∈ I}, f(a) = Aα, jei a ∈ Aα, yra siurjekcija.

4. 5. Faktoraibės apibrėžimas. Tarkime, kad R – ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje

A, A =
⋃

α∈I

Aα – aibės A skaidinys skirtingomis aibės A elementu
‘
ekvivalentumo klasėmis.

Aibė {Aα | α ∈ I}, kurios elementai yra aibės A elementu
‘

ekvivalentumo klasės, yra
vadinama aibės A faktoraibe pagal ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
R ir yra žymima A/R. Egzistuoja
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kanoninė siurjekcija j : A → A/R, j(a) = Aα, jei a ∈ Aα ⊂ A, α ∈ I, t. y. atvaizdis j

kiekvienam aibės A elementui a priskiria šio elemento ekvivalentumo klase
‘
, – faktoraibės

A/R elementa
‘
Aα.

Pavyzdžiai.

1. Jei A 6= ∅, R = ∆(A) = {(a, a) | a ∈ A} – aibės A×A i
‘
strižainė, tai A/R = A.

2. Jei A 6= ∅, R = A×A, tai A/R = {A} – aibė, sudaryta ǐs vieno elemento A.

3. Jei A = Z, Rn = {(a, b) ∈ Z×Z | n|(a− b)}, n – sveikasis teigiamas skaičius, n ≥ 1,
[žr.4. 1., 3 pvz.], tai aibės Z elemento i ekvivalentumo klasė yra i + nZ = {i + nl | l ∈ Z}.
K. F. Gauso žymėjimais ekvivalentumo klasė i + nZ yra žymima i(mod n). Priminsime,
kad i + nZ = j + nZ tada ir tik tada, kai n|(i− j). Faktoraibė Z/Rn yra dar žymima Zn

arba Z/nZ. Taigi Zn = {nZ, 1 + nZ, . . . , n− 1 + nZ}.

4. A = R
2 = {(α, β) | α, β ∈ R}. Apibrėžkime ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
R aibėje R

2:
(α, β)∼

R
(γ, δ) tada ir tik tada, kai α2 + β2 = γ2 + δ2. Aibės R

2 elementu
‘
ekvivalentumo

klasės yra apskritimai plokštumoje R
2, kuriu

‘
centrai koordinačiu

‘
pradžioje (0, 0) ir taškas

(0, 0). Faktoraibė A/R ekvivalenti aibei R+ = {α | α ≥ 0}. Tai i
‘
rodoma taip: apibrėžiame

siurjekcija
‘
f : R

2 → R+, f((α, β)) = α2 +β2. Tuomet R
2 =

⋃
r≥0

f−1(r), f−1(r) – spindulio

r ≥ 0 apskritimas, kurio centras yra taške (0, 0). Atvaizdis f generuoja bijekcija
‘

f̄ :
R

2/R → R+, f̄(f−1(r)) = r, r ≥ 0.

4. 6. Tarkime, kad R ekvivalentumo sa
‘
ryšis aibėje A, f : A → B – toks atvaizdis, kad

f(a) = f(b), kai a(mod R) = b(mod R). Tuomet egzistuoja toks atvaizdis f̄ : A/R → B,
kad diagrama

A −→
f

B
↘j ↗

f̄
A/R

yra komutatyvi, t. y., kiekvienam a ∈ A, f(a) = (f̄ ◦ j)(a). Atvaizdi
‘

f̄ : A/R → B

apibrėžkime taip:
f̄(a(mod R)) =: f(a), a ∈ A.

Atvaizdis f̄ apibrėžtas korektǐskai. I
‘
sitikinkite, kad atvaizdis f̄ tenkina anksčiau suformu-

luota
‘
savybe

‘
.

5. Tvarkos sa
‘
ryšiai. Sutvarkytosios aibės

5. 1. Tvarkos sa
‘
ryšio apibrėžimas. Binarusis sa

‘
ryšis R yra vadinamas antiref-

leksyviuoju tvarkos sa
‘
ryšiu, jei

1. (a, b) ∈ R =⇒ (b, a) /∈ R;
2. (a, b), (b, c) ∈ R =⇒ (a, c) ∈ R.
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Pastebėsime, kad (a, a) /∈ R.

Apibrėžimas. Aibė A yra vadinama antirefleksyviai sutvarkyta
‘
ja aibe antireflek-

syviojo tvarkos sa
‘
ryšio R atžvilgiu, jei A ⊂ D(R) ∪ E(R). Čia D(R), E(R) – sa

‘
ryšio R

apibrėžimo ir reikšmiu
‘

sritys. Sutvarkytoji tvarkos sa
‘
ryšio R atžvilgiu aibė yra žynima

(A,R), o tvarkos sa
‘
ryšis R dažnai yra vadinamas tvarka aibėje A.

Apibrėžimas. Aibė A yra vadinama antirefleksyviai sutvarkyta
‘
ja aibe sa

‘
ryšio R ⊂

A×A atžvilgiu, jei
1. (a, b) ∈ R =⇒ (b, a) /∈ R;
2. (a, b), (b, c) ∈ R =⇒ (a, c) ∈ R.

Sutvarkytoji aibė R atžvilgiu aibė yra žynima (A,R), o sa
‘
ryšis R dažnai yra vadinamas

tvarka aibėje A.

Pastabos.

1. Jei (A,R) antirefleksyviai sutvarkytoji aibė, tai dažnai vietoje R rašoma <.

2. Antirefleksyviai sutvarkyta
‘
ja

‘
aibe

‘
(A,R) atitinka refleksyviai sutvarkytoji aibė

(A,R′), čia R′ =: R∪∆(A), ∆(A) = {(a, a) | a ∈ A}. Teisingas ir toks teiginys: kiekviena
‘

refleksyviai sutvarkyta
‘
ja

‘
aibe

‘
(A,R′) atitinka antirefleksyviai sutvarkutoji aibė (A,R), čia

R =: R′ \∆(A). Dažnai vietoje refleksyviojo sa
‘
ryšio žymėjimo R′ yra rašoma ≤.

3. Jei B yra refleksyviai ar antirefleksyviai sutvarkytosios aibės (A,R) poaibis, tai B

yra taip pat refleksyviai ar antirefleksyviai sutvarkytoji tvarkos sa
‘
ryšio R atžvilgiu aibė.

Dažnai rašoma, kad tvarkos sa
‘
ryšis R aibėje A indukuoja tvarkos sa

‘
ryši

‘
aibės A poaibyje

B.

Nagrinėsime tik refleksyviai sutvarkyta
‘
sias aibes (A,R).

Pavyzdžiai.

1. Sakykime, A – netuščia aibė, P(A) – aibės A visu
‘
poaibiu

‘
aibė. Aibė P(A) aibiu

‘

i
‘
dėties sa

‘
ryšio ⊂ atžvilgiu yra sutvarkytoji aibė.

2. Aibės N, Z, Q, R sa
‘
ryšio ≤ atžvilgiu yra sutvarkytosios aibės.

3. Aibė N
∗ = N \ {0} dalybos sa

‘
ryšio | atžvilgiu yra sutvarkytoji aibė.

4. Aibė {a, b, c} sa
‘
ryšio R = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (a, c)} atžvilgiu yra sutvarkytoji

aibė.

5. Aibė {a, b, c, d, e, f} sa
‘
ryšio

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (f, f), (a, c), (b, c), (c, d),

(c, e), (a, d), (a, e), (b, d), (b, e), (a, f), (b, f), (c, f), (d, f), (e, f)}
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atžvilgiu yra sutvarkytoji aibė.

Pasitelke
‘
ženkla

‘
”≤”, tvarkos sa

‘
ryši

‘
R dar galime ir taip apibūdinti:

a ≤ c ≤ d ≤ f, b ≤ c ≤ e ≤ f.

Sakykime, (A,R) – sutvarkytoji aibė. Aibės A elementai yra vadinami palyginamais,
jei (a, b) ar (b, a) priklauso sa

‘
ryšiui R. Kaip žinome, jei a 6= b, tai tik vienas ǐs dvieju

‘

sutvarkytu
‘
ju

‘
dvejetu

‘
(a, b) ar (b, a) gali priklausyti R. Refleksyviai sutvarkytosios aibės

(A,R) atveju (a, b) ∈ R ir (b, a) ∈ R tada ir tik tada, kai a = b. Bendruoju atveju
sutvarkytoje aibėje (A,R) yra nepalyginamu

‘
elementu

‘
. Pavyzdžiui, trečiajame pavyzdyje

2 ir 3 nepalyginami, nes 2 6 | 3(t. y. 2 nedalija 3).

5. 2. Tiesǐskai ir visǐskai sutvarkytosios aibės.

Apibrėžimas. Sutvarkytoji aibė (A,R) yra vadinama tiesǐskai sutvarkyta aibe, jei
bet kurie aibės A elementai yra palyginami. Kitaip tariant, bet kuriems aibės A ele-
mentams a ir b, vienas ir tik vienas ǐs dvieju

‘
sutvarkytu

‘
ju

‘
dvejetu

‘
(a, b) ir (b, a) būtinai

priklauso R.

Pavyzdžiai.

1. Sutvarkytosios aibės (N,≤), (Z,≤), (Q,≤), (R,≤) yra tiesǐskai sutvarkytos aibės.

2. Sutvarkytoji aibė (P(A),⊂), čia A – netuščia aibė, nėra tiesǐskai sutvarkyta aibė.

Apibrėžimas. Sutvarkytosios aibės (A,≤) elementas a yra vadinamas maksimali-
uoju, jei neegzistuoja toks aibės A elementas b, kad b 6= a ir a ≤ b. Panašiai galima
apibrėžti sutvarkytosios aibės (A,≤) minimalu

‘
ji
‘
elementa

‘
.

Pavyzdžiai.

1. Sutvarkytose aibėse (Z,≤), (Q,≤), (R,≤) neegzistuoja nei vieno maksimalaus, nei
vieno minimalus elemento.

2. Sutvarkytoje aibėje (N,≤) egzistuoja minimalus elementas 0, bet neegzistuoja nei
vieno maksimalaus elemento.

3. Sutvarkytoje aibėje ({a, b, c}, R), čia R = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (a, c)} egzis-
tuoja du maksimalūs elementai b ir c ir vienas minimalus elementas a.

4. Sutvarkytoje aibėje ({a, b, c, d, e}, R), čia

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, c), (b, c), (c, d), (c, e), (a, d), (a, e), (b, d), (b, e)}

egzistuoja du maksimalūs elementai d ir e ir du minimalūs elementais a ir b.
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5. Sutvarkytoje aibėje ({a, b, c, d, e, f}, R), čia

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (f, f), (a, c), (b, c), (c, d),

(c, e), (a, d), (a, e), (b, d), (b, e), (a, f), (b, f), (c, f), (d, f), (e, f)},

egzistuoja vienas maksimalus elementas e ir du minimalūs elementai a ir b.

Apibrėžimas. Sutvarkytosios aibės (A,≤) elementas a yra vadinamas galiniu, jei
kiekvienam aibės elementui b, b ≤ a.

Pastaba. Akivaizdu, kad sutvarkytosios aibės (A,≤) galinis elementas yra šios aibės
vienintelis maksimalus elementas. Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei sutvarkytoje aibėje
(A,≤) egzistuoja vienintelis maksimalus elementas, tai jis yra ir galinis šios aibės elementas.

Apibrėžimas. Sutvarkytosios aibės (A,≤) elementas a yra vadinamas pradiniu, jei
kiekvienam aibės elementui b, a ≤ b.

Akivaizdu, kad sutvarkytosios aibės (A,≤) pradinis elementas yra šios aibė vienintelis
mminimalus elementas. Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei sutvarkytoje aibėje (A,≤)
egzistuoja vienintelis mminimalus elementas, tai jis yra ir pradinis šios aibės elementas.

Apibrėžimas. Sutvarkytosios aibės (A,≤) poaibis B yra vadinamas aprėžtu ǐs
viršaus, jei egzistuoja toks aibės A elementas a, kad kiekvienam poaibio B elementui
b, b ≤ a. Panašiai galima suformuluoti poaibio, aprėžto ǐs apačios, apibrėžima

‘
.

Apibrėžimas. Tiesǐskai sutvarkyta aibė (A,≤) yra vadinama visǐskai sutvarkyta, jei
kiekvienas šios aibės poaibis indukuotos tvarkos atžvilgiu turi minimalu

‘
elementa

‘
.

Suformuluosime aibiu
‘

teorijoje svarbia
‘

aksioma
‘
, vadinama

‘
ėmimo, parinkimo arba

Cermelo aksioma, o taip pat Cermelo teorema
‘
ir Corno lema

‘
.

Cermelo aksioma. Sakykime, {Xα}α∈I – netuščiu
‘

aibiu
‘

šeima, kurios aibės su
skirtingais indeksais neturi bendru

‘
elementu

‘
. Tuomet egzistuoja tokia aibė A, kuri su

kiekviena duotos aibiu
‘
šeimos aibe turi viena

‘
ir tik viena

‘
bendra

‘
elementa

‘
.

Ši Cermelo aksioma ekvivalenti ir kitaip formuluojamam teiginiui.

Teorema. Tegu {Xα}α∈I – netuščiu
‘
aibiu

‘
šeima. Tuomet šios aibiu

‘
šeimos sandauga∏

α∈I

Xα – netuščia aibė.

Cermelo teorema. Kiekvienoje netuščioje aibėje A galima apibrėti tvarka
‘
R, kurios

atžvilgiu A yra visǐskai sutvarkyta aibė.

5. 3. Corno lema. Tarkime, (A,≤) – sutvarkytoji aibė. Jei kiekvienas aibės A

indukuotos tvarkos atžvilgiu tiesǐskai sutvarkytas poaibis yra aprėžtas ǐs viršaus, tai aibėje
A egzistuoja bent vienas maksimalus aibės A elementas.
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Analogǐskai galima performuluoti sa
‘
lyga

‘
taip, kad būtume tikri, jog sutvarkytoje aibėje

(A,≤) egzistuoja bent vienas minimalus elementas.

Cermelo aksioma sukėlė daug diskusiju
‘
ir konstruktyviosios matematikos atstovams

yra nepriimtina. Bet be Cermelo aksiomos nebūtu
‘
galima i

‘
rodyti, pavyzdžiui, daug matem-

atinės analizės svarbiu
‘
faktu

‘
.

Cermelo aksioma, Cermelo teorema, suformuluotoji teorema apie netuščiu
‘
aibiu

‘
šeimos

sankirta
‘

ir Corno lema yra Cermelo-Frenkelio aibiu
‘

teorijos sistemoje ekvivalentūs teig-
iniai. Viena

‘
ǐs šiu

‘
teiginiu

‘
priėme

‘
kaip aksioma

‘
, kitus tris teiginius galima i

‘
rodyti kaip

teoremas. Šiu
‘
teiginiu

‘
čia surašyti pavadinimai susiformavo istorǐskai ir tokie ǐsliko. Al-

gebroje egzistencijos teoremoms i
‘
rodyti patogiausia remtis Corno lema. Vėliau, skyri-

uje, kuriame nagrinėjami žiedai, remdamiesi Corno lema, i
‘
rodysime, kad kiekviename ko-

mutatyviame žiede su vienetu egzistuoja maksimalus idealas (o kiekvienas maksimalus
idealas yra ir pirminis). Taip pat, remdamiesi Corno lema, i

‘
rodysime, kad kiekvienoje

tiesinėje erdvėje virš kūno k egzistuoja bazė ir kiekvienam tiesinės erdvės tiesiniam poerd-
viui egzistuoja bent vienas papildomas tiesinis poerdvis. Remiantis Corno lema, funkcinėje
analizėje i

‘
rodoma svarbi Chano-Banacho teorema apie pusnormės, apibrėžtos normuotos

erdvės tiesiniame poerdvyje, prate
‘
sima

‘
i
‘
visa

‘
erdve

‘
. Visu

‘
svarbiu

‘
faktu

‘
, i

‘
rodomu

‘
remiantis

Corno lema, nei
‘
manoma suminėti.

5. 4. Kryptinės aibės.

Apibrėžimas. Sutvarkytoji aibė (A,≤) yra vadinama kryptine su kryptimi i
‘
dešine

‘
,

jei bet kuriems aibės A elementams a ir b egzistuoja toks aibės A elementas c, kad a ≤ c,
b ≤ c.

Analogǐskai galima apibrėžti kryptinės aibės su kryptimi i
‘
kaire

‘
sa

‘
voka

‘
.

Pavyzdžiai.

1. Sutvarkytoji aibė (A,≤), kurioje egzistuoja galinis elementas, yra kryptinė aibė su
kkryptimi i

‘
dešine

‘
.

2. Sutvarkytosios aibės (N,≤), (Z,≤), (Q,≤), (R,≤) yra kryptinės aibės su kryptimi
tiek i

‘
dešine

‘
, tiek i

‘
kaire

‘
.

3. Sutvarkytoji aibė (P(A),⊂) yra kryptinė aibė su kryptimi tiek i
‘
dešine

‘
, tiek i

‘
kaire

‘
.

4. I = [01] – uždaras intervalas. Parinke
‘
šio intervalo taškus

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = 1,

gauname intervalo [0, 1] baigtini
‘
skaidini

‘

[01] =
n⋃

j=1

[xj−1xj ],
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kuri
‘

sutarkime žymėti a = (I, {x0, x1, . . . , xn}) Nagrinėkime intervalo I visu
‘

baigtiniu
‘

skaidiniu
‘
aibe

‘
A. Aibėje A apibrėžkime tvarkos sa

‘
ryši

‘
taip: jei

a = (I, {x0, x1, . . . , xr}), b = (I, {y0, y1, . . . , ys}), r, s ∈ N,

tai
a ≤ b ⇐⇒ {x0, x1, . . . , xr} ⊂ {y0, y1, . . . , ys}.

Galite i
‘
sitikinti, kad (A,≤) kryptinė aibė su kryptimi i

‘
dešine

‘
. Ši kryptinė aibė svarbi

apibrėžiant Rymano integrala
‘
.

Kryptinės aibės svarbios apibrėžinant grupiu
‘
, žiedu

‘
, moduliu

‘
virš žiedu

‘
šeimu

‘
injek-

tyvines ir projektyvines ribas.

5. 5. Sutvarkytu
‘
ju

‘
aibiu

‘
tipas.

Apibrėžimas. Sakykime, (A,≤) ir (B,≤) – sutvarkytosios aibės. Atvaizdis f : A →
B yra vadinamas monotoniniu, jei bet kuriems a1, a2 ∈ A, a1 ≤ a2, f(a1) ≤ f(a2).

Teiginys. Jei (A,≤), (B,≤) ir (C,≤) – sutvarkytosios aibės, f : A → B ir g : B → C

– monotoniniai atvaizdžiai, tai g ◦ f : A → C yra monotoninis atvaizdis.

I
‘
rodymas. Šio teiginio i

‘
rodymas akivaizdus.

Apibrėžimas. Sutvarkytosios aibės (A,≤) ir (B,≤) yra vadinamos vieno ir to paties
tipo, jei egzistuoja tokia bijekcija f : A → B, kad f ir f−1 monotoniniai atvaizdžiai.

Pavyzdžiai.

1. Sutvarkytosios aibės (R∗
+,≤) ir (R,≤) yra vieno ir to paties tipo. Iš tikru

‘
ju

‘
,

ln : R
∗
+ → R – bijekcija ir bet kuriems a, b ∈ R

∗
+, a ≤ b tada ir tik tada, kai lna ≤ lnb.

2. Sutvarkytosios aibės (Q∗
+,≤) ir (Q,≤) yra vieno ir to paties tipo. Iš tikru

‘
ju

‘
.

Apibrėžkime atvaizdi
‘
f : Q

∗
+ → Q taip:

f(x) =
{

x− 1, jei x ≥ 1,
− 1

x + 1, jei 0 < x ≤ 1 .

f – bijekcija, f , f−1 – monotoniniai atvaizdžiai.

3. Sutvarkytosios aibės (]− π
2

π
2 [,≤) ir (R,≤) yra vieno ir to paties tipo. tg :]− π

2
π
2 [→ R

– bijekcija ir bet kuriems x, y ∈]− π
2

π
2 [, tgx ≤ tgy tada ir tik tada, kai x ≤ y.

4.Sutvarkytosios aibės (−N,≤) ir (N,≤), čia −N =: {−n | n ∈ N}, yra skirtingu
‘
tipu

‘
,

nes sutvarkytoje aibėje −N egzistuoja galinis elementas, o sutvarkytoje aibėje N galinio
elemento neegzistuoja.

Apibrėžimas. Tarkime, (A,≤) – sutvarkytoji aibė. Bijekcija f : A → A yra vad-
inama sutvarkytosios aibės (A,≤) automorfizmu, jei f , f−1 – monotoniniai atvaizdžiai.
Sutvarkytosios aibės (A,≤) visu

‘
automorfizmu

‘
aibe

‘
žymėsime Aut(A,≤).
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Aibėje Aut(A,≤) apibrėžtas kompozicijos dėsnis ◦. Šis kompozicijos dėsnis tenkina
sa

‘
lygas:

1. ◦ – asociatyvus kompozicijos dėsnis;
2. id ∈ Aut(A,≤);
3. f ∈ Aut(A,≤) =⇒ f−1 ∈ Aut(A,≤).

Aibė Aut(A,≤) kompozicijos dėsnio ◦, tenkinančio ǐsvardytas sa
‘
lygas, atžvilgiu yra

vadinama grupė. Kitaip tariant, sutvarkytosios aibės automorfizmas, – tai tos aibės
simetrija. Visos sutvarkytosios aibės simetrijos atvaizdžiu

‘
kompozicijos atžvilgiu sudaro

gupe
‘
. Vėliau grupes nagrinėsime detaliau.

6. Cermelo-Frenkelio aibiu
‘
teorijos aksiomatika

Cermelo-Frenkelio aibiu
‘

teorijos Z F sistema gali būti aprašoma štai taip. Ši sis-
tema yra sudaryta ǐs kintamu

‘
ju

‘
x, y, . . ., kuriais žymimos aibės, ir pirmykščio predikato

∈, reǐskiančio priklausomumo sa
‘
ryši

‘
(”priklauso”). Atomarinės formulės turi pavidala

‘
:

x ∈ y. Iš atomariniu
‘
formuliu

‘
naudojant elementariosios logikos jungtis: =⇒ – implikacija

‘

(”jei . . ., tai . . .”), | – neigima
‘
(”ne”), ∨ – disjunkcija

‘
(”arba”), ∧ – konjunkcija

‘
(”ir”) ir

kvantorius: ∀ – bendrumo kvantoriu
‘
(”kiekvienam”), ∃ – egzistavimo kvantoriu

‘
(”egzis-

tuoja”) sudaromos kitos formulės ir teiginiai. Matematinėje logikoje užrašas ”≡” žymi
ekvivalentuma

‘
(”jei, . . ., tai . . . ir atvirkščiai”). Be to, priimamos elementariosios logikos

aksiomos bei ǐsvedimo taisyklės. Aibiu
‘
teorijos Z F sistemos aksiomos yra sekančios:

Z F 1. Aibiu
‘
lygumo aksioma. Šia aksioma teigiama, kad dvi aibės yra lygios, jei

jos sudarytos ǐs vienu
‘
ir tu

‘
pačiu

‘
elementu

‘
. Lygybės ženklas = pakeičia užraša

‘
(∀z).(z ∈

x ≡ z ∈ y). Aksioma simboliu
‘
kalba užrašoma taip:

x = y =⇒ (∀w).(x ∈ w =⇒ y ∈ w).

Z F 2. Sa
‘
jungos arba poros aksioma. Jei x ir y – aibės, tai {x, y} taip pat yra aibė,

t. y.
(∃w).(∀z).(z ∈ w ≡ (z = x ∨ z = y)).

Z F 3. Išskyrimo aksioma. Kiekvienai aibei z ir kiekvienai Z F sistemos formulei
F (x) egzistuoja aibės z poaibis, kuriam priklauso tos ir tik tos aibės x, kurioms teisinga
formulė F (x). Simboliu

‘
kalba aksioma užrašoma taip:

(∀z).(∃y).(∀x).(x ∈ y ≡ (x ∈ z ∧ F (x))),

čia y nei
‘
eina i

‘
F (x).

Z F 4. Poaibiu
‘
aibės arba laipsnio aksioma. Kiekvienai aibei egzistuoja jos poaibiu

‘

aibė:
(∀z).(∃y).(∀x).(x ∈ y ≡ (∀w).(w ∈ x =⇒ w ∈ z)).
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Z F 5. Sumos aksioma. Kiekvienai aibei egzistuoja aibė-suma:

(∀z).(∃y).(∀x).(x ∈ y ≡ (∃w).(x ∈ w ∧ w ∈ z)).

Z F 6. Cermelo arba parinkimo aksioma. Ši aksioma dar yra vadinama sandaugos
aksioma. Jei x – aibė, kurios elementai netuščios, neturinčios bendru

‘
elementu

‘
aibės, tai

jos aibė-suma turi bent viena
‘
poaibi

‘
, kuris su kiekvienu x elementu turi tik viena

‘
bendra

‘

elementa
‘
:

(∀x).
(
(∀y).(∀z).((y ∈ x ∧ z ∈ x) =⇒

=⇒
(
(∃w).w ∈ y ∧ |(∃w).(w ∈ y ∧ w ∈ z)

)
) =⇒

=⇒ (∃u).(∀y).(y ∈ x =⇒ (∃v).(∀t).
(
t = v ≡ (t ∈ u ∧ t ∈ y)

)
)
)
.

Z F 7. Begalybės aksioma. Egzistuoja aibė, kuriai priklauso tuščia aibė ir ku-
rios kiekvienam elementui x aibė {x}, sudaryta ǐs vieno elemento, taip pat priklauso jai.
Simboliu

‘
kalba aksioma atrodo taip:

(∃z).
(
∅ ∈ z ∧ (∀x).(x ∈ z =⇒ {x} ∈ z)

)
.

Z F 8. Apribojimo aksioma. Kiekvienam tokiai Z F sistemos formulei F (x), kad
(∃x)F (x), egzistuoja tokia aibė y, kad F (y) teisinga, bet nei vienam jos elementui (daliai[?])
z F (z) nėra teisinga. Simboliu

‘
kalba:

(∃x).F (x) =⇒ (∃y).(F (y) ∧ (∀z) |
(
z ∈ y ∧ F (z)

)
).

.
Z F 9. Pakeitimo aksioma. Jei tarp dvieju

‘
klasiu

‘
yra abipus vienreikšmė atitinka-

mybė ir viena ǐs šiu
‘
klasiu

‘
yra aibė, tai ir kita klasė yra aibė. Simboliu

‘
kalba:

(∀x).(∀y).(∀w).(
(
F (x, y) ∧ F (z, w)

)
=⇒

(
(x = z) ≡ (y = w)

)
).

Šioje Z F aibiu
‘
teorijos sistemoje galima i

‘
rodyti, kad egzistuoja vienintelė natūraliu

‘
ju

‘

skaičiu
‘
aibė, tenkinanti Peano aksiomas. Po to galima apibrėžti racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘

ir Dedekindo piūviais – realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
.

Bet ši Z F aibiu
‘
teorijos sistemos kalba formali. Norint suteikti šiai kalbai prasme

‘
,

būtina nagrinėti šios aksiomu
‘
sistemos interpretacija

‘
. Pirmiausia, pasirodo, kad ši aksiomu

‘

sistema turi be galo daug interpretaciju
‘
. Kita vertus, egzistuoja tokios interpretacijos,

kuriose natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės, žiūrint ǐs ǐsorės, nėra ekvivalenčios tarpusavy ir nėra

ekvivalenčios intuityviai suvokiamai natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei. Taigi susidarė nepaprastai

i
‘
domi situacija. Kolkas nėra žinoma nei viena aibiu

‘
teorijos aksiomu

‘
sistema, kuri turėtu

‘

vienintele
‘
interpretacija

‘
ir kuri būtu

‘
tiek galinga, kad jos terminais būtu

‘
galima suformu-

luoti šiuolaikinės matematikos teorijas.
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AIBIU
‘

TEORIJOS RAIDOS TRUMPA APŽVALGA

G. Kantoras (Georg Cantor, 1845–1918), tyrinėdamas trigonometrines eilutes, 1872
m. pabandė klasifikuoti trigonometriniu

‘
eilučiu

‘
teorijoje nagrinėjamas ”ypatingas” aibes.

Taip pradėje
‘
s tyrinėti aibes, G. Kantoras 1872–1897 m. m. sukūrė aibiu

‘
teorija

‘
.

Paprastomis aibiu
‘
teorijos sa

‘
vokomis, kaip elemento priklausomumo visumai (aibei),

visumos dalis , visumos daliu
‘
bendra dalis ir panašiai, matematikai ir filosofai visais laikais

naudojosi sa
‘
moningai. Šios sa

‘
vokos suvokiamos intuityviai ir dėl ju

‘
nebuvo diskutuo-

jama. Todėl nesukėlė jokiu
‘
diskusiju

‘
ir aibės apibrėžimas, kuri

‘
pateikė G. Kantoras: aibe

‘

suprasime kaip objektu
‘
, kuriuos viena

‘
nuo kito gerai galime atskirti savo intuicija arba

mintimis, sujungima
‘
i
‘
viena

‘
visuma

‘
.

Nepapratai svarbus G. Kantoro atradimas – tai visǐskai sutvarkytosios aibės. Rem-
damasis visǐskai sutvarkytu

‘
aibiu

‘
teorija, jis ǐsvystė kardinaliniu

‘
skaičiu

‘
aritmetika

‘
, sufor-

mulavo transfiničiosios indukcijos principa
‘

(tai matematinės indukcijos principo apiben-
drinimas) ir kontinuumo hipoteze

‘
. Be to, G. Kantoras yra bendrosios topologijos ir mato

teorijos pradininkas. Visi šie atradimai, dėl kuriu
‘

G. Kantoras ir yra vadinamas aibiu
‘

teorijos kūrėju, matematikoje pasirodė pirma
‘
karta

‘

Aibiu
‘

teorija, kuria
‘

kūrė G. Kantoras, atrodė labai keistai to laiko matematikos
požiūriu. Nors i

‘
rodymai ir griežti, bet rezultatai nei

‘
tikėtini ir keisti. Iki to laiko nieko

panašaus matematikoje nebuvo. Todėl daugelis to laiko žymiu
‘
matematiku

‘
aibiu

‘
teorijos

nepripažino. Ypač aštriai šia
‘
teorija

‘
kritikavo L. Kronekeris (Leopold Kronecker, 1823–

1891). Tik K. Veijerštrasas (Carl Weierstrass, 1815–1897) gana palankiai vertino savo
mokinio veikla

‘
. Bet palaipsniui aibiu

‘
teorija buvo pradėta taikyti daugelyje matematikos

sričiu
‘
, XIX a. pabaigoje taikymu

‘
susilaukė transfiničiosios indukcijos principas, o po 1904

m. i
‘
rodytos E. Cermelo (E. Zermelo, 1871–1953) i

‘
žymiosios teoremos (kiekvienoje aibėje

galima apibrėžti visǐskai sutvarkytosios aibės struktūra
‘
) transfiničiosios indukcijos princi-

pas tapo svarbiu visose šiuolaikinės matematikos srityse.
Kai aibiu

‘
teorija tapo šiuolaikinės matematikos pagrindu, joje buvo aptikti paradoksai,

kurie sukrėtė šiuos pagrindus.
Štai Bertrano Raselo (Bertrand Russell, 1872 – ?) paradoksas, paprasčiausias ǐs

žinomu
‘

paradoksu
‘
: pažymėkime C visu

‘
aibiu

‘
, nesančiu

‘
pačios save

‘
s elementu, visuma

‘
.

Tare
‘
, kad C yra aibė, pabandykime ǐssiaǐskinti, ar C yra C elementas, ar ne? Jei C yra

C elementas, tai C nepriklauso C pagal C apibrėžima
‘
. Jei C nėra C elementas, tai C

priklauso C pagal C apibrėžima
‘
. Kaip matome, ǐs tikru

‘
ju

‘
paprastas paradoksas.

Šis paradoksas rodo, kad aibės apibrėžimas, pagri
‘
stas intuicija, nėra korektǐskas, o

intuicija besa
‘
lygǐskai pasitikėti negalima. Jau B. Bolcano (B. Bolzano, 1781–1848) ir K.

Veijerštrasas anksčiau buvo sukonstrave
‘
tolydžiu

‘
funkciju

‘
, nediferencijuojamu

‘
nei viename

taške, pavyzdžius, rodančius, kad remiantis vien tik intuicija galima labai klysti. Taigi aibiu
‘

teorija
‘
reikėjo peržiūrėti ir griežtai pagri

‘
sti.

Matematikai, norėdami ǐsvengti paradoksu
‘
ir ǐssaugoti G. Kantoro aibiu

‘
teorijos lai-

mėjimus, stengėsi aibiu
‘
teorija

‘
pagri

‘
sti aksiomatǐskai. Taip buvo sukurtos i

‘
vairios aibiu

‘
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teorijos sistemos: Raselo tipu
‘
teorija (1908), Cermelo (1908), Cermelo-Frenkelio (1922),

Noimano-Bernaiso (1925, 1937, 1941–1943), Bernaiso-Giodelio (1940) sistemos, Kuaino
”Naujieji pagrindai”. Labiausiai pritaikytos šiuolaikinės matematikos tikslams – tai Cer-
melo-Frenkelio ir Bernaiso-Giodelio aibiu

‘
teoriju

‘
sistemos.

Kuriant matematine
‘
teorija

‘
aksiomatǐskai, ǐskyla vienas ǐs fundamentaliausiu

‘
klausi-

mu
‘
: kaip i

‘
rodyti, kad aksiomatǐskai grindžiama teorija yra neprieštaringa? I

‘
ši
‘
klausima

‘

atsakymas yra žinomas, jei kalbama ne apie aibiu
‘
, o apie kuria

‘
nors kita

‘
matematine

‘

teorija
‘
, grindžiama

‘
aksiomatǐskai. Norint i

‘
rodyti aksiomatǐskai grindžiamos teorijos ne-

prieštaringuma
‘
, reikia nurodyti matematini

‘
modeli

‘
, tenkinanti

‘
duota

‘
aksiomu

‘
sistema

‘
.

Matematiniu
‘

modeliu
‘
, tenkinančiu

‘
duotas aksiomu

‘
sistemas, konstravimas, kiek yra ži-

noma, atliekamas aibiu
‘

teorijos terminais. Jei kalbama apie aibiu
‘

teorija
‘
, grindžiama

‘

aksiomu
‘

sistema, tai šios teorijos neprieštaringumui i
‘
rodyti šis kelias netinkamas. Jei

pabandytume taip ǐsspre
‘
sti aibiu

‘
teorijos, grindžiamos aksiomatǐskai, neprieštaringuma

‘
,

patektume i
‘

užburta
‘

rata
‘
: aibiu

‘
teorijos terminais konstruotume modeli

‘
aibiu

‘
teorijos

neprieštaringumui i
‘
rodyti.

D. Hilbertas pasiūlė programa
‘

šiam sudėtingam klausimui ǐsspre
‘
sti. Aibiu

‘
bei kitu

‘

matematiniu
‘
teoriju

‘
nepaprastai sudėtinga semantika. Jis pasiūlė formalizuoti aksiomatǐs-

kai kuriama
‘
teorija

‘
, t. y. atsisakyti aǐskinti matematiniu

‘
simboliu

‘
, naudojamu

‘
aksiomu

‘

sistemoje, prasme
‘
, o ju

‘
savybes gri

‘
sti tik aksiomomis ir apibrėžti taisykles, kaip jais ope-

ruoti. Remiantis logikos ǐsvedimo taisyklėmis ir aksiomomis, formaliai i
‘
rodytos teoremos

turi prasme
‘

bet kurioje aksiomatizuotos teorijos interpretacijoje. D. Hilbertas tikėjosi,
kad tuo keliu eidamas, i

‘
rodys aibiu

‘
teorijos neprieštaringuma

‘
. Jis ir P. Bernaisas atkakliai

ėmėsi i
‘
gyvendinti šia

‘
programa

‘
. Jo ir jo mokinio P. Bernaiso tyrimu

‘
rezultatai, vykdant

šia
‘
programa

‘
, susumuoti ju

‘
fundamentaliame dvieju

‘
tomu

‘
veikale ”I

‘
rodymu

‘
teorija”.

Bet tikslo jie nepasiekė. Po 1934 m. K. Giodelio i
‘
rodytos metamatematikos teore-

mos tapo aǐsku, kad D. Hilberto programa nei
‘
gyvendinama. K. Giodelio teorema teigia,

kad kievienoje terijoje, grindžiamoje pakankamai ”galinga” formalia aksiomu
‘
sistema, gal-

ima suformuluoti teigini
‘
šios teorijos terminais, kurio šios teorijos terminais negalima nei

i
‘
rodyti, nei paneigti.

Savaime suprantama, kad aibiu
‘
teorijoje, o taip pat ir visoje matematikoje susidarė

gana i
‘
domi situacija. Be to, aibiu

‘
teorijos, grindžiamos formalia aksiomu

‘
sistema, egzis-

tuoja be galo daug interpretaciju
‘
. Kolkas nėra žinoma nei vienos aibiu

‘
teorijos aksiomu

‘

sistemos, kuri turėtu
‘
tik vienintele

‘
interpretacija

‘
ir būtu

‘
tiek galinga, kad joje būtu

‘
galima

suformuluoti visas žinomas šiuolaikinės matematikos teorijas.
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