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4 CONTENTS

0.1 I
‘
vadas

Mielas SKAITYTOJAU, Jūs atsivertėte konspekta
‘
paskaitu

‘
, autoriaus skai-

tytu
‘
2006 metu

‘
rudeni

‘
magistrantams, kurie specializavosi tikimybiu

‘
teorijoje

ir matematinėje statistikoje. Medžiaga buvo parinkta neatsitiktinai. Dau-
giausia i

‘
takos turėjo R. Lyonso paskaitos [1], kurias jis parengė remdamasis

populiariais ir, matyt, nepamainomais Sh. Ross [2] ir [3] vadovėliais. Savo
ruožtu, mes panaudojome to paties autoriaus knyga

‘
[4] bei S. Karlino kny-

gos [5] rusǐska
‘
ji
‘

vertima
‘
. Manome, kad parinktos temos yra naudingos ir

i
‘
domios tiek teoriniu, tiek taikomuoju aspektais. Šiame kurse i

‘
rodytos ir

suformuluotos teoremos toli gražu neǐssemia visu
‘
procesu

‘
teorijos paslapčiu

‘
.

Be abejonės, šis konspektas toliau turi būti tobulinamas, be to, tiesiog
būtina ǐsravėti esamus darbo skuboje atsiradusius dalykinius ir korektūrinius
netikslumus bei lietuviu

‘
kalbos šiukšles. Tik didžiulis matematinės literatūros

trūkumas verčia autoriu
‘
rodyti ši

‘
nebaigta

‘
varianta

‘
fakulteto bendruomenei

ir, visu
‘
pirma, suinteresuotiems studentams. Autorius tikisi sulaukti ir kri-

tikos, ir geranorǐsku
‘
pasiūlymu

‘
.
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Chapter 1

Kartojimo medžiaga

1.1 Sa
‘
lyginės tikimybės ir vidurkiai

Visi šiame kurse nagrinėjami objektai ,,gyvens” tikimybinėje erdvėje {Ω,F , P}.
Sa

‘
lyginė tikimybė apibrėžiama lygybe

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, A, B ∈ F .

Sprendžiant uždavinius dažnai yra patogu pasinaudoti pilnosios tikimybės
formule. Pradėkime nuo tokio pavyzdžio.

1 UŽDUOTIS (Rinkimu
‘

problema). Žinoma, kad rinkimuose pretendentas J
gauna n balsu

‘
, o pretendentas K – m ir n > m. Tarkime, kad bet kuri atėjusiu

‘
balsuoti

rinkėju
‘

tvarka yra vienodai galima, ir raskime i
‘
vykio

A := An,m = {J visada pirmauja priesK}

tikimybe
‘
.

Sprendimas. Pažymėkime P (A) = Pnm. Tegu

B = {J gauna paskutini balsa}.

Tada B̄ = {K gauna paskutini
‘
balsa

‘
} ir

Pnm = P (A |B)P (B) + P (A |B̄)P (B̄) = Pn−1,m
n

n + m
+ Pn,m−1

m

n + m
.

Jei n = m + 1, natūralu yra susitarti, kad Pn−1,m = 0.

5



6 CHAPTER 1. KARTOJIMO MEDŽIAGA

Dabar naudodami matematine
‘
indukcija

‘
n+m atžvilgiu nesunkai ǐsvedame

atsakyma
‘
:

Pnm =
n−m

n + m
.

2 UŽDUOTIS. Tegul monetos herbo atsivertimo tikimybė yra 0 < p < 1. Mėtant ja
‘

daug kartu
‘

yra pirmasis momentas, kada skaičiaus ir herbo atsivertimu
‘

kiekiai sutampa.
Užrašyti tokiu

‘
laiko momentu

‘
skirstini

‘
.

Sprendimas. Šis momentas T yra a.d., i
‘
gyjantis lygines natūrines reikšmes.

Jei T = 2n, tai per pirmuosius n metim herbas atsivertė n kartu
‘
. Vadinasi,

P (T = 2n) = P (T = 2n |{per 2n bandymu herbas atsiverte n kartu
‘
})

×
(

2n

n

)
pn(1− p)n =: P1

(
2n

n

)
pn(1− p)n.

Nagrinėdami sa
‘
lygine

‘
tikimybe

‘
P1 pastebime, kad mėtant moneta

‘
bet kuris

2n galimybiu
‘

(ǐs n herbu
‘

ir n skaičiu
‘
) ǐssidėstymas yra vienodai galimas.

Momentas T buvo pirmasis, kai herbu
‘
ir skaičiu

‘
rezultatas isilygino. Vienu

metimu prieš tai visa
‘
laika

‘
viena monetos pusė pirmavo prieš kita

‘
. Pavyzdžiui,

ǐskritusiu
‘

herbu
‘

būdavo daugiau negu skaičiu
‘

ir priešpaskutiniu momentu
pirmu

‘
ju

‘
buvo n, o antru

‘
ju

‘
- lygiai (n − 1). Vadinasi, tikimybė P1 lygi pir-

moje užduotyje i
‘
vestai tikimybei Pn,n−1. Pritaike

‘
ankstesni

‘
rezultata

‘
gau-

name atsakyma
‘
:

P (T = 2n) =
1

2n− 1

(
2n

n

)
pn(1− p)n.

Panašiai galime panaudoti ir sa
‘
lyginius vidurkius. Prisiminkime juos.

Jei X ir Y yra diskretūs atsitiktiniai dydžiai (a.d), tai

P (X = x|Y = y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)

yra dvieju
‘

argumentu
‘

funkcija. Jei y fiksuotas, tai x funkcijos reikšmės
apibrėžia sa

‘
lygini

‘
X skirstini

‘
ir tada

∑
x

P (X = x|Y = y) = 1

su visais y. Suma
∑
x

xP (X = x|Y = y) =: E(X|Y = y)
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yra sa
‘
lyginis vidurkis esant sa

‘
lygai Y = y. Atsitiktinis dydis

E(X|Y ) =
∑
y

E(X|Y = y)1({ω : Y = y})

vadinams dydžio X sa
‘
lyginiu vidurkiu atžvilgiu Y . Čia 1(A) - atsitiktinio

i
‘
vykio A indikatorius. Skaičiuodami vidurkius gauname

E(X) = E(E(X|Y )) =
∑
y

E(X|Y = n)P (Y = y), (1.1)

jei E(X) egzistuoja.
Panašiai ir tolydžiu

‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
atveju. Išveskime (1.1) lygybe

‘

absoliučiai tolydžiu
‘
ju

‘
a.d. X ir Y , turinčiu

‘
tankio funkcijas fX(x) bei fY (y).

Tegul fX,Y (x, y) yra a.vektoriaus (X,Y ) tankio funkcija. Dabar sa
‘
lyginė X

tankio funkcija, esant sa
‘
lygai Y = y, suprantama kaip x funkcija

fX,Y (x, y)/fY (y).

Paprastas pagrindimas yra toks. Turime

fX(x)dx = P (X ∈ (x, x + dx))

ir

fX,Y (x, y)

fY (y)
=

P (X ∈ (x, x + dx), Y ∈ (y + dy))/dxdy

P (Y ∈ (y, y + dy))/dy

= P (X ∈ (x, x + dx) |Y ∈ (y, y + dy))/dx

= P (X ∈ (x, x + dx) |Y = y)/dx.

Todėl

E(X |Y = y) =
∫

R
x
fX,Y (x, y)

fY (y)
dx.

Dabar galime ǐsvesti (1.1) formule
‘
:

E(E(X|Y )) =
∫

R
E(X |Y = y) dFY (y) =

∫

R
E(X |Y = y) fY (y)dy

=
∫

R

∫

R
x
fX,Y (x, y)

fY (y)
dx fY (y) dy

=
∫

R
x

∫

R
fX,Y (x, y) dydx =

∫

R
xfX(x) dx = E(X).
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I
‘
sitikinkite, kad integralu

‘
sukeitima

‘
vietomis užtikrina sa

‘
lyga E(|X|) < ∞!

Panagrinėkime keleta
‘
pavyzdžiu

‘
, kuriuose naudojama (1.1) formulė. Gal-

ima i
‘
žvelgti, kad ji yra gaunama taikant pilnosios tikimybės formule

‘
ir po to

vidurkinant.

2 UŽDUOTIS. Kalinio vienutėje yra trejos durys, pro kurias jis gali ǐseiti. Pirmosios
veda i

‘
laisve

‘
, antrosios - i

‘
uždara

‘
tuneli

‘
, kuri

‘
perėje

‘
s po vienos dienos jis sugri

‘
žtu

‘
i
‘
ta
‘
pačia

‘

kamera
‘
. Trečiosios durys taip pat veda i

‘
tuneli

‘
, kuri

‘
perėje

‘
s kalinys sugri

‘
žtu

‘
i
‘
kamera

‘
, bet

jau po triju
‘
dienu

‘
. Rinkdamasis duris atsitiktinai, kalinys pabėga. Koks jo sugaǐstu

‘
dienu

‘

vidurkis?

Sprendimas. Tegul X yra sugaǐstu
‘
dienu

‘
skaičius, o Y – a.d., žymintis duru

‘

pasirinkima
‘
. Todėl

P (Y = 1) = P (Y = 2) = P (Y = 3) = 1/3.

Naudojamės (1.1) formule:

E(X) = E(E(X |Y )) =
1

3
E(X |Y = 1) +

1

3
E(X |Y = 2) +

1

3
E(X |Y = 3)

=
1

3
(0 + (1 + E(X)) + (3 + E(X))) .

Iš čia ǐsplaukia atsakymas: 4.

1.2 Greitasis rūšiavimo algoritmas

Turime n skirtingu
‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
a1, . . . , an. Reikia surūšiuoti juos didėjančia

tvarka sugaǐstant kuo mažiau laiko. Greitasis rūšiavimo algoritmas siūlo
imti viena

‘
skaičiu

‘
atsitiktinai, tarkime ai, ir palyginus i

‘
su likusiais, sudaryti

mažesniu
‘
už ji

‘
ir didesniu

‘
už ji

‘
skaičiu

‘
poaibius. Po to pakartoti ši

‘
žingsni

‘
su

mažesniais poaibiais. Algoritmo vykdymo trukme
‘
nusako skaičiu

‘
palyginimu

‘

kiekis.
Geriausias atvejis būtu

‘
, jei kiekviena

‘
karta

‘
mums pavyktu

‘
pradėti nuo

medianos, t.y. nuo vidurinio pagal diduma
‘

skaičiaus. Tada palyginimo
operaciju

‘
kiekis apytikriai butu

‘
lygus

∼ n +
n

2
× 2 +

n

4
× 4 + · · ·

Čia apytikriai turėtume log2 n nariu
‘
, todėl ǐs viso operaciju

‘
būtu

‘
apytikriai

n log2 n.
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Raskime palyginimu
‘
skaičiaus Xn vidurki

‘
greitojo rūšiavimo algoritme.

Lyginant didumus, traukiamojo skaičiaus vieta yra atsitiktinė. Tegul ja
‘

nusako a.d. Y . Todėl

E(Xn) = E(E(Xn |Y )) =
n∑

j=1

E(Xn |Y = j)P (Y = j)

=
n∑

j=1

E(n− 1 + Xj−1 + Xn−j)
1

n
= n− 1 +

2

n

n−1∑

k=1

E(Xk).

Iš čia ǐsplaukia rekurentinė formulė sekai Mn := E(Xn) su pirmuoju nariu
M1 = 0. Gauname

nMn = n(n− 1) + 2
n−1∑

k=1

Mk.

Dėl n− 1 ǐs čia turime:

(n− 1)Mn−1 = (n− 1)(n− 2) + 2
n−2∑

k=1

Mk.

Atėme
‘
šias lygybes panariui, gauname

nMn − (n− 1)Mn−1 = 2(n− 1) + 2Mn−1,

nMn = (n + 1)Mn−1 + 2(n− 1).

Perraše
‘
patogesnėje formoje iteruodami ǐsvedame:

Mn

n + 1
=

Mn−1

n
+

2(n− 1)

n(n + 1)
=

Mn−2

n− 1
+

2(n− 1)

n(n + 1)
+

2(n− 2)

(n− 1)n
= . . .

= 2
n∑

k=1

k − 1

k(k + 1)
= 2

n∑

k=1

(
2

k + 1
− 1

k

)

∼ 2(2 log n− log n) = 2 log n,

jei n →∞.

Vadinasi, E(Xn) ∼ 2n log n. Rezultatas kiek blogesnis už anksčiau pastebėta
‘

geriausiai i
‘
manoma

‘
.
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1.3 Sa
‘
rašo modelis

Dirbdamas prie rašomojo stalo, po ranka visada turiu reikiamos tematikos
knygu

‘
krūvele

‘
. Pasinaudoje

‘
s kažkuria ǐs ju

‘
, padedu krūvelės viršuje. Proce-

sas kartojasi. Patogiausia būtu
‘
, jei reikalingiausia knyga visada būtu

‘
viršuje.

Deja, taip nėra... Mano darbui paspartinti reiktu
‘

žinoti bent jau reikalin-
gos knygos vidutine

‘
vieta

‘
, ja

‘
skaičiuojant nuo viršaus. Panašiai elgiasi ir

kompiuteris su duomenimis, ka
‘
tik panaudotus palieka sa

‘
rašo priekyje.

Taigi, turime n elementu
‘

seka
‘
{e1, . . . , en}. Laiko momentais 1, 2, . . .

nepriklausomai nuo praeities ir nuo kitu
‘
elementu

‘
su tikimybe Pi yra ǐskvie-

čiamas ei, po to jis yra perkeliamas i
‘
sekos pradžia

‘
.

UŽDUOTIS. Rasti kviečiamojo elemento pozicijos sekoje vidurki
‘
.

Sprendimas. Tegul X yra kviečiamojo elemento pozicija sekoje, o a.d.
Y ǐsreǐskia, kuris ǐs turimu

‘
elementu

‘
yra kviečiamas. Formaliai ji

‘
galime

apibrėžti žinomomis tikimybėmis

P ({kvieciamas ei}) = P (Y = i) = Pi, 1 ≤ i ≤ n.

Pagal (1.1) formule
‘

E(X) =
n∑

i=1

E(X |Y = i)Pi.

Jei ei yra ǐskviestasis elementas, tai X padėtis sutampa su ei padėtimi sekoje.
Vadinasi, sa

‘
lyginis vidurkis po sumos ženklu lygus ei pozicijos, tarkime, a.d.

Zi vidurkiui ir todėl

E(X) =
n∑

i=1

E(Zi)Pi.

I
‘
veskime i

‘
vykiu

‘
indikatorius

Ij =
{ 1, jei ej sekoje yra pirmiau uz ei

0 priesingu atveju.

Tada

E(Zi) = 1 +
∑

j 6=i

E(Ij) = 1 +
∑

j 6=i

P ({ej sekoje yra pirmiau uz ei}).

Elementu
‘
tarpusavio padėtys kinta po ju

‘
ǐskvietimo, todėl ir panagrinėkime

i
‘
vyki

‘
: ǐskviestas ei arba ej, kai i 6= j. Jo tikimybė yra Pi + Pj, o

P (kviestas ej |kviestas ei arba ej) = Pj/(Pi + Pj).
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Todėl

P ({ej yra pirmiau uz ei} = P (kviestas ej |kviestas ei arba ej) = Pj/(Pi + Pj).

Vadinasi,

E(Zi) = 1 +
∑

j 6=i

Pj

Pi + Pj

.

I
‘
state

‘
ši
‘
dydi

‘
i
‘
anksčiau gauta

‘
formule

‘
randame atsakyma

‘
:

E(X) =
n∑

i=1

Pi

(
1 +

∑

j 6=i

Pj

Pi + Pj

)
= 1 +

n∑

i=1

Pi

∑

j 6=i

Pj

Pi + Pj

.

1.4 Atsitiktinio skaičiaus dėmenu
‘
suma

Tarkime N yra a.d., i
‘
gyjantis reikšmes 0, 1, . . ., nepriklausomas nuo a.d Xi,

i ≥ 1 rinkinio, kurie taip pat yra nepriklausomi. I
‘
vairiuose modeliuose yra

sutinkamos sumos

Sn =
N∑

i=1

Xi.

Štai keli taikymo pavyzdžiai. Eiliu
‘
teorijoje dydis N žymėtu

‘
per tam tikra

‘

laika
‘

atvykstančiu
‘

klientu
‘

skaičiu
‘
, o Xi - i-ojo kliento aptarnavimo laika

‘
.

Tada Sn ǐsreikštu
‘
visa

‘
aptarnavimo laika

‘
. Rizikos teorijoje N jau galėtu

‘
būti

ǐsmoku
‘
skaičius, Xi - i-osios ǐsmokos didumas, o Sn - visa ǐsmokėta suma.

Populiaciju
‘
teorijoje - N žymėtu

‘
augalu

‘
skaičiu

‘
tam tikrame plote, Xi - i-ojo

augalo sėklu
‘
skaičiu

‘
, o Sn būtu

‘
visu

‘
sėklu

‘
skaičius.

Raskime šios sumos skaitines charakteristikas, momentus. Trumpumo
dėlei peržymėkime Sn = Y ir X := Xi, tardami, kad pastarieji yra vienodai
pasiskirste

‘
.

1 teorema. Tegu X := Xi yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘
a.d.

bei nepriklausomi nuo N . Tarkime kad visi a.d. turi baigtinius vidurkius ir
antruosius momentus. Tada

E(Y ) = E(N)E(X),

Var(Y ) = E(N)Var(X) + Var(N)E(X2).
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I
‘
rodymas. Nagrinėkime momentu

‘
generuojančia

‘
funkcija

‘
ir atlikime for-

malius skaičiavimus:

E(etY ) = E(E(etY |N)) =
∑

n≥0

E(etY |N = n)P (N = n)

=
∑

n≥0

(
E(etX)

)n

P (N = n).

Čia pasinaudojome dėmenu
‘
nepriklausomumu ir Furjė transformaciju

‘
savybe.

Vadinasi,
E(etY ) = E

(
(E(etX))N

)

Diferencijuodami gauname

d

dt
E(etY ) = E(Y etY ) = E

(
NE(etX)N−1E(XetX)

)
.

ir

d2

dt2
E(etY ) = E(Y 2etY )

= E
(
N(N − 1)E(etX)N−2(E(XetX))2

)

+E
(
NE(etX)N−1E(X2etX)

)
.

Kai patenkintos teoremos sa
‘
lygos ir t = 0, ǐs čia gauname momentu

‘
formules:

E(Y ) = E(N)E(X)

ir
E(Y 2) = E(N(N − 1))(E(X))2 + E(N)E(X2).

Vadinasi,

Var(Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2

=
(
E(N2)− E(N)− (E(N))2

)
(E(X))2 + E(N)E(X2)

= E(N)Var(X) + Var(N)E(X2).

Teorema i
‘
rodyta.

Ateityje N dažnai bus Puasono a.d. arba net Puasosno procesas N =
N(t), t ≥ 0.
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1.5 A.d. be atminties

Apibrėžimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas neturinčiu atminties, jeigu su
visais t ≥ 0 ir s ≥ 0 yra teisinga lygybė

P (X > s + t |X > t) = P (X > s).

Eksponentinio a.d. skirstinio funkcija lygi 0, kai x < 0 ir

F (x) = 1− e−λx

su λ > 0, jei x ≥ 0.

1 teorema. Vienintelis a.d. be atminties turi eksponentini
‘
skirstini

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime F (x) = P (X < x) yra a.d. skirstinio funkcija, o

F̄ (x) = 1− F (x). Tada

P (X > s + t |X > t) =
P (X > s + t,X > t)

P (X > t)
= P (X > s).

Vadinasi,
F̄ (s + t)

F̄ (t)
= F̄ (s).

Beveik visur tolydi funkcija, tenkinanti Koši lygti
‘
yra eksponentinė. Todėl

F̄ (x) = e−λx. Parametro λ ženklas bus teigiamas, nes F̄ (x) yra mažėjanti
funkcija.

Apibrėžimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas neturinčiu atminties stipria
‘
ja

prasme, jeigu su visais s ≥ 0 ir nepriklausomais a.d.s Y ≥ 0 yra teisinga ly-
gybė

P (X > s + Y |X > Y ) = P (X > s).

2 teorema. Eksponentinis a.d. neturi atminties stipria
‘
ja prasme.

I
‘
rodymas. I

‘
vykio tikimybė yra jo indikatoriaus vidurkis, todėl galime

taikyti (1.1) formule
‘
. Diskretaus a.d. Y atveju turime

P (X > s + Y ) = E(P (X > s + Y |Y )) =
∑
y

P (X > s + Y |Y = y)P (Y = y)

=
∑
y

P (X > s + y |Y = y)P (Y = y)

=
∑
y

P (X > s + y)P (Y = y)

=
∑
y

e−λ(s+y)P (Y = y) = E(e−λ(s+Y )).
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Kai s = 0, ǐs čia gauname

P (X > Y ) = E(e−λY ).

Todėl
P (X > s + Y )

P (X > Y )
= e−λs = P (X > s).

Ta
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti. Panašiai patikrintume ir tolydžiu

‘
ju

‘
a.d. Y atveju.

UŽDUOTIS. I
‘
ėje

‘
s i

‘
banka

‘
pastebiu, kad yra du tarnautojai aptarnaujantys klientus

nepriklausomai vienas nuo kito. Abieju
‘

klientu
‘

aptarnavimo laikas yra eksponentinis a.d.
su parametru λ. Kokia tikimybė, kad sutvarke

‘
s savo reikala

‘
aš ǐseisiu po abieju

‘
klientu

‘
?

Sprendimas. Tegu X yra mano laukimo laikas, o Y, Z - klientu
‘
aptarna-

vimo laikas nuo mano i
‘
ėjimo. Teoremoje i

‘
rodyta

‘
lygybe

‘

P (X > s + Y |X > Y ) = P (X > s)

galime interpretuoti, kad pirmiau aptarnautas klientas neturės i
‘
takos mano

laukimo tikimybei. Vadinasi, mano laukimo tikimybė bus lygi

P (X > Z) = E(P (X > Z |Z)) =
∫ ∞

0
e−λzfZ(z)dz

=
∫ ∞

0
e−λzλe−λzdz =

1

2
.

Atsakymas 1/2.
UŽDUOTYS. Rasti P (X > Y ), jei X ir Y yra nepriklausomi eksponentiniai a.d.

su skirtingais parametrais..

Klientus aptarnauja n darbuotuoju
‘

ir visu
‘

ju
‘

aptarnavimo laikas yra eksponentinis.
Rasti laiko tarpo tarp k-o ir (k + 1) klientu

‘
aptarnavimu

‘
pabaigu

‘
skirstinio tanki

‘
.

1.6 Puasono procesas

Pradėkime nuo tradicinio Puasono proceso apibrėžimo.

Apibrėžimas. Atistiktinis procesas (a.p.) Π(t), t ≥ 0, vadinamas Pua-
sono, jeigu

• Π(0) = 0;
• Π(t) ∈ Z+;
• Π(t) turi stacionarius ir nepriklausomus prieauglius;
• P (Π(t) ≥ 2) = o(t), jei t → 0;
• P (Π(t) = 1) = λt + o(t), jei t → 0.
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Žinoma, pirmieji reikalavimai su vienetine tikimybe. Iš čia ǐsplaukia ly-
gybė

P (Π(t) = k) = e−λt (λt)k

k!
, k ∈ Z+.

Apibrėžimas. A.p. N(t), t ≥ 0, vadinamas skaičiuojančiuoju, jeigu jis
ǐsreǐskia i

‘
vykiu

‘
pasirodymo laiko intervale (0, t] skaičiu

‘
.

Taigi,

• N(t) ∈ Z+;
• Jei s < t, tai N(s) ≤ N(t)

Susitarkime, kad proceso trajektorijos N(t) yra tolydžios ǐs dešinės su viene-
tine tikimybe.

Naudosimės tokia ribine teorema.

Lema. Tarkime, kad Xni, 1 ≤ i ≤ kn, yra nepriklausomi a.d., i
‘
gyjantys

sveikas neneigiamas reikšmes ir tokie, kad tikimybės pni := P (Xni = 1) ir
εni := P (Xni ≥ 2 tenkina sa

‘
lygas:

(i) maxi≤kn pni = o(1);

(ii)
∑

i≤kn
pni → λ ∈ [0,∞];

(iii)
∑

i≤kn
εni = o(1),

jei n →∞. Tada sumos ∑

i≤kn

Xni

skirstinys silpnai konverguoja i
‘
Puasono skirstini

‘
su parametru λ.

I
‘
rodymas bus pateiktas ribiniu

‘
teoremu

‘
kurse.

Kai λ = 0, skirstinys ǐssigime
‘
s nulio taške, o atveju λ = ∞ ribinis a.d.

ǐssigime
‘
s begalybėje, t.y. jo skirstinio funkcija yra tapačiai lygi nuliui.

Dabar galime skaičiuojančiu
‘
ju

‘
procesu

‘
klasėje ǐsskirti Puasono procesa

‘
.

1 teorema. Jei skaičiuojantis procesas N(t) turi nepriklausomus sta-
cionarius prieauglius, jo šuoliai neviršija vieneto, N(0) = 0 ir N(t) 6≡ 0,
tai egzistuoja toks λ ∈ (0,∞), kad N(t) yra Puasono procesas su parametru
λ.

I
‘
rodymas. Tegul n ≥ 1 ir t > 0. Apibrėžkime a.d.

Xni = N
( it

2n

)
−N

((i− 1)t

2n

)
, 1 ≤ i ≤ 2n.
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I
‘
rodysime, kad jie tenkina lemos sa

‘
lygas. Išlaikydami jos žymenis, patikri-

name i
‘
verti

‘

εn ≡ εni = P (Xni ≥ 2) = o(2n), 1 ≤ i ≤ 2n, (1.2)

jei n → ∞. Tare
‘
priešingai, turime kažkoki

‘
poseki

‘
nk → ∞ ir δ ∈ (0,∞] su

savybe
2nkεnk

→ δ,

jei k →∞. I
‘
veskime binominius a.d.

ηni = 1{Xni ≥ 2}, 1 ≤ i ≤ 2nk .

Tai nepriklausomi vienodai pasiskirste
‘
a.d., be to,

P (ηni = 1) = εni = εn.

Skaičiuojame tikimybe
‘

P (∃i ≤ 2nk : Xni ≥ 2) = P
( ∑

i≤2nk

ηni ≥ 1
)

= 1− P
( ∑

i≤2nk

ηni = 0
)

= 1− ∏

i≤2nk

P (ηni = 0) = 1− (1− εn)2nk → 1,

jei δ = ∞. Jei δ < ∞, logaritmuodami gauname

P (∃i ≤ 2nk : Xni ≥ 2) = 1− exp{2nk log(1− εnk
)} ∼ 1− exp{−2nkεnk

}
∼ 1− e−δ > 0, k →∞.

Kadangi
N(t) =

∑

i≤2n

Xni,

paskutinieji i
‘
verčiai rodo, kad N(t) turi nemažesnius už du šuolius su teigiama

tikimybe. Prieštara teoremos sa
‘
lygai rodo (1.2) lygybės teisinguma

‘
. Iš jos

ǐsplaukia lemos reikalavimas (iii).
Tikimybės pn = pni = P (Xni = 1) yra vienodos visiems 1 ≤ i ≤ 2n. Kai

i = 1, gauname
pn ≤ P (N(t/2n) ≥ 1).

Vadinasi, naudodamiesi susitarimu, kad trajejktorijos yra tolydžios ǐs dešinės,
gauname

lim sup
n→∞

pn ≤ P (N(+0) ≥ 1) = P (N(0) ≥ 1) = 0.
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Tai yra lemos sa
‘
lyga (i).

Išrinkime toki
‘
neaprėžtai didėjanti

‘
indeksu

‘
poseki

‘
nk, kad egzistuotu

‘
riba

lim
k→∞

2nkpnk
=: g(t).

Pagal lema
‘

N(t) =
∑

i≤2nk

Xni ⇒ Πg(t)

skirstiniu
‘
konvergavimo prasme. Čia Πg(t) yra Puasono a.d. su parametru

g(t). Kitais žodžiais tariant, N(t) = Πg(t). Kadangi

E(N(t)) = E(Πg(t)) = g(t),

ǐs lygybės N(s + t) = N(s) + N(t) ǐsplaukia Koši funkcinė lygtis g(t + s) =
g(t)+g(s). Monotonǐskai didėjanti funkcija, tenkinanti šia

‘
lygti

‘
, turi pavidala

‘

g(t) = λt, čia λ > 0 ir t ≥ 0.
Teorema i

‘
rodyta.

Mus dažnai domina ne a.d. sumos elgesys, bet dėmenu
‘

skaičius, kada
suma pasiekia tam tikra

‘
sriti

‘
. Ši

‘
požiūri

‘
nelengva psichologǐskai i

‘
sisamoninti,

todėl panagrinėsime paprasta
‘
uždavini

‘
.

Lietuvǐskas nesėkmės paradoksas. Tarkime, kad man ir draugams finasinės
nesėkmės yra vienodai pasiskirste

‘
tolydiniai a.d. X1, . . . , Xn, .... Sulauke

‘
s nelaimės,

aš noriu žinoti, kiek reiks laukti, kad mano draugas patirs dar didesniu
‘

nuostoliu
‘
. Koks

to laukimo laiko vidurkis?

Tegul mano numeris yra 1. Nagrinėkime seka
‘
X1, X2, . . . , Xn. Pažymėkime

N = min{k : Xk > X1}. Pastebėkime, kad N > n, n ≥ 2, tada ir tik tada,
jei maksimalus šios sekos narys yra pirmasis. Bet šis i

‘
vykis yra simetrinis,

t.y. maksimalus galėjo būti bet kuris jos narys. Todėl

P (N > n) = 1/n.

Iš čia

P (N = n) = P (N > n− 1)− P (N > n) =
1

n− 1
− 1

n
=

1

n(n− 1)

Vadinasi,

E(N) =
∞∑

n=2

n
1

n(n− 1)
= ∞.
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Man ǐs tiesu
‘
nesiseka, nes vidutinǐskai teks laukti begalo daug, kol kam nors

nesiseks dar labiau!

Gri
‘
žkime prie Puasono proceso. Pastebėsime, kad skaičiuojantysis proce-

sas, tenkinantis 1 teoremos sa
‘
lygas, egzistuoja. Sekančiame teiginyje skai-

čiuosime a.d. sumas, neviršijančias tam tikros ribos.

2 teorema. Jei Xk, k ≥ 1, yra nepriklausomi a.d. pasiskirste
‘
pagal ta

‘
pati

‘

eksponentini
‘
su parametru λ > 0 dėsni

‘
, tai procesas

N(t) := sup
{
n ≥ 0 :

∑

k≤n

Xk ≤ t
}
, t > 0,

yra Puasono.

I
‘
rodymas. Akivaizdu, kad P (N(0) = 0) = P (X1 > 0) = 1. Pagal stipru

‘
ji
‘

didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsni

‘

1

n

∑

k≤n

Xk → E(Xk) = 1/λ,

su vienetine tikimybe, jei n → ∞. Vadinasi, beveik visada Xk suma yra
monotonǐskai didėjanti, todėl fiksavus t ≥ 0, rasime toki

‘
baigtini

‘
numeri

‘

N(t), nurodyta
‘
jo apibrėžime. Kitais žodžiais tariant, N(t) < ∞ su tikimybe

vienetas. Šis procesas turi vienetinius šuoliukus, nes P (Xk = 0) = 0, ir tra-
jektorijos yra tolydžios ǐs dešinės. Jo prieaugliai N(t + s) − N(s) ǐsreǐskia
nauju

‘
dėmenu

‘
Xk, prisidėjusiu

‘
prie sumos, skaičiu

‘
. Jis priklauso tik nuo

laiko intervalo ilgio t, todėl jie yra stacionarūs. Iš šiu
‘
dėmenu

‘
nepriklauso-

mumo ǐsplaukia ir paties proceso N(t) prieaugliu
‘
nepriklausomumas. Pagal

1 teorema
‘
N(t) yra Puasono procesas.

I
‘
rodysime, kad jo greičio parametras λ1 = λ. Turime E(N(t)) = λ1t.

Kadangi

N(t) ≥ n ⇔ Sn :=
∑

k≤n

Xk ≤ t,

tai

FSn(t) = P (Sn ≤ t) = P (N(t) ≥ n).

A.d. Sn tankio funkcija yra gama skirstinio tankio funkcija

gn(t) := fSn(t) = λe−λt (λt)n−1

(n− 1)!
, t ≥ 0.



1.6. PUASONO PROCESAS 19

Iš tiesu
‘
, kai n = 1, tai ǐsplaukia ǐs apibrėžimo. Tare

‘
kad ji teisinga dėl n,

skaičiuojame (n+1)-o dėmens sumos tankio funkcija
‘
. Pagal sa

‘
sūkos formule

‘

gn+1(t) =
∫ t

0
gn(t− x)g1(x)dx =

λn+1tn−1e−λt

(n− 1)!

∫ t

0
xn dx =

λn+1tne−λt

n!
,

kaip ir buvo manyta. Toliau skaičiuojame vidurki
‘
kitu būdu. Pasinaudojame

Abelio sumavimu ir gauname

E(N(t)) =
∑

k≥1

kP (N(t) = k) =
∑

m≥1

P (N(t) ≥ m) =
∑

m≥1

P (Sm ≤ t)

=
∑

m≥1

∫ t

0
fSm(u) du =

∫ t

0

∑

m≥1

fSm(u) du

=
∫ t

0
λe−λu

∑

m≥1

(λu)m−1

(m− 1)!
du =

∫ t

0
λe−λu · eλu du = λt.

Vadinasi, ǐs tiesu
‘
λ1 = λ.

Teorema i
‘
rodyta.

Tegul toliau N(t) yra Puasono procesas su parametru λ > 0. Pažymėkime
X1 pirmojo N(t) šuolio laiko momenta

‘
, X2 - laiko tarpa

‘
tarp pirmojo ir

antrojo šuolio, X3 - sekanti
‘
laiko tarpa

‘
tarp šuoliu

‘
ir Xn - laiko tarpa

‘
tarp

(n− 1)-o ir n-o šuoliu
‘
. Galima i

‘
sivaizduoti, kad Puasono procesas skaičiuoja

kažkokiu
‘

i
‘
vykiu

‘
pasirodyma

‘
, i

‘
vykiui i

‘
vykus jo reikšmė padidėja vienetu.

Tokioje interpretacijoje suma

Sn =
∑

k≤n

Xk

reikštu
‘
n-o i

‘
vykio laika

‘
, o Xk būtu

‘
tarpai tarp tu

‘
i
‘
vykiu

‘
.

Sekantis teiginys tam tikra prasme yra atvirkštinis 2 teoremai.

3 teorema. A.d. Xk, k ≥ 1 yra nepriklausomi ir pasiskirste
‘
pagal eksponentini

‘

dėsni
‘
su parametru λ.

I
‘
rodymas. Turime

P (X1 > t) = P (N(t) = 0) = e−λt.

Dabar

P (X2 > t) = E(P (X2 > t |X1)).
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Tačiau dėka prieaugliu
‘
nepriklausomumo

P (X2 > t |X1 = s) = P (N(t)nedare suoliu intervale (s, s + t] |X1 = s)

= P (N(t + s)−N(s) = 0) = e−λt.

Todėl X1 ir X2 yra nepriklausomi, be to,

P (X2 > t) = e−λt.

Pakartoje
‘
samprotavimus su bet kokiu a.d. Xk rinkiniu, (galima būtu

‘
pri-

taikyti matematine
‘
indukcija

‘
) baigtume griežta

‘
3 teoremos i

‘
rodyma

‘
.

UŽDUOTIS. Tarkime, kad 0 < s ≤ t. Rasti sa
‘
lygine

‘
tikimybe

‘

P (X1 < s |N(t) = 1)

ir skirstinio
P (S1 < x, S2 < y |N(t) = 2)

tanki
‘
.

Atsakymai: s/t ir 2/t2, kai x < y < t.
Nekantriesiems ir nesugebantiems pateikiame sprendima

‘
!

Sprendimas. Pirma
‘
ja

‘
ieškoma

‘
tikimybe

‘
užrašome

P (X1 < s, N(t) = 1)

P (N(t) = 1)
.

Analizuojame vyki
‘
, esanti

‘
po tikimybe skaitiklyje. Jei X1 < s, tai pirma-

sis Puasono proceso šuolis buvo iki laiko momento s, vadinasi, N(s) = 1.
Antrasis i

‘
vykis po šia tikimybe rodo, kad laiko intervale (s, t] šuolio neb-

uvo. Apgre
‘
ždami šiuos samprotavimus, pastebime net i

‘
vykiu

‘
ekvivalentuma

‘
.

Gauname

P (X1 < s |N(t) = 1) =
P (N(s) = 1, N(t)−N(s) = 0)

P (N(t) = 1)

=
λse−λs · e−λ(t−s)

λte−λt
=

s

t
.

Antrame pratime reikia imti mažus δ1, δ2 > 0 ir nagrinėti tikimybe
‘

P :=
P (x < S1 ≤ x + δ1, y < S2 ≤ y + δ2 , N(t) = 2)

P (N(t) = 2)
.
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I
‘
vyki

‘
po tikimybe skaitiklyje vėl reikia ǐsreikšti Puasono proceso šuoliais.

Jei antrasis šuolis i
‘
vyko momento y aplinkoje, tai t turi būti didesnis už y.

Tad, sumažine
‘
δ2 (panašiai ir dėl δ1), galime imti 0 < x + δ1 ≤ y ≤ t − δ2.

Pažymėkime

J = (0, t] \ ((x, x + δ1] ∪ (y, y + δ2]).

Pakeičiame nagrinėjama
‘
i
‘
vyki

‘
ir ǐsvedame

P =
P (N(x + δ1)−N(x) = 1, N(y + δ2)−N(y) = 1 , N(t) = 2)

P (N(t) = 2)

=
P

(
N(x + δ1)−N(x) = 1, N(y + δ2)−N(y) = 1, int. J suoliu nera

)

P (N(t) = 2)

=
(
λδ1e

−δ1λ λδ2e
−δ2λ e−λ(t−δ1−δ2)

)
/
(
(λt)2e−λt/2

)
= 2δ1δ2t

−2.

Jei δ1, δ2 → 0, gauname,

d2P (S1 < x, S2 < y |N(t) = 2)

dx dy
= 2/t2.

Apibendrine
‘
šia

‘
lygybe

‘
, gauname svarbia

‘
Puasono proceso savybe

‘
.

4 teorema. Sa
‘
lyginis skirstinys

P (Si < xi, i ≤ n |N(t) = n)

sutampa su n nepriklausomu
‘
tolygiai pasiskirsčiusiu

‘
intervale [0, t] a.d. U1, . . . ,

Un sutvarkytosios statistikos Ui1 < · · · < Uin skirstiniu.

Savarankǐskai pakartokite viršuje užrašytus samprotavimus bendru atveju!

Taikant šia
‘

teorema
‘
, patogu i

‘
sivaizduoti, kad esant sa

‘
lygai N(t) = n,

i
‘
vykiu

‘
, kuriuos skaičiuoja Puasono procesas, pasirodymo momentai S1, . . . , Sn

yra nesutvarkyti laiko skalėje ir yra nepriklausomi tolygiai intervale [0, 1]
pasiskirste

‘
a.d. Tuo pasinaudosime kituose skyreliuose.
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1.7 Masinio aptarnavimo teorijos uždavinys

Nagrinėsime aptarnavimo sistema
‘
, kurios standartinis žymuo yra M/G/1.

Pirmoji raidė paprastai žymi laiko tarpu
‘
tarp klientu

‘
atvykimu

‘
skirstini

‘
, o

M - eksponentini
‘
skirstini

‘
su parametru λ > 0. Antroji raidė - aptarnavimo

laiko skirstini
‘
. Skaičius už pasvirojo brūkšnio reǐskia serveriu

‘
skaičiu

‘
. Taigi,

mūsu
‘
sistemoje klientai atvyksta pagal Puasono procesa

‘
.

Palyginkite su kita sistema G/M/1. Joje klientu
‘
atvykimas vyksta pagal

procesa
‘
, kuriame laiko tarpai tarp atvykimu

‘
turi skirstini

‘
G, o aptarnavimo

laikas yra eksponentinis a.d.
UŽDUOTIS Tarkime, kad klientai atvyksta i

‘
aptarnavimo stoti

‘
pagal Puasono procesa

‘

su greičiu λ > 0 ir yra ǐs karto aptarnaujami. Tegul ju
‘

aptarnavimo laikai yra vien-
odai pasiskirste

‘
a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausomi nuo Puasono proceso bei

turi pasiskirstymo funkcija
‘
G(x). Rasti klientu

‘
, esančiu

‘
aptarnavimo stotyje momentu t,

skaičiaus skirstini
‘
.

Sprendimas. Tegul X(t) yra tiriamasis a.d. I
‘
vesdami sa

‘
lyga

‘
, gauname

P (X(t) = j) =
∞∑

n=0

P (X(t) = j |N(t) = n)e−λt (λt)n

n!
, j = 0, 1, . . . .

Sa
‘
lygine tikimybe aprašomi j klientu

‘
, o ǐs viso ju

‘
yra n. Taigi, galime

pasinaudoti binominiu dėsniu. Gauname

P (X(t) = j |N(t) = n) =

{ (
n
j

)
pj(1− p)n−j, j = 0, 1 . . . , n

0, j > n.

Čia p yra tikimybė, kad vienas klientas yra aptarnaujamas momentu t. Raskime
ja

‘
. Prisimename, kad esant sa

‘
lygai N(t) = n, jo atvykimo laikas yra tolygusis

a.d. U su pastovia tankio funkcija f(x) = 1/t, kai x ∈ [0, t]. Todėl

p = P (klientas yra aptarn. laiko momentu t)

= P (klientas yra aptarn. laiko momentu t |U)

=
∫ t

0
P (klientas yra aptarn. laiko momentu t |U = x)

dx

t
.

Pasinaudodami žinomu aptarnavimo laiko skirstiniu, skaičiuojame tikimybe
‘

po integralo ženklu. Klientas dar stotyje, vadinasi, jo aptarnavimo laikas
buvo ne trumpesnis už t−x ir tokio i

‘
vykio tikimybė lygi 1−G(t−x). Taigi,

p =
∫ t

0
(1−G(t− x))

dx

t
.
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I
‘
state

‘
šia

‘
formule

‘
i
‘
auksčiau ǐsvesta

‘
lygybe

‘
, gauname

P (X(t) = j) =
∞∑

n=j

(n

j

)
pj(1− p)n−je−λt (λt)n

n!

= e−λt (λtp)j

j!

∞∑

n=j

(λt(1− p))n−j

(n− j)!
= e−λtp (λtp)j

j!
.

Čia j = 0, 1, . . ., o p yra anksčiau apskaičiuota tikimybė.

1.8 Impulsu
‘
amplitudės modelis

UŽDUOTIS Tarkime, kad elektros impulsai patenka i
‘

skaitikli
‘

pagal Puasono procesa
‘

su greičiu λ > 0, bet ju
‘

amplitudės determinuotai eksponentǐskai mažėja, t.y. A didumo
amplitudė po laiko τ bus lygi Ae−ατ . Tarkime, kad pradinės amplitudės yra vienodai
pasiskirste

‘
a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausomi nuo Puasono proceso bei turi

pasiskirstymo funkcija
‘
G(x). Rasti visu

‘
impulsu

‘
amplitudžiu

‘
momentu t sumos skirstinio

charakteristine
‘

funkcija
‘

ir vidurki
‘
.

Sprendi mas. Jei Sn yra n-o impulso, kurio amplitudė yra An, patekimo
momentas, tai tiriama amplitudžiu

‘
suma lygi

A(t) =
N(t)∑

n=1

Ane
−α(t−Sn).

Reikia rasti

Φ(u) := E(eiuA(t)) =
∞∑

n=0

E
(
eiuA(t) |N(t) = n

)
P (N(t) = n).

Toliau naudojamės 4 teorema. Jei U1, U2, . . . yra nepriklausomi a.d., tolygiai
pasiskirste

‘
intervale [0,1], tai

E
(
eiuA(t) |N(t) = n

)
= E

(
exp

{
iu

n∑

j=1

Aje
−α(t−Uj)

})
.

Pažymėkime Zj = Aje
−α(t−Uj). Šie a.d. yra nepriklausomi ir vienodai

pasiskirste
‘
, vadinasi,

E
(
eiuA(t) |N(t) = n

)
= E

(
exp

{
iu

n∑

j=1

Zj

})
=

[
E(eiuZ1)

]n

.
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Skaičiuodami čia esančia
‘
charakteristine

‘
funkcija

‘
vėl vidurkiname:

E(eiuZ1) = E
(
E(eiuZ1 |U1)

)

=
∫ t

0
E

(
exp

{
iuA1e

−α(t−U1)
}
|U1 = y

)
dy

t

=
∫ t

0
E

(
exp

{
iuA1e

−α(t−y)
})

dy

t

=
1

t

∫ t

0
φA

(
ue−α(t−y)

)
dy.

Čia φA(v) yra a.d. A1 charakteristinė funkcija. Surinke
‘

gautas lygybes,
gauname

Φ(u) =
∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!

[
1

t

∫ t

0
φA

(
ue−α(t−y)

)
dy

]n

= e−λt exp
{
λ

∫ t

0
φA

(
ue−αy

)
dy

}
.

Momentai skaičiuojami diferencijuojant. Gauname

E(A(t)) = Φ′(0)/i = λ
∫ t

0

φA(0)

i
e−αydy =

λE(A1)

α
(1− e−αt).

Užduotis atlikta.

1.9 Patikimumo teorijos uždavinys

Sakant, kad procesai N1(t), N2(t), . . ., t ∈ T , yra nepriklausomi, turima
omenyje, kad bet kokiam k ≥ 1, bet kokiom Borelio aibėms Aiji

⊂ R ir
bet kokiems laiko momentams tiji

∈ T , 1 ≤ ji ≤ Ji, 1 ≤ i ≤ k, i
‘
vykiu

‘
šeima

N1(t1j1) ∈ A1j1 , . . . , N1(t1J1) ∈ A1J1 , . . . Nk(tkjk
) ∈ Akjk

, . . . , Nk(tkJk
) ∈ AkJk

yra nepriklausoma.
Problema. Žinoma, kad nekokybǐskos detalės aparatūroje laiko intervale t > 0

sukelia nemalonius i
‘
vykius, pasiskirsčiusius pagal Puasono su greičiais λi > 0 procesus.

Tarkime, kad jie yra nepriklausomi. Atlikus testavima
‘
, vis tiek ǐslieka brokuotu

‘
detaliu

‘
.

Ar galima, pagal testo rezultatus i
‘
vertinti likusiu

‘
nekokybǐsku

‘
detaliu

‘
tikimybes?
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Koki
‘
dydi

‘
reiktu

‘
vertinti? Siūloma nagrinėti indikatorius i

‘
vykiu

‘
, kad po

testo i-oji brokuota detalė neǐsryškėjo, i ≥ 1. Tegul tai bus ψi(t). Kadangi
Puasono proceso greitis yra λi, tai natūralus vertintinas dydis yra sumos

Λ(t) =
∑

i

λiψi(t)

vidurkis. Ka
‘
matome ǐs testo? Tarkime, Mj(t) yra skaičius defektu

‘
, kurie

sukėlė j pasekmiu
‘
iki laiko t, o Xi - indikatorius, kad i brokuota detalė sukėlė

lygiai viena
‘
i
‘
vyki

‘
. Turime

E(M1(t)) = E
( ∑

i

Xi

)
=

∑

i

λite
−λit.

Antra vertus,

E
( ∑

i

λiψi(t)
)

=
∑

i

λiP (N(t) = 0) =
∑

i

λie
−λit.

Vadinasi,

E
(
Λ(t)− M1(t)

t

)
= 0

ir dydis M1(t)/t gali būti statistika nežinomo Λ(t).

Jos kokybė? Vertinkime

Var
(
Λ(t)− M1(t)

t

)
.

Prisimename, kad

Var(X − Y ) = Var(X) + Var(Y )− 2Cov(X,Y ),

čia
Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

yra a.d. kovariacija.
Taikome šias formules. Gauname

Var
(
Λ(t) − M1(t)

t

)
=

∑

i

Var(λiψi(t)−Xi(t)/t)

=
∑

i

(
λ2

i Var(ψi(t)) +
1

t2
Var(Xi(t))− 2

λi

t
Cov(ψi(t), Xi(t))

)

=
∑

i

(
λ2

i e
−λit(1− e−λit)

+
1

t2
λite

−λit(1− λite
−λit) + 2

λi

t
e−λitλite

−λit
)
.
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Čia pasinaudojome lygybe ψi(t)Xi(t) = 0. Sutvarke
‘
reǐskini

‘
gauname

Var
(
Λ(t) − M1(t)

t

)
=

∑

i

(
λ2

i e
−λit +

λi

t
e−λit

)
=

∑

i

λ2
i e
−λit +

E(M1(t))

t2

= E(M2(t)) +
E(M1(t))

t2
.

Taigi, ir dispersija gali būti i
‘
vertinta ǐs testo rezultatu

‘
.

1.10 Puasono procesu
‘
sumos

Pirmasis teiginys yra nesunkiai patikrinamas.
1 teorema. Jei Ni(t), 1 ≤ i ≤ r yra nepriklausomi Puasono procesai su

greičiais λi > 0, tai ju
‘
suma N(t) = N1(t) + · · · + Nr(t) irgi yra Puasono

procesas, kurio greitis yra λ = λ1 + · · ·+ λr.
I
‘
rodykite savarankǐskai.
Žymiai i

‘
domesnis yra atvirkštinis teiginys.

2 teorema. Tarkime, kad i
‘
vykiu

‘
, kuriuos skaičiuoja Puasono procesas

N(t) su parametru λ > 0, pasirodymo metu mes galime juos skirstyti i
‘
r klasiu

‘

su tikimybėmis pi, nepriklausomai nuo kitu
‘
i
‘
vykiu

‘
. Jei Ni(t) yra procesas,

skaičiuojantis i-os klasės i
‘
vykius, tai jis irgi yra Puasono, jo parametras yra

λi = piλ, be to, Ni(t), 1 ≤ i ≤ r, - nepriklausoma procesu
‘
šeima.

I
‘
rodymas. Paprastumo dėlei imsime atveji

‘
r = 2. Tada p1 = p, o p2 = q =

1− p. Aǐsku, kad N(t) = N1(t) + N2(t). Nagrinėjame dvimati
‘
skirstini

‘

P (N1(t) = k, N2(t) = m)

=
∞∑

n=0

P (N1(t) = k,N2(t) = m |N(t) = n)P (N(t) = n).

Čia ir toliau k, m ≥ 0. Pastebėkime, kad šios tikimybės yra nenulinės tik
atveju, kai n = k + m. Tada

P (N1(t) = k, N2(t) = m |N(t) = k + m)P (N(t) = k + m)

= P (N1(t) = k, N2(t) = m |N(t) = k + m)e−λt (λt)k+m

(k + m)!
.

Esant sa
‘
lygai po tikimybės ženklu, ǐs k+m i

‘
vykiu

‘
k yra pirmo tipo. Pasinau-

doje
‘
binominiu skirstiniu, gauname

P (N1(t) = k, N2(t) = m |N(t) = k + m) =
(k + m

k

)
pkqm.
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Taigi,

P (N1(t) = k, N2(t) = m) =
(k + m

k

)
pkqme−λt (λt)k+m

(k + m)!

= e−λpt (λpt)k

k!
· e−λqt (λqt)m

m!
.

Matome, kad nagrinėjami procesai yra nepriklausomi. Susumave
‘
pagal m ≥

0, randame pirmojo proceso skirstini
‘
:

P (N1(t) = k) =
∞∑

m=0

P (N1(t) = k,N2(t) = m)

= e−λpt (λpt)k

k!
.

Vadinasi, N1(t) yra Puasono procesas, o jo greitis lygus λp. Taip pat pasielge
‘

su N2(t), baigiame teoremos i
‘
rodyma

‘
.

Patikrinkite teorema
‘
, kai r yra bet koks natūrinis skaičius.

Taikydami šia
‘

teorema
‘
, neskubėkime daryti klaidingu

‘
ǐsvadu

‘
. Pana-

grinėkime pavyzdi
‘
. Jei i

‘
parduotuve

‘
žmonės atvyksta pagal Puasono procesa

‘
,

o moteru
‘

ir vyru
‘

tikimybės yra vienodos, tai ǐs fakto, kad per pirmas 10
valandu

‘
atėjo 100 vyru

‘
, neǐsplaukia, kad per ta

‘
pati

‘
laika

‘
turėjo ateiti ir 100

moteru
‘
. Netgi atėjusiu

‘
moteru

‘
vidurkis nebus 100.

Paprasta UŽDUOTIS Emigrantai i
‘
Airija

‘
atvyksta pagal Puasono procesa

‘
, kurio greitis

10 žmoniu
‘
per savaite

‘
. Lietuviai sudaro 1/12 visu

‘
imigrantu

‘
, atvykstančiu

‘
i
‘
šia

‘
šali

‘
. Kokia

tikimybė, kad per keturis sekančius mėnesius neatvyks joks lietuvis?

Masinio aptarnavimo teorijos uždavinyje, esame rade
‘
klientu

‘
dar esančiu

‘

stotyje skirstini
‘
. Raskime klientu

‘
, kurie jau yra aptarnauti momentu t vidurki

‘
.

Sprendimas. Anksčiau buvome rade
‘
dar aptarnaujamu

‘
klientu

‘
skirstini

‘
.

Jo vidurkis buvo λpt, čia

p =
1

t

∫ t

0
(1−G(t− x))dx,

o G(x) - aptarnavimo laiko skirstinio funkcija. Atvyke
‘

klientai skirstosi i
‘

dvi klases, aptarnautus ir dar ne, tai pasinaudoje
‘

ka
‘

tik ǐsvestu teiginiu,
randame, kad ieškomasis vidurkis lygus

λt− λpt = λ
∫ t

0
G(t− x)dx = λ

∫ t

0
G(y)dy.
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Kai kada nagrinėjama
‘
uždavini

‘
yra patogu i

‘
vilkti i

‘
Puasono proceso rūba

‘
.

Tai vadinama puasonizacija.

Kolekcionieriaus problema. Kolekcionierius nori surinkti m tipu
‘
monetu

‘

kolekcija
‘
. Kiekviena

‘
karta

‘
, kai jis randa kokia

‘
, su tikimybe pi, 1 ≤ i ≤ m,

ji yra i-ojo tipo ir tai nepriklauso nuo praeities. Kiek vidutinǐskai jam teks
nupirkti monetu

‘
, kad susidarytu

‘
geidžiamas komplektas?

Sprendimas. Galima i
‘
sivaizduoti, kad monetos kolekcionieriui pasiūlomos

pagal Puasono procesa
‘
N(t) su greičiu 1. Kitokio parametro atveju skaičiavimai

būtu
‘
tie patys. Tada i-ojo tipo moneta patenka pas ji

‘
pagal Puasono procesa

‘

Ni(t) su greičiu pi. Jei X(i) yra pirmos i-o tipo monetos laukimo laikas (jis
yra eksponnentinis a.d. su parametru pi), tai visas laukimo laikas iki pilnos
kolekcijos bus

X := max
i

X(i).

Jei T1, T2, . . . yra laiko tarpai tarp monetu
‘
patekimo ir Y yra visas supirktu

‘

monetu
‘
skaičius, tai

X =
Y∑

k=1

Tk.

Modelyje Tk yra vienodai pasiskirste
‘

eksponentiniai dydžiai su vidurkiu 1.
Tad, E(Tk) = 1, be to,

E(X) = E(Y )E(T1) = E(Y ).

Kadangi

P (X ≤ t) = P (max
i

X(i) < t) =
m∏

i=1

(
1− e−pit

)
,

tai atsakymas yra toks:

E(Y ) = E(X) =
∫ ∞

0
P (X > t)dt =

∫ ∞

0

(
1−

m∏

i=1

(
1− e−pit

))
dt.

Atskiru atveju, kai pi = 1/m, 1 ≤ i ≤ m, gautume

E(Y ) = m
∑

i≤m

1/i ∼ m log m, m →∞.
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1.11 Bendresni Puasono procesai

Skaičiuojančiu
‘
ju

‘
procesu

‘
prieaugliai yra nebūtinai stacionarūs. Nepriklauso-

mu
‘
prieaugliu

‘
procesas N(t) su skirstiniu

P (N(t) = m) = e−g(t) g
m(t)

m!
, m = 0, 1, . . . , t > 0,

čia g : R+ → R+ yra funkcija, tenkinanti sa
‘
lyga

‘
g(0) = 0, vadinamas ne-

homogeniniu Puasono procesu. Jei g(t) yra tolydi funkcija, tai procesas sto-
chastǐskai tolydus. Atsisakius stacionarumo sa

‘
lygos, kai šuoliai yra nedideli,

ǐs skaičiuojančiu
‘
ju

‘
procesu

‘
klasės galima ǐsskirti nehomogeninius Puasono

procesus.

Teorema. Tegul N(t) yra skaičiuojantysis procesas su nepriklausomais
prieaugliais, o jo šuoliu

‘
didumas yra 1, N(0) = 0 bei kiekvienam fiksuotam

t ≥ 0 šuolio momentu t tikimybė yra nulinė. Tada egzistuoja tokia tolydi
funkcija g(t), kad kiekvienam fiksuotam t a.d. N(t) skirstinys yra Puasono
su parametru g(t).

Be i
‘
rodymo.

Funkcija g(t) apibrėžia proceso baigtiniamačius skirstinius ir tuo pačiu
pati

‘
procesa

‘
. Jei

g(t) =
∫ t

0
λ(s)ds,

tai funkcija λ(s) vadinama proceso N(t) intensyvumu. Homogeninio proceso
atveju intensyvumas lygus jo greičiui.

Homogenini
‘

Puasono procesa
‘

galima i
‘
sivaizduoti kaip atsitiktini

‘
tašku

‘

realioje tiesėje rinkini
‘
. Tai bus tiesiog i

‘
vykiu

‘
, kuriuos skaičiuoja tas procesas,

pasirodymo momentai. Skaičius tašku
‘
intervale (a, b] lygus N(b)−N(a) turi

Puasono skirstini
‘
su parametru λ(b−a). Taškus galime i

‘
sivaizduoti ir erdvėje.

Todėl yra i
‘
vedama taškiniu

‘
procesu

‘
klasė.

Apibrėžimas. Atsitiktinė aibė tašku
‘
Euklido erdvėje Rd vadinama taškiniu

procesu, jei tašku
‘
, esančiu

‘
aprėžtoje mačioje aibėje A ⊂ Rd, skaičius N(A)

yra baigtinis su tikimybe vienetas.

Teorema. Tegul N(A) yra taškinis procesas Euklido erdvėje Rd ir turi
savybes:

(*) kiekvienam poromis nesikertančiu
‘

poaibiu
‘

rinkiniui Ai a.d. šeima
{N(Ai)} yra nepriklausoma;

(**) a.d. N(A) skirstiniai priklauso tik nuo aibės A tūrio |A|.



30 CHAPTER 1. KARTOJIMO MEDŽIAGA

Tada egzistuoja toks λ ∈ [0,∞), kad a.d. N(A) turi Puasono skirstini
‘
su

parametru λ|A|.
Be i

‘
rodymo.

Apibrėžimas. Jei N(t) yra Puasono procesas su greičiu λ, o Xk - nepriklau-
somu

‘
a.d., turinčiu

‘
ta

‘
pati

‘
skirstini

‘
, šeima, nepriklausoma nuo N(t), tai suma

X(t) =
∑

k≤N(t)

Xk

yra vadinama sudėtiniu Puasono procesu. Jo parametru laikoma pora (F (x), λ).

Iš anksčiau turėtu
‘
teiginiu

‘
ǐsplaukia formulės

E(X(t)) = E(N(t))E(X1) = λtE(X1), V ar(X(t)) = λtE(X2
1 ).



Chapter 2

Atstatymo procesai

2.1 Atstatymo proceso skirstinys

Apibendriname Puasono procesa
‘
. Tarkime, kad N(t), t ≥ 0, yra skaičiuojan-

tysis procesas, Xk - laiko intervalai tarp (k − 1)-o ir k-o i
‘
vykiu

‘
pasirodymo,

k ≥ 1.

Jei Xk yra vienodai pasiskirste
‘
ir nepriklausomi a.d., i

‘
gyjantys neneigia-

mas reikšmes, tai šis procesas N(t) vadinamas atstatymo procesu.

Atkreipkime dėmesi
‘
, kad dabar nereikalaujama, kad N(t) būtu

‘
nepriklau-

somas nuo a.d. šeimos Xk, k ≥ 1.
Termino kilme

‘
vaizdžiai iliustruoja toks pavyzdys. Tarkime mes naudo-

jame elektros lemputes, vienai sugedus ǐskart pakeičiame kita. Jeigu lemputės
turi vienoda

‘
veikimo trukme

‘
, kuri yra a.d. su skirstiniu F (x) ir vienos lem-

putės veikimo laikas yra nepriklausomas nuo kitu
‘
, tai procesas, aprašantis,

kiek lempučiu
‘
buvo pakeista (,,atstatyta”) iki laiko momento t, bus atstatymo

procesas.
Pažymėkime

S0 = 0, S1 = X1, . . . , Sn =
∑

k≤n

Xk, . . .

Juos galime vadinti atstatymo momentais, nuliniu, pirmuoju, ... , n-uoju.
Susitarkime nenagrinėti trivialaus atvejo, kai P (X1 = 0) = 1. Tada egzis-
tuoja teigiamas, gal būt, begalinis vidurkis

µ = E(X1).

31
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1 teorema. Teisinga lygybė

N(t) = max{n : Sn ≤ t}.

Be to, su tikimybe vienetas

N(∞) = lim
t→∞N(t) = ∞.

I
‘
rodymas. Pagal stipru

‘
ji
‘
didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsni

‘

Sn/n → µ

net begalinio vidurkio atveju. Vadinasi, Sn neaprėžtai didėja su tikimybe
vienetas. Visada rasime toki

‘
baigtini

‘
indeksa

‘
n, kad Sn ≤ t < Sn+1. Jis lygus

atstatymo momentu
‘
iki t skaičiui. Teoremoje nurodyta formule apibrėžtas

procesas yra skaičiuojantysis i
‘
vykiu

‘
pasirodymus.

Ieškant N(t) skirstinio pagrindini
‘
vaidmneni

‘
vaidina sa

‘
ryšis

{N(t) ≥ n} ⇔ {Sn ≤ t}. (∗)

arba

{N(t) < n} ⇔ {Sn > t}.
I
‘
vykiai monotonǐski t atžvilgiu, galime pereiti prie ribos ir gauti

{N(∞) ≤ n} ⇔ {Sn ≥ ∞}.

Todėl

P (N(∞) < ∞) = P (Xn = ∞ bent vienam n)

= P
( ⋃

k≥1

{Xk = ∞}
)
≤ ∑

k≥1

P (Xk = ∞) = 0.

Iš čia ǐsplaukia antrasis tvirtinimas.
Teorema i

‘
rodyta.

Ateityje žymėsime

Fn(x) = F ∗n

(x),



2.1. ATSTATYMO PROCESO SKIRSTINYS 33

čia * žymi sa
‘
sūka

‘
. Tai a.d. Sn skirstinio funkcija. Dabar

P (N(t) = n) = P (N(t) ≥ n)− P (N(t) ≥ n + 1)

= P (Sn ≤ t)− P (Sn+1 ≤ t)

= Fn(t)− Fn+1(t).

UŽDUOTIS. Raskite P (N(t) = n), kai X1 yra geometrinis a.d., t.y.

P (X1 = j) = pi(1− p), 0 < p < 1, i = 0, 1, . . . .

Ateityje mes nagrinėsime i
‘
vairius a.d. seku

‘
Yn, n ≥ 1, bet su atsitiktiniu

indeksu n = N(t, ω), konvergavima
‘
i
‘
vairiais aspektais. Dažnai indeksas didės

priklausomai nuo parametro t →∞.

Lema. Tegul {Yn}, n ≥ 1, yra a.d. seka, Y - a.d., o N(t) - a.d., i
‘
gyjantys

natūrines reikšmes. Jei su tikimybe vienetas

Yn → Y, N(t) →∞,

kai t →∞, tai
YN(t) → Y

su tikimybe vienetas. Jei su tikimybe vienetas

Yn → Y,

ir N(t) →∞ pagal tikimybe
‘
, tai

YN(t) → Y

pagal tikimybe
‘
.

I
‘
rodymas. Pirmajam teiginiui patikrinti pakanka i

‘
vesti i

‘
vykius

A = {ω : Yn(ω) 6→ Y (ω)}, B = {ω : N(t, ω) 6→ ∞},

C = {ω : YN(t,ω) 6→ Y (ω)}
ir pastebėti, kad

C ⊂ A ∪B.

Antrajam teiginiui i
‘
rodyti i

‘
sitikinsime, kad ǐs kiekvieno sekos {YN(t)}

posekio galime ǐsrinkti pagal tikimybe
‘
konverguojanti

‘
i
‘
Y dalini

‘
poseki

‘
. Iš
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sa
‘
lygos turime, kad N(tk) →∞ pagal tikimybe

‘
su kiekvienu posekiu tk →∞.

Bet tada egzistuoja toks dalinis didėjantis posekis {tkj
}, kad N(tkj

) → Y
beveik visur. Pagal pirma

‘
ja

‘
lemos dali

‘
,

YN(tkj
) → Y

su tikimybe vienetas ir juo labiau pagal tikimybe
‘
.

I
‘
rodyta.

2 teorema. Teisinga lygybė

lim
t→∞N(t)/t = 1/µ b.v.

I
‘
rodymas. Formulė ǐsplaukia ǐs lemos ir nelygybiu

‘

SN(t) ≤ t < SN(t)+1

ir
SN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
<

SN(t)+1

N(t) + 1

N(t) + 1

N(t)
.

Dydis 1/µ vadinamas atstatymo greičiu.
Atstatymo proceso stochastinė elgsena nesikeičia po kiekvieno ,,atsis-

tatymo”. Formaliai ta
‘
ǐsreǐskia tokia teorema.

3 teorema. Jei N(t) yra atstatymo procesas, o X1 - pirmasis atstatymo
momentas, tai procesas Ñ(t) := N(X1 + t) − 1, t ≥ 0 turi ta

‘
pati

‘
skirstini

‘

kaip ir N(t).

I
‘
rodymas. Abu procesai N(t) ir Ñ(t) skaičiuoja. Nagrinėjame ju

‘
baig-

tiniamačius skirstinius. Tegul 0 < t1 < · · · < tn < ∞ ir k1, . . . , kn ≥ 0.
Reikia i

‘
rodyti, kad

P (N(X1 + ti)− 1 = ki, 1 ≤ i ≤ n) = P (N(ti) = ki, 1 ≤ i ≤ n).

Čia esančius a.d. ǐsreǐskiame per Ski
viršuje nurodytu būdu. Kai n = 1,

gauname

P (N(X1 + t1) = k1 + 1) = P (Sk1+1 ≤ X1 + t1)− P (Sk1+2 ≤ X1 + t1)

= P (Sk1 ≤ t1)− P (Sk1+1 ≤ t1) = P (N(t1) = k1).
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Tegu n = 2. Dabar naudojame lygybe
‘

N(y) = N(x) + (N(y) − N(x)),
0 < x < y, ir gauname

P (N(X1 + t1) = k1 + 1, N(X1 + t2) = k2 + 1)

= P (N(X1 + t1) = k1 + 1, N(X1 + t2)−N(X1 + t1) = k2 − k1)

= P (N(t1) = k1)P (N(t2 − t1) = k2 − k1)

= P (N(t1) = k1, N(t2) = k2).

Prate
‘
skite samprotavimus bet kokio n atveju.

I
‘
rodyta.

2.2 Atstatymo funkcija

Apibrėžimas. Vidurkis m(t) := E(N(t)) vadinamas atstatymo funkcija.

Ištirsime ja
‘
.

1 teorema. Jei a.d. X1, . . . yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
‘
pagal

dėsni
‘
F (x), tai atstatymo funkcija tenkina lygti

‘

m(t) = F (t) +
∫ t

0
m(t− x)dF (x).

I
‘
rodymas. Vidurkiname panaudodami pirma

‘
ji
‘
atstatymo momenta

‘
X1

ir gauname

m(t) = E(N(t)) = E(E(N(t)|X1))

=
∫ ∞

0
E(N(t)|X1 = x)dF (x) =

∫ t

0
E(N(t)|X1 = x)dF (x),

nes N(t) = 0, iki pirmojo atstaymo momento.
Jei x ≤ t, remdamiesi 2.1.3 teorema, skaičiuojame vidini

‘
sa

‘
lygini

‘
vidurki

‘
.

Jei pirmasis šuolis jau i
‘
vyko momentu x, tai pagal šia

‘
teorema

‘
N(t) tikimybǐskai

elgiasi taip kaip N(t − x) + 1. Vadinasi, vidinis sa
‘
lyginis vidurkis lygus

1 + m(t− x) ir todėl

m(t) =
∫ t

0
(1 + m(t− x))dF (x) = F (t) +

∫ t

0
(1 + m(t− x))dF (x).

I
‘
rodyta.
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Šioje teoremoje ǐsvestas sa
‘
ryšis vadinamas atstatymo lygtimi. Net paprastu

‘

skirstinio funkciju
‘
F (x) atveju ja

‘
nelengva ǐsspre

‘
sti.

Waldo lema. Tegul Xn, n ≥ 1, yra a.d. su tuo pačiu vidurkiu µ. Tarkime,
kad N -a.d., i

‘
gyjantis natūrines reǐsmes, ir toks, kad kiekvienam n ∈ N i

‘
vykis

{N = n} yra nepriklausomas nuo a.d. šeimos {Xn+i, i ≥ 1}. Jei patenkinta
bent viena ǐs sa

‘
lygu

‘
:

(i) visi a.d. Xn ≥ 0;
arba

(ii) E(N) < ∞ ir supn E(|Xn|) < ∞,
tai

E
( N∑

n=1

Xn

)
= µ · E(N).

I
‘
rodymas. Tegul

In = 1{N ≥ n} = 1−
n−1∑

i=0

1{N = i}.

Kadangi Xn ir 1{N = i}, 0 ≤ i ≤ n− 1 yra nepriklausomi, tai

E(XnIn) = E
(
Xn

(
1−

n−1∑

i=0

1{N = n}
))

= E(Xn)−
n−1∑

i=0

E(Xn)E(1{N = n}) = E(Xn)E(In).

Panašiai ir absoliutiniai momentai

E(|Xn|In) = E(|Xn|)E(In).

Jei yra patenkinta (i) sa
‘
lyga, tai

E
( N∑

n=1

Xn

)
= E

( ∞∑

n=1

XnIn

)
=

∞∑

n=1

E(XnIn) =
∞∑

n=1

E(Xn)E(In)

= µ
∞∑

n=1

E(In) = µ ·
∞∑

n=1

P (N ≥ n) = µ · E(N).

Jei patenkinta (ii) sa
‘
lyga, pradžioje pakartoje

‘
samprotavimus, i

‘
rodome

E
( ∞∑

n=1

|Xn|In

)
≤ E(N) · sup

n
E(|Xn|) < ∞.
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Po to, pritaike
‘
Fubinio teorema

‘
, pagrindžiame vidurkio ir sumavimo noperaciju

‘

sukeitima
‘
ir tuo baigiame i

‘
rodyma

‘
.

2 teorema. Teisinga lygybė

E(SN(t)+1) = µ (m(t) + 1).

I
‘
rodymas. Pagal apibrėžima

‘

SN(t)+1 =
N(t)+1∑

k=1

Xk.

Tai atsitiktinio skaičiaus a.d. suma, tačiau N(t) yra priklausomas nuo šeimos
{Xk}, todėl anksčiau naudota vidurkio skaičiavimo formulė netinka!

Taikome Waldo lema
‘
, kai N = N(t)+1. Kadangi i

‘
vykiai {N(t) = n− 1}

yra nepriklausomi nuo Xk, kai k ≥ n, o a.d. Xk neneigiami, ta
‘
galime daryti.

I
‘
rodyta.

Pastebėkime, kad vienetu
‘
teoremoje užrašytoje lygybėje praleisti negal-

ima!

Elementarioji atstatymo teorema.

lim
t→∞

m(t)

t
=

1

µ
.

I
‘
rodymas. Kadangi

SN(t)+1 > t,

tai pagal 2.2.2 teorema
‘
gauname

µ(m(t) + 1) > t.

Vadinasi,

lim inf
t→∞

m(t)

t
≥ 1

µ
.

Vertinti viršutine
‘
riba

‘
gerokai sunkiau. Fiksuokime M > 0 ir nagrinėkime

nupjautinius a.d.
X̄k = min(Xk,M).

Naujieji a.d. yra laiko intervalai tarp kažkokiu
‘
i
‘
vykiu

‘
. Tegul procesas N̄(t) ≥

N(t) juos ir skaičiuoja. Turime nelygybe
‘
ir vidurkiams

m̄(t) ≥ m(t).
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Pažymėkime E(X̄1) = µM ir atitinkamai i
‘
veskime ju

‘
sumas S̄n. Tada µM →

µ, jei M →∞. Pagal 2.2.2 teorema
‘

µM(m̄(t) + 1) = E(S̄N̄(t)+1) ≤ t + M.

Iš čia ǐsplaukia

lim sup
t→∞

(m(t)/t) ≤ lim sup
t→∞

(m̄(t)/t) ≤ 1/µM .

Kadangi M buvo bet koks, perėje
‘
prie ribos, kai M →∞, baigiame i

‘
rodyma

‘
.

Atskirais atvejais atstatymo funkcija
‘
galima apskaičiuoti.

UŽDUOTIS. Rasti atstatymo funkcija
‘
, kai F (x) yra tolygiojo skirstinio intervale

[0,1] funkcija.

Sprendimas. Tegu 0 ≤ t ≤ 1. Iš atstatymo lygties ǐsplaukia

m(t) = t +
∫ t

0
m(t− x)dx = t +

∫ t

0
m(y)dy.

Diferencijuodami t atžvilgiu gauname

m′(t) = 1 + m(t),

Po pakeitimo b(t) = m(t) + 1, b(0) = 1 lygtis paprastai ǐssprendžiama:

b′(t) = b(t).

Taigi,
b(t) = et,

Vadinasi,
m(t) = et − 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Jei 1 < t ≤ 2, galime te
‘
sti:

m(t) = 1 +
∫ 1

0
m(t− x)dx = 1 +

∫ t

t−1
m(y)dy.

Dabar diferencialinė lygtis yra tokia:

m′(t) = m(t)−m(t− 1) = m(t)− et + 1.
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Dabar

b′(t) = b(t)− et, b(1) = m(1) + 1 = e.

Varijuodami konstantas gauname

b(t) = c(t)et, b′(t) = c′(t)et + c(t)et = c(t)et − et.

Todėl c(t) = −t + c1, o

b(t) = (−t + c1)e
t, c1 = 2.

Vadinasi,

m(t) = (2− t)et − 1,

jei 1 < t ≤ 2. Ir t.t....

2.3 Atstatymo funkcijos aproksimacija

Atstatymo lygtis funkcijai m(t) skačiuoti yra nepatogi. Ne ka
‘
geresnė ir tiksli

formulė

m(t) = E(N(t)) =
∑

n≥1

nP (N(t) = n) =
∑

n≥1

n(Fn(t)− Fn+1(t)) =
∑

n≥1

Fn(t),

čia Fn(x) yra laiko tarpu
‘
tarp atstatymu

‘
skirstinio F (x) n-lypė sa

‘
sūka. Pas-

tarajai rasti tektu
‘
skaičiuoti daugiamačius integralus. 1987 metais Sh.Ross

pasiūlė efektyvu
‘
tikimybini

‘
apytikslio skaičiavimo metoda

‘
, su kuriuo dabar

ir susipažinsime.

Metodo idėja: vidurki
‘
m(t) = E(N(t)) pakeisti vidurkiu m̃(t) := E(N(Y )),

čia Y yra a.d., nepriklausomas nuo proceso N(t) ir toks, kad E(Y ) = t. Jei
a.d. dispersija nedidelė, tai skirtumas m(t)− m̃(t) turėtu

‘
būti mažas.

Prisimine
‘
, kad eksponentinio a.d. Y su parametru λ vidurkis yra 1/λ,

galėtume imti λ = 1/t ir patenkinti viena
‘

ǐs reikalavimu
‘
. Kaip skaičiuoti

m̃(t) šiuo atveju.

Paprastumo dėlei tegul a.d. skirstinys turi tankio funkcija
‘
f(x). Tada

i
‘
vesdami papildoma

‘
sa

‘
lyga

‘
, gauname

m̃(t) = E(N(Y )) =
∫ ∞

0
E(N(Y )|X1 = x)f(x)dx.
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Skaičiuodami čia esanti
‘

sa
‘
lygini

‘
vidurki

‘
ǐsskirsime du atvejus: Y > x ir

Y ≤ x. Naudosimės lengvai patikrinama lygybe

E(Z|A) = E(Z|AB)P (B|A) + E(Z|AB̄)P (B̄|A).

Čia Z yra a.d, o A,B - bet kokie i
‘
vykiai.

Jei pirmojo atstatymo momentas x > Y , tai N(Y ) = 0. Vadinasi,

E(N(Y )|X1 = x) = E(N(Y )|X1 = x, Y ≤ x)P (Y ≤ x|X1 = x)

+E(N(Y )|X1 = x, Y > x)P (Y > x|X1 = x)

= 0 + E(N(Y )|X1 = x, Y > x)P (Y > x),

nes X1 ir Y yra nepriklausomi. Kai Y > x, pasinaudosime tuo, kad ekspo-
nentinis a.d. neturi atminties. Formaliai ta

‘
ǐsreǐskia lygybė

P (Y − x > u|Y > x) = P (Y > u), u ≥ 0.

Kitais žodžiais tariant, esant sa
‘
lygai Y > x sa

‘
lyginis skirstinys Y − x gali

būti pakeičiamas besa
‘
lyginiu a.d. Y skirstiniu. Todėl

E(N(Y )|X1 = x, Y > x) = 1 + E(N(Y − x)|Y > x) = 1 + E(N(Y )).

I
‘
state

‘
i
‘
ankstesnes formules, gauname

E(N(Y )|X1 = x) = (1 + E(N(Y )))e−λx = (1 + m̃(t)))e−λx

ir toliau
m̃(t) = (1 + m̃(t)))

∫ ∞

0
e−λxf(x)dx.

Išsprende
‘
randame

m̃(t) = E(e−λX)(1− E(e−λX)−1.

Čia X := X1.
Kai λ = 1/t, turime E(Y ) = t. Deja, tiesiogiai m̃(t) formule pasinaudoti

negalima dėl didelės dispersijos: Var(Y ) = t2. Todėl reikia atlikti dar viena
‘

žingsni
‘
: panaudoti ne viena

‘
eksponentini

‘
a.d., bet keleta

‘
ju

‘
. Jei Y1, . . . , Yn

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskiste
‘
eksponentiniai a.d su parametru λ =

n/t, tai ju
‘

sumos S̄n vidurkis yra t, bet dispersija lygi n · t2/n2 = t2/n.
Aprėžtiems t ir dideliems n tai jau priimtina.
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Tarkime, kad eksponentiniai a.d. Y1, . . . , Yn su parametru λ nepriklauso
nuo Xk ir nuo proceso N(t). Vėl skaičiuokime

mr := E(N(S̄r)), r = 1, . . . , n.

Turime
mr =

∫ ∞

0
E(N(S̄r)|X1 = x)f(x)dx.

Dabar skaičiuodami sa
‘
lygini

‘
vidurki

‘
i
‘
vesime papildoma

‘
a.d. - skaičiu

‘
sumu

‘

S̄j, j ≤ r, kurios yra mažesnės už x. Pažymėkime

Cr(x) =
∑

j≤r

1{S̄j < x}.

Tai Puasono procesas su greičiu λ, čia x yra laiko kintamasis. Jei S̄r < x,
tai N(S̄r) = 0. Jei lygiai k ǐs sumu

‘
S̄j, 1 ≤ j ≤ r − 1, yra mažesnės už x,

tai pagal stipria
‘
ja

‘
atminties neturėjimo savybe

‘
N(S̄r−x) sa

‘
lyginis skirstinys

sutaps su a.d. 1+N(Yk+1 + · · ·+Yr) skirstiniu. Formalizuojant galima i
‘
vesti

i
‘
vykius

Ak = {lygiai k is sumu S̄j, 1 ≤ j ≤ r− 1, yra mazesnes uz x}
= {S̄k < x, S̄k+1 ≥ x}.

Šio i
‘
vykio tikimybė

P (Ak) = P (Cr(x) = k) = e−λx (λx)k

k!
.

Tada

E(N(S̄r)|X1 = x,Ak) =
{

0, jei k = r
1 + mr−k, jei k < r.

Čia dera atlikti sa
‘
lyginiu

‘
skirstiniu

‘
skaičiavimus ir dar karta

‘
patikrinti.

Jei k = 0, situacija beveik ta pati, kaip ir skaičiuojant m̃(t). Imkime atveji
‘

k = 1 < r. Skaičiuojame sa
‘
lyginio skirstinio ,,uodega

‘
”:

P (S̄r > x + u| Y1 < x, Y1 + Y2 ≥ x)

= P (S̄r > x + u, Y1 < x, Y1 + Y2 ≥ x)/P (Y1 < x, Y1 + Y2 ≥ x).

Skaitiklyje esanti tikimybė lygi
∫ x

0
P (Y2 + · · ·+ Yr > x + u− v, Y2 ≥ x− v)λe−λvdv

=
∫ x

0

∫ ∞

x−v
P (Y3 + · · ·+ Yr > x + u− v − y)λ2e−λ(v+y)dydv

= λ2x
∫ ∞

x
P (Y3 + · · ·+ Yr > x + u− z)e−λzdz.
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paskutiniame žingsnyje pakeitėme v+y = z ir viena
‘
integrala

‘
apskaičiavome.

Panašiai pasielgiame su vardiklyje esančia tikimybe ir gauname

P (Y1 < x, Y1 + Y2 ≥ x) =
∫ x

0
P (Y2 ≥ x− y)λe−λydy

=
∫ x

0
e−λ(x−y)λe−λydy = λxe−λx.

Vadinasi,

P (S̄r > x + u| Y1 < x, Y1 + Y2 ≥ x)

= λ
∫ ∞

x
P (Y3 + · · ·+ Yr > x + u− z)e−λ(z−x)dz

= λ
∫ ∞

0
P (Y3 + · · ·+ Yr > u− y)e−λydy

= P (Y2 + · · ·+ Yr > u).

Prate
‘
skite šiuos samprotavimus bet kokio 1 ≤ k < r atveju! Panaudojant

gamma skirstinio formules ǐsraǐskos šiek tiek sutrumpėja.

Pritaike
‘

gauta
‘
sias sa

‘
lyginiu

‘
vidurkiu

‘
formules per mr−k, ǐs ansksčiau

minėtos sa
‘
lyginiu

‘
vidurkiu

‘
tapatybės dėl r i

‘
vykiu

‘
ǐsvedame

mr =
∫ ∞

0

r∑

k=0

E(N(S̄r)|X1 = x, Ak)P (Ak|X1 = x)f(x)dx

=
∫ ∞

0

r−1∑

k=0

(1 + mr−k)P (Ak|X1 = x)f(x)dx.

Dėl a.d nepriklausomumo taip pat turime

P (Ak|X1 = x) = P (Ak) = P (Cr(x) = k).

I
‘
state

‘
gauname

mr =
∫ ∞

0

r−1∑

k=0

(1 + mr−k)e
−λx (λx)k

k!
f(x)dx.

Sukeite
‘
suma

‘
su integralu ir atskyre

‘
viena

‘
dėmeni

‘
, turime ǐsraǐska

‘

mr =
(
1− E(e−λX)

)−1
( r−1∑

k=1

(1 + mr−k)E(Xke−λx)
λk

k!
+ E(e−λX)

)
.

Vidurkis m1 = m̃(t) buvo anksčiau apskaičiuotas. Pastaroji rekurenčioji for-
mulė duoda nesudėtinga

‘
būda

‘
visai mr sekai rasti. Tai gana tikslūs atstatymo

funkcijos m(t) artiniai.
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2.4 Centrinė ribinė teorema

Anksčiau turėjome, kad N(t) ∼ t/µ su tikimybe vienetas ir E(N(t)) ∼ t/µ,
kai t → ∞. Galima tikėtis, kad N(t) reikšmiu

‘
atsilenkimas nuo vidurkio

yra reguliarus, kai t → ∞. A.d. Yn skirstinio konvergavima
‘

i
‘

standartini
‘

normalini
‘
dėsni

‘
žymėsime

Yn ⇒ N(0, 1), n →∞.

1 teorema. Tarkime, kad laiko tarpai Xk tarp atstatymo momentu
‘
turi

vidurki
‘
µ ir baigtine

‘
dispersija

‘
σ2. Tada

N(t)− t/µ

σ
√

t/µ3
⇒ N(0, 1),

jei t →∞.

I
‘
rodymas. Tegul x ∈ R. Pažymėkime

rt = t/µ + xσ
√

t/µ3.

Jei r′t = drte yra pirmasis po rt einantis sveikasis skaičius (,,lubos”), tai




N(t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< x



 = {N(t) < rt} = {N(t) < r′t} = {Sr′t > t}

=

{
Sr′t − r′tµ

σ
√

r′t
>

t− r′tµ
σ
√

r′t

}
=: {Yt > z′t} .

Kadangi CRT skirstiniu
‘
konvergavimas i

‘
standartinio normalinio dėsnio funkcija

‘

Φ(z) yra tolygus z atvilgiu, tai

P (Yt > z′t) = 1− Φ(z′t) + o(1), t →∞.

Bet

zt :=
t− rtµ

σ
√

rt

= −x
(
1 +

xσ√
tµ

)−1/2

→ −x,

kai t → ∞. Be to, dėl |rt − r′t| < 1 ir rt → ∞ taip pat galioja z′t → −x.
Vadinasi, z′t galime pakeisti −x ir gauti

P (Yt > z′t) = 1− Φ(−x) + o(1) = Φ(x) + o(1), t →∞.

Prisimine
‘
anksčiau turėta

‘
sa

‘
ryši

‘
, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
.
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2.5 Atstatymo premiju
‘
procesas

Atstate
‘
procesa

‘
laiku ir gerai, nusipelnome premiju

‘
. Tarkime, kad, kiekviena

‘

karta
‘
, kai vyksta n-as atstatymas mums yra ǐsmokama premija Rn. Tegu šiu

‘

dydžiu
‘
seka is yra atsitiktinė ir nepriklausoma, bet gal būt priklausoma nuo

laiko tarpu
‘
tarp pačiu

‘
atstatymu

‘
. Išnagrinėkime visos gautos premijos dydi

‘

iki laiko momento t ≥ 0, t.y. suma
‘

R(t) =
N(t)∑

n=1

Rn.

1 teorema. Tarkime, kad vidurkiai E(Rn) =: ν ir E(Xn) =: µ yra baig-
tiniai. Jei t →∞, tai su tikimybe lygia vienetui

R(t)

t
→ ν

µ
.

Be to,
E(R(t))

t
→ ν

µ
.

I
‘
rodymas. Užrašykime

R(t)

t
=

(
1

N(t)

N(t)∑

n=1

Rn

)
·
(N(t)

t

)

ir pritaikykime stipru
‘
ji
‘
didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsni

‘
bei 2.1.2 teorema

‘
.

Antrajam teiginiui i
‘
rodyti pradžioje nagrinėkime atveji

‘
, kai Rn ≥ 0.

I
‘
vykis {N(t) + 1 = n} yra nepriklausomas nuo {Ri}, i > n. Todėl pagal

Waldo lema
‘

E
( N(t)+1∑

n=1

Rn

)
= (m(t) + 1)E(Rn) = (m(t) + 1)ν.

Prisimename, kad m(t)/t → 1/µ, kai t →∞. Lieka patikrinti, ar

E(RN(t)+1)/t → 0,

jei t → ∞. Tai akivaizdu, jei Rn yra aprėžti. Vadinasi, tokiu
‘
dydžiu

‘
atveju

turime teoremos antra
‘
ji
‘

teigini
‘
. Bendru atveju tai pagri

‘
sti tiesiogiai būtu

‘

sunkiau, todėl pasinaudojame a.d. nupjovimu.
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Tegul M > 0 yra fiksuotas, tada

lim inf
t→∞ E(R(t))/t ≥ lim

t→∞E
(

1

t

N(t)∑

n=1

min{Rn,M}
)

= E( min{Rn,M})/µ.

Čia pasinaudojome teiginiu aprėžtiems dydžiams. Neneigiamiems dydžiams
galime pereiti prie ribos, kai M →∞, po vidurkio ženklu. Tad,

lim inf
t→∞ E(R(t))/t ≥ E(Rn)/µ = ν/µ.

Antra vertus,

lim sup
t→∞

E(R(t))/t ≤ lim
t→∞E

(
1

t

N(t)+1∑

n=1

Rn

)
= lim

t→∞
m(t) + 1

t
E(Rn) = ν/µ.

Iš apatinio ir viršutinio i
‘
verčiu

‘
ǐsplaukia antrasis teoremos teiginys, kai

Rn ≥ 0. Likusiu atveju pakanka ǐsskaidyti Rn = R+
n − R−

n su R±
n ≥ 0 ir

dviems sumoms atskirai pritaikyti jau i
‘
rodyta

‘
teigini

‘
.

I
‘
rodyta.

Pastaba. Abu teoremos teiginiai ǐslieka teisingi ir procesui R̃(t), tenki-
nančiam sa

‘
lyga

‘

R(t) =
N(t)∑

n=1

Rn ≤ R̃(t) ≤
N(t)+1∑

n=1

Rn.

Dydis R(t)/t gali būti interpretuotas kaip premijos gavimo greitis arba
premijos vidurkis laiko intervale. Jei laiko inervalus tarp atstatymu

‘
vadin-

tume ciklais, o µ ciklo ilgio vidurkiu, tai ν būtu
‘
vidutinė premija, uždirbta

viename cikle. I
‘
rodyta teorema teigia, kad premijos vidurkis ilgame laiko

intervale yra premijos viename cikle santykis su ciklo ilgiu.
Premijos gali būti mokamos ne tik atstatymo momentais, bet ir tolydžiai

kiekviename ciklo taške. Tada suma R(t) apibrėžime keičiasi i
‘

integrala
‘
.

Atsižvelgdami i
‘
viršuje padaryta

‘
pastaba

‘
, galime rasti ir tokiu

‘
procesu

‘
asimp-

totine
‘
elgsena

‘
.

Ne visada už atstatyma
‘
mokamos premijos. Dažniau tai būna atlygiai už

padarytas žalas.

UŽDUOTIS. Naujasis lietuvis keičia mašinas po pirmos avarijos, gedimo arba, kai
jos ǐstarnauja T metu

‘
. Tarkime, kad visu

‘
mašinu

‘
tarnavimo laikai yra nepriklausomi
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tolydiniai a.d. su ta pačia tankio funkcija h(x). Tegul C1 yra naujos mašinos kaina, o
C2 - pastovios ǐslaidos, susijusios su avarijos ar gedimo padariniais. Paprastumo dėlei
likutine

‘
mašinos verte

‘
laikykime nuline. Kokios yra to lietuvio vidutinės ǐslaidos ilgame

laiko intervale? Kada reiktu
‘

jam pirkti nauja
‘

mašina
‘
, jei žinotume, kad h(x) = 1/10,

kai x ∈ [0, 10], ir h(x) = 0 kitose srityse?

Sprendimas. Pagal paskutinės teoremos rekomendacija
‘
reikia ǐsnagrinėti

viena
‘
cikla

‘
- laiko intervala

‘
nuo naujos mašinos pirkimo iki avarijos, bet ne

ilgesni
‘
kaip T . Jei Y yra a.d. su tankiu h(x) ir skirstinio funkcija H(x), tai

ciklo ilgis nusakomas a.d.

X =
{

Y, jei Y ≤ T,
T priesingu atveju.

Todėl jo ilgio vidurkis lygus

E(X) =
∫ T

0
xh(x)dx + T

∫ ∞

T
h(x)dx =

∫ T

0
xh(x)dx + T (1−H(T )).

Išlaidos viename cikle lygios

R =
{

C1, jei Y > T,
C1 + C2, jei Y ≤ T.

Todėl ǐslaidu
‘
vidurkis viename cikle yra

E(R) = C1P (Y > T ) + (C1 + C2)P (Y ≤ T ) = C1 + C2H(T ).

Dabar galime atsakyti i
‘
pirma

‘
ji
‘
klausima

‘
. Atsakymas:

(C1 + C2H(T ))/
( ∫ T

0
xh(x)dx + T (1−H(T ))

)
.

Jei skirstinys H(x) yra tolygusis intervale [0,10], kaip pasakyta antrame
klausime, tai ši

‘
santyki

‘
galime rasti. Tegul T ≤ 10, optimizuosime jo

parinkima
‘
. Apskaičiave

‘
santyki

‘
gauname

(C1 + C2T/10)/
(
T 2/20 + T (1− T/10)

)
=

2(10C1 + C2T )

20T − T 2
.

Minimuma
‘
rasti nesunku. Pavyzdžiui, kai C1 = 3 (tūkstančiai euru

‘
), o C2 =

1/2, stacionarioji lygtis virsta

T 2 + 120T − 1200 = 0,
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o jos sprendiniai yra T1 ≈ 9.25 ir T2 ≈ −130. Pirma reikšmė priklauso
intervalui [0,10] ir tame taške nagrinėjamas santykis yra minimalus.

Atsakymas: Esant nurodytoms kainoms, naujasis lietuvis turėtu
‘
mašina

‘

keisti po 9,25 metu
‘
ir nelaukti, kol mašina susidėvės būdama 10 metu

‘
senumo.

UŽDUOTIS. Tarkime, kad laiko tarpai tarp aukštos klasės viešbutyje gyvenančiu
‘

klientu
‘
kreipimosi nuvežti i

‘
miesto centra

‘
paklūsta tikimybiniam dėsniui su vidurkiu µ > 0.

Susirinkus N keleiviu
‘

autobusas ǐsvažiuoja. Klientu
‘

aptarnavimo jiems laukiant nuos-
toliai, esant n keleiviu

‘
, yra nc Lt per valanda

‘
. Koks vidutinis nuostolis viešbučiui il-

game laiko intervale? Parinkdami N , minimizuokite transporto ǐslaidas, jei žinoma, kad
kiekvienas jo reisas kainuoja K Lt.

Sprendimas. Dabar ciklu galima laikyti tarpa
‘

tarp gretimu
‘

autobuso
ǐsvykimu

‘
. Vidutinis ciklo ilgis yra Nµ. Skaičiuokime nuostolius viename

cikle. Jei

T1, T2, . . .

yra tarpai tarp 1-o ir 2-o, 2-o ir trečio, ... keleiviu
‘
atvykimu

‘
, ǐsreikšti valan-

domis, tai ieškomasis vidurkis lygus

K + E(cT1 + cT2 + · · ·+ cTN−1) = K + cµ
N(N − 1)

2
.

Taigi, atsakymas i
‘
pirma

‘
ji
‘
klausima

‘
bus santykis: c(N − 1)/2 + K/(Nµ).

Minimizuodami pagal N randame jo reikšme
‘
: sveikoji skaičiaus

√
2K/(cµ)

dalis ar jo lubos.

2.6 Atstatymo amžius

Tarkime, kad N(t) yra atstatymo procesas, Sn - atstatymo momentai. Skirtuma
‘

A(t) = t− SN(t)

vadiname atstatymo amžiumi, o

B(t) = SN(t)+1 − t

- atstatymo liekamuoju ǐsgyvenimu. Iš tiesu
‘
, galima i

‘
sivaizduoti pakeistos

detalės veikimo laika
‘
ir trukme

‘
iki jos susidėvėjimo.
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1 teorema. Jei tarpai tarp atstatymu
‘
turi antra

‘
ji
‘
baigtini

‘
momenta

‘
E(X2),

tai

lim
s→∞

1

s

∫ s

0
A(t)dt =

E(X2)

2E(X)
= lim

s→∞
1

s

∫ s

0
B(t)dt.

I
‘
rodymas. Integralus galima i

‘
sivaizduoti kaip ǐsmokas mokamas visa

‘
laika

‘

greičiu A(t) arba E(t) atitinkamai. Kitais žodždžiais tariant, per laiko tarpa
‘

dt yra ǐsmokama A(t)dt arba B(t)dt.
Laiko ašyje atidėkime atstaymo momentus S1 = X1, S2 = X1 + X2, . . ..

Tada SN(s) ≤ s < SN(s)+1. Suskaidome integala
‘
i
‘
suma

‘

∫ s

0
A(t)dt =

N(s)∑

n=1

∫ Sn

Sn−1

(t− Sn−1)dt

+
∫ s

SN(s)

(t− SN(s)dt =:
N(s)∑

n=1

Rn + ∆.

Pastebėkime, kad

Rn =
∫ Xn

0
vdv = X2

n/2, ∆ ≤ X2
N(s)+1.

Galime taikyti 2.5.1 teorema
‘

atstatymo premiju
‘

procesui su šiais Rn. Ja
‘

i
‘
rodinėdami pastebėjome, kad dėmuo, mūsu

‘
atveju tai ∆ nekliudo. Jam

turime E(∆) = o(s), kai s → ∞. Iš minėtos teoremos ǐsplaukia geidžiama
lygybė:

lim
s→∞

1

s

∫ s

0
A(t)dt =

E(X2)

2E(X)
.

Kadangi

∫ s

0
B(t)dt =

N(s)∑

n=1

∫ Sn

Sn−1

(Sn − t)dt +
∫ s

SN(s)

(SN(s)+1 − t)dt,

tai antrasis teoremos tvirtinimas ǐsplaukia pakartojant samprotavimus.

Raskime a.d. A(t), B(t) ir XN(t)+1 skirstinius.

2 teorema. Jei tarpu
‘
tarp atstatymu

‘
skirstinio funkcija yra F (x), o m(t)

- atstatymo funkcija, tai

P (A(t) < u) = F (t)−
∫ t−u

0
(1− F (t− x))dm(x),
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jei u ≤ t, ir P (A(t) < u) = 1, jei u > t.
Be to,

P (B(t) < u) =
∫ t

0
(F (t− x + u)− F (t− x))dm(x).

ir

P (XN(t)+1 < u) =
∫ t

t−u
(F (u)− F (t− x))dm(x).

I
‘
rodymas. Pirma

‘
ji
‘
raskite savarankǐskai pakartoje

‘
mūsu

‘
argumentus arba

pasinaudodami ekvivalentumu {A(t) > x} ⇔ {B(t− x) > x}.
Antrosios formulės ǐsvedima

‘
pradėkime pastaba. Prisimename ǐsraǐska

‘

m(x) =
∞∑

n=1

Fn(x), Fn = F ∗n

,

rodančia
‘
, kad m(x) yra aprėžta nemažėjanti funkcija, todėl galime kalbėti

apie Styltjeso integrala
‘
jos atžvilgiu. Sunkiau pastebėti i

‘
vykiu

‘
lygybe

‘
:

{B(t) < u} = {SN(t)+1 < t + u} =
∞⋃

n=0

{N(t) = n, SN(t)+1 < t + u}

=
∞⋃

n=0

{Sn ≤ t < Sn+1 < t + u}.

Nagrinėjame viena
‘

šios sa
‘
jungos i

‘
vykiu

‘
. Jei Sn = x ≤ t, tai Sn+1 =

x + Xn+1 ∈ (t, t + u) arba Xn+1 ∈ (t − x, t + u − x). Dėl Xn+1 ir Sn

nepriklausomumo turime

P (B(t) < u) =
∞∑

n=0

∫ t

0
P (Xn+1 ∈ (t− x, t− x + u))dP (Sn < x)

=
∫ t

0
(F (t− x + u)− F (t− x))dm(x).

Panašiai

{XN(t)+1 < u} = {SN(t)+1 − SN(t) < u} =
∞⋃

n=0

{N(t) = n, Sn+1 − Sn < u}

=
∞⋃

n=0

{Sn ≤ t < Sn + Xn+1, Xn+1 < u}

=
∞⋃

n=0

{t− u < Sn ≤ t, Xn+1 ∈ (t− Sn, u)}.
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Iš čia ǐsplaukia trečioji teoremos lygybė.

I
‘
rodyta.

Nenustebkite, kad i
‘
vairios knygos pateikia skirtingas formules. Jos yra

ekvivalenčios. Patikrinimui siūlome taikyti atstatymo lygti
‘

arba sekančio
skyrelio lema

‘
.

3 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra negardelǐski, tai

lim
t→∞P (B(t) < u) =

1

µ

∫ u

0
(1− F (s))ds

Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra gardelǐski su žingsniu d, tai

lim
n→∞P (B(nd) ≤ kd) =

d

µ

k−1∑

j=0

(1− F (jd)).

I
‘
rodymas gana nelengvas. Palikime tai ateičiai.

Dydžiu
‘
gardelǐskumas dažnai keičia formuliu

‘
pavidala

‘
. Prisimename, kad

atstatymo funkcija M(T ) tenkina sa
‘
sūkos lygti

‘
:

m(t) = F (t) + (m ? F )(t) = F (t) +
∫ t

0
m(t− x)dF (x)

Jei X := X1 yra gardelǐskas, tai fk = P (X1 = kd), čia d yra fiksuotas
maksimalus žingsnis, o k ∈ Z+. Tada

m(nd) =
∞∑

m=1

P (Sm ≤ nd) =
n∑

k=0

∞∑

m=1

P (Sm = kd) =:
n∑

k=0

uk.

Todėl ǐs atstatymo lygties, skaičiuojant skirstiniu
‘
prieauglius taške nd, gau-

name

un = fn +
n∑

k=0

un−kfk.



2.7. SA
‘
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2.7 Sa
‘
sūkos lygtys

Nagrinėsime funkcijas, kurios lygios nuliui neigiamoje pusašėje. Kaip rodo
atstatymo lygtis funkciju

‘
sa

‘
ryšiai, kuriuose naudojama sa

‘
sūkos operacija, yra

labai svarbūs. Nekreipdami dėmesio i
‘
bendruma

‘
, panagrinėkime toki

‘
teigini

‘
.

Lema. Tegul F (t) (skirstinio pusašyje t ≥ 0 funkcija, F(0)=0) ir funkcija
h(t) (aprėžta monotonǐska srityje t ≥ 0) yra žinomos, o g(t) - nežinoma
funkcija. Tada lygties

g(t) = h(t) +
∫ t

0
g(t− x)dF (x), t ≥ 0,

sprendinys, adityvios konstantos tikslumu, užrašomas taip:

g(t) = h(t) +
∫ t

0
h(t− x)dm(x).

Čia

m(t) =
∞∑

n=1

Fn(t)

yra atstatymo funkcija, o Fn(t) - n-lypė sa
‘
sūka.

I
‘
rodymas. Užrašykime lygti

‘
trumpiau

g = h + g ? F.

Imkime funkciju
‘
Laplaso transformacijas. Funkcijos G(x), apibrėžtos teigiamoje

pusašėje, Laplaso transformacija yra

Ĝ(s) =
∫ ∞

0
e−sxdG(x), s ∈ C,

jei šis integralas egzistuoja. Žinoma, kad ĝ(s) apibrėžia pačia
‘
funkcija

‘
g(x)

adityvios konstantos tikslumu. Kadangi ̂G ? H = Ĝ · Ĥ, tai lygtis virsta
lygtimi transformacijoms

ĝ = ĥ + ĝF̂ .

Todėl

ĝ =
ĥ

1− F̂
= ĥ + ĥ

F̂

1− F̂
.

Bet

m̂ =
∞∑

n=1

F̂n =
∞∑

n=1

(F̂ )n =
F̂

1− F̂
.
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I
‘
state

‘
randame sprendinio Laplaso transformacija

‘

ĝ =
ĥ

1− F̂
= ĥ + ĥ · m̂.

Gri
‘
ždami prie pačiu

‘
funkciju

‘
, pastebėje

‘
, kad galima adityvioji konstanta dėl

sa
‘
lygos reikšmėms nuliniame taške lygi nuliui, baigiame i

‘
rodyma

‘
.

Taip sprendžiant atsiradusia
‘
neapibrėžta

‘
konstanta

‘
galima rasti palyginus

funkciju reikšmes kokiame nors taške.
Pateiksime viena

‘
taikymo pavyzdi

‘
.

Nagrinėkime populiacija
‘
, kylančia

‘
ǐs vieno organizmo, kuris savo gyvenimo pabaigoje

palieka k = 0, 1 . . . taip pat besielgiančiu
‘

individu
‘

su tikimybėmis pk,

m :=
∞∑

k=0

kpk > 1.

Tarkime, organizmai elgiasi nepriklausomai vienas nuo kito, o ju
‘
gyvenimo trukmės Ti yra

a.d. su tuo pačiu negardelǐsku skirstiniu F (x). Tegul X(t) yra gyvu
‘

organizmu
‘

skaičius
laiko momentu t ≥ 0. Rasti M(t) := E(X(t)).

Sprendimas. Skaičiuodami M(t) vidurkiname pagal pirmojo individo
amžiu

‘
. Gauname

M(t) = E(E(X(t)|T1) =
∫ ∞

0
E(X(t)|T1 = s)dF (s).

Tegu pirmasis organizmas gyveno T1 = s ≤ t laiko ir paliko atsitiktini
‘
skaičiu

‘

j palikuoniu
‘
. Tada gyvu

‘
organizmu

‘
skaičius momentu t gali būti užrašytas

suma Y1 + · · · + Yj nepriklausomu
‘

a.d., kuriu
‘

kiekvieno skirstinys yra tas
pats kaip ir X(t − s). Čia Yi yra skaičius i-o individo generuotos serijos,
susidedančios ǐs vaiku

‘
, vaikaičiu

‘
,.. (o gal tik ǐs jo vieno), esančiu

‘
gyvu

‘
mo-

mentu t. Todėl jei j fiksuotas, šios sumos vidurkis yra jM(t−s). Vidurkinant
pagal j, gauname

E(X(t)|T1 = s) = mM(t− s).

jei s ≤ t.
Jei s > t, tai

E(X(t)|T1 = s) = 1.

Vadinasi,

M(t) = 1− F (t) + m
∫ t

0
M(t− s)dF (s). (1)
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Pasirode
‘
s daugiklis m, neleidžia taikyti lemos, todėl tenka redukuoti lygti

‘
.

I
‘
veskime nauja

‘
funkcija

‘

Fα(s) = m
∫ s

0
e−αydF (y)

Iš čia ǐsplaukia
dFα(s) = me−αsdF (s).

Padaugine
‘
(1) lygybe

‘
ǐs eαt, ja

‘
perrašome

e−αtM(t) = (1− F (t))e−αt +
∫ t

0
e−α(t−s)M(t− s)dFα(s).

Mūsu
‘
lemoje tokioje lygtyje po diferencialo ženklu turi būti skirstinio funkcija.

Todėl parinkime α, tenkinanti
‘
tokia

‘
sa

‘
lyga

‘

F̂ (α) =
∫ ∞

0
e−αtdF (t) =

1

m
.

Kadangi α atžvilgiu integralas yra monotonǐskai mažėjanti funkcija, F̂ (0) =
1, F̂ (∞) = 0, o m > 1, šis sprendinys yra vienintelis. Dabar Fα(s) yra skirs-
tinio, sukoncentruoto teigiamoje pusašėje, funkcija ir galime taikyti lema

‘
, kai

g(t) = e−αtM(t). Gauname atsakyma
‘
:

M(t) = 1− F (t) +
∫ t

0
eαs(1− F (t− s))dmα(s).

Čia

mα(s) =
∞∑

n=1

F ∗n

α (s)

yra atstatymo funkcija tik naujai apibrėžtam skirstiniui.

I
‘
domiau būtu

‘
rasti asimptotine

‘
elgsena

‘
, kai t →∞. Tam padėtu

‘
sekančio

skyrelio medžiaga.

2.8 Pagrindinės atstatymo teoremos

Be i
‘
rodymo suformuluosime jas.

1 (Blackwell’o) teorema. Jei a.d. X1 yra negardelǐskas, tai

m(t)−m(t− h) → h

µ
.
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Jei a.d. X1 yra gardelǐskas su žingsniu d, tai

un =
∞∑

m=1

P (Sm = nd) → d

µ
.

Čia abi ribos lygios nuliui, kai µ = ∞.

Puasono procesui turime

m(t) = λt, µ = 1/λ,

tad, pirmasis sa
‘
ryšis yra netgi tikslus.

Pagrindinė atstatymo teorema. Tegul a.d. X1 yra negardelǐskas. Jei G(t),
t ≥ 0, yra aprėžta neneigiama nedidėjanti funkcija ir integruojama funkcija,
tai ∫ t

0
G(t− s)dm(s) → 1

µ

∫ ∞

0
G(s)ds, t →∞.

Tegul a.d. X1 yra gardelǐskas su žingsniu d. Jei G(t), t ≥ 0, yra neneigiama
funkcija ir

∞∑

n=0

G(nd) < ∞,

tai
n∑

k=0

G(nd− kd)ukd → d

µ

∞∑

k=0

G(kd), n →∞.

Anksčiau suformuluota teorema apie liekama
‘
ja

‘
ǐsgyvenimo elgsena

‘
yra

pagrindinės atstatymo teoremos ǐsvada. Iš tiesu
‘
,

P (B(t) > x) =
∞∑

n=1

P (Sn−1 ≤ t, Sn > t + x)

= P (X1 > t + x) +
∞∑

n=2

∫ t

0
P (Xn > t + x− s)dFn−1(s)

= 1− F (t + x) +
∫ t

0
(1− F (t + x− s))dm(s).

Lieka pritaikyti pagrindine
‘
teorema

‘
. Perėje

‘
prie ribos, kai t →∞, gauname

P (B(t) > x) → 1

µ

∫ ∞

0
(1− F (x + s))ds =

1

µ

∫ ∞

x
(1− F (s))ds,
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jei t →∞.

Viena ǐs idėju
‘
, kaip rodyti pagrindine

‘
atstatymo teorema

‘
, negardelǐsku

‘

a.d. atveju, jei Blackwell’o t. jau i
‘
rodyta, galėtu

‘
būti tokia:.

Turime

lim
h→0

lim
t→∞

m(t + h)−m(t)

t
=

1

µ
.

Jei pagri
‘
stume šiu

‘
ribu

‘
sukeitima

‘
, tai gautume ǐsvestinės elgesi

‘

lim
t→∞

dm(t)

dt
=

1

µ
.

Lieka motyvuoti, kodėl galime pereiti prie ribos šiame integrale:

lim
t→∞

∫ t

0
G(t− x)dm(x).

2.9 Vėluojantysis atstatymo procesas

Pradėkime nuo apibrėžimo. Skaičiuojantysis procesas, kai pirmojo i
‘
vykio

pasirodymo laikas X1 turi skirtinga
‘
skirstini

‘
, visi kiti laiko tarpai Xk, k ≥ 2

yra vienodai pasiskirste
‘

ir visumoje dydžiai Xk, k ≥ 1 yra nepriklausomi,
vadinamas vėluojančiuoju atstatymo procesu. Pažymėkime G(x) a.d. X1

ir, kaip seniau, F (x) - a.d. Xk, k ≥ 2, skirstinio funkcijas. Tegul µ yra
pastaru

‘
ju

‘
dydžiu

‘
vidurkis. Kokie vėluojančiu

‘
ju

‘
atstatymo procesu

‘
ypatu-

mai? Pažymėkime ji
‘

ND(t) = max{n : Sn ≤ t}.

Dabar
P (Sn < x) = G ? F ∗(n−1)

(x),

P (ND(t) = n) = G ? F ∗(n−1)

(t)−G ? F ∗n

(t).

ir

mD(t) = E(ND(t)) =
∞∑

n=1

G ? F ∗(n−1)

(t).

Laplaso transformacijoms galioja lygybė

m̂D(s) =
Ĝ(s)

1− F̂ (s)
.
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Atstatymo lygtis irgi ǐsvedama pakartojant argumentus:

mD(t) =
∫ ∞

0
E(ND(t)|X1 = x)dG(x)

=
∫ t

0
(1 + m(t− x))dG(x).

Pastebėkite skirtuma
‘
: čia atsirado atstatymo funkcija m(x), apibrėžta per

F (x). Pagrindinius teiginius suformuluosime vienoje teoremoje.

1 teorema.
(i) Su tikimybe vienetas

ND(t)/t → 1/t, t →∞;

(ii) mD(t)/t → 1/µ, t →∞;

(iii) Jei F nėra gardelǐskas, tai

mD(t + a)−mD(t) → a/t, t →∞;

(iv) Jei F ir G yra gardelǐski su žingsniu d, tai atstatymo momentu nd
tikimybė

∞∑

m=1

P (Sm = nd) → d/µ, n →∞.

Svarbus vėluojančiu
‘

atstatymo procesu
‘

atvejis, kai G yra pusiausvyros
skirstinys, t.y. sutampa su tokia funkcija

Fe(x) =
1

µ

∫ x

0
(1− F (y))dy.

Tada pati
‘

procesa
‘

vadiname pusiausvyros atstatymo procesu. Šia
‘

sa
‘
voka

‘

paaǐskina tokia teorema.

2 teorema. Pusiaussvyros atstatymo procesui turime

(i) mD(t) = t/µ;

(ii) Jei BD(t) = SND(t)+1− t yra liekamasis ǐsgyvenimas, tai visiems t ≥ 0

P (BD(t) < x) = Fe(x) =
1

µ

∫ x

0
(1− F (y))dy.



2.9. VĖLUOJANTYSIS ATSTATYMO PROCESAS 57

I
‘
rodymas. Skaičiuojame Laplaso transformacijas. Gauname

F̂e(s) =
∫ ∞

0
e−sxdFe(x) =

∫ ∞

0
e−sx 1− F (x)

µ
dx

=
1

µs
−

∫ ∞

0
e−sx dF (x)

µs
=

1− F̂ (s)

µs
.

Prisimine
‘
anksčiau ǐsvesta

‘
m̂D(s) formule

‘
, tesiame

m̂D(s) =
1− F̂ (s)

µs(1− F̂ (s))
=

1

µs
.

Bet ir funkcijos h(t) = tµ Laplaso transformacija yra tokia pat. Taške t =
0 turime h(0) = mD(0) = 0, ši Laplaso transformacija apibrėžia ta

‘
pačia

‘

funkcija
‘
. Vadinasi,

mD(t) = h(t) = t/µ.

I
‘
rodome antra

‘
ji
‘
teigini

‘
. Pradedame nuo lygybės

P (BD(t) > x) =
∞∑

n=0

P (BD(t) > x, ND(t) = n).

Pirmasis dėmuo lygus

P (BD(t) > x, ND(t) = 0) = P (X1 > x + t) = 1−G(t + x).

Jei n ≥ 1, gauname

P (BD(t) > x, ND(t) = n)

=
∫ ∞

0
P (BD(t) > x, ND(t) = n|Sn = y)d(G ? Fn−1(y))

=
∫ t

0
P (Xn+1 > x + t− y)d(G ? Fn−1(y))

=
∫ t

0
(1− F (x + t− y))d(G ? Fn−1(y))

I
‘
statome gauta

‘
sias ǐsraǐskas ir gauname

P (BD(t) < x) = 1−G(t + x) +
∫ ∞

0
(1− F (x + t− y))d

( ∞∑

n=0

G ? Fn−1(y)
)

= 1−G(t + x) +
∫ ∞

0
(1− F (x + t− y))dmD(y)
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Jei dabar G = Fe yra pusiausvyros skirstinys, tai galime pasinaudoti
i
‘
rodytu teiginiu (i). Tada

P (BD(t) < x) = 1− 1

µ

∫ t+x

0
(1− F (y))dy

+
∫ t

0
(1− F (x + t− y))d

y

µ

= 1− 1

µ

∫ x

0
(1− F (y))dy.

Teorema i
‘
rodyta. Iš (ii) galima būtu

‘
ǐsvesti, kad procesas ND(t) turi

stacionarius prieauglius.

Pateiksime pavyzdi
‘
, kaip galima taikyti teoremas atstatymo laiko tarpu

‘

vidurkiui nustatyti.

Užduotis. Stebime nepriklausomu
‘
vienodai pasiskirsčiusiu

‘
Bernulio a.d. ε1, ε2, . . .,

i
‘
gyjančiu

‘
nulines ir vienetines reikšmes, seka

‘
. Pvz., jos realizacija galėjo būti tokia:

001101100110110100010110...,

čia
P (ε1 = 1) = p, P (ε1 = 0) = q.

Vorelė 0110 kartojasi. Ji baigiasi sekoje, kai sekos nariu
‘

numeriai yra 5, 8, 12,... Tarpai
tarp šiu

‘
numeriu

‘
yra a.d. Xk. Rasti jo vidurki

‘
.

Sprendimas. Jei Ik := 1{vorele baigiasi k − oje pozicijoje}, tai

N(t) =
∑

k≤t

Ik

yra vėluojantis atstatymo procesas. Kol 0 ≤ t < 4, tol N(t) = 0. Momentu-
ose 4,5,. . . gali baigtis vorelės, t.y. būti atstatymai. A.d. Xk yra gardelǐski su
vienetiniu žingsniu, nes tarpai 3,4,. . . atsiranda su teigiamomis tikimybėmis.
Pirmasis tarpas X1 ≥ 4; šios savybės nebeturi kiti a.d. Xk ≥ 3, k ≥ 2, jie
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

‘
. Taikome pirmos teoremos (iv) dali

‘
.

Tiriame tikimybe
‘
i
‘
vykti atstatymui momentu n. Ji lygi

un =
∞∑

m=1

P (Sm = n)

= P (εn−3 = εn = 0, εn−2 = εn−1 = 1) = p2q2, n ≥ 4.

Net be ribinio perėjimo ǐs šios teoremos (iv) dalies ǐsplaukia atsakymas: µ =
1/(p2q2).
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2.10 Alternuojantysis atstatymo procesas

Panagrinėkime alternuojanti
‘
ji
‘

atstatymo procesa
‘
. Tai toks procesas, kada

tarpai tarp atstatymu
‘

susideda ǐs dvieju
‘

atsitiktiniu
‘
, gal būt priklausomu

‘

daliu
‘
Zk ir Yk, t.y. Xk = Zk + Yk. Taikomuosiuose uždaviniuose jie aprašo

sistemas esančias dviejose ǐs eilė besikeičiančiose būsenose, pvz., i
‘
jungta ir

ǐsjungta. Tegul Z ir Y šiu
‘
a.d. nepriklausomos kopijos, o FZ ir FY - skirs-

tiniai. I
‘
vykis, kad sistema veikia, sutaps su {Sn ≤ t < Sn +Zn+1} kažkokiam

n ≥ 0.

1 teorema. Jei alternuojanti
‘
atstatymo proceso laiko tarpus apibrėžia a.d.

poros (Zk, Yk), k ≥ 1 yra nepriklausomi a. vektoriai su vienodu negardelǐsku
skirstiniu ir a.d. Z + Y turi baigtini

‘
vidurki

‘
, tai

lim
t→∞P (sistema veikia momentu t) =: lim

t→∞P (t) =
E(Z)

E(Z + Y )
.

I
‘
rodymas. Tegul H(x) yra sumos Z + Y skirstinio funkcija. Sa

‘
lyginame

atžvilgiu pirmojo atstatymo momento Z1 + Y1 ir gauname

P (t) =
∫ ∞

0
P (sist. veikia momentu t|Z1 + Y1 = x)dH(x).

Procesas momentu Z1 + Y1 atsistato, todėl

P (sist. veikiamom. t|Z1+Y1 = x) =
{ P (t− x), jei x ≤ t

P (Z1 > t|Z1 + Y1 = x), jei x > t.

Todėl

P (t) =
∫ t

0
P (t− x)dH(x) +

∫ ∞

t
P (Z1 > t|Z1 + Y1 = x)dH(x).

Kadangi Y1 ≥ 0, tai

∫ t

0
P (Z1 > t|Z1 + Y1 = x)dH(x) = 0,

o ∫ ∞

0
P (Z1 > t|Z1 + Y1 = x)dH(x) = P (Z1 > t) = 1− FZ(t).

Vadinasi,

P (t) = 1− FZ(t) +
∫ t

0
P (t− x)dH(x).
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Panaudoje
‘
2.7 skyrelio lema

‘
, užrašome sprendini

‘

P (t) = 1− FZ(t) +
∫ t

0
(1− FZ(t− x))dmH(x).

Čia mH(x) yra atstatymo funkcija, apibrėžta per skirstini
‘
FZ+Y (x).

Iš pagindinės atstatymo teoremos ǐsplaukia

lim
t→∞P (t) =

( ∫ ∞

0
xdH(x)

)−1 ∫ ∞

0
(1− FZ(t))dt =

E(Z)

E(Z) + E(Y )
.

I
‘
rodyta.



Chapter 3

Markovo atstatymo procesai

3.1 Markovo grandinės

Tai kartojimo medžiaga, todėl ja
‘
perbėgsime greitai. Nagrinėkime stochastini

‘

diskretaus laiko procesa
‘
{Xn, n = 0, 1, . . .} su reikšmėmis (būsenomis) i ∈

Z+. Jis vadinamas Markovo grandine, jei bet kokiam būsenu
‘
rinkiniui i0, . . . ,

in−1; i, j yra patenkinta sa
‘
lyga

P (Xn+1 = j|X0 = i0, . . . Xn−1 = in−1, Xn = i) = P (Xn+1 = j|Xn = i).

Jei šios perėjimo tikimybės nepriklauso nuo laiko parametro n, grandinė vad-
inama homogenine. Tokiu atveju, pažymėkime

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i).

Čia per viena
‘

žingsni
‘

pereinama ǐs būsenos i i
‘

būsena
‘

j. Šios tikimybės
apibrėžia perėjimo tikimybiu

‘
matrica

‘

P = ((pij)),

kuri yra begalinė, jei būsenu
‘
aibė begalinė. Skaičiuojant perėjimo tikimybes

per keleta
‘
žingsniu

‘
, gaunama Kolmogorovo-Čepmeno formulė.

1 teorema. Tegul

p
(n)
ij = P (Xn = j|X0 = i), P (n) = ((p

(n)
ij )).

Bet kokiam r ≤ n yra teisinga lygybė

p
(n)
ij =

∞∑

k=0

p
(r)
ik p

(n−r)
kj .

61
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Be to,
P (n) = P (r)P (n−r).

I
‘
rodymas turėtu

‘
būti žinomas.

Pastebėkime, kad mūsu
‘
žymėjime p

(0)
ij = 0, jei i 6= j ir p

(0)
ii = P (X0 =

i|X0 = i) = 1.
Homogenine

‘
Markovo grandine

‘
su būsenu

‘
aibe Z+ apibrėžia matrica P ir

pradinis reikšmiu
‘
skirstinys p̄ = (p0, . . . , pi, . . .). Sandauga

p̄P =
( ∞∑

i=0

pipi0, . . . ,
∞∑

i=0

pipij, . . .
)

= (P (X1 = 0), . . . , P (X1 = j), . . .)

apibrėžia proceso reikšmės X1 skirstini
‘
.

Kaip i
‘
prasta procesu

‘
teorijoje, Markovo grandinė yra stacionari, jei kiek-

vienam k ≥ 0 vektoriaus (Xn, . . . , Xn+k) skirstinys yra tas pats visiems n ≥ 0.
Vadinasi, homogenǐskumo sa

‘
lyga neužtikrina pastarojo reikalavimo. Kad

homogeninė Markovo grandinė būtu
‘
stacionari reikia bent jau lygybės

pj = P (X0 = j) = P (X1 = j) =
∞∑

i=0

P (X1 = j,X0 = i) =
∞∑

i=0

pipij.

Trumpiau rašant, turi būti stacionarumo sa
‘
lyga p̄P = p̄. I

‘
sitikinkite, kad ji

yra ir pakankama grandinės stacionarumo sa
‘
lyga!

Jei kuriam nors n ≥ 0 turime p
(n)
ij > 0, sakome, kad būsena j yra

pasiekiama ǐs i. Jei p
(m)
ij > 0 ir p

(n)
ji > 0 su kažkokiais n,m ≥ 0, tai i ir

j būsenos yra susisiekiančiosios. Žymėkime i ↔ j.
Visa būsenu

‘
aibė suskaidoma i

‘
susisiekiančiu

‘
būsenu

‘
klases. Jos nusako

ekvivalentumo sa
‘
ryši

‘
. Markovo grandinė, turinti tik viena

‘
klase

‘
, vadinama

neredukuojama.
Būsenos i periodu vadiname didžiausia

‘
bendra

‘
ji
‘

dalikli
‘

tokiu
‘

skaičiu
‘
n,

kuriems p
(n)
ii > 0. Ji

‘
žymėsime d(i). Jei d(i) = 1, tai i yra neperiodinė būsena.

Vienoje klasėje esančios būsenos yra arba periodinės, arba neperiodinės.

2 teorema. Jei i ↔ j, tai d(i) = d(j).

I
‘
rodymas. Pakanka i

‘
rodyti, kad d(j)|d(i), t.y. dalija vienas kita

‘
. Turime

p
(n)
ij > 0 ir p

(m)
ji > 0. Iš 1 teoremos ǐsplaukia

p
(n+m)
jj ≥ p

(m)
ji p

(n)
ij > 0.
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Vadinasi, d(j)|(n + m). Jei p
(s)
ii > 0, tai d(i)|s ir

p
(n+m+s)
jj ≥ p

(m)
ji p

(s)
ii p

(n)
ij > 0.

Vadinasi, d(j)|(n + s + m). Iš abieju
‘
dalumo sa

‘
ryšiu

‘
gauname d(j)|s. Ben-

drasis daliklis dalija didžiausia
‘
ǐs ju

‘
, t.y. d(j)|d(i).

I
‘
rodyta.

Pažymėkime f
(0)
ij = 0 ir f

(n)
ij tikimybe

‘
, kad einant ǐs būsenos i i

‘
būsena

‘
j

pirma
‘
karta

‘
patenkama n-uoju žingsniu. Aǐsku, kad f

(1)
ij = pij. Suma

fij =
∞∑

n=1

f
(n)
ij

reǐskia tikimybe
‘
ǐs i po kažkiek žingsniu

‘
patekti i

‘
būsena

‘
j pirma

‘
karta

‘
. Jei

fjj = 1, tai j vadinama gri
‘
žtama

‘
ja būsena ir - pereinama

‘
ja priešingu atveju.

Suma

G(i, j) =
∞∑

n=0

p
(n)
ij

vadinama Markovo grandinės Gryno funkcija. Kadangi

E(1{Xn = j}|X0 = i) = p
(n)
ij ,

tai

G(i, j) = E
(( ∞∑

n=0

1{Xn = j}
)
|X0 = i

)

yra vizitu
‘

i
‘

būsena
‘

j skaičiaus vidurkis, kai pradžioje grandinė yra i-oje
būsenoje.

3 teorema. Būsena j yra pereinamoji tada ir tik tada, jei

G(j, j) < ∞.

I
‘
rodymas. Kaip pastebėjome, teoremos sa

‘
lyga reǐskia, kad apsilankymu

‘

būsenoje j skaičiaus sa
‘
lyginis vidurkis, kai X0 = j, yra baigtinis. Vadinasi,

ir pats apsilankymu
‘

skaičius yra baigtinis su tikimybe vienetas. Kadangi
perėjimo tikimybės nepriklauso nuo n, patekusi i

‘
šia

‘
viršūne

‘
, grandinė toliau

elgiasi taip pat. Jei tikimybė fjj = 1, būsenoje j grandinė turėtu
‘
lankytis be

galo daug kartu
‘
. Vadinasi, fjj < 1 ir būsena yra pereinamoji.
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Jei būsena pereinamoji, t.y. fjj < 1, o X0 = j, tai apsilankymu
‘
skaičius

per visa
‘
laika

‘
N(∞) būsenoje j turi skirstini

‘

P (N(∞) = k) = fk−1
jj (1− fjj), k = 1, 2, . . .

Daugiklis 1− fjj atsiranda dėl to, kad mes skaičiuojame apsilankymus lygiai
k kartu

‘
. Iš tiesu

‘
, kai k = 1, pradžioje grandinei būnant būsenoje j, jau

turime apsilankyma
‘
, bet ji turi ten nebegri

‘
žti. Todėl ir tikimybė lygi 1− fjj.

Antrasis apslilankymas turės tikimybe
‘
fjj(1− fjj) ir t.t. Todėl vidurkis

E(N(∞)) = 1/(1− fjj) = G(j, j) < ∞. (3.1)

Teoremos sa
‘
lyga yra būtina.

I
‘
rodyta.

Galima būtu
‘
i
‘
rodyti, kad visos vienos klasės būsenos yra arba gri

‘
žtamo-

sios arba pereinamosios. Todėl turi prasme
‘
toks apibrėžimas: neredukuojama

Markovo grandinė yra gri
‘
žtamoji, jei visos jos būsenos yra gri

‘
žtamosios, ir -

pereinamoji priešingu atveju.

UŽDUOTYS:
1. Išveskite sa

‘
ryši

‘

p
(n)
ij =

n∑

s=1

f
(s)
ij p

(n−s)
jj , n ≥ 1.

2. Apibrėžkite tikimybiu
‘
generuojančias funkcijas

Pij(z) =
∞∑

n=0

p
(n)
ij zn, Fij(z) =

∞∑

n=0

f
(n)
ij zn, z ∈ C, |z| ≤ 1.

ir ǐsveskite sa
‘
ryšius

Pij(z) = Pjj(z)Fij(z), i 6= j,

Pjj(z) = 1 + Pjj(z)Fjj(z).

I
‘
rodykite (??) panaudodami paskutine

‘
lygybe

‘
.

3. Išnagrinėkite atsitiktini
‘
klaidžiojima

‘
sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje, jei perėjimo

tikimybės yra tokios:

pn,n+1 = p = 1− pn,n−1, 0 < p < 1, n ∈ Z.

I
‘
sitikinkite, kad ši grandinė yra neredukuojama ir ji yra gri

‘
žtamoji tik vienu

atveju, kai p = 1/2.
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3.2 Atstatymo procesai Markovo grandinėje

Tarkime, kad būsena j yra gri
‘
žtamoji, o Nj(t) - skaičiuoja grandinės vizitu

‘
i
‘

būsena
‘
j skaičiu

‘
iki momento t ≥ 0. Pirmasis apsilankymo momentas, jei i 6=

j, gali turėti skirtinga
‘
skirstini

‘
, negu sekantys tarpai tarp apsilankymu

‘
, kurie

yra vienodai pasisiskirste
‘
ir nepriklausomi a.d.. Todėl Nj(t) yra vėluojantysis

atstatymo procesas. Tokiam procesui su tikimybe vienetas Nj(∞) = ∞, nes
būsena yra gri

‘
žtamoji.

Kokie laiko intervalu
‘

tarp atstatymu
‘

skirstiniai? Laiko intervalai yra
tarpai tarp grandinės žingsniu

‘
, todėl yra diskretūs a.d. Iki pirmojo at-

statymo, t.y. patekimo ǐs i i
‘
j būsena

‘
, grandinė galėjo sugaǐsti n = 1, 2, . . .

žingsniu
‘
. Panaudodami sutarta

‘
žymeni

‘
, turime laiko intervalo iki pirmojo

atstatymo skirstini
‘

P (X1 = n) = f
(n)
ij , n ∈ N.

Kiti atstatymai (patekimai i
‘
j būsena

‘
) vyksta vienodai. Laiko intervalai Xk,

k ≥ 2, tarp ju
‘
(žingsniu

‘
skaičius) turi skirstini

‘

P (Xk = n) = f
(n)
jj , n ∈ N.

Šio skirstinio vidurkis

µjj :=
∞∑

n=1

nf
(n)
jj

gali būti ir begalinis. Jei jis baigtinis, sakoma, kad būsena yra teigiamai
gri

‘
žtamoji ir - nulgri

‘
žtamoji, priešingu atveju. Bet kuri ǐs šiu

‘
savybiu

‘
galioja

visoms vienos klasės būsenoms vienu metu. Bet apie tai vėliau.

Jei būsena j yra pereinamoji, kaip i
‘
rodėme pereitame skyrelyje, vizitu

‘

joje skaičiaus vidurkis yra baigtinis ir net pačiu
‘

vizitu
‘

skaičius yra baigti-
nis su vienetine tikimybe. Vadinasi, atstatymai nutrūksta. Tokiais atvejais
yra i

‘
vedami atstatymo procesai su atstatymu

‘
tarpiniais intervalais, galinčiais

i
‘
gyti ir begaline

‘
reikšme

‘
su teigiama tikimybe. Mes plačiau ju

‘
nenagrinėsime.

Žemiau suformuluota teorema yra teisinga ir pereinamu
‘
ju

‘
būsenu

‘
atveju.

Todėl susitarkime, kad µjj = ∞, jei būsena j yra pereinamoji.

1 teorema. Jei i ↔ j, tai
(i) P

(
limt→∞ Nj(t)/t = 1/µjj|X0 = i

)
= 1;

(ii) limn→∞ 1
n

∑n
k=1 p

(k)
ij = 1

µjj
;

(iii) jei j yra neperiodinė, tai

lim
n→∞ p

(n)
ij =

1

µjj

;
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(iv) jei j yra periodinė su periodu d := d(j) > 1, tai

lim
n→∞ p

(nd)
ij =

d

µjj

.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime tik gri

‘
žtamosios būsenos atveji

‘
. Taikome 2.9.1

teorema
‘
vėluojančiam atstatymo procesui Nj(t). Pirmasis teiginys ǐsplaukia

ǐs (i) dalies.
Nagrinėdami Gryno funkcija

‘
pastebėjome, kad teiginyje (ii) užrašyta tikimybiu

‘

suma yra vizitu
‘
būsenoje j iki momento n vidurkis. Todėl antrasis teiginys

yra minėtos teoremos (ii) teiginio ǐsvada.

Kadangi tikimybė p
(n)
ij yra atstatymo funkcijos prieauglis, (iii) ir (iv) yra

2.9.1 teoremos paskutiniu
‘
ju

‘
teiginiu

‘
ǐsvados.

I
‘
rodyta.

2 teorema. Jei i ↔ j ir i yra nulgri
‘
žtamoji, tai ir j yra tokia.

I
‘
rodymas. Tegul k ir l tenkina sa

‘
lygas

p
(k)
ij > 0, p

(l)
ij > 0

ir d = d(i) = d(j) yra būsenu
‘
periodas. Teoremoje 3.1.2 i

‘
rodėme, kad jis yra

tas pats. Jei i yra nulgri
‘
žtamoji, tai µii = ∞. Vadinasi, pagal 1 teorema

‘

0 = lim
n→∞ p

(nd+k+l)
ii ≥ lim sup

n→∞
p

(k)
ij p

(nd)
jj p

(l)
ji = p

(k)
ij

d

µjj

p
(l)
ji .

Iš čia ǐsplaukia µjj = ∞. I
‘
rodyta.

Prisimename skirstinio p̄ = (p0, . . . , pj, . . .) stacionarumo sa
‘
lyga

‘

pj =
∞∑

i=0

pipij

arba p̄P = p̄.

3 teorema. Tarkime, kad {Xn, n ≥ 0} yra neredukuojama ir neperiodinė
Markovo grandinė. Pažymėkime

πj = lim
n→∞ p

(n)
ij =

1

µjj

.

Šie teiginiai yra ekvivalentūs:



3.2. ATSTATYMO PROCESAI MARKOVO GRANDINĖJE 67

(i) grandinė yra teigiamai gri
‘
žtama;

(ii) egzistuoja stacionarus skirstinys;
(iii) π̄ = (π0, . . .) yra vienintelis stacionarus skirstinys; be to, jei xj > 0

kiekvienam j ≥ 0, x̄ = (x0, . . .) ir x̄P = x̄, tai c := x0 + x1 + · · · < ∞ ir
x̄ = cπ̄.

I
‘
rodymas. (i)⇒(ii): Kiekvienam j turime πj > 0 ir, pagal Kolmogorovo-

Čepmeno lygybe
‘
,

p
(n+1)
ij =

∞∑

k=0

p
(n)
ik pkj.

Iš analizės žinome, kad ribinis perėjimas po eilutės ženklu, kai jos nariai yra
neneigiami, gali tik sumažinti šios eilutės reikšme

‘
. Pasikartojant šio teiginio

i
‘
rodyma

‘
, galima imti bet koki

‘
fiksuota

‘
M ≥ 1 ir vertinti

∑

k≤M

πkpkj = lim
n→∞

∑

j≤M

p
(n)
ik pkj ≤ lim

n→∞

∞∑

j=0

p
(n)
ik pkj = lim

n→∞ p
(n+1)
ij = πj.

Kadangi M yra bet koks,

πj ≥
∞∑

k=0

πkpkj.

Panašiai, ǐs lygybės
∞∑

i=0

p
(n)
ij = 1

gauname

0 <
∞∑

j=0

πj ≤ 1.

Todėl
∞∑

j=0

πj ≥
∞∑

j=0

∞∑

k=0

πkpkj =
∞∑

k=0

πk

∞∑

j=0

pkj =
∞∑

k=0

πk.

Vadinasi, kiekvienam j

πj =
∞∑

k=0

πkpkj

ir skirstinys pj = πj/
∑

k πk, j = 0, 1, . . . yra stacionarus.
(ii)⇒(iii): Jei p̄ yra stacionarus skirstinys, tai kiekvienam n ir j

pj =
∞∑

i=0

pip
(n)
ij .
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Mažoruojanti eilutė konverguoja, todėl galime pereiti prie ribos po sumos
ženklu. Gauname

pj =
∞∑

i=0

piπj = πj.

Vadinasi, π̄ yra vienintelis stacionarus skirstinys.
(iii)⇒(i): Stacionariam skirstiniui turime πk > 0 kažkokiam k. Tegu

πj = 0. Neredukuojamoje grandinėje kiekvienam k ≥ 0 rasime toki
‘
n, kad

p
(n)
kj > 0. Todėl ǐs sa

‘
ryšio

0 = πj =
∞∑

k=0

πkp
(n)
kj

gauname prieštara
‘
: 0 = πkp

(n)
kj .

Pagaliau teigiamai gri
‘
žtamai grandinei, turėdami x̄ su xj > 0, tenkinanti

‘

x̄ = x̄P , te
‘
sdami gauname ir x̄ = x̄P n. Vėl perėje

‘
prie ribos elementams

ǐsvedame nelygybe
‘

xj ≥ ∑
i xiπj = cπj. Taigi, c < ∞. Dabar galime

mažoruoti eilute
‘
konverguojančia ir ǐsvesti lygybe

‘
xj = cπj kiekvienam j ≥ 0.

I
‘
rodyta.

Markovo grandiniu
‘
teorijoje teigiamai gri

‘
žtamos neperiodinės grandinės

vadinamos ergodinėmis.
Neredukuojamos teigiamai gri

‘
žtamos periodinės grandinės atveju stacionaru

‘
ji
‘

skirstini
‘
apibrėžtu

‘
tikimybės

πj := 1/µjj = lim
n→∞ pjj(nd)/d.

I
‘
sitikinkite!

3.3 Perėjimai ǐs klasės i
‘
klase

‘

Prisimename Markovo grandinės būsenu
‘
aibės skaidini

‘
i
‘
susisiekiančiu

‘
būsenu

‘

klases. Joms priklausančios būsenos yra arba gri
‘
žtamosios, arba pereinamo-

sios.

1 teorema. Gri
‘
žtamu

‘
ju

‘
būsenu

‘
klasė yra uždara.

I
‘
rodymas. Tegu R yra gri

‘
žtamu

‘
ju

‘
būsenu

‘
klasė, i ∈ R, bet j 6∈ R. Reikia

i
‘
rodyti, kad pij = 0. Jei būtu

‘
priešingai, visiems n ≥ 0 turėtu

‘
galioti nelygybė

p
(n)
ji = 0, nes kitaip grandinė galėtu

‘
sugri

‘
žti atgal ir j priklausytu

‘
klasei R.
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Jei procesas prasidėtu
‘

būsenoje i, su tikimybe nemažesne už pij > 0 mes
negalėtume sugri

‘
žti i

‘
i. Tai prieštarauja sa

‘
lygai i ∈ R.

I
‘
rodyta.

Iš pereinamu
‘
ju

‘
būsenu

‘
klasės grandinė gali patekti i

‘
gri

‘
žtamu

‘
ju

‘
klase

‘
.

Panagrinėkime šia
‘
galimybe

‘
. Prisimename tikimybes f

(n)
ij , reǐskiančias, kad

einant ǐs būsenos i i
‘

būsena
‘

j pirma
‘

karta
‘

patenkama n-uoju žingsniu, ir
suma

‘

fij =
∞∑

n=1

f
(n)
ij ,

reǐskiančia
‘
tikimybe

‘
ǐs i po kažkiek žingsniu

‘
patekti i

‘
būsena

‘
j.

2 teorema. Tarkime T yra visu
‘
pereinamu

‘
ju

‘
būsenu

‘
aibė, o R = Rj -

gri
‘
žtamu

‘
ju

‘
būsenu

‘
klasė, kurioje yra j. Tada kiekvienam i ∈ T

fij =
∑

k∈T

pikfkj +
∑

k∈R

pik.

I
‘
rodymas. Prisimine

‘
atstatymo procesa

‘
, skaičiuojame

fij = P (Nj(∞) > 0|X0 = i)

=
∞∑

k=0

P (Nj(∞) > 0|X0 = i,X1 = k)P (X1 = k|X0 = i).

Čia pasinaudojome lengvai patikrinama lygybe

P (A|B) =
∑

k

P (A|BCk)P (Ck|B),

jei ∪kCk yra bet koks būtinojo i
‘
vykio skaidinys nesutaikomais i

‘
vykiais.

Jei k ∈ T , tai pirmoji sa
‘
lyginė tikimybė po sumos ženklu yra fkj. Jei k ∈

R, tai ji lygi vienetui. Tačiau, kai k 6∈ T ∪R (tai gali būti gri
‘
žtamu

‘
ju

‘
būsenu

‘

klasė, kuriai nepriklauso j), ji lygi nuliui. I
‘
state

‘
šias reikšmes, baigiame

i
‘
rodyma

‘
.

Išnagrinėkime lošėjo uždavini
‘
.

UŽDUOTIS. Lošėjas, turėdamas i ≥ 1 litu
‘
, dalyvauja lošime, kuriame vieno lito

ǐslošimo tikimybė yra p, o pralošimo 1−p = q. Jis nustoja lošti, kai laimikis pasiekia N
arba, kai pralošia paskutini

‘
skatika

‘
. Kokia tikimybė, kad jis kada nors ǐsloš norima

‘
suma

‘
?

Sprendimas. Galime i
‘
sivaizduoti, kad lošėjo turima pinigu

‘
suma sudaro

Markovo grandine
‘
su būsenu

‘
aibe {0, 1, . . . , N}. Joje tik dvi būsenu

‘
aibės
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yra gri
‘
žtamosios: {0} ir {N}. Nagrinėjame tikimybes fiN kada nors ǐslošti

turint i Lt. Pastebėkime, kad

f0N = 0, fNN = 1.

Taikome ka
‘
tik i

‘
rodyta

‘
teorema

‘
su pik = p, jei k = i + 1 ir i = 1, . . . , N − 1

bei pik = q, jei k = i − 1 ir i = 1, . . . , N − 1. Likusiais atvejais pik = 0.
Turime

fiN =
N−1∑

k=1

pikfkN + piN = pfi+1,N + qfi−1,N .

Atveju i = N − 1 pasinaudojome lygybe fi+1,N = 1.
Trumpumo dėlei praleide

‘
antra

‘
ji
‘
indeksa

‘
N , gauname rekurenčia

‘
ja

‘
formule

‘

fi+1 − fi =
q

p
(fi − fi−1), i = 1, . . . , N − 1.

Vadinasi,

f2 − f1 =
q

p
f1, f3 − f2 =

q

p
(f2 − f1) =

(q

p

)2
f1 . . . ,

1− fN−1 =
(q

p

)N−1
f1.

Sudėdami šias lygybes ǐsvedame

fi − f1 = f1

(
q

p
+

(q

p

)2
+ · · ·

(q

p

)i−1
)
, i > 1.

Todėl fi = if1, jei q/p = 1, ir

fi =
1− (q/p)i

1− (q/p)
f1

priešingu atveju.
Pasinaudodami lygybe fN = 1 ir randame f1. I

‘
state

‘
jo reikšme

‘
, gauname

fiN =
1− (q/p)i

1− (q/p)N
, p 6= 1

2
.

Kai p = 1/2, turime fiN = i/N .
Tarkime N yra begalinis. Kai p ≤ 1/2, tikimybė ǐslošti yra nulinė. Tačiau,

kai p > 1/2, gauname

fi∞ = 1−
(q

p

)i
.

Taigi, turtingesniam, pradedančiam lošima
‘
didesne pinigu

‘
suma, ir tikimybės

padeda.
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3.4 Galtono-Vatsono procesas

Puikus Markovo grandiniu
‘
pavyzdys, ypač nagrinėjant ribines tikimybes, yra

Galtono-Watsono procesas. Dar karta
‘
gri

‘
žkime prie 2.7 skyrelyje nagrinėtos

populiacijos ir pritaikykime Markovo grandiniu
‘
teorijos žinias. Priminsime

uždavinio sa
‘
lyga

‘
.

Nagrinėjame populiacija
‘
, kylančia

‘
ǐs vieno organizmo, kuris savo gyvenimo pabaigoje

su tikimybėmis pk, palieka k = 0, 1 . . . taip pat besielgiančiu
‘

individu
‘
, Tarkime, visi

organizmai elgiasi nepriklausomai vienas nuo kito, o ju
‘

gyvenimo trukmės Ti yra a.d. su
tuo pačiu negardelǐsku skirstiniu F (x). Tegul X(t) yra gyvu

‘
organizmu

‘
skaičius laiko

momentu t ≥ 0.

Tada radome sudėtinga
‘

atstatymo funkcijos E(X(t)) ǐsraǐska
‘
. Tolesnė

jos analizė rėmėsi atstatymo teoremomis. Galimas ir kitoks požiūris - tirti
individu

‘
skaičiu

‘
Zn n-oje kartoje, n ≥ 0. Dabar i

‘
pragyvenimo trukme

‘

nebeatsižvelgiama. Seka {Zn, n ≥ 0} yra Markovo grandinė, ji vadinama
Galtono-Watsono procesu.

Jei L yra a.d. su skirstiniu P (L = k) = pk, o Li, i ≥ 1, - jo nepriklausomos
kopijos, tai

Zn+1 =
Zn∑

i=1

Li.

1 teorema. Tegu s ∈ C. Pažymėkime

f (◦)1 = f(s) = E(sL) =
∑

k≥0

skpk, f (◦)2 = f(f(s)), . . . ,

f (◦)m = f(f (◦)(m−1)), . . . .

Tada kiekvienam n ≥ 0
E(sZn) = f (◦)(n)(s).

I
‘
rodymas. I

‘
vede

‘
papildoma

‘
sa

‘
lyga

‘
, gauname

φn+1(s) : = E(sZn+1) = E
(
E(sZn+1|Zn)

)
= E

(
E(sL1+···+LZn |Zn)

)

= E
(
(E(sL1))Zn|Zn

)
= E

(
(f(s))Zn

)
= φn(f(s)), (3.2)

nes L nepriklauso nuo Zn. Toliau pakanka pritaikyti matematine
‘
indukcija

‘
.

Išvada. Tegu m ir σ2 yra a.d. L vidurkis ir dispersija. Tada

E(Zn) = mn,
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Var(Zn) =
{

σ2mn−1 mn−1
m−1

, jei m 6= 1,

nσ2, jei m = 1.

Sprendimas. Pakanka mokėti skaičiuoti sudėtinės funkcijos φn(s) ǐsvestines
taške s = 1.

Panagrinėkime populiacijos ǐsmirimo tikimybe
‘

lim
n→∞P (Zn = 0) =: π0.

Ši riba egzistuoja, nes P (Zn = 0) ≤ P (Zn+1 = 0). Kadangi Zn yra sveika-
reikšmis a.d., π0 = 1 parodo, kad egzistuos kažkokia karta su nuliniu individu

‘

skaičiumi.

1 teorema. Tarkime, kad 0 < p0 ir p0 + p1 < 1. Tada ǐsmirimo tikimybė
π0 yra mažiausia teigiama lygties

f(s) = s

šaknis. Be to, π0 = 1 tada ir tik tada, jei

m =
∞∑

k=1

kpk = f ′(1) ≤ 1.

I
‘
rodymas. Tegul kaip ir anksčiau

φn(s) =
∞∑

k=0

skP (Zn = k)

Jau i
‘
rodyta

‘
lygybe

‘
(??) modifikuojame ir gauname

P (Zn+1 = 0) = φn+1(0) = f(φn(0)) = f(P (Zn = 0)).

Pasinaudoje
‘

generuojančiu
‘

funkciju
‘

tolydumu, perėje
‘

prie ribos, matome,
kad

π0 = f(π0) ≥ p0 > 0.

I
‘
sitikiname, kad π0 yra mažiausias teigiamas šios lygties sprendinys. Jei

0 < p = f(p) ≤ 1, tai ǐs f(s) = φ1(s), s ∈ [0, 1], monotonǐskumo ǐsplaukia

P (Z1 = 0) = f(0) ≤ f(p) = p.
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Taikome matematine
‘
indukcija

‘
. Tarkime, kad φn−1(0) ≤ p. Tada

P (Zn = 0) = φn(0) = f(φn−1(0)) ≤ f(p) = p.

Vadinasi, ši nelygybė yra teisinga kiekvienam n ∈ N. Perėje
‘
prie ribos, kai

n →∞, gauname π0 ≤ p.
I
‘
rodinėdami antra

‘
ji
‘

teigini
‘
, tiriame funkcija

‘
f(s), kai 0 ≤ s ≤ 1. Iš

teoremos sa
‘
lygos ǐsplaukia, kad p2 + p3 + · · · = 1− p0 − p1 > 0, todėl

f ′′(s) =
∞∑

k=2

k(k − 1)pks
k−2 > 0,

Vadinasi, ši funkcija yra griežtai ǐskila (i
‘
apačia

‘
!). Galimi du atvejai:

1) f(s) > s, jei s ∈ (0, 1); geometrinė ǐsvestinės interpretacija rodo, kad
dabar f ′(s) ≤ 1;

2) f(s) = s kažkokiam 0 < s < 1; tada π0 ≤ s < 1.
Todėl pirmuoju atveju ir tik juo galime gauti lygybe

‘
π0 = 1. Lieka

pastebėti, kad pirma
‘
ji
‘
atveji

‘
vienareikšmǐskai ǐsskiria sa

‘
lyga f ′(1) = m ≤ 1.

I
‘
rodyta.

3.5 Pereinamu
‘
ju

‘
ir gri

‘
žtamu

‘
ju

‘
būsenu

‘
krite-

rijai

Nagrinėsime tik neredukuojama
‘

Markovo grandine
‘
. Visos jos būsenos yra

arba pereinamosios, arba gri
‘
žtamosios, todėl pačia

‘
grandine

‘
vadinsime šiais

vardais. Pereinamoios grandinės kriterijus: G(j, j) < ∞ kiekvienam j ≥ 0,
ǐsplaukiantis ǐs 3.1.3 teoremos, nėra patogus. Rasime kitokiu

‘
galimybiu

‘
.

Pradžioje pastebėkime paprasta
‘
savybe

‘
.

1 teorema. Neredukuojama Markovo grandinė su būsenu
‘
aibe 0, 1, . . . yra

gri
‘
žtamoji tada ir tik tada, jei visiems i ≥ 1 tikimybės fi0 = 1.

I
‘
rodymas. Išplaukia ǐs apibrėžimo.

I
‘
veskime sa

‘
lygines tikimybes n žingsniu

‘
ǐsbūti būsenu

‘
aibėje S

si(n) = P (Xj ∈ S : j = 1, . . . , n| X0 = i), i ∈ S

ir ju
‘
ribas - tikimybes ǐs viso nepalikti šios aibės:

lim
n→∞ si(n) = si.
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Ribos egzistuoja tikimybiu
‘
monotonǐskumo dėka.

2 teorema. Jei lygčiu
‘
sistema

zi =
∑

j∈S

pijzj (3.3)

turi toki
‘
sprendini

‘
{zi, i ∈ S}, kad |zi| ≤ 1, tai tikimybės si yra maksimalus

šios sistemos sprendinys, t.y. (|zi| ≤ si kiekvienam i ∈ S).

I
‘
rodymas. Po vieno žingsnio turime

si(1) =
∑

j∈S

pij,

o po n žingsniu
‘
:

si(n) =
∑

j∈S

pijsj(n− 1).

Perėje
‘
prie ribos matome, kad {si, i ∈ S} tenkina nagrinėjama

‘
sistema

‘
, t.y.

si =
∑

j∈S

pijsj.

Jei {zi, i ∈ S} yra kitas sprendinys ir |zi| ≤ 1, tai

|zi| ≤
∑

j∈S

pij|zj| ≤
∑

j∈S

pij = si(1).

Tesiame toliau
|zi| ≤

∑

j∈S

pijsj(1) = si(2).

Pagal indukcija
‘
visiems n gauname |zi| ≤ si(n). Kai n →∞, ǐs čia ǐsplaukia

|zi| ≤ si visiems i ∈ S.
I
‘
rodyta.

Pastebėkime, kad teoremoje nebūtina reikalauti sprendinio aprėžtumo
vienetu. Turėdami sistemos (??) sprendini

‘
su 0 < maxi≥1 |zi| = C > 0,

galėtume imti sprendini
‘
(z1/C, z2/C, . . .). Akcentuokime priešinga

‘
atveji

‘
.

Išvada. Jei sistema (??) neturi aprėžtu
‘
nenuliniu

‘
sprendiniu

‘
, tai si ≡ 0.

3 teorema. Neredukuojama Markovo grandinė su būsenu
‘
aibe 0, 1, . . . yra

pereinamoji tada ir tik tada, jei visiems i ≥ 1 lygčiu
‘
sistema

zi =
∞∑

j=1

pijzj (3.4)
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turi aprėžta
‘
nenulini

‘
sprendini

‘
.

I
‘
rodymas. Taikome 2 teorema

‘
, kai S = {1, 2, . . .} yra būsenu

‘
aibė. Esant

nenuliniam aprėžtam (??) sistemos sprendiniui, ir si > 0 kažkokiam i ≥ 1.
Tada fi0 = 1− si < 1. Vadinasi, pagal 1 teorema

‘
grandinė yra pereinamoji.

Jei aprėžto nenulinio sprendinio nėra, tai pagal ǐsvada
‘
si ≡ 0. Pagal 1

teorema
‘
tokia grandinė yra gri

‘
žtamoji, o ne pereinamoji.

I
‘
rodyta.

Panagrinėkime pora
‘
pavyzdžiu

‘
.

Atsitiktinis klaidžiojimas. Nagrinėjame atsitiktini
‘
klaidžiojima

‘
aibėje 0, 1, 2, . . .

su perėjimo tikimybėmis

pi,i+1 = pi, pi,i−1 = qi = 1− pi, 0 < pi < 1, i = 0, 1, . . .

Čia p0 = 1. Raskime būsenu
‘
charakterizacijos kriterijus.

Sprendimas. Pastebėkime, kad grandinė yra neredukuojama. Sistema
(??) šiuo atveju yra tokia:

z1 = p1z2,

zi = pizi+1 + qizi−1, i = 2, 3, . . .

Todėl
zi+1 − zi =

qi

pi

(zi − zi−1), i = 2, 3, . . .

ir

zi+1 − zi =
i∏

j=2

(qj

pj

)
(z2 − z1) = z1

i∏

j=1

qj

pj

, i ≥ 1.

Pažymėje
‘

ρ0 = 1, ρi =
i∏

j=1

qj

pj

, i ≥ 1,

sudėdami gauta
‘
sias lygybes pagal i, ǐsvedame

zn+1 = z1

n∑

i=0

ρi.

Vadinasi, ši Markovo grandinė yra pereinamoji tada ir tik tada, jei

∞∑

i=0

ρi < ∞. (3.5)
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Jei ši eilutė diverguoja, grandinė yra gri
‘
žtamoji. Atskirkime atvejus, kada

ji yra teigiamai gri
‘
žtamoji, kada - nulgri

‘
žtamoji. Galime pasinaudoti 3.2.3

teorema. Joje buvo lygčiu
‘
sistema

xj =
∞∑

k=0

xkpkj j ≥ 0.

Grandinė yra teigiamai gri
‘
žtamoji tada ir tik tada, jei pastaroji lygtis turi

teigiama
‘
sprendini

‘
su sa

‘
lyga x0 + x1 + · · · = c < ∞.

Atkreipkime dėmesi
‘
, kad nežinomieji čia turi ir nuline

‘
koordinate

‘
. Mūsu

‘

atveju sistema yra tokia:
x0 = q1x1,

xj = qj+1xj+1 + pj−1xj−1, j = 1, 2, . . .

Ankstesni skaičiavimai kiek pasikeičia. Pastebėkime, kad

qj+1xj+1 − pjxj = qjxj − pj−1xj−1, j = 1, 2, . . .

Atveju j = 1 turime q1x1 − p0x0 = x0 − x0 = 0. Taigi

qj+1xj+1 = pjxj j = 0, 1, . . .

Iš čia ǐsplaukia

xj+1 = x0

j∏

i=0

pi

qi+1

, j ≥ 0.

Paėme
‘

x0 = 1 gauname teigiama
‘

sprendini
‘
. Prisimine

‘
dar ir sa

‘
lyga

‘
jam

nusprendžiame: grandinė bus teigiamai gri
‘
žtamoji tada ir tik tada, jei eilutė

∞∑

j=0

j∏

i=0

pi

qi+1

< ∞.

Prisimine
‘
žymeni

‘
ρj, eilute

‘
perrašome

∞∑

j=1

1

pjρj

< ∞. (3.6)

Iš pastarosios eilutės konvergavimo ǐsplaukia (??) divergavimas.
Pagal 3.2.3 teorema

‘
atveju, kai patenkinta (??) sa

‘
lyga, egzistuos ir sta-

cionarusis skirstinys.
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Pastebėkime, kad grandinė yra nulgri
‘
žtamoji tada ir tik tada, jei abi

eilutės (??) ir (??) diverguos.
Eilutės bendru atveju gana komplikuotos. Paėmus, pavyzdžiui, pi = p ir

qi = q kiekvienam i ≥ 1, jos suprastėja. Eilutės (??) konvergavimo sa
‘
lyga

taptu
‘
reikalavimas 0 < p < 1/2. Išsprende

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gautume ir sta-

cionariojo skirstinio pavidala
‘
:

πj =
xj∑∞

k=0 xk

=

{
(q − p)/2q, j = 0
(q−p)(p/q)j−1

2q
, j > 0.

Aptarnavimo sistema M/G/1. Nagrinėsime aptarnavimo sistema
‘
, minėta

‘

1.7 skyrelyje. Joje klientai atvyksta pagal Puasono procesa
‘
, o aptarnavimo

laikas turi skirstini
‘

G ir yra nepriklausomas nuo atvykimo praceso. Tada
radome, klientu

‘
, esančiu

‘
stotyje laiko momentu t, skaičiaus skirstini

‘
.

UŽDUOTIS. Tarkime, kad Xn yra klientu
‘
, likusiu

‘
sistemoje po n-ojo aptarnavimo,

o Yn - klientu
‘
, atvykusiu

‘
vykstant (n + 1)-ajam aptarnavimui, skaičiai. Aprašykime šiu

‘

a.d. skirstinius.

Sprendimas. Pastebėkime sa
‘
ryši

‘

Xn+1 =
{

Yn, Xn = 0,
Xn − 1 + Yn, Xn > 0.

Vadinasi, {Xn, n ≥ 0} yra homogeninė Markovo grandinė, X0 = 0. Turime

p0j = P (X1 = j|X0 = 0) = P (X1 = j) = P (Y1 = j).

A.d. Yn turi vienoda
‘
skirstini

‘
, nes tokie yra klientu

‘
aptarnavimai. Be to,

jie yra nepriklausomi. Tai ǐsplaukia ǐs Puasono proceso savybės: prieaugliai
nepriklauso muo ju

‘
padėties, bet tik nuo ilgio. Todėl, jei Z yra vieno kliento

aptarnavimo intervalas, tai

P (Yn = j) = E(P (Yn|Z)) =
∫ ∞

0
P (Yn = j|Z = x)dG(x)

=
∫ ∞

0
e−λx (λx)j

j!
dG(x), j = 0, 1, . . .

Randame kitas perėjimo tikimybes.

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (j = i− 1 + Yn)

=
{

0, j < i− 1,
P (Yn = j − i + 1), j ≥ i− 1,
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čia i = 0, 1, . . .

Klasifikuokime Markovo grandinės {Xn, n ≥ 0} būsenas. Jos yra susisiekiančios,
t.y. grandinė yra neredukuojama.

Pradėkime nuo pereinamumo tyrimo. Pažymėje
‘
trumpiau p0j = aj, j ≥ 0

matome, kad 0 < aj < 1 ir p1j = aj, o

pij =
{

0, j < i− 1,
aj−i+1, j ≥ i− 1,

kai i ≥ 2. Taigi, sistema (??) šiuo atveju yra tokia:

z1 =
∞∑

j=1

ajzj,

zi =
∞∑

j=i−1

aj−i+1zj =
∞∑

j=0

ajzi+j−1, i = 2, 3, . . .

Ieškome sprendinio pavidalu zi = 1− ui, i ≥ 1 ir 0 < u < 1. I
‘
state

‘
i
‘
sistema

‘

gauname

1− u =
∞∑

j=1

aj(1− uj),

1− ui =
∞∑

j=0

aj(1− ui+j−1), i = 2, 3, . . .

Jei

A(s) :=
∞∑

i=0

ais
i,

tai abi naujosios sistemos lygtys susiveda i
‘
viena

‘
lygti

‘

A(u) = u,

čia 0 < u < 1. Skyrelyje 3.4 apie ǐssǐsakojančius procesus matėme, kad ši
lygtis turi sprendini

‘
nurodytame intervale tada ir tik tada, jei

m = A′(1) > 1.

Be to pastebėjome, kad tada intervale (0, 1) sprendinys yra vienintelis.
Darome ǐsvada

‘
: Markovo grandinė {Xn, n ≥ 0} yra pereinamoji tada ir

tik tada, jei m > 1 .
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Grandinė yra teigiamai gri
‘
žtamoji, jeigu egzistuoja stacionarusis skirstinys.

Ji
‘
ieškant, pagal 3.2.3 teorema

‘
turime spre

‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘
x̄ = x̄P , čia P -

perėjimo tikimybiu
‘
matrica, kurios elementus jau žinome. Po to, jeigu xj > 0

ir c = x0 + x1 + · · · < ∞, tai πj := xj/c, j ≥ 0 yra stacionariojo skirstinio
tikimybės.

Dabar lygčiu
‘
sistema yra tokia:

xj = ajx0 +
j+1∑

i=1

aj−i+1xi, j ≥ 0. (3.7)

Čia 0 < aj < 1. Aǐsku, kad sistema yra suderinta, nes parinkus 0 < x0 < 1 ǐs
lygybės x0 = x0a0+x1a0, rastume x1 ir t.t. Bet sprendinio koordinačiu

‘
eilutė

turi ir konverguoti. Todėl tenka toliau tirti tiesini
‘
rekurentu

‘
ji
‘
sa

‘
ryši

‘
. Tokiais

atvejais visada patogu i
‘
vesti generuojančias funkcijas. Tegul A(s) anksčiau

apibrėžta, o

V (s) :=
∞∑

j=0

xjs
j.

Abi (??) lygybės puses padaugine
‘
ǐs sj ir sudėje

‘
pagal j ≥ 0, gauname

V (s) = x0A(s) +
∞∑

j=0

sj
j+1∑

i=1

aj−i+1xi

= x0A(s) +
∞∑

i=1

xi

∞∑

j=i−1

aj−i+1s
j = x0A(s) +

∞∑

i=1

xis
i−1A(s)

= x0A(s)− x0A(s)

s
+

A(s)V (s)

s
.

Iš čia ǐsplaukia

V (s) =
x0A(s)(s− 1)

s− A(s)
.

Kadangi
lim

s→1−
A(s) = A(1) = 1,

tai

lim
s→1−

V (s) = x0 lim
s→1−

s− 1

s− A(s)
= x0 lim

s→1−

(
1− 1− A(s)

1− s

)−1

=
x0

1− f ′(1)
.

jei
m = f ′(1) =

∑

j≥1

jaj < 1.



80 CHAPTER 3. MARKOVO ATSTATYMO PROCESAI

Taigi, ši nelygybė yra pakankama grandinės teigiamo gri
‘
žtamumo sa

‘
lyga.

Panašiai samprotaujant būtu
‘
galima i

‘
rodyti, kad sa

‘
lyga yra ir būtina.

3.6 Pusiau Markovo procesas

Apibrėždami homogenine
‘
Markovo grandine

‘
, dabar žymima

‘
{Jn, n ≥ 0} su

būsenu
‘
aibe 0, 1, . . ., mes pateikiame pradini

‘
skirstini

‘
pj = P (J0 = j), j ≥ 0

ir perėjimo tikimybes

pij = P (Jn+1 = j| Jn = i) = P (J1 = j| J0 = i).

Kai perėjimai ǐs būsenos i
‘
būsena

‘
nėra apibrėžti žingsniais, kai jie priklauso

nuo atsitiktinio laiko, per kuri
‘
tas perėjimas vyksta, elgiamasi kitaip.

Nagrinėkime Markovo grandine
‘

ir apibrėžkime procesa
‘

laiko intervale
[0,∞]. Tarkime, kad Qij(t) yra tikimybė, kad procesui ka

‘
tik patekus i

‘

būsena
‘
i sekantis perėjimas bus i

‘
būsena

‘
j laiko intervale [0, t], t ≥ 0. Taigi,

Qij(∞) = pij,
0 ≤ Qij(t) ≤ 1, i, j ≥ 0, t ≥ 0

ir ∞∑

j=0

Qij(∞) = 1.

Pažymėkime

Fij(t) =
Qij(t)

pij

,

jei pij > 0. Priešingu atveju, galima susitarti Fij(t) = 1, Fij(t) = 0 arba bet
kaip. Šia

‘
funkcija

‘
galime laikyti atsitiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti

būsena
‘
, sa

‘
lygine skirstinio funkcija, esant sa

‘
lygai, kad ka

‘
tik patekus i

‘
i ǐs

karto yra pereinama i
‘
būsena

‘
j. Šis laikas ,,yra praleidžiamas” būsenoje i,

nes kitu
‘
būsenu

‘
procesas neturi. Tegul J0 yra proceso pradinė būsena, o Jn,

n ≥ 1, - būsenos, i
‘
kurias procesas pateko tik ka

‘
atlikus n-a

‘
ji
‘
perėjima

‘
. Ši

Markovo grandinė vadinama i
‘
dėta

‘
ja. Ji gaunama ǐs proceso reikšmiu

‘
nurody-

tuose laiko momentuose. Pažymėkime Ni(t) patekimu
‘
i
‘
būsena

‘
i skaičiu

‘
laiko

intervale (0, t] ir
N(t) =

∑

i

Ni(t).

Tai visu
‘
perėjimu

‘
laiko intervale (0, t] skaičius. Mus dominantis procesas yra

Z(t) = JN(t),
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būsena laiko momentu t. Jis vadinamas pusiau Markovo procesas. Skaičiuo-
jantysis procesas N(t) (dažnai ir jo vektorinė versija Ñ(t) = (N0(t), N1(t), . . .))
vadinamas Markovo atstatymo procesu.

1 teorema. Jei i yra pradinė būsena, tai Ni(t) yra atstatymo procesas, o
Nj(t), i 6= j, yra vėluojantis atstatymo procesas.

I
‘
rodymas. Laiko tarpai tarp atskiru

‘
sugri

‘
žimu

‘
i
‘
būsena

‘
j yra nepriklau-

somi ir vienodai pasiskirste
‘
a.d. su skirstinio funkcija Fjj(t). Pirmasis laiko

tarpas einant ǐs i i
‘

j turi skirstinio funkcija
‘

Fij(t), gal būt, skirtinga
‘

nuo
Fjj(t), jei i 6= j. I

‘
rodyta.

Akivaizdu, kad žinant J0 ir N(t) skirstinius, galima rasti ir proceso Z(t)
skirstini

‘
. Atvirkščias tvirtinimas nebūtinai yra teisingas. Norėdami tuo

i
‘
sitikinti, imkime vienos būsenos {0} procesa

‘
Z(t). Vistiek N(t) = N0(t),

skaičiuojantis atvykimu
‘
ǐs i i

‘
i skaičiu

‘
, ǐslieka neapibrėžtas. Papildomai reiktu

‘

žinoti Q00(t). Suma

Hi(t) =
∞∑

j=0

pijFij(t)

yra atsitiktinio laiko, reikalingo vienam perėjimui ǐs i, skirstinio funkcija.
Priimkime tokia

‘
sa

‘
lyga

‘
:

Hi(0) < 1.

Pirmas ǐskylantis klausimas, ar perėjimu
‘
ǐs būsenos i

‘
būsena

‘
skaičius baig-

tiniame intervale yra baigtinis.

Apibrėžimas. Būsena i vadinama reguliaria, jei

P (N(t) = ∞| J0 = i) = 0

kiekvienam t < ∞.

Markovo atstatymo procesas N(t) yra reguliarus, jei kiekviena ǐs būsenu
‘

yra reguliari.

2 teorema. Jei pradinė Markovo grandinė turi baigtini
‘
būsenu

‘
skaičiu

‘
, tai

N(t) yra reguliarus.

I
‘
rodymas. Nagrinėdami atstatymo procesus buvome pastebėje

‘
, kad Nj(t) <

∞ su vienentine tikimybe. Lieka pritaikyti reguliarumo apibrėžima
‘
.

Jei būsenu
‘
aibė 0, 1, . . ., reguliarumo gali nebūti. Pavyzdžiui, imkime

pi,i+1 = 1, i = 0, 1, . . .
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ir

Fi,i+1(t) =
{

0, t < (1/2)i

1, t ≥ (1/2)i.

Dabar

N(2) =
∞∑

j=1

Nj(2) =
∞∑

j=i+1

1 = ∞,

jei J0 = i. Taigi, visos būsenos yra nereguliarios.
Išveskime Markovo atstatymo proceso reguliarumo sa

‘
lyga

‘
. Pažymėkime

Xn+1 a. laiko tarpa
‘
tarp n-ojo ir (n+1)-ojo perėjimu

‘
. Jie yra nepriklausomi,

bet nebūtinai vienodai pasiskirte
‘
, nes perėjimu

‘
trukmė priklauso nuo esamos

būsenos. Seka poru
‘

(Jn, Xn+1), n ≥ 0 vienareikšmǐskai nusako Markovo
atstatymo procesa

‘
N(t), jei pastarasis yra reguliarus. Tai matyti ir ǐs lygybės

N(t) = sup{n ≥ 0 : X1 + · · ·+ Xn ≤ t}. (3.8)

Teorema. Markovo atstatymo procesas N(t) yra reguliarus, jei yra patenk-
inta viena ǐs sa

‘
lygu

‘
:

(i) egzistuoja tokie teigiami α ir ε, kad visiems i ≥ 0 yra teisinga
nelygybė

1−Hi(α) > ε;

arba
(ii) ǐs bet kurios pradinės būsenos J0 = i i

‘
dėtoji Markovo grandinė

{Jn, n ≥ 0}
su tikimybe vienetas per baigtini

‘
skaičiu

‘
žingsniu

‘
pasieks gri

‘
žtama

‘
ja

‘
būsena

‘
.

I
‘
rodymas. Jei yra patenkinta sa

‘
lyga (i), tai visoms būsenoms perėjimui ǐs

ju
‘
i
‘
bet kuria

‘
kita

‘
sugaǐstamas laikas su tikimybe didesne už ε yra nemažesnis

už α. I
‘
veskime pagalbinius a.d.:

X̄n =

{ 0, Xn ≤ α
α, su tikimybe ε/(1−Hj(α)), jei Xn > α, Jn−1 = j,
0, su tikimybe 1− ε/(1−Hj(α)), jei Xn > α, Jn−1 = j.

Jie yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘
. Iš tiesu

‘
, atkreipe

‘
dėmesi

‘
i
‘

apibrėžime dalyvaujančia
‘
atsitiktine

‘
sa

‘
lyga

‘
, randame

P (X̄n = α) = ε/(1−Hj(α))P (Xn > α, Jn−1 = j)

= ε/(1−Hj(α))(1−Hj(α)) = ε = 1− P (X̄n = 0).
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Visiems n ≥ 0 tikimyb4s yra vienodos. Todėl

N̄(t) := sup{n ≥ 0 : X̄1 + · · ·+ X̄n ≤ t}

yra anksčiau ǐsnagrinėtas atstatymo procesas. Jam turėjome teigini
‘
: N̄(t) <

∞ su tikimybe vienetas, jei t < ∞. Kadangi X̄n ≤ Xn, tai N(t) ≤ N̄(t) < ∞
su tikimybe vienetas. Tai i

‘
rodo šio proceso reguliaruma

‘
.

Tegul yra patenkinta sa
‘
lyga (ii). Tegul Jn pasiekė gri

‘
žtama

‘
ja

‘
būsena

‘
j

žingsnyje n0, o n1 < n2 < · · · - kitu
‘
žingsniu

‘
, kai vėl atvykstama i

‘
j numeriai.

Pažymėkime

T0 = X0 + · · ·+ Xn0 ,

Tk = Xnk−1+1 + · · ·+ Xnk
, k ≥ 1.

Pastarieji a.d. jau yra vienodai pasiskirste
‘
, nes tai laikas, sugaǐstamas einant

ǐs j i
‘
j būsena

‘
. Dabar {Tk, k ≥ 0} apibrėžia vėluojanti

‘
atstatymo procesa

‘
,

todėl

∞ =
∑

k≥0

Tk =
∑

n≥1

Xn

su tikimybe vienetas. Iš sa
‘
ryšio (??) dabar matome, kad N(t) < ∞, kai

t < ∞.

I
‘
rodyta.

PAVYZDYS. Dar karta
‘
gri

‘
žkime prie aptarnavimo sistemos M/G/1, kai

klientai atvyksta pagal Puasono procesa
‘
su parametru λ > 0. Tegul aptar-

navimo laikas yra eksponentinis a.d., bet su parametru µ. Tad sistema turėtu
‘

žymeni
‘
M/M/1.

Klientu
‘
, esančiu

‘
sistemoje momentu t, skaičius (tegu dabar n(t)) yra pu-

siau Markovo procesas. Iš tiesu
‘
, i

‘
dėtoji Markovo grandinė yra klientu

‘
skaičius

po kiekvieno naujo atvykimo ir po ka
‘
tik pasibaigusio aptarnavimo bei kliento

ǐsvykimo kartu sudėjus. Laiko tarpu
‘
tarp vienu

‘
arba kitu

‘
skirstiniai yra ek-

sponentiniai. Minėti būsenu
‘
pasikeitimo momentai gali būti i

‘
vairiai ǐssidėste

‘
,

gretimi gali būti tiek du atvykimai, tiek atvykimas ir aptarnavimo pabaiga
arba dvi gretimos aptarnavimo pabaigos.

Tegu T1 yra laiko tarpas tarp klientu
‘

atvykimu
‘
, o T2 - vieno kliento

aptarnavimo laikas, jis lygus ir laiko tarpui tarp dvieju
‘
gretimu

‘
aptarnavimu

‘

pabaigu
‘
. Todėl

P (T1 > t) = e−λt, P (T2 > t) = e−µt.
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Šie a.d. yra nepriklausomi tarpusavyje. Fiksuokime momenta
‘
, kai sistema

pateko i
‘
būsena

‘
i ≥ 1 dėl ka

‘
tik pabaigto aptarnavimo. Jei sekantis būsenos

pasikeitimas vėl yra dėl ǐsvykusio aptarnauto kliento, tai būsena yra i− 1 ir
turi būti T2 < T1. Lygybės atveji

‘
šiems a.d. galime ignoruoti, nes tai nuline

‘

tikimybe
‘
turintis i

‘
vykis. Todėl

pi,i−1 = P (T2 < T1) =
∫ ∞

0
P (T1 > u)dP (T2 < u)

=
∫ ∞

0
e−λuµe−µudu =

µ

λ + µ
.

Jei būsena i buvo pasiekta atvykus naujam klientui, kažkokio kliento aptar-
navimas jau galėjo būti pradėtas anksčiau ir vyko Y < T2 laiko. A.d. Y
priklauso tik nuo atvykimo momento, bet ne nuo T1 ir T2. Prisiminkime
stipria

‘
ja

‘
neturėjimo atminties savybe

‘
:

P (T2 < t + Y |T2 ≥ Y ) = P (T2 < t).

Mūsu
‘
atveju, kadangi T2 ≥ Y , net

P (T2 < t + Y ) = P (T2 < t + Y, T2 ≥ Y )

= P (T2 < t + Y |T2 ≥ Y )P (T2 ≥ Y ) = P (T2 < t).

Dabar perėjimo i
‘
būsena

‘
i− 1 tikimybė yra

pi,i−1 = P (T2 − Y < T1) =
∫ ∞

0
P (T2 − Y < u)dP (T1 < u)

=
∫ ∞

0
P (T2 < u)dP (T1 < u) =

∫ ∞

0
(1− e−µu)λe−λudu

=
µ

λ + µ
.

Taigi, tikimybė nepriklauso nuo to, kaip buvo patekta i
‘
būsena

‘
i. Panašiai,

perėjimas i
‘
būsena

‘
i + 1 vyksta su tikimybe

pi,i+1 =
λ

λ + µ
.

Aǐsku, kad pij = 0, jei j 6= i− 1, i + 1 ir i ≥ 1. Tikimybė p01 = 1.
Dabar randame Qij(t). Klientu

‘
skaičiaus dinamika vyksta laike. Perėjimo

ǐs 0 i
‘
būsena

‘
1 per laika

‘
t tikimybė lygi

Q01(t) = P (T1 < t) =
∫ t

0
d(1− e−λu) = 1− e−λt,
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Tikimybė Qi,i−1(t) aprašo i
‘
vyki

‘

{is i− os busenos procesas pereis i (i− 1)− a per laika t}
= {per tpasikeis jo busena}

∩ {is i− os procesas pereis i (i− 1)− a}.

Tegul T = min{T1, T2}. Būsenos pasikeitimas per t laiko yra i
‘
vykis {T < t}.

Klientu
‘

atvykimas ir aptarnavimas nepriklauso nuo ju
‘

skaičiaus sistemoje,
t.y. nuo būsenu

‘
. Vadinasi,

Qi,i−1(t) = P (T < t| busena i 7→ i− 1)P (busena i 7→ i− 1)

= P (T < t)pi,i−1.

Skaičiuojame toliau

P (T < t) = 1− P (T ≥ t) = 1− P (T1 ≥ t, T2 ≥ t)

= 1− P (T1 ≥ t)P (T2 ≥ t) = 1− e−λte−µt

= 1− e−(λ+µ)t.

Taigi,

Qi,i−1(t) =
µ

λ + µ
(1− e−(λ+µ)t).

Analogǐskai,

Qi,i+1(t) =
λ

λ + µ
(1− e−(λ+µ)t),

jei i ≥ 1.

UŽDUOTIS. Ar aptarnavimo sistemoje M/G/1, kai G 6= M , n(t) bus pusiau
Markovo procesas?

3.7 Būsenu
‘
klasifikacija

Kaip ir Markovo grandiniu
‘
atveju, Markovo atstatymo proceso būsenos yra

panašiai klasifikuojamos. Pažymėkime

Pij(t) = P (Z(t) = j|Z(0) = i), Gij(t) = P (Nj(t) > 0|Z(0) = i).

Kadangi Nj(t) skaičiuoja patekimu
‘
i
‘
būsena

‘
j laiko intervale (0, t] skaičiu

‘
, tai

Gij(t) - tikimybė, kad šiame intervale bent karta
‘
procesas pateks i

‘
būsena

‘
j,
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kai pradinė būsena buvo i, - lygi tikimybei, kad atsitiktinis pirmojo patekimo
i
‘
šia

‘
būsena

‘
laikas (gal būt, net begalinis) yra nedidesnis už t, esant tai pačiai

sa
‘
lygai. Todėl Gij(t) yra sa

‘
lyginė a. laiko skirstinio funkcija. Jos momentai:

µij :=
{ ∞, Gij(∞) < 1,∫∞

0 tdGij(t) kitu atveju.

Taigi, µii yra vidutinis gri
‘
žimo i

‘
būsena

‘
i laikas. Palyginkime su vidurkiu

µi :=
∫ ∞

0
tdHi(t) =

∞∑

j=0

pij

∫ ∞

0
tdFij(t),

kuris reǐskia vidutini
‘
ǐsbuvimo šioje būsenoje laika

‘
vieno vizito metu.

Apibrėžimas. Markovo atstatymo (pusiau Markovo) proceso būsenos i ir
j yra susisiekiančios, jeigu

Gij(∞)Gji(∞) > 0.

Apibrėžimas i
‘
veda ekvivalentumo sa

‘
ryši

‘
būsenu

‘
aibėje, kuri skyla i

‘
su-

sisiekiančiu
‘

tarpusavyje būsenu
‘

klases. Jei klasė yra viena, sakome, kad
procesas yra neredukuojamas. Jei Gii(∞) = 1, tai būsena i vadinama gri

‘
žta-

ma
‘
ja, priešingu atveju - pereinama

‘
ja. Gri

‘
žtama būsena i yra teigiamai

gri
‘
žtamoji, jei µii < ∞ ir nulgri

‘
žtamoji priešingu atveju. Tokios sa

‘
vokos

buvo apibrėžtos ir i
‘
dėtajai Markovo grandinei {Jn, n ≥ 0}. Galima nuspėti

esant tarpusavio ryši
‘
.

1 teorema. Pusiau Markovo proceso būsena i yra susisiekianti su j (gri
‘
ž-

tamoji arba pereinamoji) tada ir tik tada, jei ji yra tokia i
‘
dėtoje Markovo

grandinėje.

I
‘
rodymas. Pritaikyti lygybe

‘

Gij(∞) = P (Jn = j kazkuriam n > 0| J0 = i).

I
‘
rodyta.

Turėtus grandiniu
‘

būsenu
‘

kriterijus galime tiesiogiai susieti su pusiau
Markovo procesu.

2 teorema. Tarkime, kad µj < ∞. Pusiau Markovo proceso būsena j yra
gri

‘
žtamoji tada ir tik tada, jei

∫ ∞

0
Pjj(t)dt = ∞.
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I
‘
rodymas. Tegu J0 = j ir šios sa

‘
lygos toliau nekartokime. Išsiaǐskinkime

teoremoje nurodyto integralo prasme
‘
. Pažymėkime

A(t) = 1{Z(t) = j}.
Tada

Pjj(t) = E(A(t))

ir ∫ ∞

0
Pjj(t)dt = E

( ∫ ∞

0
A(t)dt

)
=: E(A).

Matome, kad integralas reǐskia viso laiko, praleisto būsenoje j, vidurki
‘
. Jei Yn

yra laikas, praleistas būsenoje j n-ojo vizito metu, ir Nj(∞) vizitu
‘
skaičius,

tai

A = Y0 +
Nj(∞)∑

n=1

Yn.

Kadangi i
‘
vykis {Nj(∞) = n} nepriklauso nuo Yn+1, Yn+2, . . ., pagal Waldo

lema
‘
turime

E(A) = E(Y0) + E(Y1)E(Nj(∞)) = µj(1 + E(Nj)).

Kadangi µj < ∞, tai teoremos sa
‘
lyga yra ekvivalenti

E(Nj(∞)) = ∞.

I
‘
dėta

‘
jai grandinei Jn tai ekvivalentu, kad ji su vienetine tikimybe gri

‘
š ir

gri
‘
š i

‘
būsena

‘
j. Iš tiesu

‘
, jei būtu

‘
teigiama tikimybė negri

‘
žti i

‘
būsena

‘
j, tai

Nj(∞) turėtu
‘
geometrini

‘
skirstini

‘
su baigtiniu vidurkiu (žr. 3.1.3 teoremos

i
‘
rodyma

‘
). Pritaike

‘
1 teorema

‘
, baigiame i

‘
rodyma

‘
.

Pastebėkime, kad pereinamajai pusiau Markovo proceso būsenai j, kai
µj < ∞ ir J0 = j, turėsime

Gjj(∞) < 1, E(Nj(∞)) < ∞
ir

Nj(∞) < ∞
su tikimybe vienetas. Be to, šis a.d. turi geometrini

‘
skirstini

‘
:

P (Nj(∞) = k) = gk−1
j (1− gj), k = 1, 2, . . . ;
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čia gj := Gjj(∞).
Atveju

‘
, kada būsenos yra teigiamai ar nulgri

‘
žtamosios, atskyrimas pusiau

Markovo procesams nebesutampa su anksčiau ǐsnagrinėtais grandiniu
‘
teigini-

ais. Tačiau baigtinio būsenu
‘
skaičiaus atveju galime pasinaudoti i

‘
dėtosiomis

Markovo grandinėmis ir pritaikyti joms ǐsvestus kriterijus.

3.8 Laiko funkciju
‘
sa

‘
ryšiai

Anksčiau i
‘
vestos funkcijos Qij(t), Fij(t), Hi(t), Pij(t) ir Gij(t) yra tarpusavyje

susijusios, jos aprašo atskiras pusiau Markovo proceso Z(t) arba Markovo
atstatymo proceso Ni(t) savybes.

1 teorema. Visoms būsenoms i, j ir t > 0 turime

Pjj(t) = 1−
∞∑

k=0

∫ t

0
(1− Pkj(t− x))dQjk(x),

Pij(t) =
∞∑

k=0

∫ t

0
Pkj(t− x)dQjk(x), i 6= j.

I
‘
rodymas. Tegul X1 yra a.laikas, per kuri

‘
procesas pateks i

‘
sekančia

‘
einant

ǐs j būsena
‘
. Jei sekanti būsena yra k, tai X1 skirstinio funkcija yra Gjk(x).

Būsenas aprašo i
‘
dėtoji Markovo grandinė {Jn, n ≥ 0}, Z(0) = J0. Tikimybe

‘

Pjj(t) vidurkiname atžvilgiu dvieju
‘
dydžiu

‘
J1 ir X1. Todėl

Pjj(t) =
∞∑

k=0

∫ ∞

0
P (Z(t) = j| J0 = j, J1 = k, X1 = x)dQjk(x).

Išnagrinėjame sa
‘
lygine

‘
tikimybe

‘
po integralo ženklu. Jei x > t, tai per x

laiko perėjimo i
‘
kita

‘
būsena

‘
nebuvo, vadinasi, tada ši tikimybė yra vienetinė.

Jei x < t, tai per laika
‘
x proceso būsena tapo k, vadinasi, per likusi

‘
laika

‘

t− x ji turės patekti i
‘
j. Todėl

P (Z(t) = j| J0 = j, J1 = k, X1 = x) = Pkj(t− x), x < t.

ir

Pjj(t) =
∞∑

k=0

∫ t

0
Pkj(t− x)dQjk(x) +

∞∑

k=0

∫ ∞

t
dQjk(x).
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Kadangi
∞∑

k=0

∫ ∞

0
dQjk(x) = 1, j ≥ 0,

ǐs čia ǐsplaukia pirmasis teoremos tvirtinimas.
Antrasis teiginys i

‘
rodomas taip pat. Dabar

Pij(t) =
∞∑

k=0

∫ ∞

0
P (Z(t) = j| J0 = i, J1 = k,X1 = x)dQjk(x).

Jei x > t, sa
‘
lyginė tikimybė po integralo ženklu lygi nuliui, nes nesant

perėjimo dviejose būsenose i ir j būti negalima. Jei x ≤ t, tai ši sa
‘
lyginė

tikimybė, kaip ir anksčiau lygi Pkj(t−x). I
‘
state

‘
gauta

‘
sias tikimybiu

‘
reikšmes

baigiame i
‘
rodyma

‘
.

2 teorema. Visoms būsenoms i, j ir t > 0 turime

Gij(t) =
∞∑

k=0

∫ t

0
Gkj(t− x)dQik(x) +

∫ t

0
(1−Gjj(t− x)dQij(x).

I
‘
rodymas. Tegul vėl X1 yra laikas pirmajam perėjimui atlikti. Jei tas

perėjimas yra ǐs i i
‘
k, tai vidurkindami gauname

Gij(t) =
∞∑

k=0

∫ ∞

0
P (Nj(t) > 0| J0 = i, J1 = k, X1 = x)dQik(x).

Jei x > t, perėjimu
‘

laike (0, t] nebuvo, todėl pointegralinė tikimybė lygi
nuliui. Jei x ≤ t ir k = j, tai ji lygi vienam. Ir atveju x ≤ t ir k 6= j ji lygi
Gkj(t− x). Lieka i

‘
statyti rastas tikimybės reikšmes.

I
‘
rodyta.

3 teorema. Visoms būsenoms i, j ir t > 0 turime

Pjj(t) =
∫ t

0
Pjj(t− x)dGjj(x) + 1−Hj(t),

Pij(t) =
∫ t

0
Pjj(t− x)dGij(x), i 6= j.

I
‘
rodymas. Ši

‘
karta

‘
pasinaudojame Gij(t) tikimybine interpretacija. Tegul

T yra a. laikas, reikalingas pirma
‘
karta

‘
pasiekti j būsena

‘
einant ǐs i. Tada

P (T ≤ t) = Gij(t) = P (Nj(t) > 0| J0 = i).
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Vadinasi, Gjj(t) yra vieno vizito būsenoje j laiko skirstinys. Prisimename,
kad

Hj(t) =
∑

k≥0

Qjk(t)

ǐsreǐskia tikimybe
‘

atlikti perėjima
‘

ǐs j i
‘

kita
‘

būsena
‘
. Skaičiuodami Pjj(t)

manome, kad galėjo ǐs viso nebūti perėjimo (šio i
‘
vykio tikimybė yra 1−Hj(t))

arba pabuve
‘

joje x ≤ t laiko, per likusi
‘

laiko tarpa
‘

t − x, mes nekeisime
būsenos. Ta

‘
minti

‘
ir ǐsreǐskia teoremos pirmoji formulė.

Jei i 6= j, tai perėje
‘
ǐs i i

‘
j per laika

‘
T = x, toliau būsenos nekeisime.

Keičiant x ≤ t gaunama antroji teoremos formulė.
I
‘
rodyta.

Ka
‘

galėtume ǐsvesti naudodami anksčiau ǐsdėstyta
‘

atstatymo procesu
‘

teorija
‘
. Dabar visada reikia atsižvelgti i

‘
pirma

‘
ja

‘
pusiau Markovo proceso

(i
‘
dėtosios Markovo grandinės Jn) pradine

‘
būsena

‘
. Visos tikimybės yra sa

‘
lyginės.

Užrašykime teiginius atstatymo procesui Nj(t). Jei pradinė būsena yra i 6= j,
tai jis yra vėluojantysis atstatymo procesas. Jei i yra pradinė būsena, tai
laikas T1 iki pirmojo atstatymo, patekimo i

‘
būsena

‘
j, laikas turi skirstini

‘

Gij(t), kiti laiko tarpai Tk tarp sekančiu
‘
vizitu

‘
- funkcija

‘
Gjj(t). Kadangi

{Nj(t) ≥ n} ⇔
{ ∑

k≤n

Tk ≤ t
}
,

todėl
P (Nj(t) = n| J0 = i) = Gij ? (Gjj)

?(n−1) −Gij ? (Gjj)
?n.

Čia žvaigždutė žymi sa
‘
sūka

‘
.

Jei j yra gri
‘
žtamoji būsena ir i ↔ j, tai Gjj(∞) = 1 ir todėl

P
(

lim
t→∞

Nj(t)

t
=

1

µjj

∣∣∣ J0 = i
)

= 1,

Atstatymo funkcijos analogas yra

mij(t) = E(Nj(t)| J0 = i).

Be i
‘
rodymo pateikiame pora

‘
atstatymo teoremu

‘

mij(t)

t
→ Gij(∞)

µjj

, t →∞.

ir
mij(t + a)−mij(t) → Gij(∞)

a

µjj

, t →∞.
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3.9 Atsinaujinantieji procesai

Nagrinėsime stochastinius procesus X(t), t ≥ 0, kurie būna būsenose 0.1, . . .
ir kurie kažkokiu, gal būt, atsitiktiniu laiko momentu 0 < T1 < ∞ tikimybǐskai
atsistato. Tai reǐskia, kad proceso X(T1+t), t ≥ 0 skirstinys sutampa su pro-
ceso X(t), t ≥ 0 skirstiniu. Juos vadinsime atsinaujinančiaisiais (lietuvǐskiau
nei regeneraciniais). Iš apibrėžimo ǐsplaukia, kad egzistuoja net begalinė seka
tokiu

‘
atsinaujinimo momentu

‘
T1 < T2 < · · ·. Laiko intervalus Tk − Tk−1,

k = 1, 2, . . ., vadinkime ciklais.
Antrame skyriuje nagrinėtas atstatymo procesas yra atsinaujinantis. Jam

pirmasis atstatymo momentas yra T1. Gri
‘
žtamasis Markovo atstatymo proce-

sas irgi yra atsinaujinantis, dabar T1 bus pirmasis gri
‘
žimo i

‘
pradine

‘
būsena

‘

momentas.
Pasinaudoje

‘
atstatymo teoremomis, i

‘
rodysime svarbia

‘
atsinaujinančiu

‘

procesu
‘
savybe

‘
.

1 teorema. Tarkime, kad T1 skirstinys yra absoliučiai tolydinis ir E(T1) <
∞. Tada visiems j ≥ 0

pj := lim
t→∞P (X(t) = j) =

E(laiko intervalas viename cikle, kai X(t) = j)

E(ciklo ilgis)
.

I
‘
rodymas. Pažymėkime P (X1 < x) = F (x) ir skaičiuokime

Pj(t) : = P (X(t) = j) =
∫ ∞

0
P (X(t) = j| T1 = x)dF (x)

=
∫ t

0
Pj(t− x)dF (x) +

∫ ∞

t
P (X(t) = j| T1 = x)dF (x)

=:
∫ t

0
Pj(t− x)dF (x) + qj(t).

Pirmasis dėmuo atsiskyrė, kadangi momentu x i
‘
vyko atsinaujinimas. Vadi-

nasi, ieškoma tikimybė tenkina atstatymo lygti
‘
. Iš antrojo skyriaus medžiagos

žinome kaip užrašomas tokiu
‘
lygčiu

‘
sprendinys. Gauname

Pj(t) = qj(t) +
∫ t

0
qj(t− s)dm(s),

čia

m(s) =
∞∑

n=1

F ∗n(s)
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yra sa
‘
sūku

‘
suma. Ir vėl atstatymo teorema leidžia tvirtinti, kad egzistuoja

riba ir
pj = lim

t→∞Pj(t) = (E(T1))
−1

∫ ∞

0
qj(t)dt.

Pertvarkome čia esanti
‘
integrala

‘
. Kadangi

qj(t) =
∫ ∞

t
P (X(t) = j| T1 = x)dF (x)

=
∫ ∞

0
P (X(t) = j, T1 > t| T1 = x)dF (x)

= P (X(t) = j, T1 > t),

tai
pj = (E(T1))

−1
∫ ∞

0
P (X(t) = j, T1 > t)dt.

Išsiaǐskinkime integralo prasme
‘
. Jei Y (t) yra i

‘
vykio {X(t) = j, T1 > t}

indikatorius, tai integralas lygus

∫ ∞

0
E(Y (t)dt = E

( ∫ ∞

0
Y (t)dt

)
.

Dabar jau matyti, kad jis reǐskia vidurki
‘
laiko, kuri

‘
procesas prabuvo būsenoje

j vieno ciklo metu.
I
‘
rodyta.

Tais atvejais, kai už buvima
‘

būsenoje gaunamos premijos, tenka ǐstirti
funkcionalu

‘
nuo atsinaujinančiu

‘
procesu

‘
skirstinius, momentus ir kitas charak-

teristikas. Tarkime, kad f : Z+ → R yra mati funkcija.

2 teorema. Tegul T1 skirstinys yra absoliučiai tolydinis, E(T1) < ∞ ir

E
(∣∣∣∣

∫ T1

0
f(X(s))ds

∣∣∣∣
)

< ∞.

Tada su tikimybe vienetas

1

t

∫ t

0
f(X(s))ds → (E(T1))

−1E
( ∫ T1

0
f(X(s))ds

)
=

∞∑

j=0

pjf(j)

ir

1

t
E

( ∫ t

0
f(X(s))ds

)
→ (E(T1))

−1E
( ∫ T1

0
f(X(s))ds

)
=

∞∑

j=0

pjf(j).
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I
‘
rodymas. Nurodytu

‘
ribu

‘
egzistavimas ir integralinės ǐsraǐskos yra ben-

dros teorijos apie atstatymo premiju
‘
procesus ǐsvada. Mes nedetalizuosime.

Integralu
‘
ǐsraǐskos sumomis ǐsplaukia pastebėjus, kad pagal integralo apibrė-

žima
‘

∫ T1

0
f(X(s))ds =

∞∑

j=0

f(j)

× (laiko intervalas viename cikle, kai X(t) = j).

Laiko intervalo ǐsraǐska yra 1 teoremos formulavime.

Panaši situacija ir atsinaujinantiems procesams su diskrečiuoju laiku. Ap-
siribosime pavyzdžiu.

PAVYZDYS. Bazei pareikalavimai dėl Yn prekiu
‘
yra pateikiami n-os dienos vakare.

Jie yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘

a.d. su diskrečia skirstinio funkcija F (x).
Savo ruožtu, pati bazė, užsakydama prekes kiekviena

‘
ryta

‘
, vadovaujasi tokia taktika: jei

turimas prekiu
‘
kiekis neviršija s, tai trūkstamu

‘
prekiu

‘
yra užsakoma iki kiekio S. Priešingu

atveju, prekės yra neužsakomos. Užsakytos prekės pristatomos ǐs karto. Rasti prekiu
‘
,

esančiu
‘

bazėje n-os dienos ryta
‘

ka
‘

tik gavus užsakytas prekes (jei ta
‘

diena
‘

toku
‘

buvo),
kiekio skirstinio asimptotika

‘
, kai n →∞.

Sprendimas. Tegul Xn, n ≥ 1, yra tiriamasis prekiu
‘
kiekis bazėje n-os

dienos ryta
‘

po užsakytu
‘

prekiu
‘

atvežimo. Galime i
‘
sivaizduoti, kad pirma

‘

diena
‘

bazė pradeda turėdama X1 = S prekiu
‘
. Slenkant dienoms situacija

keičiasi, nes ateinantys pareikalavimai tuština lentynas ir tenka prekiu
‘
skaičiu

‘

atnaujinti. Kaip tik tos dienos ryta
‘
situacija pasikartoja: sandėlyje vėl yra S

prekiu
‘
. Vadinasi, Xn, n ≥ 1 yra diskretaus laiko atsinaujinantis procesas. Iš

tiesu
‘
, galėtume i

‘
sivaizduoti net tolydini

‘
procesa

‘
, nes laiko tėkmė yra tolydi.

Pagal 1 teorema
‘

lim
n→∞P (Xn ≥ j) =

E(laiko intervalas viename cikle, kai Xn ≥ j)

E(ciklo ilgis)
.

Žinoma, ciklo ilgio vidurki
‘
reikia laikyti baigtiniu. Kaip rasti dešinėje pusėje

esančius dydžius?
Dėl bazės taktikos du atvejai yra akivaizdūs: jei j < s, tai riba yra 1 ir,

jei j > S, tai riba yra nulis. Tegu toliau s ≤ j ≤ S.
Kiek dienu

‘
(paru

‘
) bazėje bus nemažiau j prekiu

‘
? Tegu šis dienu

‘
skaičius

yra N . Pastebėkime, kad N = 1, jei jau Y1 > S − j, N = 2, jei Y1 ≤ S − j,
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bet Y1 + Y2 > S − j,... Taigi,

N = min{n : Y1 + · · ·+ Yn > S− j} = max{m : Y1 + · · ·+ Ym ≤ S− j}+ 1.

Jei T yra ciklo ilgis, tai

T = min{n : Y1 + · · ·+ Yn > S − s} = max{m : Y1 + · · ·+ Ym ≤ S − s}+ 1,

nes teko papildyti resursus. Galime i
‘
sivaizduoti, kad Y1, Y2, . . . yra tarpai tarp

atstatymu
‘
, o N ir T ,,skaičiuoja” juos. Tik ,,laiko” intervalai yra (0, S − j]

bei (0, S − s] atitinkamai. Atstatymo funkcijas mokėmės skaičiuoti antrame
skyriuje. Gauname

E(N) =
∑

n≥1

F ∗n(S − j) + 1 =: m(S − j) + 1, E(T ) =
∑

n≥1

F ∗n(S − s) + 1.

Čia žvaigždutė reǐskia sa
‘
sūkas. Kai s ≤ j ≤ S, gauname atsakyma

‘
:

lim
n→∞P (Xn ≥ j) =

m(S − j) + 1

m(S − s) + 1
.

3.10 Aptarnavimo sistemos atsinaujinimas

Pradžioje i
‘
sirodysime viena

‘
pagalbini

‘
teigini

‘
.

1 lema. Tarkime, kad Z1, Z2, . . . yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘

a.d. ir E(Z1) > 0. Jei

N := min{n : Z1 + · · ·+ Zn > 0},

tai E(N) < ∞.

I
‘
rodymas. Pastebėkime tokia

‘
apgre

‘
žimo savybe

‘
, būdinga

‘
nepriklausomiems

ir vienodai pasiskirsčiusiems a.d.:

P (Z1 ≤ 0, Z1 + Z2 ≤ 0, . . . , Z1 + Z2 + · · ·+ Zn ≤ 0)

= P (Zn ≤ 0, Zn + Zn−1 ≤ 0, . . . , Z1 + Z2 + · · ·+ Zn ≤ 0)

Jei

Sm := Z1 + · · ·+ Zm,
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tai tikimybė

P (N > n) = P (S1 ≤ 0, S2 ≤ 0, . . . , Sn ≤ 0)

= P (Sn ≤ Sn−1, Sn ≤ Sn−2, . . . , Sn ≤ 0).

Todėl

E(N) =
∞∑

n=0

P (N > n) =
∞∑

n=0

P (Sn ≤ Sn−1, Sn ≤ Sn−2, . . . , Sn ≤ 0)

= E
( ∞∑

n=0

1{Sn ≤ Sn−1, Sn ≤ Sn−2, . . . , Sn ≤ 0}
)
.

Čia esantis i
‘
vykio indikatorius rodo, kad eilutė ǐsreǐskia i

‘
vykiu

‘
skaičiu

‘
. I

‘
ja

‘

žiūrime kaip i
‘
atstatymo proceso reikšme

‘
begaliniame laiko intervale, kai n

su savybe

Sn ≤ Sn−1, Sn ≤ Sn−2, . . . , Sn ≤ 0

ǐsreǐskia atstatymo momenta
‘
. Tarpai tarp tokiu

‘
n turi būti nepriklausomi

a.d. Iš tiesu
‘
, taip ir yra. Po vieno tokio momento n1 eis tarpai iki kito n2,

vėliau iki n3 ir t.t., kai ši nelygybiu
‘

sistema nebus patenkinta. Tuo metu
prie Sj prisidės daugiau dėmenu

‘
, kurie yra nepriklausomi a.d.. Kadangi

nelygybės lygina tik sumos pakitimus, tai intervalai tarp ni+1 − ni, i ≥ 1
bus ir nepriklausomi, ir vienodai pasiskirste

‘
a.d. Vadinasi, galime taikyti

atstatymo proceso vidurkiu
‘
skaičiavimo teorija

‘
.

Pagal lemos sa
‘
lyga

‘
galioja stiprusis didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis. Iš jo ǐsplaukia,

kad i
‘
vykis Sn ≤ 0 su tikimybe vienetas gali vykti tik baigtini

‘
skaičiu

‘
kartu

‘
.

Juo labiau viršuje esančiu
‘
nelygybiu

‘
sistema yra patenkinta tik dėl baigtinio

skaičiaus n. Taigi, vidurkis E(N) yra tik baigtinė suma.
I
‘
rodyta.

Truputi
‘

bendriau pažvelkime i
‘

aptarnavimo sistema
‘

su vienu serveriu.
Dabar tarkime, kad klientai atvyksta pagal kažkoki

‘
procesa

‘
, kuris nebūtinai

yra Puasono. Tegu X1, X2, . . ., laiko tarpai tarp klientu
‘

atvykimu
‘
, yra

nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘
a.d. su absoliučiai tolydžiu skirstiniu.

Tarkime, kad Y1, Y2, . . . yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘
a.d., aprašantys

aptarnavimo trukmes. Ir vėl tariame, kad aptarnavimai ir atvykimai yra
nepriklausomi i

‘
vykiai. Pareikalaukime, kad

E(Y1) < E(X1) < ∞. (3.9)
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Tarkime, kad pirmasis klientas atvyko momentu t = 0 ir buvo pradėtas
aptarnauti. Jei T1 - pirmasis laiko momentas, kai aptarnavus paskutini

‘
esanti

‘

sistemoje klienta
‘
, vėl pasirodė kitas, tai galime sakyti, kad sistema viska

‘

pradėjo ǐs pradžiu
‘
. Pažymėkime n(t) klientu

‘
skaičiu

‘
sistemoje. Kai yra

patenkinta sa
‘
lyga (??), jis bus atsinaujinantis procesas. Susitarkime sistema

‘

ir laiko intervala
‘

laikyti užimta, jeigu serveris atlieka paslauga
‘
. Procesas

atsinaujina, kai prasideda naujas užimtumo periodas! Kokias ǐsvadas galima
padaryti pritaikius atsinaujinačiu

‘
procesu

‘
teorija

‘
?

Rasime T1 ǐsraǐska
‘
. Kokie yra proceso n(t) ciklai? Jei Y1 < X1, tai

momentu Y1 užimtumas baigėsi, bet sistema atsinaujino tik atvykus kitam
klientui, tad dabar T1 = X1. Tačiau kai aptarnavimas užtruko, jo metu galėjo
atvykti daug klientu

‘
ir iki atsinaujinimo visus reikia aptarnauti. Panagrinėje

‘

keleta
‘

variantu
‘

galime padaryti i
‘
sitikinti, kad sistema atsinaujina, kai mo-

mentais
N := min{n : X1 + · · ·+ Xn > Y1 + · · ·+ Yn},

jos užimtumo periodas baigiasi momentu

Y1 + · · ·+ YN ,

o ciklo ilgis yra
T1 = X1 + · · ·+ XN .

Esant sa
‘
lygai (??) galime pasinaudoti lema, kai Zi = Xi − Yi, i ≥ 1, ir gauti

E(N) < ∞.

Iš Waldo lemos ǐsplaukia

E(T1) = E(X1) · E(N) < ∞.

Vadinasi, pagal 3.9.1 teorema
‘
egzistuoja ribos

pj = lim
t→∞P (n(t) = j).

Koks yra skaičiaus klientu
‘
, esančiu

‘
sistemoje, asimptotinis elgesys? Patogu

nagrinėti vidurki
‘
ǐsreǐskianti

‘
integrala

‘

1

t
E

( ∫ t

0
n(s)ds

)
→ (E(T1))

−1E
( ∫ T1

0
n(s)ds

)
=

∞∑

j=1

jpj =: L
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Riba egzistuoja pagal 3.9.2 teorema
‘
.

Ši teorema taikytina ir nagrinėjant integralo (!) konvergavima
‘
su tikimybe

vienetas. Nieko neduotu
‘
n(t) tyrimas, kai t → ∞, nes dabar ribos neegzis-

tuoja. Iš tiesu
‘
, atsinaujinimo momentu

‘
sekai proceso reikšmės yra nulinės,

yra begaliniai posekiai, kai reikšmės lygios vienam ir t.t.

Laukiančiajam aktualesnė kita problema. Tarkime Wn - yra n-ojo kliento
ǐsbuvimo sistemoje laikas. Viršuje rastasis dydis N ǐsreǐskia ir klientu

‘
, ap-

tarnautu
‘
vieno atsinaujinimo ciklo metu, skaičiu

‘
. Jei Nj, j ≥ 1 yra tokiu

‘

klientu
‘
skaičius j-ame cikle, tai Nj - nepriklausomi pasiskirste

‘
taip kaip a.d.

N .
Pastebėkime, kad bendri laukimo laikai

W1 + · · ·+ WN , Ri := WNi+1 + · · ·+ WNi+N , i ≥ 0,

taip pat yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
‘
. Procesas, skaičiuojantis

atsinaujinimus arba ciklus, tegu M(t), yra atstatymo procesas, o

R(t) :=
M(t)∑

i=0

Ri

- atstatymo premiju
‘
procesas. Galime taikyti skyrelio 2.5 medžiaga

‘
. Vadi-

nasi, su tikimybe vienetas

1

n

n−1∑

i=0

Wi → E(Ri)

E(N)

bei
1

n

n−1∑

i=0

E(Wi) → E(Ri)

E(N)
=: W,

jei n →∞.
Dydi

‘
W galime vadinti vidutiniu kliento laukimo laiku.

Pastebėkime dar viena
‘
naudinga

‘
sa

‘
ryši

‘
. Jei L yra anksčiau rastasis vidu-

tinis klientu
‘
skaičius sistemoje tai

L =
W

E(X1)
.

Iš tiesu
‘
, kadangi E(T1) = E(N)E(X1), tai

L =
1

E(N)
E

( ∫ T1

0
n(s)ds

)
· 1

E(X1)
.
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Be to, pasinaudoje
‘
geometrine integralo ir sumos interpretacija, turime

N∑

i=1

Wi =
∫ T1

0
n(s)ds.

Lieka tik i
‘
statyti gauta

‘
sias lygybes.

3.11 Dar karta
‘
apie Markovo atstatymo pro-

cesus

Panaudokime pereito skyrelio medžiaga
‘
. Tegul kaip ir 3.7 skyrelyje Z(t) yra

pusiau Markovo procesas, Nj(t) - gri
‘
žimu

‘
i
‘
būsena

‘
j intervale (0, t] skaičius,

o

Pij(t) = P (Z(t) = j|Z(0) = i), Gij(t) = P (Nj(t) > 0|Z(0) = i).

Prisimename, kad Gij(t) yra atsitiktinis laiko patekti i
‘
j pirma

‘
karta

‘
sa

‘
lyginė

skirstinio funkcija, kai pradinė būsena buvo i. Jos pirmasis momentas buvo
pažymėtas µij, o µjj reǐskė laiko tarp gri

‘
žimu

‘
i
‘
būsena

‘
j vidurki

‘
. Buvome

i
‘
sivede

‘
ir vidurki

‘

µj :=
∫ ∞

0
tdHj(t),

kuris reǐskia vidutini
‘
ǐsbuvimo šioje būsenoje laika

‘
vieno vizito metu.

1 teorema. Jei būsenos i ir j susisiekia, Gjj nėra gardelǐska, tai egzistuoja
riba

Pj := lim
t→∞Pij(t) =

µj

µjj

.

I
‘
rodymas. I

‘
sivaizduokite, kad vizitai būsenoje ir po to einantis klaidžiojimas

iki sekančio vizito yra atsinaujinančio proceso ciklas, ir pasiremkite 3.9.1 teo-
rema.

Kaip ribos Pj siejasi su i
‘
dėtosios Markovo grandinės su perėjimo tikimybė-

mis pij stacionariuoju skirstiniu π̄ = (π1, π2 . . . , ), kai jis egzistuoja? Išvesime
pora

‘
sa

‘
ryšiu

‘
.

Prisiminkime dar viena
‘
žymeni

‘
. Turėjome funkcija

‘
Fij(t), kuri yra atsi-

tiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti būsena
‘
, sa

‘
lygine skirstinio funkcija,
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esant sa
‘
lygai, kad, ka

‘
tik patekus i

‘
i, po to yra pereinama i

‘
būsena

‘
j. Kitais

žodžiais tariant, sa
‘
lyginė ǐsbuvimo būsenoje i laiko skirstinio funkcija. Tegul

ηij =
∫ ∞

0
tdFij(t)

yra šio laiko vidurkis. Turime ir sa
‘
ryši

‘

µi =
∞∑

j=0

pijηij.

2 teorema. Visiems i, j ≥ 0 yra teisinga lygybė

µij = µi +
∑

k 6=j

pikµkj.

I
‘
rodymas. Tegul Tij yra pirmojo patekimo būsenon j laikas. Tada panau-

dodami būsenu
‘
žymenis J0 ir J1, gauname

µij =
∫ t

0
tdGij(t) = E(Tij)

=
∞∑

k=0

E(Tij| J1 = k, J0 = i)pik =
∑

k 6=j

pik(µkj + ηik) + pijηij

=
∑

k 6=j

pikµkj +
∑

k≥0

pikηik = µi +
∑

k 6=j

pikµkj.

I
‘
rodyta.

Vienas ǐs svarbiausiu
‘
teiginiu

‘
yra sekanti teorema.

3 teorema. Tarkime, kad Markovo atstatymo procesas yra teigiamai gri
‘
žta-

masis ir negardelǐski, o i
‘
dėtoji Markovo grandinė Jn, n ≥ 0 dar be to yra

neperiodinė. Visiems j ≥ 0 turime

µjjπj =
∞∑

i=0

πiµi

ir

Pj = µjπj

( ∞∑

i=0

πiµi

)−1

.
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I
‘
rodymas. Antroje teoremoje i

‘
rodyta

‘
lygybe

‘
dauginkime ǐs πi ir sumuokime.

Gauname

∞∑

i=0

πiµij =
∞∑

i=0

πiµi +
∞∑

i=0

πi

∑

k 6=j

pikµkj

=
∞∑

i=0

πiµi +
∑

k 6=j

µkj

∞∑

i=0

πipik

=
∞∑

i=0

πiµi +
∑

k 6=j

πkµkj.

Pasinaudoje
‘

stacionariojo skirstinio savybe π̄ = π̄P , čia P yra perėjimo
tikimybiu

‘
matrica, ir suprastine

‘
turime

µjjπj =
∞∑

i=0

πiµi.

Antrasis teiginys ǐsplaukia ǐs ka
‘
tik i

‘
rodytos lygybės ir 1 teoremos.

Šios teoremos svarba paaǐskėja nagrinėjant Markovo atstatymo proceso
ribines tikimybes. Pritaikant 3 teorema

‘
, pakanka nagrinėti i

‘
dėtosios Markovo

grandinės stacionaria
‘
sias tikimybes, jei jos egzistuoja.

Panagrinėkime pavyzdžiu
‘
.

Aptarnavimo sistema M/M/1. Joje klientai atvyksta pagal Puasono
procesa

‘
su parametru λ > 0, o aptarnaujami - pagal eksponentini

‘
dėsni

‘
su

parametru µ. Tegul λ < µ. Skyrelyje 3.6 esame pastebėje
‘
, kad klientu

‘

skaičius n(t) momentu t ≥ 0 yra pusiau Markovo procesas. I
‘
dėtoji Markovo

grandinė ssusidėjo ǐs klientu
‘
atvykimo ir ǐsvykimo momentu

‘
. Tai neperiodinė

teigiamai gri
‘
žtamoji grandinė.

Skyrelyje 3.6 ǐsvedėme jos perėjimo tikimybiu
‘
formules

pi,i−1 =
µ

λ + µ
, pi,i+1 =

λ

λ + µ
,

jei i ≥ 1. Be to, p01 = 1.
Apskaičiuokime šiame skyrelyje ǐsnagrinėtas charakteristikas. Prisimin-

kime ir lygybes:
Q01(t) = 1− e−λt,

Qi,i−1(t) =
µ

λ + µ
(1− e−(λ+µ)t),



3.11. DAR KARTA
‘
APIE MARKOVO ATSTATYMO PROCESUS 101

Qi,i+1(t) =
λ

λ + µ
(1− e−(λ+µ)t),

jei i ≥ 1. Taigi, F01(t) = Q01(t),

Fi,i−1(t) = 1− e−(λ+µ)t, Fi,i+1(t) = 1− e−(λ+µ)t,

jei i ≥ 1.
Laiko iki klientu

‘
skaičiaus pakitimo skirstinio funkcija, žinant, kad dabar

yra i klientu
‘
,

Hi(t) =
∞∑

j=0

Qij(t) =
{

1− e−λt, jei i = 0,
1− e−(λ+µ)t, jei i ≥ 1.

Vadinasi, vidutinǐskai iki klientu
‘
skaičiaus pakitimo praeis

µ0 = λ−1, µi = (λ + µ)−1

laiko.
I
‘
dėtoji Markovo grandinė turi stacionaru

‘
ji
‘
skirstini

‘
. Ji

‘
randame ǐs lygčiu

‘

sistemos
π̄ = π̄P = π̄ · ((pij)).

Vadinasi,

π0 = π1
µ

λ + µ
, π1 = π0 + π2

µ

λ + µ
,

πi = πi−1
λ

λ + µ
+ πi+1

µ

λ + µ
, i = 2, 3, . . .

Tarkime, kad π0 yra žinomas, tada kitas tikimybes ǐsreǐskiame per ji
‘
:

πi = π0

(
λ

µ

)i−1λ + µ

µ
, i = 1, 2, . . .

Bet π0 +π1 + · · · = 1, todėl π0 = (µ−λ)/(2µ). Sekančioje lygybėje ši reikšmė
ǐssiprastina.

Pasinaudoje
‘
3 teorema, randame tikimybes

Pj = lim
t→∞P (n(t) = j) =

πjµj∑
i≥0 πiµi

.

I
‘
state

‘
jau rastus dydžius, gauname

Pj =
(

λ

µ

)j(
1− λ

µ

)
, j = 0, 1 . . .

Darome ǐsvada
‘
: ilgame laiko intervale klientu

‘
skaičius yra pasiskirste

‘
s pagal

geometrini
‘
skirstini

‘
.
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3.12 Liekamasis perėjimo laikas

Pereitame ir 3.8 skyreliuose nagrinėtas tikimybes Pij(t) galime susieti su
liekamoju laiku, likusiu po momento t iki būsenos pakeitimo. Pažymėkime ši

‘

laika
‘
Y (t) ir apibrėžkime tikimybes

R(t) := R(t; x, k, i) := P (Z(t) = j, JN(t)+1 = k, Y (t) ≤ x| J0 = i).

Tai tikimybė momentu t būti būsenoje j, sekančiu žingsniu patekti i
‘
k ir ta

‘

realizuoti dar laiko intervale (t, t + x]. Ištirsime jos riba
‘
, jei t →∞.

Panaudosime anksčiau i
‘
vesta

‘
žymeni

‘
X1, reikškianti

‘
laika

‘
iki pirmojo

perėjimo ǐs pradinės būsenos ir prisiminkime, kad

P (X1 < u| J1 = k, J0 = i) = Fik(u).

1 teorema. Jei Markovo atstatymo procesas yra neredukuojamas, ne garde-
lǐskas ir teigiamai gri

‘
žtamas, tai bet kokios būsenoms i ir j yra teisingas

sa
‘
ryšis

R(t) → pjk

µjj

∫ x

0
(1− Fjk(x))dt, t →∞.

I
‘
rodymas. Paprastumo dėlei nagrinėjame atveji

‘
, kai pradinė būsena yra j.

Tegul Gjj(s) - pirmojo gri
‘
žimo i

‘
j a.laiko T skirstinio funkcija. Skaičiuojame

sa
‘
lygines tikimybes atžvilgiu T . Gauname

R(t) =
∫ ∞

0
P (Z(t) = j, JN(t)+1 = k, Y (t) ≤ x|T = s, J0 = j)dGjj(s)

=
∫ t

0
R(t− s)dGjj(s) + h(t).

Čia

h(t) =
∫ ∞

t
P (Z(t) = j, JN(t)+1 = k, Y (t) ≤ x|T = s, J0 = j)dGjj(s)

=
∫ ∞

t
P (X1 > t, J1 = k, X1 ≤ t + x|T = s, J0 = j)dGjj(s).

Ši lygybė ǐsplaukia ǐs to, kad, esant sa
‘
lygai T = s, vienintelė galimybė pro-

cesui Z(t) patekti i
‘
būsena

‘
j yra tik tada, kai intervale (0, t] nebuvo jokiu

‘
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perėjimu
‘
. Funkcija h(t) turi ir paprastesne

‘
ǐsraǐska

‘
. Iš tiesu

‘
,

h(t) =
∫ ∞

0
P (t < X1 ≤ t + x, J1 = k|T = s, J0 = j)dGjj(s)

= P (t < X1 ≤ t + x, J1 = k| J0 = j)

= P (t < X1 ≤ t + x| J1 = k, J0 = j)pjk

= (Fjk(t + x)− Fjk(t))pjk.

Matome, kad tikimybė R(t) tenkina atstatymo lygti
‘
, vadinasi,

R(t) = h(t) +
∫ t

0
h(t− x)dm(x),

čia

m(x) =
∞∑

n=1

G∗n
jj (x).

Pagal teoremos sa
‘
lyga

‘
Gjj(x) nėra gardelǐska skirstinio funkcija, todėl galime

apskaičiuoti riba
‘

lim
t→∞R(t) =

1

µjj

∫ ∞

0
h(t)dt

=
1

µjj

∫ ∞

0
(Fjk(t + x)− Fjk(t))pjkdt

=
pjk

µjj

∫ ∞

0
((1− Fjk(t))− (1− Fjk(t + x)))dt

=
pjk

µjj

∫ x

0
(1− Fjk(t))dt.

Jei pradinė būsena yra i, samprotavimai analogǐski.
I
‘
rodyta.

Teorema yra teisinga ir pereinamosios grandinės atveju, bet tada ieškoma
tikimybiu

‘
riba lygi nuliui, nes µjj = ∞.
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Chapter 4

Tolydaus laiko Markovo
grandinės

4.1 Perėjimo tikimybės

Apibrėždami pusiau Markovo procesa
‘
, matėme, kad tik i

‘
dėtoji grandinė

{Jn, n ≥ 0} tenkino markovǐskumo sa
‘
lyga

‘
, o pats procesas Z(t) nebūtinai.

Tačiau yra vienas atvejis, kai pusiau Markovo procesas yra Markovo.
Nagrinėkime pusiau Markovo procesa

‘
, su i

‘
dėta

‘
ja grandine, turinčia perė-

jimo tikimybiu
‘
matrica

‘
P = ((pij)), pii = 0, i = 0, 1, . . .. Tarkime, kad atsi-

tiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti būsena
‘
, sa

‘
lyginė skirstinio funkcija

yra eksponentinė

Fij(t) = 1− eλit, λi > 0, t ≥ 0. (4.1)

Šis laikas yra praleidžiamas būsenoje i, o čia minima sa
‘
lyga reikalauja, kad

ǐs i bus pereinama i
‘

būsena
‘
j, Atkreipkime dėmesi

‘
i
‘

aplinkybe
‘
, kad pagal

sa
‘
lyga

‘
šios funkcijos nepriklauso nuo j.

1 teorema. Jei patenkinta (??) sa
‘
lyga ir pii ≡ 0, tai pusiau Markovo

procesas tenkina markovǐskumo sa
‘
lyga

‘

P (Z(t) = j|Z(s), s ≤ x) = P (Z(t) = j|Z(x)).

Teoremos nei
‘
rodinėsime. Norintiems ta

‘
padaryti patarsime, kad tin-

kamoje vietoje reikia pasinaudoti tuo, kad eksponentiniai dydžiai neturi at-
minties.

105
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Apibrėžiant šiek tiek bendresnes homogenines tolydaus laiko Markovo
grandines su būsenu

‘
aibe 0, 1, . . . dažniau einama kitu keliu. Imama perėjimo

tikimybiu
‘
matrica

P (t) = ((Pij(t)))

su tolydžiomis pusašėje (0,∞] funkcijomis Pij(t), tenkinančiomis sa
‘
lygas:

(h) (homogeniskumo salyga):

Pij(t) = P (Z(t + s) = j|Z(s) = i), i, j ≥ 0, t > 0;

nepriklauso nuo s ≥ 0;
(i) Pij(t) ≥ 0, kai t > 0;
(ii)

∞∑

j=0

Pij(t) = 1, t > 0;

(iii)
∞∑

k=0

Pik(t)Pkj(s) = Pij(t + s), i, j,≥ 0, s, t > 0.

Be to, nulio taške yra reikalaujama, kad
(iv) limt→0 Pij(t) = δij; čia δij yra Kronekerio simbolis.

Pradėje
‘

nuo pusiau Markovo procesu
‘
, tenkinančiu

‘
(??) sa

‘
lyga

‘
, ǐs 3.8

skyrelio medžiagos galėtume ǐsvesti lygybes:

lim
t→0

1− Pii(t)

t
= λi,

lim
t→0

Pij(t)

t
= λipij, i 6= j. (4.2)

Iš ju
‘
matosi, kad (iv) sa

‘
lyga yra patenkinta.

Einant antruoju bendresniu keliu pastaru
‘
ju

‘
ribu

‘
egzistavimas nėra aki-

vaizdus. Lygybės reǐskia ǐsvestinės ǐs dešinės nulio taške egzistavima
‘
. Viena

‘

atveji
‘
verta ǐsnagrinėti.

2 teorema. Jei yra patenkintos (i)− (iv) sa
‘
lygos, tai visiems i egzistuoja

(gal būt, ir begalinė) riba

P ′
ii(0) := lim

t→0+

1− Pii(t)

t
.



4.1. PERĖJIMO TIKIMYBĖS 107

I
‘
rodymas. Pirmasis pastebėjimas irgi yra i

‘
domus: bet kokiam t > 0

Pii(t) > 0.

Pritaike
‘
(iii) n laiko momentu

‘
sumai, turime

Pij(t1 + · · ·+ tn) =
∑

k1,...,kn≥0

Pik1(t1)Pk1k2(t2) . . . Pkn−1,j(tn).

Vadinasi, jei t1 = . . . = tn = t/n, tai

Pii(t) ≥ (Pii(t/n))n.

Toliau naudojamės (iv) sa
‘
lyga, kuri nurodo, kad nulio aplinkoje, tarkime

intervale (0, ε], Pii(t) yra teigiama. Vadinasi, Pii(t/n) > 0, jei n > t/ε. Todėl
ir Pii(t) > 0.

Vėl pasinaudokime (ii) ǐsvada

Pii(t + s) ≥ Pii(t)Pii(s), s, t > 0.

Pažymėkime ϕ(t) = − log Pii(t) ir

q = sup
t>0

ϕ(t)

t
.

Turime pusiau adityvumo savybe
‘
:

ϕ(t + s) ≤ ϕ(t) + ϕ(s), t, s > 0.

Aǐsku, kad 0 ≤ q ≤ ∞. Jei jis baigtinis, tai bet kokiam ε > 0 rasime toki
‘

t0, kad
ϕ(t0)

t0
≥ q − ε.

Kiekvienam t galime užrašyti

t0 = nt + δ, n ≥ 0, 0 ≤ δ < t.

Vadinasi,
ϕ(t0) ≤ ϕ(nt0) + ϕ(δ) ≤ nϕ(t) + ϕ(δ).

Todėl

q − ε ≤ ϕ(t0)

t0
≤ nt

t0
· ϕ(t)

t
+

ϕ(δ)

t0
.
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Imkime apatinia
‘
ja

‘
riba

‘
, kai t → 0+. Tada δ → 0, o nt/t0 → 1. Be to, pagal

(iv) ϕ(δ) → 0. Taigi,

q − ε ≤ lim inf
t→0

(
ϕ(t0)

t0

)
= lim inf

t→0

ϕ(t)

t

ir

q ≤ lim inf
t→0

ϕ(t)

t
.

Antra vertus, pagal q apibrėžima
‘

lim sup
t→0

ϕ(t)

t
≤ q.

Vadinasi, egzistuoja riba

lim
t→0

ϕ(t)

t
= q.

Lieka atvejis, kai q = ∞. Galime pakartoti smaprotavimus pakeite
‘
q − ε

bet kokiu dideliu skaičiumi M ir gauti nelygybe
‘

M ≤ lim inf
t→0

ϕ(t)

t
,

kuri rodo, kad

∞ = lim
t→0

ϕ(t)

t
.

Dabar ir

lim
t→0

1− Pii(t)

t
= lim

t→0

1− e−ϕ(t)

t
= ∞.

I
‘
rodyta.

Panašiais argumentais yra paremtas ir kitos teoremos i
‘
rodymas, kuri

‘

praleisime.

3 teorema. Jei yra patenkintos (i)− (iv) sa
‘
lygos, tai visiems i ir j, i 6= j,

egzistuoja (gal būt, ir begalinė) riba

P ′
ij(0) := lim

t→0+

Pij(t)

t
.
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Trumpumo dėlei, pastarosiose teoremose minimas ǐsvestiniu
‘
nulio taške

reikšmes pažymėkime

qi = P ′
ii(0) qij = P ′

ij(0), jei i 6= j.

Ateityje postuluojame: ∑

k 6=i

qik = qi < ∞, (4.3)

dažnai vadinama
‘
proceso konservatyvumo savybe.

Aǐsku, ši sa
‘
lyga ǐsplaukia ǐs (??).

4 teorema (Kolmogorovo atbuline lygtis). Jei patenkinta sa
‘
lyga (??), tai

visiems i, j ≥ 0 ir t > 0 turime

P ′
ij(t) =

∑

k 6=i

qikPkj(t)− qiPij(t).

I
‘
rodymas. Pasinaudojame (iii) savybe ir gauname

Pij(t + h)− Pij(t) =
∑

k 6=i

Pik(h)Pkj(t)− (1− Pii(h))Pij(t).

Reikia rasti riba
‘

lim
h→0

Pij(t + h)− Pij(t)

h
= lim

h→0

∑

k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t)− lim

h→0

1− Pii(h)

h
Pij(t).

Teoremoje 2 i
‘
rodėme antrosios ribos egzistavima

‘
ir galėsime i

‘
statyti qi. Lieka

pagri
‘
sti ribos ir sumavimo sukeitimo galimybe

‘
.

Bet kokiam N ∈ N turime

lim inf
h→0

∑

k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t)

≥ lim inf
h→0

∑

k 6=i,k≤N

Pik(h)

h
Pkj(t) =

∑

k 6=i,k≤N

qikPkj(t).

Antra vertus, panaudodami (ii) sa
‘
lyga

‘
, gauname

lim sup
h→0

∑

k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t)
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≤ lim inf
h→0

( ∑

k 6=i,k≤N

Pik(h)

h
Pkj(t) +

∑

k≥N+1

Pik(h)

h

)

= lim inf
h→0

( ∑

k 6=i,k≤N

Pik(h)

h
Pkj(t) +

1

h

(
1− ∑

k≤N

Pik(h)
))

=
∑

k 6=i,k≤N

qikPkj(t) + lim
h→0

1− Pii(h)

h
− ∑

k 6=i,k≤N

lim
h→0

Pik(h)

h

=
∑

k 6=i,k≤N

qikPkj(t) + qi −
∑

k 6=i,k≤N

qik.

Dabar imdami N →∞ ir pasinaudodami (??), ǐsvedame nelygybe
‘
:

lim sup
h→0

∑

k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t) ≤

∑

k 6=i

qikPkj(t).

Palygine
‘
su apatiniuoju i

‘
verčiu, gauname

lim
h→0

∑

k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t) =

∑

k 6=i

qikPkj(t).

I
‘
state

‘
tai i

‘
i
‘
rodymo pradžioje turėta

‘
formule

‘
, baigiame i

‘
rodyma

‘
.

Galima būtu
‘
manyti, kad toks pat kelias leidžia pagri

‘
sti ribini

‘
perėjima

‘

ir šioje lygybėje:

lim
h→0

Pij(t + h)− Pij(t)

h
= lim

h→0

∑

k 6=i

Pik(t)
Pkj(h)

h
− Pij(t) lim

h→0

1− Pij(h)

h
.

Deja, be papildomu
‘
sa

‘
lygu

‘
to padaryti negalima.

5 teorema (Kolmogorovo tiesiogine lygtis). Jei kiekvienam j ≥ 0 ribos

lim
t→0+

Pij(t)

t
= qij

egzistuoja tolygiai visu
‘
i, i 6= j, aťzvilgiu, ir yra patenkinta sa

‘
lyga (??), tai

visiems i, j ≥ 0 ir t > 0 turime

P ′
ij(t) =

∑

k 6=j

qkjPik(t)− qjPij(t).

Be i
‘
rodymo.
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Apibrėžkime matrica
‘

A = ((aij)) su aij = qij, jei i 6= j, ir aii = −q1

likusiu atveju. Čia kaip ir anksčiau, i, j ≥ 0. Jei P (t) = ((Pij(t) yra perėjimo
tikimybiu

‘
matrica, tai Kolmogorovo atbulinės lygtys užrašomos matricinėje

formoje

P ′(t) = AP (t),

o tiesioginės lygtys -

P ′(t) = P (t)A.

Matrica A yra vadinama infinitezimalia
‘
ja Markovo grandinės su tolydžiu

laiku matrica.

Gali kilti klausimas, kada infinitezimalia
‘
jai matricai A (jos elementai

tenkina (??)) egzistuoja perėjimo tikimybiu
‘
funkcijos Pij(t). Be papildomu

‘

sa
‘
lygu

‘
tai yra toli gražu netriviali problema.

Sunkumai atsiranda jau nagrinėjant ǐsbuvimo būsenoje i laiko Ti skirstini
‘

P (Z(s) = i, 0 ≤ s ≤ t) = P (Ti ≥ t).

Griežtam teoremos suformulavimui reiktu
‘
žinoti papildomos medžiagos. Ko-

kios? Ta
‘
pajusime ǐs žemiau atliekamu

‘
samprotavimu

‘
.

Visu
‘
pirma, pimoji ǐsraǐska rodo, kad skaičiuojame kontinumo galios i

‘
vykiu

‘

sandaugos tikimybe
‘
. Norėtu

‘
si panaudoti tikimybės monotonǐskumo savybe

‘

ir lygybe
‘

P (Z(t) = i, 0 ≤ s ≤ t) = lim
n→∞P (Z(s) = i, s = 0, t/n, 2t/n, . . . , nt/n).

Bet kur yra garantija, kad ši riba nepriklauso nuo intervalo [0, t] padalijimo
būdo. Minima

‘
ribini

‘
perėjima

‘
užtikrintu

‘
, pvz., sa

‘
lyga

lim
s→t

P (|Z(t)− Z(s)| ≥ ε) = 0

visiems ε > ir visiems t > 0. Vadinasi, ǐs anksto reikia žinoti trajektoriju
‘

savybes arba mokėti jas tinkamu būdu konstruoti turint perėjimo tikimybiu
‘

matrica
‘
.

Jei šia
‘

kliūti
‘

i
‘
veikėme, ir qi < ∞, galime eiti toliau. Iš markovǐskumo

savybės ǐsplaukia

P (Z(s) = i, s = 0, t/n, 2t/n, . . . , nt/n) =
(
Pii(t/n)

)n
.
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Toliau pagal 2 teorema
‘(

Pii(t/n)
)n

=
(
1− t

n
qi + o

( t

n

))n

= exp
{
n log

(
1− t

n
qi + o

( t

n

))}
= exp{−qit}+ o(1), n →∞.

Taigi, gerai apibrėžus trajektorijas, yra gaunama lygybė

P (Z(t) = i, 0 ≤ s ≤ t) = exp{−qit}.

Kitas sunkumas ǐskyla nagrinėjant a.dydi
‘

τi = inf{s > 0 : Z(s) = i},
kuris yra pirmojo perėjimo i

‘
būsena

‘
i momentas. Jei i

‘
būsena

‘
i ǐs viso yra

nepatenkama, tai šis dydis prilyginamass begalybei.
Gali būti apibrėžiama ir daugiau atsitiktiniu

‘
laiko momentu

‘
. Norimas

markovǐskumo savybės prate
‘
simas

P (Z(τ + σ) = j|Z(σ) = i) = P (Z(τ = j|Z(0) = i)

ne visada yra teisingas. Tai galima tik Markovo momentams (proceso sustab-
dymo momentams) σ. Aukščiau i

‘
vestas τi yra sustabdymo momentas.

Tegu τij yra pirmasis patekimo i
‘
būsena

‘
j momentas, kai buvo pradėta ǐs

būsenos i. Jis irgi yra sustabdymo momentas. Pažymėkime

Gij(x) = P (τij ≤ x).

Dabar galime skaičiuoti

Pij(t) = P (Z(t) = j|Z(0) = i)

=
∫ ∞

0
P (Z(t) = j|Z(0) = i, τij = x)dGij(x)

=
∫ t

0
P (Z(t− x) = j|Z(0) = j)dGij(x)

=
∫ t

0
Pjj(t− x)dGij(x).

Palyginkite su 3.8 skyrelio argumentais ir pastebėkite, kad tenai galėjome
pasiremti i

‘
dėta

‘
ja Markovo grandine ir jos būsenu

‘
aibės suskaičiuojamumo

savybe.
Griežta ir ǐssami tolydaus laiko Markovo grandiniu

‘
teorija yra ǐsdėstyta

E.Dynkino rusǐskoje knygoje bei K.L.Chung’o Markov Chains with Station-
ary Transition Probabilities, Springer, 1960.
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4.2 Gimimo ir mirties procesai

Tolydaus laiko homogeninė Markovo grandinė yra vadinama gimimo ir mir-
ties procesu, jei perėjimo tikimybės tenkina sa

‘
lygas:

(i) Pi,i+1(h) = λih + o(h), h → 0 i ≥ 0;
(ii) Pi,i−1(h) = µih + o(h), h → 0, i ≥ 1;
(iii) Pii(h) = 1− (λi + µi)h + o(h), h → 0, i ≥ 0;
(iv) Pij(0) = δij;
(v) µ0 = 0, λ0 > 0 λi, µi ≥ 0, i ≥ 1.
Tada infinitezimalios matricos pirmos keturios eilutės ir keturi stulpelai

atrodytu
‘
taip:




−λ0 λ0 0 0
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2

0 0 µ3 −(λ3 + µ3)




Kai kuriuos atvejus mes jau ǐsnagrinėjome.
Aptarnavimo sistemoje M/M/1 esančiu

‘
klientu

‘
skaičius buvo toks proce-

sas, kai λi = λ, o µi = µ visiems i ≥ 1.
Tiesinis gimimo ir mirimo augimas modeliuojamas imant

λi = iλ + a, a > 0, µi = iµ.

Nari
‘
a ≥ 0 galime susieti su imigracija.

Grynasis gimimo procesas aprašomas atveju, kai µi = 0. Dabar galime
ǐsspre

‘
sti tiesiogines Kolmogorovo lygtis:

P ′
ii(t) = −λiPii(t),

P ′
ij(t) = λj−1Pi,j−1(t)− λjPij(t).

Iš pirmosios lygties gauname

Pii(t) = e−λit, i ≥ 0.

Spre
‘
sdami antra

‘
ja

‘
, pradžioje pasinaudokime lygybe

P ′
ij(t) + λjPij(t) = λj−1Pi,j−1(t),

padauginta ǐs eλjt. Turime

eλjt(P ′
ij(t) + λjPij(t)) = λj−1e

λjtPi,j−1(t),
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todėl
d

dt

(
eλjtPij(t)

)
= λj−1e

λjtPi,j−1(t).

Vadinasi, pasinaudoje
‘
pradine sa

‘
lyga Pij(0) = 0, gauname atsakyma

‘

Pij(t) = λj−1e
−λjt

∫ t

0
eλjsPi,j−1(s)ds, j ≥ i + 1. (4.4)

Pastebėkime, kad grynasis gimimo procesas su λi = λ, i ≥ 0, yra Puasono
procesas.

Jei gimimo greitis yra tiesinis, procesas vadinamss Julo (Yule) vardu.
Dabar ǐs (??) gauname

Pij(t) =

(
j − 1

j − i

)
e−λit(1− e−λt)j−i, j ≥ i ≥ 1.

Išspre
‘
skime 22 ir 24 uždavinius ǐs Sh.Ross [], 117 psl.

22. Rasti tiesinio gimimo ir mirties proceso su migracija vidurki
‘
. Pradini

‘
populiacijos

nariu
‘

skaičiu
‘

laikyti nuliniu.

Sprendimas. Turime Z(0) = 0 ir

λi = iλ + a, µi = iµ, i ≥ 0.

Pradžioje ǐsvedame diferencialine
‘
lygti

‘
vidurkio funkcijai

M(t) = E(Z(t)) =
∑

n≥1

P (Z(t) ≥ n)

=
∑

n≥1

∑

j≥n

P (Z(t) = j|Z(0) = 0)1 =
∑

n≥1

∑

j≥n

P0j(t).

Naudojame tiesiogines Kolmogorovo diferencialines lygtis. Mūsu
‘
atveju,

P ′
0j(t) = ((j − 1)λ + a)P0,j−1(t) + (j + 1)µP0,j+1(t)

−(j(λ + µ) + a)P0j(t).

Todėl

M ′(t) =
∑

n≥1

∑

j≥n

(
((j − 1)λ + a)P0,j−1(t) + (j + 1)µP0,j+1(t)

)

− ∑

n≥1

∑

j≥n

(
(j(λ + µ) + a)P0j(t)

)
.
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Pastebėkime, kad pakeitus sumavimo indeksus j − 1 7→ j ir j + 1 7→ j dalis
dėmenu

‘
ǐs pirmu

‘
ju

‘
dvieju

‘
sumu

‘
susitraukia su paskutinės sumos atitinkamais

dėmenimis. Lieka lygybė

M ′(t) =
∑

n≥1

(
((n− 1)λ + a)P0,n−1(t)− nµP0n(t)

)

= (λ− µ)
∑

n≥1

nP0n(t) + a
∑

n≥1

P0n(t) = (λ− µ)M(t) + a.

Išsprendžiame šia
‘
diferencialine

‘
lygti

‘
, kai yra patenkinta pradinė sa

‘
lyga Z(0) =

0, ir gauname
M(t) = at,

jei λ = µ. Priešingu atveju

M(t) =
a

λ− µ
(e(λ−µ)t − 1).

Patirtis rodo, kad dažnai Kolmogorovo lygčiu
‘

sistema yra sudėtinga,
tačiau ǐs ju

‘
ǐsvestos diferencialinės lygtys vidurkiams gerokai suprastėja.

4.3 Tolydaus laiko ǐssǐsakojantieji procesai

Anksčiau turėjome ǐssǐsakojančios Markovo grandinės pavyzdi
‘
. Jame pali-

kuoniu
‘
kartos numeris vaidino diskretaus laiko parametro funkcija

‘
. Dabar

apibrėšime homogenini
‘

Markovo procesa
‘

Z(t) su tolydžiai kintančiu laiku
t ≥ 0 ir būsenu

‘
aibe 0, 1, . . ..

Galime i
‘
sivaizduoti, kad turime populiacijos individa

‘
, kuris per maža

‘
laiko

tarpa
‘

pagimdo k ≥ 0 individu
‘
. Ji

‘
pati

‘
galima i

‘
skaičiuoti arba leisti jam

numirti. Naujieji individai elgiasi taip pat ir nepriklausomai vienas nuo kito
bei nepriklausomai nuo praeities ir ateities kartu

‘
elgesio.

Formaliai tarkime, kad Z(t) yra populiacijos nariu
‘
skaičius momentu t.

Tegul Z(0) = 1 ir perėjimo tikimybiu
‘
matrica

P1k(h) = δ1k + akh + o(h), h → 0, k = 0, 1 . . . (4.5)

Čia δij yra Kronekerio simbolis, a0, a2, a3, . . . ≥ 0, bet a1 ≤ 0. Be to,

a0 + a1 + a2 + · · · = 0.

Šiu
‘
lygybiu

‘
pakanka norint apibrėžti infinitezimalia

‘
ja

‘
matrica

‘
.
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1 teorema. Kai h → 0, visiems t ≥ 0 yra teisingi sa
‘
ryšiai

Pn,n+k−1(h) = P (Z(t + h) = n + k − 1|Z(t) = n) = nakh + o(h),

čia k = 0, 2, 3 . . .;

Pn,n(h) = P (Z(t + h) = n|Z(t) = n) = 1 + na1h + o(h).

Be to, jei 0 ≤ N ≤ n− 2, tai

PnN(h) = o(h),

I
‘
rodymas. Pirmosios lygybės tik primena perėjimo tikimybiu

‘
apibrėžima

‘

ir priimta
‘
homogenǐskumo sa

‘
lyga

‘
. Jei momentu t yra n vienodai ir nepriklau-

somai besielgiančiu
‘
individu

‘
, tai pažymėje

‘
X1, . . . , Xn ju

‘
palikuoniu

‘
intervale

(t, t + h] skaičius, gauname

P (Z(t + h) = N | Z(t) = n) = P (X1 + · · ·+ Xn = N)

=
∑

k1+···+kn=N

P (X1 = k1, . . . , Xn = kn)

=
∑

k1+···+kn=N

n∏

j=1

P (Xj = kj) (4.6)

=
∑

k1+···+kn=N

n∏

j=1

(δ1kj
+ akj

h + o(h)).

Čia sumavimas vykdomas pagal visus vektorius (k1, . . . , kn) ∈ Z+, tenki-
nančius nurodyta

‘
sa

‘
lyga

‘
. Mus domina tik aukštesnės eilės negu o(h) nariai.

Jei N = n, tai ǐs lygybės kj ≥ 2 bent vienam j ǐsplaukia ki = 0 kažkokiam
i. Tokiu

‘
dėmenu

‘
eilės yra o(h). Lieka dėmuo, kai k1 = . . . = kn = 1 ir jis

lygus
Pnn(h) = (1 + a1h + o(h))n = 1 + na1h + o(h).

Tai i
‘
rodo antra

‘
ji
‘
teoremos teigini

‘
.

Kai N ≤ n − 2, egzistuos kj = 0 = ki su 1 ≤ i < j ≤ n. Dabar ǐs (??)
ǐsplaukia trečiasis teoremos tvirtinimas.

Likusiu atveju N = n + k − 1 ≥ n− 1 aukštesnės eilės negu o(h) dėmuo
atsiranda tik, kai visi ǐsskyrus viena

‘
ǐs kj yra lygūs 1, o tada tas like

‘
s ki =

N − (n− 1)1 = k. Tokiu
‘
dėmenu

‘
yra n. Vadinasi,

Pn,n+k−1(h) = n(akh + o(h))(1 + a1h + o(h))n−1 = nakh + o(h), k ≥ 0.



4.3. TOLYDAUS LAIKO IŠSIŠAKOJANTIEJI PROCESAI 117

I
‘
rodyta.

Išvada. Infinitezimaliosios matricos A = ((aij)) elementai

aij =
{

0, 0 ≤ j ≤ i− 2,
iaj−i+1, j ≥ i.

Čia i ≥ 0.

Kaip matysime vėliau, Kolmogorovo lygtis galime apjungti i
‘
tam tikrus

funkcinius sa
‘
ryšius, kuriose i

‘
pinama sekos {ak}, k ≥ 0 generuojanti funkcija

u(z) :=
∞∑

k=0

akz
k.

Pradžioje ǐsnagrinėkime funkcija
‘

Φ(t; z) :=
∞∑

j=0

P1j(t)z
j.

Ji yra atsitiktinio vieno populiacijos individo palikuoniu
‘
skaičiaus skirstinio

generuojanti funkcija. Kadangi i individu
‘
palikuonys elgiasi nepriklausomai,

tai ∞∑

j=0

Pij(t)z
j = (Φ(t; z))i. (4.7)

Toliau formuluojamose teoremose reikalingos sa
‘
lygos yra praleidžiamos,

priimkime jas kaip formalius sa
‘
ryšius. Modeliuojant dažnai taip pir daroma:

ǐsvedamos lygtys, randami sprendiniai, kurie lyginami su eksperimentu
‘
rezul-

tatais. Čia nebesvarbu, kaip gautos pačios funkcijos, svarbiau, kad jos at-
spindėtu

‘
realia

‘
situacija

‘
.

2 teorema. Teisinga formalus funkcinis sa
‘
ryšis

Φ(t + s; z) = Φ(t; Φ(s; z)).

I
‘
rodymas. Panaudokime Kolmogorovo-Čepmeno sa

‘
ryši

‘

Pij(t + s) =
∞∑

k=0

Pik(t)Pkj(s)
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ir (??) formule
‘
. Gauname

(Φ(t + s; z))i =
∞∑

j=0

Pij(t + s)zj

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

Pik(t)Pkj(s)z
j

=
∞∑

k=0

Pik(t)
∞∑

j=0

Pkj(s)z
j

=
∞∑

k=0

Pik(t)(Φ(s; z))k = (Φ(t; Φ(s; z)))i.

Paėme
‘
i = 1, baigiame i

‘
rodyma

‘
.

3 teorema. Jei u(z) yra aukščiau apibrėžta generuojanti funkcija, tai esant
tam tikroms sa

‘
lygoms (pvz., (??) yra patenkinta tolygiai pagal visus j ≥ 0,

žinoma liekanos priklausomybė nuo j,...)

∂Φ(t; z)

∂t
=

∂Φ(t; z)

∂z
· u(z). (4.8)

I
‘
rodymas. Atlikime formalius ribinius perėjimus. Ju

‘
pagrindimas remiasi

tik tikimybiu
‘

eilučiu
‘

konvergavimo tolygumu pagal parametrus. Tai būtu
‘

labai paprasta, jei, pavyzdžiui, (??) sa
‘
lygoje pareikalautume tolygumo pagal

visus j ≥ 0. Yra ir kitu
‘
galimybiu

‘
, bet mes plačiau nekomentuosime.

Pagal proceso apibrėžima
‘
turime

Φ(h; z) =
∞∑

j=0

P1j(h)zj =
∞∑

j=0

(δij + a1h + o(h))zj

= z + h
∞∑

j=0

ajz
j + o(h) = z + hu(z) + o(h).

Be to, pagal 2 teorema
‘

Φ(t + h; z) = Φ(t; Φ(h; z)) = Φ(t; z + hu(z) + o(h)).

Skleidžiame Teiloro eilute pagal antra
‘
ji
‘
argumenta

‘
ir gauname

Φ(t + h; z) = Φ(t; z) +
∂Φ(s; z)

∂z
hu(z) + o(h).
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Todėl
Φ(t + h; z)− Φ(t)

h
=

∂Φ(s; z)

∂z
u(z) + o(1).

Perėje
‘
prie ribos, kai h → 0, gauname norima

‘
lygti

‘
.

Pastebėkime ir pradine
‘
sa

‘
lyga

‘

Φ(0; z) ≡
∞∑

j=0

P1j(0)zj ≡ z. (4.9)

Taigi, jei žinoma funkcija u(z), mes galime ǐsspre
‘
sti šia

‘
diflygti

‘
dalinėmis

ǐsvestinėmis ir rasti Φ(t; z). Išsǐsakojančiu
‘
procesu

‘
atveju lygtis (??) akumuli-

uoja informacija
‘
, kuria

‘
turi tiesioginės Kolmogorovo lygtys Markovo proce-

sams.
Koks sa

‘
ryšis atitiktu

‘
atbulines Kolmogorovo lygtis? Ji

‘
nustatant reiktu

‘

pradėti nuo formulės

Φ(h + t; z) = Φ(h; Φ(t; z)) = Φ(t; z) + hu(Φ(t; z)) + o(h).

Pastaroji lygybė gauta panaudojus i
‘
rodymo pradžioje turėta

‘
lygybe

‘
, bet su

z = Φ(t; z). Iš čia matome, kad

Φ(t + h; z)− Φ(t)

h
= u(Φ(t; z)) + o(1).

Vadinasi, ieškoma lygtis bus

∂Φ(t; z)

∂t
= u(Φ(t; z)). (4.10)

Kintamojo t atžvilgiu, tai paprastoji diferencialinė lygtis. Pradinė sa
‘
lyga yra

ta pati, būtent (??).
Dabar galima būtu

‘
ir pamiršti negriežtuma

‘
ǐsvedant šias diferencialines

lygtis. Jas ǐssprende
‘
, gautus sprendinius galėtume lyginti su realiais duome-

nimis. Abi lygtys gali būti komplikuotos, tačiau ieškant tik proceso vidurkio,
situacija supaprastėja.

4.4 Vidurkis ir ǐssigimimo sa
‘
lygos

Tegul m(t) = E(Z(t)) ir Z(0) = 1. Tarkime, kad funkcija u(z) yra žinoma.
Vėl atleisime sau už griežto i

‘
rodymo vengima

‘
, pamiršime ir dali

‘
reikalingu

‘

sa
‘
lygu

‘
.
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1 teorema. Jei u′(1) < ∞, tai

m(t) = eu′(1)t, t ≥ 0.

I
‘
rodymas. Kadangi

m(t) =
∂Φ(t; z)

∂z

∣∣∣∣
z=1

,

tai ir panaudokime 3.3 teoremoje ǐsvesta
‘

diferencialine
‘

lygti
‘
. Dar geriau

sudaryti diferencialine
‘

lygti
‘
, kuria

‘
tenkintu

‘
m(t). Todėl diferencijuojame

(??) pagal z ir sukeite
‘
tvarka

‘
gauname

∂

∂t

∂Φ(t; z)

∂z
=

∂2Φ(t; z)

∂z2
u(z) +

∂Φ(t; z)

∂z
u′(z).

Kai z = 1, turime u(1) = a0 + a1 + · · · = 0 ir

∂

∂t

(
∂Φ(t; z)

∂z

∣∣∣∣
z=1

)
=

∂2Φ(t; z)

∂z2
u(z)

∣∣∣
z=1

+
∂Φ(t; z)

∂z

∣∣∣
z=1

u′(1).

Vadinasi,
m′(t) = u′(1)m(t).

Kadangi m(0) = 1, tai ǐs čia ǐsplaukia geidžiama sprendinio ǐsraǐska.
I
‘
rodyta.

Kada populiacija ǐsnyksta? Aǐsku, turi būti a0 > 0. Todėl šia
‘

sa
‘
lyga

‘

priimkime be ǐslygu
‘
ir nebekartokime.

Prisiminkime lygybe
‘
(??)

∞∑

j=0

Pij(t)z
j =

( ∞∑

j=0

P1j(t)z
j
)i

,

rodančia
‘
, kad

Pi0(t) = (P10(t))
i.

Vadinasi, nagrinėjant tikimybe
‘
ǐssigimti momentu t, galima imti atveji

‘
i = 1.

Intuityviai aǐskus Pi0(t) didėjimas bėgant laikui i
‘
rodomas paprastai:

Pi0(t + s) = (Φ(t + s; 0))i = (Φ(t; Φ(s; 0)))i

≥ (Φ(t; 0))i = Pi0(t).
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Vadinasi, galime kalbėti apie riba
‘

q := lim
t→∞P10(t)

ir ja
‘
vadinti ǐssigimimo tikimybe.

Kai riba egzistuoja, ji egzistuoja ir yra ta pati kievienam posekiui. Todėl
fiksuokime t0 > 0 ir nagrinėkime proceso reikšmiu

‘
seka

‘

Z(0), Z(t0), Z(2t0), . . . Z(nt0) = Yn, . . .

Tai Galtono-Vatsono procesas, t.y. ǐssǐsakojanti Markovo grandinė. Joms
ǐssigimimo tikimybe

‘
esame ǐsnagrinėje

‘
3 skyriuje. Iš tiesu

‘
, nesunkiai galime

patikrinti, kad ši grandinė yra ǐssǐsakojanti, t.y. (n + 1)-os kartos individu
‘

skaičius, jei n-oje kartoje buvo i palikuoniu
‘
, bus i nepriklausomu

‘
a.dėmenu

‘

suma. Tai ǐsplaukia ǐs lygybiu
‘

∞∑

k=0

P (Yn+1 = k|Yn = i)zk = E(zYn+1|Yn = i)

= E(zZ((n+1)t0)|Z(nt0) = i) = E(zZ(t0)|Z(0) = i)

= (Φ(t0; z))i = (E(zZ(t0)|Z(0) = 1))i

= (E(zY1|Y0 = 1))i.

Lieka tik pasinaudoti skyrelio 3.4 rezultatu. Jo žymenimis p(z) = z +
t0u(z). Todėl ten turėta lygtis p(z) = z dabar i

‘
gauna pavidala

‘
u(z) = 0.

Tuo pačiu i
‘
rodėme toki

‘
teigini

‘
.

Teorema. Tolydaus laiko ǐssǐsakojančio proceso ǐssigimimo tikimybė q yra
mažiausia neneigiama lygties

u(z) = 0

šaknis. Be to, q = 1 tada ir tik tada, jei

u′(1) = a1 + 2a2 + · · · ≤ 0.

Atkreipkime dėmesi
‘
i
‘
tai, kad atveju u′(1) = 0 vidurkis m(t) ≡ 1, tačiau

ir q = 1.
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4.5 Išsǐsakojančio proceso ribinės teoremos

Nagrinėsime ǐsvestas diferencialines lygtis (??) ir (??) su pradine sa
‘
lyga.

Kaip ir anksčiau,

u(s) =
∞∑

j=0

ajs
j, u(1) =

∞∑

j=0

aj = 0, a1 ≤ 0, aj ≥ 0, j 6= 1.

Kaip pastebėjome, ǐssǐsakojančio proceso vidurkis, esant tam tikroms sa
‘
lygoms,

m(t) = eu′(1)t.

Atveju u′(1) < 0 populiacijos ǐssigimimas yra neǐsvengiamas. Panagrinėkime
plačiau ši

‘
atveji

‘
. Pradžioje ǐstirsime pora

‘
pagalbiniu

‘
funkciju

‘
.

Lema. Jei yra patenkintos sa
‘
lygos u′(1) < 0 ir u′′(1) < ∞, tai funkcija

B(s) :=
1

u(s)
− 1

u′(1)(s− 1)

yra aprėžta intervale 0 ≤ s < 1.

I
‘
rodymas. Pagal pereito skyrelio teorema

‘
ǐs sa

‘
lygos u′(1) < 0 ǐsplaukia,

kad mažiausia neneigiama lygties u(s) = 0 šaknis q yra 1, todėl reikia ǐstirti
tik funkcijos elgesi

‘
, kai t → 1−. Teiloro eilutė vienetinio taško aplinkoje

u(s) = u(1) + u′(1)(s− 1) + R(s)(s− 1)2 = u′(1)(s− 1) + R(s)(s− 1)2,

apibrėžia funkcija
‘
R(s), tenkinančia

‘
sa

‘
lyga

‘

lim
s→1−

R(s) =
u′′(1)

2!
< ∞.

Jos koeficientai yra neneigiami. Pertvarkome funkcija
‘

1

u(s)
=

1

u′(1)(s− 1)
· 1

1 + R(s)(s− 1)/u′(1)

=
1

u′(1)(s− 1)
·
(
1− R(s)(s− 1)/u′(1)

1 + R(s)(s− 1)/u′(1)

)
.

Vadinasi,

B(s) = − R(s)/u′(1)2

1 + R(s)(s− 1)/u′(1)
.
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Dabar jau matome, kad vienetinio taško aplinkoje ši funkcija yra aprėžta.
I
‘
rodyta.

Apibrėžkime funkcija
‘

K(s) =
∫ s

1
B(s)ds +

log(1− s)

u′(1)

=
∫ s

1

(
1

u(s)
− 1

u′(1)(s− 1)

)
ds +

log(1− s)

u′(1)
. (4.11)

ir pastebėkime, kad

K ′(s) =
1

u(s)
> 0, 0 ≤ s < 1.

Vadinasi, w = K(s) yra griežtai monotonǐskai didėjanti, todėl egzistuoja jos
atvirkštinė funkcija

s = K−1(w) =: L(w), L(K(s)) = s.

Jei s kinta intervale [0, 1), funkijos w = K(s) reikšmės perbėga intervala
‘

[K(0),∞).
Gri

‘
žtame prie diferencialinės lygties (??) su pradine sa

‘
lyga ??):

∂Φ(t; z)

∂t
= u(Φ(t; z)), Φ(0; z) ≡

∞∑

j=0

P1j(0)zj ≡ z. (4.12)

1 teorema. Jei yra patenkintos sa
‘
lygos u′(1) < 0 ir u′′(1) < ∞, tai

Φ(t, z) = K−1(t + K(z)), 0 ≤ z < 1, t ≥ 0.

I
‘
rodymas. Sprendžiame (??):

∫ t

0

∂Φ(s; z)

u(Φ(s; z))
=

∫ t

0
ds + c(z).

Pakeite
‘
integravimo kintama

‘
ji
‘
kairioje lygybės pusėje ir pasinaudoje

‘
pradine

sa
‘
lyga, gauname

∫ Φ(t;z)

Φ(0;z)

dx

u(x)
= t + c(z), c(z) = 0.
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ir ∫ Φ(t;z)

z

dx

u(x)
= t.

Toliau perdirbinėjame reǐskinius

t =
∫ Φ(t;z)

z

dx

u(x)
=

∫ Φ(t;z)

z

(
1

u(x)
− 1

u′(1)(x− 1)

)
dx

+
1

u′(1)
log(1− x)

∣∣∣
Φ(t;z)

z

=
∫ Φ(t;z)

1

(
1

u(x)
− 1

u′(1)(x− 1)

)
dx +

1

u′(1)
log(1− Φ(t; z))

−
∫ z

1

(
1

u(x)
− 1

u′(1)(x− 1)

)
dx− 1

u′(1)
log(1− z)

= K(Φ(t; z))−K(z).

Vadinasi,
K(Φ(t; z)) = t + K(z).

Dabar pasinaudojame i
‘
rodytu teiginiu, kad egzistuoja atvirkštinė funkcija ir

gauname
Φ(t; z) = K−1(t + K(z)), 0 ≤ z < 1, t ≥ 0.

Ta
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

2 teorema. Jei yra patenkintos sa
‘
lygos u′(1) < 0 ir u′′(1) < ∞, tai

tikimybė, kad populiacijos ǐssigimimas nei
‘
vyks iki laiko momento t, lygi

1− P10(t) = exp {u′(1)K(0)}m(t) + o( exp {u′(1)t}), t →∞.

Čia m(t) = E(Z(t)) = eu′(1)t.

I
‘
rodymas. Naudosimės lygybe

P10(t) = Φ(t; 0)

ir 1 teorema. Todėl pardžiojetenka ǐstirti funkcijos K1(w) asimptotine
‘
elgsena

‘
,

kai w →∞.
Esame pastebėje

‘
, kad riba lims→1− R(s) egzistuoja. Vadinasi, ir lims→1− B(s)

egzistuoja. Todėl pasinaudoje
‘
(??), galime užrašyti

K(s) =
log(1− s)

u′(1)
+ C(1− s) + o(1− s), s → 1− .
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Čia

C = lim
x→1−

(
1

u(x)
− 1

(x− 1)u′(1)

)
= − u′′(1)

2u′(1)2
≤ 0.

I
‘
sitikiname, kad

1− s ∼ exp {u′(1)K(s)}, (4.13)

kai s → 1−. Iš tiesu
‘
,

1− s = exp {u′(1)K(s)} exp { − Cu′(1)(1− s)}
× exp {o(1− s)} = exp {u′(1)K(s)}

×
(
1− Cu′(1)(1− s) + o(1− s)

)
.

Taigi, (??) yra teisinga, o ja
‘
panaudoje

‘
, paskutini

‘
asimptotini

‘
sa

‘
ryši

‘
galime

perrašyti

1− s = exp {u′(1)K(s)}
(
1− Cu′(1) exp {u′(1)K(s)}

+o( exp {u′(1)K(s)}
)
.

Pritaikome anksčiau turėta
‘
lygybe

‘
s = K−1(w) ir ǐsvedame

1−K−1(w) = exp {u′(1)w}
(
1− Cu′(1) exp {u′(1)w}

+o( exp {u′(1)w}
)
, (4.14)

jei w →∞.
Dabar pritaikydami 1 teorema

‘
galime nagrinėti tikimybes

1− P10(t) = 1− Φ(t; 0) = 1−K−1(t + K(0)) =

= exp {u′(1)(t + K(0))}
(
1− Cu′(1) exp {u′(1)(t + K(0))}

+o( exp {u′(1)(t + K(0))}
)

= exp {u′(1)K(0)}m(t) + O(m(t)2) + o(m(t)).

Iš čia gauname teoremoje nurodyta
‘
reǐskini

‘
.

I
‘
rodyta.

Panašiai nagrinėjama tikimybiu
‘

P (Z(t) = k|Z(t) > 0)
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elgsena, kai t →∞. Rasime šio sa
‘
lyginio skirstinio generuojančios funkcijos

g(z, t) :=
∞∑

k=0

P (Z(t) = k|Z(t) > 0)zk, 0 ≤ z < 1.

riba
‘
, kai t →∞.

3 teorema. Jei yra patenkintos 2 teoremos sa
‘
lygos, tai

lim
t→∞ g(z, t) = g(z) := 1− exp

{
u′(1)

∫ z

0

dx

u(x)

}
.

I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad

P (Z(t) = k|Z(t) > 0) = 0,

jei k = 0, ir

P (Z(t) = k|Z(t) > 0) =
P (Z(t) = k)

1− P (Z(t) = 0)
=

P (Z(t) = k)

1− Φ(t; 0)
,

kai k ≥ 1. Vadinasi,

g(z, t) =
1

1− Φ(t; 0)

∞∑

k=1

P (Z(t) = k)zk =
Φ(t; z)− Φ(t; 0)

1− Φ(t; 0)
.

Dabar galime pasinaudoti 1 teorema ir gauti

g(z, t) =
K−1(t + K(z))−K−1(t + K(0))

1−K−1(t + K(0))

=

(
1−K−1(t + K(0))

)
−

(
1−K−1(t + K(z))

)

1−K−1(t + K(0))

= 1− 1−K−1(t + K(z))

1−K−1(t + K(0))
.

I
‘
statome anksčiau ǐsvesta

‘
formule

‘
(??):

g(z, t) = 1− eu′(1)(K(z)−K(0)) 1 + O
(
eu′(1)(t+K(z))

)

1 + O
(
eu′(1)(t+K(0))

) .
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Kadangi u′(1) < 0, riba
‘
surasti nesunku. Turime

lim
t→∞ g(z, t) = 1− eu′(1)(K(z)−K(0)) =: g(z).

Pasinaudoje
‘
K(z) apibrėžimu, gauname

K(z)−K(0) =
∫ z

0
B(x)dx +

log(1− z)

u′(1)

=
∫ z

0

dx

u(x)
− log(1− x)

u′(1)

∣∣∣∣
z

0
+

log(1− z)

u′(1)
=

∫ z

0

dx

u(x)
.

I
‘
state

‘
šia

‘
ǐsraǐska

‘
i
‘
prieš tai turėta

‘
lygybe

‘
, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
.

Ribinei charakteristinei funkcijai rasti tektu
‘
nagrinėti ir kopleksines reikšmes

|z| ≤ 1. Tai gerokai sunkiau, tačiau ir ir 3 teoremos rezultato pakanka rasti
riboms

lim
t→∞P (Z(t) = k|Z(t) > 0).

Iš tiesu
‘
, turime

g(z) = 1− exp
{
u′(1)

∫ z

0

dx

u(x)

}
=

∞∑

k=1

lim
t→∞P (Z(t) = k|Z(t) > 0)zk.

Perėjimas prie ribos ženklu galimas dėka tolygaus atžvilgiu t eilutės konver-
gavimo, jei 0 ≤ z < 1. Vadinasi, funkcijos g(z) Teiloro koeficientai ir būtu

‘

ieškomos ribinės tikimybės.

I
‘
domus atvejis, kai u′(1) = 0, nes tada m(t) = 1, tačiau populiacijos

ǐsmirimo tikimybė lygi 1. Galima būtu
‘
i
‘
rodyti tokia

‘
teorema

‘
.

3 teorema. Jei u′(1) = 0 ir u′′′(1) < ∞, tai

P (Z(t) > 0|Z(0) = 1) ∼ 2

u′′(t)
1

t
, t →∞

ir

lim
t→∞P

(
2Z(t)

u′′(1)t
> u

∣∣∣ Z(t) > 0
)

= e−u, u > 0.

Be to, jei u′(1) = 0 ir u′′(1) < ∞, tai a.d.

X(t) = Z(t) exp{−u′(1)t}
turi ribini

‘
skirstini

‘
, kai t →∞.

Išsǐsakojančiu
‘
procesu

‘
teorija turi plačias taikymo galimybes. Plačiau žr.

S. Karlino kygoje [5].
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Chapter 5

Egzamino bilietu pavyzdziai

5.1 2006 metu
‘
rudens semestro bilietas

Egzaminas ǐs dvieju
‘
daliu

‘
: du klausimai atsakomi raštu be konspekto ir du

klausimai atsakomi raštu, kai leidžiama naudotis konspektu.

I dalis (be konspekto):

Tarkime, kad N(t) yra atstatymo procesas, m(t) - atstatymo funkcija,
F (x) - laiko tarpu

‘
X1, X2, . . . tarp atstatymu

‘
skirstinio funkcija, Y - neprik-

lausomas nuo Xi, i ≥ 1, eksponentinis atsitiktinis dydis su vidurkiu λ ir
x > 0.

1 (2 balai). Išvesti funkcine
‘
lygti

‘

m(t) = F (t) +
∫ t

0
m(t− x)dF (x).

2 (4 balai). Patikrinkite ir pagri
‘
skite kiekviena

‘
ǐs žemiau ǐsvardintu

‘

lygybiu
‘
:

E(N(Y )|X1 = x) = E(N(Y )|X1 = x, Y ≤ x)P (Y ≤ x|X1 = x)

+E(N(Y )|X1 = x, Y > x)P (Y > x|X1 = x)

= 0 + E(N(Y )|X1 = x, Y > x)P (Y > x);

E(N(Y )|X1 = x, Y > x) = 1 + E(N(Y − x)|Y > x) = 1 + E(N(Y )).

129
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II dalis (su konspektu):

1 (2 balai). Nagrinėdami gryna
‘
ji
‘
gimimo procesa

‘
ǐsvedėme formule

‘
perėjimo

tikimybėms

Pij(t) = λj−1e
−λjt

∫ t

0
eλjsPi,j−1(s)ds, j ≥ i + 1. (5.1)

Jei gimimo greitis yra tiesinis, t. y. λi = iλ, λ > 0 yra konstanta, tai
procesas vadinamas Julo (Yule) vardu. Šiam procesui yra teisinga konspekte
pateikta formulė:

Pij(t) =

(
j − 1

j − i

)
e−λit(1− e−λt)j−i, j ≥ i ≥ 1.

I
‘
rodykite ja

‘
.

2 (4 balai). Nagrinėkime aptarnavimo sistema
‘
M/M/1, bet pakeiskime

i
‘
ranga

‘
našesne. Joje klientai atvyksta pagal Puasono procesa

‘
su parametru

λ > 0. Esant eilėje dviem ir daugiau klientu
‘
, kai serveris yra laisvas, pradedami

aptarnauti ǐs karto du. Aptarnavimo laikas, nepriklausomai nuo to kiek
aptarnaujama, yra eksponentinis atsitiktinis dydis su parametru µ. Tegul
λ < µ. Pusiau Markovo proceso būsenas pažymėkime

0, 1, 2, 2̄, 3, 3̄, 4, 4̄, ...

Čia i reǐskia, kad sistemoje yra i klientu
‘
ir aptarnaujamas vienas, o ī - siste-

moje yra i klientu
‘
ir aptarnaujami du.

Patikrinkite ir pagri
‘
skite šias perėjimo tikimybiu

‘
ǐsraǐskas: p01 = 1,

pi,i+1 =
λ

λ + µ
, i ≥ 1;

pi,i−1 =
µ

λ + µ
, i = 1, 2;

pi,i−1 =
µ

λ + µ
, i > 2;

pi,i+1 =
λ

λ + µ
, i ≥ 2;

pi,i−2 =
µ

λ + µ
, i = 2, 3;

pi,i−2 =
µ

λ + µ
, i > 3.

Užrašykite bent pora
‘
sa

‘
ryšiu

‘
stacionariojo skirstinio tikimybėms πj.


