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0.1 Ivadas

Mielas SKAITYTOJAU, Jus atsivertéte konspekta paskaituy, autoriaus skai-
tytu 2006 metu rudeni magistrantams, kurie specializavosi tikimybiu teorijoje
ir matematingje statistikoje. Medziaga buvo parinkta neatsitiktinai. Dau-
giausia itakos turéjo R. Lyonso paskaitos [1], kurias jis parengé remdamasis
populiariais ir, matyt, nepamainomais Sh. Ross [2] ir [3] vadovéliais. Savo
ruoztu, mes panaudojome to paties autoriaus knyga [4] bei S. Karlino kny-
gos [5] rusiskaji vertima. Manome, kad parinktos temos yra naudingos ir
idomios tiek teoriniu, tiek taikomuoju aspektais. Siame kurse irodytos ir
suformuluotos teoremos toli grazu neiSsemia visu procesu teorijos paslapciu.

Be abejonés, Sis konspektas toliau turi biuti tobulinamas, be to, tiesiog
biitina isSravéti esamus darbo skuboje atsiradusius dalykinius ir korekttirinius
netikslumus bei lietuviy kalbos Siuksles. Tik didziulis matematinés literatiros
trukumas vercia autoriy rodyti §i nebaigta varianta fakulteto bendruomenei
ir, visy pirma, suinteresuotiems studentams. Autorius tikisi sulaukti ir kri-
tikos, ir geranorisku pasitilymu.
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Chapter 1

Kartojimo medziaga

1.1 Salyginés tikimybés ir vidurkiai

Visi siame kurse nagrinéjami objektai ,,gyvens” tikimybinéje erdvéje {Q2, F, P}.
Salygineé tikimybe apibréziama lygybe

P(AN B)

P(AIB) =~ [

A, BeF.

Sprendziant uzdavinius daznai yra patogu pasinaudoti pilnosios tikimybes
formule. Pradékime nuo tokio pavyzdzio.

1 vZpvuoTiS (Rinkimu problema). Zinoma, kad rinkimuose pretendentas J
gauna M balsy, o pretendentas I —m irn > m. Tarkime, kad bet kuri atéjusiy balsuoti

rinkéjy tvarka yra vienodai galima, ir raskime jvykio
A= A, = {J visada pirmauja priesK }

tikimybe.
Sprendimas. Pazymékime P(A) = P,,,. Tegu

B = {J gauna paskutini balsa}.

Tada B = {K gaunapaskutinibalsa} ir

_ _ n
P,.=P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B) =P, 1;m— + Pum— .
(AIB)P(B) + P(AIB)P(B) = Patn—— 4 Pam1-—

Jei n = m + 1, naturalu yra susitarti, kad P,_1,, = 0.

5
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Dabar naudodami matematine indukcija n+m atzvilgiu nesunkai iSvedame

atsakyma:
n—m

nm — .
n—+m

2 UZDUOTIS. Tegul monetos herbo atsivertimo tikimybé yra 0 < p < 1. Métant ja
daug karty yra pirmasis momentas, kada skaiciaus ir herbo atsivertimy kiekiai sutampa.
Uzrasyti tokiy laiko momenty skirsting.

Sprendimas. Sis momentas T yra a.d., igyjantis lygines natiirines reiksmes.
Jei T' = 2n, tai per pirmuosius n metim herbas atsiverte n kartu. Vadinasi,

P(T =2n) = P(T = 2n|{per 2n bandymu herbas atsiverte n kartu})
2n 2n
"(1—p)" =P "(1—p)".
(Y- pr=n () p)

Nagrinedami salygine tikimybe P, pastebime, kad métant moneta bet kuris
2n galimybiu (i§ n herbu ir n skai¢iu) iSsidéstymas yra vienodai galimas.
Momentas T" buvo pirmasis, kai herbu ir skaic¢iu rezultatas isilygino. Vienu
metimu pries tai visa laika viena monetos puseé pirmavo pries kita. Pavyzdziui,
iskritusiy herbu budavo daugiau negu skaic¢iu ir priespaskutiniu momentu
pirmuju buvo n, o antruju - lygiai (n — 1). Vadinasi, tikimybé P; lygi pir-
moje uzduotyje ivestai tikimybei P, ,_;. Pritaike ankstesni rezultata gau-
name atsakyma:

Panasiai galime panaudoti ir salyginius vidurkius. Prisiminkime juos.
Jei X ir Y yra diskretus atsitiktiniai dydziai (a.d), tai

P(X =z,Y =y)

PX =z]Y =y) = P =)

yra dvieju argumenty funkcija. Jei y fiksuotas, tai x funkcijos reikSmeés
apibrézia salygini X skirstini ir tada

Y P(X=zlY =y)=1

su visais y. Suma

Y 2P(X =2y =y) = E(X|Y =y)
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yra salyginis vidurkis esant salygai Y = y. Atsitiktinis dydis

E(X]Y)=> EX|Y =y1({w: Y =y})

vadinams dydzio X salyginiu vidurkiu atzvilgiu Y. Cia 1(A) - atsitiktinio

ivykio A indikatorius. Skai¢iuodami vidurkius gauname

E(X) = E(E(X]|Y)) =Y E(X|Y =n)P(Y =y),

jei E(X) egzistuoja.

Panasiai ir tolydziuju atsitiktiniu dydziu atveju. Isveskime (1.1) lygybe
absoliuciai tolydziuju a.d. X ir Y, turinc¢iu tankio funkcijas fx(z) bei fy(y).
Tegul fxy(z,y) yra a.vektoriaus (X,Y’) tankio funkcija. Dabar salyginé X

tankio funkcija, esant salygai Y = y, suprantama kaip = funkcija

Ixy (@, y)/fy(y).

Paprastas pagrindimas yra toks. Turime
fx(z)dr = P(X € (z,z + dx))
ir
[xy(x,y)  PX € (v,2z+dx), Y € (y+dy))/dxdy

Kly) P(Y € (y,y + dy))/dy
= P(X € (z,x+dn)|Y € (y,y+dy))/dx

= P(X €(z,z+dx)|Y =vy)/dz.

Todél

EX|Y =y) = /Rxw dx.

Dabar galime isvesti (1.1) formule:

BE(XY) = [ EX|Y =y)dF) = [ BXY =) fr(ydy

L/ xfxg/(é’)” d fr(y) dy
— /Rx/Rny(x,y)dydasz/ﬂxfx(ﬂf)dl":E(X)-
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[sitikinkite, kad integralu sukeitima vietomis uztikrina salyga E(|X]) < oo!

Panagrinékime keleta pavyzdziu, kuriuose naudojama (1.1) formulé. Gal-
ima izvelgti, kad ji yra gaunama taikant pilnosios tikimybés formule ir po to
vidurkinant.

2 UZDUOTIS. Kalinio vienutéje yra trejos durys, pro kurias jis gali iseiti. Pirmosios
veda § laisve, antrosios - i uzdara tunelj, kuri peréjes po vienos dienos jis sugrizty i ta paciq
kamera. Treciosios durys taip pat veda | tunelj, kuri peréjes kalinys sugrizty § kamera, bet
jau po trijy dieny. Rinkdamasis duris atsitiktinai, kalinys pabéga. Koks jo sugaisty dieny
vidurkis?

Sprendimas. Tegul X yra sugaiSty dieny skaicius, o Y — a.d., Zzymintis dury
pasirinkima. Todél

P(Y=1)=PY =2)=P(Y =3)=1/3.

Naudojameés (1.1) formule:

E(X) = EEXI|Y)) = ;E(X Y =1)+ ;E(X Y =2)+ ;)E(X Y =3)

_ ;<o+ (1+E(X)) + 3+ E(X))).

Is cia isplaukia atsakymas: 4.

1.2 Greitasis rusiavimo algoritmas

Turime n skirtingu realiuju skai¢iu aq, . . ., a,. Reikia surtiSiuoti juos didéjancia
tvarka sugaistant kuo maziau laiko. Greitasis rusiavimo algoritmas sitlo
imti viena skaiciu atsitiktinai, tarkime a;, ir palyginus i su likusiais, sudaryti
mazesniy uz ji ir didesniu uz ji skaiciu poaibius. Po to pakartoti si zingsni su
mazesniais poaibiais. Algoritmo vykdymo trukme nusako skaiciu palyginimu
kiekis.

Geriausias atvejis butu, jei kiekviena karta mums pavyktu pradéti nuo
medianos, t.y. nuo vidurinio pagal diduma skaiciaus. Tada palyginimo
operaciju kiekis apytikriai buty lygus

n n
~ —}(2 *X4 “e
n+2 +4 +

Cia apytikriai turétume log, n nariu, todél is viso operaciju biitu apytikriai
nlogyn.
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Raskime palyginimy skaic¢iaus X, vidurki greitojo rtusiavimo algoritme.
Lyginant didumus, traukiamojo skaiciaus vieta yra atsitiktine. Tegul ja
nusako a.d. Y. Todel

E(X,) = BE(X,[Y) = Y E(X, [V = )P = j)

n 1 2n1
= ZE(TL—1+XJ_1+X71_])*—TL—1+ ZEXk
j=1 n =

I$ cia isplaukia rekurentiné formulé sekai M, := E(X,,) su pirmuoju nariu
M; = 0. Gauname

n—1
nM, =n(n—1)+2> M,.
k=1
Dél n — 1 iS ¢ia turime:
n—2
(n—1)Mpo1=mn—-1)(n—2)+2> M,
k=1

Atéme §ias lygybes panariui, gauname
nM, — (n—1)M,_1 =2(n—1)+2M,_;,

nM, = (n+ 1)M,_1 +2(n—1).
Perrase patogesnéje formoje iteruodami isvedame:
M, M, N 2n—1) M, o 2n-—-1) 2n-2)

n+1 n nn+1) n-1 (n+1)+(n—1)n
-1 1

- 22 k+1) 2Z(ki1 k:)

~ 2(2 logn —logn) = 2logn,

jei n — oo.
Vadinasi, E(X,,) ~ 2nlogn. Rezultatas kiek blogesnis uz anksé¢iau pastebéta
geriausiai jmanoma.
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1.3 Saraso modelis

Dirbdamas prie rasomojo stalo, po ranka visada turiu reikiamos tematikos
knyguy kriuivele. Pasinaudojes kazkuria is juy, padedu kruvelés virsuje. Proce-
sas kartojasi. Patogiausia butuy, jei reikalingiausia knyga visada butu virsuje.
Deja, taip néra... Mano darbui paspartinti reikty zinoti bent jau reikalin-
gos knygos vidutine vieta, ja skai¢iuojant nuo virSaus. PanasSiai elgiasi ir
kompiuteris su duomenimis, ka tik panaudotus palieka saraso priekyje.

Taigi, turime n elementu seka {ej,...,e,}. Laiko momentais 1,2, ...
nepriklausomai nuo praeities ir nuo kitu elementy su tikimybe P; yra iskvie-
¢iamas e;, po to jis yra perkeliamas i sekos pradzia.

UZDUOTIS. Rasti kvieciamojo elemento pozicijos sekoje vidurki.

Sprendimas. Tegul X yra kvieciamojo elemento pozicija sekoje, o a.d.

Y isreiskia, kuris i turimuy elementy yra kvie¢iamas. Formaliai ji galime
apibrézti zinomomis tikimybémis
P({kvieciamas e¢;}) = P(Y =1) =P, 1<i<n.
Pagal (1.1) formule
E(X) = zn:E(X Y =1i)P,.

i=1
Jei e; yra iskviestasis elementas, tai X padetis sutampa su e; padétimi sekoje.
Vadinasi, salyginis vidurkis po sumos zenklu lygus e; pozicijos, tarkime, a.d.
Z; vidurkiui ir todél

Iveskime ivykiu indikatorius

I _{ 1, jei ejsekojeyrapirmiauuze;
77 L0 priesingu atveju.

Tada

E(Z) =1+ _E(I;) =1+ > P({e; sekoje yra pirmiauuze; }).
J# J#
Elementu tarpusavio padétys kinta po ju iskvietimo, todél ir panagrinékime
ivyki: iskviestas e; arba e;, kai ¢ # j. Jo tikimybe yra P; 4+ F;, o

P(kviestase; |kviestase; arbae;) = P;/(P;, + P;).
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Todel
P({ejyrapirmiauuze;} = P(kviestase; |kviestase; arbae;) = P;/(P; + Fj).

Vadinasi,

Z)=1+3Y
#ZP+P

Istate §i dydi i ankséiau gauta formule randame atsakyma:

:zn:P< FLpT P)_l z”: ZP+P

i=1 J#i =1 j#i

1.4 Atsitiktinio skai¢iaus démenu suma

Tarkime N yra a.d., igyjantis reiksmes 0, 1, ..., nepriklausomas nuo a.d Xj,
¢ > 1 rinkinio, kurie taip pat yra nepriklausomi. Ivairiuose modeliuose yra
sutinkamos sumos

Stai keli taikymo pavyzdziai. Eiliy teorijoje dydis N zymeéty per tam tikra
laika atvykstanciuy klientu skaiciy, o X; - 7-ojo kliento aptarnavimo laika.
Tada 5, isreikstu visa aptarnavimo laika. Rizikos teorijoje N jau galétu buti
iSmoku skaicius, X; - ¢-osios iSmokos didumas, o S,, - visa iSmokeéta suma.
Populiaciju teorijoje - N zymeéty augaly skaic¢iu tam tikrame plote, X; - i-0jo
augalo séklu skaiciu, o S, butu visu séklu skaicius.

Raskime Sios sumos skaitines charakteristikas, momentus. Trumpumo
délei perzymeékime S, =Y ir X := X, tardami, kad pastarieji yra vienodai
pasiskirste.

1 teorema. Tequ X := X; yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste a.d.
bei nepriklausoms nuo N. Tarkime kad visi a.d. turi baigtinius vidurkius ir
antruosius momentus. Tada

Var(Y) = E(N) Var(X) + Var(N)E(X?).
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Irodymas. Nagrinékime momentu generuojancia funkcija ir atlikime for-
malius skaiciavimus:

E(e") = E(E(" |N))=> E(" [N =n)P(N =n)

n>0

= Y (E(etX)>nP(N =n).

n>0

Cia pasinaudojome démenu nepriklausomumu ir Furjé transformaciju savybe.
Vadinasi,

B(e™) = E((B(e™))")
Diferencijuodami gauname

d tYy ty tX\N-1 tX
7 B(e") = E(Ye™) = E(NE(e™)"'B(XeY)).

ir
d2

@ E<etY) — E(YQGtY)

= B(N(V = DE()Y 2 (B(Xe))?)
+E(NE(etX)N71E(X2€tX>)-

Kai patenkintos teoremos salygos ir ¢ = 0, i$ ¢ia gauname momenty formules:

ir

Vadinasi,

Var(Y) = E(Y?) - (E(Y))?
= (E(N?) ~ B(N) - (B(V))?) (E(X))* + E(N)E(X?)
= E(N)Var(X) + Var(N)E(X?).
Teorema jrodyta.

Ateityje N daznai bus Puasono a.d. arba net Puasosno procesas N =
N(t),t > 0.



1.5. A.D. BE ATMINTIES 13

1.5 A.d. be atminties

Apibrézimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas neturincéiu atminties, jeigu su
visais t > 0 ir s > 0 yra teisinga lygybé

P(X >s+t|X >t)=P(X > s).
Eksponentinio a.d. skirstinio funkcija lygi 0, kai z < 0 ir
Fz)=1—e

su A >0, jei x> 0.
1 teorema. Vienintelis a.d. be atminties turi eksponenting skirsting.

_ Irodymas. Tarkime F(z) = P(X < ) yra a.d. skirstinio funkeija, o

F(z)=1- F(z). Tada

P(X >s+t, X >t)

PX>s+t|X>t)= PX > 1)

=P(X > s).

Vadinasi, -
F(s+t) =

Beveik visur tolydi funkcija, tenkinanti Kosi lygti yra eksponentine. Todél
F(z) = e7?*. Parametro \ zenklas bus teigiamas, nes F(r) yra mazéjanti
funkcija.

Apibrézimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas neturinciu atminties stiprigja
prasme, jeigu su visais s > 0 ir nepriklausomais a.d.s Y > 0 yra teisinga ly-

gybeé
PX>s+Y|X>Y)=P(X >5s).

2 teorema. Eksponentinis a.d. neturi atminties stipriaja prasme.
Irodymas. Ivykio tikimybé yra jo indikatoriaus vidurkis, todél galime
taikyti (1.1) formule. Diskretaus a.d. Y atveju turime

P(X>s5+Y) = BP(X>s+Y|Y) =S P(X >s+Y[Y =y)P(Y =y)
= Y PX>s+ylY =y)P(Y =vy)
= Y P(X >s+y)P(Y =)

— Z e—)\(s+y)P(Y — y) — E(e—)\(s-l-Y))'

Y
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Kai s =0, i ¢ia gauname
P(X >Y)=E(™Y).

Todél
P(X >s+Y)
P(X >Y)

Ta ir reikéjo irodyti. Panasiai patikrintume ir tolydziuju a.d. Y atveju.

=e M =P(X > s).

UZDUOTIS. Iéjes ¢ bankaq pastebiu, kad yra du tarnautojai aptarnaujantys klientus
nepriklausomai vienas nuo kito. Abieju klienty aptarnavimo laikas yra eksponentinis a.d.

su parametru A. Kokia tikimybé, kad sutvarkes savo reikala a3 iseisiu po abieju klienty?

Sprendimas. Tegu X yra mano laukimo laikas, o Y, Z - klientu aptarna-
vimo laikas nuo mano j¢jimo. Teoremoje irodyta lygybe
P(X>s+Y|X>Y)=P(X >5s)

galime interpretuoti, kad pirmiau aptarnautas klientas neturées itakos mano
laukimo tikimybei. Vadinasi, mano laukimo tikimybé bus lygi

P(X>2Z) = E(P(X>Z|2)) = /OOO e f,(2)dz
= /OOO e MNe Mdz = ;

Atsakymas 1/2.
UZDUOTYS. Rasti P(X > Y), jei X ir'Y yra nepriklausomi eksponentiniai a.d.

su skirtingais parametrais..

Klientus aptarnauja M darbuotuojy ir visy jy aptarnavimo laikas yra eksponentinis.
Rasti laiko tarpo tarp k-o ir (/{7 + 1) klienty aptarnavimu pabaigy skirstinio tank;.

1.6 Puasono procesas

Pradékime nuo tradicinio Puasono proceso apibrézimo.
Apibrézimas. Atistiktinis procesas (a.p.) II(t), t > 0, vadinamas Pua-
sono, jeigu

o I0) =

o II(t) €

o [II(¢) turi stac1onar1us ir nepriklausomus prieauglius;
o P(II(t) > 2) = o(t), jei t — 0;

o PI(t)=1) = M +o(t), jei t — 0.
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Zinoma, pirmieji reikalavimai su vienetine tikimybe. I$ ¢ia iSplaukia ly-
gybeé
At)*
PII(t) = k) = e (k') keZ".
Apibrézimas. A.p. N(t), t > 0, vadinamas skaic¢ivojanciuoju, jeigu jis
isreiskia ivykiu pasirodymo laiko intervale (0, ¢] skaiciu.
Taigi,
o N(t)eZT;
o Jeis <t tai N(s) < N(t)

Susitarkime, kad proceso trajektorijos N(t) yra tolydzios i§ desinés su viene-
tine tikimybe.

Naudosimeés tokia ribine teorema.

Lema. Tarkime, kad X,;, 1 < i < k,, yra nepriklausomi a.d., 1gyjantys
sveikas neneigiamas reikSmes ir tokie, kad tikimybés p,; := P(Xn = 1) ar
eni = P(Xpn; > 2 tenkina salygas:

(1)  max;<k, Pni = o(1);

(ii) Yk, Pni — A € [0,00];

(iii) i<k, €ni = 0(1),

jei n — oo. Tada sumos

skirstinys silpnai konverguoja i Puasono skirsting su parametru .
Irodymas bus pateiktas ribiniy teoremu kurse.
Kai A = 0, skirstinys issigimes nulio taske, o atveju A = oo ribinis a.d.
iSsigimes begalybéje, t.y. jo skirstinio funkcija yra tapaciai lygi nuliui.
Dabar galime skaic¢iuojanciyju procesu klaséje isskirti Puasono procesa.
1 teorema. Jei skaiciuojantis procesas N(t) turi nepriklausomus sta-
cionarius prieauglius, jo Suoliai nevirsija vieneto, N(0) = 0 ir N(t) # 0,
tai egzistuoja toks A € (0,00), kad N(t) yra Puasono procesas su parametru

A
Irodymas. Tegul n > 1 ir t > 0. Apibrézkime a.d.

Xu=N() v a<ico
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Irodysime, kad jie tenkina lemos salygas. ISlaikydami jos zymenis, patikri-
name iverti

En=¢eni = P(Xyi >2)=0(2"), 1<i<2" (1.2)

jei n — oo. Tare priesingai, turime kazkoki poseki ny — oo ir § € (0, 0] su
savybe

ny,
2" ey, — 0,

jei k — oo. Iveskime binominius a.d.
i = H{ X > 2}, 1 <4< 2™,
Tai nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., be to,
P =1) = ep; = €p.
Skaiciuojame tikimybe

PEi<2™: X >2) = P(Y nu>1)=1-P( > nu=0)

i<2"k i<2"k
= 1_HP(nm:O):l_(l_gn)Tzk_)l)
1<2"k

jei 6 = oo. Jei § < 0o, logaritmuodami gauname

P(Fi<2™: X,,>2) = 1—exp{2™log(l —¢,,)} ~1—exp{—2"¢,,}
~ 1—e?>0, k— .

Kadangi
i<2n

paskutinieji iveréiai rodo, kad N (t) turi nemazesnius uz du Suolius su teigiama
tikimybe. PrieStara teoremos salygai rodo (1.2) lygybés teisinguma. I3 jos
isplaukia lemos reikalavimas (iii).

Tikimybés p, = pp; = P(X,; = 1) yra vienodos visiems 1 < i < 2". Kai
1 = 1, gauname

pn < P(N(t/2") > 1).

Vadinasi, naudodamiesi susitarimu, kad trajejktorijos yra tolydzios i§ deSinés,
gauname
limsupp, < P(N(4+0) > 1) = P(N(0) > 1) =0.

n—oo
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Tai yra lemos salyga (i).
Isrinkime toki neapréztai didéjanti indeksu poseki ng, kad egzistuotu riba

lim 2" p, =:g(t).

k—oo

Pagal lema
N() = D Xoi = Ty
i<2mk
skirstiniy konvergavimo prasme. Cia 14+ yra Puasono a.d. su parametru
g(t). Kitais zodziais tariant, N (t) = Ily4). Kadangi

E(N(t)) = E(lly) = 9(1),

is lygybés N(s+t) = N(s) + N(t) isplaukia Kosi funkcine lygtis g(t + s) =
g(t)+g(s). Monotoniskai didéjanti funkcija, tenkinanti sia lygti, turi pavidala
g(t) =At, éa A > 01ir ¢t > 0.

Teorema jrodyta.

Mus daznai domina ne a.d. sumos elgesys, bet démenu skaicius, kada
suma pasiekia tam tikra sriti. Si pozitiri nelengva psichologiskai isisamoninti,
todél panagrinésime paprasta uzdavini.

Lietuviskas nesékmés paradoksas. Tarkime, kad man ir draugams finasinés
nesékmés yra vienodai pasiskirste tolydiniai a.d. Xi,..., X, .... Sulaukes nelaimés,
a$ noriu Zinoti, kiek reiks laukti, kad mano draugas patirs dar didesniy nuostoliy. Koks

to laukimo latko vidurkis?

Tegul mano numeris yra 1. Nagrinékime seka X1, Xs, ..., X,,. Pazymékime
N = min{k : X > X;}. Pastebékime, kad N > n, n > 2, tada ir tik tada,
jei maksimalus Sios sekos narys yra pirmasis. Bet Sis ivykis yra simetrinis,
t.y. maksimalus galéjo biuti bet kuris jos narys. Todél

P(N >n) =1/n.

Vadinasi,
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Man i$ tiesy nesiseka, nes vidutiniskai teks laukti begalo daug, kol kam nors
nesiseks dar labiau!

Grizkime prie Puasono proceso. Pastebésime, kad skaiciuojantysis proce-
sas, tenkinantis 1 teoremos salygas, egzistuoja. Sekanciame teiginyje skai-
¢iuosime a.d. sumas, nevirsijancias tam tikros ribos.

2 teorema. Jei Xy, k > 1, yra nepriklausomi a.d. pasiskirste pagal ta pati
eksponenting su parametru A > 0 désnj, tai procesas

N(t) ::sup{nZO: Zngt}, t>0,

k<n

yra Puasono.
Irodymas. Akivaizdu, kad P(N(0) = 0) = P(X; > 0) = 1. Pagal stipruji

didziuyju skaic¢iuy désni

LSy xS EBXG) = 1A

L k<n

su vienetine tikimybe, jei n — oo. Vadinasi, beveik visada X} suma yra
monotoniskai didéjanti, todeél fiksavus ¢ > 0, rasime toki baigtini numeri
N(t), nurodyta jo apibrézime. Kitais zodziais tariant, N () < oo su tikimybe
vienetas. Sis procesas turi vienetinius suoliukus, nes P(Xy =0)=0, ir tra-
jektorijos yra tolydzios i§ desinés. Jo prieaugliai N(t + s) — N(s) isreiskia
nauju démenu Xy, prisidéjusiu prie sumos, skaiciu. Jis priklauso tik nuo
laiko intervalo ilgio ¢, todél jie yra stacionarus. IS Siu démenu nepriklauso-
mumo isplaukia ir paties proceso N(t) prieaugliu nepriklausomumas. Pagal
1 teorema N (t) yra Puasono procesas.

Irodysime, kad jo grei¢io parametras A\; = A. Turime E(N(t)) = A\t.
Kadangi

N(t)>n& S, =) X, <t,
k<n
tai
Fs (t) = P(S, <t)=P(N(t) > n).

A.d. S, tankio funkcija yra gama skirstinio tankio funkcija

e )

gn(t) == fs,(t) = Xe =1’

t>0.
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Is tiesu, kai n = 1, tai iSplaukia iS apibrézimo. Tare kad ji teisinga dél n,
skai¢iuojame (n + 1)-o démens sumos tankio funkcija. Pagal sasukos formule

Y

)\n-{—ltn—le—)\t /t nd )\n—i—ltne—)\t
e r ar = ———
0

gna1(t) = /Ot gn(t — 2)g1(x)dx = (n—1)!

n!

kaip ir buvo manyta. Toliau skaic¢iuojame vidurki kitu budu. Pasinaudojame
Abelio sumavimu ir gauname

E(N() = Y kP(N(H) =k) = 3 PIN() 2m) = 3 P(Sn < 1)

k>1 m>1 m>1
t t
= Y [ Fsawdu= [ 3 fs,(w)du
m>1"0 0 m>1
t )™t t
= / e M Z % du = / e M. M dy = M.
0 o] (m—1)! 0

Vadinasi, i$ tiesu A\ = A.

Teorema irodyta.

Tegul toliau N (t) yra Puasono procesas su parametru A > 0. Pazymékime
X pirmojo N(t) suolio laiko momenta, X5 - laiko tarpa tarp pirmojo ir
antrojo Suolio, X3 - sekanti laiko tarpa tarp Suoliuy ir X,, - laiko tarpa tarp
(n — 1)-o ir n-o Suoliu. Galima isivaizduoti, kad Puasono procesas skai¢iuoja
kazkokiu ivykiu pasirodyma, ivykiui ivykus jo reikSmé padidéja vienetu.
Tokioje interpretacijoje suma

Sn:ZXk

k<n
reikstu n-o ivykio laika, o X} butu tarpai tarp tu ivykiu.
Sekantis teiginys tam tikra prasme yra atvirkstinis 2 teoremai.

3teorema. A.d. X, k > 1 yra nepriklausomi ir pasiskirste pagal eksponenting
désng su parametru \.

Irodymas. Turime

Dabar
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Taciau déka prieaugliy nepriklausomumo

P(Xy >t|X; =s) = P(N(t)nedaresuoliuintervale (s, s +t]|X; = s)
P(N(t+s) — N(s) =0) = e,

Todél X; ir X5 yra nepriklausomi, be to,
P(Xy >t)=eM.

Pakartoje samprotavimus su bet kokiu a.d. Xj rinkiniu, (galima butu pri-
taikyti matematine indukcija) baigtume griezta 3 teoremos irodyma.

UZDUOTIS. Tarkime, kad 0 < s < t. Rasti salygine tikimybe
P(X; <s|N(t)=1)

ir skirstinio
P(Sl <LC,SQ <y|N(t> 22)
tanki.
Atsakymai: s/t ir 2/t2, kaiz <y <{t.
Nekantriesiems ir nesugebantiems pateikiame sprendima !
Sprendimas. Pirmaja ieSkoma tikimybe uzrasome

P(X; < s, N(t) =1)
P(N(t) = 1)

Analizuojame vyki, esanti po tikimybe skaitiklyje. Jei X; < s, tai pirma-
sis Puasono proceso suolis buvo iki laiko momento s, vadinasi, N(s) = 1.
Antrasis ivykis po §ia tikimybe rodo, kad laiko intervale (s,t] Suolio neb-
uvo. Apgrezdami Siuos samprotavimus, pastebime net ivykiu ekvivalentuma.
Gauname

P(N(s) = 1, N(t) — N(s) = 0)
P(N(t) = 1)
Ase~ s . efA(tfs)

Ate—

P(X, <s|N(t)=1) =

~+~ | ®»

Antrame pratime reikia imti mazus 01,9 > 0 ir nagrinéti tikimybe

P(x<51§x+5l,y<52§y+52,]\7(t):2)

b= P(N(t) = 2)
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Ivyki po tikimybe skaitiklyje vél reikia iSreiksti Puasono proceso Suoliais.
Jei antrasis Suolis ivyko momento y aplinkoje, tai ¢ turi biiti didesnis uz y.
Tad, sumazine Jy (panasiai ir dél d;), galime imti 0 < z 4+ §; < y <t — da.
Pazymékime

J = (0,\ ((w, 2 + 6] U (y, 4 + 52))-

Pakeiciame nagrinéjama ivyki ir iSvedame

P P(N(x+01) — N(z)=1,N(y+d02) — N(y) =1,N(t) =2)
N P(N(t) =2)
P(N(x+(51) — N(x) =1,N(y+ 02) — N(y) = 1, int. J suoliu nem)
- P(N(t) =2)

Jei 01,02 — 0, gauname,

d2P<Sl < ZL’,SQ < y|N(t> = 2)
dx dy

=2/t%.

Apibendrine §ia lygybe, gauname svarbia Puasono proceso savybe.

4 teorema. Salyginis skirstinys
P(S; <xi, 1 <n|N(t) =n)

sutampa sun nepriklausomu tolygiai pasiskirsciusiu intervale [0,t] a.d. Uy, ...,
U, sutvarkytosios statistikos U;, < --- < U, skirstiniu.

Savarankiskai pakartokite virsuje uzrasytus samprotavimus bendru atveju!

Taikant Sia teorema, patogu isivaizduoti, kad esant salygai N(t) = n,
ivykiy, kuriuos skai¢iuoja Puasono procesas, pasirodymo momentai Sy, ..., S,
yra nesutvarkyti laiko skaléje ir yra nepriklausomi tolygiai intervale [0, 1]
pasiskirste a.d. Tuo pasinaudosime kituose skyreliuose.
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1.7 Masinio aptarnavimo teorijos uzdavinys

Nagrinésime aptarnavimo sistema, kurios standartinis zymuo yra M/G/1.
Pirmoji raidé paprastai zymi laiko tarpu tarp klientu atvykimu skirstini, o
M - eksponentini skirstinj su parametru A > 0. Antroji raidé - aptarnavimo
laiko skirstini. Skaic¢ius uz pasvirojo briuksnio reiskia serveriu skaic¢iuy. Taigi,
miisy sistemoje klientai atvyksta pagal Puasono procesa.

Palyginkite su kita sistema G /M /1. Joje klientu atvykimas vyksta pagal
procesa, kuriame laiko tarpai tarp atvykimu turi skirstini G, o aptarnavimo
laikas yra eksponentinis a.d.

UZDUOTIS Tarkime, kad klientai atvyksta § aptarnavimo stoti pagal Puasono procesa
su greiciu A > 0 ir yra 5 karto aptarnaujami. Tegul ju aptarnavimo laikai yra vien-
odai pasiskirste a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausomi nuo Puasono proceso bei
turi pasiskirstymo funkcija G (I) Rasti klienty, esanciy aptarnavimo stotyje momentu t,
skaiciaus skirsting.

Sprendimas. Tegul X (t) yra tiriamasis a.d. Ivesdami salyga, gauname

oo
P(X(t)=j)= ZP(X(t) =J|IN(t) =n)eM—— j=0,1,....
n=0

Salygine tikimybe aprasomi j klienty, o i$ viso ju yra n. Taigi, galime
pasinaudoti binominiu désniu. Gauname

(M)pP (1 —p)" j=01....n

P(X(t)zj’N(t):n):{O Jj > n.

Cia p yra tikimybe, kad vienas klientas yra aptarnaujamas momentu t. Raskime
ja. Prisimename, kad esant salygai N(t) = n, jo atvykimo laikas yra tolygusis
a.d. U su pastovia tankio funkcija f(z) = 1/t, kai x € [0,¢]. Todél

p = P(klientas yra aptarn. laiko momentu t)
= P(klientas yra aptarn. laiko momentu t |U)
t d
= / P(klientas yra aptarn. laiko momentu t |U = x)%
0

Pasinaudodami zinomu aptarnavimo laiko skirstiniu, skaic¢iuojame tikimybe
po integralo zenklu. Klientas dar stotyje, vadinasi, jo aptarnavimo laikas
buvo ne trumpesnis uz t — z ir tokio ivykio tikimybeé lygi 1 — G(t — x). Taigi,

= /Ot(1 _ G- @)‘Zf.
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Istate Sia formule i auksciau isvesta lygybe, gauname

PX@) =) = 3 (- pren

n=j

Cia j =0,1,..., o p yra ankséiau apskai¢iuota tikimybe.

1.8 Impulsu amplitudés modelis

UZDUOTIS Tarkime, kad elektros impulsai patenka i skaitikli pagal Puasono procesa
su greiciu A > 0, bet ju amplitudés determinuotai eksponentiskai mazéja, t.y. A didumo

~T. Tarkime, kad pradinés amplitudés yra vienodai

amplitudé po laiko T bus lygi Ae
pasiskirste a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausomi nuo Puasono proceso bei turi
pasiskirstymo funkcija G (:L’) Rasti visy impulsy amplitudziy momentu T sumos skirstinio
charakteristine funkcijq ir vidurk;.

Sprendi mas. Jei S, yra n-o impulso, kurio amplitudé yra A,,, patekimo

momentas, tai tiriama amplitudziu suma lygi

N(t)

ZAG a(t—Sp)

Reikia rasti
d(u) := E(e™40)) = f_ojoE( AW N () = n) P(N(t) = n).

Toliau naudojames 4 teorema. Jei Uy, Us, ... yra nepriklausomi a.d., tolygiai
pasiskirste intervale [0,1], tai

B0 N(t) =n) = (eXP {WZTL:AJ@ o) })

J=1

—a(t—Uj) .

Pazymékime Z; = Aje Sie a.d. yra nepriklausomi ir vienodai

pasiskirste, vadinasi,

E(c"W |N(t) = n) = E<exp {wZZj}) = {E(eiuzl)r.

=1
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Skaiciuodami ¢ia esancia charakteristine funkcija vel vidurkiname:
E(e"%) = E(E(e“‘zl 1))
exp zuAle alt= Ul)} |Uy

d
= (ex ZuAle alt— y)}) Ty
¢

o

Cia ¢4(v) yra a.d. A; charakteristine funkcija. Surinke gautas lygybes,
gauname

[
N

N—

&

o) = 3L 1 (oot

|
n=0 n.

= e Mexp {)\/Ot oy (ue_o‘y)dy}.

Momentai skai¢iuojami diferencijuojant. Gauname

E(A(t)) = ®(0) /i = )\/Ot w e-ongy = BAD (| mary

«

Uzduotis atlikta.

1.9 Patikimumo teorijos uzdavinys

Sakant, kad procesai Ni(t), No(t),..., t € T, yra nepriklausomi, turima
omenyje, kad bet kokiam k& > 1, bet kokiom Borelio aibéems A;;; C R ir
bet kokiems laiko momentams ¢;;, € 7', 1 < j; < J;, 1 <14 < k, ivykiu Seima

Ni(tiz) € Avjy, oo Nitn) € Avgys - Ni(teg,) € Akjes - -+, Ni(tra,) € Ag,

yra nepriklausoma.

Problema. Zinoma, kad nekokybiskos detalés aparatiroje laiko intervale t > 0
sukelia nemalonius jvykius, pasiskirsciusius pagal Puasono su greiciais A\; > 0 procesus.
Tarkime, kad jie yra nepriklausomi. Atlikus testavima, vis tiek iSlieka brokuoty detaliy.

Ar galima, pagal testo rezultatus jvertinti likusiy nekokybisky detaliy tikimybes?
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Koki dydi reiktu vertinti? Siuloma nagrinéti indikatorius ivykiuy, kad po
testo i-0ji brokuota detalé neisryskéjo, ¢ > 1. Tegul tai bus 9;(t). Kadangi
Puasono proceso greitis yra \;, tai naturalus vertintinas dydis yra sumos

A(t> = Z /\iwz’(t)

vidurkis. Ka matome i3 testo? Tarkime, M;(t) yra skaicius defektu, kurie
sukelé j pasekmiu iki laiko ¢, o X; - indikatorius, kad ¢ brokuota detalé sukélé
lygiai viena ivyki. Turime

E(M (1) = B(Y X)) = > Ate ",
Antra vertus,

B( > Aii(t)) = SINP(N(t) = 0) =3 Ae ™.

Vadinasi,
B(A(t) - =0
ir dydis M;(t)/t gali buti statistika nezinomo A(t).
Jos kokybé? Vertinkime

M)
)

Mi(t)
Var(A(t) — T)
Prisimename, kad

Var(X —Y)=Var(X)+ Var(Y) - 2Cov(X,Y),
Cia

Cou(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y)
yra a.d. kovariacija.
Taikome Sias formules. Gauname

Var(A(t) - ]\/[lt(t)) = ZVW()\Wi(t) — X;(t)/1)
- Z ()\?Var(zbi(t)) + tlQVaT(Xi(t)) - 2):

- ¥ (Afe—m(l — e

7

Cov(1;(1), Xz<t>>>

L A o, _
+t72)\it6_)\it(]. . )\ite—)\it) + 276—>\1t/\it€—)\1t) )
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Cia pasinaudojome lygybe 1;(t)X;(t) = 0. Sutvarke reiskini gauname

Var(A(t) — ]\ﬁ(t)) - Z ()\?e—)\it 4 ):G—Ait) _ Z AZeMit 4 E(]\til(t))
= E(My(t)) + E(]\f;(t))

Taigi, ir dispersija gali buti ivertinta i$ testo rezultatu.

1.10 Puasono procesu sumos

Pirmasis teiginys yra nesunkiai patikrinamas.

1 teorema. Jei Ni(t), 1 < i < r yra nepriklausomi Puasono procesai su
greiciais A; > 0, tai ju suma N(t) = Ni(t) + --- + N,.(t) irgi yra Puasono
procesas, kurio greitis yra X = Ay + - - - + A,

Irodykite savarankiskai.

Zymiai idomesnis yra atvirkstinis teiginys.

2 teorema. Tarkime, kad jvykiu, kurivos skaiciuoja Puasono procesas
N(t) su parametru A > 0, pasirodymo metu mes galime juos skirstyti i r klasiu
su tikimybémis p;, nepriklausomai nuo kity vykiv. Jei N;(t) yra procesas,
skaiciuojantis i-0s klasés jvykius, tai jis irgi yra Puasono, jo parametras yra
Ai = piX, be to, Ni(t), 1 <1 <r, - nepriklausoma procesu Seima.

Irodymas. Paprastumo délei imsime atveji r = 2. Tada p; =p, o po = q =
1 — p. Aisku, kad N(t) = Ny(t) + No(t). Nagrinéjame dvimati skirstini

P(N\(t) = k,No(t) =m)
_ Zop(zvl(t) — k, No(t) = m |N(t) = n) P(N(¢) = n).

Cia ir toliau k,m > 0. Pastebékime, kad Sios tikimybés yra nenulineés tik
atveju, kai n = k 4+ m. Tada
P(Ny(t) = k,No(t) =m|N(t) =k +m)P(N(t) = k+ m)
e (AR
(k+m)l’
Esant salygai po tikimybeés zenklu, i§ k+m ivykiu & yra pirmo tipo. Pasinau-
doje binominiu skirstiniu, gauname

= P(Ny(t) =k, No(t) =m|N(t) =k +m)e

k + m)pkqm.

P(Ni(t) = k, Na(t) = m [N (t) = k+m) = ( i
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Taigi,
kE+m o (A)RTm
P(Ni(t) = k. No(t) = m) = (" )ptqme e
— e—)\pt (/\pt)k . e—)\qt (/\qt)m
k! m!

Matome, kad nagrinéjami procesai yra nepriklausomi. Susumave pagal m >
0, randame pirmojo proceso skirstini:

[e o]

P(N:(t)=k) = Z_OP(Nl(t) =k, No(t) = m)

_ e—Apt ()‘pt)k
k!

Vadinasi, N;(t) yra Puasono procesas, o jo greitis lygus Ap. Taip pat pasielge
su Ny(t), baigiame teoremos irodyma.

Patikrinkite teorema, kai v yra bet koks naturinis skaic¢ius.

Taikydami Sia teorema, neskubékime daryti klaidingu isvady. Pana-
grinékime pavyzdi. Jeiiparduotuve zmonés atvyksta pagal Puasono procesa,
o motery ir vyru tikimybes yra vienodos, tai i§ fakto, kad per pirmas 10
valanduy atejo 100 vyru, neisplaukia, kad per ta pati laika turéjo ateiti ir 100
moteru. Netgi atéjusiu moteru vidurkis nebus 100.

Paprasta UZDUOTIS Emigrantai i Airija atvyksta pagal Puasono procesa, kurio greitis
10 Zmoniy per savaite. Lietuviai sudaro 1/12 visy imigranty, atvykstanciy i Siq Sali. Kokia
tikimybé, kad per keturis sekancius ménesius neatvyks joks lietuvis?

Masinio aptarnavimo teorijos uzdavinyje, esame rade klientuy dar esanciu
stotyje skirstini. Raskime klientu, kurie jau yra aptarnauti momentu ¢ vidurki.

Sprendimas. Anksciau buvome rade dar aptarnaujamu klientu skirstini.
Jo vidurkis buvo Apt, ¢ia

1 ft
p=7 [(1=G(t - )z,
t Jo
o G(x) - aptarnavimo laiko skirstinio funkcija. Atvyke klientai skirstosi i

dvi klases, aptarnautus ir dar ne, tai pasinaudoje ka tik iSvestu teiginiu,
randame, kad ieskomasis vidurkis lygus

t t
At — Apt = )\/ G(t —x)dx = )\/ G(y)dy.
0 0
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Kai kada nagrinéjama uzdavini yra patogu ivilkti i Puasono proceso riiba.
Tai vadinama puasonizacija.

Kolekcionieriaus problema. Kolekcionierius nori surinkti m tipy monety
kolekcija. Kiekviena karta, kai jis randa kokia, su tikimybe p;, 1 < 1 < m,
Ji yra i-ojo tipo ir tai nepriklauso nuo praeities. Kiek vidutiniskai jam teks
nupirkti monety, kad susidarytu geidZiamas komplektas?

Sprendimas. Galima isivaizduoti, kad monetos kolekcionieriui pasitlomos
pagal Puasono procesa N (t) su grei¢iu 1. Kitokio parametro atveju skai¢iavimai
butuy tie patys. Tada i-ojo tipo moneta patenka pas ji pagal Puasono procesa
N;(t) su greiciu p;. Jei X (i) yra pirmos i-o tipo monetos laukimo laikas (jis
yra eksponnentinis a.d. su parametru p;), tai visas laukimo laikas iki pilnos
kolekcijos bus

X = max X (7).
(2
Jei Ty, T, . .. yra laiko tarpai tarp monetu patekimo ir Y yra visas supirktu
monetu skaicius, tai
Y
X=> T
k=1

Modelyje T}, yra vienodai pasiskirste eksponentiniai dydziai su vidurkiu 1.
Tad, E(T}) = 1, be to,

Kadangi
P(X <t) = Pmax X (i) <) = [] (1 - e ™),
' i=1
tai atsakymas yra toks:
0 0 i=1

Atskiru atveju, kai p; = 1/m, 1 <1i < m, gautume

E(Y)=m)> 1/i~mlogm, m — occ.

i<m
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1.11 Bendresni Puasono procesai

Skaiciuojanciuju procesu prieaugliai yra nebuitinai stacionartus. Nepriklauso-
mu prieaugliu procesas N (t) su skirstiniu

P(N(t) =m) = e—g@)gm@, m=0,1,...,t>0,
¢ia g : RT — RT yra funkcija, tenkinanti salyga ¢(0) = 0, vadinamas ne-
homogeniniu Puasono procesu. Jei g(t) yra tolydi funkcija, tai procesas sto-
chastiskai tolydus. Atsisakius stacionarumo salygos, kai Suoliai yra nedideli,
is skaiciuojanciuju procesu klases galima iSskirti nehomogeninius Puasono
procesus.

Teorema. Tegul N(t) yra skaiciuojantysis procesas su mepriklausomais
prieaugliais, o jo Suoliy didumas yra 1, N(0) = 0 bei kickvienam fiksuotam
t > 0 Suolio momentu t tikimybé yra nuliné. Tada egzistuoja tokia tolyd:
funkcija g(t), kad kiekvienam fiksuotam t a.d. N(t) skirstinys yra Puasono
su parametru g(t).

Be jrodymo.

Funkcija ¢(t) apibrézia proceso baigtiniamacius skirstinius ir tuo paciu
pati procesa. Jei

o(t) = [ AGs)ds,

tai funkcija A(s) vadinama proceso N (t) intensyvumu. Homogeninio proceso
atveju intensyvumas lygus jo greiciui.

Homogenini Puasono procesa galima isivaizduoti kaip atsitiktini tasku
realioje ties¢je rinkinj. Tai bus tiesiog ivykiu, kuriuos skaiciuoja tas procesas,
pasirodymo momentai. Skai¢ius tasky intervale (a, b] lygus N(b) — N(a) turi
Puasono skirstini su parametru A(b—a). Taskus galime isivaizduoti ir erdvéje.
Todél yra ivedama taskiniu procesuy klase.

Apibrézimas. Atsitiktiné aibeé tagku Euklido erdvéje RY vadinama taskiniu
procesu, jei tasku, esanciu apréZtoje macioje aibéje A C RY, skaicius N(A)
yra baigtinis su tikimybe vienetas.

Teorema. Tequl N(A) yra taskinis procesas Euklido erdvéje R ir turi
savybes:

(*) kiekvienam poromis nesikertanciu poaibiy rinkiniui A; a.d. Seima
{N(A4;)} yra nepriklausoma;

(**) a.d. N(A) skirstiniai priklauso tik nuo aibés A turio |A|.
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Tada egzistuoja toks A € [0,00), kad a.d. N(A) turi Puasono skirstini su
parametru \|A|.

Be jrodymo.
Apibrézimas. Jei N(t) yra Puasono procesas su grei¢iu A, o X}, - nepriklau-
somu a.d., turinéiu ta pati skirstini, Seima, nepriklausoma nuo N (t), tai suma

X(t): Z Xk
)

k<N(t

yra vadinama sudétiniu Puasono procesu. Jo parametru laikoma pora (F(z), \).

Is anksciau turéty teiginiu iSplaukia formulés

E(X(t)) = E(N(t)) E(X)) = ME(X)), Var(X(t)) = ME(X?).



Chapter 2

Atstatymo procesai

2.1 Atstatymo proceso skirstinys

Apibendriname Puasono procesa. Tarkime, kad N (t), t > 0, yra skai¢iuojan-
tysis procesas, X}, - laiko intervalai tarp (k — 1)-o ir k-o ivykiu pasirodymo,
k> 1.

Jei X} yra vienodai pasiskirste ir nepriklausomi a.d., igyjantys neneigia-
mas reikSmes, tai Sis procesas N (t) vadinamas atstatymo procesu.

Atkreipkime démesi, kad dabar nereikalaujama, kad N (¢) butu nepriklau-
somas nuo a.d. Seimos X, k > 1.

Termino kilme vaizdziai iliustruoja toks pavyzdys. Tarkime mes naudo-
jame elektros lemputes, vienai sugedus iskart pakeiciame kita. Jeigu lemputés
turi vienoda veikimo trukme, kuri yra a.d. su skirstiniu F(z) ir vienos lem-
putés veikimo laikas yra nepriklausomas nuo kity, tai procesas, aprasantis,
kiek lempuciu buvo pakeista (,,atstatyta”) iki laiko momento ¢, bus atstatymo
procesas.

Pazymékime
SOIO,SlzXl,...,Sn: ZXk,
k<n
Juos galime vadinti atstatymo momentais, nuliniu, pirmuoju, ... , n-uoju.

Susitarkime nenagrinéti trivialaus atvejo, kai P(X; = 0) = 1. Tada egzis-
tuoja teigiamas, gal but, begalinis vidurkis

31
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1 teorema. Teisinga lygybé
N(t) = max{n: S, < t}.
Be to, su tikimybe vienetas

N(o0) = lim N(t) = co.

t—o0

Irodymas. Pagal stipruji didziuju skai¢iu désni
Sp/n—

net begalinio vidurkio atveju. Vadinasi, S,, neapréztai didéja su tikimybe
vienetas. Visada rasime toki baigtini indeksa n, kad S,, <t < S, 1. Jis lygus
atstatymo momenty iki ¢ skai¢iui. Teoremoje nurodyta formule apibréztas
procesas yra skaic¢iuojantysis ivykiu pasirodymus.

leskant N (t) skirstinio pagrindini vaidmneni vaidina sarysis

{N({t)=n} < {S. <t} (%)

arba

{N({t) <n} < {S,>t}

Ivykiai monotoniski ¢ atzvilgiu, galime pereiti prie ribos ir gauti
{N(c0) <n} & {5, > o0}
Todél

P(N(0) < o0) = P(X, = oo bentvienamn)
= P(U{Xp=00}) <3 P(Xt=00) = 0.

k>1 k>1

Is cia isplaukia antrasis tvirtinimas.
Teorema irodyta.
Ateityje zymeésime
Fo(x) = F*(2),
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¢la * zymi sastuka. Tai a.d. S, skirstinio funkcija. Dabar

P(N(#)=n) =

N(t)>n)—P(N(t) >n+1)
Sp <t) — P(Spy1 <)
(t) — Fryi(t).

UZDUOTIS. Raskite P(N(t) =n), kai X1 yra geometrinis a.d., t.y.

(
= P

T

~—
—~

P(X,=j)=p'(1-p), 0<p<1,i=0,1,....

Ateityje mes nagrinésime ivairius a.d. seku Y,, n > 1, bet su atsitiktiniu
indeksu n = N(t,w), konvergavima ivairiais aspektais. Daznai indeksas didés
priklausomai nuo parametro ¢t — oo.

Lema. Tegul {Y,}, n>1, yra a.d. seka, Y - a.d., o N(t) - a.d., igyjantys
naturines reiksmes. Jei su tikimybe vienetas

Y, =Y, N(t) — o0,

kai t — oo, tat
YN(t) — Y

su tikimybe vienetas. Jei su tikimybe vienetas
Y, =Y,
ir N(t) — oo pagal tikimybe, tai
Yngy — Y

pagal tikimybe.

Irodymas. Pirmajam teiginiui patikrinti pakanka ivesti ivykius
A={w: Y,(v) AY(w)}, B={w: N(t,w) A oo},

C={w: Yyuw 7~ Y(w)}

ir pastebeti, kad
C CAUB.

posekio galime isrinkti pagal tikimybe konverguojanti i Y dalini poseki. IS
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salygos turime, kad N (t) — oo pagal tikimybe su kiekvienu posekiu t;, — oo.
Bet tada egzistuoja toks dalinis didéjantis posekis {t,}, kad N(ty,) — Y
beveik visur. Pagal pirmaja lemos dali,
Y (te;) — Y
su tikimybe vienetas ir juo labiau pagal tikimybe.
[rodyta.

2 teorema. Teisinga lygybé

tlim Nt /t=1/p b.w.

Irodymas. Formulé isplaukia is lemos ir nelygybiu
Sni <t < Snep+1

ir

SN < t Snw+1 N(t)+1
N() =~ N(t) N@#)+1 N()

Dydis 1/p vadinamas atstatymo greiciu.

Atstatymo proceso stochastiné elgsena nesikeicia po kiekvieno atsis-
tatymo”. Formaliai ta iSreiskia tokia teorema.

3 teorema. Jei N(t) yra atstatymo procesas, o X1 - pirmasis atstatymo
momentas, tai procesas N(t) := N(X; +1t) — 1, t > 0 turi ta pati skirsting
kaip ir N(t).

Irodymas. Abu procesai N(t) ir N(t) skai¢iuoja. Nagrinéjame ju baig-
tiniamacius skirstinius. Tegul 0 < t; < -+ < t, < o0 ir ky,...,k, > 0.
Reikia irodyti, kad

P(N(Xy+t)—1=k;, 1<i<n)=P(N(t;) =k; 1 <i<n).

Cia esancius a.d. iSreiskiame per Sy, virsuje nurodytu budu. Kai n = 1,
gauname

P(N(Xl +t1) - kl + 1) — P Sk1+1 S X1 +t1) - P(Sk-l+2 S X1 +t1)
= P(Sp, <t1) — P(Sps1 < t1) = P(N(

~
=
S—
I
=~
=
N—
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Tegu n = 2. Dabar naudojame lygybe N(y) = N(z) + (N(y) — N(x)),
0 < x <y, ir gauname

e,

(N(X1+t) =k +1,N(X; +t2) = ko + 1)
(N(Xi+t) =k +1,N(Xy +t2) = N(X1+t1) = ks — k1)
= P(N(t;) = k1)P(N(ty — t1) = ko — k1)

(N(t1) = k1, N(t2) = k).

B,

e,

Prateskite samprotavimus bet kokio n atveju.
Irodyta.

2.2 Atstatymo funkcija

Apibrézimas. Vidurkis m(t) := E(N(t)) vadinamas atstatymo funkcija.
Istirsime ja.
1 teorema. Jei a.d. Xi,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste pagal
désni F(x), tai atstatymo funkcija tenkina lygti

m(t) = F(t) + /0 "m(t — 2)dF(z).

Irodymas. Vidurkiname panaudodami pirmaji atstatymo momenta X;
ir gauname

m(t)

E(N(t)) = E(E(N(t)| X1))
_ /0 E(N(t)| X, = 2)dF(2) :/O E(N(t)] X, = 2)dF(x),

nes N(t) = 0, iki pirmojo atstaymo momento.

Jei z < t, remdamiesi 2.1.3 teorema, skai¢iuojame vidini salygini vidurki.
Jei pirmasis Suolis jau ivyko momentu z, tai pagal sia teorema N (¢) tikimybiskai
elgiasi taip kaip N(t — z) + 1. Vadinasi, vidinis salyginis vidurkis lygus
1+ m(t — ) ir todél

m(t) = [ (1 m(t — ))dF () :F(t)+/0t(1+m(t—x))dF(x).

0

[rodyta.



36 CHAPTER 2. ATSTATYMO PROCESAI

Sio je teoremoje iSvestas sarysis vadinamas atstatymo lygtimi. Net paprastu
skirstinio funkciju F(z) atveju ja nelengva isspresti.

Waldo lema. Tequl X,,, n > 1, yra a.d. su tuo paciu vidurkiu . Tarkime,
kad N -a.d., 19yjantis naturines reismes, ir toks, kad kiekvienamn € N jvykis
{N = n} yra nepriklausomas nuo a.d. seimos {X,;, © > 1}. Jei patenkinta
bent viena 1§ salygu:

(i) visi a.d. X,, > 0;
arba

(ii) E(N) < oo ir sup,, E(| X,]) < oo,
tas

E( S Xn> — 4 E(N).

=1

S

Irodymas. Tegul

fn:1{N2n}:1—§1{N:¢}.

1=0

Kadangi X, ir 1{N =i}, 0 < ¢ < n — 1 yra nepriklausomi, tai
n—1
E(X,1,) = E<Xn(1 3 1N = n}>)
i=0
Z E(X,)E(1{N = n}) = E(X,)E(L,).

Panasiai ir absoliutiniai momentai

E(|Xa|ln) = E(| X E(,).

Jei yra patenkinta (i) salyga, tai
B3 %) = B( Xh) = X B(XL) = 3 BX, (L)

i = - ZP ) =pu-E(N).

Jei patenkinta (ii) salyga, pradzioje pakartoje samprotavimus, irodome

E(i Xl 1) < E(N) - sup B(|X,|) < o0
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Po to, pritaike Fubinio teorema, pagrindziame vidurkio ir sumavimo noperaciju
sukeitima ir tuo baigiame irodyma.
2 teorema. Teisinga lygybé

E(Snw+1) = p(m(t) +1).

Irodymas. Pagal apibrézima

k=1

Tai atsitiktinio skaic¢iaus a.d. suma, tac¢iau N(t¢) yra priklausomas nuo Seimos
{X}\}, todél anks¢iau naudota vidurkio skai¢iavimo formulé netinka!
Taikome Waldo lema, kai N = N(¢) + 1. Kadangi ivykiai {N(t) =n—1}
yra nepriklausomi nuo Xy, kai k& > n, o a.d. X neneigiami, ta galime daryti.
[rodyta.
Pastebékime, kad vienetu teoremoje uzrasytoje lygybéje praleisti negal-
imal

Elementarioji atstatymo teorema.

t 1
i ) _ 1
t—oo il
Irodymas. Kadangi
Sn()+1 > L,

tai pagal 2.2.2 teorema gauname
p(m(t) +1) > t.

Vadinasi,

t 1
lim inf m(t) > —
t—o0 t W

Vertinti virsutine riba gerokai sunkiau. Fiksuokime M > 0 ir nagrinékime
nupjautinius a.d. B
Xk = min(Xk, M)
Naujieji a.d. yra laiko intervalai tarp kazkokiu ivykiy. Tegul procesas N (t) >
N(t) juos ir skai¢iuoja. Turime nelygybe ir vidurkiams

m(t) > m(t).
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Pazymékime E(X) = pyy ir atitinkamai iveskime jy sumas S,,. Tada pp; —
i, jei M — oo. Pagal 2.2.2 teorema

par(m(t) +1) = E(Sypy1) <t + M.
Is cia isplaukia

lim sup(m(t)/t) < limsup(m(t)/t) < 1/par.

t—o0

Kadangi M buvo bet koks, peréje prie ribos, kai M — oo, baigiame jirodyma.

Atskirais atvejais atstatymo funkcija galima apskaiciuoti.

UZDUOTIS. Rasti atstatymo funkcija, kai F(z) yra tolygiojo skirstinio intervale
[0,1] funkcija.

Sprendimas. Tegu 0 <t < 1. IS atstatymo lygties iSplaukia

t t
m(t) =t+ / m(t —x)de =1t + / m(y)dy.
0 0
Diferencijuodami ¢ atzvilgiu gauname
m/(t) =1+ m(t),

Po pakeitimo b(t) = m(t) + 1, b(0) = 1 lygtis paprastai issprendziama:

Taigi,
Vadinasi,

Jei 1 <t <2 galime testi:

1 t
m(t) =1+ / m(t —z)de =1+ m(y)dy.
0

t—1

Dabar diferencialiné lygtis yra tokia:

m/'(t) = m(t) —m(t —1) = m(t) —e" + 1.
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Dabar
V(t)=0b(t)—e, bl)=m(l)+1=e.

Varijuodami konstantas gauname

Todél ¢(t) = =t + ¢4, 0
b(t) = (—t+c)e’, o =2

Vadinasi,
m(t) = (2 —t)e' — 1,

jeil <t <2 Ir tt....

2.3 Atstatymo funkcijos aproksimacija

Atstatymo lygtis funkcijai m(t) skaciuoti yra nepatogi. Ne ka geresné ir tiksli
formulé

m(t) = B(N (1)) = Y nP(N(t) = n) = 3 n(E () — Fana(t) = 32 Fa(0)

n>1 n>1 n>1

¢ia F,(z) yra laiko tarpu tarp atstatymu skirstinio F'(z) n-lypé sasuka. Pas-
tarajai rasti tektu skai¢iuoti daugiamacius integralus. 1987 metais Sh.Ross
pasitilé efektyvy tikimybini apytikslio skai¢iavimo metoda, su kuriuo dabar
ir susipazinsime.

Metodo idéja: vidurki m(t) = E(N(t)) pakeisti vidurkiu m(t) := E(N(Y)),
¢ia Y yra a.d., nepriklausomas nuo proceso N (t) ir toks, kad E(Y) = t. Jei
a.d. dispersija nedidelé, tai skirtumas m(t) — m(t) turétu buti mazas.

Prisimine, kad eksponentinio a.d. Y su parametru A vidurkis yra 1/,
galétume imti A = 1/t ir patenkinti viena i reikalavimu. Kaip skai¢iuoti
m(t) siuo atveju.

Paprastumo délei tegul a.d. skirstinys turi tankio funkcija f(x). Tada
ivesdami papildoma salyga, gauname

(t) = EV(Y)) = [7B(VY)| X0 = 2)f(2)do.



40 CHAPTER 2. ATSTATYMO PROCESAI

Skaiciuodami ¢ia esanti salygini vidurki isskirsime du atvejus: Y > x ir
Y < z. Naudosimeés lengvai patikrinama lygybe

E(Z|A) = E(Z|AB)P(B|A) + E(Z|AB)P(B|A).

Cia Z yra a.d, o A, B - bet kokie ivykiai.
Jel pirmojo atstatymo momentas z > Y, tai N(Y) = 0. Vadinasi,

ENY)|Xi=2) = EWNY)[X1=2,Y <z)P(Y <z|X; =1x)
+ENY)|X) =2,Y >2)P(Y > 2| X, =x)
= 0+E(NY)| X, =2,Y >2)P(Y > x),

nes Xp ir Y yra nepriklausomi. Kai Y > x, pasinaudosime tuo, kad ekspo-
nentinis a.d. neturi atminties. Formaliai ta isreiskia lygybé

PY —-z>ulY >x)=P(Y >u), u>0.

Kitais zodziais tariant, esant salygai Y > =z salyginis skirstinys ¥ — = gali
buti pakeiciamas besalyginiu a.d. Y skirstiniu. Todél

ENY)Xi=z,Y>z)=1+ENY —2)|Y >2)=1+E(N(Y)).
[state i ankstesnes formules, gauname
EINY)| X1 =2)=(1+E(N(Y)))e ™ = (1+m(t))e ™

ir toliau

) = (1+m(t))) /°° e~ f(z)dx.

0
Issprende randame

m(t) = E(e™)(1 — B(e ™)1,

Cia X := X;.

Kai A = 1/t, turime E(Y') = t. Deja, tiesiogiai m(t) formule pasinaudoti
negalima del didelés dispersijos: Var(Y) = 2. Todél reikia atlikti dar viena
zingsnj: panaudoti ne viena eksponentinj a.d., bet keleta ju. Jei Y7,...,Y,
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskiste eksponentiniai a.d su parametru A =
n/t, tai ju sumos S, vidurkis yra t, bet dispersija lygi n - t2/n? = t?/n.
Apreéztiems t ir dideliems n tai jau priimtina.
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Tarkime, kad eksponentiniai a.d. Y7,...,Y,, su parametru A nepriklauso
nuo Xy, ir nuo proceso N(t). Vel skai¢iuokime

m, = E(N(S,)), r=1,...,n.

Turime o B
my = /0 E(N(S,)| X, = 2) f(«)dx.

Dabar skai¢iuodami salygini vidurki ivesime papildoma a.d. - skai¢iu sumu

S;, 7 < r, kurios yra mazesnés uz x. Pazymekime

Cr(z) = Z 1{S; < z}.

Jj<r
Tai Puasono procesas su greiciu A, ¢ia = yra laiko kintamasis. Jei S, <z,
tai N(S,) = 0. Jei lygiai k is sumu Sj, 1 < j < r — 1, yra maZesnes uz ,
tai pagal stipriaja atminties neturéjimo savybe N (S, — x) salyginis skirstinys
sutaps su a.d. 1+ N(Yjy1 +---+Y,) skirstiniu. Formalizuojant galima ivesti
ivykius
A, = {lygiai k is sumu Sj, 1 <j<r-—1, yra mazesnes uz x}
= {gk < $,Sk+1 Z .CC}

Sio ivykio tikimybé

P(A) = P(Co(z) = k) = e P2L

Tada
0, jeik=r

E(N(gr)|X1 - quk) = { 1+ My—p Jel k<.

Cia dera atlikti salyginiu skirstiniu skai¢iavimus ir dar karta patikrinti.
Jei k = 0, situacija beveik ta pati, kaip ir skai¢iuojant m(t). Imkime atveji
k =1 < r. Skai¢iuojame salyginio skirstinio ,,uodega”:

P(S, >z +ulY<z,Y,+ Yy > 1)
= P(S,>z4u Yi<z,Vi+Y>12)/P(V1 <z,Yi+Y; > 2).

Skaitiklyje esanti tikimybe lygi
/ PYo+- - 4+Y,>z+u—0uY; Zx—v))\e”\”dv
0

= / / P(Ys+---+Y, >z +u—v—yAe " dydy
0 Jz—v

= )\233/ P(Y3~|—---—|—K«>a:—|—u—z)e_’\zdz.
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paskutiniame zingsnyje pakeitéme v+y = z ir viena integrala apskaiciavome.
Panasiai pasielgiame su vardiklyje esancia tikimybe ir gauname

PYi<azY1+Y,>x)= / P(Ya >z —y)he Mdy
0
= / e TN M dy = Aze 7,
0

Vadinasi,

P(S, >x+u|Y1<x Yi+Y, > 1)

= )\/ et Y, > a4 u—2)e E0dz
= )\/ Y > u—y)e Mdy
= P(Yo+---+Y, >u).

Prateskite s§iuos samprotavimus bet kokio 1 < k < r atveju! Panaudojant

gamma skirstinio formules iSraiskos Siek tiek sutrumpéja.
Pritaike gautasias salyginiy vidurkiu formules per m,_j, i$ ansksciau
minetos salyginiu vidurkiy tapatybeés deél r ivykiu iSvedame

my = / ZE S X1 = 2, A P(A] X1 = 2) f(2)da

_ /frzlumm P44 X, = 2)f (@)dz.

Deél a.d nepriklausomumo taip pat turime
P(Ai| X1 =) = P(A) = P(C.(z) = k).

[state gauname

Sukeite suma su integralu ir atskyre viena démeni, turime israiska

+ E(e AX)).

r—1

_ -1 e A

m, = (1= E(e X)) (;(1 oy ) E(X )

Vidurkis m; = m(t) buvo anks¢iau apskai¢iuotas. Pastaroji rekurencioji for-

mulé duoda nesudétinga buda visai m, sekai rasti. Tai gana tikslus atstatymo
funkcijos m(t) artiniai.
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2.4 Centriné ribiné teorema

Anksciau turéjome, kad N(t) ~ t/u su tikimybe vienetas ir E(N(t)) ~ t/u,
kai t — oo. Galima tikétis, kad N(t) reiksmiu atsilenkimas nuo vidurkio
yra reguliarus, kai t — oo. A.d. Y, skirstinio konvergavima i standartini
normalini désni Zymeésime

Y, = N(0,1), n — oc.
1 teorema. Tarkime, kad laiko tarpai Xy tarp atstatymo momenty turi
vidurkj p ir baigtine dispersija o*. Tada
N(t)—t
NO =1 no,1),
ot/
jert — oo.
Irodymas. Tegul x € R. Pazymékime

re =1t/p+ xon/t/ud.

Jei r; = [ry] yra pirmasis po 7, einantis sveikasis skaicius (,,lubos”), tai

N(t)—t
M<x = {N(t)<rt}:{N(t)<r£}:{Sr£>t}
ot/ 1
_ Srg—rg,u>t—r7’5,u
i o
Kadangi CRT skirstiniu konvergavimas i standartinio normalinio désnio funkcija
®(2) yra tolygus z atvilgiu, tai

b= s,

PY;>z)=1—-®(z)+o0(l), t— occ.
Bet

t— —-1/2
2t nlt_ —x(l + m) — —,

N NGT
kai t — oo. Be to, dél |r; —r}| < 1 ir 7 — oo taip pat galioja z; — —u.
Vadinasi, z; galime pakeisti —z ir gauti

P(Y;>2)=1—®(—x)+0(1) = ®(z) + o(1), t— oc.

Prisimine anksciau turéta sarysi, baigiame teoremos irodyma.
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2.5 Atstatymo premiju procesas

Atstate procesa laiku ir gerai, nusipelnome premiju. Tarkime, kad, kiekviena
karta, kai vyksta n-as atstatymas mums yra iSmokama premija R,,. Tegu Siu
dydziy seka is yra atsitiktiné ir nepriklausoma, bet gal but priklausoma nuo
laiko tarpu tarp paciu atstatymu. IsSnagrinékime visos gautos premijos dydi
iki laiko momento ¢ > 0, t.y. suma

1 teorema. Tarkime, kad vidurkiai E(R,) =: v ir E(X,) =: p yra baig-
tiniai. Jei t — 00, tai su tikimybe lygia vienetui

RO v

Be to,

Irodymas. Uzrasykime
Rty (1 W N(t)
t —(N(t)nZan)( ¢ )

ir pritaikykime stipruji didziuju skaic¢iu désni bei 2.1.2 teorema.

Ivykis {N(t) + 1 = n} yra nepriklausomas nuo {R;}, i > n. Todél pagal
Waldo lema

N(t)+1

E( 3 Rn> — (m(t) + DE(R,) = (m(t) + D).

n=1

Prisimename, kad m(t)/t — 1/u, kai t — oo. Lieka patikrinti, ar

E(Rn@)4+1)/t — 0,

jel t — oco. Tai akivaizdu, jei R, yra aprézti. Vadinasi, tokiu dydziu atveju
turime teoremos antraji teiginj. Bendru atveju tai pagristi tiesiogiai butu
sunkiau, todél pasinaudojame a.d. nupjovimu.
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Tegul M > 0 yra fiksuotas, tada

1 N(t)
t

lim inf B(R(1))/t > lim E( > min{F,, M}) — E(min{Rn, M})/ 1.

Cia pasinaudojome teiginiu apréztiems dydziams. Neneigiamiems dydziams
galime pereiti prie ribos, kai M — oo, po vidurkio zenklu. Tad,

lim inf B(R(1)/t = B(R,) /1= v/

Antra vertus,

| N+
limsup E(R(t))/t < Jim E( > Rn> = lim
o -1

t—o0 t t—o00

ME(RH) =v/u.

n

Is apatinio ir virSutinio iverciu iSplaukia antrasis teoremos teiginys, kai
R, > 0. Likusiu atveju pakanka isskaidyti R, = R} — R, su RX > 0 ir
dviems sumoms atskirai pritaikyti jau irodyta teigini.

[rodyta.

Pastaba. Abu teoremos teiginiai islieka teisingi ir procesui R(t), tenki-
nanciam salyga

N(t) ~ N(t)+1
RO =Y Ro<R< Y R
n=1 n=1

Dydis R(t)/t gali buti interpretuotas kaip premijos gavimo greitis arba
premijos vidurkis laiko intervale. Jei laiko inervalus tarp atstatymu vadin-
tume ciklais, o pu ciklo ilgio vidurkiu, tai v buty vidutine premija, uzdirbta
viename cikle. Irodyta teorema teigia, kad premijos vidurkis ilgame laiko
intervale yra premijos viename cikle santykis su ciklo ilgiu.

Premijos gali btiti mokamos ne tik atstatymo momentais, bet ir tolydziai
kiekviename ciklo taske. Tada suma R(t) apibrézime keiciasi i integrala.
Atsizvelgdami i virsuje padaryta pastaba, galime rasti ir tokiy procesu asimp-
totine elgsena.

Ne visada uz atstatyma mokamos premijos. Dazniau tai buina atlygiai uz
padarytas zalas.

UZDUOTIS. Naujasis lietuvis keicia masinas po pirmos avarijos, gedimo arba, kai

jos istarnauja T mety. Tarkime, kad visy masiny tarnavimo laikai yra nepriklausomi



46 CHAPTER 2. ATSTATYMO PROCESAI

tolydiniai a.d. su ta pacia tankio funkcija h(x) Tegul C yra naujos masinos kaina, o
Cy - pastovios islaidos, susijusios su avarijos ar gedimo padariniais. Paprastumo délei
likutine masinos verte laikykime nuline. Kokios yra to lietuvio vidutinés islaidos ilgame
laiko intervale? Kada reiktu jam pirkti nauja masina, jei Zinotume, kad h(x) = 1/10,
kai x € [0,10], ir h(x) = 0 kitose srityse?

Sprendimas. Pagal paskutinés teoremos rekomendacija reikia iSnagrinéti
viena cikla - laiko intervala nuo naujos masinos pirkimo iki avarijos, bet ne
ilgesni kaip 7. Jei Y yra a.d. su tankiu h(z) ir skirstinio funkcija H(z), tai
ciklo ilgis nusakomas a.d.

{ Y, jei Y <T,
X = . .
T priesingu atveju.

Todeél jo ilgio vidurkis lygus
T 00 T
E(X) = / vh(z)dz + T/ h(z)de = / ch(z)dz + T(1 — H(T)).
0 T 0

Islaidos viename cikle lygios

R_{(Jl, jei Y >T,
B Cl—|—02, Jel YST

Todeél islaidy vidurkis viename cikle yra
ER)=CiP(Y >T)+ (C1 +Co)P(Y <T)=C1 + CoH(T).

Dabar galime atsakyti i pirmaji klausima. Atsakymas:
T
(Cy + CLH(T)) /( /0 ch(z)dz + T(1 - H(T))).

Jei skirstinys H(x) yra tolygusis intervale [0,10], kaip pasakyta antrame
klausime, tai §i santyki galime rasti. Tegul T < 10, optimizuosime jo
parinkima. Apskai¢iave santyki gauname

2(10Cy + CoT)
20T — 17

(C1 + CQT/lo)/(T2/20 +T(1— T/1())) _

Minimuma rasti nesunku. Pavyzdziui, kai C; = 3 (tukstanciai euru), o Cy =
1/2, stacionarioji lygtis virsta

T? + 1207 — 1200 = 0,
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o jos sprendiniai yra 77 ~ 9.25 ir T, ~ —130. Pirma reikSmeé priklauso

intervalui [0,10] ir tame taske nagrinéjamas santykis yra minimalus.
Atsakymas: Esant nurodytoms kainoms, naujasis lietuvis turéty masina

keisti po 9,25 mety ir nelaukti, kol masina susidévés budama 10 mety senumo.

UZDUOTIS. Tarkime, kad laiko tarpai tarp aukstos klasés viesbutyje gyvenanciu
klienty kreipimosi nuvezti j miesto centra paklusta tikimybiniam désniui su vidurkiu (1 > 0.
Susirinkus N keleiviy autobusas isvaZivoja. Klienty aptarnavimo jiems laukiant nuos-
toliai, esant m keleiviy, yra nc Lt per valandg. Koks vidutinis nuostolis viesbuciui il-
game laiko intervale? Parinkdami N, minimizuokite transporto islaidas, jei Zinoma, kad

kiekvienas jo reisas kainuoja K Lt.

Sprendimas. Dabar ciklu galima laikyti tarpa tarp gretimu autobuso
isvykimu. Vidutinis ciklo ilgis yra Npu. Skai¢iuokime nuostolius viename
cikle. Jei

Tl, TQ, R

yra tarpai tarp 1-o ir 2-o, 2-o ir trecio, ... keleiviy atvykimuy, isreiksti valan-
domis, tai ieSkomasis vidurkis lygus

N(N - 1)

K+E<CT1+CT2+"'+CTN_1):K—i‘C,U, 5

Taigi, atsakymas i pirmaji klausima bus santykis: ¢(N —1)/2+ K/(Nu).
Minimizuodami pagal N randame jo reiksme: sveikoji skaic¢iaus /2K /(cu)
dalis ar jo lubos.
2.6 Atstatymo amzius
Tarkime, kad N (t) yra atstatymo procesas, S, - atstatymo momentai. Skirtuma
A(t) =1t = Snw
vadiname atstatymo amziumsi, o
B(t) = Sn@y41 —

- atstatymo liekamuoju isgyvenimu. IS tiesy, galima jsivaizduoti pakeistos
detalés veikimo laika ir trukme iki jos susidévéjimo.
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1 teorema. Jei tarpai tarp atstatymu turi antraji baigting momenta E(X?),

tas
1 s E(X?) 1 s
lim — A(t)dt = = lim — B(t)dt.
g <), AW = opay = im S ) B0

Irodymas. Integralus galima isivaizduoti kaip iSmokas mokamas visa laika
grei¢iu A(t) arba E(t) atitinkamai. Kitais zodzdziais tariant, per laiko tarpa
dt yra iSmokama A(t)dt arba B(t)dt.

Laiko aSyje atidékime atstaymo momentus S; = X1,5 = X7 + X, .. ..
Tada Sy(s) < 8 < Sn(s)+1. Suskaidome integala i suma

N(s)

/SA(t)dt = Z/SS (t — Sn_1)dt

0

N(s)

# [ (= Sndt = 3 Rt A,
SN(S) n=

1

Pastebékime, kad
Xn
R, = / vdv = X2/2, A< X
0

Galime taikyti 2.5.1 teorema atstatymo premiju procesui su Siais R,. Ja
irodinedami pastebéjome, kad démuo, miusu atveju tai A nekliudo. Jam
turime E(A) = o(s), kai s — 0o. I§ minétos teoremos isplaukia geidziama
lygybeé:

1 /s E(X?)

lim = [ A(t)dt = .
Sy AW = 58%)

Kadangi

s N(s) Sh s
[ Bwd = 5 [ (Sa—tydt+ [ (Swioer — )i,
0 n=1 Sn—1 SN(S)
tai antrasis teoremos tvirtinimas isplaukia pakartojant samprotavimus.
Raskime a.d. A(t), B(t) ir Xy@)4+1 skirstinius.
2 teorema. Jei tarpy tarp atstatymu skirstinio funkcija yra F(x), o m(t)

- atstatymo funkcija, tai

P(A®#) < u) = F(t) - /0”(1 ~F(t - 2))dm(),
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jeiu <t, ir P(A(t) <u) =1, jei u>t.
Be to,

P(B() <u) = [ (F(t— 2+ u) — F(t — 2))dm(z).

1
t

P(Xngs1 < u) = / (F(u) — F(t — z))dm(z).

t—u

Irodymas. Pirmaji raskite savarankiskai pakartoje musu argumentus arba
pasinaudodami ekvivalentumu {A(t) > z} < {B(t — z) > x}.
Antrosios formulés isvedima pradékime pastaba. Prisimename israiska

m(x):ZFn(x), Fn:F*na
n=1

rodancia, kad m(z) yra aprézta nemazéjanti funkcija, todél galime kalbéti
apie Styltjeso integrala jos atzvilgiu. Sunkiau pastebéti ivykiu lygybe:

{B(t) < u} = {SN(t)—i-l < t+u} = U {N(t) =n, SN(t)—H <t+ u}
n=0
= U{Sn <t < S <t+ul}.
n=0
Nagrinéjame viena S§ios sajungos ivykiu. Jei S, = x < t, tai S,y =

r+ Xp11 € (t,t + u) arba X, € (t — 2,t +u —x). Dél X, ir S,
nepriklausomumo turime

P(B(t) <u) = i /OtP(XnH €(t—xz,t—x+u))dP(S, <)

_ /Ot (F(t -z +u) — F(t — 2))dm(x).

Panasiai

{Xnvwa1r <u} = {Snw+1—Svep <u} = J{N({E) =n, Spr1 — Su < u}
n=0

= U{Sn§t<sn+Xn+l7 Xn+1 <U}

n=0

= U{t—u<5n§t, Xpi1 € (t—Sp,u)}

n=0
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Is cia isplaukia trecioji teoremos lygybe.

[rodyta.

Nenustebkite, kad ivairios knygos pateikia skirtingas formules. Jos yra
ekvivalenc¢ios. Patikrinimui sitilome taikyti atstatymo lygti arba sekancio
skyrelio lema.

3 teorema. Jei atsitiktiniar dydziai Xy yra negardeliski, tar

lim P(B(t) < u) — © [ Fs)as

t—o00 ,U

Jer atsitiktiniar dydziar Xy, yra gardeliski su Zingsniu d, tai

T P(B(nd) < kd) = 43" (1~ F(ja)).

Irodymas gana nelengvas. Palikime tai ateiciai.

Dydziu gardeliskumas daznai keicia formuliy pavidala. Prisimename, kad
atstatymo funkcija M (T') tenkina sasukos lygti:

m(t) = F(t) + (m+ F)(t) = F(t) + /Otm(t — 2)dF(z)

Jei X := X; yra gardeliskas, tai f, = P(X; = kd), ¢ia d yra fiksuotas
maksimalus zingsnis, o k € Z*. Tada

m(nd) = i P(S,, <nd) = zn: i P(S,, = kd) =: Zn:uk
m=1 k=0 m=1 k=0

Todél is atstatymo lygties, skai¢iuojant skirstiniu prieauglius taske nd, gau-
name

k=0
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2.7 Sasukos lygtys

Nagrinesime funkcijas, kurios lygios nuliui neigiamoje pusaséje. Kaip rodo
atstatymo lygtis funkciju sarysiai, kuriuose naudojama sastikos operacija, yra
labai svarbiis. Nekreipdami démesio i bendruma, panagrinékime toki teiginj.

Lema. Tegul F(t) (skirstinio pusasyje t > 0 funkcija, F(0)=0) ir funkcija
h(t) (aprézita monotoniska srityje t > 0) yra Zinomos, o g(t) - nezinoma
funkcija. Tada lygties

o) = h(t) + [ gl —2)aF (), t>0,

sprendinys, adityvios konstantos tikslumu, uzrasomas taip:
t
ngmw+4h@—@mm@.

Cia

yra atstatymo funkcija, o F,(t) - n-lypé sasuka.
Irodymas. Uzrasykime lygti trumpiau

g=h+gxF.

Imkime funkciju Laplaso transformacijas. Funkcijos G(z), apibréztos teigiamoje
pusaséje, Laplaso transformacija yra

m@:/fﬁwm@,seq
0
jel §is integralas egzistuoja. Zinoma, kad g(s) apibrézia pacia funkcija g()
adityvios konstantos tikslumu. Kadangi Gx H = G - H, tai lygtis virsta
lygtimi transformacijoms

Gg=h+gF.
Todél . .
h ~ . F
g = ~=h+h —.
1-F 1-F
Bet )
oo oo F
m = Fn:Z(F)”: -
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Istate randame sprendinio Laplaso transformacija

~

i .
j=——=h+h-m.
1-F

Grizdami prie paciu funkciju, pastebéje, kad galima adityvioji konstanta dél
salygos reikSmeéms nuliniame taske lygi nuliui, baigiame jrodyma.

Taip sprendziant atsiradusia neapibrézta konstanta galima rasti palyginus
funkciju reiksmes kokiame nors taske.

Pateiksime viena taikymo pavyzdi.

Nagrinékime populiacija, kylancig is vieno organizmo, kuris savo gyvenimo pabaigoje

palieka k = 0,1 ... taip pat besielgianciy individy su tikimybémis Py,

m = Z kpr > 1.
k=0

Tarkime, organizmai elgiasi nepriklausomai vienas nuo kito, o ju gyvenimo trukmés T} yra
a.d. su tuo paciu negardelisku skirstiniu F(x) Tegul X(t) yra gyvy organizmuy skaicius
laiko momentu t > 0. Rasti M(t) = E(X(t))

Sprendimas. Skai¢iuodami M (t) vidurkiname pagal pirmojo individo
amziu. Gauname

M(t) = E(E(X(1)|T)) = /O TEX(0)| T, = s)dF(s).

Tegu pirmasis organizmas gyveno 77 = s < t laiko ir paliko atsitiktini skaiciu
J palikuoniy. Tada gyvu organizmu skaicius momentu ¢ gali buiti uzrasytas
suma Y; + --- + Y} nepriklausomu a.d., kuriu kiekvieno skirstinys yra tas
pats kaip ir X (¢t — s). Cia Y; yra skai¢ius i-o individo generuotos serijos,
susidedancios i§ vaiku, vaikaiciu,.. (o gal tik i$ jo vieno), esanc¢iu gyvu mo-
mentu ¢t. Todél jei j fiksuotas, §ios sumos vidurkis yra jM (t—s). Vidurkinant
pagal j, gauname
E(X(@)|Ty =s) =mM(t —s).

jei s < t.
Jei s > t, tai
E(X(1)| T, = s) = 1.
Vadinasi,
t
M(t) =1— F(t) + m/ M(t— $)dF(s). (1)
0
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Pasirodes daugiklis m, neleidzia taikyti lemos, todél tenka redukuoti lygti.
Iveskime nauja funkcija

F,(s) = m/os e “YdF(y)

Is ¢ia isplaukia
dF,(s) = me **dF(s).

Padaugine (1) lygybe i§ €™, ja perrasome
e NM(t) = (1— F at+/ M(t — 8)dFa(s).

Misu lemoje tokioje lygtyje po diferencialo zenklu turi biiti skirstinio funkcija.
Todél parinkime «, tenkinanti tokia salyga

oo 1
F(a :/ e MdF(t) = —.
()= [T etar( =
Kadangi « atzvilgiu integralas yra monotoniskai mazéjanti funkcija, F(0) =
1, F(c0) =0, 0 m > 1, &is sprendinys yra vienintelis. Dabar F,(s) yra skirs-
tinio, sukoncentruoto teigiamoje pusaséje, funkcija ir galime taikyti lema, kai
g(t) = e M (t). Gauname atsakyma:

M) =1 @) + [ (1= F(t = 9))dma(s).

o0

ma(s) = > Fy'(s)

n=1
yra atstatymo funkcija tik naujai apibréztam skirstiniui.
Idomiau bty rasti asimptotine elgsena, kai t — oo. Tam padétu sekancio

skyrelio medziaga.
2.8 Pagrindinés atstatymo teoremos

Be irodymo suformuluosime jas.
1 (Blackwell’o) teorema. Jei a.d. X yra negardeliskas, tai

h
m(t) —m(t —h) — s
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Jei a.d. X yra gardeliskas su Zingsniu d, tai

u, = Y P(Sy, =nd) — g
m=1 H

Cia abi ribos lygios nuliui, kai p = oo.

Puasono procesui turime
m(t) = At, =1/,

tad, pirmasis sarysis yra netgi tikslus.

Pagrindiné atstatymo teorema. Tegul a.d. X yra negardeliskas. Jei G(t),
t > 0, yra aprézta neneigiama nedidéjants funkcija ir integruojama funkcija,
tai

/Ot G(t — s)dm(s) — ;/Ooo G(s)ds, t— oo.

Tegul a.d. Xy yra gardeliskas su Zingsniu d. Jei G(t), t > 0, yra neneigiama
funkcija ir

> G(nd) < oo,
n=0

tas
n

> G(nd — kd)ugg — d > G(kd), n— .

k=0 H =0

Anksciau suformuluota teorema apie liekamaja isgyvenimo elgsena yra
pagrindinés atstatymo teoremos isvada. IS tiesy,

P(B(t) >z) = i P(S,-1<t,S,>t+x)
n=1
L P(Xy > tta)+ i/otp(xn >t 42— 8)dFy 1 (s)
" —F(t+x)+/0t(1 —F(t+ 7 — 8))dm(s).
Lieka pritaikyti pagrindine teorema. Peréje prie ribos, kai ¢ — 0o, gauname

P(B(t) > 2) — ;/Om (1= Fla + ))ds = ;/m (1= F(s))ds,



2.9. VELUOJANTYSIS ATSTATYMO PROCESAS 55

jei t — oo.
Viena is idéjuy, kaip rodyti pagrindine atstatymo teorema, negardelisky
a.d. atveju, jei Blackwell’o t. jau irodyta, galéty biti tokia:.
Turime
m(t+h) —m((t) 1

lim lim = —.
h—0t—00 t o

Jei pagristume §iu ribu sukeitima, tai gautume iSvestinés elgesi

lim dm(?) = l
t—o00 dt I

Lieka motyvuoti, kodél galime pereiti prie ribos Siame integrale:

t

lim [ G(t —x)dm(z).

t—oo Jo

2.9 Veéluojantysis atstatymo procesas

Pradékime nuo apibrézimo. Skaiciuojantysis procesas, kai pirmojo ivykio
pasirodymo laikas X turi skirtinga skirstini, visi kiti laiko tarpai Xy, k > 2
yra vienodai pasiskirste ir visumoje dydziai X, £ > 1 yra nepriklausomi,
vadinamas véluojanciuoju atstatymo procesu. Pazymékime G(x) a.d. X
ir, kaip seniau, F(x) - a.d. Xy, k > 2, skirstinio funkcijas. Tegul u yra
pastaryju dydziu vidurkis. Kokie véluojanciuyjuy atstatymo procesu ypatu-
mai? Pazymeékime jj

Np(t) = maz{n: S, < t}.
Dabar )
P(S, < z) =G " (2),
P(Np(t) =n) = G« F*" 7" (t) — G F*"(¢).
ir

mo(t) = B(Np(t) = Y- Gx (1),

n=1

Laplaso transformacijoms galioja lygybe
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Atstatymo lygtis irgi iSvedama pakartojant argumentus:
mp(t) = /0 E(Np(t)| X, = 2)dG(z)
t
— / (1+m(t —2))dG(x).
0

Pastebékite skirtuma: ¢ia atsirado atstatymo funkcija m(z), apibrézta per
F(z). Pagrindinius teiginius suformuluosime vienoje teoremoje.

1 teorema.
(i) Su tikimybe vienetas

Np(t)/t — 1/t, t — 00;

(i) mp(t)/t = 1/p,  t— o0;
(iii) Jet ' néra gardeliskas, tai
mp(t +a) —mp(t) — a/t, t — 00;
(iv) Jeir I ir G yra gardeliski su Zingsniu d, tai atstatymo momentu nd
tikimybe
> P(S, =nd) — d/p, n — oo.

m=1

Svarbus veluojanciu atstatymo procesu atvejis, kai G yra pusiausvyros
skirstinys, t.y. sutampa su tokia funkcija

F@) = [ (1= F)dy.

Tada pati procesa vadiname pusiausvyros atstatymo procesu. Sia savoka
paaiskina tokia teorema.

2 teorema. Pusiaussvyros atstatymo procesui turime

(i) mp(t) = t/p;
(ii) Jei Bp(t) = Snp)+1 —t yra liekamasis isgyvenimas, tai visiemst > 0

P(Bolt) <) = Fua) = [ (1= Pw)dy
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Irodymas. Skaiciuojame Laplaso transformacijas. Gauname

F6<S) _ /OO efsxdFe(x> — /Oo efs$1_7wdx
0 0 1

~

1 Ooe_szdF(:v) _ 1—F(s)

s 0 s s

Prisimine anksé¢iau iSvesta mp(s) formule, tesiame

fup(s) = 1— F(s) :i
P us(l— F(s) ks

Bet ir funkcijos h(t) = tu Laplaso transformacija yra tokia pat. Taske ¢ =
0 turime A(0) = mp(0) = 0, si Laplaso transformacija apibrézia ta pacia
funkcija. Vadinasi,

mp(t) = h(t) =t/pu.

Irodome antrajj teigini. Pradedame nuo lygybés
P(Bp(t) > x) = Z P(Bp(t) > x, Np(t) =n).
n=0
Pirmasis démuo lygus
P(Bp(t) >z, Np(t)=0)=P(X; >x+t)=1-G(t + z).
Jein > 1, gauname
P(Bp(t) >z, Np(t) =n)
= [T P(Bo(t) >z, No(t) = nl S, = y)d(G » F-a(y)
t
= | P(Xu1 > 0+t = (G * Fra(y)
t
= [ Q= Fla+t=y)dG x Fay)
Istatome gautasias iSraiskas ir gauname

P(Bp(t) <z) = 1—G(t+x)+/ooo(1—F(x—i—t—y))d(iG*Fn_l(y))

= 1—G(t+x)+/ooo(1—F(x+t—y))dma(y)
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Jei dabar G = F, yra pusiausvyros skirstinys, tai galime pasinaudoti
irodytu teiginiu (i). Tada

P(Bo(t) <2) = 1= [ (1= F)y

wJo
! Yy
+/ (1— F(z+t—y))d2
0 "

1

= 1 [ ARy

Teorema irodyta. IS (ii) galima butu isvesti, kad procesas Np(t) turi
stacionarius prieauglius.

Pateiksime pavyzdi, kaip galima taikyti teoremas atstatymo laiko tarpu
vidurkiui nustatyti.

UZduotis. Stebime nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiu Bernulio a.d. €1, &4, . . .,

igyjanciy nulines ir vienetines reiksmes, seka. Pvz., jos realizacija galéjo buti tokia:

001101100110110100010110...,

P(e;=1) =p, P(e1=0)=gq.
Vorelé 0110 kartojasi. Ji baigiasi sekoje, kai sekos nariy numeriai yra 5, 8, 12,... Tarpai
tarp $iy numeriy yra a.d. X}. Rasti jo vidurki.
Sprendimas. Jei Iy := 1{vorele baigiasi k — oje pozicijoje}, tai

N(t)=> I,

k<t
yra veluojantis atstatymo procesas. Kol 0 <t < 4, tol N(t) = 0. Momentu-
ose 4,5,. .. gali baigtis vorelés, t.y. buti atstatymai. A.d. X, yra gardeliski su
vienetiniu zingsniu, nes tarpai 3,4,. .. atsiranda su teigiamomis tikimybeémis.
Pirmasis tarpas X; > 4; Sios savybeés nebeturi kiti a.d. X, > 3, k > 2, jie
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Taikome pirmos teoremos (iv) dali.
Tiriame tikimybe ivykti atstatymui momentu n. Ji lygi

Uy = Z P(S,, =n)
m=1
= Plens=¢en=0,6n0=cn_1=1)=p*¢, n>4

Net be ribinio peréjimo i3 sios teoremos (iv) dalies isplaukia atsakymas: p =
2
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2.10 Alternuojantysis atstatymo procesas

Panagrinekime alternuojantij; atstatymo procesa. Tai toks procesas, kada
tarpai tarp atstatymu susideda is dviejuy atsitiktiniy, gal but priklausomu
daliy Zy ir Yy, t.y. Xy = Z; + Y. Taikomuosiuose uzdaviniuose jie apraso
sistemas esancias dviejose i§ eilé besikei¢ianciose biisenose, pvz., ijungta ir
isjungta. Tegul Z ir Y siu a.d. nepriklausomos kopijos, o Fl; ir Fy - skirs-
tiniai. Ivykis, kad sistema veikia, sutaps su {S,, <t < S, + Z,11} kazkokiam
n > 0.

1 teorema. Jei alternuojant; atstatymo proceso laiko tarpus apibréZia a.d.
poros (Zx,Yy), k > 1 yra nepriklausomi a. vektoriai su vienodu negardelisku
skirstiniu ir a.d. Z +'Y turi baigting vidurks, ta

E(Z)
E(Z+Y)

lim P(sistema veikia momentu t) =: lim P(t) =
t—o0 t—00

Irodymas. Tegul H(x) yra sumos Z + Y skirstinio funkcija. Salyginame
atzvilgiu pirmojo atstatymo momento Z; + Y; ir gauname

P(t) = / P(sist. veikia momentu t| Z; + Y, = x)dH(x).
0

Procesas momentu Z; + Y) atsistato, todél

P(t —x), jei x <t

Plsistveikiamon. 12+ =) = { 0700 2y 150

Todél
t o)
P(t) :/ P(t — 2)dH (z) +/ P(Zy > 1| 2, + Y = 2)dH (z).
0 t
Kadangi Y; > 0, tai

t
| Pz 120437 = @)dH () =0,
0

/OOO P(Zy > t| 2+ Yy = 2)dH(x) = P(Z, > 1) = 1 — Fy(1).

Vadinasi, t
P(t) =1— Fy(t) +/O P(t — 2)dH(z).
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Panaudoje 2.7 skyrelio lema, uzrasome sprendini
t
P(t) = 1 — Fy(t) +/0 (1= Fy(t — 2))dmu(x).

Cia my(x) yra atstatymo funkcija, apibrézta per skirstini Fy y (z).
Is pagindinés atstatymo teoremos isplaukia

lim P(t) = (/OOO de(x))l /Ooo (1= Fy(t))dt = E](Z)Eizém

Irodyta.



Chapter 3

Markovo atstatymo procesai

3.1 Markovo grandinés

Tai kartojimo medziaga, todeél ja perbégsime greitai. Nagrinékime stochastini
diskretaus laiko procesa {X,, n = 0,1,...} su reikSmémis (busenomis) i €
Z*. Jis vadinamas Markovo grandine, jei bet kokiam buseny rinkiniui g, . . .,
in_1;1, 7 yra patenkinta salyga

P(Xpi1 = 5] Xo = gy . Xnot = in_1, Xn = 1) = P(Xpi1 = j| X = 0).

Jei Sios peréjimo tikimybés nepriklauso nuo laiko parametro n, grandiné vad-
inama homogenine. Tokiu atveju, pazymékime

pij = P(Xpq1 = j| X5 = 7).

Cia per viena zingsni pereinama iS busenos ¢ i busena j. Sios tikimybés
apibrézia peréjimo tikimybiu matrica

P = ((pi;)),

kuri yra begaliné, jei buisenu aibé begaliné. Skaic¢iuojant peréjimo tikimybes
per keleta zingsniu, gaunama Kolmogorovo-Cepmeno formulé.
1 teorema. Tegul

by = PO =il X =) PO = ().

Bet kokiam r < n yra teisinga lygybe
i =P
k=0

61
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Be to,
pn) — pr) pn=r)

Irodymas turétu buti zinomas.

Pastebékime, kad misy zyméjime pl(]) =0, jeii # jir p(o) = P(Xy =

Z|X0 = Z) = 1.
Homogenine Markovo grandine su buisenuy aibe Z™ apibrézia matrica P ir
pradinis reiksmiu skirstinys p = (po, - .., pi, - - .). Sandauga

= (Zpipil)w“azpipij»“-) = (P(Xl :0),--->P(X1 :j>7"'>
i=0 i=0

apibrézia proceso reikSmes X skirstini.

Kaip iprasta procesy teorijoje, Markovo grandiné yra stacionari, jei kiek-
vienam k > 0 vektoriaus (X, ..., X, k) skirstinys yra tas pats visiems n > 0.
Vadinasi, homogeniskumo salyga neuztikrina pastarojo reikalavimo. Kad
homogeniné Markovo grandiné buity stacionari reikia bent jau lygybés

pi=PXo=j)=P(Xi1=4j)=> PX1=4Xo=1) =) ppi.
i=0 i=0

Trumpiau rasant, turi buti stacionarumo salyga pP = p. Isitikinkite, kad ji
yra ir pakankama grandinés stacionarumo salygal

Jei kuriam nors n > 0 turime pz(;z) > 0, sakome, kad busena j yra
pasiekiama is 1. Jei pz(-;n) > 0 ir pg?) > 0 su kazkokiais n,m > 0, tai 7 ir
j buisenos yra susisiekianciosios. Zymékime i < j.

Visa biuisenu aibé suskaidoma i susisiekianc¢iu buisenu klases. Jos nusako
ekvivalentumo sarysi. Markovo grandine, turinti tik viena klase, vadinama
neredukuojama.

Bisenos 4 periodu vadiname didziausia bendraji dalikli tokiy skaiciy n,
kuriems pl(?) > 0. Jizymésime d(7). Jeid(i) = 1, taii yra neperiodiné busena.
Vienoje klaséje esancios buisenos yra arba periodinés, arba neperiodines.

2 teorema. Jei i < j, tai d(i) = d(j).

Irodymas. Pakanka irodyti, kad d(j)|d(i), t.y. dalija vienas kita. Turime

(n) (m)

pij- > 01r pj;

;i > 0. I8 1 teoremos isplaukia

i = p ) > 0.
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Vadinasi, d(5)|(n +m). Jei pi) > 0, tai d(i)|s ir

Pl > piplpl > 0.
Vadinasi, d(j)|(n + s +m). I8 abieju dalumo sarysiu gauname d(j)|s. Ben-
drasis daliklis dalija didziausia i3 ju, t.y. d(j)|d(7).

Irodyta.

Pazymékime fi(jo) =0ir fi(]n) tikimybe, kad einant i§ busenos 7 i buisena j

pirma karta patenkama n-uoju zingsniu. Aisku, kad fl-(jl) = pij. Suma

f =S
n=1

reiskia tikimybe iS ¢ po kazkiek zingsniu patekti i biisena j pirma karta. Jei
fj; = 1, tai j vadinama griztamaja busena ir - pereinamaja priesingu atveju.
Suma

G(i,j) =Y. pi}’
n=0
vadinama Markovo grandinés Gryno funkcija. Kadangi

E(1{X, = j}|Xo =) = p}’,

]
tal

GG.) =5(( i X, = )% =)

yra vizity i busena j skaiciaus vidurkis, kai pradzioje grandiné yra i-oje
btisenoje.

3 teorema. Busena j yra pereinamoji tada ir tik tada, jei

G(j,J) < oo.

Irodymas. Kaip pastebéjome, teoremos salyga reiskia, kad apsilankymu
biisenoje j skaiciaus salyginis vidurkis, kai Xy = 7, yra baigtinis. Vadinasi,
ir pats apsilankymu skaic¢ius yra baigtinis su tikimybe vienetas. Kadangi
peréjimo tikimybés nepriklauso nuo n, patekusi i Sia virsiine, grandiné toliau
elgiasi taip pat. Jei tikimybé f;; = 1, busenoje j grandiné turetu lankytis be
galo daug kartu. Vadinasi, f;; < 1 ir busena yra pereinamoji.
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Jei buisena pereinamoji, t.y. fj; < 1, o Xy = 7, tai apsilankymu skaicius
per visa laika N(co) busenoje j turi skirstinj

P(N(oo) =k) = fi (1= fi;), k=1,2,...

Daugiklis 1 — f;; atsiranda dél to, kad mes skai¢iuojame apsilankymus lygiai
k kartu. IS tiesu, kai & = 1, pradzioje grandinei biinant biisenoje j, jau
turime apsilankyma, bet ji turi ten nebegrizti. Todel ir tikimybe lygi 1 — f;;.
Antrasis apslilankymas turés tikimybe f;;(1 — fj;) ir t.t. Todél vidurkis

E(N(o0)) = 1/(1 = fj;) = G(4,7) < o0 (3.1)

Teoremos salyga yra butina.

[rodyta.

Galima buty irodyti, kad visos vienos klasés busenos yra arba griztamo-
sios arba pereinamosios. Todél turi prasme toks apibrézimas: neredukuojama
Markovo grandiné yra griZtamoji, jei visos jos buisenos yra griztamosios, ir -
pereinamoji prieSingu atveju.

UZDUOTYS:

1. Isveskite sarys;
py = Y, >t
s=1
2. Apibrézkite tikimybiu generuojancias funkcijas
Py(z) =Y p2"  Fy(z) =Y f'2", z€C 2 <1
n=0 n=0
ir isveskite sarysius
Pi‘(z):‘PjJ'(Z)FWi'(Z)ﬂ Z%]?
Pjj(2) = 14 Pj;(2) Fj;(z).
Irodykite (??7) panaudodami paskutine lygybe.

3. Isnagrinékite atsitikting klaidZiojima sveikuju skaiciu aibéje, jei peréjimo
tikimybés yra tokios:

Pont1 =P =1—Dppn1, 0<p<l nelZ

Isitikinkite, kad $i grandiné yra neredukuojama ir 51 yra grizZtamogi tik vienu
atveju, kai p =1/2.
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3.2 Atstatymo procesai Markovo grandinéje

Tarkime, kad buisena j yra griztamoji, o N;(t) - skai¢iuoja grandinés vizitu i
buisena j skaiciu iki momento ¢ > 0. Pirmasis apsilankymo momentas, jei ¢ #
7, gali turéti skirtinga skirstinj, negu sekantys tarpai tarp apsilankymu, kurie
yra vienodai pasisiskirste ir nepriklausomi a.d.. Todél N, () yra véluojantysis
atstatymo procesas. Tokiam procesui su tikimybe vienetas N;(co) = oo, nes
biisena yra griztamoji.

Kokie laiko intervalu tarp atstatymu skirstiniai? Laiko intervalai yra
tarpai tarp grandinés zingsniu, todél yra diskretis a.d. Iki pirmojo at-
statymo, t.y. patekimo is ¢ i j busena, grandiné galéjo sugaisti n = 1,2,...
zingsniy. Panaudodami sutarta zZymeni, turime laiko intervalo iki pirmojo

atstatymo skirstini
P(X,=n)=f1, neN.
Kiti atstatymai (patekimai i j busena) vyksta vienodai. Laiko intervalai Xy,
k > 2, tarp ju (zingsniu skai¢ius) turi skirstini
P(X,=n)=f", neN.
Sio skirstinio vidurkis .
pij = m ](Jn )
n=1
gali buti ir begalinis. Jei jis baigtinis, sakoma, kad btusena yra teigiamai
griztamoyi ir - nulgriZtamogi, priesingu atveju. Bet kuri i Siu savybiu galioja
visoms vienos klasés biisenoms vienu metu. Bet apie tai veliau.

Jei buisena j yra pereinamoji, kaip jrodéme pereitame skyrelyje, vizitu
joje skaiciaus vidurkis yra baigtinis ir net paciu vizitu skaicius yra baigti-
nis su vienetine tikimybe. Vadinasi, atstatymai nutriiksta. Tokiais atvejais
yra jivedami atstatymo procesai su atstatymu tarpiniais intervalais, galinciais
igyti ir begaline reiksme su teigiama tikimybe. Mes placiau ju nenagrinésime.

Zemiau suformuluota teorema yra teisinga ir pereinamuyju btisenu atveju.
Todel susitarkime, kad p;; = 0o, jei busena j yra pereinamoji.

1 teorema. Jei 1 < j, tai

(i) P(limy oo Nj(t)/t = 1/pj| Xo = i) = 1;

(ZZ) llmn—>oo % ZZ:I pg]) = %ﬂ)

(iii) jei j yra neperiodiné, tai

(n) L

I

AP =
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(iv) jei j yra periodiné su periodu d := d(j) > 1, tai

n d
lim pl(j 9= =

Irodymas. Nagrinékime tik griztamosios biisenos atveji. Taikome 2.9.1
teorema véluojanciam atstatymo procesui N;(t). Pirmasis teiginys isplaukia
is (i) dalies.

Nagrinedami Gryno funkcija pastebéjome, kad teiginyje (ii) uzrasyta tikimybiu
suma yra vizity busenoje j iki momento n vidurkis. Todél antrasis teiginys
yra minétos teoremos (ii) teiginio isvada.

Kadangi tikimybé pE?) yra atstatymo funkcijos prieauglis, (iii) ir (iv) yra
2.9.1 teoremos paskutiniuju teiginiy isvados.

Irodyta.

2 teorema. Jei 1 < j ir i yra nulgriztamoyi, tai ir j yra tokia.
Irodymas. Tegul k ir [ tenkina salygas

(k)

!
pt (1)

> 0, pij >0

ir d = d(i) = d(j) yra busenu periodas. Teoremoje 3.1.2 irodéme, kad jis yra
tas pats. Jei ¢ yra nulgriztamoji, tai u; = co. Vadinasi, pagal 1 teorema

d

! k !

Pl = pl —pl.
M5

nd+k+1

S pig

) > lim Sup p;; ' p;
n—oo
IS ¢ia isplaukia j1;; = oo. Irodyta.

Prisimename skirstinio p = (py, . .., pj, .. .) stacionarumo salyga

pj = Zpipij
i=0

arba pP = p.
3 teorema. Tarkime, kad {X,,n > 0} yra neredukuojama ir neperiodiné
Markovo grandiné. PazZymékime

: n 1

Sie teiginiai yra ekvivalentis:
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(i)  grandiné yra teigiamai griztama;

(i1) egzistuoja stacionarus skirstinys;

(1it) T = (mo,...) yra vienintelis stacionarus skirstinys; be to, jei x; > 0
kiekvienam j > 0, & = (xq,...) ir TP = Z, tai ¢ := g+ 21 + -+ < 00 ir
T = cT.

Irodymas. (1)=-(ii): Kiekvienam j turime 7; > 0 ir, pagal Kolmogorovo-
Cepmeno lygybe,

n+1)
ng+ szk Dk -

Is analizes zinome, kad ribinis peréjimas po eilutés zenklu, kai jos nariai yra
neneigiami, gali tik sumazinti Sios eilutés reikSme. Pasikartojant Sio teiginio
irodyma, galima imti bet koki fiksuota M > 1 ir vertinti

+1
> Mg = lim P pr; < lim Zpk Py = lim potY =7
k:<M ]<M

Kadangi M yra bet koks,

o0
T > Z TkPkj-

k=0
Panasiai, i$ lygybeés
Z pz(;b) _
=0
gauname

0<Z7Tj§1.

J=0

Todél
DT 2 DD kb = Zﬂkzpm Zm
=0 j=0k=0
Vadinasi, kiekvienam j
= Z TkPkj
k=0

ir skirstinys p; = m;/ > T, j = 0,1, ... yra stacionarus.
(il)=-(iii): Jei p yra stacionarus skirstinys, tai kiekvienam n ir j

= i,
=0
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Mazoruojanti eiluté konverguoja, todél galime pereiti prie ribos po sumos
zenklu. Gauname

(@)
p; = Zpﬂfj = 7.
=0

Vadinasi, 7 yra vienintelis stacionarus skirstinys.
(iii)=-(i): Stacionariam skirstiniui turime m, > 0 kazkokiam k. Tegu
m; = 0. Neredukuojamoje grandinéje kiekvienam k£ > 0 rasime toki n, kad

(n)

pk?- > (. Todeél is sarysio

0=m; =Y mp};
k=0

gauname priestara: 0 = Wkp,g;).

Pagaliau teigiamai griztamai grandinei, turédami z su x; > 0, tenkinanti
T = P, tesdami gauname ir £ = £ P". Vél peréje prie ribos elementams
isvedame nelygybe x; > >, x;m; = cm;. Taigi, ¢ < oo. Dabar galime
mazoruoti eilute konverguojancia ir isvesti lygybe x; = cmr; kiekvienam j > 0.

Irodyta.

Markovo grandiniu teorijoje teigiamai griztamos neperiodines grandinés
vadinamos ergodinémas.

Neredukuojamos teigiamai griztamos periodinés grandinés atveju stacionaruji
skirstini apibrézty tikimybes

mj o= 1/pj; = lim pjj(nd)/d.

Isitikinkite!

3.3 Pere¢jimai is klasés 1 klase

Prisimename Markovo grandinés busenu aibés skaidini i susisiekianciy busenu
klases. Joms priklausancios biisenos yra arba griztamosios, arba pereinamo-
sios.

1 teorema. Griztamujy buseny klasé yra uZdara.

Irodymas. Tegu R yra griztamuju buseny klaseé, ¢ € R, bet j ¢ R. Reikia
irodyti, kad p;; = 0. Jei butu priesingai, visiems n > 0 turety galioti nelygybe

py;) = 0, nes kitaip grandiné galétu sugrizti atgal ir 5 priklausytu klasei R.
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Jei procesas prasidetu busenoje 4, su tikimybe nemazesne uz p;; > 0 mes
negalétume sugrizti  ¢. Tai priestarauja salygai ¢ € R.

Irodyta.

Is pereinamuyju biiseny klasés grandiné gali patekti i griztamuju klase.
Panagrinéekime Sia galimybe. Prisimename tikimybes fi(f), reiskiancias, kad
einant iS buisenos ¢ i buisena j pirma karta patenkama n-uoju zingsniu, ir

suma
o0

fo =S 1,

n=1
reiskiancia tikimybe iS ¢ po kazkiek zingsniuy patekti i buisena j.
2 teorema. Tarkime T yra visu pereinamujy busenu aibé, o R = R; -
griztamugu busenu klasé, kurioje yra j. Tada kiekvienam i € T

fij = Zpikfkj + Zpik-

keT keER

Irodymas. Prisimine atstatymo procesa, skai¢iuojame
fij = P(NJ(OO> > O’X() = Z)
k=0

Cia pasinaudojome lengvai patikrinama lygybe

P(A|B) = P(A|BCy)P(Cy|B),

jei UpC yra bet koks buitinojo ivykio skaidinys nesutaikomais ivykiais.

Jei k € T', tai pirmoji salyginé tikimybé po sumos zenklu yra fi;. Jei k €
R, tai ji lygi vienetui. Taciau, kai k ¢ T'U R (tai gali buti griztamuju busenu
klaseé, kuriai nepriklauso j), ji lygi nuliui. Istate Sias reikSmes, baigiame
irodyma.

[snagrinékime loséjo uzdavini.

UZDUOTIS. Loséjas, turédamas i > 1 litu, dalyvauja losime, kuriame vieno lito
islogimo tikimybé yra p, o pralosimo 1 —p = q. Jis nustoja losti, kai laimikis pasiekia N
arba, kai praloia paskuting skatikq. Kokia tikimybé, kad jis kada nors islos norima sumq?

Sprendimas. Galime isivaizduoti, kad loséjo turima pinigu suma sudaro
Markovo grandine su busenu aibe {0,1,..., N}. Joje tik dvi busenu aibés
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yra griztamosios: {0} ir {N}. Nagrinéjame tikimybes f;x kada nors islosti
turint ¢ Lt. Pastebékime, kad

fon =0, fan =1

Taikome ka tik irodyta teorema su p;, = p, jeik =i+ 1ire=1,...,N —1
bei pip = ¢q,jei k =1—1ir¢ = 1,...,N — 1. Likusiais atvejais p;z = 0.

Turime
N-1

fin = Z Pikfen +pin = pfiqa,n + qficin.
k=1

Atveju i = N — 1 pasinaudojome lygybe fii1 v = 1.
Trumpumo délei praleide antraji indeksa /N, gauname rekurenciaja formule

fi+1_fi:Z(fi_fi_1), i=1,...,N—1.

Vadinasi,

e hi=Lf, fs—fo=
p

(p)2f1

(fo— 1)
1—fyo1=

)
Sudédami sias lygybes iSvedame

q g\2 qyi—1 ,
fz’_f:f(+ e R ) i>1.
(T (e (9
Todél f; =ify, jel ¢/p=1,1ir

fi=

-0

1—(q/p)’

(/)

priesingu atveju.

Pasinaudodami lygybe fy = 1 ir randame f;. Istate jo reikSme, gauname

1 —(q/p)’ 1

fv =B s
1—(q/p)V 2
Kai p = 1/2, turime f;y =i/N.

Tarkime N yra begalinis. Kai p < 1/2; tikimybeé islosti yra nuliné. Taciau,
kai p > 1/2, gauname

qn\i

p
Taigi, turtingesniam, pradedanciam losima didesne pinigu suma, ir tikimybes
padeda.
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3.4 Galtono-Vatsono procesas

Puikus Markovo grandiniu pavyzdys, ypa¢ nagriné¢jant ribines tikimybes, yra
Galtono-Watsono procesas. Dar karta grizkime prie 2.7 skyrelyje nagrinétos
populiacijos ir pritaikykime Markovo grandiniy teorijos Zinias. Priminsime
uzdavinio salyga.

Nagrinéjame populiacija, kylancia is vieno organizmo, kuris savo gyvenimo pabaigoje
su tikimybémis Py, paliecka k = 0,1 ... taip pat besielgianciy individy, Tarkime, visi
organizmai elgiasi nepriklausomai vienas nuo kito, o ju gyvenimo trukmés T yra a.d. su
tuo paciu negardelisku skirstiniu I (.1‘) Tegqul X (Zf) yra gyvy organizmy skaicius laiko
momentu t > 0.

Tada radome sudétinga atstatymo funkcijos E(X(t)) israiska. Tolesné
jos analizé rémesi atstatymo teoremomis. Galimas ir kitoks pozitris - tirti
individuy skaiciy Z, n-oje kartoje, n > 0. Dabar i pragyvenimo trukme
nebeatsizvelgiama. Seka {Z,,n > 0} yra Markovo grandiné, ji vadinama
Galtono-Watsono procesu.

Jei L yra a.d. suskirstiniu P(L = k) = pg, 0 L;, i > 1, - jo nepriklausomos
kopijos, tai

Zn,
Zn+1 - Z LZ
i=1
1 teorema. Tequ s € C. PaZymékime

f(O)l = f(S) :E(SL) - Zskpk, f(0)2 :f<f(8)>7"'7

k>0

flm — f(f(O)(m—l))7 o

Tada kiekvienam n > 0

Irodymas. Ivede papildoma salyga, gauname
nii(s) @ =E(s") =E(E(s”| Z,)) = B(E(s" ) 2,))
= B((B(")™]2.) =E((/(s)™) = 6u(F(5)), (3.2)

nes L nepriklauso nuo Z,. Toliau pakanka pritaikyti matematine indukcija.

Isvada. Tequ m ir o® yra a.d. L vidurkis ir dispersija. Tada

E(Z,) =m",
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n—1m"—1 SN
p— jeim # 1,

no?, jeim = 1.

a’m

Var(Z,) = {

Sprendimas. Pakanka mokeéti skaic¢iuoti sudétines funkcijos ¢, (s) isvestines
taske s = 1.

Panagrinekime populiacijos iSmirimo tikimybe

lim P(Z, =0) =: m.

n—oo

Si riba egzistuoja, nes P(Z, = 0) < P(Zn;1 = 0). Kadangi Z, yra sveika-
reikSmis a.d., mg = 1 parodo, kad egzistuos kazkokia karta su nuliniu individu
skaic¢iumi.

1 teorema. Tarkime, kad 0 < pg ir po +p1 < 1. Tada ismirimo tikimybé
To yra maziausia teigiama lygties

fls)=s

Saknis. Be to, mg = 1 tada ir tik tada, jei

m = i/{:pk = f'(1) < 1.
k=1

Irodymas. Tegul kaip ir anksciau
On(s) = s"P(Z, =k)
k=0

Jau irodyta lygybe (??) modifikuojame ir gauname

P(Zni1 = 0) = ¢n11(0) = f(¢n(0)) = f(P(Zn = 0)).

Pasinaudoje generuojanciu funkciju tolydumu, peréje prie ribos, matome,
kad
mo = f(m) = po > 0.

Isitikiname, kad 7y yra maziausias teigiamas Sios lygties sprendinys. Jei
0<p=f(p) <1,taiis f(s) = ¢1(s), s € [0,1], monotoniskumo isplaukia

P(Zy=0) = f(0) < f(p) = p.
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Taikome matematine indukcija. Tarkime, kad ¢,_1(0) < p. Tada

P(Zy = 0) = ¢n(0) = f(¢n-1(0)) < f(p) = p.

Vadinasi, i nelygybeé yra teisinga kiekvienam n € N. Peréje prie ribos, kai
n — 00, gauname Ty < p.

Irodinédami antraji teigini, tiriame funkcija f(s), kai 0 < s < 1. 1§
teoremos salygos iSplaukia, kad py +ps+---=1—pg —p1 > 0, todel

F'(s) = 3 klk = Dpys=2 > 0,
k=2

Vadinasi, §i funkcija yra grieztai iskila (i apacial). Galimi du atvejai:

1) f(s) > s, jei s € (0,1); geometriné iSvestineés interpretacija rodo, kad
dabar f'(s) < 1;

2) f(s) = s kazkokiam 0 < s < 1; tada mp < s < 1.

Todél pirmuoju atveju ir tik juo galime gauti lygybe my = 1. Lieka
pastebéti, kad pirmaji atveji vienareiksmiskai isskiria salyga f'(1) = m < 1.

Irodyta.

3.5 Pereinamuju ir griztamuju busenu krite-
rijai

Nagrinésime tik neredukuojama Markovo grandine. Visos jos busenos yra
arba pereinamosios, arba griztamosios, todél pacia grandine vadinsime Siais
vardais. Pereinamoios grandinés kriterijus: G(j,j) < oo kiekvienam j > 0,
iSplaukiantis i§ 3.1.3 teoremos, néra patogus. Rasime kitokiu galimybiu.
Pradzioje pastebékime paprasta savybe.

1 teorema. Neredukuojama Markovo grandiné su buseny atbe 0,1,... yra
griztamoygi tada ir tik tada, jei visiems ¢ > 1 tikimybés fip = 1.

Irodymas. Isplaukia is apibrézimo.

Iveskime salygines tikimybes n zingsniu isbuti busenu aibéje S
siin)=P(X;€S:j=1,...,n| Xg=1), i€l
ir ju ribas - tikimybes is viso nepalikti Sios aibés:

lim s;(n) = s;.

n—oo



74 CHAPTER 3. MARKOVO ATSTATYMO PROCESAI

Ribos egzistuoja tikimybiu monotoniskumo deéka.
2 teorema. Jei lygciu sistema
%= Dijz (3-3)
jes
turi toki sprending {z;, i € S}, kad |z < 1, tai tikimybés s; yra maksimalus
gios sistemos sprendinys, t.y. (|z;| < s; kiekvienam i € S).
Irodymas. Po vieno zingsnio turime
si(1) = > pijs
jes

0 po n Zingsniu:

si(n) = 3 pygs(n — 1),

jes
Peréje prie ribos matome, kad {s;, i € S} tenkina nagrinéjama sistema, t.y.
S; — sz‘ij.
jes
Jei {z;, i € S} yra kitas sprendinys ir |z;| < 1, tai
|2l < > piglzsl < D0 piy = si(1).
jes jes

Tesiame toliau
|2 < Zpijsj(l) = si(2).
jes
Pagal indukcija visiems n gauname |z;| < s;(n). Kai n — oo, i§ ¢ia isplaukia
|zi| < s; visiems i € S.

[rodyta.

Pastebékime, kad teoremoje nebiitina reikalauti sprendinio apréztumo
vienetu. Turédami sistemos (?7) sprendini su 0 < max;>1 |z;| = C > 0,
galétume imti sprendini (z;1/C, z2/C), . ..). Akcentuokime priesinga atveji.

Isvada. Jei sistema (?7) neturi aprézty nenuliniu sprendiniu, tai s; = 0.

3 teorema. Neredukuojama Markovo grandiné su busenu aibe 0,1, ... yra
pereinamoji tada ir tik tada, jei visiems 1 > 1 lygciu sistema

zZi = Zpiij (34)
j=1
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turi aprézta nenuling sprending.

Irodymas. Taikome 2 teorema, kai S = {1,2,...} yra busenu aibé. Esant
nenuliniam apréztam (?7?) sistemos sprendiniui, ir s; > 0 kazkokiam ¢ > 1.
Tada f;p =1 —s; < 1. Vadinasi, pagal 1 teorema grandiné yra pereinamoji.

Jei aprézto nenulinio sprendinio néra, tai pagal isvada s; = 0. Pagal 1
teorema tokia grandiné yra griztamoji, o ne pereinamoji.

[rodyta.

Panagrinéekime pora pavyzdziu.

Atsitiktinis klaidZiojimas. Nagrinéjame atsitikting klaidziojima aibéje 0,1,2, . ..
su peréjimo tikimybémis

Diit1 = Dis Piici=¢=1—p;, 0<p; <1, +=0,1,...

Clia po = 1. Raskime busenu charakterizacijos kriterijus.

Sprendimas. Pastebékime, kad grandiné yra neredukuojama. Sistema
(?7) siuo atveju yra tokia:
%1 = P12,

Zi = PiZit1 + Qizie1, 1=2,3,...

Todél A
Zi—&—l_zz':&(zi_zi—l); 122,3,
i
ir
Zigl — 2 = (qi>(22—21)—21Hq*]7 1 >1
j=2 Pj j=1Pj
Pazymeéje

po=1, pz:l_[@ i>1,

sudéedami gautasias lygybes pagal 7, iSvedame

n
Zntl = 21 Z Pi-
i=0

Vadinasi, si Markovo grandiné yra pereinamoji tada ir tik tada, jei

> pi < oo (3.5)
i=0
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Jei §i eiluté diverguoja, grandiné yra griztamoji. Atskirkime atvejus, kada
ji yra teigiamai griztamoji, kada - nulgriztamoji. Galime pasinaudoti 3.2.3
teorema. Joje buvo lygciu sistema

xT; = Zxkpkj 7 >0.
k=0

Grandiné yra teigiamai griztamoji tada ir tik tada, jei pastaroji lygtis turi
teigiama sprendinj su salyga xg + x; +--- = ¢ < 0.
Atkreipkime démesi, kad nezinomieji ¢ia turi ir nuline koordinate. Musu
atveju sistema yra tokia:
Lo = 171,

Tj = Qj+1Tj41 +Dj1Ti—1, J=1,2,...

Ankstesni skai¢iavimai kiek pasikeicia. Pastebékime, kad
Q1T — DT = ¢;T; — pjaTi-,  J=1,2,...
Atveju j = 1 turime g1x1 — poro = xg — o = 0. Taigi
Gj+1Tj+1 = pjx; J=0,1,...

Is cia isplaukia

4 Di
55j+1:$0H , 720
i—o 4i+1

Paéme xy = 1 gauname teigiama sprendini. Prisimine dar ir salyga jam
nusprendziame: grandiné bus teigiamai griztamoji tada ir tik tada, jei eilute

oo J D
S < .
j=01i=0 qi+1

Prisimine Zymenj p;, eilute perraSome

v Lo (3.6)

j=1PiPj

I$ pastarosios eilutés konvergavimo isplaukia (?7?) divergavimas.
Pagal 3.2.3 teorema atveju, kai patenkinta (?7) salyga, egzistuos ir sta-
cionarusis skirstinys.
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Pastebékime, kad grandiné yra nulgriztamoji tada ir tik tada, jei abi
eilutes (7?) ir (??7) diverguos.

Eilutés bendru atveju gana komplikuotos. Paémus, pavyzdziui, p; = p ir
¢; = q kiekvienam ¢ > 1, jos suprastéja. Eilutés (?7) konvergavimo salyga
taptu reikalavimas 0 < p < 1/2. Issprende lygéiu sistema, gautume ir sta-
cionariojo skirstinio pavidala:

1 _{ (a—p)/2q,  j=0
e — — J— .
J ZZO:O Tp (g P)(zpq/‘I) , J > 0.

Aptarnavimo sistema M /G /1. Nagrinésime aptarnavimo sistema, minéta
1.7 skyrelyje. Joje klientai atvyksta pagal Puasono procesa, o aptarnavimo
laikas turi skirstini G ir yra nepriklausomas nuo atvykimo praceso. Tada
radome, klienty, esanciy stotyje laiko momentu ¢, skaiciaus skirstini.

UZDUOTIS. Tarkime, kad X,, yra klienty, likusiy sistemoje po n-ojo aptarnavimo,
oY, - klientu, atvykusiu vykstant (n + 1)—ajam aptarnavimui, skaiciai. AprasSykime Siy
a.d. skirstinius.

Sprendimas. Pastebékime sarysi

X _{Yna Xn:()a
Tl X, —-14Y,, X, >0.

Vadinasi, {X,,, n > 0} yra homogeniné Markovo grandiné, X, = 0. Turime
po; = P(X1 =j| Xo=0) = P(X; =j) = P(Y1 =j).

A.d. Y, turi vienoda skirstinj, nes tokie yra klienty aptarnavimai. Be to,
jie yra nepriklausomi. Tai iSplaukia i Puasono proceso savybeés: prieaugliai
nepriklauso muo ju padéties, bet tik nuo ilgio. Todél, jei Z yra vieno kliento
aptarnavimo intervalas, tai

P(Ya=j) = E(PY,|2) = [ P(Y, = j|1Z = 2)dG()
- /OooeAdoG(x), j=0.1,...

Randame kitas peréjimo tikimybes.
pij = PXpp=jlXn=10)=P@l=i-1+Y,)

{0, ,]<Z_]-7
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dar=0,1,...

Klasifikuokime Markovo grandinés { X,,, n > 0} busenas. Jos yra susisiekiancios,
t.y. grandiné yra neredukuojama.

Pradékime nuo pereinamumo tyrimo. Pazymeéje trumpiau py; = a;, 7 > 0
matome, kad 0 < a; < 11ir p;; = a;, o

“_{0, j<i—1,
b = Aj—it+1, ]ZZ_17

kai i > 2. Taigi, sistema (?7) Siuo atveju yra tokia:

oo
21 = Z a;zj,
j=1

00 00
Z; = Z Aj—i+125 = Z AjZi45—1, 1= 2, 3, .
j=i—1 7=0

Ieskome sprendinio pavidalu z; = 1 —u’, 4 > 1ir 0 < u < 1. Istate i sistema
gauname

l—u=> a;(1—u),

j=1
l—u' =) aj(1—u™), i=2.3,...
=0
Jei -
As) == a8,
=0
tai abi naujosios sistemos lygtys susiveda i viena lygti
A(u) = u,

¢la 0 < u < 1. Skyrelyje 3.4 apie iSsiSakojancius procesus matéme, kad Si
lygtis turi sprendinj nurodytame intervale tada ir tik tada, jei

m=A(1) > 1.

Be to pastebéjome, kad tada intervale (0, 1) sprendinys yra vienintelis.
Darome isvada: Markovo grandiné {X,,n > 0} yra pereinamoji tada ir
tik tada, jei m > 1 .
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Grandiné yra teigiamai griztamoji, jeigu egzistuoja stacionarusis skirstinys.
Ji ieskant, pagal 3.2.3 teorema turime spresti lygciu sistema z = P, ¢ia P -
peré¢jimo tikimybiy matrica, kurios elementus jau zinome. Po to, jeigu z; > 0
irc=uaz9+a1+ - < oo, tal m; ;= z;/c, j > 0 yra stacionariojo skirstinio
tikimybes.
Dabar lygéciu sistema yra tokia:
J+1
T =a;zo+ Y aj_ip1x;, J > 0. (3.7)
i=1
Cia 0 < a; < 1. Aisku, kad sistema yra suderinta, nes parinkus 0 < xy < 118
lygybés xg = xpag+x1a9, rastume x; ir t.t. Bet sprendinio koordinaciu eilute
turi ir konverguoti. Todél tenka toliau tirti tiesini rekurentyjj sarysi. Tokiais
atvejais visada patogu ivesti generuojancias funkcijas. Tegul A(s) anksciau
apibrezta, o

V(s):=> mz;s.
=0

Abi (??) lygybés puses padaugine i§ s/ ir sudéje pagal j > 0, gauname

oo Jj+1

V(S) = LBOA(S) + Z Sj Z Qj—i+1T;
7=0 i=1

= 2oA(s)+ D _xi Y. aj_ins’ = xoA(s) + D x5 A(s)

=1 j=i—1 =1
ToA(s A(s)V (s
— l’oA(S)— 05<)+ ()8 (>
Is cia isplaukia
ToA(s)(s — 1)
V(s) s — A(s)
Kadangi
lir{li A(s) = A(1) =1,
tai
. L s—1 1—A()\™ %o
Jim Vis) = wo i 77y = @ lim -5=7) - 1=y

jei
m=f'(1)=>ja; <1

j>1
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Taigi, Si nelygybé yra pakankama grandinés teigiamo griztamumo salyga.
Panasiai samprotaujant butu galima irodyti, kad salyga yra ir bitina.

3.6 Pusiau Markovo procesas

Apibrézdami homogenine Markovo grandine, dabar zymima {.J,, n > 0} su
btusenu aibe 0,1, ..., mes pateikiame pradini skirstini p; = P(Jy = 7), j > 0
ir peréjimo tikimybes

Dij :P(Jn—l—l :j|Jn:i) :P(Jl :j|J0:i>‘

Kai peréjimai is busenos i buisena néra apibrézti zingsniais, kai jie priklauso
nuo atsitiktinio laiko, per kuri tas peréjimas vyksta, elgiamasi kitaip.

Nagrinékime Markovo grandine ir apibrézkime procesa laiko intervale
[0,00]. Tarkime, kad Q;;(¢) yra tikimybe, kad procesui ka tik patekus i
biisena i sekantis peréjimas bus i buisena j laiko intervale [0,¢], ¢ > 0. Taigi,
Qij(o0) = pij,
ir

i@ij(oo) = 1.

Pazymeékime
Ej (t) = M?
Pij

jei pi; > 0. Priesingu atveju, galima susitarti Fj;(t) = 1, Fj;(t) = 0 arba bet
kaip. Sia funkcija galime laikyti atsitiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti
biisena, salygine skirstinio funkcija, esant salygai, kad ka tik patekus i ¢ i$
karto yra pereinama i busena j. Sis laikas ,,yra praleidziamas” biisenoje i,
nes kity busenu procesas neturi. Tegul Jy yra proceso pradiné busena, o J,,,
n > 1, - biisenos, i kurias procesas pateko tik ka atlikus n-aji peréjima. Si
Markovo grandine vadinama gdétgja. Ji gaunama is proceso reiksmiu nurody-
tuose laiko momentuose. Pazymékime N;(t) patekimu i buisena i skai¢iu laiko

intervale (0,¢] ir
N(t) = Z N;(t).

Tai visu peréjimu laiko intervale (0, ¢] skai¢ius. Mus dominantis procesas yra

Z(t) - JN(t)a
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buisena laiko momentu ¢. Jis vadinamas pusiau Markovo procesas. Skaic¢iuo-
jantysis procesas N (t) (daznai ir jo vektoriné versija N (t) = (No(t), Ny (t),...))
vadinamas Markovo atstatymo procesu.

1 teorema. Jei i yra pradiné busena, tai N;(t) yra atstatymo procesas, o
N;(t), i # j, yra véluojantis atstatymo procesas.

Irodymas. Laiko tarpai tarp atskiru sugrizimu i btisena j yra nepriklau-
somi ir vienodai pasiskirste a.d. su skirstinio funkcija F};(¢). Pirmasis laiko
tarpas einant i§ ¢ i j turi skirstinio funkcija Fj;(¢), gal but, skirtinga nuo
F;;(t), jei ¢ # j. Irodyta.

Akivaizdu, kad zinant Jy ir N(t) skirstinius, galima rasti ir proceso Z(t)
skirstini. Atvirkscias tvirtinimas nebutinai yra teisingas. Norédami tuo
isitikinti, imkime vienos busenos {0} procesa Z(t). Vistiek N(t) = Ny(t),
skaic¢iuojantis atvykimu is ¢ i 7 skaiciu, iSlieka neapibréztas. Papildomai reiktu
zinoti Qoo (t). Suma

Hi(t) = i pii Fij(t)

yra atsitiktinio laiko, reikalingo vienam peréjimui iS ¢, skirstinio funkcija.
Priimkime tokia salyga:
H;(0) < 1.
Pirmas iskylantis klausimas, ar peréejimuy is biisenos i biisena skaicius baig-
tiniame intervale yra baigtinis.

Apibrézimas. Busena ¢ vadinama requliaria, jei
P(N(t) =o00|Jo=1i)=0

kiekvienam t < oo.

Markovo atstatymo procesas N (t) yra reguliarus, jei kiekviena i§ biusenu
yra reguliari.

2 teorema. Jei pradiné Markovo grandiné turt baigting buseny skaiciu, tas
N(t) yra requliarus.

Irodymas. Nagrinédami atstatymo procesus buvome pastebéje, kad N;(t) <
oo su vienentine tikimybe. Lieka pritaikyti reguliarumo apibrézima.

Jei buseny aibé 0, 1, ..., reguliarumo gali nebuti. Pavyzdziui, imkime

pi,i—i-l:la Z:O,]_,
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ir

Dabar
o0 o0
N(2) = ZNj(Q) = Z 1 = o0,
=1 j=it1
jei Jo = 1. Taigi, visos biisenos yra nereguliarios.

[sveskime Markovo atstatymo proceso reguliarumo salyga. Pazymeékime
X4 a. laiko tarpa tarp n-ojo ir (n+1)-ojo peréjimu. Jie yra nepriklausomi,
bet nebiuitinai vienodai pasiskirte, nes peréjimu trukmeé priklauso nuo esamos
busenos. Seka poru (J,, X,+1), n > 0 vienareiksmiskai nusako Markovo
atstatymo procesa N (t), jei pastarasis yra reguliarus. Tai matyti ir i$ lygybeés

N(t)=sup{n >0: X;+--- + X, <t}. (3.8)

Teorema. Markovo atstatymo procesas N (t) yra requliarus, jei yra patenk-
inta viena 1S salygu:
(i) egzistuoja tokie teigiami o ir e, kad visiems © > 0 yra teisinga
nelygybé
1-— HZ(Oé) > €

arba
(i1)  i$ bet kurios pradinés busenos Jy =i idétoji Markovo grandiné

{J,, n >0}

su tikimybe vienetas per baigting skaiciu Zingsniu pasieks griztamaja busenaq.

Irodymas. Jei yra patenkinta salyga (i), tai visoms busenoms peréjimui is
ju i bet kuria kita sugaistamas laikas su tikimybe didesne uz ¢ yra nemazesnis
uz a. Iveskime pagalbinius a.d.:

«,  sutikimybe /(1 — H;(a)), jei X, > o, Jpm1 = 7,

{ O, Xn <«
0, sutikimybe 1 — /(1 — H;()), jei X, > o, Jpm1 = 7.

Jie yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. IS tiesu, atkreipe démesi i
apibrézime dalyvaujancia atsitiktine salyga, randame
P(X,=a) = ¢/(1-Hj(a)P(X, >, Jp_1=7)
— ¢/(1 - Hy(a)(1 - Hy(a) = = = 1 = P(X, = 0).
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Visiems n > 0 tikimyb4s yra vienodos. Todél
N(t):=sup{n>0: X;+---+ X, <t}

yra anks¢iau iSnagrinétas atstatymo procesas. Jam turéjome teigini: N (t) <
oo su tikimybe vienetas, jei t < co. Kadangi X,, < X,,, tai N(t) < N(t) < oo
su tikimybe vienetas. Tai jrodo Sio proceso reguliaruma.

Tegul yra patenkinta salyga (ii). Tegul J, pasieké griztamaja busena j
zingsnyje ng, o ny < ny < --- - kitu zingsniuy, kai vél atvykstama i j numeriai.
Pazymékime

To=Xo+ -+ X,

Th=Xn,_ 41+ +X,, k>L1

Pastarieji a.d. jau yra vienodai pasiskirste, nes tai laikas, sugaiStamas einant
is j i 7 busena. Dabar {T}, k > 0} apibrézia véluojanti atstatymo procesa,

todeél

k>0 n>1

su tikimybe vienetas. I3 sarysio (??) dabar matome, kad N(t) < oo, kai
t < 0.
Irodyta.

PAVYZDYS. Dar karta grizkime prie aptarnavimo sistemos M/G/1, kai
klientai atvyksta pagal Puasono procesa su parametru A > 0. Tegul aptar-
navimo laikas yra eksponentinis a.d., bet su parametru . Tad sistema turéetu
zymeni M /M/1.

Klientu, esané¢iu sistemoje momentu ¢, skai¢ius (tegu dabar n(t)) yra pu-
siau Markovo procesas. IS tiesy, idétoji Markovo grandiné yra klienty skaicius
po kiekvieno naujo atvykimo ir po ka tik pasibaigusio aptarnavimo bei kliento
iSvykimo kartu sudeéjus. Laiko tarpu tarp vienu arba kituy skirstiniai yra ek-
sponentiniai. Minéti biisenu pasikeitimo momentai gali biiti jvairiai iSsidéste,
gretimi gali biti tiek du atvykimai, tiek atvykimas ir aptarnavimo pabaiga
arba dvi gretimos aptarnavimo pabaigos.

Tegu 17 yra laiko tarpas tarp klientu atvykimu, o 7T - vieno kliento
aptarnavimo laikas, jis lygus ir laiko tarpui tarp dvieju gretimu aptarnavimu
pabaigu. Todel

P(Ty>t)=e™ — P(Ty>t)=e*.
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Sie a.d. yra nepriklausomi tarpusavyje. Fiksuokime momenta, kai sistema
pateko i buisena ¢ > 1 dél ka tik pabaigto aptarnavimo. Jei sekantis biisenos
pasikeitimas vél yra deél iSvykusio aptarnauto kliento, tai biisena yra ¢ — 1 ir
turi buti Ty < T7. Lygybeés atveji Siems a.d. galime ignoruoti, nes tai nuline
tikimybe turintis jvykis. Todél

piic1 = P(Ty <T)) :/ P(Ty > u)dP(Ty < u)
0

_ > —Au —pu _ 2
= e e Mdy = ———.
/o a A p

Jei busena ¢ buvo pasiekta atvykus naujam klientui, kazkokio kliento aptar-
navimas jau galéjo buti pradétas anksciau ir vyko Y < T3 laiko. A.d. Y
priklauso tik nuo atvykimo momento, bet ne nuo 7} ir 75. Prisiminkime
stipriaja neturé¢jimo atminties savybe:

PTy<t+Y|T >Y)=P(T, < t).
Musu atveju, kadangi 75 > Y, net

P(T, <t+Y) = P(Ih<t+Y, T, >Y)
= P(L<t+Y|T,>Y)P(T,>Y)=P(Ty, <t).

Dabar peréjimo i busena ¢ — 1 tikimybeé yra
piici = P(Ih—-Y <T)) = / P(Ty, =Y <w)dP(Ty < u)
0

= / P(Ty, <u)dP(Ty < u) = / (1 — e ") Ae Mdu
0 0
K
A
Taigi, tikimybeé nepriklauso nuo to, kaip buvo patekta i biisena . Panasiai,
peréjimas i busena 7 + 1 vyksta su tikimybe
A

A
Aisku, kad p;; =0, jei j #7— 1,2+ 1 ir ¢ > 1. Tikimybé py; = 1.

Dabar randame @);;(t). Klientu skaic¢iaus dinamika vyksta laike. Peréjimo
iS 0 i busena 1 per laika ¢ tikimybe lygi

Dii+1 =

Qui(t) =P(Ty <t) = /Ot d(1— ey =1— e,
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Tikimybe Q;,;—1(t) apraso ivyki

{is ¢ — os busenos procesas pereisi (i — 1) — aperlaika ¢}
= {per tpasikeis jo busena}

N {is i — os procesas pereisi (i — 1) — a}.

Tegul T' = min{7Ty,T>}. Busenos pasikeitimas per ¢ laiko yra ivykis {T" < t}.
Klienty atvykimas ir aptarnavimas nepriklauso nuo ju skaiciaus sistemoje,
t.y. nuo busenu. Vadinasi,

Qii-1(t) = P(T < t|busena i i — 1)P(busenai+—i— 1)
= P(T < t)pi,i—L

Skai¢iuojame toliau

PT<t) = 1-P(T>t)=1-P(Ty >t, Ty >1)
= 1-PMi >t)P(Ty > t)=1—¢Me ™

= 1— e MMt
Taigi,
_ K —(A )t
Gi— t) = —(1 — T
Quia(t) = TE—(1 =)
Analogiskali,
A
i H=—"1{(1— —(A+p)t
Quina(t) = (1= e 00
jeii > 1.

UZDUOTIS. Ar aptarnavimo sistemoje M/G/1, kai G # M, n(t) bus pusiau

Markovo procesas?

3.7 Biusenu klasifikacija

Kaip ir Markovo grandiniu atveju, Markovo atstatymo proceso biisenos yra
panasiai klasifikuojamos. Pazymékime

Py(t) = P(Z(H) = 1 2(0) = i), Gyg(t) = PN,(t) > 0] Z(0) = ).

Kadangi N;(t) skai¢iuoja patekimu i busena j laiko intervale (0, ¢] skaiciu, tai
G;(t) - tikimybe, kad siame intervale bent karta procesas pateks i busena j,
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kai pradiné buisena buvo i, - lygi tikimybei, kad atsitiktinis pirmojo patekimo
i 8ia busena laikas (gal but, net begalinis) yra nedidesnis uz t, esant tai paciai
salygai. Todél G;;(t) yra salyginé a. laiko skirstinio funkcija. Jos momentai:

- { 00, Gyj(00) < 1,
Hid "= 1 e tdGy(t)  kituatveju.

Taigi, u;; yra vidutinis grizimo i biisena ¢ laikas. Palyginkime su vidurkiu
0 s 0

kuris reiskia vidutini sbuvimo Sioje busenoje laika vieno vizito metu.
Apibrézimas. Markovo atstatymo (pusiau Markovo) proceso busenos i ir
7 yra susisiekiancios, jeigu

GZ](OO)Gﬂ(OO) > 0.

Apibrézimas iveda ekvivalentumo sarysi busenu aibéje, kuri skyla i su-
sisiekianc¢iu tarpusavyje busenu klases. Jei klasé yra viena, sakome, kad
procesas yra neredukuojamas. Jei G;;(0o) = 1, tai buisena i vadinama griZla-
maja, prieSingu atveju - pereinamagja. Griztama busena i yra teigiamai
griztamoyi, jei p; < oo ir nulgriZtamogi priesingu atveju. Tokios savokos
buvo apibréztos ir idétajai Markovo grandinei {.J,, n > 0}. Galima nuspéti
esant tarpusavio rysi.

1 teorema. Pusiau Markovo proceso busena i yra susisiekianti su j (griz-
tamogi arba pereinamoji) tada ir tik tada, jei ji yra tokia idétoje Markovo
grandinéje.

Irodymas. Pritaikyti lygybe
Gij(o0) = P(J, = j kazkuriam n > 0| Jy = 7).

Irodyta.
Turétus grandiniy busenu kriterijus galime tiesiogiai susieti su pusiau
Markovo procesu.

2 teorema. Tarkime, kad p; < co. Pusiau Markovo proceso busena j yra
griztamoyi tada ir tik tada, jei

| Pttt = cc.
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Irodymas. Tegu Jy = j ir Sios salygos toliau nekartokime. ISsiaiSkinkime
teoremoje nurodyto integralo prasme. Pazymékime

A(t) = H{Z(t) = j}.
Tada

) /OOO Py (t)dt = E(/OOo A(t)dt) _. E(A).

Matome, kad integralas reiskia viso laiko, praleisto buisenoje j, vidurki. Jei Y,
yra laikas, praleistas blisenoje j n-ojo vizito metu, ir N;(oo) vizitu skaicius,

tai
N;(o0)

A=Y+ ) Y.

n=1
Kadangi ivykis {N;(c0) = n} nepriklauso nuo Y11, Y42, ..., pagal Waldo
lema turime

E(A) = E(Yo) + E(Y1)E(N;(00)) = p;(1 4+ E(Nj)).
Kadangi p; < oo, tai teoremos salyga yra ekvivalenti
E(N;(00)) = o0.

Idétajai grandinei J, tai ekvivalentu, kad ji su vienetine tikimybe gris ir
gris i busena j. IS tiesu, jei buity teigiama tikimybeé negrizti i busena j, tai
Nj(00) turétu geometrini skirstini su baigtiniu vidurkiu (zr. 3.1.3 teoremos
irodyma). Pritaike 1 teorema, baigiame irodyma.

Pastebékime, kad pereinamajai pusiau Markovo proceso busenai j, kai
p; < oo ir Jy = j, turésime

Gjj(o0) < 1, E(N;(00)) < 00
} Nj(00) < 00

su tikimybe vienetas. Be to, Sis a.d. turi geometrini skirstinj:

P(N,(0c0) =k) = gf_l(l —g;), k=1,2,...;
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¢ia g; := Gj;(00).

Atveju, kada busenos yra teigiamai ar nulgriztamosios, atskyrimas pusiau
Markovo procesams nebesutampa su ankséiau iSnagrinétais grandiniu teigini-
ais. Taciau baigtinio biisenu skaic¢iaus atveju galime pasinaudoti idétosiomis
Markovo grandinémis ir pritaikyti joms iSvestus kriterijus.

3.8 Laiko funkciju sarysiai

Anksciau ivestos funkcijos Q;;(t), Fi;(t), Hi(t), P;;(t) ir G;;(t) yra tarpusavyje
susijusios, jos apraso atskiras pusiau Markovo proceso Z(t) arba Markovo
atstatymo proceso N;(t) savybes.

1 teorema. Visoms busenoms i,7 irt > 0 turime

JJ =1- 2/ Pka ))dek(fE)a

Z/Pk] 0)dQilx), i# ]

Irodymas. Tegul X, yra a.laikas, per kuri procesas pateks i sekancia einant
i5 j busena. Jei sekanti busena yra k, tai X; skirstinio funkcija yra G, (z).
Busenas apraso idétoji Markovo grandiné {J,,, n > 0}, Z(0) = Jy. Tikimybe
P;;(t) vidurkiname atzvilgiu dvieju dydziu J; ir X;. Todél

Z/ t)=7lJo=17,Jh =k, X1 = 2)dQx(z).

[Snagrinéjame salygine tikimybe po integralo zenklu. Jei x > t, tai per z
laiko peréjimo i kita buisena nebuvo, vadinasi, tada si tikimybeé yra vienetine.
Jei © < t, tai per laika x proceso busena tapo k, vadinasi, per likusi laika
t — x ji tures patekti i j. Todel

P(Z(t):jyj():j,gjl:k,Xlzl’):PkJ(t—l'), x <t.

ir

/ Prj(t = 2)dQin(x +Z [ d@nts
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Kadangi
> [TdQu@ =1, j=0,
k=0"0

i$ Cia iSplaukia pirmasis teoremos tvirtinimas.
Antrasis teiginys irodomas taip pat. Dabar

Z/ 0=l Jo =i, Jy = b X\ = 2)dQyu(a).

Jei x > t, salygine tikimybé po integralo Zenklu lygi nuliui, nes nesant
peréjimo dviejose biisenose i ir j biiti negalima. Jei z < ¢, tai §i salyginé
tikimybe, kaip ir anksciau lygi Py;(t —x). Istate gautasias tikimybiu reiksmes
baigiame irodyma.

2 teorema. Visoms busenoms t,7 irt > 0 turime

:OO tG-ZL’dZZL’ t —ij —{L‘dz]l‘
0= || Guslt = 2)dQula) + [ (1= Gyt = 2)dQy(a)

Irodymas. Tegul vel X; yra laikas pirmajam peréejimui atlikti. Jei tas
peréjimas yra is 7 i k, tai vidurkindami gauname

Z/ t)>0Jo =i,J1 =k, X1 = 2)dQir().

Jei x > t, peréjimu laike (0,¢] nebuvo, todél pointegraliné tikimybé lygi
nuliui. Jei z < tir k = j, tai ji lygi vienam. Ir atveju x <t ir k # j ji lygi
Gi;(t — x). Lieka istatyti rastas tikimybes reiksmes.

Irodyta.
3 teorema. Visoms busenoms i,j irt > 0 turime
/ PJJ dGJ]( ) - Hj(t>,
0= [ Palt—0)dGyle), i 4]

Irodymas. Si karta pasinaudojame Gj;(t) tikimybine interpretacija. Tegul
T yra a. laikas, reikalingas pirma karta pasiekti 7 busena einant is ¢. Tada

P(T < t) = Gy(t) = P(N,(t) > 0| Jo = i).
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Vadinasi, Gj;(t) yra vieno vizito busenoje j laiko skirstinys. Prisimename,

kad
t)=>_ Qj(t)
k>0
isreiskia tikimybe atlikti peréjima i§ j i kita busena. Skaic¢iuodami Pj;(t)
manome, kad galéjo i viso nebtti peréjimo (8io ivykio tikimybé yra 1—H;(t))
arba pabuve joje x < t laiko, per likusi laiko tarpa ¢ — x, mes nekeisime
busenos. Ta mintj ir isreiskia teoremos pirmoji formulé.

Jei 1 # j, tai peréje is ¢ i j per laika T' = x, toliau busenos nekeisime.
Keiciant x < t gaunama antroji teoremos formule.

[rodyta.

Ka galétume isvesti naudodami anksciau iSdéstyta atstatymo procesu
teorija. Dabar visada reikia atsizvelgti i pirmaja pusiau Markovo proceso
(idétosios Markovo grandinés J,,) pradine busena. Visos tikimybés yra salyginés.
UzraSykime teiginius atstatymo procesui N;(t). Jei pradiné busena yra i # j,
tai jis yra véluojantysis atstatymo procesas. Jei ¢ yra pradiné bisena, tai
laikas T iki pirmojo atstatymo, patekimo i busena j, laikas turi skirstinj
G (t), kiti laiko tarpai T}, tarp sekanciu vizitu - funkcija G;;(t). Kadangi

{M<>M@{Zﬂ<%

todél
P(N;(t) = n| Jy = i) = Gy (Gj;)*"™D = Gy * (Gj;)™

Cia zvaigzduté zymi sastka.
Jei j yra griztamoji busena ir i < j, tai G;;(00) = 1 ir todel

N, 1
P(lim](t):’JO:z’) =1,
t Hjj

t—o00
Atstatymo funkcijos analogas yra
mi;(t) = E(N; ()] Jo = 7).
Be irodymo pateikiame pora atstatymo teoremu
my(t) Gz‘j(OO),
t I

ir
Hjj
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3.9 Atsinaujinantieji procesai

Nagrinésime stochastinius procesus X (t), t > 0, kurie buna busenose 0.1, . ..
ir kurie kazkokiu, gal bit, atsitiktiniu laiko momentu 0 < 77 < oo tikimybiskai
atsistato. Tai reiskia, kad proceso X (77 +t), t > 0 skirstinys sutampa su pro-
ceso X (t), t > 0 skirstiniu. Juos vadinsime atsinaujinanciaisiais (lietuviskiau
nei regeneraciniais). 18 apibrézimo isplaukia, kad egzistuoja net begaliné seka
tokiu atsinaujinimo momentu 7} < 75 < ---. Laiko intervalus Ty — Tj_1,
k=1,2,..., vadinkime ciklais.

Antrame skyriuje nagrinétas atstatymo procesas yra atsinaujinantis. Jam
pirmasis atstatymo momentas yra 7). Griztamasis Markovo atstatymo proce-
sas irgi yra atsinaujinantis, dabar 77 bus pirmasis grizimo i pradine buisena
momentas.

Pasinaudoje atstatymo teoremomis, irodysime svarbia atsinaujinanciu
procesuy savybe.

1 teorema. Tarkime, kad Ty skirstinys yra absoliuciai tolydinis ir B(1T7) <
0. Tada visiems 57 > 0

E(laiko intervalas viename cikle, kai X (¢) = j)
E(cikloilgis) '

— lim P(X(t) = j) =

t—o00

Irodymas. Pazymékime P(X; < z) = F(z) ir skai¢iuokime
Bt): = PIX(W0)=j)= [ POX(0) =Ty = 2)dF(a)
/ (t — 2)dF(z +/ X(t) = j| Ty = 2)dF ()
/ (t — 2)dF (x) + g5(1).

Pirmasis démuo atsiskyre, kadangi momentu x ivyko atsinaujinimas. Vadi-
nasi, ieSkoma tikimybé tenkina atstatymo lygti. IS antrojo skyriaus medziagos
zinome kaip uzraSomas tokiu lygc¢iu sprendinys. Gauname

Pt = 45(0) + [ a5t = )dm(s),

m(s) = 32 F(s)

n=1
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yra sastiky suma. Ir vél atstatymo teorema leidzia tvirtinti, kad egzistuoja
riba ir

pj = lim P;(t) = (B(T1))"! /0 (bt

Pertvarkome ¢ia esanti integrala. Kadangi

() = [ PX(W)=jI Ty = 2)dF(2)

_ /OOO P(X(t) = j,Ty > t| Ty = z)dF (x)
= P(X(t)=4T1 >1t),

tai .
p; = (E(Tl))‘lfo P(X(t) = j, Ty > t)dt.

Issiaiskinkime integralo prasme. Jei Y () yra ivykio {X(t) = 5,71 > t}
indikatorius, tai integralas lygus

/0 T E(Y(t)dt = E( /O ” Y(t)dt).

Dabar jau matyti, kad jis reiskia vidurki laiko, kuri procesas prabuvo btisenoje
7 vieno ciklo metu.

[rodyta.

Tais atvejais, kai uz buvima biisenoje gaunamos premijos, tenka istirti
funkcionalu nuo atsinaujinanciu procesu skirstinius, momentus ir kitas charak-
teristikas. Tarkime, kad f : ZT — R yra mati funkcija.

2 teorema. Tegul T skirstinys yra absoliuciai tolydinis, E(Ty) < oo ir

E(‘/OT1 f(X(s))ds> < 0.

Tada su tikimybe vienetas

1/(:f(X(s))ds - (E(T1)>1E(/OT1 f<X(S))dS) - Z)pjf(j)

B( [ rctends) — @) B( [ £ )s) = 31

t
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Irodymas. Nurodytu ribu egzistavimas ir integralinés israiskos yra ben-
dros teorijos apie atstatymo premiju procesus iSvada. Mes nedetalizuosime.
Integraly israiskos sumomis iSplaukia pastebéjus, kad pagal integralo apibré-
Zima

T o
| FX s = 3 £0)
0 s
% (laikointervalas viename cikle, kai X (t) = 7).

Laiko intervalo israiska yra 1 teoremos formulavime.

Panasi situacija ir atsinaujinantiems procesams su diskreciuoju laiku. Ap-
siribosime pavyzdziu.

PAVYZDYS. Bazei pareikalavimai dél'Y,, prekiu yra pateikiami n-os dienos vakare.
Jie yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste a.d. su diskrecia skirstinio funkcija F({l?)
Savo Tuoztu, pati bazé, uisakydama prekes kiekviena ryta, vadovaujasi tokia taktika: jei
turimas prekiy kiekis nevirsija S, tai trikstamy prekiy yra uzsakoma iki kiekio S. Priesingu
atveju, prekés yra neuzsakomos. UZsakytos prekés pristatomos S karto. Rasti prekiu,
esanciy bazéje n-os dienos ryta ka tik gavus uzZsakytas prekes (jei ta dieng toky buvo),
kiekio skirstinio asimptotikaq, kai n — 0OQ.

Sprendimas. Tegul X,,, n > 1, yra tiriamasis prekiu kiekis bazéje n-os
dienos ryta po uzsakytu prekiy atvezimo. Galime isivaizduoti, kad pirma
diena baze pradeda turédama X; = S prekiu. Slenkant dienoms situacija
keiciasi, nes ateinantys pareikalavimai tustina lentynas ir tenka prekiu skaiciu
atnaujinti. Kaip tik tos dienos ryta situacija pasikartoja: sandélyje vél yra S
prekiu. Vadinasi, X,,, n > 1 yra diskretaus laiko atsinaujinantis procesas. IS
tiesu, galetume isivaizduoti net tolydini procesa, nes laiko tékme yra tolydi.
Pagal 1 teorema

lim P(X, > j) E(laiko intervalas viename cikle, kai X,, > j)
im > ) = ename
e ’ E(cikloilgis)

Zinoma, ciklo ilgio vidurki reikia laikyti baigtiniu. Kaip rasti desinéje puséje
esancius dydzius?

Deél bazés taktikos du atvejai yra akivaizdus: jei j < s, tai riba yra 1 ir,
jei j > S, tai riba yra nulis. Tegu toliau s < j < S.

Kiek dienu (paru) bazéje bus nemaziau j prekiu? Tegu §is dienu skai¢ius
yra N. Pastebékime, kad N =1, jeijauY; >S5S —j, N =2,jei V7 < S5 — 7,
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bet Y1 + Y, > S — j,... Taigi,

N=min{n: Vi+---+Y,>S—jt=max{m: Y1+ ---+Y,<S—j}+1
Jei T yra ciklo ilgis, tai

T=min{n: Y1+---+Y,>S—st=max{m: Y1+ ---+Y, <S5 —s}+1,
nes teko papildyti resursus. Galime isivaizduoti, kad Y7, Ys, ... yra tarpai tarp
atstatymu, o N ir T' | skai¢iuoja” juos. Tik ,laiko” intervalai yra (0,5 — j]

bei (0, S — s| atitinkamai. Atstatymo funkcijas mokémeés skaiciuoti antrame
skyriuje. Gauname

E(N)=S F™S—j)+1=m(S—j)+1, E(T)=> F"™S—s) +1.

n>1 n>1

Cia zvaigzdute reiskia sasikas. Kai s < j < S, gauname atsakyma:

. . m(S—7)+1
JH%OP(X@J):M-

3.10 Aptarnavimo sistemos atsinaujinimas

Pradzioje isirodysime viena pagalbinj teigini.

1 lema. Tarkime, kad Z1, Zs, ... yra nepriklausoms ir vienodai pasiskirste
a.d. ir B(Zy) > 0. Jei

N :=min{n: Z, +---+ Z, > 0},

tai E(N) < oc.
Irodymas. Pastebékime tokia apgrezimo savybe, budinga nepriklausomiems
ir vienodai pasiskirsciusiems a.d.:

P(Z1<0,214+2,<0,....21+ Zo+ -+ Z, <0)
= P(ZnSO;Zn+Zn—1§07aZI+ZQ++Zn§0>

Jei
szzzl‘}'""{’zma
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tai tikimybé

P(N>n) = P(5,<0,5,<0,...,58,<0)
= P(SnSSn,l,SnSSn,g,...,SngO).

E(N) = Y P(N>n)=) P(S, < 511,59 < Sna,...,5, <0)

= E(Z 1{Sn S Sn—lasn S Sn—27~-75n S 0})

n=0

Cia esantis ivykio indikatorius rodo, kad eiluté isreiskia ivykiy skaiciuy. I ja
ziurime kaip i atstatymo proceso reikSme begaliniame laiko intervale, kai n
su savybe

Sp <851, < Sp_a,...,5. <0

iSreiskia atstatymo momenta. Tarpai tarp tokiy n turi buti nepriklausomi
a.d. IS tiesu, taip ir yra. Po vieno tokio momento n; eis tarpai iki kito no,
veliau iki ng ir t.t., kai §i nelygybiu sistema nebus patenkinta. Tuo metu
prie S; prisidés daugiau démenu, kurie yra nepriklausomi a.d.. Kadangi
nelygybes lygina tik sumos pakitimus, tai intervalai tarp n; 1 —n;, @ > 1
bus ir nepriklausomi, ir vienodai pasiskirste a.d. Vadinasi, galime taikyti
atstatymo proceso vidurkiu skaiciavimo teorija.

Pagal lemos salyga galioja stiprusis didziyju skaiciy désnis. IS jo iSplaukia,
kad ivykis S,, < 0 su tikimybe vienetas gali vykti tik baigtini skaiciu kartu.
Juo labiau virsuje esanc¢iu nelygybiu sistema yra patenkinta tik dél baigtinio
skai¢iaus n. Taigi, vidurkis E(NN) yra tik baigtiné suma.

Irodyta.

Truputi bendriau pazvelkime i aptarnavimo sistema su vienu serveriu.
Dabar tarkime, kad klientai atvyksta pagal kazkoki procesa, kuris nebtitinai
yra Puasono. Tegu X, Xs,..., laiko tarpai tarp klientu atvykimuy, yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste a.d. su absoliuciai tolydziu skirstiniu.
Tarkime, kad Y7, Y5, . .. yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste a.d., aprasantys
aptarnavimo trukmes. Ir vél tariame, kad aptarnavimai ir atvykimai yra
nepriklausomi ivykiai. Pareikalaukime, kad

E(Y;) < E(X)) < cc. (3.9)
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Tarkime, kad pirmasis klientas atvyko momentu ¢ = 0 ir buvo pradétas
aptarnauti. Jei 7T} - pirmasis laiko momentas, kai aptarnavus paskutini esanti
sistemoje klienta, vél pasirode kitas, tai galime sakyti, kad sistema viska
pradéjo i§ pradziu. Pazymékime n(t) klientu skaiciu sistemoje. Kai yra
patenkinta salyga (77?), jis bus atsinaujinantis procesas. Susitarkime sistema
ir laiko intervala laikyti uZimta, jeigu serveris atlieka paslauga. Procesas
atsinaujina, kai prasideda naujas uzimtumo periodas! Kokias isvadas galima
padaryti pritaikius atsinaujinaciy procesu teorija?

Rasime 7T) israiska. Kokie yra proceso n(t) ciklai? Jei ¥; < Xj, tai
momentu Y; uzimtumas baigesi, bet sistema atsinaujino tik atvykus kitam
klientui, tad dabar T} = X;. Taciau kai aptarnavimas uztruko, jo metu galéjo
atvykti daug klienty ir iki atsinaujinimo visus reikia aptarnauti. Panagrinéje
keleta variantu galime padaryti isitikinti, kad sistema atsinaujina, kai mo-
mentais

N:=min{n: Xi+---+X,>Y1+---+Y,},

jos uzimtumo periodas baigiasi momentu
)/1 + st —I— YN7

o ciklo ilgis yra
Th=X1+-+ Xu.

Esant salygai (??) galime pasinaudoti lema, kai Z; = X; — Y;, ¢ > 1, ir gauti
E(N) < .
Is Waldo lemos isplaukia
E(T)) = E(X;) - E(N) < cc.
Vadinasi, pagal 3.9.1 teorema egzistuoja ribos

p; = lim P(n(t) = j).

t—o0

Koks yra skaiciaus klienty, esanciy sistemoje, asimptotinis elgesys? Patogu
nagrineti vidurki isreiskianti integrala
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Riba egzistuoja pagal 3.9.2 teorema.

Si teorema taikytina ir nagrinéjant integralo (!) konvergavima su tikimybe
vienetas. Nieko neduotu n(t) tyrimas, kai ¢t — oo, nes dabar ribos neegzis-
tuoja. IS tiesy, atsinaujinimo momenty sekai proceso reiksmeés yra nulines,
yra begaliniai posekiai, kai reikSmes lygios vienam ir t.t.

Laukianciajam aktualesné kita problema. Tarkime W), - yra n-ojo kliento
iSbuvimo sistemoje laikas. VirSuje rastasis dydis NV isreiskia ir klientu, ap-
tarnautu vieno atsinaujinimo ciklo metu, skaic¢iu. Jei N;, 7 > 1 yra tokiu
klientu skaicius j-ame cikle, tai N; - nepriklausomi pasiskirste taip kaip a.d.
N.

Pastebékime, kad bendri laukimo laikai

W1++WN, RZ:WNL+1++WNL+N7 2207

taip pat yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Procesas, skai¢iuojantis
atsinaujinimus arba ciklus, tegu M (t), yra atstatymo procesas, o

M(%)

- atstatymo premijuy procesas. Galime taikyti skyrelio 2.5 medziaga. Vadi-
nasi, su tikimybe vienetas

1 E(R))
n " B
bei l”z_:lE(W) B(R) N
" izo l E(N)
jei n — oo.

Dydi W galime vadinti vidutiniu kliento laukimo laiku.

Pastebékime dar viena naudinga sarysi. Jei L yra anksciau rastasis vidu-
tinis klientu skaicius sistemoje tai

w
E(X)

I$ tiesu, kadangi E(T)) = E(N)E(X,), tai

L= E(1N)E</0T1 n(s)ds) : E(i(l)

I —




98 CHAPTER 3. MARKOVO ATSTATYMO PROCESAI

Be to, pasinaudoje geometrine integralo ir sumos interpretacija, turime

Ty
0

gWi:/ n(s)ds.

Lieka tik istatyti gautasias lygybes.

3.11 Dar karta apie Markovo atstatymo pro-
cesus

Panaudokime pereito skyrelio medziaga. Tegul kaip ir 3.7 skyrelyje Z(t) yra
pusiau Markovo procesas, N;(t) - grizimu i buisena j intervale (0, ¢] skaicius,
0

Bij(t) = P(Z(t) = jl Z(0) =4),  Gy(t) = P(N;(t) > 0] Z(0) = 4).

Prisimename, kad G;;(t) yra atsitiktinis laiko patektii j pirma karta salyginé
skirstinio funkcija, kai pradiné busena buvo ¢. Jos pirmasis momentas buvo
pazymetas fi;;, 0 j; reiske laiko tarp grizimu i busena j vidurki. Buvome
isivede ir vidurki

g 1:/0 tdH;(t),

kuris reiskia vidutini sbuvimo Sioje busenoje laika vieno vizito metu.
1 teorema. Jei busenos i ir j susisiekia, Gj; néra gardeliska, tai egzistuoja
riba

Irodymas. Isivaizduokite, kad vizitai biisenoje ir po to einantis klaidziojimas
iki sekancio vizito yra atsinaujinancio proceso ciklas, ir pasiremkite 3.9.1 teo-
rema.

Kaip ribos P; siejasi su idétosios Markovo grandinés su peréjimo tikimybe-
mis p;; stacionariuoju skirstiniu 7 = (7, o . .., ), kai jis egzistuoja? Isvesime
pora sarysiu.

Prisiminkime dar viena zymenj. Turéjome funkcija Fj;(t), kuri yra atsi-
tiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti buisena, salygine skirstinio funkcija,



3.11. DAR KARTA APIE MARKOVO ATSTATYMO PROCESUS 99

esant salygai, kad, ka tik patekus i ¢, po to yra pereinama i buisena j. Kitais
zodziais tariant, sqlyginé iSbuvimo busenoje ¢ laiko skirstinio funkcija. Tegul

ij = /0 tdFi;(t)
yra Sio laiko vidurkis. Turime ir sarysi
Hi = Zpij%‘-
7=0

2 teorema. Visiems i,j > 0 yra teisinga lygybé

[ij = [ + > Diklbk;-
Py

Irodymas. Tegul T;; yra pirmojo patekimo biuisenon j laikas. Tada panau-
dodami busenu Zymenis Jy ir Ji, gauname

t
pij = /0 tdGi;(t) = E(T3)

= Z E(Tij" Jy =k, Jo = i)pix = Zpik(ﬂkj + Mik) + PijNij
k=0

k#j
= Zpik,ukj + Zpiknik = i + Zpik,u}cj-
oy k>0 =y

Irodyta.
Vienas i§ svarbiausiy teiginiu yra sekanti teorema.

3 teorema. Tarkime, kad Markovo atstatymo procesas yra teigiamai grizta-
masis 1r negardeliski, o idétoji Markovo grandiné J,, n > 0 dar be to yra
neperiodiné. Visiems j > 0 turime

o0
P = D Tl
=0
78

00 -1
by = Mﬂj(Z”i”i) :

1=0



100 CHAPTER 3. MARKOVO ATSTATYMO PROCESAI

Irodymas. Antroje teoremoje irodyta lygybe dauginkime is 7r; ir sumuokime.
Gauname

Z Tillij = Z i + Z i Zpilc,uk:j
i=0 i=0

i=0  k#j

o0 o0
= Y Milli + Y kg Y TiDik
i=0

k] i=0

= Zﬂ'iUi + Zﬂkﬂkj~
i=0

ki

Pasinaudoje stacionariojo skirstinio savybe # = 7P, ¢ia P yra peréjimo
tikimybiy matrica, ir suprastine turime

o0
P = Y Tifli-
1=0

Antrasis teiginys iSplaukia is ka tik irodytos lygybeés ir 1 teoremos.

Sios teoremos svarba paaiskéja nagrinéjant Markovo atstatymo proceso
ribines tikimybes. Pritaikant 3 teorema, pakanka nagrinéti idétosios Markovo
grandinés stacionariasias tikimybes, jei jos egzistuoja.

Panagrinékime pavyzdziy.

Aptarnavimo sistema M /M /1. Joje klientai atvyksta pagal Puasono
procesa su parametru A > 0, o aptarnaujami - pagal eksponentini désni su
parametru p. Tegul A < p. Skyrelyje 3.6 esame pastebéje, kad klientu
skai¢ius n(t) momentu ¢ > 0 yra pusiau Markovo procesas. Idétoji Markovo
grandineé ssusidéjo iS klientu atvykimo ir iSvykimo momentu. Tai neperiodine
teigiamai griztamoji grandine.

Skyrelyje 3.6 iSvedéme jos peréjimo tikimybiu formules

_ _ A
pz7z—1 A + Iua pz,z—i—l Y + ,LL’
jei?z > 1. Be to, pp; = 1.
Apskaic¢iuokime Siame skyrelyje iSnagrinétas charakteristikas. Prisimin-
kime ir lygybes:

Qu(t)=1—e",

_ K —(At+p)t
ii-1(t) = — (1 — "),
Quit(t) = (1= 0
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A
Iy )= —— 1 — —(A+p)t
Quin(t) = 15, (1= 0,
jei ) Z 1. Talgl, Fol(t) = Q()l(t),
Fiia(t) =1—e 0 Fiiaa(t) =1—e Mt
jeii > 1.
Laiko iki klienty skaiciaus pakitimo skirstinio funkcija, zinant, kad dabar

yra ¢ klientu,

1 —e jeii =0,

Hl<t) = Jz:(:)QU(t) = { 1 — e—(>\+ll)t7 Jel i> 1.
Vadinasi, vidutiniskai iki klientu skaic¢iaus pakitimo praeis

o = A1, pi = A+ p)~

laiko.
Idétoji Markovo grandiné turi stacionaryji skirstini. Ji randame is lygciy

sistemos
T=7P=7"((pij))

Vadinasi,
o = T a T = To + T
A+ A+
A p
=M ~— +Ty1———, 1=2,3,...
1)\+,u +1)\+u

Tarkime, kad 7 yra zinomas, tada kitas tikimybes isreiskiame per ji:
A\ A
m- =7r0<) ATHR S i1,
M H
Bet mo+m+--- =1, todél my = (11— A)/(2u). Sekancioje lygybéje §i reiksmeé
iSsiprastina.
Pasinaudoje 3 teorema, randame tikimybes
: . ik
P; = lim P(n(t) = j) = =22 —.
T im0 (n(t) =) >0 Tilki

Istate jau rastus dydzius, gauname

J
pj:(A) (1_A), i=0,1...
f ft

Darome isvada: ilgame laiko intervale klienty skaicius yra pasiskirstes pagal
geometrini skirstini.
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3.12 Liekamasis peréjimo laikas

Pereitame ir 3.8 skyreliuose nagrinétas tikimybes P;;(t) galime susieti su
liekamoju laiku, likusiu po momento ¢ iki buisenos pakeitimo. Pazymeékime si
laika Y'(t) ir apibrézkime tikimybes

R(t) == R(tyx, k,4) == P(Z(t) = j, Iy = k, Y (1) < 2| Jo = ).

Tai tikimybé momentu ¢ buti busenoje 7, sekanc¢iu zingsniu patekti i £ ir ta
realizuoti dar laiko intervale (¢,¢ 4 z|. Istirsime jos riba, jei t — oo.

Panaudosime anksciau ivesta zymeni X, reikskianti laika iki pirmojo
peréjimo i§ pradinés biisenos ir prisiminkime, kad

P(X1<U’J1:kf,J0:i):Fi (U)

1 teorema. Jei Markovo atstatymo procesas yra neredukuojamas, ne garde-
liskas ir teigiamai griZtamas, tai bet kokios busemoms v ir j yra teisingas
sqrysis

Dk [*

R(t) —» == | (1 — Fj(x))dt, t— oo.
Hjj 70

Irodymas. Paprastumo délei nagrinéjame atveji, kai pradiné busena yra j.

Tegul G;;(s) - pirmojo grizimo i j a.laiko 7" skirstinio funkcija. Skai¢iuojame
salygines tikimybes atzvilgiu 7. Gauname

R(t) = /0 P(Z(t) = j, Inw+1 = k, Y (t) < 2| T = s, Jo = j)dGj;(s)

= /Ot R(t — S)dej(S) + h(t).

ht) = /t P(Z(t) = j, Iy = k.Y (8) < 2| T = 5, Jy = )dGy;(s)

_ / P(Xy >,y =k, Xy <t +a|T =s,Jy = 1)dGy(s).
t

Si lygybe isplaukia i3 to, kad, esant salygai T' = s, vienintelé galimybé pro-
cesui Z(t) patekti i busena j yra tik tada, kai intervale (0,t] nebuvo jokiu
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peréjimu. Funkcija h(t) turi ir paprastesne israiska. IS tiesu,

0

= Pt<X)<t+4az,J =k[J =)
= Pt<Xi<t+azli=k Jo=j)pjk
= (F(t+ ) — Fi(t))pjn-

Matome, kad tikimybé R(t) tenkina atstatymo lygti, vadinasi,

R() = h(t) + [ "h(t — 2)dm(z),

Cia
oo

n=1
Pagal teoremos salyga G;;(x) néra gardeliska skirstinio funkcija, todél galime
apskaiciuoti riba
. L e
lim R(t) = — h(t)dt
fee Hjj o
1 o)
= — | (F(t +z) — F(t))pjrdt
Hjj 70
= PR T Fl) = (1= Fat + @)t
Hjj 70

Djk [*

_ L/ (1 — Fju(t))dt.
Hjj 70

Jei pradiné buisena yra i, samprotavimai analogiski.

Irodyta.

Teorema yra teisinga ir pereinamosios grandinés atveju, bet tada ieskoma
tikimybiu riba lygi nuliui, nes p;; = oo.
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Chapter 4

Tolydaus laiko Markovo
grandineés

4.1 Peréjimo tikimybeés

Apibrézdami pusiau Markovo procesa, matéme, kad tik jdétoji grandiné
{Jn,n > 0} tenkino markoviskumo salyga, o pats procesas Z(t) nebutinai.
Taciau yra vienas atvejis, kai pusiau Markovo procesas yra Markovo.

Nagrinekime pusiau Markovo procesa, su idétaja grandine, turinc¢ia pere-
jimo tikimybiu matrica P = ((p;;)), pi = 0,7 =0,1,.... Tarkime, kad atsi-
tiktinio laiko, reikalingo procesui pakeisti biisena, salyginé skirstinio funkcija
yra eksponentiné

Fijt)y=1—¢e X\ >0,t>0. (4.1)

Sis laikas yra praleidziamas biisenoje i, o ¢ia minima salyga reikalauja, kad
i§ ¢ bus pereinama i busena j, Atkreipkime démesj i aplinkybe, kad pagal
salyga sios funkcijos nepriklauso nuo j.

1 teorema. Jei patenkinta (?77) salyga ir p; = 0, tai pusiau Markovo
procesas tenkina markoviskumo salyga

P(Z(t) = j| Z(s),s < x) = P(Z(t) = j| Z(x)).

Teoremos nejrodinésime. Norintiems ta padaryti patarsime, kad tin-
kamoje vietoje reikia pasinaudoti tuo, kad eksponentiniai dydziai neturi at-
minties.

105
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Apibréziant siek tiek bendresnes homogenines tolydaus laiko Markovo
grandines su buiseny aibe 0, 1, ... dazniau einama kitu keliu. Imama peréjimo

tikimybiu matrica
P(t) = ((F;(1)))

su tolydziomis pusaséje (0, oo] funkcijomis P;;(t), tenkinanciomis salygas:
(h) (homogeniskumo salyga):

Byj(t) = P(Z(t +s) = j| Z(s) = 1), 4,720, t>0;

nepriklauso nuo s > 0;
(i) Py;(t) >0, kai t > 0;
(i)
7=0
(iii)
szk(t)Pk](S):Pl](t+8)7 iaj,ZO, S,t>0.
k=0
Be to, nulio taske yra reikalaujama, kad
(iv) limy_o P;;(t) = 6;;; ¢ia 6;; yra Kronekerio simbolis.

Pradéje nuo pusiau Markovo procesu, tenkinanciu (?7) salyga, i3 3.8
skyrelio medziagos galétume isvesti lygybes:

1 — Pu(t)

lim = /\l‘,
t—0 t
Pi;(t o
%ir%t() = \ipij, 1 F#J. (4.2)

I$ ju matosi, kad (iv) salyga yra patenkinta.

Einant antruoju bendresniu keliu pastaryju ribuy egzistavimas néra aki-
vaizdus. Lygybés reiskia isvestinés i§ desinés nulio taske egzistavima. Viena
atveji verta iSnagrineti.

2 teorema. Jei yra patenkintos (i) — (iv) salygos, tai visiems i egzistuoja
(gal but, ir begaliné) riba

1— Py(t
P!(0) := lim 7”()

t—0+ t
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Irodymas. Pirmasis pastebéjimas irgi yra idomus: bet kokiam ¢ > 0
Pritaike (iii) n laiko momentu sumai, turime

Pty +---+t,) = P, (t1) Pryky (t2) - - Pr, 15 (t0)-
k1,eey k>0

Vadinasi, jei t; = ... =t, = t/n, tai

Toliau naudojamés (iv) salyga, kuri nurodo, kad nulio aplinkoje, tarkime
intervale (0, ], P;(t) yra teigiama. Vadinasi, P;(t/n) > 0, jei n > t/e. Todél
ir P;(t) > 0.

Vel pasinaudokime (ii) isvada

Py(t+ s) > Py(t)Pi(s), s,t>0.
Pazymeékime ¢(t) = —log P;(t) ir

t
>0 T

Turime pusiau adityvumo savybe:
et +s) < p(t) +e(s), ts>0.

Aisku, kad 0 < ¢ < oo. Jei jis baigtinis, tai bet kokiam £ > 0 rasime toki
to, kad
¢(to)
to

>q—E€.
Kiekvienam t galime uzrasyti
to=nt+6, n>0,0<4<t.

Vadinasi,
p(to) < p(nto) + ¢(6) < np(t) + »(0).

flt) _nt olt) | o(0)

to ~ to ¢ to

Todél

q—e<
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Imkime apatiniaja riba, kai t — 0+. Tada § — 0, o nt/t, — 1. Be to, pagal
(iv) ¢(6) — 0. Taigi,

(t)

= liminf —~
t

q — ¢ < liminf (w(t0)>
ir
(t)

< liminf —=.
q_hrtrilonf ;

Antra vertus, pagal ¢ apibrézima

t
lim sup @ <gq.
t—0 t

Vadinasi, egzistuoja riba
p(t

t—0 ¢

Lieka atvejis, kai ¢ = co. Galime pakartoti smaprotavimus pakeite ¢ — ¢
bet kokiu dideliu skai¢iumi M ir gauti nelygybe

M < liminf @,
t—0 t
kuri rodo, kad
t
oo = lim M
t—0 ¢
Dabar ir
1 —Py(t) 1—e#0
lim = =00
t—0 t t—0
[rodyta.

Panasiais argumentais yra paremtas ir kitos teoremos irodymas, kuri
praleisime.
3 teorema. Jei yra patenkintos (i) — (iv) salygos, tai visiems i ir j, i # 7,
egzistuoja (gal but, ir begaliné) riba
P

/ BT lj(t)
P(0) == t1—1>%5r —
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Trumpumo délei, pastarosiose teoremose minimas iSvestiniu nulio taske
reikSmes pazymekime

¢ = P;(0) ¢ij = P;;(0), jeii # j.

Ateityje postuluojame:

Z%k =g < 00, (4.3)
ki

daznai vadinama proceso konservatyvumo savybe.

Aisku, si salyga isplaukia is (77).

4 teorema (Kolmogorovo atbuline lygtis). Jei patenkinta salyga (?7), tai
visiems 1,7 > 0 wrt > 0 turime

=Y qiPyj(t) — ¢:Py(2).

k1

Irodymas. Pasinaudojame (iii) savybe ir gauname

Pt 4 1) — Py(t) = 3 Pulh)Poy(t) — (1 — Pa(h) Py (0).
k#1

Reikia rasti riba

Pyt ) = Py(t) _ < Palh) 1o
oy = Jimy 2 = i (t) — Jim == R ()

Teoremoje 2 irodéme antrosios ribos egzistavima ir galésime istatyti ¢;. Lieka
pagristi ribos ir sumavimo sukeitimo galimybe.
Bet kokiam N € N turime

- Py (h)
11211j(1)1f§:i . P;(t)

Pl
> liminf kl >ij(t)= > qiwPi(t)
h=0 igen b ki k<N

Antra vertus, panaudodami (ii) salyga, gauname

Py.(h
limsup » Zkh( )ij(t)
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N Py.(h) P (h)
< ipipr (> Py Pl
#i,k<N k> N4+1
im i Bir(h) 1
— llgilélf<k Z 2 ij(t)+h(1— 3 sz(h)>)
#i,k<N h<N
L= Pilh - Pu(h
= Y qaPy(t) +lim h<) — > lim kh()
kAik<N h=0 et h0
= Y qxPy®)+a— D
ki k<N e

Dabar imdami N — oo ir pasinaudodami (?7?), isvedame nelygybe:

. Pi.(h
lim sup ) | kh< )ij(t) <> qinPej(t).
h—0 ki k#i

Palygine su apatiniuoju iverciu, gauname

: Pi,(h
’lbllr(l) E kh( )ij(t) = § :Qikpkj(t)-
T ki ki

Istate tai j irodymo pradzioje turéta formule, baigiame jrodyma.

Galima buitu manyti, kad toks pat kelias leidzia pagristi ribini peréjima
ir Sioje lygybéje:
Pyt +h) — Pyt) _ . Py (h) . 1—F;(h)

N = Jimy 2 Palt) =73, = Pt i =

lim
h—0

Deja, be papildomu salygu to padaryti negalima.
5 teorema (Kolmogorovo tiesiogine lygtis). Jei kiekvienam 7 > 0 ribos

Fy(t)

t—0+ t

= qij

egzistuoja tolygiai visu i, i # j, atvilgiu, ir yra patenkinta salyga (?7), tai
vistems 1,7 > 0 art > 0 turime

Pii(t) = > ariPir(t) — q; Py (t).
k]

Be jrodymo.
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Apibrézkime matrica A = ((a;5)) su a;; = ¢, jel @ # j, ir a;; = —q1
likusiu atveju. Cia kaip ir ankséiau, 4,5 > 0. Jei P(t) = ((P;;(t) yra peréjimo
tikimybiy matrica, tai Kolmogorovo atbulinés lygtys uzrasomos matricinéje
formoje

P'(t) = AP(t),

o tiesiogines lygtys -
P'(t) = P(t)A.

Matrica A yra vadinama infinitezimaligja Markovo grandinés su tolydziu
laiku matrica.

Gali kilti klausimas, kada infinitezimaliajai matricai A (jos elementai
tenkina (?7)) egzistuoja peréjimo tikimybiu funkcijos P;;(¢). Be papildomu
salygu tai yra toli grazu netriviali problema.

Sunkumai atsiranda jau nagrinéjant iSbuvimo busenoje ¢ laiko 7; skirstini

P(Z(s)=i,0< s <t)=P(T, > 1).

Grieztam teoremos suformulavimui reikty zinoti papildomos medziagos. Ko-
kios? Ta pajusime i§ zemiau atliekamy samprotavimuy.

Visu pirma, pimoji iSraiska rodo, kad skai¢iuojame kontinumo galios ivykiu
sandaugos tikimybe. Norétusi panaudoti tikimybés monotoniskumo savybe
ir lygybe

P(Z(t)=1,0<s<t)= lim P(Z(s) =1, s=0,t/n,2t/n,...,nt/n).

Bet kur yra garantija, kad si riba nepriklauso nuo intervalo [0, ¢] padalijimo
btido. Minima ribini peréjima uztikrinty, pvz., salyga

lirr%P(|Z(t) —Z(s)| >e)=0

s—
visiems € > ir visiems ¢ > 0. Vadinasi, i§ anksto reikia zinoti trajektoriju
savybes arba moketi jas tinkamu buidu konstruoti turint peréjimo tikimybiu
matrica.

Jei Sia kliuti iveikéme, ir ¢; < 0o, galime eiti toliau. IS markoviskumo

savybes isplaukia

P(Z(s) =1, s =0,t/n,2t/n,... ,nt/n) = (Pu(t/n))".
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Toliau pagal 2 teorema
t t

(Patt/m)” = (1= —ait+o(-))"
= exp {nlog (1 — ;;ql- + 0(2))} = exp{—qit} +o(1), n — 0.

Taigi, gerai apibrézus trajektorijas, yra gaunama lygybe

P(Z(t) =1,0 < s <t)=exp{—qt}.

Kitas sunkumas iskyla nagrinéjant a.dydi
7, =1inf{s > 0: Z(s) =i},
kuris yra pirmojo peré¢jimo i biisena ¢ momentas. Jei i buisena ¢ i§ viso yra
nepatenkama, tai Sis dydis prilyginamass begalybei.
Gali buti apibréziama ir daugiau atsitiktiniy laiko momenty. Norimas
markoviskumo savybés pratesimas
P(Z(1+0) =jlZ(0) =i) = P(Z(1 = j| Z(0) = i)

ne visada yra teisingas. Tai galima tik Markovo momentams (proceso sustab-
dymo momentams) o. Aukscéiau ivestas 7; yra sustabdymo momentas.

Tegu 7;; yra pirmasis patekimo i busena j momentas, kai buvo pradeta is
biisenos ¢. Jis irgi yra sustabdymo momentas. Pazymékime

GU(ZL’) == P(Tz'j S J])
Dabar galime skaic¢iuoti
B;(t) = P(Z(t) = j| Z(0) = i)

_ /0°° P(Z(t) = j| Z(0) = i,7;j = )dG;(x)

- [ "P(Z(t — x) = § Z(0) = )dGi; (x)

- /Ot P;;(t — x)dGyj(x).

Palyginkite su 3.8 skyrelio argumentais ir pastebékite, kad tenai galéjome
pasiremti idétaja Markovo grandine ir jos biisenu aibés suskai¢iuojamumo
savybe.

Griezta ir iSsami tolydaus laiko Markovo grandiniy teorija yra iSdéstyta
E.Dynkino rusiskoje knygoje bei K.L.Chung’o Markov Chains with Station-
ary Transition Probabilities, Springer, 1960.
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4.2 Gimimo ir mirties procesai

Tolydaus laiko homogeniné Markovo grandiné yra vadinama gimimo r mir-
ties procesu, jei peréjimo tikimybeés tenkina salygas:

(i) Piit1(h) = h+o(h), h—01i>0;

() Poi(h) = pih+o(k), h—0,7>1;

(ili) Pyu(h)=1—= (N +pw)h+o(h), h—0,1i>0;

(iv)  Pi;(0) = oy

(V) o =10, Ag >0\, s > 0,2 > 1.

Tada infinitezimalios matricos pirmos keturios eilutés ir keturi stulpelai
atrodytu taip:

— o Ao 0 0
pr — (A ) A1 0
0 f2 —(Ag + p2) Ao
0 0 s —(A3 4 p3)

Kai kuriuos atvejus mes jau iSnagrinéjome.

Aptarnavimo sistemoje M /M /1 esanciu klientu skaicius buvo toks proce-
sas, kai \; = A\, o p; = p visiems ¢ > 1.

Tiesinis gimimo ir mirimo augimas modeliuojamas imant

Ai=1iA+a, a>0, i = ifL.

Nari a > 0 galime susieti su imigracija.
Grynasis gimimo procesas aprasomas atveju, kai p; = 0. Dabar galime
iSspresti tiesiogines Kolmogorovo lygtis:

Pi(t) = = AiPu(t),
P(t) = Nj1Pija(t) — N\ Pi(t).
I$ pirmosios lygties gauname
Pi(t) =e ™, i>0.
Spresdami antraja, pradzioje pasinaudokime lygybe
P(t) + NjPij(t) = N1 Pija(t),
padauginta i§ e*?. Turime

N (PL(t) + AjPiy(t)) = Aj_1€' P (1),
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todeél

d , .
a(e%tﬂj (t) = A€V Py ().

Vadinasi, pasinaudoje pradine salyga P;;(0) = 0, gauname atsakyma
t
R(t) = )\j,lef)‘jt/ eAjSPiJ,l(S)dS, j Z 1+ 1. (44)
0

Pastebékime, kad grynasis gimimo procesas su A; = A, ¢ > 0, yra Puasono
procesas.

Jei gimimo greitis yra tiesinis, procesas vadinamss Julo (Yule) vardu.
Dabar i3 (?77) gauname

— 1 ) p
P”(t) _ (] ) 6—)\7,15(1 . e—/\t)]—z7 ] Z i 2 1.

] —1

Isspreskime 22 ir 24 uzdavinius i§ Sh.Ross [], 117 psl.
22. Rasti tiesinio gimimo ir mirties proceso su migracija vidurki. Pradini populiacijos
nariy skaiciy laikyti nuliniu.

Sprendimas. Turime Z(0) =0 ir
Pradzioje isvedame diferencialine lygti vidurkio funkcijai

M(t) = E(Z(t) = P(Z(t) = n)

n>1

= YD P(Z() =1 Z(0) =0)1 = >3 Py(t).

nzljzn n>1j>n

Naudojame tiesiogines Kolmogorovo diferencialines lygtis. Misy atveju,

Po;(t) = ((J—DA+a)Po1(t)+ (j + 1)pPoja(t)
—(J (A + 1) + a) Po; (¢).

Todel

M) = 33 (G- DA+ a)Poya(t) + (G + DpPoja(h)

Yy ((j(A )+ a) Py (1),
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Pastebékime, kad pakeitus sumavimo indeksus j — 1 — j ir j + 1 — j dalis
démeny is pirmuju dvieju sumuy susitraukia su paskutinés sumos atitinkamais
démenimis. Lieka lygybe

M(#) = 3 (0= DA+ a)Ponoa(t) = npPou(h))

n>1

= A=) Y nPo(t) +a Pou(t) = (A — p)M(t) + a.

n>1 n>1

I[ssprendziame §ia diferencialine lygti, kai yra patenkinta pradiné salyga Z(0) =
0, ir gauname
M(t) = at,

jei A = u. Priesingu atveju

0 (et ),

M) ==

Patirtis rodo, kad daznai Kolmogorovo lygciy sistema yra sudétinga,
taciau iS ju iSvestos diferencialinés lygtys vidurkiams gerokai suprastéja.

4.3 Tolydaus laiko iSsiSakojantieji procesai

Ankséiau turé¢jome issisakojancios Markovo grandinés pavyzdi. Jame pali-
kuoniuy kartos numeris vaidino diskretaus laiko parametro funkcija. Dabar
apibrésime homogenini Markovo procesa Z(t) su tolydziai kintanciu laiku
t > 0 ir buiseny aibe 0,1, .. ..

Galime isivaizduoti, kad turime populiacijos individa, kuris per maza laiko
tarpa pagimdo k£ > 0 individu. Ji pati galima iskaiciuoti arba leisti jam
numirti. Naujieji individai elgiasi taip pat ir nepriklausomai vienas nuo kito
bei nepriklausomai nuo praeities ir ateities kartu elgesio.

Formaliai tarkime, kad Z(t) yra populiacijos nariu skai¢ius momentu ¢.
Tegul Z(0) =1 ir peréjimo tikimybiu matrica

Plk(h) :51k+akh+o(h), h—>0, k'IO,l (45)
Cia d;; yra Kronekerio simbolis, ag, as, as,... > 0, bet a; < 0. Be to,
a0+a1+a2+---:0.

Siy lygybiu pakanka norint apibrézti infinitezimaliaja matrica.
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1 teorema. Kai h — 0, visiems t > 0 yra teisingi sarysias
Ppnik—1(h) =P(Z({t+h)=n+k—1]Z(t) =n) = nayh + o(h),
¢iak=0,2,3...;
P,n(h)=P(Z({t+h)=n|Z(t) =n) =1+ nah+ o(h).
Be to, jet 0 < N < n —2, tai

PnN(h> = O(h>7

Irodymas. Pirmosios lygybeés tik primena peréjimo tikimybiy apibrézima
ir priimta homogeniskumo salyga. Jei momentu ¢ yra n vienodai ir nepriklau-
somai besielgianciu individu, tai pazymeje X, ..., X, ju palikuoniu intervale
(t,t + h| skaic¢ius, gauname

P(Z(t+h) =N | Z{t) =n)=P(X,+ -+ X, =N)
= Y P(Xi=hy..., X, = k)

k1++kn:N
n

= > IIPX;=k) (4.6)

ki+-+kn=N j=1

= > ﬁ (O1; + ag;h + o(h)).

k-t =N j=1

Cia sumavimas vykdomas pagal visus vektorius (ki,...,k,) € Z*, tenki-
nancius nurodyta salyga. Mus domina tik aukstesnés eilés negu o(h) nariai.

Jei N = n, taiis lygybés k; > 2 bent vienam j iSplaukia k; = 0 kazkokiam
i. Tokiu démenu eilés yra o(h). Lieka démuo, kai k; = ... =k, = 1 ir jis
lygus

Pu(h) = (1 +ah+o(h))" =1+ nah+ o(h).

Tai irodo antrajj teoremos teigini.

Kai N <n —2, egzistuos k; =0 =k; sul <i < j <n. Dabar i§ (??)
iSplaukia treciasis teoremos tvirtinimas.

Likusiu atveju N =n + k —1 > n — 1 aukstesneés eilés negu o(h) démuo
atsiranda tik, kai visi iSskyrus viena i$ k; yra lygus 1, o tada tas likes k; =
N — (n—1)1 = k. Tokiu démenu yra n. Vadinasi,

Pryik-1(h) = n(agh + o(h))(1 + arh + o(h))" ' = nagzh +o(h), k >0.
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[rodyta.

Isvada. Infinitezimaliosios matricos A = ((a;;)) elementai

Clij = . . .
1Qj—it1, J =1
Cia i > 0.
Kaip matysime véliau, Kolmogorovo lygtis galime apjungti i tam tikrus
funkcinius sarysius, kuriose ipinama sekos {ax}, £ > 0 generuojanti funkcija

= Z aka.
k=0
Pradzioje isnagrinékime funkcija
z) =Y Py(t)7
j=0

Ji yra atsitiktinio vieno populiacijos individo palikuoniy skaiciaus skirstinio
generuojanti funkcija. Kadangi ¢ individu palikuonys elgiasi nepriklausomai,
tai

i%(t)zj — (@(t: ) ()

Toliau formuluojamose teoremose reikalingos salygos yra praleidziamos,
priimkime jas kaip formalius sarysius. Modeliuojant daznai taip pir daroma:
isvedamos lygtys, randami sprendiniai, kurie lyginami su eksperimentu rezul-
tatais. Cia nebesvarbu, kaip gautos pacios funkcijos, svarbiau, kad jos at-
spindéty realia situacija.

2 teorema. Teisinga formalus funkcinis sarysis

Dt 4 572) = O(t; B(s; 2)).

Irodymas. Panaudokime Kolmogorovo-Cepmeno sarysi

1]t+5 szk ij
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ir (?7?) formule. Gauname

@U+&@Y==§: (t+5)2

- ZZPZk ) Pj(s

7=0k=0

_ gyﬁwiy%@w
- gyﬁ@@wm»“—@méwwmf

Paéme 7 = 1, baigiame irodyma.

3 teorema. Jeiu(z) yra auksciau apibrézta generuojanti funkcija, tai esant
tam tikroms salygoms (pvz., (?7) yra patenkinta tolygiai pagal visus j > 0,
zinoma liekanos priklausomybé nuo j,...)

00(t;2z)  0P(t;2)

5 = (927 ~u(2). (4.8)

Irodymas. Atlikime formalius ribinius peréjimus. Ju pagrindimas remiasi
tik tikimybiu eilu¢iu konvergavimo tolygumu pagal parametrus. Tai butu
labai paprasta, jei, pavyzdziui, (?7) salygoje pareikalautume tolygumo pagal
visus 7 > 0. Yra ir kitu galimybiy, bet mes placiau nekomentuosime.

Pagal proceso apibrézima turime

O(h;2z) = i)Plj(h)zj = i)(&j + ajh + o(h))z?

= z+4 hiajzj +o(h) = z 4+ hu(z) + o(h).

j=0
Be to, pagal 2 teorema
D(t+ hi 2) = Dt ®(h: 2)) = Bt 2 + hu(=) + o(h)).
Skleidziame Teiloro eilute pagal antraji argumenta ir gauname

0D (s; 2)

O(t+ hyz) = D(t;2) + P

hu(z) + o(h).
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todel Bt +h;z) — D(t)  9D(s; 2)
’h = 827 u(z) + o(1).

Peréje prie ribos, kai h — 0, gauname norima lygti.

Pastebékime ir pradine salyga
(0;2) = > P;(0)27 = =. (4.9)
j=0

Taigi, jei zinoma funkcija u(z), mes galime isspresti Sia diflygti dalinémis
isvestinemis ir rasti ®(¢; z). IssiSakojanciu procesu atveju lygtis (?77?) akumuli-
uoja informacija, kuria turi tiesioginés Kolmogorovo lygtys Markovo proce-
sams.

Koks sarysis atitiktu atbulines Kolmogorovo lygtis? Ji nustatant reikty
pradéti nuo formulés

O(h+t;2) = O(h; ®(t;2)) = D(t;2) + hu(P(t; 2)) + o(h).

Pastaroji lygybé gauta panaudojus irodymo pradzioje tureta lygybe, bet su
z = ®(t; 2). Is ¢ia matome, kad

O(t+ h;z) — D(t)
h

Vadinasi, ieSkoma lygtis bus

00(t; z)
ot

Kintamojo t atzvilgiu, tai paprastoji diferencialiné lygtis. Pradiné salyga yra
ta pati, butent (?7?).

Dabar galima buty ir pamirsti negrieztuma iSvedant Sias diferencialines
lygtis. Jas iSsprende, gautus sprendinius galétume lyginti su realiais duome-
nimis. Abi lygtys gali buti komplikuotos, taciau ieskant tik proceso vidurkio,
situacija supaprasteja.

=u(P(t;2)) +o(1).

=u(®(t; 2)). (4.10)

4.4 Vidurkis ir iSsigimimo salygos

Tegul m(t) = E(Z(t)) ir Z(0) = 1. Tarkime, kad funkcija u(z) yra zinoma.
Vel atleisime sau uz griezto irodymo vengima, pamirsime ir dali reikalingu
salygu.
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1 teorema. Jei u'(1) < oo, tai

m(t) = et ¢ >0.

Irodymas. Kadangi
0P(t; 2)
m(t) = —=2|
(t) 97 |,
tai ir panaudokime 3.3 teoremoje iSvesta diferencialine lygti. Dar geriau
sudaryti diferencialine lygti, kuria tenkintu m(t). Todél diferencijuojame
(7?) pagal z ir sukeite tvarka gauname

0 00(t;2)  0*®(t;2) 0d(t;2) ,
ot 9z 022 u(z) + 0z w(z).
Kai z = 1, turime u(1l) =ap+a; +---=01ir
0 (0D(t; 2) B 0?®(t; 2) 0D(t; 2) )
at( 0z z:l) n 7“(2) z=1 0z zflu (1>
Vadinasi,

m/(t) = u'(1)m(t).
Kadangi m(0) = 1, tai i$ ¢ia isplaukia geidziama sprendinio israiska.
Irodyta.
Kada populiacija isnyksta? Aisku, turi buti ap > 0. Todél sia salyga
priimkime be islygu ir nebekartokime.
Prisiminkime lygybe (?77?)

i)Pij(t)Zj = <§;P1j(t)2j>i7

rodancia, kad
Py(t) = (Puo(t))"

Vadinasi, nagrinéjant tikimybe iSsigimti momentu ¢, galima imti atveji ¢ = 1.
Intuityviai aiskus Pj(t) didéjimas bégant laikui irodomas paprastai:
Py(t+s) = (®(t+s50))" = (D(t;D(s;0)))’
> (®(10)) = Po(t).
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Vadinasi, galime kalbéti apie riba
q = thm Plo(t)

ir ja vadinti i$sigimimo tikimybe.
Kai riba egzistuoja, ji egzistuoja ir yra ta pati kievienam posekiui. Todel
fiksuokime ¢y > 0 ir nagrinékime proceso reikSmiu seka

2(0), Z(to), Z(2to), . .. Z(nty) = Y, ...

Tai Galtono-Vatsono procesas, t.y. issiSakojanti Markovo grandiné. Joms
issigimimo tikimybe esame iSnagrineje 3 skyriuje. IS tiesu, nesunkiai galime
patikrinti, kad 8§ grandiné yra issiakojanti, t.y. (n + 1)-os kartos individu
skaicius, jei n-oje kartoje buvo i palikuoniy, bus ¢ nepriklausomu a.démenu
suma. Tai iSplaukia is lygybiu

i_oj P(Yp = k| Y, =i)zF = E(™Y, =)
= E(ZTD0)| Z(nty) = i) = B(zZ1)] Z(0) = 19)
(D(t; 2))" = (E(zz(t‘))l Z(0) = 1))’
= (E(z"[Yo=1))"

Lieka tik pasinaudoti skyrelio 3.4 rezultatu. Jo zymenimis p(z) = z +
tou(z). Todél ten turéta lygtis p(z) = z dabar igauna pavidala u(z) = 0
Tuo paciu jrodéme tokj teigini.

Teorema. Tolydaus laiko issisSakojancio proceso issigimimo tikimybée q yra
maziausia neneigiama lygties

u(z) =0

Saknis. Be to, ¢ =1 tada ir tik tada, jei

w'(1) =a; +2as +--- <0.

Atkreipkime démesi i tai, kad atveju «'(1) = 0 vidurkis m(t) = 1, taciau
irg=1.
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4.5 IssiSakojancio proceso ribinés teoremos

Nagrinésime iSvestas diferencialines lygtis (??) ir (??) su pradine salyga.
Kaip ir anksciau,

o0 oo
u(s):Zajsj, u(l)=>a; =0, a1 <0, a; > 0,5 # 1.

§=0 j=0
Kaip pastebéjome, issisakojancio proceso vidurkis, esant tam tikroms salygoms,

m(t) = ¥ W,

Atveju u/(1) < 0 populiacijos isigimimas yra neisvengiamas. Panagrinékime
placiau §i atveji. Pradzioje istirsime pora pagalbiniy funkciju.

Lema. Jei yra patenkintos salygos u'(1) < 0 ir v’ (1) < oo, tai funkcija

1 B 1
u(s)  w(1)(s—1)

B(s) :=

yra aprezta intervale 0 < s < 1.

Irodymas. Pagal pereito skyrelio teorema i§ salygos /(1) < 0 isplaukia,
kad maziausia neneigiama lygties u(s) = 0 Saknis ¢ yra 1, todél reikia istirti
tik funkcijos elgesi, kai ¢t — 1—. Teiloro eiluté vienetinio tasko aplinkoje

u(s) = u(l) +u'(1)(s = 1)+ R(s)(s — 1)? = u/(1)(s — 1) + R(s)(s — 1)?,

apibrézia funkcija R(s), tenkinancia salyga

] u/l<1)
51_1)r1n_ R(s) = 21

< 00.

Jos koeficientai yra neneigiami. Pertvarkome funkcija

1 1 . 1
u(s) W(1)(s—=1) 14 R(s)(s —1)/u'(1)
S R RS
w(1)(s — 1) 1+ R(s)(s — D/u/(1))

Vadinasi, () (1)
R(s)/u'(1)?
Bls) =17 R(s)(s — 1) /u/ (1)’
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Dabar jau matome, kad vienetinio tasko aplinkoje §i funkcija yra aprézta.
Irodyta.

Apibrézkime funkcija

log(1 — s)
u'(1)

- /18 (u(ls) a u’(l)(ls - 1))d8 * bgé’l(l_)s). (4.11)

ir pastebékime, kad

K@):l[B@%+

K'(s)=——>0, 0<s<l.
Vadinasi, w = K (s) yra grieztai monotoniskai didéjanti, todeél egzistuoja jos
atvirkstine funkcija
s=K 'w)=: L(w), L(K(s))=s.
Jei s kinta intervale [0,1), funkijos w = K(s) reiksmés perbéga intervala

[K(0), 00).
Griztame prie diferencialinés lygties (??7) su pradine salyga ?7):

0d(t; 2)
ot

(@ ), ymaziﬁ@@yzz (4.12)

1 teorema. Jei yra patenkintos salygos u/'(1) < 0 ir u”(1) < oo, tai

dt,z) =K '(t+K(z), 0<z<1,t>0.

Irodymas. Sprendziame (?77):

/Ot @gg;) _ /Of ds + c(2).

Pakeite integravimo kintamayji kairioje lygybés puséje ir pasinaudoje pradine
salyga, gauname
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@(t;2) r _
/z u(z)

Toliau perdirbinéjame reiskinius

b= /j(t;z) UCZ) - /;(t;z) (u(lx) - u’(l)(lx - 1))‘“

D(t;2)

ir

_|_

log(1 — z)

1
u'(1) z
D(t;2) 1 1 1
— /1 (u(x) e 1)>dx + o {1) log(1 — ®(¢;2))

z 1 1 1
_/1 OO 1)>dx - mlog(l —2)
(t; :

Vadinasi,
K(®(t;z) =t + K(z).

Dabar pasinaudojame irodytu teiginiu, kad egzistuoja atvirkstiné funkcija ir
gauname
D(t;2) =K '(t+K(z), 0<z<1,t>0.
Ta ir reikéjo irodyti.
2 teorema. Jei yra patenkintos salygos u/(1) < 0 ir v”(1) < oo, tai
tikimybé, kad populiacijos iSsigimimas nejvyks iki latko momento t, lygi

1 — Pio(t) = exp {u/(1) K(0)}m(t) + o(exp {u/(1)t}), t— oc.
Cia m(t) = E(Z(t)) = eVt
Irodymas. Naudosimeés lygybe
Pyo(t) = @(t;0)

ir 1 teorema. Todél pardziojetenka istirti funkcijos K (w) asimptotine elgsena,
kai w — oo0.

Esame pastebéje, kad riba lim,_,; R(s) egzistuoja. Vadinasi, ir lim,_,,_ B(s)
egzistuoja. Todél pasinaudoje (?7), galime uzrasyti

K(s):big(l_)s)+0(1—s)+o(1—s), s—1—.
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Cia 1 1 "(1)
u
¢= tim (u(x) (x — l)u’(l)) 2(1y ="
Isitikiname, kad
1 —s~exp{u(1)K(s)}, (4.13)

kai s — 1—. IS tiesy,

1—s = exp{u/(1)K(s)} exp{—Cu'(1)(1—s)}
x exp{o(1 — s)} = exp {u(1)K(s)}
x (1= Cu/(1)(1 = s) + o(1 - 5)).

Taigi, (??7) yra teisinga, o ja panaudoje, paskutini asimptotinj sarysi galime
perrasyti

1—s = exp{u/(1)K(s)}(1— Cu/(1)exp {u/(1)K(s)}
+o( exp {u/ (1)K (s)}).

Pritaikome anksciau turéta lygybe s = K !(w) ir isvedame

1- K Yw) = exp {u'(l)w}(l — Cu/(1) exp {u'(1)w}
+o(exp {u/(1)w}), (4.14)

jel w — oo.
Dabar pritaikydami 1 teorema galime nagrinéti tikimybes
1—-Ppt) = 1-0t0)=1-K '(t+K(0) =
= exp {u/(1)(t + K(0)}(1 — Cu/(1) exp {u/(1)(t + K (0))}
+o(exp {u/(1)(t + K(0))})
= exp {¢/(1)K(0)}m(t) + O(m(t)?) + o(m(t)).
[s ¢ia gauname teoremoje nurodyta reiskini.
[rodyta.

Panasiai nagrinéjama tikimybiu

P(Z(t) = k| Z(t) > 0)
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elgsena, kai t — co. Rasime §io salyginio skirstinio generuojancios funkcijos
=Y P(Z({t)=k|Z(t) > 0)zF, 0<z<1.

riba, kai t — oo.

3 teorema. Jei yra patenkintos 2 teoremos salygos, tai

tlirglog(z,t) =g(z):=1—exp {u/(l) /OZ UCZ)}

Irodymas. Pastebéekime, kad
P(Z(t)=k|Z(t) >0) =0,
jei k=0, ir

P(Z(t) = Z(t) > 0) = - f(PZ((?(t: i)o) _ 131<f<;)(:0]§)’

kai £ > 1. Vadinasi,

> O(t;z) — O(¢;0)
1—3(t0) z:: )2 = 1—®(0)

g(z,t) =

Dabar galime pasinaudoti 1 teorema ir gauti

K '(t+ K(2)) — K '(t+ K(0))
1— K-1(t + K(0))
(1= K (t+ K(0) - (1 - K-t + K(2)))
1— K-1(t + K(0))
1— Kt + K(2))
1— K-'(t+ K(0))

g(z,t) =

- 11—

Istatome ankséiau isvesta formule (?7):

)1+O( (D(t+E (2 )))

g(z 1) = 1 — e/ O(KE-K©) .
(1) 1+O( 1) (t4+K(0 )))
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Kadangi v/(1) < 0, riba surasti nesunku. Turime
thm gz t) =1 6u/(l)(K(z)ﬂK(o)) =:9(z).

Pasinaudoje K (z) apibrézimu, gauname
log(1 — z)
u'(1)
B /Z de  log(l—=z)* log(l—2) /Z dx
— Jo u(x) w(l) o w'(1)  Jo u(x)

[state Sia iSraiska i pries tai turéta lygybe, baigiame teoremos jrodyma.

K(2) - K(0) = /OZB(x)dx—i—

Ribinei charakteristinei funkcijai rasti tektu nagrinéti ir kopleksines reiksmes
|z| < 1. Tai gerokai sunkiau, taciau ir ir 3 teoremos rezultato pakanka rasti
riboms

lim P(Z(t) = k| Z(t) > 0).

t—o0
I$ tiesu, turime
z dx > .
g(z) = 1 — exp {u'(l)/ } =Y lim P(Z(t) = k| Z(t) > 0)2".
o u(x) P s
Peréjimas prie ribos zenklu galimas déka tolygaus atzvilgiu ¢ eilutés konver-
gavimo, jei 0 < z < 1. Vadinasi, funkcijos g(z) Teiloro koeficientai ir butu
ieskomos ribinés tikimybés.
Idomus atvejis, kai «/(1) = 0, nes tada m(t) = 1, ta¢iau populiacijos
iSmirimo tikimybé lygi 1. Galima butu irodyti tokia teorema.
3 teorema. Jei u/(1) =0 ir v (1) < oo, tai

P(Z(t)>0[Z(0)=1) ~

1

2Z(t
hmP( (1) >u‘Z(t)>O):e“, u > 0.
t—oo \w/(1)t

Be to, jei u/(1) = 0 ir (1) < oo, tai a.d.
X(t) = Z(t) exp{—u/(1)t}
turi ribing skirsting, kai t — oo.

Issisakojanciu procesy teorija turi placias taikymo galimybes. Placiau zr.
S. Karlino kygoje [5].
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Chapter 5

Egzamino bilietu pavyzdziai

5.1 2006 metu rudens semestro bilietas

Egzaminas i§ dvieju daliu: du klausimai atsakomi rastu be konspekto ir du
klausimai atsakomi rastu, kai leidziama naudotis konspektu.

I dalis (be konspekto):

Tarkime, kad N(t) yra atstatymo procesas, m(t) - atstatymo funkcija,
F(z) - laiko tarpu X7, Xs, ... tarp atstatymu skirstinio funkcija, Y - neprik-
lausomas nuo X;, ¢ > 1, eksponentinis atsitiktinis dydis su vidurkiu A ir
x> 0.

1 (2 balai). ISvesti funkcine lygti
t
m(t) = F(t) + [ m(t = 2)dF ().
0

2 (4 balai). Patikrinkite ir pagriskite kiekviena iS zemiau iSvardintu
lygybiu:

ENY)Xi=2) = E(NY)|X;=2,Y <z2)P(Y <z|X; =1x)
(NY)| Xy =2, >2)P(Y > 2| X; =2)
(NY)| X1 =2,Y >2)P(Y > x);

E(NY)Xi=2,Y >2)=1+EWNY —2)|Y >2) =1+ E(N(Y)).

129
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IT dalis (su konspektu):

1 (2 balai). Nagrinédami grynaji gimimo procesa iSvedéme formule peré¢jimo
tikimybeéms

t
P(t) = )xj_le_’\jt/o NP 1 (s)ds, j>i+ 1. (5.1)

Jei gimimo greitis yra tiesinis, t. y. A\; = ¢\, A > 0 yra konstanta, tai
procesas vadinamas Julo (Yule) vardu. Siam procesui yra teisinga konspekte
pateikta formulé:

) — 1 ) o
P = (12 e gziz

[rodykite ja.

2 (4 balai). Nagrinékime aptarnavimo sistema M /M /1, bet pakeiskime
iranga nasSesne. Joje klientai atvyksta pagal Puasono procesa su parametru
A > 0. Esant eiléje dviem ir daugiau klientu, kai serveris yra laisvas, pradedami
aptarnauti i§ karto du. Aptarnavimo laikas, nepriklausomai nuo to kiek
aptarnaujama, yra eksponentinis atsitiktinis dydis su parametru p. Tegul
A < p. Pusiau Markovo proceso biisenas pazymékime

0,1,2,2,3,3,4,4, ...

Cia 7 reiskia, kad sistemoje yra i klientu ir aptarnaujamas vienas, o 7 - siste-
moje yra ¢ klientu ir aptarnaujami du.
Patikrinkite ir pagriskite Sias peréjimo tikimybiu iSraiskas:  po; = 1,

Diji+1 = A ;1> 1
k] >\+ILL
H .
B0 — - ) :1727
Pisi-1 M ?
H .
— = , 1> 2
pz,zfl /\+/'L
A .
]Tz}i-‘ril = >\+,LL7 7’22’
H .
- . = 7@:2’3;
1%2,1—2 )\+M
H .
i = 7Z>3-
]T’L,Z—2 /\+/'L

Uzrasykite bent pora sarysiu stacionariojo skirstinio tikimybeéms 7;.



