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0. Pratarmeé.

Jus paéméte i rankas autoriaus ”Grafu teorijos” paskaitu, skaitytu 1998 bei 1999
metu rudens semestruose, konspekta. Sutelkes savo démesi i medziagos atrinkima, lit-
eratiiros paieskas, autorius nesuspéjo atlikti Sio teksto kruopstesnés ir kritiskesnés ana-
lizés, iterpti iliustruojanciu grafu eskizu, todél lieka vienintelé paguoda, kad skaitytojas
atliks ta darba savarankiskai ir pateiks mums savo pastabas. Vienok, manome, kad Sis
pirmasis ir palyginti siauras konspektas bus pravartus laikantiems egzamina dar Siemet.
Gilesnéms studijoms gali buiti panaudotos pateikiamo saraso knygos.

1. Pagrindinés savokos.

Grafas - aibiu pora G = (V, E), ¢ia V - virsuniu aibé, E - vir§uniu nesutvarkytuju
poru e := (z,y) =: xy = yx, x,y € V arba briaunu (lanku) aibé. Kai poros zy laiko-
mos sutvarkytosiomis, G vadinamas digrafu. VirSunés z ir y vadinamos zy briaunos
galais arba jai incidenéiomis virsunémis. Viena kitos atzvilgiu jos yra gretimosios
(kaimyninés) virgunés. Virsunés vaizduojamos taskais, briaunos - kreivémis. Digrafo
atveju papildomai nurodomos ir briaunu kryptys. Kada vietoje briaunu aibés F imamas
briauny rinkinys (Seima) su galimais pasikartojimais, pora (V, E) vadinama multigrafu.
Ji vaizduojant plokstumoje, dvi virsuneés jungiamos atitinkamu kiekiu briaunu. Geometri-
nis vaizdavimas daznai yra klaidinantis, nes skirtingi bréziniai gali atitikti ta pati grafa
(zr. 1 pav. dviem budais pavaizduota grafa K 3).

Grafai G = (V, F) ir G’ = (V', E') vadinami izomorfiskais, jei egzistuoja bijekcija
¢ : V — V' tokia, kad kiekvienai briaunai zy € F yra patenkinta salyga:

rye B <= ¢(z)d(y) € E'.

Multigrafu atveju pastaroji salyga turi buti patenkinta kiekvienai i$ kartotiniu briaunu,
o digrafams — atvaizdis ¢ turi islaikyti ir briaunos krypti.

Nagrinésime tik baigtinius grafus, t.y. tik poras (V, F) su baigtinémis aibémis V ir
E. Siu aibiu galias zymékime |V| = n ir |E| = m. Jei nebus pasakyta priesingai, grafas
neturés kilpu, t.y. briaunu zz. Kadangi grafas neturi kartotiniu briaunu, tai m < C2.
Cia Ck - binominis koeficientas. Daznai tokie grafai vadinami paprastaisiais. Skaic¢ius
n vadinams grafo G eile, o m - grafo G didumu. Reikalausime, kad n > 1. Jei m = 0,
grafas G vadinamas tus¢iuoju (tradiciskai zymimas E™), o kai m = C?, - pilnuoju.
Pilname grafe visos virS§tinés yra tarpusavyje sujungtos, jis zymimas K". VirSunés z
laipsniu (valentingumu) §(z) laikomas incidenciu jai briaunuy skaicius. Kai d(z) =0, =
- izoliuotoji virsuné. Skaiciai

4(G) = min{o(z) : z € G}, A(G) = max{d(x) : = € G}

atitinkamai vadinami minimaliuoju bei maksimaliuoju grafo laipsniais. Kai §(G) =
A(G) =: k, grafas G vadinamas k reguliariuoju (k-valenc¢iu). Pvz., kubinis bei Pe-

tersen’o grafai (zr. 2 pav.) yra trivalenciai.
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Grafas G’ = (V',E’) vadinamas G = (V, F) pografiu, jeigu V! C V ir B/ C E.
Jeigu pografio G’ briaunu aibéje E’ yra visos E briaunos, jungiancios V' virsunes, tai G’
vadinamas V' indukuotoju pografiu, ji zymésime G[V'].

Apibrésime grafu veiksmu. Tarkime, kad G = (V,E) - grafas, x € V/ C V ir
xy € E' C E. Tada

G-V :=GV\V
ir

G-FE :=(V,E\FE.
Taigi, grafas G — z := G — {z} gaunamas i§ G iSmetant ne tik virSune x, bet ir jai
incidencias briaunas, o G — xy = G — {zxy} - iSmetant tik briauna xy. Atvirksciai,
G+ zy = G+ {xy}, kai xy ¢ E, butu naujas grafas su viena papildoma briauna. Kai
kada yra tikslinga, atémus i grafo briauna zy, sutapatinti virsines z ir y. Si operacija
vadinama grafo sutraukimu.

Grafas (VU V', E U E’) vadinamas G = (V, E) ir G’ = (V', E’) sajunga, Zymima
GUG. Be to, grafu sajungoje virsuniu aibéms dar iskeliamas reikalavimas neturéeti bendru
elementy. Grafu G ir G’ suma G + G’, kai VNV’ = (), apibréziama kaip ju sajunga,
papildomai isvedant visas briaunas, jungiancias V vir§tunes su V' vir§unémis. Nubrézkite
grafa G+ z, kaix ¢ V.

Grafa vaizdziai charakterizuoja ivairios "klajojimo” juo galimybés. Virsuniu ir briau-
nu seka xg,e1,21,...,€5, 2 su e; = rj_1xj, r; € V, j = 0,...,k vadiname keliu
(xo — xk keliu), o k - jo ilgiu. Kai kelyje visos briaunos yra skirtingos, ji vadiname trasa.
Uzdara trasa (kai xg = xj ir k > 2) vadinsime grandine. Jeigu kelyje (arba trasoje)
visos vidinés virsuneés x1,...,Tr_1 yra skirtingos, ji vadiname taku, ir uzdara taka, kai
k > 2, - ciklu (grandimi). Takus bei ciklus Zymésime pereinamu virsuniu seka, pvz.,
P = z1x9x3...7. Akivaizdzia paskutine briauna zpx; cikle galime ir nenurodyti. Jei grafe
egzistuoja grandiné, sudaryta i§ visu jo briaunu, tai jis vadinamas Euler’io vardu, o jei
jame yra ciklas, apimantis visas jo virstines, tai jis yra Hamilton’o grafas. Sios savokos
néra ekvivalencios. Pateikite pavyzdziu. Savarankiskai perskaitykite P.Tannenbaumo ir
R.Arnoldo ”Kelionés i siuolaikine matematika” skyrius apie Eulerio ir Hamiltono grafus.

Grafas G yra jungusis, jei bet kuria pora vir§uniu i F jungia takas. Jei n > 2, Sis
grafas neturi izoliuotu virsuniu.

Teorema. Grafas yra jungiy pografiu sajunga.

Irodymas. Dvi virsunes vadinkime ekvivalencéiomis, jeigu grafe yra jas jungiantis

takas. Tai ekvivalentumo sarysis virsuniu aibéje V. Ekvivalenciu virsuniu klasés V7, ..., Vg
nesikerta, grafe néra briaunu, jungianciu skirtingu klasiu virsunes. Indukuotieji pografiai
G[V1],...,G[V4] ir sudaro ieskomos sajungos pografius.o

Teoremoje apibréztus pografius vadinsime grafo jungumo komponentémis. Vir-
sune, kurios atémimas is grafo kei¢ia komponenciu skaiciu, vadinama iSkarpos virstne,
o briauna, - tiltu. Atstumu d(z,y) tarp virsuniu z ir y vadinsime trumpiausio tako ilgi,
jei toks takas egzistuoja. PrieSingu atveju, atstuma laikysime begaliniu.

Grafas G = (V, E) vadinamas dvidaliu (bichromaciuoju, dvispalviu), jei V.=V’ U
V", V'NV" =, o bet kokia briauna i§ F jungia virsune i§ V’ su virstne i§ V. Dvidalis
grafas neturi nelyginio ilgio grandiniu. Isitikinkite, jog ir prieSingas teiginys yra teisingas!
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2. Miskas ir medziai.
Grafas, neturintis ciklu (beciklis), vadinamas misku, o jungusis miskas - medziu.

1 teorema. Grafas yra miskas tada ir tik tada, kada bet kokiq virsuniy porq jungia
ne daugiau kaip vienas takas.

Irodymas. Jei grafas néra miskas, jame egzistuoja ciklas xoxi...x;xg. Todél turime
du takus xzgzy...x; ir zox;.

Atvirkséiai, tarkime, kad P = xq...z; ir P’ = zqy;...ys = x; - du takai, jungiantys x
su x;. Tarkime, kad i+ 1 - maziausias indeksas, su kuriuo x;4+1 # y;+1, 0 j > ¢ maziausias
indeksas su kuriuo y;41 jau priklauso P, t.y. y;+1 = x;. Tada x;...x%y;...yi+1 yra ciklas.
Todeél grafas néra miskas.

2 teorema. Sie tvirtinimai yra ekvivalentas:

a) G yra medis;

b) G yra minimalus jungus grafas, t.y. kiekviena jo briauna yra tiltas;

¢) G yra maksimalus beciklis grafas, t.y. sujungiant bet kokias neincidendcias virsunes
sukuriamas ciklas.

Irodymas. Pazymékime V, E grafo (G virSuniu ir briaunu aibes, zy € E - bet kokia
jo briauna, o u, v - bet kokias dvi neincidencias virsiines.

Jei G - medis ir grafas G — xy butu jungus, tai G turétu du takus P = xx;...xxy ir
P = zy, vadinasi, todél turétu cikla P = zz...zxyx. Tad, is a) iSplaukia b).

Jei G - medis, tai jame egzistuoja takas nuo w iki v. ISvestas naujasis takas uv su
senuoju sudarytu cikla, ir grafas G 4+ uv jau turétu cikla. Tad, i§ a) iSplaukia c).

Tarkime, G - minimalus jungus grafas. Jei G nebutu medis, o turétu cikla zx;...yx,
tai i8metus briauna zy, jo jungumas nepakistu. Priestara irodo, jog i$ b) isplaukia a).

Panasiai irodomi ir like teiginiai.o

Pasinaudoje b) savybe, apibréziame minimaluji jungiantiji medj arba karkasa.

Jungiojo grafo G = (V, E) karkasu vadiname minimaluji junguji pografi G’ = (V' E’)
suV=V'ir ' CFE.

Pagal b) i jungiojo grafo atimant nuosekliai briaunas, bet nesugadinant jo jungumo,
gaunamas karkasinis medis. Nurodysime dar pora karkasinio medzio iSvedimo budu.

1 budas. Jungiame grafe G = (V, E) fiksuokime vir§ine z € V ir vir§uniu aibe
suskaidykime i nepersikertancias aibes

Vi={yeV:dxy =i}, i=0,1,...,8 <o0.
Jei y; € Vi, tal egzistuoja x — y; takas xz;...z;_1y;. Pastebékime, kad V; # 0, j =
0,1,....4, kai ¢ > 0. Taigi, bet kuriam y; € V; rasime y; ; € V;_;. I8, gal but, keliu
galimybiu pasirinkime viena. Kai y perbégs V', priskirtieji ¢’ (artimesni pradiniam taskui)
ir y sudarys junguji grafa
T=WVE) E={y:yeVy#a}

Kadangi i y patenkama tik i§ vieno tasko, jis neturi ciklu. Taigi, T' - karkasinis medis.o
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2 (indukcinis) budas. Tmkime z € V. Tada Ty := ({z}, () - medis. Tarkime, kad jau
sukonstravome medziu seka

ThCclyc---CcTy CG

ir medzio T; eilé yra i. Jei k < n = |V, tai egzistuoja pora (y, z) tokia, kad z € V(T}),
y € V\V(Ty), ¢ia V(Ty) - Ty virsuniu aibé, ir zy € E. Prieingas atvejis prieStarautu
grafo G jungumui. Apibrézkime

Trp1 = (V(T}) U{y}, E(Tk) U {2y}).

Baigtiniame grafe Sis procesas baigtinis. Jis baigiasi, kai k£ = n.¢

Medi galime charakterizuoti ir pagal jo skaitinius parametrus: eile ir diduma.

3. Grafo parametry rysiai.
Pradékime nuo paprastu teiginiu.
1 (Euler’io) lema. Grafo virsuniy laipsniy suma yra lyginis skaicius.

Irodymas. Pakanka pastebéti, jog kiekviena briauna, turédama du galus, inesa 2
vienetus | suma

(1) > 4(G)=2|E|

eV
o
1 iSvada. Nelyginio laipsnio virsuniy kiekis grafe yra lyginis skaicius.
2 iSvada. Tarkime )
d(G) = v > o)
z€V
vidutinis grafo laipsnis, o € = |E|/|V| — vidutinis briauny skaicius, tenkantis vienai

virsunei. Tada £(G) = d(G)/2.
Irodymas. (1) suma lygi |V|d(G).o

Susitarus, kad kilpos atveju virsuneés laipsnis laikomas lygiu 2, lema islieka teisinga
ir bendresniems grafams.

2 lema. Tarkime, kad G' = (V' E") ir G" = (V",E"), V' N V" =0, - du pilnieji
grafai su
V' =n1, |V =n2, ni+ns=n.
Grafo G'" UG didumas didZiausias, kainy =n—1, o ny = 1.

Irodymas. Dabar grafe G’ UG” turime

ni(ny —1)  na(ng —1)
2 2




briaunu. Apskaiciuokime, kaip kei¢iasi bendras briaunu skaicius, jei viena vir§une didesni
grafa padidintume, o kita, mazesniji, - sumazintume. Tegu n; > no. Gautasis briaunu
skaicius butu lygus
ni (n1 + 1) (?’LQ — 1)(77,2 — 2)
2 + 2 ’

o skirtumas -
ny + 1-— iy Z 1.

Taigi, kartojant panasia procediira pasieksime maksimalu bendra briaunu skaiciu, kai
ny =n — 1, nyg = 1. Lema irodyta.

1 teorema. Jei n - grafo eilé, m - didumas, o k - jo komponenciu kiekis, tai

(1.1) n—k<m<-(n—-—k)(n—k+1).

N | =

Irodymas. Pirmaja nelygybe irodysime, taikydami matematine indukcija m > 0
atzvilgiu. Kai m = 0, turime nulini grafa su n jungumo klasiu. Tad, nelygybeé triviali.

Tegu m; < me < --- - n eilés grafu G, turin¢iu k jungumo klasiy, didumai su
savybe: iSmetus dar viena briauna i§ G, padidétu jo jungiu komponenciu skaicius. Kai
mj_1 < m < mj, kairioji i§ (1.1) nelygybiu isplauks i§ nelygybés, kai m = m;_;. Todél
pakanka nelygybe irodyti tik Siai sekai.

Tarkime, jog nelygybé jrodyta grafui su m;_; briauna, ir nagrinékime atveji |E| =
m;. Kadangi dabar kiekviena briauna yra tiltas, iSmetus kazkuria i§ ju gauname grafa,
kuriam galioja indukcijos prielaida. Tegu tai - grafas

G =WV",E), |V|=n, |E'|=m;-1.
Jis turi k + 1 klase, todeél
n—(k+1) Smj—l.

I3 ¢ia isplaukia pirmoji is (1.1) nelygybiu.

Vertindami m i$ virSaus, nagrinékime pati ”blogiausia” atveji, kai kiekviena i§ jun-
gumo klasiu yra pilnieji pografiai. Pritaike lema kiekvienai $iu klasiu porai, gauname,
kad bendras briaunu kiekis m bus maksimalus, kai viena i§ ju yra labai didelé, o likusios
- tusti grafai. Todél tada n-os eilés grafe su k jungumo klasiu, pografiu eilés yra

n—k+1, ,1,...,1.
Taigi, maksimalus briaunu skaicius lygus

(n—k+1)(n—k)
5 :

1 teorema irodyta.c

1

Isvada. Jei n ecilés grafas turi daugiau nei 5(n — 1)(n — 2) briauny, tai jis yra

JUNGUSILS.



2 teorema. n-os cilés jungusis grafas yra medis tada ir tik tada, kada jo didumas
lygus n — 1.

Irodymas. Pagal kairiaja (1.1) nelygybe jungiajame n eilés grafe yra ne maziau, negu
n — 1 briauna. Jeigu ju butu daugiau, grafas turétu tureti cikla. Taigi, teoremos salyga
yra bitina.

Jos pakankamumas akivaizdus.

1 iSvada. n-os eilés grafo karkasinio medzio didumas lygus n — 1.

2 iSvada. n-os eilés misko s k medzZiy didumas lygus n — k.

4. Viena optimizavimo problema.

Karkasiniu medziu savybémis tenka naudotis sprendziant kai kuriuos optimizavimo
uzdavinius. Sakykime, reikia suprojektuoti pigiausia vandentiekio tinkla, jungianti visas
miestelio sodybas, kada zinomos visu trasu tarp namu kainos. Jeigu gamtinés klititys yra
neiveikiamos, galima laikyti, kad trasos per Sia klititi kaina yra begaliné.

Formalizuojant galima isivaizduoti, kad turime pilnaji n grafa G = (V, E) ir apibrézta
funkcija

f:E—R".

Reikia isvesti karkasini medi (vesti kelias linijas i ta pacia sodyba visada bus brangiau)
T = (V, E') toki, kad bendra kaina

biitu maziausia. Si medj vadinkime ekonomisku. Pradzioje pateiksime tris Sio uzdavinio
sprendimo algoritmus.

1 algoritmas:

a) imame briauna e = xy € E su maziausia kaina,

fle) = 55&% f(zy);

b) i§ likusiu briaunu isrenkame pigiausia;

c) procesa kartojame su salyga, kad isrenkamos briaunos nesudarytu ciklo.

Procesas baigtinis, o gautasis grafas, kaip maksimalus beciklis grafas, pagal 2.2 teo-
remos c) punkta bus karkasinis medis. Gautojo medzio ekonomiskuma iSnagrinésime
véliau.

2 algoritmas:

a) imame briauna e = xy € E su didziausia kaina,

fle) = max f(zy)

ir ja atimame is grafo G;



b) ta pati kartojame su grafu G — e;

c¢) procesa baigiame, kai kitas briaunos atémimas padidintu grafo jungumo klasiu
skaiciy.

Gautasis grafas, kaip minimalus jungus grafas, pagal 2.2 teoremos b) punkta bus
karkasinis medis.

3 algoritmas:

a) imame bet kokia virsune z; € V;

b) imame viena i pigiausiu incidenc¢iu x; briauna xi1z9 € E, x5 € V \ {z1};

c) rade 1, ...,z ir briaunas x;x;), i < j < k ieSkome = x4 € V \ {z1,..., 21},
tokios, kad kaina f(zk412;) su kazkokiu ¢ < k butu minimali.

Procesas baigiasi, kai k£ = n, o briaunu skaicius lygus n — 1. Taip gavome karkasini
med].

1 teorema. Virsuje aprasytieji algoritmai duoda ekonomiskus medZius. Jei kainos
funkcija yra injektyvi, tai ekonomiskasis medis yra vienintelis.

Irodymas. Tarkime, jog T' - ekonomiskas medis, turintis maksimalu skaic¢iu bendru
briaunu su T3, medziu, gautu naudojant 1 algoritma. Jei E(T') # E(1}), imkime pirma
briauna xy i§ 11, bet nepatekusia i T. Medyje T irgi yra x — y takas, sakykim P, kurio
bent viena briauna, tegu wv, nepatenka i 77. Renkant zy, §i briauna uv buvo viena iS$
kandidaciu, todél f(xy) < f(uv). Sudarykime nauja karkasini medi

T =T — uv + xv.

Jo kaina
F(T') = F(T) - f(uw) + f(zy) < F(T),

todeél ir naujasis medis yra ekonomiskas. Bet jis turi dar daugiau bendru briaunu su 77,
nei T'. Priestara irodo, kad T' = T}.

2 bei 3 algoritmais gautu medziu ekonomiskumas irodomas panasiais samprotavi-
mais.

Nagrinékime vienati, kai visos briaunu kainos skirtingos. Taikome matematine induk-
cija grafo eilés atzvilgiu. Kai n = 2,3, teiginys trivialus. Padare prielaida, jog teorema
teisinga visiems n > 4 eilés grafams, nagrinédami (n + 1) eilés pilnaji grafa, skelkime
vir§tniu aibe i dvi dalis V' = V43 N V,, su ny,ny > 2 virSuniu, n1 + no = n + 1 ir na-
grinékime indukuotosius pografius. Juose egzistuoja vieninteliai ekonomiski karkasiniai
medziai T, 7T5. Raskime

min f(zy).
eV,
yeVs
Tarkime, si minimali kaina igyjama briaunoje zy, jungiancioje abu pografius. Isitikinki-
me, kad medis
T4 = T1 UT2+$y

yra ekonomiskas.



Tarkime, T' - ekonomiskas medis. Jei Ty # T, tai vienintelé briauna i§ T}, nepatekusi
i T, gali buti tik zy. Medyje T turi buti kita briauna wwv, jungianti T} su 75. Bet tada
f(zy) < f(uv) ir medzio
T —uv+zy

kaina butu grieztai mazesné, nei T'. PrieStara irodo ekonomisko medzio vienat;.

Pastaba. Vienaties irodymas duoda dar viena karkasinio medzio konstravimo buda:
kai briaunu kainos skirtingos, galima grafa skaidyti i mazesnius ir juose ieskoti karkasiniu
medziy, o véliau juos sujungti.

Grafai su funkcijomis, apibréztomis briaunu arba virsuniu aibése, vadinami svorini-
ais grafais.

5. Cayley’io teorema.

Prisimename, kad grafai G = (V,E) ir G’ = (V', E’) vadinami izomorfiskais, jei
egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad xy € F tada ir tik tada, kada ¢(z)o(y) € E'.
Multigrafu atveju dar pridedamas reikalavimas, kad §i atitiktis galiotu visoms kartotinéms
briaunoms. Grafa su sunumeruota virstiniu aibe vadinsime numeruotoju grafu. Tokiu
grafu atveju izomorfizmas turi islaikyti ir numeracija, t.y., jei x yra i-toji G grafo virsune,
tai izomorfiskame G’ grafe ¢(x) turi buti irgi i-taja virSune. 1889 metais Cayley ap-
skai¢iavo neizomorfisku numeruotu n tos eilés medziy kieki 7'(n)? Isitinkite, kad yra

4!

—+4=16

5 +
skirtingu 4-os eilés medziu.

2 neizomorfisky numeruoty n eilés

Cayley’io teorema. Is viso galime sudaryti n™~
medziy.
1 -sis jrodymas (Priifer’io). Tarkime G - nagrinéjamu medziu aibé. Kadangi seku
aibés
{(a1,...;an—2): 1<a;<n,1<i<n—-2}=A

galia yra n" 2, pakaks rasti bijektyvu atvaizdi A — G.

Kai n < 2, teiginys akivaizdus.

Tegu toliau n > 2. Medziui G = (V, E), kurios virsuniu aibé sunumeruota, V =
{z1,...,x,}, vienareiksmiskai priskirsime seka a = (a1, ..., a,—2) € A, vadinama medzio
Priifer’io kodu. Pradékime nuo medzio galinés virsuneés, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
virstinés egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi virstines ir todél

n

> 6(zi) =2(n—1).

=1

Is keliu tokiu virstuniu isrinkime ta, kurios indeksas yra maziausias. Tegu tai virsuné
Zp,, 0 a1 - indeksas vir§unés, gretimos pirmajai. Grafas G — xp,, yra n — 1 eilés medis,
todél procesa galima kartoti, kol virstuniu, likusiu grafe, skaic¢ius yra didesnis uz 2. Kai
sis skaicius lygus 2, mes jau esame sudare vienintele seka (aq,...,a,—2).
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Atvirksciai, ar bet kokiai sekai a = (ay,...,a,—2) € A galima vienareiksmiskai
priskirti medi? Atidékime n virSuniu ir brézkime norima medi, vadovaudamiesi zemiau
nurodytomis taisyklémis:

a) jei by - maziausias i§ bent dvieju naturaliuju skaiciu (i$ 1, ...,n), nepasirodziusiu
sekoje «, tada junkime z, su x,,;

b) aibe {1,...,n} pakeiskime {1,...,n}\ {b1}, o a - seka (asz,...,a,_2);

c) procesa kartojame, kol iSsemiame visa seka (tuo paciu nubréziame n — 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias virsunes.

Taip vienareiksmiskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n virstuniu, o jo
didumas yra n — 1.

Kadangi abu nagrinéti atvaizdziai yra vienas kito atzvilgiu yra atvirkstiniai, teorema
irodyta.

Grafu teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos irodymo budas.

Antrasis teoremos grodymas. Tarkime T'(n, k) - kiekis n tos eilés medziu, kuriuose
fiksuota virstiné x € V yra k-ojo laipsnio, 2 < k < n — 1. Virsinés numeris nesvarbus, jo
neminésime. I§vesime sarysi tarp T'(n, k) ir T(n,k — 1).

Imame medi G, kuriame d(z) = k — 1. Jame iSmeskime briauna wwv, neincidenéia su
x. Grafas skilo i du pomedzius, viename i$ ju yra virsunés z ir v arba x ir v. Tarkime, yra
pirmasis atvejis. Sujunge dabar x su v, gauname vél medi G’, kuriame d(x) = k. Pora
(G,G") pavadinkime junginiu ir suskai¢iuokime ju kieki dviem budais. Kadangi grafui
G mes galime sudaryti tiek G’, kiek yra briaunu su auks¢iau minétomis savybémis, tai
vienam G mes turime n—1—(k—1) = n—k partneriu. Taigi, i viso yra (n—k)T (n,k—1)
junginiuy.

Skaiciuokime ta pati skaic¢iu kitu budu, pradédami nuo G’, kuriame d(x) = k, k > 2.

Tarkime x1,...,z, - gretimos x virsunés. Paeiliui iSmesdami briaunas xz;, ¢ = 1,...k,
mes ”atskeltume” pomedzius Th, ..., Tk, kuriu eilés tegu bus nq, ..., ng,
(1) ny+---+np=n-—1.

Grafo G’ partner] junginyje dabar konstruojame tokiu budu:

a) iSmetame zx1, o véliau virsune x; sujungiame su bet kokia i§ virsuniu, nepriklau-
san¢iy Ty (turime n — 1 — ny galimybiu);

b) ta pati kartojame su Tb, ..., Tk.

Atsizvelge i grafu G’ kieki T'(n, k) ir (1) i§ viso gauname junginiu

ZT(n, k)(n—1—mn;) = (n—1)(k—=1)T(n,k).

Sulygine abi junginiu skaic¢iaus formules, gauname
(n—1)(k—1)T(n,k)=(n—k)T(n,k—1).

Kai k = 1, §i rekurencioji formulé irgi teisinga. Jos nagrinéjimui galime panaudoti
akivaizdu fakta, kad T'(n,n — 1) = 1 (zvaigzdinio grafo atvejis). Gauname

O (e U Vit
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Sudédami sias lygybes, isvedame medziu kiekio T'(n) formule

T =700 =3 (323 0= 0 = (= )+ =
k=1 k=1

Teorema irodyta.
Numeruota medj su viena isskirta virstune, Saknimi, vadinsime Sakniniu medziu.
Isvada. Yra n"~ ! Sakniniu n eilés medziy.

Irodymas. Kiekvieno medzio, kuriu kieki nusako Cayley’io teorema, Saknimi gali buti
bet kuri virsuné.

6. Binariuyju medziu kiekis.

Sprendziant n duomenu sutvarkymo pagal kokio nors pozymio (rakto) didéjima
uzdavini, naudojami binarieji medziai. Jais vadiname medzius, kurie turi viena 2-
ojo laipsnio virsune, vadinama Saknimi, o kitu virsuniu laipsniai yra 3 (jos vadinamos
vidinémis virsunémis) arba 1 (Sios virsunés vadinamos lapais). Takas nuo Saknies iki
lapo atitiktu kazkokio pradinio duomenu kélinio surusiavima (pozymio didéjimo tvarkos
atpazinima). Todél algoritma aprasantis binarusis medis turi turéti n! lapu. Susitarkime
dar, kad briaunos, iSvestos i§ vidinés virsunés kairiau ar desiniau, skiriasi. Todél grafus,
pavaizduotus (...) brézinyje, laikysime skirtingais. Isvesime binariuju medziu, turin¢iu
N lapu, kiekio Cy, vadinamo Katalano skaiciumi, formule.

Teorema. Teisingas rekurentusis sarysis

N—-1
Cn=Y CiCy_x, Ci=1. (6.1)
k=1
Be to,
1 (2N —2
CN_N(N_1>. (6.2)

Irodymas. Susitarkime, jog atveju N = 1, lapas sutampa su Saknimi, ir medi sudaro
tik viena virsuné. Kai NV > 1, nagrinékime grafa G — v, kai v - binariojo medzio G Saknis.
Jis sudarytas i§ dvieju binariu medziu - kairiojo, tarkime turincio k£ lapu, ir deSiniojo,
turincio eile N — k lapu. Cia 1 < k < N — 1 gali biti bet kuris. Kairéje puséje gali buti
bet koks i§ (', binariuju medziu, o desSinéje — bet koks i§ Cny_; medziu. Sudéje pagal
k siu kiekiu sandaugas, gauname visa galima binariuju medziu Cy kieki. (6.1) formulé
irodyta.

Isvedant (6.2) formule naudojame generuojancias funkcijas. Pazymékime

F(t)=Y Cnt", teR.
N>1
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Tada
N-1
F(t)* =) ( > C’kCNk)tN.
N>2 N k=1
Vadinasi,

F(t)=t+ F(t)%

arba
F(t) = %(1 + (1 4t)'/?).

Kadangi F'(0) = 0, tai paskutinéje lygybéje galimas tik pliuso Zenklas. Naudodami
apibendrintaja Niutono binomo formule ir lygindami koeficientus, gauname

C1(1)2 (2N —2)!
CN—‘i(N)<‘4>N—m-

I8 ¢ia isplaukia (6.2) formule.
Teorema irodyta.

Vidutinis tako nuo Saknies iki lapo ilgis nusako algoritmo, pavaizduoto binariu me-
dziu, efektyvuma.

7. Grafy ir jungiu grafy su skaidzia savybe kiekiy sarysSis.

Iki Siol turéjome jungiu grafu (numeruotu medziu, Sakniniu medziu, binariu medziu)
kiekio skaic¢iavimo formuliu. Kaip skai¢iuoti nebiuitinai jungiu n eilés grafu kiekius?
Pradékime nuo numeruotu Sakniniy misky, kuriuos sudaro Sakniniai numeruoti medziai,
kiekio skaiciavimo.

1 teorema. Jei q, — n eilés numeruoty Sakniniy misky kiekis, o d,, — Sakniniy
numeruoty n eilés medziy kiekis, tai

dn—|—1
n+1

4n = = (n + 1)71—1.

Irodymas. Pavaizduokime nagriné¢jama n eilés miska. Jo medziu Saknis sujunkime
su papildoma Saknimi, kurios numeris, sakykime yra 7,1 < j < n + 1. Skaiciais 1,...,j —
1,741, ...n+1 pernumeruokime misko virsunes (jei j < n, to daryti nereikia), nekeisdami
numeracijos tvarkos. Taip i§ kiekvieno n eilés misko gauname n 4+ 1 numeruota medi,
kurio eilé yra n + 1. Atvirksciai, turédami toki medi, galétume atimti jo Sakni, o véliau
pernumeruodami virStunes skaiciais 1,...,n ir gretimasias virStunes pavadindami gautuju
medziu Saknimis, gautume n eilés Saknini numeruota miska. Todél

dn+1 = (n + 1)Qn

Dabar pakanka pasinaudoti Cayley’io teoremos isvada, jog d,, = n" 1.

1 teorema irodyta.
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Grafo savybe vadinsime skaidzia, jei jis ja turi tada ir tik tada, kada kiekviena jo
jungi komponenté turi ta savybe. Pavyzdziui, miskas turi Saknu rinkini (misko Sakni)
tada ir tik tada, kada kiekvienas ji sudarantis medis turi Sakni. Panas$iai, jei binaruji
miska sudarytume, apjungdami binarius medzius, gautume jo skaidzia savybe.

Pazymeékime:

a, — kieki n eilés numeruotu grafu su skaidzia R savybe;

ank — kieki n eilés numeruotu grafu su Sia savybe ir turin¢iu k jungiu komponenciu;

b, — kieki jungiu n eilés grafu su R savybe.

1 lema. Teisingas sarysis

n! by, - bn
WG 2
ny+-ng=n
Cia sumuojama pagal visus naturalivjy skaiciy ny, ..., ny, rinkinius su salyga nq+---ny =
n.

Irodymas. Fiksuokime natiiraliuju skaiciu nq, ..., ng rinkini su salyga ny +---np =n

ir sudarykime visus grafus, turinc¢ius R savybe, ir nq,...,nx eiliu komponentes. Aisku,

grafe komponenciu tvarka nesvarbi.
Virguniu n aibe V' galime suskaidyti V=V, U---UV,, ViNnV; =0, 1 <i<j <k,

( n! ) n!
Ny, ...Ng ny!-ong!

budais taip, kad j-oje aibéje butu n; elementy, 1 < j < k. Cia poaibiu tvarka yra svarbi.
Turédami atskiro j-ojo poaibio virsunes, galime sudaryti b,; jungiu grafo komponenciu
su R savybe. Taigi, fiksuotam rinkiniui ny,...nx tuo budu gautume

o b, - bn,
ny!--ong!

grafu su R savybe. Sudéje pagal visus Siu skaic¢iu rinkinius ir atsizvelge i tai, kad grafo
komponenciu tvarka yra nesvarbi (padalydami i k!), baigiame 1 lemos irodyma.

Dabar galime iSvesti idomu numeruotu grafu ir jungiu numeruotu grafu, kurie turi
skaidzias savybes, kiekiu eksponentiniu generuojanciu funkciju sarysi.

2 teorema. PazZymékime

oo
_ Qn n _ -n n
=1+ i, = Z it
n=1 n=1
Tada
A(t) = PO,
. I I n — Un c o Unn, iCi
Irodymas. Naudodami 1 lemos rezultata ir lygybe a Gn1 + -+ - Apn, skaiCiuojame

n bnl"'bn
_1_231t 2_: Z n1!--~n;:!:

'n1+ “+nE=n

z;(:ZE: ) =€ —1
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2 teorema irodyta.
Isvada. Sakniniy n eilés medziy kiekio d,, = n"~! eksponentiné generuojanti funk-
cija

tenkina funkcine lygti

Irodymas. Kaip minéjome, misku savybeé turéti sakni yra skaidi. Todél panaudoje 1
teoremos zymenis ir jos rezultata, i 2 teoremos gauname

- qn S dn+1 -1 D(t)
1+ —t" = ————t"=t""D(t) = e\
n! Z (n+1)! (®)
n=1 n=0
2 teoremoje isvesta formulé patogi, jei viena i§ generuojanciu funkciju yra paprasto
pavidalo. Pavyzdziui, binariu N-lapiu misku kieki my galetume tirti naudodamiesi ly-

gybe

1+ > @tN = exp{%(l —V1-4i)},

gauta iS Katalano skaiciu generuojancios funkcijos ir 2 teoremos.

Visi n aibés atvaizdziai i ja pacia (ju yra n™) gali buti pavaizduoti n eilés funkciniais
grafais. Tai numeruoti digrafai, turintys skaidzia savybe: i§ kievienos virsuneés iSeina tik
viena briauna. Raskite jungiu funkciniu n eilés grafu kieki.

8. Matricos, asocijuotos su grafais.

Be Prituferio kodo, ivesto medziu zyméjimui, informacija apie numeruotus grafus gal-
ime i8reiksti matricomis. Tarkime, jog n-tos eilés orentuoto multigrafo (multidigrafo) G
virstinés sumumeruotos skaiCiais 1,...,n ir a;; — briaunu, iSvestu i§ ¢-os i j-a virSunes,
skaic¢ius. Matrica Ag su elementais a;;, 1 < 4,5 < n, vadiname gretimumo matrica.
Neorentuoto multigrafo atveju gretimumo matrica yra simetriné, o kilpu kiekis dvigubi-
namas.

Sunumeravus ir briaunas skaiciais 1,...,m, ¢ia m — grafo didumas, galime sudaryti
grafo incidentumo matrica B = B = (b;;), 1 <i<n, 1 <j<m,su

1, jei ¢ virSuné yra incidenti j briaunai, kuri néra kilpa,
bij = < 2, jeii virsune yra incidenti j briaunai, kuri yra kilpa
0, jei 7 virStuné néra incidenti j briaunai.
Apibréziant digrafo incidentumo matrica, atsizvelgiama i briaunos krypti. Dabar
bekilpiam digrafui

1, jei ¢ yra pradiné j briaunos virsune,
bij =< —1, jeii yra galiné j briaunos virsune,
0, ¢ vir§iné néra incidenti j briaunai.
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Jei ¢ virStune yra incidenti kilpai, pazymeétai j numeriu, tai daznai vartojamas zymuo
bij = —0.
Pateiksime viena ivestuju matricu sarysi.

1 teorema. Tarkime G - numeruotas multidigrafas be kilpu, A ir B — jo gretimumo
i incidentumo matricos atitinkamai. Tada

BB' =D — A.

Cia ' Zymi matricos transponavima, o D — diagonali matrica, kurios jstriZainéje yra is
eilés surasyti virsuniy laipsniai.

Irodymas. Jei ¢;; — matricos BB’ bendrasis narys, tai

(1) Cij = Zbilbjl-
=1

Todél, kai @ # j, sandauga b;b;; lygi O arba -1. Pastaroji lygybé yra teisinga tik tuo
atveju, kai x;x; = ¢;. Sudedant pagal [, -1 dauginsis iS tokio skaiciaus, kiek yra briaunu,
jungianciu x; ir ;.

Kai i = j, ¢;; yra matricos istrizainés narys. Matrica A turi nuline istrizaine. (1)
suma lygi briaunu, iSvestu i§ x; skaiciui.

Teorema irodyta.

Algebroje yra iprasta matricas susieti su tiesiniais vektoriniu erdviu atvaizdziais.
Kokios vektorinés erdvés yra natturalios grafu teorijoje? Iliustracijai panagrinésime viena
elektrotechnikos problema.

9. Fizikiniai elektros grandiniu deésniai.

Elektros grandines vaizduojamos multidigrafais. Grafu teorija palengvina fizikiniu
uzdaviniu sprendima, ir atvirksciai, elektros grandiniu uzdaviniai padaré itakos grafu
teorijos vystymuisi.

Prisiminsime pagrindinius fizikos désnius, veikiancius grandinése. Naudosime elek-
trinio potencialo taske, potencialu skirtumo tarp tasku, elektros sroveés krypties bei
didumo, varzos bei laidumo savokas, o taip pat grafu teorijoje priimtus terminus. Priimti
fizikoje matavimo vienetai: omai, amperai ar voltai, musu nedomins.

Ohm’o désnis. Jei p = pyy = p(z) — p(y) - potencialy briaunos vy (isvestos is x §
y) galiniuose taskuose skirtumas, o r - §ios briaunos varza, tai elektros srovés, tekancios
1§ x ¢y didumas

W= Wyy = P

Kirchhoff’o potencialuy désnis. Jei xgxy...xpx0 - elektros grandinés ciklas, ir
Diji+1 - potencialy skirtumas tarp tasku x; ir x;11, ta

po1 +pi2+ -+ pro=0.
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Aisku, nenuliniu potencialu (ar sroviu) atveju potencialu (sroviu) zenklai bus tiek
teigiami, tiek ir neigiami. Visada laikoma, kad wgy = —wy,.

Kirchhoff’o srovés désnis. Jei wy,, - sroviy, istekanciy 1§ virsunés x briaunomis
xxi, t=1,...,k, didumai ir Weo , = —Wg o - STOVES, itekancios ¢ virsune x, didumas,
tai

Wagy T Wyzy + -+ Wagy, + We 0o = 0.

Briaunoje xy, esancioje realiojoje fizikinéje elektros grandinéje, svarbus tik poten-
cialu skirtumas p,, = p, — py, 0 ne patys potencialai. Todel dazniausiai srovés iS¢jimo
virsunéje potencialas laikomas nuliniu. Tada potencialai kituose taskuose apibréziami
vienareikSmiskai. Pagriskite Sia mintj!

Isnagrinékite Siuos iliustracinius uzdavinius:

1) i§ auksciau pateiktu désniu iSveskite varzos ir laidumo nuosekliajame ir lygia-
greCiame jungimuose savybiu;

2) raskite sroviu didumus ir bendra varza rombo su viena istrizaine pavidalo grandi-
neje;

3) raskite kubo, kurio briaunos turi vienetines varzas, bendra varza.

4) pakeiskite zvaigzdini 4 eilés grafa trikampio grafu, kad varzos jungiant bet kurias
vir§uniu poras butu tos pacios;

5) apskaic¢iuokite trikampés piramidés briaunu varza.

Egzistuoja idomus rysSys tarp elektros sroviu grafo briaunose didumu ir tam tikru
karkasiniu medziu kiekio.

1 teorema. Tarkime, kad elektros grandiné yra jungus multidigrafas G, kurio
kiekviena briauna turt vienetine varzZa, be to, vienetinio didumo srové iteka virsunéje
s ir iSteka virsunéje t # s. Jei N - grafo G karkasiniy medziy kiekis, o N(xy) - kiekis
karkasiniy medziy, kurivose yra s —t takas, pereinantis briaung xy nuo x link y. Tada
dydziai kiekvienoje virsunéje
N(zy) — N(yz)

N

Wy 1=

tenkina Kirchhoff’o srovés désnj.

Irodymas. Pradékime vienu akcentu. Pastebékime, kad s — ¢ takas medyje yra
vienintelis. Jis gali turéti ar neturéti briaunos zy. Pirmuoju atveju §i briauna pereinama
nuo z link y (tada §i taka iskai¢iuojame i N(zy)) arba atvirkséiai (takas iskai¢iuojamas
dydyje N(yx)).

Nagrinékime Kirchhoff’o srovés désni taip vadinamoje elektros Saltinio virsunéje
s. Tarkime, kad I'(s) - jos kaimyniniu virsuniu aibé. Kiekvienas karkasinis medis eina
per tam tikra virsune is I'(s), ir tuo paciu, - per briauna su, todél

Z N(su) = N.
u€el'(s)

Be to, galim susitarti, kad visos briaunos yra iSvestos i§ Saltinio ir nei viena nenukreipta
iji. Tad, N(us) =0ir



To buvo ir tikétasi.

Sis désnis virsiinéje t patikrinamas taip pat.

Tarkime y - bet kuri kita virstuné. Karkasiniai medziai, kuriuose esantys s — ¢ takai
neina per y, nefiguruoja dydziu w;, apibrézime. Toliau imkime medi T ir jame esantj
s —t taka

Pr=s...xyz...t,

einanti per virstine y. Briaunos xy kryptis sutampa su tako kryptimi, todél ji inesa i dydi
N(zy) lygiai 1-a. Bet take yra ir briauna yz, kurios inasas, lygus 1, bus dydyje N(zy).
Bendras inasas i

> Wy

z€l(y)

lygus nuliui. Tad §i suma lygi nuliui. Srovés désnis patikrintas.
1 teorema irodyta.

Kai briaunu varzos néra vienetines, irodomas bendresnis teiginys. Elektros grandinés
karkasinio medzio svoriu vadinama jo briaunu laidumu sandauga. Pazymékime N* visu
karkasiniu medziu svoriy suma, o N*(xy) - karkasiniu medziu, turin¢iu s —t taka , einanti
per xy Sia kryptimi, svoriu suma.

2 teorema. Tarkime, kad elektros grandiné yra jungus grafas G, ir vienetinio
didumo srové jteka virsunéje s ir isSteka virsunéje t # s. Tada srové briaunoje xy lygi

 N*(zy) — N*(yx)
Wyy = N+ .

Irodyma paliekame skaitytojui.

Kirchhofo désniu taikymas, kai elektros grandinéje yra daug virstniu, — ilgas proce-
sas. Imkime grandine, vaizduojama kubiniu grafu, ir raskime sroves, tekancias dvy-
likoje jo briaunuy, jei visu briaunu varzos yra vienetinés, o vienetinio didumo srové jteka
vienoje virsuneje ir iSteka gretimoje pastarajai virsunéje. Jei negalvodami jvestume 12
nezinomuyju ir, turédami 8 virsines, pritaikytume Kirchhofo srovés désni kiekvienoje is
ju, po to imtume visus galimus ciklus (pvz., ciklus sudaro kiekvieno i 6 Sonu briaunos,
kiekvienos i§ 12 poru Sonu, turin¢iu bendra briauna, ”iSorinés” briaunos ir t.t.) ir jiems
pritaikytume potencialo désni, tai gautume tiesiniu lygciu sistema, kurioje labai daug
lygéiu. Aisku, tarp ju bus daug tiesiSkai priklausomu. Pasirodo, yra budu i§ anksto
numatyti reikalingu nepriklausomu lygciu skaiciu.

10. Vektorinés erdvés, asocijuotos su grafais.

Tarkime G = (V, E) - n eilés ir m didumo grafas. Nagrinékime funkciju erdve
Co(G) :={f:V —C}

funkciju sudéties kiekviename taske bei daugybos is skaliaro atzvilgiu. Funkcija f nusako
jos reikdmés virsunése f(z;) =: ¢;, 1 < j < n. Todél Cy(G) izomorfiska C”, o jos

17



dimensija lygi n. Jos standartiné bazé¢ bus funkciju rinkinys fi,..., f,, kai funkcija f;
apibréziama lygybémis

fil@s) = biy.
Cia dij - Kronekerio simbolis. Dabar lygybe

n
fle) =Y cifi(a)-
j=1
funkcijos f israiska standartine baze. Ivedus skaliarine daugyba
n —
< fl " >i= ZC;C;‘/
j=1

erdvé tampa kompleksine Euklido erdve (unitariaja), sios daugybos atzvilgiu standartiné
bazé yra ortonormuota.
Panasiai ivedama ir m - maté erdvé funkciju, apibréztu grafo briaunu aibéje:

Cl(G) = {g ) C}

Ji yra izomorfiska erdvei C™. Idomesnis ir svarbesnis digrafu atvejis. Tegu toliau briaunos
sunumeruotos skaiciais nuo 1 iki m ir joms priskirtos kryptys. Turédami cikla L, sudaryta

iS briaunu e;,,...,e;, , kur e; vienas galas sutampa su e;, galu, ir fiksuodami ciklo
krypti (sakysim, pries laikrodzio rodykle planariajame grafe), ciklui galime priskirti taip
vadinama ciklo vektoriu z;, = (21,...,2m), i8 1,-1 arba 0:

1, jeigu e; priklauso ciklui ir eina ciklo kryptimi;
z; = ¢ —1, jeigu e; priklauso ciklui, bet jo kryptis priesinga;

0, jeigu e; nepriklauso ciklui.

Naudojamas ir kitas vaizdus vektoriaus Zj uzraSas

m
Zr = E Zj€j,
J=1

neteikiant Sioje sumoje jokios geometrinés prasmes, iprastos vektoriams, briaunoms e;,
nors jos turi ir kryptis.
Sekant kitais autoriais, galima naudoti ciklui priskirta funkcija (ciklo funkcija):
m
gr(e) = szgj(e), ecE

j=1

su standartine funkciju g;, 1 < j < m, baze. Aisku, vektoriniu erdviu izomorfizmo tik-
slumu, tai yra tas pats. Kadangi grandiné yra ciklu, neturin¢iu bendru briaunu, sajunga,
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tai jai galime irgi priskirti panasia funkcija - suma funkciju, priskiriamu atskiriems jos
ciklams. Kai L perbégs visus grafo ciklus, gausime aibe funkciju {gr, }, ju tiesinis apvalkas
Z(@G) erdvéje C1(G) vadinamas cikly poerdviu. Jo dimensija dimZ(G) vadinama grafo
G ciklomaciuoju skaiciumi.

Sudarykime dar viena erdvés C;(G) poerdvi. Imkime virsuniu aibés skaidini P:

V=ViUVy VUV, =0.

Nagrineékime tik tas briaunas, kurios eina i§ V7 i V5 arba atvirksciai. Si briaunu aibe
vadinama pjuvio aibe. Sudarykime vektoriu up = (uq,...,uy,) € R™

1, jeigu e; eina is V7 1 Va;
u; =< —1, jeigue; eina is Vo i Vi;

0, jeigu e; nejungia Vi su Va.
daznai uzrasoma suma
m
Up = E Uje;
Jj=1
arba funkcija

gp(e) = Zujgj(e), eck,
j=1

¢ia - gj, 1 < j < m, standartiné funkciju bazé. Imant visus imanomus skaidinius P ,
gaunama funkciju gp sistema, jos tiesinis apvalkas U (G) erdvéje C(G) vadinamas pjuviu
poerdviu (kociklu poerdviu).

1 teorema. Briauny funkciju erdvé - tiesioginé tarpysavyje ortogonaliy poerdviy
Z(G) ir U(G) suma. Jei grafas G turi n virsuniy, m briauny ir k jungumo klasiu, tai

dimZ(G) =m —n+k, dimU(G) =n — k.

Irodymas. Tikriname teoremoje nurodytu poerdviu ortogonaluma. Imame bet koki
cikla L ir bet koki skaidini P bei funkciju koordinaciu vektorius zy, ir up ir skai¢iuojame
< zZr,up >. Nenuliniai Sios skaliarinés sandaugos déemenys atitiks tik L ciklo briaunoms,
priklausanc¢ioms ir P pjuviui. Ju skaicius yra lyginis. Susitarkime laikyti, kad briauna
—ej, eina ciklo kryptimi, jei e; kryptis buvo prieSinga ciklo krypciai. Tada nagrinéjama
skaliarineé sandauga lygi kiekiui L ciklo briaunu, einanciu i§ V; i Vo minus kiekiui ciklo
briaunu, einanciu i V5 i V3. Vadinasi, ji yra lygi nuliui. Tuo paciu poerdviu ortogo-
nalumas irodytas.

Teoremoje nurodytos dimensiju formulés iSplauks i$ nelygybiu

(1) dimZ(G) > m—n+k, dimU(G) > n — k.

Tarkime pradzioje, kad G - jungus grafas, k = 1. Imkime karkasini medij 7. Tarkime,
kad medyje panaudotos eq,...,e,_1 briaunos, o likusios e,, ..., e, buvo nepanaudotos.
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Prijungimas bet kurios i$ Siu briaunu sukuria 1 cikla. Ji vadinsime fundamentaliuoju
ciklu. Tegu L, n < j < m, vienas i$ §iu fundamentaliu ciklu, o z; - jo vektorius. Atkreip-
kime démesi i paskutines m — (n — 1) koordinaciu. Kai j = n, pirmoji i8 8iu koordinaciu
lygi 1 ar -1, o kitos lygios nuliui. Panasiai, kai j = m, visos minétos koordinatés , iSskyrus
paskutine, lygios nuliui, o paskutinioji lygi 1 arba -1. IS ¢ia iSplaukia vektoriu sistemos
Zj, n < j < m nepriklausomumas. Pirmoji i§ (1) nelygybiu irodyta.

Nagrinédami pjuvius irgi panaudokime karkasini medi. Pastebékime, kad bet kokios
T briaunos e, 1 < j <n — 1, iSmetimas duotu pjuvi P;, (V =V; UV, V/nV/ =0), o
pati briauna e; jungtu viena virSuniu aibe su kita. Tarkime, kad e; pradZzios virsuné yra
aibéje V. Dabar sio pjuvio vektorius

U; = (ulj, ceey Uggy et ,un_lyj)

turés uj; = 1, o u;; = 0, kai i # j, nes nejungia V su V/'. Akivaizdu, jog tiesiskai
nepriklausomu tokiu vektoriu sudarytume ne maziau, negu n — 1. Tuo biidu jungaus
grafo atveju (1) lygybeés irodytos.

Kai G grafas turi jungumo klases G ..., Gy, funkciju erdve C1(G) yra tiesioginé
suma ortogonaliu tarpusavyje funkciju erdviu C;(G;),1 < j < k, kurios pagal irodyta
dalj issiskaido dvieju ortogonaliu poerdviu sumomis. Be to, Z(G) N C1(G;) = Z(G,) bei
U(G)NC1(G;) =U(G;),

dmU(G) =dimU(Gy) +---+dimU(Gg) = (n1 — 1)+ -+ (nx — 1) =n — k.

Cia \Vil=mn;irni+ -+ np=n.

1 teorema irodyta.

Pastebékime, jog Kirchhofo srovés désnius visoms virsuinéms galima uzraSyti nau-
dojant incidentumo matrica B. Tarkime w = (wq,...,w,,)" — srovés vektorius stulpelis,
sudarytas i§ sroviu, tekanc¢iu visomis briaunomis, tai matricu lygybé

Bw=0=(0,...,0)

apima sroves désnius visose virsuneése i karto. Toliau nagrinéjant, aisku, imtume tik
tiesiskai nepriklausomos incidentumo matricos eilutes.

Panasiai elgiamasi ir potencialu atveju. Jei zy, - L ciklo vektorius, o p = (p1,...,Pm)
- potencialu skirtumu vektorius, tai Kirchhoff’o potencialu désnis teigia, jog

< zZr,p>=0.

Kadangi grandineje gali buti daug tarpusavyje priklausomu cikly, nebutina juos visus
naudoti. IS tiesu, vektoriai zj, priklauso ciklu poerdviui Z(G), kurio dimensija lygi m—n+
1 (Ivedus 8altinio bei i3¢jimo virsune, grandiné yra jungi, £ = 1), todél pakanka naudoti
tik fundamentaliuosius ciklu vektorius. Surade karkasini medi 7', iSvesta sakykim, per
briaunas ey, ..., e,_1 imkime paeiliui likusias briaunas ey, ..., e,,. Tarkime gautuju ciklu
vektoriai Z;, n < j < m suradyti eilutémis, sudaro matrica C, (m —n+1) x m, tada visa
informacija apie potencialus uzrasoma matricine lygybe.
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Kirchhoff’o potencialuy désnis. Je: C' fundamentaliyjy ciklo vektoriy sudaryta
matrica, o p - potencialy skirtumy vektorius stulpelis, tai

Cp = 0.

Ir Ohm’o désniui galima suteikti matricine vektorine israiska.

Grizkite prie ankséiau minétos elektros grandinés, vaizduojamos kubiniu grafu. Sio
grafo ciklomatusis skaicius lygus 5. Isveskite karkasini medj ir sudarykite 5 fundamental-
iuosius ciklus. Uzrasykite Kirchhoff’o potencialu désni. Prijunge lygciu sistema, gauta
i§ sroves désnio, bei sroviu ir potencialu sarysius, gautus i§ Ohm’o désnio, raskite sroves
sio grafo briaunose bei bendra jo varza.

11. Srautu uzdaviniai digrafuose

Kaip ir elektros srovés atveju, nagrinésime digrafus G = (V, E') su orentuotu briaunu
aibe E. Siame digrafe briaunos zy ir yx yra skirtingos, jos gali buti abi. Deél §ios
priezasties digrafas nelaikomas multidigrafu. Virsuniu aibeje iSskirsime Saltinio virSune s
bei is¢jimo virsune ¢t. Digrafus, kuriuose iSskirtos saltinio ir i§éjimo virsunés, o briaunoms
yra priskirti svoriai (talpos) dar vadinmai tinklais. Pazymékime

IM(z)={yeV: azyeE}
Tai gretimu x virstniu aibeé, kuriai egzistuoja briaunos einancios i§ x i y. Panasiai,
I'(z) ={yeV:yxeE}

Srautu vadinsime neneigiama funkcija f : E — R™, tenkinancia Kirchhoff’o désni:

kiekvienoje digrafo G vidinéje virsunéje x # s,t teisinga lygybé

> fay)= ) [l

yel'+(z) z€l'—(z)

Srauto reiksmes zymeésime f(e) = f(xy), kai briauna e eina is x i y.

Apibrézime nurodytos reikSmiu s sumos vadinamos iSeinancio i$ virsunés = bei i ja
jeinancio srauto didumais. Trumpiau kalbant, laikome, kad vidinése vir§tinése srautas
nesukuriamas. Digrafo virsunéje s paleistas

= D> fly)— > flz9)

yer*(s) zel'—(s)

didumo srautas iSeina i virStnés t tokio pat didumo

ooty Do fty).

yel'—(t) yelr+(t)
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Sia reiksme v( f) vadinsime srauto kiekiu digrafe G. Ar bet kokio kiekio srautas gali biiti
apibréztas digrafe? Praktikoje daznai siekiama maksimalaus didumo srauto, tac¢iau bri-
aunos turi ribotas talpas (pralaiduma). Viso digrafo talpa nusako rinkinys neneigiamu
skai¢iu {c(xy); xy € E}, t.y., funkcija ¢ : E — RT. Todél tokiuose uzdaviniuose atsi-
randa natturalios salygos

(1) f(zy) < c(zy)

bet kokiai xy € E. Tuo paciu,

(2) o(f) < Y elay) < .

zycE
Apibrézimas. Srauta fo, tenkinanti (1) salyga ir toki, kad

(3) mazv(f) = v(fo),

vadiname (suderintos) maksimalaus srauto problemos sprendiniu.

Sio sprendinio egzistavimas - netrivialus dalykas. ISsiaiskinkime, ar galima (3) ly-
gybéje naudoti "max” vietoje abejoniu nekelianc¢io ”sup”.

1 teorema. Egzistuoja maksimalaus srauto problemos sprendinys.

Srautu, tenkinanciu (1) salyga, egzistavimas akivaizdus.

Is (2) isplaukia, jog egzistuoja baigtinis dydis v := supsv(f). Cia supremumas
imamas pagal visus imanomus digrafo srautus. Todél egzistuoja seka srautu f1,.., fn, ...
tokia, kad

(1) Jim o(fy) = .

Imkime e; = xy. Seka fy(e1) < c(e1) aprézta, tad galime iSrinkti poseki N = N’ — oo,
kuriam galioja (4) bei fn(e1) — f(e1). Pakartoje procesa keleta kartu, gautume poseki
N = N" — oo toki, kad galiotu (4) ir

(5) In(e) = fle) < c(e)

su kiekvienu e € E. Funkcija f(e) neneigiama, (5) nelygybé rodo, kad ji patenkina (1)
talpos salyga, be to, v(f) = v. Todél f - maksimalus srautas.
1 teorema irodyta.

Maksimalaus srauto problema 1956-57 m. nagrinéjo L.R.Ford’as bei D.R.Fulker-
son’as. Ju sitlymu remsimeés digrafo minimalaus pjuvio savoka. Prie§ ivesdami ja,
pazymekime

EX,)Y)={zy: z€ X,y Y}, X, Y cVW

Tai - briaunuy, iSeinanciu i§ X i Y, aibé. Bet kokiai funkcijai g : E — R pazymékime

g X, Y)= > glay)

zyeE(X,Y)
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Kai g(xy) = c(zy), tai ¢(X,Y) reiskia aibés F(X,Y) talpa.

Apibrézimas. Jei S CV bei S =V\S - netusti poaibiai ir s € S, ot € S, tai aibé
E(S,S) vadinama G digrafo pjuviu, atskirianciu virsanes s ir t.

Pastebékime, jog iSmetus i§ digrafo briaunas, priklausancias pjuviui, jokio srauto is
s 1t néra. Atvirksciai, kai iSmetus kazkokios aibés F' briaunas iS F, joks srautas i§ s
nepatenka i ¢, tai aibéje F' turi buti poaibis, sudarantis digrafo pjuvi, atskirianti s nuo
t. Minimalios talpos pjuvis F(S,.5) vadinamas minimaliuoju pjuviu. Kadangi briaunu
kiekis baigtinis, minimalaus pjuvio egzistavimas yra akivaizdus.

2 teorema (Maksimalaus srauto arba minimalaus pjuvio t.). Maksimalaus
srauto 1§ virsunés s ¢ virsune t reiksmeé lygi minimaliojo pjuvio, atskiriancio s nuo t,
talpai.

Irodymas. Pagal 1 teorema egzistuoja srautas su maksimalia reikSme v. Be to, aisku,
kad bet kokio pjuvio, atskiriancio s nuo ¢ talpa yra nemazesné uz v. Todél turime irodyti,
kad egzistuoja pjuvis, kurio talpa lygi v. Irodinédami 2 teorema, mes pateiksime ir buda,
kaip toki pjuvi rasti.

Rekursyviai apibrézkime poaibi S C V. Tegu s € S ir, jei x € S bei

(T1) f(zy) < c(zy)
arba
(T2) flyz) >0,

tada prie S prijunkime y. Sis procesas baigtinis, nes turime tik baigtini virstniu skai¢iu.
Isitikinkime, jog t ¢ S. IS tiesu, jei butu priesingai, aibéje S turétume s — ¢ taka
P, einantj per virStnes rg = s, x1,...,x; = t. Ju incidenc¢ioms briaunoms z;z;41 galiotu
salyga
g = max{c(xixiﬂ) — f($i$i+1>, f(l‘H_le)} Z minei =e>0

su kiekvienu 0 < ¢ <[ — 1. Apibrézkime nauja funkcija f* : F — R™ lygybémis:

fle), Jei egP,
e, jei e=ux;x;y1 € P ir jai patenkinta (T1) salyga,

s
*
—
N
I
~
—
N
+

fle) =

jei e=uwmx;11x; € P ir jai patenkinta (T2) salyga.

Nesunku jsitikinti, jog funkcija f* - srautas. Cia Kirchhoff’o désnis P tako virsinése
tikrinamas atsizvelgiant i (T1) bei (T2) atvejus. Be to, v(f*) = v + ¢ ir f nebutu
maksimalus. Priestara jrodo, kad t € S, o aibé F(S,5) atskiria s nuo t.

Pastebékime, kad f(zy) = c(xy) bei f(yx) = 0 su kiekvienu z € S ir y € S. Todél

(6) v=F(8,8) = f(5,9) =D flay - D [flyx).

z€S,yes yeS,xesS

Pagal anksciau padaryta pastaba, pirmoji suma lygi c(S,S), o antroji - lygi nuliui. Vad-
inasi, v = ¢(S,5) ir 2 teorema irodyta.
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Bendru atveju 2 teorema nepasako, kaip rasti maksimaluji srauta, t.y. pacia funkcija
f. Ja remiantis zinome tik maksimaliojo srauto diduma v = v(f), nes pjuviu aibé yra
baigtine, perrinkus ja, rastume minimaluji pjuvi ir jo talpa, lygia v. Taip vadinamu
sveikaskaiciu srautu (ju reikdmeés briaunose - sveikieji skai¢iai) atveju maksimaliojo srauto
problema pavyksta iSspresti visiskai.

3 teorema. Jei talpos funkcija c(ry) kiekvienoje briaunoje xy igyja tik naturalias
skaitines reiksmes, tai egzistuoja maksimaliojo sveikaskaicio srauto radimo algoritmas.

Irodymas. Konstruojame baigtine didéjancia sveikaskaic¢iu srautu seka fo, f1,...,
pradédami nuo fo = 0, ir besibaigsian¢ia maksimaliuoju srautu. Jei f; jau apibréztas,
tai kaip ir 2 teoremos irodyme, sudarykime aibe 5;, imdami s € 5, ir toliau prijungus
x € V, prijungiame y € V, jei patenkinta bent viena i§ (T1) arba (T2) salygu. Baige i
procesa, turime, jog fi(zy) = c(zy) ir fi(yz) = 0 kiekvienam z € S; bei y € S;.

Jei t ¢ S, tai kaip ir (6) formuléje, turétume

v(fi) = fi(SiSi) — fi(Ss,8:) = Z c(zy) = c(S;, S;).

r€S;,y€S;

Kadangi rézio c(S;, S;) negalétu virsyti ir maksimaliojo srauto f didumas v(f), tai i$ cia
iSplaukia, kad f; - maksimalus srautas.

Jei dabar t € S, tai kaip ir 2 teoremos irodyme, srauta f; galime padidinti iki f; 1,
pakeisdami jo reiksmes atitinkamo s — ¢ tako briaunose. Butent, f;+1(zy) = fi(zy) + 1,
kai patenkinta (T1) salyga, ir fi+1(yz) = fi(yx) — 1, kai patenkinta (T2) salyga. Tada

v(fiv1) > v(fi) + 1.

Procesas baigsis, nes

o(fir) < Y clay).

zyeE

Paskutiniam sekos nariui f, turésime ¢ ¢ .S).
3 teorema irodyta.

Intuityviai aisku, kad teoremose galé¢jome apsiriboti becikliais maksimaliaisiais
srautais, t.y. srautais, neturinciais funkciju

f(x1m2) >0, f(wox3) >0, ... f(xp—12%) >0, f(TRT1) >0

kada x1,...,zk, r; sudaro digrafo cikla.

Keliu saltiniu s; bei keliu is¢jimo virsuniu ¢; atvejai susiveda i jau nagrinéta atveji.
Pakanka prijungti viena virStine s, iSvesti briaunas ss; iS s i duotasias Saltiniu virsiines s;
bei prijungti bendra is¢jimo virsune t ir briaunas ¢;¢. Apibréziant pjuvius atskiriancius
Saltinius nuo iSéjimo virsuniuy, tikslinga naujuju briaunu neijungti i juos.

Maksimaliuju srautu uzdaviniai kyla ir turint apribojimus arba talpas vidinéms di-
grafo virsunéms. Bet ir pastarieji susiveda i srautu uzdavinius, kai turimi briaunu talpu
apribojimai. Pakanka vietoje virsunés x digrafe ivesti dvi virstunes z—, 7 bei orentuota
briauna z~ 2", o visas buvusias briaunas yx pakeisti briaunomis yx~ ir zy - briaunomis
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xTy. Virsunés talpa c(r) naturaliai keiciasi briaunos x~zT talpa. Ankséiau turétu
briaunu talpas galime laikyti net begalinémis, jos neturés itakos skaiciuojant baigtine
minimalia pjuvio talpa. Pjuviu, aiSku, dabar laikoma iSmetamu virstiniu aibé, neturinti
s ir t, ir reikalaujama, kad joks srautas nepatektu is s i t. Ivedus papildomas briaunas,
ju pjuvio minimali talpa sutampa su minimalia virStuniu pjuvio talpa. Tokiu buidu
i§ 2 teoremos iSvedamas dar vienas teiginys.

4 teorema. Tuarkime, kad G - digrafas su visose virsunése x € V |, x # s,t,
apibrézta talpy funkcija c(x). Tada maksimalus srauto f(x), x € V, i§ s i t didumas,
esant patenkintai salygai f(x) < c(x), lygus minimaliai virsuniy pjuvio, atskiriancio s
nuo t, talpai.

12. Grafu jungumas. Menger’o teorema.

Nagrinéjant srautus grafuose isryskéjo pjuviu svarba. Jungiojo grafo G = (V) E)
virguniu (briaunu) aibés poaibis Vj (atitinkamai Fy) vadinamas atskirian¢iuoju, jeigu
grafas G — Vj (arba atitinkamai G — Ej) jau nebéra jungus arba yra sudarytas i$ vienos
virstines (grafas K1 = Ey). Atskiriantieji poaibiai, kuriu visi netrivialiis daliniai poaibiai
néra atskiriantieji, vadinami pjuviais. Akreipkime démesi, kad siame kontekste pjuvio
savoka igyja nauja prasme. Dabar pjuviai yra minimaliis atskiriantieji poaibiai.

Jei i§ jungaus G grafo atémus ne daugiau bet kokiu k—1, k < n—1, virsuniy jis islieka
jungiu (islikusiu virsuniu kiekis yra ne mazesnis negu 2), tai G vadinamas k jungiuoju
virstiniuy atzvilgiu arba prasme. Siu naturaliyju skai¢iu k& maksimumas vadinamas
jungumo koeficientu ir zymimas k(G). Kitaip tariant, x(G) = k, jei atémus bet
kokias k — 1 virSuiniu, grafas lieka jungiu, o iSmetus k virstiniu, jis turi bent dvi jungumo
klases arba lygus K!. Aisku, pirmuoju atveju turéjo biiti n > k(G) + 2, o antruoju —
k(G) = n — 1. Be to, siuo atveju grafas G = K", nes priesingu atveju egzistuotu bent
dvi negretimos virsineés, todél iSmetus likusias n — 2 virsuniu, liktu nejungus grafas.

Panasiai, elgiamés ir briaunu atveju. n, n > 2, eilés grafas G vadinamas k jungiuoju
briaunuy atzvilgiu, £ > 1, jei atémus bet kokias k£ — 1 ar maziau briaunu jis islieka jun-
gus. Siu nattiraliyju skai¢iy & maksimumas vadinamas jungumo koeficientu briauny
atzvilgiu ir zymimas A\(G).

Taigi, jei A(G) = k (zinoma, grafo didumas m > A(G)), tai G bus k jungus briaunu
atzvilgiu su kiekvienu 1 < k < A\(G). Pavyzdziui, pakankamai dideliam jungiam G grafui,
neturin¢iam tiltu, gauname, A\(G) > 2. Netrivialus (n > 2) jungusis grafas visada yra 1-
jungis. Pilnajam grafui K™ gausime A\(K") = x(K"™) = n—1, tac¢iau jungumo koeficientai
gali ir labai skirtis savo didumais. Nubrézkime toki grafa.

Imkime du pilnus grafus K', neturiné¢ius bendry virsaniu. Iveskime nauja virstne v
ir ja sujunkime su kiekviena ankstesne virsune. Aisku, v iSmetimas i§ gautojo grafo G vél
grazins pirmykste situacija su dviem jungiais grafais. Tad, k(G) = 1, taciau A\(G) = .

1 teorema. Jeix €V irzy € F, tai
k(G) —1 < k(G —2x) < K(G), AMG) =1 < MG —zy) < ANG).
Irodymas iSplaukia is jungumo koeficientu apibrézimu.
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2 teorema. Jei §(G) - minimalus G grafo, virsunés laipsnis, tai
(1) k(G) < AG) < 4(G).

Irodymas. Kai G = K", visi trys koeficientai lygts n — 1.

Antroji i$ (1) nelygybiu lengvai patikrinama. Pakanka imti §(G) laipsnio virsuneés
incidencias briaunas ir jas atimti i§ G. Gauname viena izoliuota virstne ir dvi jungumo
komponentes. Todél A(G) < 6(G).

Jei A(G) < 1, tai A(G) = k(G).

Tarkime, kad A(G) = k > 2. Be to, tegu G' = G — {z1y1,...,ZrYx} - nejungus
grafas. Jei G = G — {x1,...,x} - irgl nejungus, tai k < k, ir pirmoji i§ (1) nelygybiu
irodyta. Jei G” dar jungus (taip butu, kai x1, ...,z - krastinés virsunés), tai 6(x;) < k.
IS tiesu, Siai virSunei gretimos virsunés galéjo buti xo, ...,z bel viena i§ G” virsuniu.
Jei pastaruju butu buve daugiau, G’ butu buves jungus. Dabar i§ G atéme virsines,
gretimas x1, o ju turime k, padidiname jungumo komponenciu skaic¢iu. Vadinasi, k < k.

2 teorema irodyta.

Grafo jungumas priklauso nuo taku i$§ vienos virsuneés i kita skaiciaus. s — t takai
vadinami nepriklausomais, jeigu jie neturi bendru virsuniu, iSskyrus s ir . Panasiai,
naudosime ir takus, neturinc¢ius bendru briaunu, nors specialaus apibrézimo ir neivesime.
Jei W - atskirianti G grafo aibé (virsuniu arba briaunu aibés poaibis), o virsunés s ir
t yra skirtingose grafo G — W jungiose komponentése, tai W vadinamas atskirianciu
virStines s ir . Mus domins maziausias galimas tokios aibés W elementu kiekis. Jis
riSasi su nepriklausomu s — t taku skaiciumi. Visa, kas pasakyta Siame skyrelyje, tinka ir
multigrafams.

Menger’o teorema (1927).

(1) Tegu s irt - negretimos virsunés. MaZiausias kiekis virsuniy, atskiriancéiuy s nuo
t, lygus didzZiausiam nepriklausomuy s — t taky skaiciui.

(I1) Tegu s irt skirtingos grafo virsunés. MaZiausias kiekis briaunu, atskirianciy s
nuo t, lygus didZiausiam neturinciy bendry briauny s —t taky skaicius.

(1) teiginio irodymas. Kiekviena xy briauna pakeiskime dviem orentuotom briaunom
xy ir yx. Be to, visoms virsStinéms, isskyrus s ir ¢, suteikime vienetine talpa. Tada maksi-
malus srauto i§ s i ¢ didumas lygus maksimaliam nepriklausomu s —t¢ taku skaic¢iui. Pagal
9.4 teorema jis lygus minimaliai virStuniu pjuvio talpai. Bet pastaroji lygi atskirianciu
virsuniu kiekiui.

(II) teiginio irodymas. Vél apibrézkime digrafa, visoms briaunoms suteikdami vie-
netines talpas. Dabar (II) tvirtinimas yra specialus 9.2 teorems atvejis.

Menger’o teorema irodyta.

Zinoma, autorius nesinaudojo vélesne (Fordo ir Fulkersono) teorema, todél ir mes
pateiksime paties Menger’o samprotavimus. Jie tinka ir bendresniu multigrafu atveju.

Antrasis (11) teiginio jrodymas. Aisku, jog maksimalus s —t taku, neturin¢iu bendru
briaunu, skai¢ius negali virSyti briaunu kiekio atskirianc¢iame pjuvyje. Atvirksciai nely-
gybei irodyti taikysime matematine indukcija.

Kai grafo didumas m = 1, teiginys teisingas. Tarkime, kad jis teisingas visiems
multigrafams, kuriu didumai mazesni uz m. Nagrinékime jungu G grafa, kurio didumas
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yra m, turinti minimaluy pjuvi E/ C FE, atskiriant] s nuo ¢, i§ k& briaunu. Matosi du
atvejai:

1) nei s, nei ¢t néra incidencios visoms briaunoms i§ E’;

2) s arba t yra incidenti visoms E’ briaunoms.

Pirmuoju atveju, grafo G— E’ abi likusios jungiosios komponentés G ir G turi bent
po dvi virsunes ir bent po viena briauna. Sudarykime du naujus grafus (gal, multigrafus,
nors pradinis grafas ir butu paprastasis). Sutraukime G; jungiaja komponente, kurioje
yra s, 1 viena §i taska ir i§ jo iSveskime E’ briaunas. Tuo budu gavome grafa F} su
vir§uniu aibe {s} U V(G2) bei briaunu aibe E’ U E(G3). Panasiai, sutrauke G i viena
tagka t ir B/ briaunomis ji prijunge prie G, sudarome grafa Fy. Abu naujieji grafai F} ir
F5 turi maziau negu m briaunu, juose E’ islieka pjuviu, atskirianciu s ir ¢. Jiems teisinga
indukciné prielaida: F} ir F, grafe egzistuoja k taku is s i t. Siuos Fy grafo takus pratese
takais Fy grafe gauname k taku i§ s i ¢ pradiniame G grafe.

Antruoju atveju, kai s arba t yra incidenti visoms i$ k& bet kokio pjuvio E’ briaunu,
galima laikyti, kad visos F briaunos priklauso tam tikram minimaliam pjuviui, atskirian-
¢iam s ir t. IS tiesu, prieSingu atveju, galétume atimti pjuviui nepriklausancias briaunas,
sutraukti grafa ir pritaikyti indukcijos prielaida. Rade k taku mazesnéje briaunu aibéje,
juo labiau juos turésime ir didesnéje aibéje. Tuo paciu iSsimeta ir kiekvieno s — ¢ tako
tarpinés briaunos, kurios yra neincidencios su s ir t. Likusiame grafe kiekvienas s — ¢
takas turi 1 ar dvi briaunas, o viena i$ ju priklauso E’ pjuviui. Atéme viena taka i3
G likusiame grafe turétume mazesni skaic¢iu briaunu ir tik £ — 1 briaunos pjuvi. Jam
pritaike indukcijos prielaida, gautume k — 1 taka. Todél pradiniame grafe buvo k taky is
sit.

(IT) Menger’o teoremos teiginys irodytas.

Dabar galime atsakyti i klausima, kada grafas yra k jungus virsuniu arba briaunu
atzvilgiu.

3 teorema. Grafas yra k jungus, k > 2, virsuniy atzZvilgiu tada ir tik tada, kada
bet kokias jo dvi virsunes jungia bent k nepriklausomuy keliy. Grafas yra k jungus, k > 2,
briauny atZvilgiu tada ir tik tada, kada bet kokias jo dvi virsunes jungia bent k keliy,
neturinéiy bendry briauny.

Irodymas. Pritaikyti Menger’o teorema.
Y y g

13. Parinkimas. Hall’o teorema

Parinkimo problemos turi ir gyvenimisku variantu. Tarkime, kad baigtiné aibe
vaikinu, pazistanciu po keleta merginu, nusprendé vesti. Keli vaikinai gali pazinoti ta
pacia mergina. Kokios salygos turi buiti patenkintos, kad kiekvienas is ju galétu vesti jau
pazistama mergina? Panasi problema gali susidaryti, kai keletas darbininku, turin¢iu po
kelias, gal but, bendras specialybes, pretenduoja i keleta darbo vietu. Kaip juos idarbinti,
kad kiekvienas dirbtu pagal savo specialybe? Pradzioje pateiksime kombinatorini vedybu
problemos sprendima, kuri 1935 metais pasitulé P.Hall’as, véliau tai susiesime su grafais.

1 (Hall’0) teorema. Visi m vaikiny, paZistanciy po keletq merginy, galés vesti savo
pazistama tada ir tik tada, kada bet kuris k, poaibis vatkiny, 1 < k < m, kartu paémus
pazista ne maziau kaip k merginy.
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Irodymas. Butinumas yra beveik akivaizdus. Jei kazkoks k rinkinys vaikinu nepazis-
ta, bendrai paémus, k merginuy, tai ju negalétume apvesdinti su pazistamomis.

Pakankamuma galime jrodyti matematinés indukcijos metodu. Kai m = 1, proble-
mos sprendimas akivaizdus. Tarkime vedybu problema iSsprendziama bet kokiai aibei
vaikinu, kuriu skai¢ius mazesnis negu m. Pradzioje iSnagrinékime atveji, kai bet koks
biurys k vaikinu, £ < m, bendrai paémus pazista k + 1 mergina. ISnaudodami §i pazinc¢iu
rezerva, apvesdiname bet kurij i§ vaikinu su jo pazistama, o likusiai aibei i§ m — 1 vaikino
pritaikome indukcijos prielaida.

Tarkime dabar, kad & < m yra toks, kad k vaikinu biurys kartu pazista lygiai k
merginu. Pagal indukcijos prielaida Sie vaikinai gali biiti apvesdinti su savo pazistamomis
i§ Siu k£ merginu. Nagrinékime likusius m — k viengungiu. Bet kuris ju h poaibis, A <
m — k, kartu paémus turi pazinoti A i$ likusiu merginu. Priesingu atveju, kartu su jau
apsivedusiais jie butu nepazinoje k + h merginu. Vadinasi, ir likusiai aibei m — k vaikinu
patenkinta teoremos salyga. Kadangi antrajai vaikinu aibei irgi tinka indukciné prielaida,
teorema irodyta.

Pavaizduokime Hall’o teoremos situacija dvidaliu grafu. Tarkime, kad G = (V3 U
Va, E) - dvidalis grafas, t.y., E briaunos jungia tik V; vir§unes su V5 virsunémis. Tarkime,
kad |V;| < |V|. Sakome, kad G grafe yra galimas visiSkasis parinkimas, jei aibéje V5
egzistuoja poaibis Vy, toks, kad |V1| = |V5], ir V4 virsunés yra sujungtos E briaunomis
su VJ virsunémis. Kyla klausimas, kada egzistuoja visiskas parinkimas.

2 teorema. Tegu G = (V4 U Vo, E) - dvidalis grafas, ¢(A) C Va - aibé virsuniy,
sujungty E briaunomis su A C Vy virsunémis. Visiskas parinkimas egzistuoja tada ir tik
tada, kada kiekvienam poaibiui A C Vi teisinga nelygybé |A| < |p(A)].

Irodymas. Interpretuokime Vi Hall’o teoremos vaikinu aibe, o V5 - merginu aibe.
Akivaizdu, kad 2 teorema iSplaukia i anks¢iau irodytos teoremos.

14. Skirtingi poaibiu atstovai

Matematikai svarbi ir kita Hall’o teoremos interpretacija. Spreskime toki uzdavini.
Tarkime A = {A;,...,A,,} - aibés X netusciu poaibiu seima. Kada egzistuoja rinkinys
(z1,...,2m) skirtingu X elementu tokiu, kad x; € A;, 1 < i < m ? Toki x-u poaibi i$
X vadinsime poaibiu A; skirtingu atstovu rinkiniu. Sutinkamas ir A transversalés
terminas.

1 teorema. X aibés poaibiy Seimos A = {Ay,..., Ay} skirtingu atstovy rinkinys
egzistuoja tada ir tik tada, kada

(1) ‘ Uier 4i| > |F|

su kiekvienu poaibiu F C {1,...,m}.

1 jrodymas. Sudarykime dvidali grafa G(Vi,V3) su Vi = A, o Vo = X. Be to,
iSveskime briaunas A;z;, jei ; € A;. Ka reikStu visiSkas parinkimas Siam dvidaliui
grafui? Tai butu X poaibio, turin¢io m elementu bei sujungtu briaunomis su A, radimas.
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Akivaizdu, kad toks poaibis ir butu A skirtingu atstovu rinkinys. Vadinasi, 2 teorema
yra 1 teoremos iSvada.

R.Rado jrodymas. Trodymo idéja: jei (1) salyga yra patenkinta su aibe A;, |A4;| > 2,
tai ji iSlieka patenkinta ir atémus atémus i§ jos kazkuri elementa. Sia savybe irodysime
veliau. Dabar iS jos iSvedame teoremos teigini.

Pasinaudoje, jeigu reikia, minéta savybe keleta kartu ir iSméte i§ A; joje minimus
elementus, vietoje visy aibiu A4; galime gauti vieno elemento poaibius. Bet tada (1) salyga
reigkia, kad visi like A; elementai yra skirtingi X elementai. Todél jie sudaro ieskoma
skirtingu atstovu rinkini. Tuo buidu, teorema biitu irodyta.

Griztame prie minétos savybés. Tarkime, kad i = 1, |A1| > 2, z,y € Ay, ir bet kurio
i$ ju atémimas i§ A; pakeistu (1) salyga. Tai reiskia, jog turime du indeksu poaibius
Fy, Fy C {2,...,m} tokius, kad

@ 1P| = ‘ User As U (A1 \ {x})! < IR
3) Q= \ Users As U (A1 \ {y})\ < IRl
Tada

PUQ= UiEFlquAi UA; C X

ir ji patenkina (1) salyga, tad

(4) |[PUQ| > |FL U Fy| + 1.
Be to,
(5) PNQ| > ‘ Uiernr, Ai| > [F1 N Fy,

nes ir paskutiné sajunga tenkina (1) salyga. Dabar i (2), (3), (4) ir (5) nesunkiai iSvedame
priestara:

||+ 2] =2 [P+ Q| = [PUQ[+[PNQ| =
> |FL U+ 1+ |FiNEy| =|F|+ |Fa] + 1.

1 teorema irodyta.

Prisiminsime viena viduramziu zaidima — lotyniskuju kvadratu sudaryma. n eilés
lotyniskuoju kvadratu vadinama skaiciu 1, 2, ..., n matrica, kurios eilutése ir stulpeli-
uose yra skirtingi elementai. Ar su kiekvienu n tokia matrica egzistuoja?

2 teorema. Tequ n > 1 — naturalusis skaicius. FEqgzistuoja n eilés lotynniskasis
kvadratas.
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Irodymas. Irodysime net daugiau: kiekviena staciakampe matrica, vadinama lo-
tyniskuoju staciakampiu, m x n, 1 < m < n, su skirtingais elementais (i3 skaic¢iu
1,...,n) eilutése ir stulpeliuose galime papildyti iki lotyniskojo staciakampio su didesniu
skaiciumi eiluciu. Kadangi bet kuris skaiciu 1,...,n kélinys sudaro vienos eilutés lo-
tyniskaji staciakampi, kartodami papildymo procediira, sudarytume lotyniskaji kvadrata.

Tarkime, turime m X n lotyniskaji staciakampi, m < n. Kartu paémus, Siame
staciakampyje kiekvienas elementas pakartotas m kartu, po viena kiekvienoje eilutéje.
Pazymékime A, ..., A, skai¢iu, nepatekusiu i matricos stulpelius, aibes. Pastebékime,
kad |A,;| = n —m, o kiekvienas skaicius i§ X = {1,...,n} jose pasikartoja n — m kartu.
Pastaraji teigini nesunku izvelgti nagrinéjant matricos stulpelius, papildytus aibémis A;.
Taip susidarytu n kéliniu, kuriuose bet kuris i§ skaic¢iu, nevirsijan¢iu n, pasikartotu n
kartu. Kadangi lotyniskajame staciakampyje Sis sakicius pakartotas m kartu, todél visose
aibése A; jis pasikartoja n —m kartu.

Ar egzistuoja skirtingu atstovu rinkinys poaibiu Seimai A4 = {44, ..., A, }7 Patikri-
name (1) salyga. Bet koks k poaibiu i§ A; rinkinys turés (n—m)k, galbut, pasikartojanc¢iu
elementu. Jei Siu poaibiu sajunga turétu maziau negu k skirtingu elementu, tai bent
vienas skaicius turetu pasikartoti daugiau negu n —m kartu. Tai prieStarauja ankstesnei
pastabai. Tad (1) salyga yra patenkinta. Egzistuojantis skirtingu atstovu rinkinys gali
sudaryti nauja lotyniskojo staciakampio eilute. Pakartoje tai keleta kartu baigiame 2
teoremos irodyma.

Kai kada pasiseka isrinkti tik ¢ < m skirtingu atstovu rinkini (daline transversale).
Jo egzistavimo salyga Siek tiek silpnesné.

3 teorema. Tequ A = {A4,..., A} — netuséiu aibés X elementy poaibiy Seima.
Skirtingy atstovy rinkinys is t elementy, priklausanciy kazkurioms i§ A; aibiy po viena,
egzistuoja tada ir tik tada, kai

Irodymas. Kai |F| 4+t —m < 0, salyga triviali. Tegu ¢t < m, imkime bet kokia
aibe D, |D| = m — t ir nesikertancia sy X. Sudarykime aibés X U D = X' poaibiu
seima A" = {A; UD,..., A, UD}. Isitikinkime, jog A dalinis ¢ skirtingu atstovu rinkinys
egzistuoja tada ir tik tada, kada A’ turi skirtingu X’ atstovu rinkini.

IS tiesu, rade dalinij rinkini x4, ..., z; galétume prirasyti visus D elementus ir tuo budu
gauti A’ skirtingu X’ atstovu rinkini, jau turinti m elementu. Atvirksciai, turédami
pastaraji rinkini, ir iSmete iS jo visus D atstovus, kuriu bus ne daugiau negu m — t,
gautume bent ¢ skirtingu aibiu is A atstovu, t. y., dalini rinkini.

Lieka isitikinti, kad (6) salyga yra ekvivalenti Hall’o teoremos salygai, pritaikytai
Seimai A’. Tai iSplaukia i§ sarysio

‘UiGF (AiUD)' = ‘ Uier Ai| +m —t > |F|.

3 teorema irodyta.
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Jei dvidaliame grafe G = G(V; UV, E) egzistuoja bent ¢ briaunu, jungianciu skirtin-
gas V] virsunes su skirtingomis V5 virgunémis, tai sakome, kad grafe yra dalinis ¢ < |V|
parinkimas. Tegu, |Vi| = m bei kaip ir anks¢iau ®(x;) C Vo — virsuniu, sujungtu
briaunomis su x;, aibe.

Isvada. Dvidaliame G(Vy U Vo, E) grafe yra dalinis t < |Vi| parinkimas tada ir tik
tada, kada

‘ Uier ©(x;)| > |F|+t —m, Fc{l,..,m}.

Uzduotis. Prie kokiu salygu egzistuoja dalinis skirtingu atstovu i§ A rinkinys
iSrinktu i Xo C X7

15. (0,1) matricos

Hall’o teoremos salygos tikrinima palengvina matricu, kuriu elementai yra tik nuliai
arba vienetai, nagrinéjimas. Tokios matricos vadinamos (0,1) matricomis. Tarkime,
kad A = {A1, ..., A} — netusciu aibés X = {xy, ..., x,, } elementu poaibiu seima. Matrica
M= (mij), 1 <i<m,1<j<mn,sumy € {0,1} ir m;; = 1 tada ir tik tada, kada
x; € A; vadiname Seimos A incidenciaja matrica. Dvidaliame G(V; U Vs, E) grafe,
Vi ={x1,..xm}, Vo ={w1,..., yn}, imdami kaip ir anks¢iau aibe V5 virsuniu, kurios buvo
sujungtos su z; € Vq, gautume, jog m;; = 1 tada ir tik tada, kai x;y; € F.

(0,1) matricos elementu rangu (nelygu matricos rangui!) vadiname didziausia
skaiciu vienetu, kurie yra skirtingose eilutése ir skirtinguose stulpeliuose.

1 teorema. Aibés X poaibiy Seima A = {A1, ..., An} turi didZiausia t skirtingu
atstovy rinking tada ir tik tada, kai jos incidencios matricos elementy rangas lygus t.

Irodymas isplaukia iS apibrézimu.

Kita teorema, skirta palengvinti (0,1) matricos elementu rangui skaiciuoti.

2 teorema (KoOnig, Egervary, 1931). (0,1) matricos elementy rangas lygus
maziausiam skaiciui eiluciy ir stulpeliy, kurivose yra visi matricos vienetiniai elemen-
tai.

Irodymas. Tarkime, kad visi vienetiniai elementai yra r eiluc¢iy ir s stulpeliu, r ir s
yra minimalus, o p = r + s. Aisku, jog elementu rangas nevirsija .

Irodysime, kad matricoje yra p vienetu, iSsidésciusiu skirtingose eilutése ir skirtingu-
ose stulpeliuose. Patogumo sumetimais, perstatykime eilutes ir stulpelius taip, kad visi
vienetai butu virSutinése r eiluc¢iu ir paskutiniuose s stulpeliu. Gauname tokia matrica:

A — (P S) -
0 @
Cia kairiajame apatiniame kampe yra daliné nuliné matrica, kurios matavimai yra (m —
r) X (n —s). Atkreipkime démesi i dalines matricas P ir (). Nei viena matricos P eiluté
negali buti nuliné. Priesingu atveju visus M vienetus biitume sutalpine i maziau negu r
eiluciu ir s stulpeliu. Panagiai samprotaudami gautume, kad @) stulpeliai yra nenuliniai.
Tegu A;, © < r, - pirmuju n — s stulpeliu indeksu j, kai m;; = 1, poaibis. Si
poaibiu Seima A = {Aq, ..., A,.} tenkina Hall’o teoremos salyga. IS tiesu, jei koks nors k
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Siu poaibiu rinkinys turés maziau negu k elementu, tai matricoje M Sias eilutes galime
pakeisti maziau negu k stulpeliu ir, tuo budu, sutalpinti visus vienetus i maziau negu
w eiluciy ir stulpeliu. Pagal Hall’o teorema galime iSrinkti skirtingu atstovu rinkinj is r
elementu. Jis nurodys skirtingus indeksus stulpeliu, kuriuose yra M matricos r vienetu,
kurie be to bus ir skirtingose eilutése. Panasiai pasielge su matrica (), gausime dar
s vienetu skirtingose M eilutése ir stulpeliuvose. Todél M elementu rangas yra lygus
rT+S=U.
2 teorema irodyta.

16. Takuy ir cikluy ilgiai

Susipazinsime su paprasCiausiais grafu parametru vertinimo uzdaviniais. Jeigu G
grafe jvertine jo parametra f(G), sakykime per grafo eile n, diduma m, maziausia ar
didziausia virsuneés laipsni § bei A atitinkamai, gauname, kad f(G) < C(n,m,d, A), ¢ia
C - kazkokia parametru funkcija, tai G grafas, kuriam butu tenkinama lygybé, vadinamas
ekstremaliuoju grafu. Ju aprasymas — aktuali problema.

Pradzioje iSspreskime uzdavini: kiek maziausiai reikia turéti virsuniu, kad G grafe
butu ciklas, kurio ilgis yra ne didesnis uz g7

1 teorema. Tegu § = 0(G) > 3 - maZiausias grafo laipsnis. Jei grafo maZiausias
ctklo ilgis yra g > 3, tai jo eilé n tenkina nelygybes

I+ 5;% ((5 —1)le=D/2 _ 1), kai g yra nelyginis,
n > mno(g,0) =
=3 <(5 —1)9/% — 1>, kai g yra lyginis.

Irodymas. Tarkime, jog g = 2d + 1 su d > 1. Imkime bet kokia virSine x ir
skai¢iuokime virstines, esancias nuo jos atstumu k = 1,...,d. Pastebékime, kad arti nuo
x esancios virstines ir x gali jungti tik vienas takas. IS tiesu, jei z ir « jungtu du skirtingi
ne ilgesni negu d takai, tai turétume ne ilgesni negu 2d ilgio cikla. Dabar galime ivertinti
kieki virsuniu, esanciu netoli nuo .

Visu pirma, x turi ne maziau negu é gretimu virstuniu. Atstumas iki ju yra vienetas.
Kiekviena i$ §iu kaimyniniu virstniu turi bent po d — 1 savo nauju gretimuju virsuniu.
Iki ju atstumas nuo x yra 2, nes yra tik vienas kelias nueiti nuo x prie bet kurios is ju.
Taigi i§ viso yra ne maziau negu 0(é — 1) virsuniu, atstumas iki kuriu yra 2.

Samprotavimus galime pakartoti, kol atstumas iki nauju virStuniu yra ne didesnis
uz d. Taip gauname, kad virsuniu, iki kuriu atstumas yra k£ < d yra ne maziau negu
§(0 — 1)*~1. Vadinasi, grafas turi ne maziau negu

n>14+84+60—-1)+---+6(6—1)%"1
virstiniu. Kadangi sudéje desinéje puséje stovincius geometrinés progresijos narius gau-
name ng(g,0), nelyginio g atveju teoremos teiginys yra irodytas.

Tarkime, kad g = 2d yra lyginis naturalusis skai¢ius. Imkime dabar dvi gretimas
virsunes x ir y. Jos abi turi ne maziau negu 2(é — 1) kaimyniu, t.y., virSuniu, iki kuriu
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atstumas nuo x ar y yra 1. Panasiai, 2 atstumu rasime nemaziau negu 2(d — 1)? virsiiniu
ir k < (d—1) atstumu — 2(6 — 1)* virsaniu. Ir vél sudéje pagal k = 1...,d — 1 gauname
no(g,d) lyginio g atveju.

1 teorema irodyta.

I sios teoremos zinodami grafo eile bei minimalu laipsni, galétume isvesti grafo
ciklo maziausio ilgio iverti i virSaus. Teoremos irodymas nurodo buda, kaip nusakyti
ekstremaliuosius grafus. Tai bus tokie grafai, kad kiekviename miisu irodymo zingsnyje
gausime nurodyta skai¢iu virsuniu. Pvz., kai g yra nelyginis, jame turi buti § virsuniu 1
atstumu, 6(§ — 1) - 2 atstumu, ir taip toliau, 6(6 — 1)97! - d atstumu. I viso ekstremali-
ajame grafe turi buti ng(g,d) virsuniu. Ir toks pat vaizdas turi buti pradedant nuo bet
kokios virsunés. Todél toks grafas turi buti 0 reguliarus. Maksimalus atstumas tarp
dvieju virsuniu (grafo skersmuo) turi buti d. 1 teoremos ekstremalieji grafai vadinami
Moore vardu.

Irodyta teorema nusako salygas, kada grafas turi trumpo ilgio cikla. O kada jis turi
ilgus ciklus ar takus?

n eilés grafas vadinamas Hamiltono, jeigu jame yra n ilgio ciklas. Jame busirn—1
ilgio (neuzdaras) takas.

2 teorema. Tegu G - jungus ne Hamiltono grafas, turintis maksimalaus 1 ilgio cikla
(grafo apskritima). Tada jis turi ir | ilgio neuZdara takq.

Irodymas. Ciklui C' = z1...x;, | < n, nepriklauso bent viena vir§uné y, kuri jungiame
grafe turi buti gretima vienai i§ ciklo virSuniu, tarkime x;-ai. Tada yx;...z; yra [ ilgio
takas. 2 Teorema irodyta.

Isvada. Jei jungiame ne Hamiltono grafe yra maksimalaus [ ilgio takas, tai jo
apskritimo ilgis irgi nevirsija l.

3 teorema. Tegu G - jungus n > 3 eilés grafas ir yra patenkinta sqlyga

deg(x) + deg(y) > k.
Cia x iry - bet kurios negretimos virsunés. Jei k = n, tai grafas yra Hamiltono. Jei

k <n, tai G yra k ilgio takas ir nemazesnio uz (k + 2)/2 ilgio ciklas, jei tik k > 2.

Irodymas. Tarkime G néra Hamiltono grafas, o P = z;...x; maksimalaus [ — 1 ilgio
takas. Matome, kad 1 ir x; gretimos virsuneés priklauso tik takui. Be to, jos tarpusavyje
néra gretimos, nes priesingu atveju, paéme dar jas jungiancia briauna gautume [ ilgio
cikla. Tai priestarautu ankstesnei iSvadai. Pastebékime, kad P take néra virSuniu x; ir
xit1, tokiu, kad 1 < i < [—1ir x; butu gretima x;, o x;41 - virStnei x;. IS tiesu, prieSingu
atveju galétume sudaryti [ ilgio cikla x1...x;x;2;_1...x;121. Taigi, aibés

F(.ﬁﬂl) = {l‘j D T1T; € E} F+(£El) = {xi—l—l XX € E}
yra nesikertantys {xs, ..., x;} poaibiai. Todél
k <deg(x1)+deg(x;) <l—1<mn-—1.

Kai k = n, tai priestarautu musu prielaidai, kad G néra Hamiltono grafas. Tuo
pirmasis teoremos teiginys irodytas.
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Kai k < n, jau turime P taka [ — 1 > k ilgio. Tai yra antrasis tvirtinimas.
TIeskokime ilgo ciklo. Tegu deg(x1) > deg(x;). Tada deg(x1) > k/2. Be to,

t:=max{i: zx; € E} >deg(z1)+1>k/2+ 1.

Kadangi x1...x;x1 sudaro cikla, ir treciasis teiginys irodytas.

4 teorema. Tequ G - n > 3 eilés grafas, neturintis k > 1 ilgio neuZdaro tako. Tada
grafo didumas
(k—1)n
m< ——.
- 2
Grafas yra ekstremalusis tada ir tik tada, kada kiekviena jo komponenté yra yra pilnasis
k eilés grafas.
Irodymas. Taikome matematine indukcija n atzvilgiu. Jei n < k, teiginys akivaizdus,
kadangi net pilnasis grafas turi tik n(n — 1)/2 briaunu.
Jei G grafas néra jungusis, pritaikome indukcijos prielaida kiekvienai i jungumo
klasiu. Ekstremaluji grafa gausime, kai kiekviena i $iu komponenciu yra K* grafai.
Tarkime, kad G yra jungus, n > k ir teiginys teisingas mazesnés eilés grafams. Jei
n > 3, pagal 3 teorema egzistuoja virsuné x su deg(x) < (k — 1)/2. Nei G grafas, nei
G — x neturi K* pilnojo pografio. Priesingu atveju, rastume k ilgio taka. Kadangi G — x
neeekstremalus grafas, jo m(G — x) didumas mazesnis uz (k-1)(n-1)/2. Todél

m=<deg(z) +m(G—z)< (k—1)/24+(k—1)(n—1)/2=(k—1)n/2.
4 teorema irodyta.

17. Pilnuju pografiy egzistavimas

Isreiskime zinoma fakta, jog SeSiu studentu draugijoje visada egzistuoja trejetas,
kurie pazista vienas kita arba nei vienas nepazista kito, grafu teorijos terminais. Vaiz-
duokime studentus Sestos eilés grafo vir§unémis ir junkime briauna virstnes, jei atitinkami
studentai pazinojo vienas kita. Salia nubrézkime grafo papildini, t.y., grafa su Sesiomis
virstinémis, kurios sujungtos briaunomis, jei atitinkami studentai nepazinojo vienas kito.
Uzdéjus abu grafus viena ant kito, gautume pilnaji K¢ grafa. Taigi, minétas faktas teigia,
kad bet kaip perskyrus pilnojo grafo briaunas i dvi dalis (pvz., nudazius jas dviem skirtin-
gomis spalvomis), arba viename, arba kitame pografyje bus pilnasis K3 pografis. Deja,
penkiu studentu draugija tokios savybés jau nebeturi.

Apibendrinant galime kelti klausima, koks turi buti n, kad G grafe butu K* pilnasis
pografis arba jo papildinyje G iki pilnojo grafo biitu K* pilnasis pografis. Maziausias toks
n, zymimas R(s,t), vadinamas Ramsey’io skaiC¢iumi. Aisku, kad tikslinga apsiriboti
grafais, turinc¢iais bent viena briauna, todél ateityje laikysime, kad s,t > 2. Pastebékime,
kad

R(s,t) = R(t,s), s,t>2,



IS tiesu, dazant K* grafo briaunas juodai ir baltai, arba visos briaunos bus juodos, arba
bent viena balta.

Ramsey’io teorema (1928). Kai s,t > 2, teisinga nelygybé

R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t —1).

R(s,t) < (TJFS_Q).

s—1

Be to, kai s,t > 2,

Irodymas. Pirmaja nelygybe irodinéjant, galime laikyti, kad deSinéje esantys déme-
nys yra baigtiniai. Tegu n := R(s — 1,t) + R(s,t — 1) =: ny + ny. Dazykime K" grafo
briaunas juodai ir baltai. Reikia rasti juodai nudazyta pografi K* arba balta pografi K¢.

Fiksuokime K™ virsune z. Jos laipsnis deg(x) = n—1 = ny +ng—1. Todél 8i virsuné
yra incidenti nemaziau negu n; juodu briaunu arba — nemaziau negu ns baltu briaunu.
Simetriskumo déka galime teigti, kad yra teisingas pirmasis atvejis. Nagrinékime pilnaji
K™ grafa, kurio virSunés yra incidentinés x ir kurias su x jungia juodos briaunos. Jei
K™ turi balta K pografi, tai pirmoji nelygybé irodyta.

Priesingu atveju, pagal pazyméjima nqy = R(s — 1,t), pilnasis K™ grafas turi juoda
K71 pilnaji pografi, kuris kartu su z ir juodosiomis briaunomis, inciden¢iomis x, sudaro
pilnaji pografi K°. Pirmoji teoremos nelygybé irodyta.

Antraja teoremos nelygybe irodome matematinés indukcijos metodu. Kaip esame
pastebéje, kai s = 2 arba t = 2, antroji nelygybé virsta lygybe. Tarkime, kad s,t > 2, o
s’ t' > 2 kita pora natturaliu skaiciu, s’ +r’ < s + ¢, kuriai antroji teoremos nelygybé jau
yra teisinga pagal indukcine prielaida. IS anks¢iau irodytos nelygybes isplaukia

R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1) <
<t+s—3> (t+s—3> <t+s—2>
< + _ ‘
- s—2 s—1 s—1

Ramsey’io skai¢iu ivertinimas i§ apacios - zZymiai sudétingesné problema.

Teorema irodyta.

16. Kituy vienspalviuy pografiy egzistavimas.

Apibendrinkime praeitame skyrelyje spresta uzdavini. Tegu H;, Hs — bet kokie
grafai. Kada nuspalvinus pilnojo K™ grafo briaunas juodai ir baltai, jame rasime juoda
H, pografi arba balta Hs pografi 7 Grubu n iverti i§ apacios duoda jau turéta medziaga.
Kadangi H;, tarkim, s; eiliu grafai gali buti papildyti iki pilnuju K% grafu , o ju
egzistavima jau istyréme, tai suformuluoto uzdavinio teigiamas atsakymas bus, jei

n > R(s1,s2).
Atskirais atvejais, zinant H; savybiu, galima gauti geresnius ivercius.

Apibendrintuoju Ramsey’io skai¢iumi r(Hy, H;) vadinamas maziausias natu-
ralus skaicius n toks, kad bet kaip juoda ir balta spalvomis spalvinant K™ briaunas,
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Siame grafe rasime juoda pografi H; arba balta pografi Hs. Palygine su anksc¢iau turétu
Ramsey’io skai¢iumi, matome, jog

r(K*, K%)= R(s1,$2).

Is apibendrinto Rasey’io skaiCiaus apibrézimo isplaukia, kad egzistuoja r(Hy, Hy) — 1
eiles G grafas toks, kad Hy ¢ G ir Hy ¢ G. Irodysime pora teiginiu, i§ kuriu matysis
apibendrinty Ramsey’io skaiciu kitimas, kei¢iant grafus H;.

1 teorema. Tequ T — 1t eilés medis, s,t > 2. Tada
r(K*T)>(s—1)(t—1)+ 1.

Irodymas. Nagrinékime (s — 1)K®~! grafa, t.y., (s — 1)-o K'~! grafo sajunga. Jame
néra T medzio. Jo papildinys iki pilnojo (s — 1)(¢ — 1) eilés grafo yra (s — 1)-dalis grafas,
kurio kiekviena virsiniu aibé turi po ¢ — 1 elementa. Jis neturi K* savo pografiu. Todél

r(K*,T)> (s—1)(t—1)+1.

Teorema irodyta.

Galima butu irodyti, kad teoremos teiginys yra teisingas, nelygybe pakeitus lygybe.
Specialiu atveju panagrinékime galima r(Hy, Hy) didéjima, kai pografiu H; eilés didéja.

Lema. Teisinga nelygybé
(1) ’I“(G,Hl UHQ) §max{r(G,H1)+ |H2|, T‘(G,HQ)}.

Cia |H| — poggrafio eilé.

Irodymas. Desinéje (1) nelygybeés puséje esanti dydi pazymékime n ir nagrinékime
K™. Jei sio grafo kazkoks nuspalvinimas juoda ir balta spalva duoda juoda G pografi,
nelygybé irodyta. Jeigu ne, tai i§ nelygybes

n > r(G, Hy)
iSplaukia, jog egzistuoja baltas Hs. Toliau nagrinékime K" — H, grafa. IS nelygybés
n — |[Hz| > r(G, Hy)

matome, kad pastarasis grafas turi balta H;. Vadinasi, pilnasis K™ grafas turi balta
H, U H, pografi.
Lema irodyta.

Isvada. Su bet kokiu s > 1 teisinga nelygybé

r(Hy,sHo) < r(Hy, Ho) + (s — 1)|Ha|.

Irodymas matematinés indukcijos metodu. Isitikinkite tuo!
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2 teorema. Jet s >t > 1, tai
r(sK? tK?) =2s+t— 1.

Irodyma pradékime pastaba. Atkreipkime démesi, kad K? grafas — tiesiog viena
briauna, o sK? — s negretimu (nepriklausomu) briauny. Teorema teigia, kad tam, kad
bet kokiame n eilés G grafe butu s nepriklausomu briaunu, arba jo papildinyje ju butu
t, yra butina ir pakankama nelygybé n > 2s +t — 1.

Surasime 2s +t — 2 eilés G grafa, kuris neturi Sios savybes. Imkime

G = K25—1 UEt—l
Jis neturi s nepriklausomu briaunu. Jo papildinys lygus
é — E28—1 +Kt_1
Prisimenant grafu sumos apibrézima, atkreipkime démesi, kad visos E?*~! virstnés yra

sujungtos briaunomis su visomis K‘~! virsinémis. Bet virstiniy skaicius yra nedidelis,
todeél ir G neturi ¢t — 1 nepriklausomos briaunos. Taigi,

(2) r(sK*tK*) > (2s—1)+(t—1)=2s+t—1

ir ivertinys iS apacios arba minétos salygos biitinumas irodytas.
Ivertinimas i$ virSaus remiasi tuo, kad

r(sK? K?) = 2s
ir nelygybe
(3) r((s+1D)K?, (t+1)K?) < r(sK?,tK?) +3,

kurios irodyma pateiksime véliau.
Turédami (3), galime pritaikyti indukcija ir gauti
r((s+1)K? (t+1)K?) <r(sK* tK?*) +3 <
< (s — DK%, (t—1)K?) +6 <
<r((s—t+1)K? K*) +3t=2(s—t+1)+3t =25+t +2.

Tuo ivertinys is virSaus yra irodytas.

Griztame prie (3) nelygybés irodymo. Tegu n - naturalus skaicius, esantis desinéje
jos puséje. Pasinaudoje (2) matome, jog n > 2s+t— 143 = 2(s + 1) + ¢t. Nagrinékime
n eilés G grafus.

Jei G = K™, tai jis turi s + 1 nepriklausoma briauna, nes s + 1 < n/2. Jei G = E™,
tai juo labiau jo papildinys, lygys K™, ju turi ¢t + 1.
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Jeigu G néra nei pilnas, nei tuscias grafas, tai egzistuoja trys virsuneés z,y, z tokios,
kad zy € E(G) ir zz € E(G). Grafe G — {z,y, 2} yra n — 3 = r(sK?,tK?) virsiiniu.
Pagal apibendrintojo Ramsey’io skai¢iaus apibrézima, arba jame yra s nepriklausomu
briaunu, arba jo papildinyje ju yra t. Pirmuoju atveju pridéjus xy, o antruoju atveju —
xrz, gauname, kad arba pats G turi s + 1 nepriklausomu briaunu arba jo papildinyje ju
yra t + 1. I3 ¢ia iSplaukia (2) nelygybeé.

2 teorema irodyta.

Panasiu budu galima jrodyti, jog
r(sK3 tK?) = 3s 4 2t,

jeitik s >t >1, s > 2.

17. Grafo virSiuniu spalvinimas.

Isreiskime grafu teorijos terminais toki uzdavini. Reikia sudaryti laisvai pasirenkamu
paskaitu tvarkarasti, kuris uzimtu maziausiai laiko, bet kad kiekvienas studentas galétu
isklausyti kiekviena ji dominancia paskaita. Paskaitu, skaitymas lygiagreciose auditorijose
neribojamas.

Tegu paskaitos zymi grafo virSunes. Dvi virStines junkime briauna, jei atsiras bent
du studentai, norintys isklausyti abi Sias paskaitas. Aisku, kad tokios paskaitos turi
buti skaitomos skirtingu laiku. Vaizdumo délei Sias virSunes nuspalvokime skirtingomis
spalvomis. Tuo budu grafo virsuniu aibé issiskaido i V7, ..., Vi poaibius vir§uniu, turinc¢iu
vienoda spalva. Vieno poaibio paskaitos gali biuti skaitomos vienu laiku skirtingose au-
ditorijose, taciau skirtingu poaibiu paskaitos - tik kitu laiku. Skai¢ius k parodys bendra
visu paskaitu trukme. Virsuje suformuluota uzduotis reikalauja minimizuoti §i k.

Bendra grafo virsuniu spalvinimo problema formuluojama panasiai. Kiek reikia
skirtingu spalvu nudazyti G grafo virsunéms, kad gretimosios virsunés butu skirtingu
spalvu? Minimalus spalvu kiekis x(G) vadinamas chromaciuoju grafo skai¢iumi. For-
malizuojant spalvinima galétume isreiksti atvaizdziu terminais. Reiktu spalvas suzymeti
skaiciais 1,..., k ir ieskoti atvaizdzio ¢ : V — {1,...,k} tokio, kad virsiniu aibés ¢=1(i)
poaibis butu nepriklausomas, t.y., bet kokiu dvieju jo virstuniu nejungtu briauna. Chro-
matusis skai¢ius x(G) priklauso nuo grafo strukturos. Bet kokios eilés tuséiajam grafui
jis lygus vienam, n eilés pilnajam grafui jis lygus n, o n eilés T medziui x(7T") = 2.

Grafo spalvinima galima atlikti naudojant ”goduji” algoritma. Juo remiantis,
pakanka sunumeruoti virstunes ir spalvas, sakykime x1,...,x, bei c1,...,c,. Tiek spalvu
tikrai pakaks! Dazyma pradedame x;, tada dazome x5 ta pacia spalva, jei x1 néra gre-
tima x9, ir — kita spalva, jei jos yra gretimos. Nudazius ¢ virSune, sekancia x;; dazome
spalva su maziausiu galimu indeksu taip, kad anksc¢iau nudazytos ir gretimos su ;41
biutu skirtingu spalvu.

Isnagrinékime G(V, E) grafa su V = {z1,...,xs} ir

E = {£U1£U4, 1T, T1Xg, T2T3, T2T5, TL2X7, T3Te, L3Tg, T4X5, T4T7, T5T8§, $6337}-

Godusis algoritmas reikalauja 4 spalvu, taciau tai - dvidalis grafas, todél jis yra dvispalvis.
Algoritma galima pataisyti, kitaip sunumeruojant vir§ines. Viena i§ geresniu numeracijos
budu gautume is Zzemiau pateikiamos teoremos irodymo.
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G = G(V,E) grafo generuotuoju pografiu vadinsime pografi G = G(V', E’),
V' Cc V, E' C E, toki, kad i briaunu E’ poaibj patenka visos E briaunos, jungiancios
virstines i V’. Sis poaibis vir§iniu ir jas jungian¢iu E briaunu poaibis nusako generuotaji
pografi. Todél ji galime zymeéti G[V’]. Pografis G — {z1, ..., x5} yra generuotasis su bet
kokiomis vir§unémis x1,...xs € V. Jam V' =V \ {x1,...,z:}.

1 teorema. Tegu §(H) yra minimalus pografio Hlaipsnis, k = maxy 6(H), cia
maksimumas imamas pagal visus G grafo generuotus pografius. Tada x(G) < k + 1.

Irodymas. Egzistuoja z,, virsuné su deg(x,) < k. Pazymékime H, 1 = G — {z,}.
Siame pografyje irgi yra x,,_1 virsuné, kurios laipsnis nevirsija k. Toliau imkime H,,_o =
G —{xn,xy_1} ir x,_o virsine jame. Po n zingsniu gauname virsuniu numeracija.

Pastebékime, kad z; turi ne daugiau negu k gretimu jai virsuniu i§ {z1,...,x;-1}.
Panaudojus joms dazyti k spalvu dar turime rezerve viena del z;. Todél £+ 1 spalvos ir
pakanka.

1 teorema irodyta.

Isvada. Jei A = A(G) - maksimalus G grafo laipsnis, tai x(G) < A+ 1.
Patikslinkime Sig iSvada.

2 teorema (R.L.Brooks, 1941). Tegu G - jungus, nepilnas ir nesutampantis su
nelyginio ilgio ciklu grafas, o A = A(G) - maksimalus laipsnis. Tada x(G) < A.

Irodymas. Jei A < 2, grafas yra takas ar ciklas. Jo nudazymui pakanka 2 spalvu.
toliau taikome matematine indukcija n atzvilgiu. Maziems n teiginys yra betarpiskai
patikrinamas. Nauju briaunu ivedimas tik pasunkina uzduoti, todél gr-afa galima pa-
pildyti iki A reguliaraus grafo. Jame visu virsuniu laipsniai bus A. Kadangi grafas néra
pilnas, tai A <n — 1.

Pagal indukcijos prielaida G — {z} yra A spalvis. Raskime ”atlickama” spalva
nudazyti x virsunei. Jei vq,...,va gretimos jai virsunés ir joms nudazyti pakako A — 1
spalvos, galime panaudoti atlikusia spalva.

Tarkime toliau, kad vy, ...,va — skirtingu c1, ..., ca spalvu virsiinés. Tegu H;; — grafo
generuotas pografis, kurio virsunés nudazytos c; ir ¢; spalvomis, 1 <i < j < A. Jei v; ir
v; yra skirtingose H;; pografio jungumo klasése, tai vienos i 8iu klasiu virsunes galime
perdazyti priesinga spalva (¢; ar ¢;) negu kad buvo. Tada v; ir v; taps vienspalvémis.
Kaip jau buvome pastebéje, tada lieka viena spalva nudazyti x virStinei.

Lieka atvejis, kad v; ir v; yra vienoje H;; jungumo Cj; klaséje ir yra skirtingu spalvu.
Tarkim, kad spalvu indeksai sutampa su v; ir v; indeksais. Sias virsiines jungia takas,
kurio tarpinés virsuneés paeiliui turi spalvas ¢; ar ¢;. Jei v; turétu dvi gretimas virsunes,
kuriu spalvos biitu ¢;, tai jos kitos kaimynés neuzimtu kazkokios spalvos ¢; # ¢;. Tada
galétume v; perdazyti ¢ spalva, palikdami ¢; dél x.

Panasiai pasielkime ir tuo atveju, kai egzistuoja w € Cj;; Salia v;v; tako. Jei u -
virstuné ant tako ir gretima w, tai w spalva ir dar vienos vir§unés ant tako spalva sutampa.
Taigi, u kaimynés sutaupo viena iS spalvu, nelygiu u spalvai, kuri yra ¢; ar ¢;. Perdazius
u sutaupytaja spalva, nutraukiamas v;v; takas ir vel sugriztama i jau iSnagrinéta atveji,
kada v; ir v; buvo skirtingose jungumo klasése.

Dabar jau lieka atvejis, kai Cj; yra v;v; takas. Nagrinékime kita taka Cj;, | # 1.
Jei jie persikerta virsiinéje u # v;, taip pat c; spalvos, tai tarp u gretimu virsuniu yra
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dvi ¢; spalvos ir dvi ¢; spalvos, todél atsiras atlieckama spalva jos perspalvojimui, taip
nutraukiant takus. Ir vél turétume jau iSnagrinéta atveji.

Taigi, turime tik takus C;; ir Cj;, turincius bendra taska v;, 1 <7 < j <[l < A.
Grafas G' néra pilnas, tai bent vienas takas turi bent tris virsunes. Tegu w # v;,v;
ir priklauso v;v; takui. Tarkime w spalva yra c;. Cj tako virsunes galime perdazyti
priesingai, naudojant Sio tako ¢; ir ¢; spalvas ir nesugadinant miisu susitaimo, jog gretimos
virsunes turi tureti skirtingas spalvas. Ta atlike matome, jog w virsuneé yra ir v;v; take,
ir vjv; take, kas prieStarauja musu taku atskyrimo susitarimui.

Brooks’o teorema irodyta.

Kai grafo vir§uniu laipsniai artimi, pvz., grafas yra reguliarus, $i teorema duoda
tikslu chromaciojo skaiciaus iverti. Taciau zZvaigzdiniam grafui, kai visos briaunos
iSvestos i§ vienos vir§iinés, ji labai netiksli.

Pabandysime atsakyti i klausima, keliais budais galima nuspalvinti grafo virSunes
turint 1, ..., x spalvas. Dabar x — patogus kintamojo zymuo. Pazymékime pg(x) spalvin-
imo varianty kieki. Aisku, pg(x) = 0, kai z < x(G). Koks yra pg(z) augimas, kai =
didéja, ir be to, yra zinomos kitos grafo charakteristikos.

Lema. Tarkime, kad G — netusScias grafas ir G' = G —e, e € E, 0o G’ — grafas,
gautas 1§ G, sutraukiant e. Tada

pc(z) = per(v) — par ().

Irodymas. Tegu e = uv. Visi G’ grafo vir§tuniu nuspalvinimai, kai u ir v yra skirtingu
spalvu, sutampa su G nuspalvinimais. Ju kiekis lygus pg(z). Toliau, G’ grafo nuspalvin-
imai, kai u ir v yra vienos spalvos, sutampa su visais galimais G” nuspalvinimais. Sis
kiekis lygus pg~ (z). I8 siu pastabu isplaukia lemos tvirtinimas.

3 teorema. Tarkime, kad G grafo eilé yran > 1 , didumas —m >0, o k> 1 — jo
Jungiy komponenciy kiekis. Tada

pa(r) =2 —ma"™ ! + Z(—l)iaix”_i.

Ciaa; >0, kai2<i<n-—k.

Irodymas. Sikart matematiné indukcija taikoma n 4 m atzvilgiu. Jei & suma lygi 1,
tai turime tuscia pirmos eilés grafa. Jo viena virsune galime spalvinti x budu. Jei m = 0,
tai n = k, ir yra 2™ spalvinimo variantu.

Tarkime, kad teiginys teisingas bet kokiam grafui su mazesne negu n + m eilés ir
didumo suma. Turédami netuscia G grafa, ir uv € F, nagrinékime lemoje apibréztus
grafus G’, bei G, kuriu didumai lygis m — 1. Jiems galioja indukciné prielaida, todél

n—k’

(1) per(z) =2 — (m—1)a" "' + Z (—1) bz

Cia k' - G’ grafo jungumo klasiu skaicius, k' > k; b; > 0.
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Pastebékime, kad G” grafo eilé yra n — 1. Todél indukcinés prielaidos isvada yra
lygybe

k
(_1)ici$n—1—i.

n—1—
(2) per(r) =2""t — (m—1)z""2 + Z
=2
Kadangi k' > k, tai (1) lygybe galime papildyti nuliniais démenimis, o tada is (1) atimti
(2). Tuo budu, is lemos gauname 3 teoremos teiginj.
Polinomas pg(z) vadinamas chromaéiuoju grafo polinomu.

18. Grafo briaunu spalvinimas.

Atsakykime i klausima, kiek reikia spalvu, kad gretimos briaunos butu nudazytos
skirtingai. Minimalus spalvu kiekis — grafo briaunu chromatusis skaic¢ius arba chro-
matusis indeksas. Ji zymékime x'(G). I karto matyti, kad x'(G) > A(G) := A. Cia
kaip ir anksciau A(G) — maksimalus grafo laipsnis. Dvidaliu grafu atveju §is jvertinys
yra tikslus. Isitikinkite tuo! Nagrinékime pilna K™ grafa.

1 teorema. Jei n — nelyginis naturalus skaicius, tai x'(K™) = n. Jei n — lyginis,
tai X'(K™) =n — 1.

Irodymas. Nelyginio n atveju K™ galime isivaizduoti, kaip taisyklinga n kampi, kurio
visos virstines yra sujungtos tarpusavyje. Nuspalvinkime iSorines briaunas, panaudodami
visas leistinas n spalvas. Isiziuréje pastebime, kad bet kokia vidiné briauna yra lygiagreti
vienai negretimai jai iSorinei briaunai. Tad ir vidine briauna nudazykime ta pacia spalva.
Vadinasi, pakanka n spalvu. O gal pakaktu (n — 1)-os? Pakanka pastebéti, kad viena
spalva nudazytu briaunu kiekis negali virsyti (n — 1)/2. I8 tiesu, kiekvienai nudazytai
briaunai tenka pora virStuniu, ir kitai ta spalva nudazytai briaunai turi tekti kita pora
virstuniu. Vadinasi, viena spalva nudazytu briaunu kiekis, padaugintas is 2, neturi virsyti
n. Kadangi §is skai¢ius yra nelyginis, gauname minéta nelygybe. Taigi, x'(K™) = n.

Tegu dabar n — lyginis skai¢ius. K™ grafa pavaizduokime, kaip K"~ + z,, su z,, &
V(K™ 1). Is K"~ grafo x; virsuneés iSeina tik n—2 skirtingu spalvu briaunu, todél viena
spalva i$ leistiny n — 1 yra sutaupoma. Jei tai c; spalva, tai briauna x,x; ir nudazykime
ja. Taigi n — 1 spalvos pakanka. Prisimine, jog x'(K™) > A = n — 1, baigiame irodyma.

Atkreipkime démesi, kad irodant 1 teorema, buvo galima panaudoti ir K™ skaidyma
Hamiltono takais ar ciklais, neturinciais bendru briaunu. ISnagrinéti pavyzdziai rodo,
kad briaunu chromatusis skaicius nedaug skiriasi nuo maksimalaus laipsnio.

2 teorema (V.G.Vizing, 1964). A := A(G) < x/'(G) < A(G) + 1.

Irodymas. Tarkime, kad mums jau pavyko nuspalvinti visas, iSskyrus viena, grafo
briaunas ir panaudojome A + 1 spalva. Ieskome galimybiu nuspalvinti likusia briauna.

Sakykime, kad spalva ¢ sutaupoma virsunéje z, jei visos briaunos, incidencios z, jau
nudazytos kitomis, negu x, spalvomis. Kadangi = yra incidenti deg(z) < A briaunu,
tai visada viena i A + 1 spalvu yra sutaupoma. Reikia dazyma atlikti taip, kad nenus-
palvintos briaunos abu galai sutaupytu ta pacia spalva. O tada ja nudazyti ir pacia
briauna.
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Tarkime xy; yra nenudazytoji briauna, o ¢ — x virSuneéje sutaupyta spalva. Kon-
struokime seka briaunu xyi,zys, ... ir seka spalvu t1,to, ... taip, kad ¢; spalva butu su-
taupyta y; virsunéje, o xy;41 briauna butu nuspalvinta ¢; spalva. Tarkime, jau parinkome
1 seku nariu, ¢; spalva yra sutaupyta virsunéje y;. IS x gali iSeiti tik viena ¢; spalvos bri-
auna zy. Jei y € {y1,...,y:}, tai, aisku, imtume y;11 = y ir ¢;411 pazymétume spalva,
sutaupyta y virSunéje. Jei y jau buvo patekusi tarp pirmuju y;, 1 < j < 4, tai seku
rinkima nutraukiame. Taip pat pasielgiame, ir kai i§ viso néra t; spalvos briaunos xy.
Taigi pabaige iSrinkima, turime seka briaunu

TY1, Y2, ..., TYp

ir spalvu seka
t]_, t2, ,th

su minétomis savybémis. Aisku, h < A.

Nagrinésime ivairius atvejus, nulémusius posekiu rinkimo sustabdyma.

1) Tegu t;, spalva nebuvo panaudota dazant xy briaunas ir tai lémé rinkimo proceso
nutraukima. Siuo atveju zy; nudazykime ¢; spalva, zy;, 2 < j < h, perdazykime t;
spalva, o xy, — t; spalva. Tuo uzsibrézta tiksla pasiekéme.

2) Tegu t; spalva turéjo briauna, zy;, 2 < j < h. Dabar vél zy; nudazome t;
spalva, xy; — t; spalva, 2 <4 < j, o xy; briauna paliekame nenuspalvinta. Pazymeékime
H(c,ty) pografi, generuota c ir t; spalvu briaunu. Jo virSuniu laipsniai nevirsija 2.
Taigi H(c,t) jungiosios komponenteés yra tik ciklai arba takai. z virsuneés laipsnis Siame
pografyje lygus vienam, nes tik briauna xy;_1, dabar t;, spalvos, priklauso jam. Taip pat
y; laipsnis nevirsija 1, nes ji néra incidenti ¢;, spalvos briaunai. Taip pat virSuneé y; néra
incidenti ¢;, spalvos briaunai. Vadinasi, Siame pografyje visos trys nagrinéjamos virsuneés
negali prikalusyti vienai jungumo klasei ir turime atvejus:

a) x ir y; priklauso skirtingoms H(c, ) jungumo komponentéms. Klaséje, kurioje
yra y;, perkeiskime spalvas priesingomis. Tai nesugadina spalvinimo reikalavimo, kad
gretimos briaunos butu skirtingu spalvu. Gauname, kad z ir y; virSunes turi ta pacia
sutaupyta c spalva. Ja ir nudazome xy;.

b) x ir y, priklauso skirtingoms H (¢, t;) jungumo komponentéms. Dabar ankstesni
perdazyma prateskime iki h — 1 briaunos, t.y., nuspalvindami xy; t; spalva, 1 < i < h,
o xy, palikdami bespalve. Siam spalvinimui nenaudojamos c¢ ir ¢, spalvos. Vadinasi
pografis H(c,t,) nepakinta. Dabar jungumo klaséje, kurioje yra y;, perkeiskime spalvas.
Gausime, kad ¢ spalva yra sutaupyta = bei y, virSunése. Nudaze Sia spalva xy;,, baigiame
teoremos irodyma.

Teoremos irodymas buvo konstruktyvus, ji galima naudoti kaip algoritma dazant
grafo briaunas A + 1 spalvomis.

Grafo briaunu spalvinimas riSasi ir su jo virSuniu spalvinimu. Ta rodo ir sekanti
teorema.

3 teorema. Keturiy spalvy teorema yra ekvivalenti teiginiui, kad X' (G) = 3 kiek-
vienam kubiniam G grafus.

Irodymas. Prdzioje pastebékime, kad spalvinant zemélapius, pakanka apsiriboti ku-
biniu atveju. Pagal apibrézima tokio zemeélapio kiekviena virstuneé turi laipsni lygu 3. IS
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tiesu, bet kokio zemeélapio antrojo laipsnio virstné valstybiu spalvinimui itakos neturi,
nes jai incidencios briaunos neapriboja valstybés. Kai vir§tinés laipsnis yra nemazesnis
uz 4, apie kiekviena i§ ju, tegu z su 6(x) > 4, galime apvesti maza ¢ kampi, kurio viduje
yra tik §i virsuné. ”ISvalykime” Siu daugiakampiu vidus. Gauname kubini zemélapi su
didesniu skaic¢iumi valstybiu. Jei ji mokame nudazyti, ta ir atlikime. Po to sutraukime
iSvestuosius daugiakampius i anksciau turétas virStnes islaikydami dazyma.

Tarkime, jog turime kubinio zemélapio veidu nuspalvinima naudojant spalvas uzko-
duotas simboliais

a=(1,0, /=(0,1), ~v=(1,1), §=/(0,0).

Jei e briauna yra tarp veidu, nudazytu c,t i§ nurodytu spalvu, tai e spalvinkim spalva,
kurios zymuo butu ¢ + t(mod2). Aisku, § spalva nepasirodys Sitame briaunu dazyme.
Gavome kubinio grafo briaunu spalvinima trimis spalvomis.

Atvirkséiai, jei turime kubinio grafo nudazyma trimis spalvomis «, (3,7, tai jo pogra-
fiu, generuotu briaunu, turin¢iu spalvas « ir 3, veidus galime nuspalvinti dviem spalvom.
Tai duoda 8iu veidu pazyméjima 0 ir 1. Toliau taip dazykim pografio, generuoto « ir ~
spalvu briaunu veidus. Ir vél turime veidu Zymenis 0 ir 1. Sujunge abu Zymenis, galime
duoto kubinio grafo veidus suzyméti pora (.,.) i$ nuliu ir vienetu. Prisimine musu spalvu
kodus, gauname kubinio zemélapio keturspalvi nudazyma.

3 teorema irodyta.

[liustruokite pavyzdziais.

Jei grafas néra reguliarus, chromaciojo briaunu skaic¢iaus ieskojimas yra sunki prob-
lema, net ploksciu grafu atveju. Stai vienas i§ neatsakytu aktualiu klausimu:

Hipotezé. Bet kokio plokscio grafo su maksimalivoju laipsniu A > 6 chromatusis
briauny skaicius lygus A.

Egzistuoja ploksti grafai su A2, 3,4, 5, kuriems x'(G) = A+ 1. Taciau V.G.Vizing’as
1965 mmetais irodé hipotezés teigini, kai A > 8.

19. Grafo stabilieji poaibiai.

Pradékime nuo uzdavinio:

Ar galima Sachmaty lentoje isdéstyti astuonias valdoves, kad jos nekirsty viena kitos?

1854 metais C.F.Gauss’as jis pateike 40 tokio iSdéstymo budu, nors pradzioje jis
tikéjo ju esant 76. IS tiesu, minétu valdoviu iSdéstymo galimybiu yra 92.

Panasi problema, taciau turinti neigiama atsakyma, yra tokia:

Ar galima 64 Sachmaty lentos langelius padengti plokstelémis, ju nekarpant ir neuz-
keiciant, jei turime vieng kvadratine, turinciq 4 langelius 2 x 2, plokstele ir 15 vienody
ploksteliy, sudaryty s keturiy langeliy, "su uZlenktu galu”, t.y., paskutinis langelis yra
prijungtas prie treciojo Sono ?

Abu 8iuos uzdavinius galima interpretuoti grafu teorijos terminais. Tegu G =
G(V, E) —grafas. Poaibis S C V yra vadinamas stabiliuoju, jeigu bet kokios dvi virs§unés
x,y € S yra negretimos. Pazymékime S visu stabiliu poaibiu aibe. Aisku, ) € S, be to,
jei Sy C Sir S €S, taiir S; € S. Grafo stabiliuoju skai¢iumi vadinamas dydis

a(G) = max|S],
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o S su savybe |S| = a(G)| vadinamas maksimaliuoju stabiliu poaibiu.

Tegu Sachmatu lentos langeliai zymi grafo vir§unes, o jo briaunos jungia virsunes,
esancias vienoje eilutéje, stulpelyje ar istrizainéje. Dabar matome, kad pirmasis uzdavinys
reikalauja rasti astuoniu langeliu stabilu poaibi. Jis bus maksimalus. Antraji uzdavini
panagrinékite savarankiskai.

Poaibis C' C V vadinamas G grafo klika, jeigu bet kurios dvi skirtingos, jei tokiu
yra, Sio poaibio virSiinés yra gretimos. Izoliuota virsiné sudaro vieno elemento klika,
tuscio grafo klikos turés tik po viena elementa. Visada V' galima iSskaidyti kliku sajunga.
Jei

V=CU..UuCk—

tokia kliku aibé, tai zymeésime

C=(Cy,...Ch)

ir sakysime, kad V yra isskaidyta klikomis C. Pilname grafe bet koks V skaidinys
netusciais poaibiais duos skaidini klikomis. Mus domins minimalus kliku skaicius, t.y.,
dydis

O(G) = mcin IC|.

Skaidinys C su savybe |C| = O(G) - minimaliuoju skaidiniu klikomis.
Nustatykime stabilumo skaiciaus ir minimaliojo kliku skaic¢iaus sarysiu.

1 teorema. Bet kokiam G grafui
(1) a(G) < 6(G).

Be to, jei S yra stabilus poaibis, o C — skaidinys klikomis toks, kad |S| = |C|, tai S yra
maksimalus stabilus poaibis, o C — minimalus skaidinys klikomis.

Irodymas. Bet kuriam stabiliam poaibiui S ir skaidiniui klikomis C = (C4, ..., Cy)

turime
|ISNC;)| <1, i=1,..k.

Be to, bet kuri virsuné patenka i kazkuria i$ aibiu C;. Todél pagal Dirichlet principa
S| < [C]

ir
a(G@) = max |S| < min|C| = O(G).

Jei |So| = [Col, tai |So| = max |S| = a(G) ir |Co| = min |C| = O(G).

1 teorema irodyta.

Atskiroms grafu klaséms (1) virsta lygybe. Sugalvokite pavyzdi!

Stabiliu poaibiu ieskojimas siejasi su grafu parinkimo problemomis. Sakysime, kad
virstniu poaibis S yra idedamas i B, S,B C V, SN B = (), jeigu dvidalis pografis,
generuotas virStuniu poaibio S U B, turi visiskaji parinkima.

2 teorema. B C V yra maksimalus stabilus poaibis tada ir tik tada, kada bet koks
stabilus poaibis S, SN B =0, yra idedamas j B.
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Butinumo trodymas. Tegu B - maksimalus stabilus poaibis. Stabilus poaibis S bus
idedamas i B tada ir tik tada, kada bus patenkinta Hall’o parinkimo teoremos salyga.
Jei A C S - bet koks poaibis, I'(A) - aibé virsuniu, gretimu A virunéms, tai §i salyga
turi pavidala

IT'(A) N B[ > [A].

Reikia isitikinti, kad §i salyga yra patenkinta. Tarkime prieSingai, $i nelygybé yra nepa-
tenkinta dél A C S. Nagrinékime aibe

By = (B\T(4) N B)UA.

Ji yra stabili ir |By| > |B|. Tai prieStarauja B maksimalumui.

Pakankamumo irodymas. Tarkime, B néra maksimalus stabilus poaibis, bet tada
egzistuoja kitas, sakykim, B’, |B’| > |B|. Tada

|B"\ B| > [B\ Bl

ir stabilus poaibis S = B’ \ B negali buti idedamas i B.
2 teorema jrodyta.

20. Grafo absorbcijos skaicius.

Tipinis Sios temos uzdavinys yra klausimas:

Kiek sachmaty lentoje reikia i§déstyti valdoviu, kad kiekvienas langelis buty pasiekia-
mas bent vienos i3 valdoviy éjimu? Siuo atveju atsakymas yra stebétinai mazas skaicius
- 5.

Atsakingesné uzduotis butu iSdéstyti minimalu kieki radaru taip, kad visas grafo
vir§ines kontroliuotu bent vienas iS ju. Kontrolé reikstu briaunu, iSvestu i$ virstniu,
kuriuose isdéstyti radarai, egzistavima grafe.

Formaliai kalbant G = G(V, E) grafe virsuniu A aibé vadinama absorbuojancia,

jeigu su kiekvienu x € A
T(z)NA#0D.

Pagal apibrézima izoliuotos virstinés turi priklausyti absorbuojanciai aibei.
Pazymékime A visu absorbuojané¢iu aibiu Seima. Aisku, jog V € A ir

Ac A ACcA =AcA

Dydis
G) = min |A
B(G) = min |A]
vadinamas grafo absorbcijos skai¢iumi, o pati aibé A su savybe |A| = §(G) - minimalia
absorbuojancia aibe.
Teorema. Jei G = G(V, E) grafo eilé yra n, m - jo didumas ir A(G) - maksimalus
laipsnis, ta
n—m < B(G) <n—A(G).
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Irodymas. Tegu A - minimali absorbuojanti aibé, t.y., |A| = G(G). Kiekviena virsuné
is poaibio V' \ A yra sujungta su A virsune bent viena briauna. Tad,
n— Al =|V\Al <m.
Is ¢ia iSplaukia kairioji teoremos nelygybé.
Tegu x € V yra A(G) laipsnio virsune, o I'(z) - « gretimu virsuniuy poaibis. Paste-
békime, jog aibé A =V \ I'(x) yra absorbuojanti. Todél
B(G) < |A] = n— A(G).

Teorema irodyta.

21. Grafo branduolys.

Susipazinsime su savoka, kilusia losimu teorijoje. Grafo G = G(V, E) branduoliu
vadinsime aibe S C V, jeigu ji yra kartu ir absorbuojancia, ir stabilia. Pagal pastaruju
aibiy apibrézimus S branduolys tenkina salygas:

(1) xeS = x)nsS =40,
(2.) r ¢S = L'(z)nS #0.

Nustatykime branduolio kriteriju. S aibés funkcija ¢g, apibrézta lygybémis
1, kai xz€S8S,
¢s(z) = { 0, kai =¢S5,
vadinama jos charakteristine funkcija. Ateityje susitarkime, kad max,cp ¢s(y) = 0.
Teorema. Tam, kad S C V aibé buty branduolys, yra butinma ir pakankama, kad

jos charakteristiné funkcija ¢g tenkinty salyga

ds(z) =1 — max ¢s(y), z €S
y€el'(z)

Irodymas. Jei S yra branduolys, tai remiantis (1) salyga, gauname

¢ps(z)=1 = =zxze€S = max ¢gs(y)=0
yel(z)

Panasiai, remiantis (2) salyga, gauname

ps(x) =0 = &S = max ¢g(y) =1.
yel'(z)

Tarkime teoremos salyga yra patenkinta. Tada

reS = ¢s(r)=1 = max ¢s(y)=0 = T(z)NS=10
yel(z)

ir
rgS = ¢s(x)=0 = max ¢s5(y)=1 = T(x)NS#0D.
y€el(z)
Taigi patikrinome (1) ir (2) salygas, S yra branduolys.
Teorema irodyta.
Sugalvokite pavyzdziu grafu, kuriu branduoliai turi ta pati skai¢iu virsuniu, kuriu
branduoliai yra vieninteliai.
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