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I. KOMBINATORIKA

1. Matematinés indukcijos ir Dirichlé principai

Sunkiausia apibrézti kombinatorikos tyrimu objekta. Kombinatorikai reiktu priskirti uzda-
vinius, nagrinéjancius struktiiras, t.y. aibes su kazkokiais vidiniais rysiais. Daznai paciu
strukturu egzistavimas buna problematiskas. Jei jos egzistuoja, tada ieskoma, kiek ju
yra i§ viso. Kombinatorikai tradiciskai priskiriami jvairtis algebriniai sarysiai, formules,
kuriose nenaudojamos tolydziosios matematikos priemonés — iSvestinés, integralai. Kom-
binatorika yra labiau linkusi sitlyti specifiniu matematikos uzdaviniu sprendimo budus,
nei savintis pacius tyrimo objektus. Ji sitilo principus, metodus, be kuriu neiSsivercia
Siuolaikiné matematika ar informatika. IS kombinatorikos issikristalizavo atskiros Sakos
ir tapo diskreciosios matematikos disciplinomis. Taip atsitiko su grafu teorija, kodavimo
teorija.

Matematika ir juo labiau informatika nemégsta dviprasmybiu, negrieztu teiginiu.
Tad ir Siame kurse formaliai irodinésime sudétingesnius ar paprastesnius teiginius. Be
iSsamesniu komentaru remsimeés matematinés logikos kurse suzinotais dalykais bei désniais.
Stai pora pavyzdziu:

Nepriestaringumo désnis. Du vienas kitam priesingi teiginiai p ir p vienu metu
negali buti teisingi (p A p = 0).

Treciojo negalimo désnis. Is dviejy priesingy teiginiy p ir p vienas visada yra
teisingas (p A p = 1).

Didele kurso dalj skirsime tam tikru aibiu elementu skaic¢iui nustatyti. Siekdami uni-
versalumo, neiSvengsime pasakymu: ,,su visais naturaliaisiais skaiciais n teisinga...“, todél
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svarbu prisiminti matematinés indukcijos principus. Jie kyla i$ paties naturaliuju skaiciu
aibés aksiominio apibrézimo. Vokie¢iu matematikui L.Kronekeriui (L.Kronecker, 1823—
1891) priskiriamas toks pasakymas: ,,Dievas sukuré skaicius, visa kita yra zmogaus dar-
bas”. Manoma, kad omenyje buvo turéti nattralieji skaic¢iai. Bet ir juos apibréziant zmogus
ivedé tvarka. Stai bene populiariausios G.Peano (Giuseppe Peano, 1858-1932) aksiomos:

Apibrézimas. Naturaliaisiais skaiciais vadiname netuscios aibés N elementus, jeigu
tarp kai kuriy i§ ju egzistuoja sarysis ,,a’ eina po a“, tenkinantis aksiomas:
1) egzistuoja elementas (vadinamas vienetu), neinantis po jokio kito elemento;
2) po kiekvieno elemento eina tik vienas elementas;
3) kiekvienas elementas eina ne daugiau kaip po vieno elemento;
4) aibés N poaibis M sutampa su pacia aibe N, jei jis turi tokias savybes:
a) 1l €M,
b) jeigu elementas a priklauso M, tai ir po a einantis elementas a’ taip
pat priklauso aibei M.

Aibés N elementus 1,1/, (1")'..., dabar vadinkime skai¢iais ir naujai pazymékime 1, 2,
3,... Paskutiné aksioma vadinama indukcijos aksioma, pirmakart 1988 metais ja kartu
su kitomis aibés N aksiomomis suformulavo vokie¢iu matematikas R. Dedekindas (R.
Dedekind, 1831-1916), nors pati principa jau naudojo B. Paskalis (B. Pascal, 1623-1662).

Musu kurse indukcijos principas dazniausiai bus naudojamas tokia forma:

Tegu p(n) — kazkoks teiginys apie naturaluji skaiciy n. Tarkime, kad p(1) yra teisin-
gas, ir i§ prielaidos, kad p(n) yra teisingas, sugebame isvesti, kad p(n') irgi yra teisingas.
Darome isvada: teiginys p(n) yra teisingas visiems n € N.

Zvilgtelekime, kaip aksiomiskai apibréztoje aibéje N galétume apibrézti sudéties ope-
racija. Apibrézkime

a+1=ad;

toliau, tare, kad a 4+ n zinoma, apibréziame
a+(n+1)=a+n":=(a+n).

Skai¢iu aibé M = {n} tenkina abu 4) aksiomos reikalavimus, todél i§ jos isplaukia, kad M
sutampa su naturaliuju skaic¢iu aibe. Kitaip tariant, a + n apibrézta su visais n. Panasiai
apibréziant daugyba pradedama nuo

a-1=a, bV-a=a-b+a.

Tesiant gaunama algebrine struktura N, t.y. aibé su joje apibréztomis algebrinémis
operacijomis. Aksiomos, zinoma, uzsimirsta ir naturaliuosius skaic¢ius naudojame, kaip
,,Dievo duotus”.

Pastebékime, kad N yra sutvarkytoji aibé: a < b apibréziama kaip ,,dd € N toks, kad
a+d="b"

Galimos ir kitos aksiomu sistemos. Kai kuriose is ju randame toki teigini.
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Archimedo aksioma. Bet kuriai naturaliyjy skaiciy porai a,b galima rasti toks
naturalyji skaiciy n, kad an > b.

Sis teiginys isplaukia i§ Peano aksiomu, todeél ji reiktu vadinti teorema, taciau taip ir
liko istoriskai susiklostes pavadinimas. Panasiai prigijo ir toks teiginys.

Maziausiojo elemento principas. Kiekvienas netuscias naturaliujy skaiciu aibés
poaibis turi maziausia elementq.

Placiau apsistokime ties labai akivaizdziu ”dézuciu” arba Dirichlé (P.G.L. Dirichlet,
1805-1859) suformuluotu teiginiu.

Dirichlé principas. Jet m rutuliv yra sudéti 1 n < m déziy, tai bent vienoje dézéje
yra 2 ar daugiau rutuliy.

Nevisada Sio principo pritaikymas yra toks akivaizdus. Palyginkime du elementario-
sios skaiciu teorijos teiginius.

1 pvz. Bet kokiame (n+1)-o0 elemento poaibyje, isrinktame s {1,2,...,2n} yra bent
du tarpusavyje pirminiai skaicias.

Isitikinkite savarankiskai.

2 pvz. Bet kokiame (n+ 1)-o elemento poaibyje, isrinktame i {1,2,...,2n} yra bent
du vienas kita dalijantys skaiciai.

Irodymas. Jei A yra iSrinktasis poaibis, turintis (n + 1)-a elementa. Kiekviena a € A
galime isreiksti a = 28b su k > 0 ir nelyginiu skai¢iumi b. Todél b € {1,3,...,2n—1}. Yra
tik n galimybiu Siai nelyginei skaic¢iaus a daliai. Vadinasi, pagal Dirichlé principa bent du
aibés A skai¢iai turés ta pacia nelygine dali. Kadangi vienas i§ skai¢iu 2°b ir 2¥b su k,s > 0
dalija kita, misu tvirtinimas yra irodytas.

Matematikoje daznai sutinkami ir kitokie Sio teiginio variantai. Dazniausiai jis formu-
luojamas baigtiniu aibiu atvaizdziams. Isivaizduokite atvaizdi, rutuliui priskirianti dézute,
i kuria jis idedamas, ir performuluokite Dirichlé principa! Mes ji net siek tiek sustiprinsime.

Tegu |M| zymi baigtinés aibés M elementu skai¢iu (daznai naudojamas ir Zymuo
#M). Jei f: M — N - atvaizdis, ir @ € N, tai jo pirmvaizdziu aibe pazymékime f~!(a).
Kitaip tariant,

FMa)={be M: f(b) = a}

I atvaizdzio apibrézimo turime, kad f=!(a) N f=1(a’) = 0, jei a # a’. Be to,
M=]Jf )
ir

(1) M=) If (@)l

1 teorema. Tarkime, kad M,N dvi aibés, |M| =m >n = |N|ir f: M — N -
atvaizdis. Tada egzistuoja a € N toks, kad

(2) [f~ (@)l = [m/n].
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Cia [u] = min{k € N : k > u} - maZiausias sveikasis skaicius, nemazesnis uz u.
Irodymas. Nagrinéjamu atveju i§ dézuciu principo isplauktu tik nelygybé | f~1(a)| > 2.
Pastebékime, kad prielaida, jog |f~'(a)|] < m/n kiekvienam a € N ir (1) lygybe

negalima dél Sios prieStaros:

m:Z\f_l(a)\ < %n:m.

m

Taigi bent vienam a turi buti [f~'(a)] > 2. Kadangi |f~!(a)| - naturalusis skaicius,

teorema irodyta.

Dazna programavimo uzduotis reikalauja is baigtinés realiuju skaic¢iu sekos isrinkti
monotoniska poseki. Kaip galétume ivertinti tokiu posekiu ilgi?

2 teorema. Tequ m,n € N ir aj,as,...,amp4+1 bet kokia skirtingy realiuju skaiciy
seka is (mn + 1)-0 elemento. Joje egzistuoja monotoniskai didéjantis (n + 1)-o elemento
posekis arba monotoniskai mazéjantis (m+1)-o elemento posekis. Galimi ir abu variantai.

posekiu
iy < Wy, <00 < Qg 1<y << <ippp <mn+1

arba
Ajy, > Qjy > -0 > g,y 1< <je< - <Jmy1 <mn+1

egzistavima. Imkime bet kuri sekos elementa a;, 1 < ¢ < mn + 1. Tegu t; - ilgiausio
didéjancio posekio, prasidedancio a;, ilgis. Jei kazkokiam ¢; > n 4 1, teorema irodyta.

Tegu dabar t; < n visiems 7. Atvaizdziui f : a; — t;, vaizduojanc¢iam aibe M :=
{ai,a2,...,amne1} aibéje N := {1,2,...,n}, galime pritaikyti 1 teorema. Siuo atveju i3
(2) lygybeés gauname, kad egsistuoja s € N toks, kad f(a;) = s dél

1
[wwzmﬂ
n

skaiciu a;. Nekeisdami ju issideéstymo tvarkos sekoje, suzymeékime
Ajyy Qgoy vy Qgiqs 1§j1<]2<<]m+1§mn+]—

Imkime du gretimus Sio posekio narius aj, ir aj,,,. Jei kazkokiai porai aj, < aj,,,,
tai pradédami aj,-uoju ir prijungdami didejanti poseki, prasidedanti nuo a;, , ir turinti
s nariu, gautume didéjanti poseki, prasidedanti a;,, jau i8 (s + 1)-o elemento. Bet tai
priestara. Vadinasi, aj, > aj,,, su bet kokais 1 < k < m + 1. Taigi, isrinkome (m + 1)-o
elemento mazéjanti poseki.

Teorema irodyta.



2. Dauginimo taisykleé. ,,Skaic¢iuok dukart” principas

Aibe A = {aq,...,a,} vadinsime n aibe. Tad |A| = n yra jos galia. Toliau nagrinésime,
kokiais budais nustatomas ivairiu baigtiniu aibiu elementy skaic¢ius. Ka tas reiskia matem-
atine kalba? Vienam elementui priskiriame skai¢iu 1 (prirasome numerj ar indeksa), kitam
— 2 ir taip toliau tesdami aibéje A apibréziame abipus vienareiksme (bijektyvia) funkcija
f: A— N susavybe |f(A)| = |A|. Didziausias numeris yra ieskomoji aibés galia. IS ¢ia
iSplaukia svarbus

Bijektyviu aibiu galios principas. Jei A ir B yra baigtinés aibés ir galime apibrézti
bijekcija f : A — B, tai ju galios sutampa, t.y. |A| = |B].

Praktiskai tai reiskia, kad skai¢iuojant sudétingai apibréztos A aibés elementus, yra
tikslinga paieskoti bijektyvios jai paprastesnés aibés (kodu aibés).

Atkreipkime dar démesi i tai, kad terminus aibé, poaibis vartojame, kai ju elementai
yra skirtingi, kitais atvejais — pora, rinkinys, sistema, visuma.

Aibés elementus daznai yra patogu vadinti abécéle, i§ ju sudarytus sutvarkytuosius
rinkinius — ZodZiais. Pabrézdami ilgi, zodi (ai,,...,a;, ) vadinsime k ZodzZiu. Jei A =
{a1,...,an} ir B={b1,...,by} yra dvi aibés, tai aibé

Ax B={(a;,bj): a; € A,b;eB, 1<i<n,1<j<m}

vadinama ju Dekarto ( René Descartes, 1596-1650) sandauga. Tai sutvarkytyju poru aibé.

1 teorema. |A x B| = |A]| |B].

>Tarkime, kad A yra n aibé, o B — m aibé. Su fiksuotu elementu a; i§ poru (a;, b;)
galime sudaryti m poaibi, kai j = 1,...,m. Dabar keiskime a;, imdami ¢ = 1,...,n.
Gausime n poru m poaibiy. Todél |A x B| = nm. <

Taikydami matematine indukcija, apibendrinkite §i teigini bet kurio skaic¢iaus aibiu
Dekarto sandaugai: [A; X --- x Ag| = |A1] x -+ X |A4], s > 1.

2 teorema. Jei abécélé A turi n raidZiu, tai galime sudaryti n® Zodziy, kuriy ilgis
yra k.

>Pastebékime, kad k zodziu aibé sutampa su Dekarto sandauga A x --- x A, turincia
k daugikliuy. Todél teiginys isplaukia i§ 1 teoremos apibendrinimo. <

3 teorema. Aibés A ={aq,...,a,} poaibiy, iskaitant ir tusciaji, skaicius lyqus 2™.
>Nagrineékime visu poaibiu aibés atvaizdi aibéje, sudarytoje i§ n zodziu su ,,raidémis“
0, 1. Sis atvaizdis apibréztas taip:

A>P={a,...,a;,} — (0...,0,1,0...,0,1,0,...0);

¢ia ,,raidé“ 1 jrasyta is-oje pozicijoje pabréziant, kad is-asis aibés A elementas patenka i
poaibi P. Atvaizdis yra bijekcija. Pagal 2 teorema Siu zodziu aibés galia lygi 2™ ir sutampa
su k poaibiu aibes galia. <

4 teorema. Jei X ={z1,...,x,} ir Y ={y1,...,ym}, tai funkciju f: X —Y aibés
galia lygi m™.



>Kiekviena funkcija f : X — Y galime vienareikSmiskai iSreiksti vektoriumi
(f(z1),..., f(z,)). Kadangi dabar ,raidé“ f(z,), 1 < j < n, imama i§ abécélés Y,
turincios m raidziuy, teoremos teiginys iSplaukia is 2 teoremos. <

Sioje teoremoje ivesta formulé paaiskina daznai naudojama zZymeni
{(f: X >Y}=Y*.

Diskrecioje matematikoje kaip ir gyvenime yra labai naudingas ,, skai¢iuok dukart”
principas: tos pacios aibés elementus perskaiciuok dukart. Geriau tai atlik skirtingais
budais. Sia idéja formalizuokime.

Tegu A ir B yra dvi aibés, o S C A x B — poaibis. Jis vadinamas sqrysiu. Jei a € A,
bebir (a,b) €5, tai sakoma, kad a ir b susieti sarysiu S. Moksliskiau kalbant, sakytume:
yra incidentus S. Tegu r, yra skaiCius tokiu b € B, kad (a,b) € S ir g, — skaiius tokiu
a € A, kad (a,b) € S. Musu aptariamasis principas turi tokia formalia iSraiska:

(1) Zra:|s|: Z IZZQb-

acA (a,b)es beB

Cia vidiné dvilypé suma yra ireiksta kartotinémis sumomis su skirtinga sumavimo tvarka
ir nieko irodinéti nereikia.
Vel panagrinékime pora paprastu pavyzdziu.

1 pavyzdys. Tegu A = {1,...n} = B, 0 S = {(m,d) : d|m}, ¢ia d|lm reiskia "d
dalija m”. Formulé (2.1) dabar atrodytu taip:

ST IEED SIS SRt

m=n d|lm d,m<n ds<n  m<n
dlm m=0(modd)

Jei d(m) zymétu skaic¢iaus m naturaliuju dalikliu skai¢iu, o [u] — realaus skai¢iaus sveikaja
dalj, tai i$ Cia iSvestume formule

Z d(m) = Z [g} :nZé+O(Zl) = nlogn + O(n).

m<n d<n d<n d<n

Skaitytojui, zinan¢iam pora pradiniu grafu teorijos savoku, pateiksime viena pavyzdi.

2 pavyzdys. Nagrinékime grafa G = (V, E) su virsunémis v € V ir briaunomis e € E.
Tegu S = {(v,e) : v incidenti briaunai e}. Tada

o(v) = Z 1 — virsuneés laipsnis,
e

einc. v



> 1=2,

v
vinc. €

nes tik dvi vir§unés yra incidencios briaunai. Todél (1) irodo Eulerio ”delnu paspaudimo”

lema:
D sy =2) 1=2E|

veV ecE

,, Skaiciuok dukart” principas yra labai patogus isvedant lygybes, juo véliau daznai
naudosimes.

3. Gretiniai, kéliniai ir deriniai
Abéceélés A = {aq, ..., ay,} skirtingu raidziu zodzius vadinsime gretiniais is n elementu. Jei
tokio zodzio ilgis yra k, tai ji vadinsime k gretiniu. Ju skai¢iu pazymékime AF.

1 teorema. A* =n(n—1)(n—-2)---(n—k+1).

Irodymas akivaizdus.

Gretinius i8 n elementu po n vadinsime kéliniais.

Isvada. IS viso yra n! kéliniu i§ n aibés elementu.

Raidziu tvarka k Zzodyje yra svarbi. I§ visu k! Zzodziu, sudarytu i$ tu paciu raidziu,
gautume ta pati k nesutvarkytaji skirtingu raidziu rinkini (poaibi), vadinama deriniu.

2 teorema. Deriniy S n po k skaicius lygus
AF n!
chofn b
k! El(n — k)!
>pIrodymas iSplaukia i§ 1 teoremos ir kéliniu skaiciaus formulés.<

Deriniu skai¢ius C* nurodo, kiek k& poaibiu galime isrinkti i§ n aibés. Kadangi k =
0,1,...,n, tai pagal 2.3 teorema gauname tapatybe

(1) CY+Cp+ -+ Cp=2m

Cia n bet koks natiiralusis skai¢ius.
Isvedant (1) lygybe, buvo panaudotas labai universalus principas: skai¢iuojant kazko-
kios baigtinés aibés galia keliais buidais rezultatas yra tas pats. Ji sutiksite ir ateityje.
Mokslinéje literatiiroje vartojami ir tokie deriniu i§ n po k Zymemys:

<Z) B (mn— k)

Pastaraji lengviau apibendrinti.



UzZdavinys. Kiek skirtingu pirkiniu i§ k£ prekiu sudarytume, jei galétume rinktis is n
prekiu rusiu be apribojimu?

Sprendimas. Sunumeruokime visas n prekiu rusis ir sudarykime pirkinio koda: rasy-
kime tiek vienetu, kiek imame pirmos ruisies prekiu, dékime vertikalu briksni ir teskime §i
procesa. Baigsime paraSe tiek vienetu, kiek imsime n-os rusies prekiu. Taigi kodas atrodys
mazdaug Sitaip:

11]]111]... 1.
Matome, kad Siame pirkinyje yra dvi pirmos rusies prekés, 2-os ruisies prekiu nebuvo imta.
Koda sudarys k vienetu ir n — 1 vertikalus briksnys. Jis vienareikSmiskai nusako pirkini.
Todel pirkiniu galésime sudaryti tiek, kiek bus tokiu kodu. Kodai yra n — 1 + k zodziai,
turintys viena apribojima — vienetu skaiciu, lygu k. Kadangi vienetu padétis kode vien-
areik§miskai ji nusako, o tokiu padéciu galime iSrinkti C’ﬁ 4k_1 budais, tai Sis binominis
koeficientas ir yra uzdavinio atsakymas.

Paimtas iS n aibés k elementu rinkinys su galimais pasikartojimais vadinamas karto-
tiniu Sios aibés k deriniu. Ju skai¢ius

n+k—1
e

Pastebéekime, kad spresdami pirkiniu uzdavini, suradome lygties

1+t x, =k

sprendiniu sveikais neneigiamais skaiciais kieki. Jis irgi lygus HP¥.
Apibendrindami jau turima medziaga, sudarome k raidziu isrinkimo iS n abeécélés
skaiciu lentele:

Sutvarkytieji rinkiniai (zodziai) Nesutvarkytieji rinkiniai
Skirtingi gretiniai, A¥ deriniai, C¥
Galimi pasikartojimai k zodziai, n* kartotiniai derin., Cﬁ ko1

Sioje lenteléje ,,netilpo” dar vieno tipo rinkiniy suskai¢iavimo formulé.
4. Kartotiniai gretiniai
Apibendrinkime Niutono binomo formule
(a+b)" = Z (Z) aPb" P,
p=0
keldami k£ nezinomuju suma n > 2 laipsniu. Tegu

n
1 $+"‘+xkn:§:( )xpl...xpk.
() (1 ) Pi,...,Dk ! F

P



Cia sumuojama pagal visus vektorius p = (p1,...,px) su sveikomis neneigiamomis koor-

dinatémis, tenkinanc¢iomis salyga p1 + - - + pr = n. (1) formuléje apibréztus koeficientus

vadinkime polinominiais koeficientais. Kai k = 2, turime susitarti, kad (Z) = (p :_p).
Teorema. Polinominiy koeficienty formulé yra

( n )_ n!
Pl Dk pil--pEl

>Dauginkime panariui n nezinomujuy sumu, imdami x;, iS pirmosios sumos, x;, i8
antrosios sumos ir t.t., z; iS n-osios sumos ir sudéekime visas sandaugas

) P
Kadangi i; € {1,...,k}, 1 <j < n, tai turésime k" sandaugu (visus n zodzius i k raidziu
Z1,...,2k). Sudedant (2) sandaugas, reikia sutraukti panasius narius. Jie bus to paties

pavidalo, t.y.
(3) it bk,

nusakomo vektoriumi p. Kiek tokiu panasiu nariu kaip (3)? Raidé z; (2) sandaugoje galéjo
uzimti p; poziciju i n galimu, t.y. buvo (;1) budu, zs — (”;fl) budy ir t.t. Tesdami $§j
procesa, gautume

<”>_(”—pl)”'<n—]91—p2—"'—pk1): n!
p1 D2 Dk pil.. . pg!

Cia pasinaudojome binominio koeficiento formule. <

IS abécéleés {x1, ...,z } sudarykime n zodzius, kuriuose x; pasirodytu p;, 1 < j <k,
kartu. Jie vadinami kartotiniais gretiniais. Ju kieki skai¢iavome irodydami teorema. IS
tiesu (2) zodziu, uzraSytu dar ir (3) budu, skai¢ius buvo polinominis koeficientas.

UZdavinys. Keliais buidais galime suskirstyti n aibe i k nesikertanciu poaibiu, jei
reikalaujame, kad i j-aja pakliutu p; elementu? Cia p; +---+pp =n,p; 20,1 <j < k.

Sprendimas. Pritaikykite teoremos irodyme naudotus samprotavimus. <

Atkreipkime démesi i Sia (1) lygybés isvada:

n __ n
; _zﬁ:(pl,---,pk)’

gaunama istatant x; = 1. Cia, kaip ir anks¢iau sumuojama pagal visus vektorius p =
(p1,-..,Pk) Su neneigiamomis komponentémis, tenkinanc¢ius salyga p; + - -+ + px = n.
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5. Binominiu koeficienty tapatybés

Patogu isplésti binominio koeficiento apibrézima:

(2) B { z(Z—l)..];Ez—k—Fl), kai z € C,]{? cNU {0}7
k 0, kai k<O.

1 teorema.

2 teorema.

3 teorema.

(D) =) osmersn

>Visi Sie teiginiai patikrinami panaudojant binominio koeficiento formule. Pvz., 3
teoremos atveju, kairioji puse lygi

n! k! n! 1 (n—m)!

Kn—k)! ml(k—m)! (n—k)! ml(k—m) (n—m)
B n! ' (n—m)! _(n)[(n—m
~mln—m)! (k—m)!((n—m)—(k—m))! <m> <k—m>'

4 teorema (Paskalio tapatybé).

n n—1 n—1 n—1
) =Goo)+ () omesn (7))
>Fiksuokime abécélés A viena elementa, sakykim, a; ir visus k derinius suskirstykim

i dvi klases: vienos klasés deriniuose tegu bus aq, kitos - ne. Pastebékime, kad iSvedamos
formulés desinioji puseé - tu klasiu deriniu skaic¢iu suma. Turime gauti visus k derinius is n

elementy. «
i r+k\ (r+n+1
k N n '

k=0

5 teorema.

>Pritaikykite matematine indukcija ir Paskalio tapatybe. <
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6 teorema (Ortogonalumo sarysis) Tequ 0,,, - Kronekerio simbolis, t.y. dpn = 1
i Omn =0, kai m #n. Jeim < n, tai

= S ()G - () Eer ()

=m

Pakeiskime sumavimo indeksa k£ — m = j ir gausime

s = () B (157) = (G-

jei m # n.<
7 teorema (Apgrezimo sarysis) Tegu ay, by, 0 < k < n - dvi skaiciy sekos. I
vienos S Sty lygybiy

1$plaukia antroyi.
>Jei teisinga pirmoji lygybé, tai istatydami patikriname antraja. Skai¢iuojame keis-
dami sumavimo tvarka

S (3o = ki:o(—l)k () (S (F)en =

k=0 m=0
- g(_nmam é(—nk (Z) (Z) = GO = .

Paskutiniame zingsnyje pritaikéme ortogonalumo sarysi (6 teorema). <

8 teorema (Harmoniniu skai¢iu savybé).



>Desiniojoje lygybés puséje esan¢iam binominiam koeficientui pritaikykime Paskalio
lygybe. Gauname

o g QEe () (-

— By 4 (—1)H (“ ) 1) % 4 ];(—1)’4+1 (Z B 1) %

Antrasis démuo lygus nuliui, skaic¢iuojame treciaji. Jis lygus

n

(n —1)! 1 & n 1
(1 = = SR () = o - - 1) =
Z El(n — k)! nkzzzl (k:) n

k=1

S |-

Istate i (1) lygybe gauname rekurentuji sarysi

1
hp =hp_1+ —.
n

Kadangi f; = 1, pagal matematinés indukcijos principa is jo iSplaukia

11 1
By =14 =4+ =4
to gt

ISsvada.
- n 1
-1 k+1 hy = —.
S+ ()=
>Papildykite sumas nuliniais démenimis (kg = 0) ir pritaikykite apgrezimo formule. <

6. Reécio principas

Skaiciuosime skaiciu elementu, patenkanciu i keletos gal but persikertanciu aibiu
sajunga. Apibendrinsime nesunkiai suvokiamas formules

|AUB| = |A| + |B| - |AN B]
ir
(1) |AUuBUC|=|A|+|B|+|C|—-|AnB|-]|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

Jiems iSvesti pakanka grafinés iliustracijos.
Panagrinékime pavyzdi, pateikta M.Bloznelio knygutéje, pakeisdami skaicius.
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Uzdavinys. Kiek sveikuju sprendiniu (sutvarkytuju trejetu (29,29,23), y; > 0, i =

1,2,3 ), tenkinanciu salygas
—4 <z <2; 0<22<8 4<uw3<5,
turi lygtis

(2) T+ 20+ 23 =107

Sprendimas. Kadangi esame nagrinéje panasiu lygciu sveikuju neneigiamu sprendiniu
skaiciu, todeél pakei¢iame nezinomuosius

r1+4=y1, x2—1l=y2, z3—-4=ys,
ir gauname lygti
(3) Y1 +y2 +ys3 = 9.
Jos sprendiniu, tenkinanciu salygas
(4) 0<y <6, 0<y<T; 0<y;<1,
bus tiek pat kiek pradinio uzdavinio sprendiniu. Jei nebutu (4) apribojimu, (3) lygtis
turéty . "
HY = = =55

= (0)-(3)
sveikuosius neneigiamus sprendinius. Taigi reikia ,,atsijoti“ sprendinius, netenkinancius
(4) salygu. Raide U pazymékime (3) lygties sprendiniu aibe, A; — jos poaibi, netenkinanti
salygos 0 < y; < 6, Ay — poaibi, netenkinanti salygos 0 < yo < 7, ir A3 — poaibi,
netenkinanti salygos 0 < y3 < 1. Aibiu sajungos S := A; U Ay U A3 elementus ir reikia

issijoti is U. Likusios aibés U \ S elementai tenkina visas (4) salygas.
Randame sankirtu galias:

|A1 N A2| =0;

|A1 N As| =1,
nes yra vienas sprendinys (7,0,2);

|A2 N As| = 0.

Panasiai [A; N A N As| = 0.
Po pakeitimo
y1—7=21,Y2 = 22, Y3 = 23
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|A1| lygus lygties z1 + 22 + z3 = 2 sveikuju neneigiamu sprendiniu skai¢iui, t.y. |A;] =
H2 = 6; panaSiai, |As| = HY =3 ir

=) () -

Istatydami gautuosius skaicius i (1) formule, gauname
U|—|S|=55—(6+3+36—1) =11

uzdavinio sprendiniu. <

Trumpesnis kelias: ieskodami (3) lygties sveikuju neneigiamu sprendiniu, sudékime

tiek vienetu, kiek ju yra
) RRED D

(y1,92,y3) 0<y1<6
(3),(4) 0<y2<7
8<y1+y2<9

Izitrékime Sios sumos geometrine prasme. Tai plokStumos tasku, kuriu koordinateés tenkina
nurodytas salygas, skaicius. Brézinyje gausime tam tikra sriti. Joje, iskaitant ir kontira,
"telpa” 11 tasku su sveikomis koordinatémis. <

Grizkime prie teoriniu dalyku ir raskime elementu skaic¢iu sajungoje
AyU---UA,.
Pazymekime
a(i) = A, ali,j)=|AinNA,, ... , a(is,...,ig) =]4;, N---NA;l
Cial<i<yj,ip<---<ip 1 <k<n. Viso yra C? galimybiu parinkti nesutvarkytaja

skirtingu indeksu pora (i, j), panasiai, — Cﬁ galimybiu parinkti k skirtingu indeksu. Trum-
pumo délei apibrézkime sumas

n

S1=> a(i), Sa= > a(ij), ... , Sk= > alit,. .. ig).

=1 1<i<j<n 1<i1 << <ip<n

cia 1 < k < n. Pabréziame, kad Sy sumoje sumuojama pagal visus galimus indeksu &
poaibius i$ pirmuju n naturaliuju skaiciu.

1 teorema.
|A1U“‘UAn| =5 _52+SS+”'+(_1)n+1Sn-

15



>Pazymékime U = A; U---U A,,. Fukcija I4 : U — {0, 1} vadinsime poaibio A C U
indikatoriumi, jeigu I4(z) =1 tada ir tik tada, kai € A. Vadinasi,

Al =) La(x)

zeU
Todél
= Z IAi (I‘), CL(Z,]) = Z IAiﬂAj ((E)
zeU zeU
a(it, ..., ik Z Ay neena;, (), 1<i<g, i <o <.
zeU
Vadinasi,
Sk - Z Z IAilﬂ-"ﬂAik ($)7 1<k<n.
1<i1<ig < <ipx<nz€eU
Pazymékime

Zk(l‘) = Z IAilﬂ--'ﬁAik (:l?)

1< <9< <1, <N

Sukeite sumavimo tvarka, $iu zyméjimu déka gauname
S; —Sy+ 83+ + ”“Sn_zz D*1 7, (2
zeU k=1
Reikia isitikinti, jog Si suma lygi
U] =) Iy(=)
zelU

arba irodyti démenu lygybe
(5) L=1Iy(x) =) (-1 Z(x),

su kiekvienu x € U.
Tarkime,
r €A, ..., A, bet ngm+17...,An

su kazkokiu 1 < m < n. Siam z gauname

N (1M Z(w) = Zi(z) — Zo(z) + -+ (~1)™H Zu ().
k=1
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Sumoje Zi(z) yra sudedami 1 ir 0. Vienetu skai¢ius lygus kiekiui tu sankirtu
A,N---NA

T )

kurias sudaro aibés i§ rinkinio {A1, ..., A,,}. Tokiu sankirtu yra C*. Vadinasi,

su kiekvienu 1 < m < n. Gave (5) lygybe, baigiame 1 teoremos irodyma.bll

Panaudoje uzsieninéje literaturoje daznai naudojamus zymenis, gauname sekanti ijun-

gimo ir iSjungimo principa.

2 teorema. Tarkime, kad A1,..., A, — aibés X poaibiai, Xy := X,
XJ = ﬂieJAi.

Aibés X elementu, nepriklausanciy jokiai is aibiy A;, skaicius lygus

S DYIxL

JcA{1,...,n}

>Jei A; := X \ A;, tai nagrinéjamas skaicius lygus
|Ain--NA, =X\ (A1U---UA)| = |X|—|A1U---UA,|

Toliau pakanka pritaikyti 1 teorema. <
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7. Netvarky uzdavinys

Kiek yra n eilés keitiniu, kuriuose bet koks 1 < i < n pakeiciamas j # 1, 1 < j <
n? Tokius kélinius vadinkime netvarkingaisiais. Kai kada §i problema sutinkama kiny
restorano uZdavinio pavadinimu. Tada ji formuluojama buitiskiau. Stai vienas i§ galimu
variantu.

n dZentelmeny burelis atvyksta pietauti ¢ kiny restoranqg. Rubinéje visi atiduoda savo
skrybéles, kurios po piety grazinamos atsitiktinai. Kokia tikimybe, kad m s siy klienty
atgavo savo skrybéles?

Teorema. Netvarkinguju keitiniy skaicius lygus

(-
my S
k=0

12 ... n
P19 ... in )

Tegu Aj, — aibé keitiniu su savybe i, = k, X — visa keitiniu aibé, 0 Ay, = X\ A, 1 <k < n.
Teskomasis skaicius pagal 6.2 teorema lygus

>Bendras keitinio pavidalas

(1)
AN A = X=) D JAil+ Y JANA =+ (—D)™MA NN A, =

i=1 1<i<j<n

:|X|_81+SQ_"‘+(—1)nSn.

Cia, kaip ir anksciau
Sy = > |Ai, NN Ay |

1<i1 <ty <ipg<n

Aibiu sankirta Sioje sumoje yra sudaryta i$ keitiniu, kurie palieka vietoje i1,..., 1. Kitu
n — k elementu keitimui jokiu apribojimu néra. Todél i§ viso yra (n — k)! tokiu keitiniu.

Taigi,
S, = S (n—k)!z(Z)(n—k)!:Z—;,

1<i <4y <ip<n

nes sumoje buvo C’ﬁ vienodu démenu. Kadangi |X| = nl, tai istate gautuosius skaic¢ius i
(1), baigiame teoremos irodyma. <

Kiny restorano uZdavinio sprendimas. Pakanka klasikinio tikimybés apibrézimo: sura-
de, kiek yra galimu ivykiu, kada m klientu atgauna savo skrybéles, §i skaiciu padalijame
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is n!, visu galimu ivykiu. Sunumeruokime dzentelmenus bei ju skrybéles nuo 1 iki n. Jei
Jj-asis klientas gavo i;-a skrybeéle, tai keitiniai

12 ... n
1192 ... 0p

Zzymi visus imanomus elementariuosius ivykius. Mums palankius ivykius zyminc¢iuose kei-
tiniuose sutapimas i; = j turi pasikartoti lygiai m kartu, o visu likusiu (n — m) klientu
aibés indeksai turi sudaryti netvarkingaji keitini. Pagal teorema Sis skaicius lygus

(n —m)! kz_o ( k!) :

Kadangi m poaibiy, kuriy elementus keitinys palieka vietoje, yra C)", tai gauname

n! — (—1)k
m!(n —m)! (n—m)! kZ:O k!

palankiu ivykiu. Vadinasi, uzdavinio atsakymas yra tikimybé

1 ' (-1)*
ﬁz<k!)'

k=0

8. Siurjekciju skaicius

Keliais budais n skirtingy rutuliy galétume patalpinti i m skirtingy déziy? Formal-
izuojant §j uzdavini, tenka nagrinékime atvaizdzius f: X — Y, kai | X| =n,0 |Y|=m. I8
viso ju yra tiek, kiek n zodziu, sudarytu i§ m raidziu abécélés. O kiek yra siurjekcijy, t.y.
atvaizdziu, kada kiekvienas y € Y turi bent viena pirmvaizdi i§ aibés X7 Rutuliy ir déziy
uzdavinyje tai atitikty salygos papildyma reikalavimu, kad bent vienoje dézéje bty bent
po viena rutuli. Aisku, bent vienas toks rutuliy iSdéstymas bus tik tada, jei m < n.

Teorema. n aibés 1 m atbe, m < n, swurjekciju skaicius lygus
“ m

S0 () m -

k=0

>Jei U — visu atvaizdziu aibé, tai |[U| = m”. TeguY = {y1,...,ym}, 0 A; — atvaizdziai,
neigyjantys reiksmes y;, 1 < j < m. Pagal ta pacia atvaizdziu skaiCiaus teorema gauname

|Aj|:(m—1)”, |A7;F‘|Aj|:(m—2)”, ,|A¢1ﬂ---ﬂAik|:(m—k)”.
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Clal<i<j<m,1<i3 <ig - <ir<m.
Siurjekciju vaizdai yra visi y;, todél mus dominanti aibé yra lygi aibiu A; papildiniu
iki U sankirtai, t.y.,
S=ANAN---NA,.

Pagal praeito skyrelio teoremos iSvada

(1) S| =1Ul =51+ 85—+ (=1)"5n
Cia

m n . m __o\n — m _ n —
51:(1>(m—1), 52_(2>(m 2)", .., St (m_l)(m m+1)", Sy =0.

istate i (1) formule, baigiame irodyma.<

n! = i(—nk (Z) (n—k)", n>1.

k=0

ISvada.

>Kiekviena n aibeés siurjekcija i ja pacia yra ir bijekcija, o bijekciju skaicius sutampa
su n keitiniu kiekiu. Toliau pritaikome teorema, kai n = m.<

9. Stirlingo skaiciai

Aibés A skaidiniu (k skaidiniu) vadiname israiska
(1) A=A U---UAy, AjCA,Aj%@, AiﬂAjZQ, 1<i<g<n.
Jungiamu poaibiy tvarka ¢ia nesvarbi. Tegu P(n, k) — visu (1) skaidiniy aibé. Jos elementu
skaicius S(n, k) := |P(n, k)| vadinamas antros rusies Stirlingo skaic¢iumi (James Stirling,
1692-1770, - skotu matematikas).

Pastebékime, kad (1) skaidinys susijes su aibés A siurjekcijomis i k aibe, tarkim, i aibe
B:={1,...,k}. Tegu

Q(n, k) :={f:A— B, f— siurjekcija}.

Is 8 skyrelio teoremos turime
k ke
2) 2l = S0 () e i
j=0

Is (2) isvesime patogia formule antros rusies Stirlingo skaiciui S(n, k), 1 < k < n, nustatyti.
Susitarkime, be to, zyméti S(0,0) = 1.
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1 teorema.
k
stk = 2R S e (D

pJei A ={ay,...,a,}, f € Q(n, k), tai pazyméje
Aj={a; € A: f(i)=3}, 1<j<k,

gauname vienintelj skaidini A = A; U... Ax. Atvirksciai, turédami toki skaidini, galétume
apibrézti daug siurjekciju. Pakaktu aibeés A; elementus atvaizduoti i viena skaiciu ¢; taip,
kad skaiciai i1, ...,7; sudarytu k keélini. Kadangi tokiu kéliniu yra k!, i§ viso gautume k!
siurjekciju. Taigi |Q(n, k)| = k!S(n, k). Toliau pakanka pritaikyti (2) formule.<

Jei B,, — visu galimu A israisku, jungiant netus¢ius poaibius, skaic¢ius, vadinamas Belo
skaiciumi, tai

B, = 2": S(n, k).
k=1

Atkreipkime démesi i panaSuma su anksciau turéta poaibiu skaiciaus formule
" /n
2" = .
> (3)
k=0

Dabar iSvesime viena rekurentuji sarysi.
2 teorema. Susitarkime, kad S(0,0) = 1. Tada

S(n,k)=kSn—1,k)+Sn—1,k—1), 1<k<n.

>Panasiai kaip ir Paskalio teoremos irodyme, visus aibés A k skaidinius perskirkime
i dvi dalis. Viena dali sudarykime i tokiu skaidiniu, kuriuose vienas i§ jungiamu poaibiu
yra {n}. Ju pavidalas bus toks:

A:Al UAk_lLJ{TL}
Cia poaibiuose Aj, 1 <k—1, néra n. Tokiu skaidiniy bus S(n — 1,k —1).
Kita dali sudarantys likusieji skaidiniai gali buti gauti tokiu budu. Imkime aibés
{1,...,n — 1} k skaidinius
{1,...,n—1} =AU ---UAy,
kuriu bus S(n — 1,k), ir prijungdami paeiliui n prie A}, 1 < j < k, i§ kiekvieno tokio
skaidinio padarytume k pradinés aibés A skaidiniy. Todél antroje skaidiniu grupéje yra

kS(n — 1,k) A skaidiniu. Sudéje abieju klasiu skaicius, gauname S(n, k).<
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Isvada. Jei 1 <k <n, tai S(n, k) < k"1,
>Pritaikykite indukcija.<

Antros rusies Stirlingo skaic¢iai yra naudingi polinomu algebroje. Pazymékime
x
@) =z(z—-1)...(x—k+1) = (k)k!, (x)o = 1.
3 teorema. Jei S(n,0) :=0, kain € N, ir S(0,0) =1, tai

x”:ZS(n,k)(x)k reR, n>0, 0°:=1.
k=0

>Atvejis n = 0 yra trivialus. Tegu toliau n € N. Irodinéjamos lygybés pusése yra n
laipsnio polinomai, todél pakanka ja patikrinti daugiau negu n tasku. Irodysime, kad ji
teisinga su visais naturaliaisiais x > n. Tuo tikslu, nagrinéjame atvaizdzius

g:A— X :={1,2,...,z}.

Ju yra 2. Si kieki skai¢iuojame kitu badu. Tegu Y = ¢g(X) € X — funkcijos g reikimiu
aibé. Tada g : A — Y yra siurjekcija. Poaibiuose Y gali buti 1,2,...,n elementu. Jei
Y| = k, tal gausime |Q(n, k)| skirtingu siurjekciju, atitinkanciu skirtingus atvaizdzius
g. Pakeite Y C X, vél gautume skirtingas siurjekcijas bei atvaizdzius. Vadinasi, visas
atvaizdziu ¢ skaicius gali buti uzrasomas Sitaip:

=" > QO k)|

k=1YCX,|Y|=k

Pagal 2 teorema

n

D i Z S(n, k)k! = S(n, k)k! Z 1= S(n, k)(x)k,

k=1YCX,|Y|=k k=1 YCX,|Y|=k k=1

3

nes aibé X turéjo (i) skirtingu k poaibiu. Jei n € N, pagal susitarima S(n,0) = 0, todél
pastarojoje sumoje galétume prijungti nulini démeni, atitinkanti £ = 0. Taip gautume
teoremoje nurodyta formule. <

Formulé
n

() = Zs(n, k)z®, = eR,
k=0

apibrézia pirmos rusies Stirlingo skaicius s(n, k).
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4 teorema (Ortogonalumo sarysis).

Z S<n> k)s(k7m) = 0mn, m,n >0,

k=m

>Pasinaudokime auks¢iau nagrinétu polinomu israiskomis per Stirlingo skaicius. Gau-
name

2" = ;; S(n, k) (2)p = é S(n, k) (mf: s(k, m)xm> - mijo (ésm, k)s(k, m))xm.

=0

Palygine polinomu koeficientus prie vienodu x laipsniu, baigiame 4 teoremos irodyma.<

Uzdavinys. Isveskite rekurenciaja Belo skaic¢iy formule

10. Skirtumo operatorius

Tiesinéje realiu funkciju erdvéje F apibrézkime skirtumo operatoriy, t.y., atvaizdi
A:F—F
Af(z) = flz+1) = f(z).
Tai tiesinis atvaizdis, nes i$ apibrézimo isplaukia lygybeés A(cy f(z) + cag(z)) = 1 Af(x) +
c2Ag(x) su bet kokiom realiom konstantom c1, co bei funkcijomis f(z), g(z). Naudojant

skirtumo operatoriu, galima iSvesti nemaza kombinatoriniu sarysiu. Pazymékime A™ =
A(A™1), kai m >0, Al = A; A® = I, ¢ia I tapatusis atvaizdis.

1 teorema. Bet kokiai funkcijai f(x) ir m > 0 teisingos tapatybés

m m

W anse = Ym0 =S e0m () sl )

k=0 k=0

) o) = Y0 () )at s
k=

0



>Pirmoji i§ (1) lygybiu irodoma matematinés indukcijos pagalba, pasinaudojant Pas-
kalio tapatybe. Patikrine (1) su m = 0,1 ir tare kad ji 8i lygybé yra teisinga dél m—1 > 1,
skai¢iuojame suma

Sui= S0 () et m— 0 = S04 (") s m b
1)

k=0 k=0
i m—1
+;; k<k_1>f(x+m—k).

0

Gautose sumose atmete po nulini démeni, o antroje dar ir pakeite £k — 1 = j, gauname
i 1
Sm= )Y (-1 L fl(x+1)+(m—1)—k)
k=0

j(m— 1 )
Y () (j )f(a?+(m—1)—y)
_ AT @ 1) - AT () = A (fa 1) - ().

Taigi, (1) lygybé yra irodyta.

Antrosios i§ (1) iSraisku irodymui pakanka pakeisti sumavimo indeksa.

Norédami isvesti (2) formule, taikome binominiu koeficientu apgrezimo formule ir
pirmaja i$ (1) lygybiu. Musu ankstesniuose i skyrelio zyméjimuose imame a,, = A™ f(x)
bei by, = f(x —m — k). Paskutinés (3) formulés isvedimui vél taikome ta pati principa, bet
vietoje pirmosios naudojame antraja israiska (1) lygybéje. <

Isvada. Jein,m >0, tai

Amgn = é(—nk (Z‘) (¢ +m— k)™
ATO" = AT =g = é(_l)k (Z) (m — k)™

Dydziai A™0", m,n > 0, vadinami Morgano skaiciais. Jei m < n — tai n aibés
siurjekciju i m aibe skaicius, ir jei m > n, tai bet kokiam x € R, A™z™ = 0. IS tiesu,
kiekvienas operatoriaus A pritaikymas sumazina polinomo x” laipsni vienetu. Kai x = 0,
i§ ¢ia iSplaukia tapatybe

m

(4) AT =3 (~1)F (Z) (m—Kk)" =0, m>n.

k=0



Kadangi atveju m > n ir siurjekciju skaicius lygus nuliui, tai darome isvada, kad Morgano
skaiciai visada iSreiskia siurjekciju kieki.
Uzduotis. Panagrinéekite postiimio operatoriaus P : F — F, apibréziamo lygybe

Pf(z) = f(z+1)
arba P = A + I, savybes. Iveskite keleta kombinatoriniu formuliu.

11. Laipsniné generuojanti funkcija
Daznai kombinatorinius objektu skaiciu iSreiskiancios sekos yra sudétingos, todél ju
tyrimui pasitelkiama funkciju teorija. Sekai
ag, a1, ...,0n,... aj €R,
priskiriama formali laipsniné eilute

ap+ a1z + asx® + -+ apz™ + ...,

vadinama sekos generuojancia funkcija (1.g.f.). Kai kada Sia eilute pavyksta susumuoti,
rasti gana paprasta funkcija, kurios Teiloro eiluté tasko x = o aplinkoje sutampa su Sia
generuojancia funkcija. Kombinatorikoje daznai net nenagrinéjant Sios funkcinés eilutés
konvergavimo klausimo, su ja formaliai manipuliuojama, atliekami matematinéje analizéje
zinomi veiksmai (Perskaitykite M.Bloznelio knygelés 4.1 skyreli). Pavyzdziui, nurodytos
virguje eiluteés ir sekos {b,,}, m > 0 generuojancios funkcijos sandauga lygi eilutei

co+ x4 cox?+ - F e+ ...

su

n
Cp = Zakbn—k, n > 0.
k=0

Analizéje pries dauginant panariui laipsnines eilutes butu pasidométa, ar eilutés konver-
guoja absoliuc¢iai. Daug seku sarysiu, tapatybiu buvo ”atspéta” manipuliuojant su generuo-
janciomis funkcijomis, véliau grieztai pagrindziant atliktas operacijas arba ijrodant juos
kitais budais.

Pasinaudokime binominiu koeficienty

generuojancia funkcija

()« () ()



ir iSveskime pora formuliu.

1 teorema (Vandermondo sastika). Bet kuriems naturaliesiems skaiciams k ir m,

k,m < n, teisinga lygybé
k
n m\ [n—m
(k) _jz_:o (j)(k—j)'

>Panaudoje laipsniniu eiluciu (Siuo atveju, polinomu) dauginimo taisykle, gauname

I+a)" =104z "A+x)" =) (n _Z m)xz > (W)a:j =

i>0 >0 J
k>0 * >0 ! J
i+j=k

Sulygine koeficientus prie z*, baigiame teoremos irodyma.<

2 teorema. Su bet kokiu n > 0 teisinga lygybé

i%(@ :_n%l—l'

k=0

>Integruodami panariui generuojancia funkcija gauname
u n n u
/ (l—i—x)"dm‘:Z( )/ zF da,
0 k) Jo
k=0
1 UL gkt

n+l _
@t 1) kz_okﬂ'

Istate u = —1, baigiame irodyma.<

2 teoremos tapatybe palyginkite su anks¢iau nagrinétomis harmoniniu skai¢iu savy-
bémis. Matematinéje analizéje yra iSvedama apibendrintoji Niutono binomo formulé

oo
(1+2)" = Z (z)x”, z,u € R, |z < 1.
k=0

Cia, kaip jau buvo minéta,

(u) I IS VIR VNS

n n!
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Funkcija (1 + )" yra apibendrintuju binominiu koeficientu generuojanti funkcija.
Matematinéje analizéje iSvedamos funkciju laipsninés eilutés yra ju koeficientu gene-
ruojancios funkcijos. Taigi, formulés

oo n

x
1) Slog(l-) =30l <1,
n=1

bei

o - 1 n
(2) e:Z—'x, r € R,

n!
n=0

duoda seku {1/n}, n > 1ir {1/n!}, n > 0 laipsnines generuojancias funkcijas atitinkamai.

Uzdavinys. [rodykite Kosi tapatybe

n

1
> ijjkj!:L n>1.

kv,...kn>0 J=1
1k1+--4+nk,=n

Sprendimas. Nagrinéjame vienetu sekos l.g.f.. Naudodami (1) ir (2) formules, gau-
name

n 1 7
Za: :m:exp{—log(l—x)}:exp{ZT}:
n>0 j>1

xd xd & 1
e {71 =T (7) &
j=1 j=1k>0

Formaliai dauginame eilutes (pagriskite!). Desinéje puséje gauname

lekl x?kg n

. 1

ki,....kn,...>0 n>0 k1,....kn>0 7j=1
1k1+4--4nkp,=n

Paskutiniame zingsnyje grupavome absoliu¢iai konverguojancios srityje |x| < 1 eilutés
narius. Taylor’o koeficientai apibréziami vienareikSmiskai. Vadinasi, koeficientas prie x™
yra lygus vienetui.<

Laipsniniu generuojanciu eilu¢iu nauda ypac isryskéja nagrinéjant rekurenciasias se-
kas. Véliau Siuos sarysius panagrinésime smulkiau, dabar apsistosime ties vienu pavyzdziu.
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12. Katalano skaiéiai

Atliekant binariasias algebrines operacijas, pvz., sudéti tenka suskliausti ir sudéti po
du démenis paeiliui. Isitikinkite, kad yra 5 keturiu démenu suskliaudimo budai, nemaisant
démenu tvarkos. Apibendrinant gauname toki rezultata.

anl(Qn—2>
n\n-—1

>Bet kaip suskliaudziant paskutiniame zingsnyje suskliaudziame du démenis Fq + Es.
Jei naryje F7 buvo k démenu, tai 1 < k <n—1, 0 EF5s — n — k démenu. Pagal skaiciaus
C} apibrézima, nesikertanciu aibiu sajungos elementu formule gauname

1 teorema. Yra

n > 2 démeny suskliaudimo budy.

n—1

(1) Co=> CiCrp, n>2.

k=1

Susitarkime, be to, kad Cy = 0, C; = 1. Raskime sekos {C},,}, n > 0, generuojanciu
funkcija

i Cpa™ =: F(x).
n=0

Apskaic¢iuojame, naudodami (1),

F(z)? = g Cé CkCn_k> a" = F(z) — .

Issprende kvadratine lygti, gauname

F(z) = % (1 +(1— 4:5)1/2).

Kadangi F'(0) = 0, reikia imti minuso zenkla. Pasinaudodami apibendrintaja Niutono
binomo formule, keliame laipsniu 1/2; ir sulyginame koeficientus prie ™. Gauname

i)

n

Skaiciai C,, vadinami Katalano vardu.
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13. Eksponentinés generuojancios funkcijos

Naudojant laipsnines generuojancias funkcijas, tenka pagristi ju konvergavima netriv-
ialioje tasko x = 0 aplinkoje. Kai koeficientu seka didéja palyginti greitai, to padaryti
nepavyksta. Tokio sunkumo kai kada pavyksta iSvengti normuojant koeficientus. Pana-
grinésime labiausiai naudojama atveji, kai nagrinéjamos sekos koeficientai dalijami i§ in-
dekso faktorialo. Daznai panasiu normavimu siekiama ir paciu funkciju paprastumo. Sekos
{an}, n >0 eksponentine generuojancia funkcija (e.g.f.) vadinama formali eiluté

axr  asr? an,x”

1! 2! n!

+..

Taigi vienetu sekos e.g.f. yra e”, o sekos {n!}, n > 0, — funkcija 1/(1 — ).
Pastebékime pora savybiu, palengvinanciu skai¢iavimus. Tarkime g(x) — sekos {b,},
n >0, e.g.f.

Lema. Jei f(z) - sekos {a,} e.g.f., tai f'(x) - sekos {ant1}, n >0 e.g.f.. Formali
suma f(x) + g(x) atlikta panariui yra sekos {a, + by}, n >0 e.g.f., o sandauga f(x)g(x)

— sekos .
Cp = Z (Z) akbn_k

k=0
e.g.f.

>Pirmasis tvirtinimas gaunamas panariui diferencijuojant eilute f(z). Kiti teiginiai
matosi atlikus nurodytus veiksmus<

Panagrinékime keleta pavyzdziu. Pradzioje pritaike e.g.f., raskime netvarkinguju n
eilés keitiniu skaiciu D,,. Prisimename atsakyma

(1

—nl A
D, =nl! Z A
k=0

Pradékime tapatybe
" /n
I'= Dk,
=3 (})Dus

k=0

reiskiancia, kad keitiniai iSskaidyti i nesikertancias klases, taip, kad vienoje klasé¢je esantys
keitiniai palieka £ = 0,1, ..., n elementy vietoje. Kadangi (Z) =0, kai £ > n, tai pastaroji
lygybé ir lema duoda generuojanciu funkciju lygybe

L _ep@), by =Y 2

Rade funkcijos



n-a Taylor’o koeficienta, baigiame irodyma.
1 teorema. Tegu S(n,k) — antros rusies Stirlingo skaic¢iai. Sekos {S(n,k)}, n >k

e.g.f. lyg .
r—1
Fy(z) := u, k> 1.
k!
>Naudodamiesi rekurenciaja Stirlingo skai¢iu formule, lygybe S(n, k) = 0, kai n < k,
skai¢iuojame

n

Fp(z) =) S(n,k’)% =" (kS(n—1,k) + S(n—1,k - 1))% _
n>k ' n>k :
kY S(mk) il S S(m.k e
= m, — T m,x — .

Eilu¢iu konvergavima uztikrina lengvai patikrinamas jvertis S(n, k) < k"1, Diferencijuo-
dami panariui, gauname rekurenciaja formule

(1) Fy(z) = kFi(2) + Fi1(2).

Ja naudodami irodyma baigiame matematinés indukcijos budu. Kai k& =1, S(n,1) = 1,
todél norima lygybé isplaukia i§ eksponentinés funkcijos skleidinio

n

2) Z%:efﬂ—L

n>1
Tare, kad 1 teoremoje uzrasyta lygybé yra teisinga su dél k — 1 vietoje k, i$ (1) gauname
(e:v - 1)k—1
(k—1)! °

Diferencialiniu lygé¢iu teorijoje yra irodoma, kad tokios lygtys turi tik viena sprendini,
patenkinanti salyga, Fi(0) = 0. Vadinasi, pakanka patikrinti, ar 1 teoremoje nurodyta
funkcija tenkina Sia lygti.<

Fi(z) - kFy(x) =

Isvada. Belo skaiciy sekos {B,}, n > 1, e.g.f. lygi
(3) B(x) := exp{e” — 1}.

>Pagal lema ir Belo skai¢iu apibrézima pakanka sudéti visiems k >) teoremoje gautas
formules ir pasinaudoti (2) iSraiska .<

2 budas. IS rekurenciosios formuleés
" /n
B =Y (7)m
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ir Lemos iSplaukia sarysis
B'(z) = €”B(x).

Sios diferencialinés lygties sprendinys su salyga ir yra (3) funkcija.
2 teorema. Tegu s(n,k) — pirmos rusies Stirlingo skaiciai. Sekos {s(n,k)}, n >k

e.qg.f. lygi ,
z" k
fel@) =" s(n, k)— = H(1og(1 +2))°, |zl<1, k>0.

n>k

>Lygybés desinéje esanti logaritminé funkcija yra apibrézta srityje |x| < 1. Jos Tay-
lor’o koeficientai apibréziami vienareiksmiskai. Vadinasi, reikia patikrinti ar skaiciai a(n, k)
apibréziami lygybe
1 k a(n, k) ,
H(log(l + )" = Z ———x"

n!
n>k

sutampa su pirmos riisies Stirlingo skai¢iais. Dauginkime paskutine lygybe i§ m* ir sudéki-

me pagal visus k > 0. Gauname

Z %(mlog(l - m))k ka Z %x”.

k>0 k>0 n>k

Kairiaja puse skaic¢iuojame pagal (2) formule, desinéje kei¢iame sumavimo tvarka. Gau-
name

exp{mlog(l+z)} = Z 2—7: Z a(n, k)ym”.

n>0  0<k<n

Kadangi kairioji pusé yra polinomas (1 + x)™, tai sulygine koeficientus prie vienodu =z

laipsniu, gauname
m 1 — k
<n> = ﬁZa(n,k)m ,
" k=0

kai n < m. Palygine su pirmos rusies Stirlingo skai¢iu apibrézimu, matome, kad a(n, k) =
s(n, k). <
14. Rekurentieji sarysiai. Pavyzdziai

Nagrinésime sekas, kuriu n-tasis narys tam tikra formule yra iSreiSkiamas per jos
narius su mazesniais indeksais. Be to, vienetinumui uztikrinti nurodoma pirmuju sekos
nariu. Tokios iSraiskos vadinamos rekurenciosiomis formulémis. Labiausiai zinomos yra
aritmetiné ir geometriné progresijos nusakomos formulémis

p = Gp-1+d, ap=qan_1
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atitinkamai. Cia d yra bet koks skaicius, o ¢ - skai¢ius, nelygus nuliui ir vienetui. Paskalio
tapatybé binominiams koeficientams yra dvieju indeksu sekos rekurenciosios formulés pa-
vyzdys. Labai daug uzdaviniu apie sekas yra sprendziami dviem etapais. Pradzioje ran-
dami rekurentieji jos nariu sarySiai, o véeliau jie yra iSnagrinéjami. Antrajamaje zingsnyje
pritaikomi kombinatorikos metodai. Taip daznai elgiamasi n-os eilés determinantu teori-
joje. Pradésime nuo kitokiu paprastu pavyzdziu.

1 uzdavinys. [rodykite, kad n plokstumos tiesiu, tarp kuriy néra dvieju lygiagreciy
ir bet kurios trys is ju nesikerta viename taske, dalija plokstuma 1

n(n+1)

pn:1+ 9

STICIY.

Sprendimas. Akivaizdu, kad p; = 2, po = 4, p3 = 7. Taikome indukcijos principa.
Tarkime, kad jau iSvedéme k tiesiu ir nustatéme plokStumos sri¢iu skaiciu pi. Vedame,
k+1 tiese. Keliaukime ja nuo tasko, esancio dar iki pirmojo susikirtimo su viena i$ pirmuju
tiesiu. Sia sriti naujoji tiesé padalijo pusiau, uz susikirtimo su pirmaja tiese esanéia sriti
- irgi pusiau. Pratese Sia kelione, matome, kad kiekviena nauja sritis dalijama pusiau.
Kadangi k + 1 tiesé kirs k + 1 sri¢iu, gauname sriciu skaiciaus israiska

Pr+1 =Dk + (E+1).

Pritaike indukcijos prielaida dél pi, gauname

k(k+1)
2

+(k+1):1+(k+1)2(k+2).

Pr+1 = 1+

Vadinasi, virsuje nurodyta p,, formulé yra teisinga su visais naturaliaisiais skaiciais n.

2 uzdavinys (Leonardo Fibonacci). Triusiy pora per antrq ménesi atsivedé nawja
porele jaunikliy ir véliau kas ménesi dar po porele. Kitos porelés elgési taip pat. PaZyme-
kime F,, - triusiy poru skaiciu n ménesio gale. [Irodykite, kad

(V5+ DM — (1= V5)
2n+1\/3 ’

Sprendimas. Nesunku matyti, kad seka Fj, (vadinama Fibonac¢io vardu) tenkina
rekurentuji sarysi

F, = n > 0.

(1) Fn = Fn—l + Fn_g, n Z 2.

Isnagrinékime Sia lygybe ivairiais biuidais.

1 buidas. Ieskome laipsninés generuojancios funkcijos
(0. @]
O(x) = Z F,x™.
n=0
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Kadangi

I(I)(I) = Z an"+1 =x+ Z F,_1z"
n=0 n=2
ir - -
22®(z) = Z F,a"t? = Z F,_sx",

n=0 n=2

tai
d(r) — 2®(x) — 220 (2) = 1,

arba

P(x) = = .
(z) l—z—22 (1-o;'z)(1—a;'2)
Cia a1, oy - lygties
2 +2x—-1=0

Saknys, t.y.,

o =(—=1+vV5)/2,  az=(-1-+5)/2.

Pastebékime, kad as = —ozl_l. Racionaliaja funkcija isskaidome paprasciausiuju trupmenu
suma. Gauname

q)(.flj) A B a1 1 (D) 1

- 1+a1x+1+a2x - Vi 1+aix /6 1+asz

Pasinaudoje begalinés geometrinés progresijos sumos formule, kai |z| < (v/5 —1)/2, gau-
name

a1 > a9 > _
d(r) = — —a) """ — —= —aq) "a.
() = & Sl-ara” = 3 (a)
Sulygine koeficientus prie ™, baigiame Fj,, formulés iSvedima. ¢

2 budas. Galima naudoti ir eksponentines generuojancias funkcijas. Perrase (1)
formule patogesniu buidu, gauname Fj,12 = F,+1 + F,,, m > 0. Pagal 13 skyrelio lema
funkcija

oo
F n

n=0

tenkina diferencialine lygti
U (z) =0 (x) + ¥(x)

ir pradines salygas W(0) = ¥’(0) = 1. Diferencialiniu lygé¢iu teorijoje irodoma, kad pas-
tarojo uzdavinio sprendinys yra funkcija

alealm _ aQeagm

V5

U(z) =
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Isskleide eksponentines funkcijas Teiloro eilutémis, randame n-ta nari. ©

15. Rekurentieji sarysiai. Bendra teorija

Dabar i8vystysime bendresne teorija. Tarkime, kad seka {u,}, n > 0 yra apibrézta r
eilés sarysiu
(2) Uptr T Q1Up4r—1 -+ QplUyp = 0, n=>0,

ir pradiniais nariais ug, u1, ..., u,—1. (2) pavidalo formules vadiname tiesiniais homogenini-
ais rekurenciaisiais sqrysiais, o polinomas

Az) = Zajxj, ap =1
§=0

vadinamas charakteristiniu polinomu.
(Galimas ir kitoks §io polinomo apibrézimas:

A(z) = Zar_jxj, ap =1,
§=0

bet tada tolesnés formulés komplikuojasi).
Prisilaikydami musu apibrézimo, istirkime laipsnine generuojancia funkcija

U(z) = i Upx".
n=0

1 teorema. Sandauga A(z)U(x) yra polinomas

D(z) := Z dya®
k=0
Su
k
dk:Zajuk_j, 0<k<r-—1.
j=0
Irodymas. Daugindami A(z) ir U(x) panariui, gauname laipsnine eilute su koeficien-

tais

k
(3) dk; = Zajuk_j.
7=0
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Cia laikome, kad a; =0 , kai j > r + 1. Jei k <7 — 1, (3) formulé yra iegkomoji. Imkime
paeiliui k =r,r+1,... ir naudodami (2), isitikinkime, kad tada d = 0. ¢

Isvada. Generuojanti funkcija U(x) = D(z)/A(x) yra racionalioji funkcija.

Toliau funkcijai U(z) taikysime racionaliyju funkciju teorija. Tokiu funkciju kune
C(z) egzistuoja U(x) iSraiska paprasciausiuju trupmenu suma

@ D) PR =

’Lljl

Cia )\i_l € C, 1 <i < k, - charakteristinio polinomo A(z) 8aknys, 7, - ju kartotinumai,
ri+---+mr, =r,0l; € C. (4) israiska galima rasti, jei pavyksta rasti A(x) Saknis. Jei
jau turime skaidini

Alz) =ar(x —z)™ ... (x — )™, x; € C,

tai neapibréztuju koeficientu metodu randame koeficientus A;; tenkinancius lygybe racio-

naliyju funkciju kune
k

v =50 =3y e

11]1

Pastebékime, kad x; # 0, nes ap = 1. Vadinasi, iskéle x; pries skliaustus, gautume (4)
formule.

2 teorema. Jei U(x) turi (4) israiska, tai
i & J+n-—1
=1 j=1

Irodymas. Pagal apibendrintaja Niutono binomo formule

1 = [(—j = (n+j—1
- = 1) AP = net I\ < 1.
TS WSt ;}(n)( )N ;( : ))\Za:, Niz| <

Istate i (4) formulé ir sulygine koeficientus prie vienodu z laipsniu, baigiame 2 teoremos
rodyma. ¢
2 eilés tiesiniu rekurenciuju sarysiu atveju gauname.
Isvada. Tarkime, kad seka {u,}, n > 0, apibréita sqrysiu unio + a1Unr1 + a2ty =0
ir pradinémis salygomis ug = up = 1. Jei A(x) = ag(x — x1)(x — x2), T1 # T2, A\; = xl_l,
tat
Up = CIAT + C2 Ay,
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o konstantos cy,cy randamos i§ pradiniy salygu. Jei A(z) = as(x — x1)%, A= 27", tai
Uy = A" + con A",

o konstantos c1, cy randamos 1§ pradiniy salygy. <

Pavyzdys. Raskime sekos {uy}, n > 0, tenkinancios ketvirtos eilés rekurentuji sarysi
Un+4 — 2Un+2 +u, =0,

bendraji nary, jei ug =uy =1, 0 ug = ug = 2.

Sprendimas. Charakteristinis polinomas turi pavidala
Alz) =2 —22% +1,
todeél generuojanti funkcija lygi

D(x)

U(x) = m

Cia kubinio polinomo D(z) = dy + diz + daz? 4 ds3a® koeficientai skai¢iuojami pagal 1
teoremoje naudotas formules. Gauname

do = agug = 1,

dv = apu1 + a1up = 1,
d2 = agUg + a1u1 + asug = 0,
ds = agusg + ayus + asuy + azug = 0.
Vadinasi,

1+ 1 Ay Ao As
U g = p— .
() (1—22)2 (1—2)2(1+xz) 1—x+(1—x)2+1+:1:

Subendravardikline ir sulygine skaitikliuose esancius polinomus, randame neapibréztuosius
koeficientus Ap, As, Az. Gauname

1=A1(1 -2+ Ay(1 +2) + A3(1 — 22 + 2?)
arba
A+ Ay + Az =1,
Ay —2A3 =0,
—A1 +A3:0.
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Vadinasi, A; = 1/4, As = 1/2 ir A3 = 1/4. Dabar galime pasinaudoti 2 teorema.
Atsakymas.

_ L)t ntd

4 2

Un,

&

Pastebékime, kad sprendziant lengviau naudoti 2 teoremos irodymo metoda, negu
iSvestasias formules!

16. Sudétiniy funkciju Tayloro koeficientu rekurentieji sarysiai

Pracitame skyrelyje, turédami rekurentuji sarysi, ieskojome bendrojo sekos nario.
Pastarasis daznai buna sudétingas ir apsunkina skai¢iavimus. Programuojant zZymiai pa-
prasc¢iau naudoti rekurenciasias formules. Tai ypac¢ gerai atsispindi skai¢iuojant sudétiniu
funkciju Tayloro koeficientus. Pradékime nuo pavyzdzio.

Pavyzdys. Rasti funkcijos
(1) F(m):exp{ E a—,jxj}.
— J
Jj=1

n-qji Tayloro koeficienta, jei a; yra aprézta realiy skaiciy seka.

Sprendimas. Laipsniné eiluté po eksponentés zenklu absoliuciai konverguoja srityje
|x| < 1. Ja apsiribodami, dauginame zinomus skleidinius

n=0 ki,....kn>0 J=1
1k1+--nk,=n

Taigi, ieskomi koeficientai lygus

n ak

(2) b, = Z H jkjj].{)j!’ n > 0.

ki, kn>0 =1
1k1+-4nk,=n

Tokia ir i ja panasios formulés yra labai nepatogios programuotojams.

1 teorema. Funkcijos F(z) Tayloro koeficientai b,, tenkina rekurentyji sqrysi

n

1
Zan_j+1bj, bo = 1, n > 0.
n+1 =

bn—l—l -

37



Irodymas. Diferencijuodami gauname

= Z nbpz" "' = F(x) Z a1zt = Z (Z bjan_j+1):c"
n=1 =0 n=0 *j =0

Kadangi funkcijos, esancios kair¢je Sios lygybés puséje, koeficientas prie z” lygus (n +
1)bn41, apskliaustoji suma yra jo israiska. ¢

2 teorema. Funkcijos

oo m
Gm(z) == (A(z))™ := (Zakxk) , meN, ag#0
k=0
su apréztais realiais a; Tayloro koeficientai g, := g,(m) tenkina rekurentuji sarysi

(m+1)j
Int+1 = Qg Z( n+1 )aanrlgja go=a87“,n20.

Irodymas. Vél diferencijuodami gauname

oo

G'(z) =mA™ (@) A (2) =Y (n+ 1)gng12™.

n=0

Padauginame abi puses i§ A(x) ir panariui sudauginame eilutes. Kairéje puséje gauname

mA™(z)A' () = mG,, (z)A'(z) = Z (m Z(n — 1+ 1)glan_l+1)x"

n=0 =0

Panasiai deSin¢je puséje gauname eilute

A) S0+ g = 3 (S0 Datsaant )o”

Sulyginame koeficientus prie x™:

n

Z(l +1)git1an—1 =m Z(n — I+ Dgian—i41.
1=0 1=0

Is ¢ia issprendziame g,,41. Gauname

n

n n
(n+1)gny1a0 =m Z(n —l+1)an—14101 — Z lan_14191 = Z (mn—1+1)=Dan_i4+19.-
=0 =0 =0
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IS ¢ia iSplaukia ieskoma lygybé. ¢

Uzduotis. Raskite funkcijos

log (Zaja:j>, ap =1,
§=0

su realiais a; Tayloro koeficienty rekurenciaja formule.

Pastaruoju atveju funkcijos abibrézimui tektu reikalauti, kad po logaritmo zenklu
esanti eiluté ne tik konverguotu, bet ir nebtitu lygi nuliui. Ir ankstesniuose pavyzdziuose
sekos a; apréztumas gali buti pakeistas reikalavimu, kad jos laipsniné generuojanti funkcija
turétu netrivialia konvergavimo sriti. Pacios rekurenciosios formulés turi prasme be jokiu
iSankstiniu apribojimu.

15. Grandininés trupmenos

Reigkini

= qo+ I
q1 + T
q2+... T
qk—1+§

vadiname grandinine trupmena. Trumpesnis zZymuo:

a = [QO7QI7Q27 . 7q1<:]

Cia qo € Z, gi €N, 1< 75 <k, ok >0 - sveikasis skaicius.

1 teorema. Kickviena racionaluji skaiciy galime isreiksti grandinine trupmena, be
to, vieninteliu budu.

Irodymas. Tegu o« = a/b, a € Z, b € N, - nagrinéjamas racionalusis skai¢ius. Pri-
taikykykime Euklido algoritmo formules

a = qob + o, 0<rg<h,
b=qro+r1, 0<r; <ro,
ro = Q21 + 79, 0<ryg <ro,...

Th—3 = Qk—1Tk—2 T Tk—1, 0 <rg—1 <rp—2,

Tk—2 = qkTk—1-

Cia qo € Z, o g; € N. Nelygybés b > r9 > ry > --- > rp_1 rodo, kad Siu formuliu yra
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baigtinis skaic¢ius. Dabar isreikSdami paeiliui

a + 1
b LT iy
b 1
— =q1 + ;
To TO/T1
To 1
— = Q2 P
1 r1/T2
TL—3 1
=qk-1+ ———,
Tk—2 Tk—2/Tk—1
Tk—2
=dk
Tk—1

ir istatydami i aukSciau stovinc¢ias formules, gauname norima israiska.
Atkreipe démesi i tai, kad ¢; yra tam tikru skaiciu sveikosios dalys, kurios apibréziamos
vienareikSmiskai, gauname ir vienaties pagistuma. ¢

Trupmenu sekos
fﬁ }5

P,
do = Q—O =[] = qo, 61 := 0, =[qo0,q1], d2:= 0, = [qo,q1,42], - -

nariai vadinami artininiais (reduktais). Atkreipkime démesi i tai, kad d gaunamas is 01
pakeic¢iant g1 skai¢iumi qix_1 + 1/qp.

2 teorema. PazZymékime P_1 =1 ir Q_1 = 0. Artiniy skaitikliai ir vardikliai tenkina
Siuos rekurenciuosius sarysius:

P, =quPr—1+ P2 Qr = Qr—1+Qr—2 k>1.

Irodymas. Pritaikome indukcija. Jei k£ = 1, tai P, = qoq1 +1 = 1Py + P_1 ir
Q1 =q1 = Qo+ Q1. Tare, jog formulés iSvestos dél visu P;, Q;, kai j < k, imame artinj

Okt1 = Prg1/Qr1.
Kaip pastebéjom anksciau, jis gaunamas is

@k Pr—1 + P2
@Qr—1 + Qr—2

O = Pr/Qr =

vietoje gy istacius qx + 1/qxy1. Taigi,

(qr + =) Pi—1 + Pr—2

%41 = Perr/Quis = (qr + qle)Qk T+ Qs

qr+1

_ Qeg1(qrPr—1 + Pr_2) + Pr_1 qr+1 Pk + Pr—1

@1 (@Qr-1 + Qr—2) + Qu1 G 1Qr + Qi1
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Ta ir reikéjo irodyti. ¢
Isvada. Seka Qi, k > 0, grieztar monotoniskai didéja.

3 teorema. Kai k > 1, ta:

det (SIZ C];]Z:ll) =PQr_1— P, 1Qr = (_1)k+1'

Be to,

(1)t

QrQr—1

[rodymas. Skai¢iuodami determinanta pritaikome 2 teorema. Jis lygus prieSingam

determinantui, kuriame elementu indeksai vienetu yra mazesni. Po k Zingsniu gauname jo
reikSme:

Ok — Op—1 =

(=1 (PoQ-1 = P1Qo) = (=1)*(q0 - 0= 1 1) = (=)
Isvedant antraja formule, pakanka subendravardiklinti ir pritaikyti ka tik gauta lygybe. ©

Isvada. Teisingos nelygybés

(50<(51<"'< <...53<51.

a
b
Be to,
a 1
e
b QrQr+1
[rodymas. Pakanka atidziau isiziuréti i gautasias formules. ¢
Pastaroji nelygybé svarbi apytikriam skaic¢iavimui. Iracionalieji skaiciai skleidziami
begalinémis grandinémis trupmenomis. Ju artiniai turi visas ka tik iSvardintas savybes.
Apsiribosime pavyzdziu.
UZdavinys. Istraukime kvadratine Sakni is 5.

Sprerndimas. Kadangi skaiciaus v/5 sveikoji dalis yra 2, tai

VE=2+(V5-2)=2+
1 V5+2 o
51 =4+ (V5 2)—4+—1/(\/g_2)'

Ir vél vardiklyje atsirado toks pats skaic¢ius. Kartodanmi procesa, skaiciu 4 galétume isskirti
norimai ilgai. Vadinasi,

1
1/(v5—2)’
1

V5 =[2,4,4,4,...].
Pagal rekurenciasias 2 teoremos formules gauname artiniu seka:

9 38 161 682
47 17 T2 3057
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Priespaskutiné parasyta trupmena aproksimuoja /5 tikslumu:

161 1
5— < .
’\/_ 72 = 72 - 682

Aprasytasis algoritmas yra labai greitas. Galima butu irodyti, kad periodinés gran-
dininés trupmenos ir tik jos yra kvadratiniu iracionalybiu skleidiniai.

GRAFU TEORIJA

1. Pagrindinés savokos

Grafas - aibiu pora G = (V, E), ¢ia V - virsuniy aibé, E - nesutvarkytuju virsuniu
poru e := (x,y) =: zy = yx, x,y € V arba briauny (lanku) aibé. Kai poros zy laiko-
mos sutvarkytomis, G vadinamas digrafu. Virsuneés vaizduojamos taskais, briaunos -
jas jungianciais lankais arba atkarpomis. Digrafo atveju papildomai nurodoma ir kryp-
tis. Kada vietoje briaunu aibés E imamas briaunu rinkinys (Seima) su pasikartojimais,
pora (V, E) vadinama multigrafu. Ji vaizduojant plokstumoje, dvi virsunés jungiamos
atitinkamu kiekiu briaunu. VirStnés x ir y vadinamos xy briaunos galais arba jai inci-
denciomis virsunémis. Viena kitos atzvilgiu jos yra gretimosios (kaimyninés) virSunés.

Geometrinis vaizdavimas daznai yra klaidinantis, nes skirtingi bréziniai gali atitikti
ta pati grafa (zr. 1 pav. dviem budais pavaizduota grafa Ks3). Grafai G = (V,E) ir
G' = (V', E’) vadinami izomorfiskais, jei egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad su
kiekviena briauna xry € E yra patenkinta salyga:

rye B =  ¢(x)¢(y) € B

Multigrafu atveju pastaroji salyga turi buti patenkinta kiekvienai i§ kartotiniu briaunu, o
digrafams — atvaizdis ¢ turi islaikyti ir briaunos krypti.

Kai kada grafo (arba digrafo) virsuniu aibéje tenka jvesti numeracija. Tada grafai
(digrafai) vadinami numeruotaisiais, o du tokie grafai G = (Vi, Ey) ir G = (Va, Es),, ¢ia
Vi = {vi1, ..., vin}, vadinami izomorfiskais, jeigu grafu ankséiau apibréztas izomorfizmas
islaiko dar ir numeracija, t.y., ®(vi;) = vo;. Pavyzdziai: keitiniu grafinis vaizdavimas, visu
baigtinés aibés atvaizdziu i save grafinis vaizdavimas. Apskritai izomorfiskus grafus galima
sutapatinti, laikyti juos lygiais.

Nagrinésime tik baigtinius grafus, t.y. tik poras (V, E') su baigtinémis aibémis V ir E.
Siy aibiu galias Zymékime |V| = n > 1ir |E| = m > 0. Jei nebus pasakyta priesingai,
grafas neturés taip vadinamu kilpy, t.y. briaunu xz. Kadangi grafas neturi kartotiniu
briaunu, tai m < C2. Cia C* - binominis koeficientas. Daznai tokie grafai vadinami
paprastaisiais. Skaicius n vadinams grafo G eile, o m - grafo G didumu. Kai m = 0, grafas
G vadinamas tusciuoju (tradiciskai Zymimas E™), o kai m = C2, - pilnuoju. Pilname grafe
visos virsuines yra tarpusavyje sujungtos, jis zymimas K.
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O kiek i$ viso galima sudaryti n eilés grafu? Numeruotuju grafu atvejis yra paprastes-
nis.

1 teorema. Galima sudaryti
2n(n—1)/2

skirtingy n eilés numeruotyjy grafuy.

[rodymas. Skai¢iuojamu grafu didumai gali buti 0,1,...,k,..., N := (g) Bréziant k
didumo grafa, jo briaunu aibe galétume parinkti i§ visos galimos briaunu aibés (]Z ) budu.

Taigi, skirtingu n eilés grafu gauname

1+<]¥>+---+(ka)+---+(%)=(1+1)N=2N~

Virsuneés = laipsniu (valentingumu) §(z) laikomas incidenciu jai briaunu skaicius. Kai
d(xz) =0, x - izoliuotoji virsuné. Skaiciai

0(G) = min{d(x) : = € G}, A(G) = max{d(x) : = € G}

atitinkamai vadinami minimaliuvoju bei maksimaliuvoju grafo laipsniais. Kai 0(G) = A(G)
=: k, grafas G vadinamas k reguliarivoju (k-valenciu). Pvz., kubinis bei Petersen’o grafai
(zr. 2 pav.) yra trivalenciai.

Grafas G/ = (V' E’) vadinamas G = (V, E) pografiu, jeign V' C V ir B/ C E.
Jeigu pografio G’ briaunu aibéje E’ yra visos E briaunos, jungianc¢ios V' vir§unes, tai
G’ vadinamas V' indukuotoju pografiu, ji zymésime G[V']. Apibrésime grafu veiksmu.
Tarkime, kad G = (V, E) - grafas, z € V' C V ir zy € E' C E. Tada

G-V =G[V\V/

ir

G-F :=(V,E\E).

Taigi, grafas G—x := G—{z} gaunamas i$ G iSmetant ne tik virstune x, bet ir jai incidencias
briaunas, o G — zy := G — {zy} - iSmetant tik briauna xy. Kai kada tikslinga, atémus i3
grafo briauna zy, sutapatinti virsines z ir y. Si operacija vadinama grafo sutraukimu.

Grafas (VUV', EUE') vadinamas G = (V, E) ir G’ = (V', E') sqjunga, zymima GUQG.
Dazniausiai grafu sajungoje virsuniu aibéms dar iskeliamas reikalavimas neturéti bendru
tasku. Mes taip pat prisilaikysime $io reikalavimo. Grafu G ir G’ suma G+ G’ apibréziama
kaip ju sajunga, papildomai iSvedant visas briaunas, jungiané¢ias V ir V'’ virStunes.

Grafa vaizdziai charakterizuoja jvairios "klajojimo” juo galimybés. Virstuniu ir briaunu
seka zo,€1,21,... €5, T SU€; =T;125, ; €V, j=0,...,k vadiname keliu (z¢ — x, ke-
liu), o k - jo ilgiu. Kai kelyje visos briaunos yra skirtingos, ji vadiname trasa. Uzdara trasa
(kai xg = xy ir k > 2) vadinsime grandine. Jeigu kelyje (arba trasoje) visos vidinés virsunés
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Z1,...,Tk—1 yra skirtingos, ji vadiname taku, ir uzdara taka, kai k > 2, - ciklu (grandimi).
Takus bei ciklus zymésime pereinamu virsuniu seka, pvz., P = x1xox3...x,. Akivaizdzia
paskutine briauna x,x, cikle galime ir nenurodyti. Jei grafe egzistuoja grandiné, sudaryta
i§ visu jo briaunuy, tai jis vadinamas Fuler’io vardu, o jei jame yra ciklas, apimantis visas
jo virsiines, tai jis yra Hamilton’o grafas. Sios savokos néra ekvivalen¢ios. Pateikite
pavyzdziu.

Grafas G yra jungusis, jei bet kuria pora virStniu i§ F jungia takas. Jei n > 2, Sis
grafas neturi izoliuotu virsuniu.

2 teorema. Grafas yra jungiy pografiy sqjunga.

Irodymas. Dvi virsunes vadinkime ekvivalenc¢iomsis, jeigu grafe yra jas jungiantis takas.

Tai ekvivalentumo sarysis virstniu aibéje V. Ekvivalenc¢iu virsuniu klases Vi,..., Vs ne-
sikerta, grafe néra briaunu, jungianciu skirtingu klasiu virsunes. Indukuotieji pografiai
G[V4],...,G|Vs] ir sudaro ieskomos sajungos pografius. ¢

Teoremoje apibréztus pografius vadinsime grafo jungumo komponentémis. Virsuneé,
kurios atémimas is grafo kei¢ia komponenciu skaiciu, vadinama iskarpos virstine, o briauna,
- tiltu. Atstumu d(x,y) tarp virsuniu z ir y vadinsime trumpiausio tako ilgi, jei toks takas
egzistuoja. Priesingu atveju, atstuma laikysime begaliniu.

Grafas G = (V| F) vadinamas dvidaliu (bichromaciuoju, dvispalviu), jei V.=V uV"|
V'NV" =0, o bet kokia briauna i§ E jungia virstune is V' su virsune i V. Dvidalis grafas
neturi nelyginio ilgio grandiniu. Isitikinkite, jog ir prieSingas teiginys yra teisingas!

2. Miskas ir medziai
Grafas, neturintis ciklu (beciklis), vadinamas misku, o jungusis miskas - medziu.

1 teorema. Grafas yra miskas tada ir tik tada, kada bet kokia virsuniy pora jungia
ne daugiau kaip vienas takas.

Irodymas. Jei grafas néra miskas, jame egzistuoja ciklas xgx...x;x9. Todél turime du
takus xoxi...x; ir Tox;.

Atvirkséiai, tarkime, kad P = xq...x; ir P’ = xqy;...ys = x; - du takai, jungiantys zq
su ;. Tarkime, kad i + 1 - maziausias indeksas, su kuriuo x;4+1 # ¥;+1, 0 j > @ maziausias
indeksas su kuriuo y;41 jau priklauso P, t.y. yj41 = z. Tada z;...x1y;...y;+1 yra ciklas.
Todél grafas néra miskas.

2 teorema. Sie tvirtinimai yra ekvivalentis:

a) G yra medis;

b) G yra minimalus jungus grafas, t.y. bet kurios briaunos atémimas i$ grafo padidinty
komponenciy skaiciy,

c) G yra maksimalus beciklis grafas, t.y. sujungiant bet kokias neincidencias virsunes
buty sukuriamas ciklas.

Irodymas.
Pazymékime V, E grafo GG vir§uniu ir briaunu aibes, zy € F - bet kokia jo briauna, o
u,v - bet kokias dvi neincidencias virsunes.
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Jei G - medis ir grafas G — zy butu jungus, tai G turétu du takus P = xz;...x,y ir
P = zy, vadinasi, todél turétu cikla P = xx;..xpyx. Tad, i§ a) isplaukia b). Briauna,
kurios atémimas didina grafo komponenciu skaic¢iu vadinama tiltu.

Jei G - medis, tai jame egzistuoja takas nuo w iki v. ISvestas naujasis takas uv su
senuoju sudarytu cikla, ir grafas G + uv jau turétu cikla. Tad, i§ a) iSplaukia c).

Tarkime, G - minimalus jungus grafas. Jei G nebutu medis, o turétu cikla zx;...yz,
tai i8metus briauna zy, jo jungumas nepakistu. Priestara jrodo, jog i$ b) isplaukia a).

Panasiai irodomi ir like teiginiai. ¢

Isvada. Jungiame grafe egzistuoja medis, kurio virsuniu aibé sutampa su visa grafo
virsuniy aibe.

[rodymas. Pasimaudokite b) savybe. ¢

Isvadoje gautasis medis vadinams minimaliu jungianciuoju medziu (karkasu). Nuro-
dysime dar pora karkasinio medzio iSvedimo budu.

1 budas. Jungiame grafe G = (V, E) fiksuokime vir§une x € V ir virSuniu aibe
suskaidykime i nepersikertancias aibes

Vi={yeV:dxy) =i}, i=0,1,...,8 < 0.

Jeiy; € V; , tai egzistuoja x —y; takas xz;...z;_1y;. Pastebékime, kad V; # 0, j =0,1,...,4,
kai ¢ > 0. Taigi, bet kuriam y; € V; rasime y;_; € V;_;. I8, gal but, keliu galimybiu
pasirinkime viena. Kai y perbégs V', priskirtieji y’ (artimesni pradiniam taskui) ir y sudarys
junguji grafa

T=WVE) E={y:yeVy#a}
Kadangi i y patenkama tik i§ vieno tasko, jis neturi ciklu. Taigi, T" - karkasinis medis.

2 (indukcinis) budas. Imkime z € V. Tada 77 := ({z},0) - medis. Tarkime, kad
jau sukonstravome medziu seka

nhclhc---CcTy,CG
ir medzio T; eilé yra i. Jei k < n = |V|, tai egzistuoja pora (y, z) tokia, kad z € V(T}),
y € V\V(Ty), ¢ia V(Ty) - Ty virsuniu aibé, ir zy € E. Priesingas atvejis prieStarautu
grafo G jungumui. Apibrézkime

Thpr = (V(Te) U{y}, E(Tk) U {zy}).

Baigtiniame grafe Sis procesas baigtinis. Jis baigiasi, kai k = n.

Medi galime charakterizuoti ir pagal jo skaitinius parametrus: eile ir diduma, bet apie
tai véliau.
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3. Viena optimizavimo problema

Jungianciyju medziu savybémis tenka naudotis sprendziant kai kuriuos optimizavimo
uzdavinius. Sakykime, reikia suprojektuoti pigiausia vandentiekio tinkla, jungianti visas
miestelio sodybas, kada zinomos visu trasu tarp namu kainos. Jeigu gamtineés klittys yra
neiveikiamos, galima laikyti, kad trasos per Sia klititi kaina yra begaliné.

Formalizuojant galima isivaizduoti, kad turime pilnaji n grafa G = (V, E) ir apibrézta
funkcija

f:E—R".

Reikia isvesti karkasini medi (vesti kelias linijas i ta pacia sodyba visada bus brangiau)
T = (V, E') toki, kad bendra kaina

F(T)= ) flay)

zyeE’

biity maziausia. Si medi vadinkime ekonomisku. Pradzioje pateiksime tris Sio uzdavinio
sprendimo algoritmus.

1 algoritmas:
a) imame briauna e = xy € E su maziausia kaina,
e) = min f(zy);
£(e) = min f(ay)
b) i8 likusiuy briauny isrenkame pigiausia;
c) procesa kartojame su salyga, kad iSrenkamos briaunos nesudarytu ciklo.

Procesas baigtinis, o gautasis grafas, kaip maksimalus beciklis grafas, pagal 2.2 teore-
mos ¢) punkta bus karkasinis medis. Gautojo medzio ekonomiskuma iSnagrinésime véliau.

2 algoritmas:
a) imame briauna e = xy € F su didziausia kaina,
e) = max f(x
() = ma f(zy)

ir ja atimame i$ grafo G;

b) ta pati kartojame su grafu G — e;

c¢) procesa baigiame, kai kitas briaunos atémimas padidintu grafo jungumo klasiu
skaiciy.

Gautasis grafas, kaip minimalus jungus grafas, pagal 2.2 teoremos b) punkta bus
jungiantysis medis.

3 algoritmas:

a) imame bet kokia virsune x; € V;
b) imame viena i§ pigiausiu incidenc¢iu x; briauna zi1z2 € E, x5 € V \ {z1};
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c) rade x1, ...,z ir briaunas z;z;), i < j < k ieskome = = xp41 € V \ {z1,..., 21},
tokios, kad kaina f(zr412;) su kazkokiu ¢ < k butu minimali.

Procesas baigiasi, kai £ = n, o briaunu skaicius lygus n — 1. Taip gavome jungiantji
med].

1 teorema. Virsuje aprasytieji algoritmai duoda ekonomiskus medzius. Jei kainos
funkcija yra injektyvi, tai ekonomiskasis medis yra vienintelis.

Irodymas. Tarkime, jog T - ekonomiskas medis, turintis maksimalu skai¢iu bendru
briaunu su 77, medziu, gautu naudojant 1 algoritma. Jei E(T) # E(T}), imkime pirma
briauna xy i§ T1, bet nepatekusia i T'. Medyje T irgi yra x — y takas, sakykim P, kurio
bent viena briauna, tegu wwv, nepatenka i T7. Renkant xy, §i briauna wv buvo viena iS
kandidaciu, todél f(zy) < f(uwv). Sudarykime nauja karkasini medi

T =T — uv + zy.

Jo kaina
F(T') = F(T) - f(uv) + f(zy) < F(T),

todél ir naujasis medis yra ekonomiskas. Bet jis turi dar daugiau bendru briaunu su 77,
nei T'. Priestara irodo, kad T" = T}.
2 bei 3 algoritmais gautu medziu ekonomiskumas irodomas panasiais samprotavimais.
Nagrinékime vienati, kai visos briaunu kainos skirtingos. Taikome matematine induk-
cija grafo eilés atzvilgiu. Kai n = 2,3, teiginys trivialus. Padare prielaida, jog teorema
teisinga visiems n > 4 eilés grafams, nagrinédami (n + 1) eilés pilnaji grafa, skelkime
vir§tniu aibe i dvi dalis V' = V; N Vs, su ny,ne > 2 virSuniu, n; + no = n + 1 ir na-
grinekime indukuotosius pografius. Juose egzistuoja vieninteliai ekonomiski karkasiniai
medziai T7,T5. Raskime
min f(zy).
zeV;
yeVa
Tarkime, §i minimali kaina igyjama briaunoje xy, jungiancioje abu pografius. Isitikinkime,
kad medis
Ty, :=TyUT, + 2y

yra ekonomiskas.
Tarkime, T - ekonomiskas medis. Jei Ty # T, tai vienintelé briauna is T, nepatekusi
i T, gali buti tik xy. Medyje T turi buti kita briauna wv, jungianti 77 su T5. Bet tada
f(zy) < f(uv) ir medzio
T —uv+ 2y

kaina butu grieztai mazesné, nei T'. Priestara irodo ekonomisko medzio vienati.

Pastaba. Vienaties irodymas duoda dar viena jungianc¢iojo medzio konstravimo biida:
kai briaunu kainos skirtingos, galima grafa skaidyti i mazesnius ir juose ieskoti karkasiniu
medziu, o véliau juos sujungti.
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4. Grafo parametry rysiai
Pradékime nuo paprastu teiginiu.
1 (Euler’io) lema. Grafo virsuniu laipsniy suma yra lyginis skaicius.

Irodymas. Pakanka pastebéti, jog kiekviena briauna, turédama du galus, inesa 2
vienetus | suma

(1) > 4(G)=2|E|

zeV
o
1 iSvada. Nelyginio laipsnio virsuniu kiekis grafe yra lyginis skaicius.
2 iSvada. Tarkime ]
(G) = ] > o(x)
| | zeV
yra vidutinis grafo laipsnis, o ¢ = |E|/|V| — vidutinis briauny skaicius, tenkantis vienai

virgunei. Tada e(G) = d(G)/2.

Irodymas. (1) suma lygi |V|d(G). ¢

Susitarus, kad kilpos atveju vir§tinés laipsnis laikomas lygiu 2, lema islieka teisinga ir
bendresniems grafams.

2 lema. Tarkime, kad G' = (V',E') ir G" = (V" E"), V' N V" =10, - du pilnieji
grafai su
V| =n1, |V'|=n2 ni+ns=n.
Grafo G' UG" didumas didZiausias, kainy =n—1, o ng = 1.
Irodymas. Dabar grafe G’ U G” turime
ni(ny —1)  na(ng —1)
2 2

briaunu. Apskai¢iuokime, kaip kei¢iasi bendras briaunu skaicius, jei viena vir§une didesni
grafa padidintume, o kita, mazesniji, - sumazintume. Tegu n; > no. Gautasis briaunu
skaicius buitu lygus
nl(nl —+ 1) (n2 — 1)(TL2 — 2)
2 + 2 ’

o skirtumas -
ny+1—nyg >1.

Taigi, kartojant panasia procediira pasieksime maksimalu bendra briaunu skaiciu, kai n; =
n — 1, ny = 1. Lema irodyta.

1 teorema. Jein - grafo eilé, m - didumas, o k - jo komponenciy kiekis, tas

(1.1) n—k<m<-(n—k)(n—k+1).

N | =
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Irodymas. Pirmaja nelygybe irodysime, taikydami matematine indukcija m > 0
atzvilgiu. Kai m = 0, turime nulini grafa su n jungumo klasiu. Tad, nelygybé triviali.

Tegu m; < mg < --- - n eilés grafu G, turinciu k£ jungumo klasiu, didumai su
savybe: iSmetus dar viena briauna i§ G, padidétu jo jungiu komponenciu skaicius. Kai
mj—1 < m < mj, kairioji i§ (1.1) nelygybiu isplauks i$ nelygybés, kai m = m;_;. Todél
pakanka nelygybe irodyti tik Siai sekai.

Tarkime, jog nelygybé irodyta grafui su m;_; briauna, ir nagrinékime atveji |E| = m,.
Kadangi dabar kiekviena briauna yra tiltas, iSmetus kazkuria i§ ju gauname grafa, kuriam
galioja indukcijos prielaida. Tegu tai - grafas

G =WV",E), |V|=n, |E'|=m;-1.
Jis turi k + 1 klase, todél
n—(k:—l—l) Sm]‘—l.

Is ¢ia isplaukia pirmoji is (1.1) nelygybiu.

Vertindami m i§ virSaus, nagrinékime pati ”blogiausia” atveji, kai kiekviena i§ jungu-
mo klasiu yra pilnieji pografiai. Pritaike lema kiekvienai $iu klasiu porai, gauname, kad
bendras briaunu kiekis m bus maksimalus, kai viena i§ ju yra labai didele, o likusios - tusti
grafai. Todél tada n-os eilés grafe su k& jungumo klasiu, pografiu eilés yra

n—k+1, ,1,...,1.

Taigi, maksimalus briaunu skaicius lygus

(n—k+1)(n—k)
5 .

1 teorema irodyta.

Isvada. Jein eilés grafas turi daugiau nei 5(n—1)(n—2) briauny, tai jis yra jungusis.

2 teorema. n-os eilés jungusis grafas yra medis tada ir tik tada, kada jo didumas
lygus n — 1.

Irodymas. Kai n = 1, tvirtinimas yra trivialus. Pagal pereito skyrelio teorema,
atémus i§ n > 2 eilés medzio briauna, gauname du medzius, kuriu eilés yra 1 < ni,ne < n,

ni + ne = n. Jiems pritaikome indukcijos prielaida ir gauname Siu medziu didumus
m; =n; —1, 1=12.
Vadinasi pradinio medzio didumas buvo
m=mi+me+1l=m—1)+Mm2—1)+1=(n1+ng)—1=n-—1.

Tegu dabar G yra jungus n eilés ir n — 1 didumo grafas. Pagal 1 teorema G’ = G —e,
¢ia e yra bet kuri i§ briaunu, turi bent dvi jungumo klases. Taigi, G buvo minimalus
jungus grafas ir pagal pereito skyrelio 1 teorema yra medis.<

49



1 iSvada. n-os eilés grafo jungianciojo medzio didumas lygus n — 1.

2 iSvada. n-os eilés misko s k medziy didumas lygus n — k.

5. Grafo planarumas

Vaizduojant grafus plokstumoje ir bréziant briaunas apsiribojama Zordano kreivémis,
t.y. tolydziomis ploks¢iomis kreivémis, kurios nelieCia ir nekerta saves pacios, iSskyrus
galinius taskus. Grafus, kuriuos galima pavaizduoti plokStumoje, taip, kad skirtingos
briaunos neliestu ir nekirstU viena kitos ne virSuniu taskuose, vadiname planariaisiais.
Formaliai kalbant, tai grafai, turintys izomorfiska vaizda plokstumoje su ka tik minétu
apribojiomu briaunoms. Pati plokstumoje iSvesta grafa vadiname ploksciuoju grafu.

Plokstumos sritys, apribotos plokscio grafo briaunomis ir vir§tinémis, vadinamos grafo
veidais. Visi plokstieji grafai turi viena begalini veida. Ploksciasis grafas (dazniausiai
priduriama ”be tiltu”) kartu su savo veidais vadinamas Zemélapiu. Tada veidus geriau
vadinti valstybémis.

1 teorema (L.Euler, 1752). Jei G - jungus Zemélapis, n - jo eilé, m - didumas ir
f - valstybiy skaicius, tai

n—m-+ f=2.

Irodymas. Indukcija f atzvilgiu. Jei f = 1, tai grafas neturi ciklu. Vadinasi, jis yra
medis. Todél misu teiginys iSplaukia i§ 3.2 teoremos iSvados.

Tariame, kad teorema irodyta dél zemélapiu su mazesniu uz f > 1 skaiciumi valstybiu.
Pastebékime, jog grafas turi ciklu. Imkime bet kuria ciklo briauna ir atimkime is grafo.
Dvi valstybés, kurios buvo atskirtos ciklo, susijungia i viena. Todél naujasis zemélapis
turés viena valstybe maziau. Jam pritaikome indukcine prielaida. <

At egzistuoja neplanarieji grafai? Teigiamas atsakymas iSplauks i§ ploksc¢iuju grafu
parametru iver¢iu. Dabar reikia paminéti maziausio ilgio ciklus grafe. Susitarkime, ma-
ziausia ciklo ilgi (grafo talijos apimtj) laikyti begaliniu, jei ciklo i§ viso néra.

2 teorema. Planarusis n > 3 eilés jungus grafas turi

(1) m<3n—6
briauny. Jei toks grafas turi maZiausio ilgio 3 < g < oo ciklg, tai

n—2
(2) m < M
g—2
Irodymas. Pradékime nuo antrojo teiginio. Aisku, jog n > ¢g. Kadangi kieviena
briauna yra ne daugiau dvieju valstybiu siena (tilto atveju ji bus vidine vienos valstybés
siena), tai gf < 2m. Istatome i Eulerio daugiakampio formule ir gauname (2).
Parametro g atzvilgiu (2) nelygybés pusé yra mazéjanti funkcija. Tai istate maziausia
galima ciklo ilgi g = 3, gauname pirmaji tvirtinima. Jei jokio ciklo néra, grafas yra medis.
Tada m =n —1ir (1) vél yra irodyta. ©

50



Isvada. Pilnasis grafas K° ir dvidalis grafas K3 3 yra neplanarieji.

Irodymas. Pirmuoju atveju g = 3, bet m = 10. Vadinasi, K° planarumas priestarautuy
(2) nelygybei. Dvidalio grafo atveju g > 4. Ir vél pakaktu pasinaudoti (2) iverciu. ¢

Uzduotis. Isitikinkite, jog jungaus ploks¢io grafo minimalusis laipsnis nevirsija 5.

Dabar galime jvertinti ir grafo briaunu susikirtimu skaic¢iu vaizduojant ji plokstumoje.
Kaip minéjome anksciau susikirtimo taske kertasi skirtingos briaunos, jis nesutampa su
bet kurios i ju galu.

3 teorema. Tegu Cr(G) yran > 3-os eilés grafo G briauny susikirtimo tasky skaicius
vatzduojant ji plokstumoje. Tada

Cr(G) > m — 3n +6.

Irodymas. Grafa G = (V, F) pavaizduokime plokstumoje ir apibrézkime nauja grafa
G' = (V' E’), kuriame V' gaunama i§ V' papildzius susikirtimo taskais. Todél

V| = V]| + Cr(G) = n+ Cr(G).

Atitinkamai briaunu aibé E’ gaunama i§ E tarpusavyje nesikertané¢iu briaunu ir atskiru
besikertanciu briaunu daliu. I§ kiekvienos tokios briaunos gaunamos dvi naujojo grafo
briaunos. Todél

|E'| = |E| + 2C7(G).

Grafas G’ yra plokscias ir jam galime pritaikyti 2 teorema. IS jos iSplaukia
B/ <3)V'| - 6.

Vadinasi,
|E| +2Cr(G) <3(n+ Cr(G)) — 6.

Issprende nelygybe gauname teoremos teigini.<

Minimalus briaunu susikirtimu skaic¢ius yra vienas is grafu skaitiniuy parametru. Pasku-
tinéje teoremoje gautas ivertis néra tikslus, kai grafo didumas didéjant eilei kinta ne
tiesiskai. Pavyzdziui, 1982 metais buvo pastebéta, kad Cr(G) > em?/n?, ¢ > 0, jei tik
m > 4n. Tai

6. Grafo virsiiniy spalvinimo problema

[sreiskime grafu teorijos terminais toki uzdavini. Reikia sudaryti laisvai pasirenkamu
paskaitu tvarkarasti, kuris uzimtu maziausiai laiko, bet kad kiekvienas studentas galétu
isklausyti kiekviena ji dominancia paskaita. Paskaitu, skaitymas lygiagreciose auditorijose
ir déstytoju kiekis yra neribojamas.

Tegu paskaitos zymi grafo virstnes. Dvi vir§tnes junkime briauna, jei atsiras bent du
studentai, norintys isklausyti abi Sias paskaitas. Aisku, kad tokios paskaitos turi buti skait-
omos skirtingu laiku. Vaizdumo délei Sias virStunes nuspalvokime skirtingomis spalvomis.

51



Tuo budu grafo virstniu aibeé issiskaido i Vi, ..., Vi poaibius virSuniu, turin¢iu vienoda
spalva. Vieno poaibio paskaitos gali buti skaitomos vienu laiku skirtingose auditorijose,
taciau skirtingu poaibiu paskaitos - tik kitu laiku. Skaic¢ius k& parodys bendra visu paskaitu
trukme. Virsuje suformuluota uzduotis reikalauja minimizuoti §j skaiciu k.

Bendra grafo virstniu spalvinimo problema formuluojama panasiai. Kiek reikia skir-
tingu spalvu nudazyti G grafo virsunéms, kad gretimosios virstnés butu skirtingu spalvu?
Minimalus spalvu kiekis x(G) vadinamas chromaciuoju grafo skaiciumi. Jei x(G) < k,
tai grafas G vadinamas k spalviu. Formalizuojant spalvinima galétume isreiksti atvaizdziu
terminais. Reiktu spalvas suzyméti skaic¢iais 1, ...,k ir ieSkoti atvaizdzio ¢: V — {1,...,k}
tokio, kad virsiiniu aibés ¢~1(i) poaibis biitu nepriklausomas, t.y., bet kokiu dvieju jo
vir§tiniu nejungtu briauna. Chromatusis skaicius y(G) priklauso nuo grafo strukturos.
Bet kokios eilés tusciajam grafui jis lygus vienam, n eilés pilnajam grafui jis lygus n, o n
eilés T' medziui ar dvidaliam G grafui - x(T) = x(G) = 2.

1 teorema. Jei A(G) yra maksimalusis grafo laipsnis, tai x(G) < A+ 1.

Irodymas. Taikome matematine indukcija grafo eilés n atzvilgiu. Maziems n teiginys
patikrinams betarpiskai. Tarkime, kad teorema irodyta visiems n — 1 eilés grafams, ir ju
virsuniy spalvinimui panaudota ne daugiau A(G) + 1 spalvu. I$ n eilés grafo atimkime
viena virsiine v ir pasinaudokime indukcijos prielaida. Nudaze grafa G —wv, griztame prie G.
Virstunés, gretimos v, yra nudazytos ne daugiau kaip A(G) + 1 spalvu. Ju yra ne daugiau
kaip A(G). Vadinasi, viena spalva yra nepanaudota. Ja nudaze v, baigiame teoremos
irodyma. ¢

Pastebékime, kad pilnajam grafui G = K" 6ioje teoremoje gautas ivertis yra nepageri-
namas, taciau 1941 metais Brooks pastebéjo, kad nepilniesiems grafams chromatusis skai-
¢ius nevirsija maksmaliojo virstinés laipsnio.

Planariuju grafu chromatusis skaic¢ius gali buti ivertintas tiksliau. Pradzioje pastebé-
kime tokia ju savybe.

Lema. Kiekvienas planarus grafas turi ne didesnio kaip penktojo laipsnio virsune.

Irodymas. Galime nagrinéti tik jungius planarius n > 3 eilés grafus. Jei d(v) > 6
kiekvienai virStinei v € V, tai is lygybes

Z d(v) = 2m,

veV

¢ia m - grafo didumas, iSplaukia 6n < 2m. Tai prieStarauja 5.2 teoremos iSvadai, teigian-
¢iai, kad planariajam jungiam grafui m < 3n —6, kain > 3. ¢
2 teorema. Kiekvienas planarusis grafas yra penkiaspalvis.

Irodymas. Kaip ir 1 teoremos irodyme remsimés indukcijos principu. Kai n < 5,
teiginys trivialus. Tarkime, kad ji jau irodém kievienam planariajam grafui, kurio eilé
mazesné uz n. Pagal lema galime igskirti virstine v su 6(v) < 5. Jei §(v) < 5, Grafui G —v
pritaikome indukcijos prielaida ir nudazome jo virsiines, panaudodami 5 spalvas. Virstinei
v gretimos vir§unés nuspalvinamos maziau nei 5 spalvomis. Sutaupytaja spalva nudazome
v ir taip baigiame uzduoti.
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Tegu §(v) = 5. Nagrinékime v gretimasias virsunes vy, vg, vs, v4,v5. Bent dvi i§ ju
yra negretimos tarpusavyje. PrieSingu atveju Sios virtineés, v ir jas jungiancios briaunos
sudarytu pilnaji K¢ grafo G pografi. Pagal 5.2 teoremos i§vada planariajame grafe to biiti
negali.

Tegu vy ir v9 negretimos virsunés. Nagrinékime sutrauktaji grafa G’ = G\ {vvy, vua}.
Pagal indukcijos prilaida jam nuspalvinti pakako 5 spalvu. Taip ir nudazykime G’. Dabar
isplete G’ iki G laikinai iSlaikydami virSuniu spalvas. Matome, kad gretimosios v virsunés
sutaupo viena spalva, kuria galime nuspalvinti pacia v. ©

Panaudokime virsuniu spalvinimo savybes zemélapio (jungaus ploksc¢io grafo be tiltu)
valstybiu spalvinimui. Zemélapyje atidékime valstybiu sostines. Valstybiu, turinéiu bendra
siena, sostines sujunkime briaunomis, kertanciomis Sia siena viena karta. Priskirdami
gautojo grafo, vadinamo it dualiuoju zemélapiui virsuniu spalvas visai valstybei, gautume
zemelapio nuspalvinima. 1852 metais buvo suformuluota problema, kiek reikia spalvu
nuspalvinti zemeélapio valstybéms taip, kad gretimos valstybés butu skirtingu spalvu. IS 2
teoremos iSplaukia

Isvada. Kiekvienas Zemélapis yra penkiaspalvis.
1976 m. K.Appel’is ir K.Haken’as, naudodami kompiuterius, irodé tokia teorema.
3 teorema. Kiekvienas Zemélapis yra keturspalvis.

Sugalvokite pavyzdi grafo arba zemélapio, kurio neimanoma nuspalvinti trimis spal-
vomis.

7. Medziu skaicius

Prisimename, kad grafai G = (V,E) ir G’ = (V',E’) vadinami izomorfiskais, jei
egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad xy € E tada ir tik tada, kada ¢(x)p(y) € E’.
Multigrafu atveju dar pridedamas reikalavimas, kad $i atitiktis galiotu visoms kartotinéms
briaunoms. Grafa su sunumeruota virsuniu aibe vadinsime numeruotoju grafu. Tokiu grafu
atveju izomorfizmas turi islaikyti ir numeracija, t.y., jei x yra i-toji G grafo virsuné, tai
izomorfiskame G’ grafe ¢(x) turi buti irgi i-taja virstne. 1889 metais Cayley apskai¢iavo
neizomorfisku numeruotu n tos eilés medziu kieki T'(n)? Isitinkite, kad yra

4!
—+4=16
2+

skirtingu 4-os eilés medziu.

2 neizomorfiskuy numeruotu n

1 ( Cayley’io) teorema. IS viso galime sudaryti n™~
etlés medziy.
1 -sis qrodymas (Priifer’io). Tarkime G - nagrinéjamu medziu aibé. Kadangi seku
aibés
{(at,...yap2): 1<a;<n,1<i<n-—-2}=A

galia yra n 2, pakaks rasti bijektyvu atvaizdi A — G.
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Kai n < 2, teiginys akivaizdus.

Tegu toliau n > 2. Medziui G = (V, E), kurios virsuniu aibé sunumeruota, V =
{z1,...,x,}, vienareikdmiskai priskirsime seka a = (a1, ...,a,—2) € A, vadinama medzio
Priifer’io kodu. Pradékime nuo medzio galinés virsunés, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
vir§tinés egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi virstunes ir todel

n

> 6(zi) =2(n—1).

1=1

I keliu tokiu virstuniu iSrinkime ta, kurios indeksas yra maziausias. Tegu tai virsuné xp,, o
a1 - indeksas virsunes, gretimos pirmajai. Grafas G—x3, yra n—1 eilés medis, todél procesa
galima kartoti, kol virsuniu, likusiu grafe, skaicius yra didesnis uz 2. Kai §is skaicius lygus
2, mes jau esame sudare vienintele seka (aq,...,an—2).

Atvirksciai, ar bet kokiai sekai o = (ay,...,an,—2) € A galima vienareiksmiskai
priskirti medi? Atidékime n virSuniu ir brézkime norima medi, vadovaudamiesi zemiau
nurodytomis taisyklémis:

a) jei by - maziausias i§ bent dvieju naturaliuju skai¢iu (i$ 1,...,m), nepasirodziusiu
sekoje a, tada junkime z, su x,,;

b) aibe {1,...,n} pakeiskime {1,...,n}\ {b1}, o a - seka (as,...,an_2);

¢) procesa kartojame, kol isemiame visa seka (tuo paciu nubréziame n — 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias virsunes.

Taip vienareikSmiskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n virstuniu, o jo
didumas yra n — 1.

Kadangi abu nagrinéti atvaizdziai yra vienas kito atzvilgiu yra atvirkstiniai, teorema
irodyta.

Grafy teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos irodymo budas.

Antrasis teoremos irodymas. Tarkime T'(n,k) - kiekis n tos eilés medziu, kuriuose
fiksuota virsuné x € V yra k-ojo laipsnio, 2 < k < n — 1. Vir§tunés numeris nesvarbus, jo
neminésime. Isvesime sarysi tarp T'(n, k) ir T'(n,k — 1).

Imame medj G, kuriame d(z) = k — 1. Jame iSmeskime briauna uv, neincidencia su
x. Grafas skilo i du pomedzius, viename i$ ju yra virsStinés z ir u arba z ir v. Tarkime,
yra pirmasis atvejis. Sujunge dabar z su v, gauname vél medi G’, kuriame d(z) = k. Pora
(G, G") pavadinkime junginiu ir suskai¢iuokime ju kieki dviem budais. Kadangi grafui G
mes galime sudaryti tiek G’, kiek yra briaunuy su aukS¢iau minétomis savybémis, tai vienam
G mes turime n — 1 — (k — 1) = n — k partneriu. Taigi, i§ viso yra (n — k)T (n,k — 1)
junginiu.

Skaiciuokime ta pati skai¢iu kitu budu, pradédami nuo G’, kuriame d(z) = k, k > 2.

Tarkime z1,...,x, - gretimos z virsunés. Paeiliui iSmesdami briaunas zx;, ¢+ = 1,...k,
mes ”atskeltume” pomedzius 11, ..., T, kuriu eilés tegu bus nq, ..., ng,
(1) ny+---+np=n-—1
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Grafo G’ partneri junginyje dabar konstruojame tokiu budu:

a) iSmetame zzq, o véliau virsune x; sujungiame su bet kokia i§ virsuniu, nepriklau-
san¢iy 77 (turime n — 1 — ny galimybiu);

b) ta pati kartojame su Ty, ..., Tk.

Atsizvelge i grafu G’ kieki T'(n, k) ir (1) i§ viso gauname junginiu

ZT(n, k)(n—1—mn;) = (n—1)(k—1)T(n,k).

Sulygine abi junginiu skaic¢iaus formules, gauname
(n—1)(k—1)T(n,k)=(n—k)T(n,k—1).

Kai £k = 1, §i rekurencioji formulé irgi teisinga. Jos nagrinéjimui galime panaudoti
akivaizdu fakta, kad T'(n,n — 1) = 1 (ZvaigZdinio grafo atvejis). Gauname

T(n, k) = (Z - f) (n—1)"k-1,

Sudédami sias lygybes, isvedame medziu kiekio T'(n) formule

1) = 700 =Y (33 =) = (= )+ =
k=1 k=1

1 teorema irodyta.

Numeruota medj su viena isskirta virsune, Saknimi, vadinsime Sakniniu medziu.

Isvada. Yra d,, ;= n""! Sakniniu n eilés medziy.

Irodymas. Kiekvieno medzio, kuriu kieki nusako Cayley’io teorema, Saknimi gali biti
bet kuri vir§tine.

Sakniniai numeruoti medziai vadinami Cayley’io vardu. Baigtinis ju rinkinys va-
dinamas sakniniu misku. Ji sudaranciu medziu Saknu rinkinys laikomas misko saknims.
Kai misko medziu tvarka yra iskaitoma, miskas vadinamas ploksc¢iuoju. Jo Saknis bus
sutvarkytasis medziu Saknu rinkinys.

2 teorema. Jei g, —n eilés Sakniniy misky skaic¢ius, tai

dn+1 —1
2 n = = )"
(2) 4= = (n+ )

Irodymas. Tmkime (n+1)-os eilés Cayley’io medj ir atimkime jo Sakni, turéjusia numeri
jeA{l,...,n+ 1}. Medis skyla i n eilés miska. Sunumeruokime jo vir§unes pirmaisiais n
naturaliyju skai¢iu. Tuo tikslu buvusius virstniu indeksus, didesnius uz j, sumazinkime
vienetu. Nepriklausomai nuo buvusio j, gauname viena numeruota n eilés miska. Taigi,
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i (n 4+ 1)-o (n + 1)-os eilés medzio gavome viena mazesnés eilés miska. I$ d,,41-o tokio
medzio - (n + 1)-a karta maziau medzia.

Atvirksciai, turédami n eilés Saknini miska i keleto Cayley’io medziu, ivedame papil-
doma virSune, ir ja briaunomis sujungiame su medziuy Saknimis. Priskirdami paeiliui pa-
pildomajai virS§tinei numerius j = 1,...,n + 1 ir buvusiu virsiniu indeksus, ne mazesnius
negu j padidindami vienetu, gautume (n + 1)-a (n + 1)-os eilés Cayley’io medi. Vadinasi,
Gn = dp+1/(n+1). Dabar (2) isplaukia is Cayley’io teoremos. ¢

Sprendziant n duomenu sutvarkymo pagal kokio nors pozymio (rakto) didéjima uzda-
vini, naudojami binarieji medziai. Jais vadiname medzius, kurie turi viena 2-ojo laip-
snio virsune, vadinama Saknimi, o kitu virsuniu laipsniai yra 3 (jos vadinamos vidinémis
vir§unémis) arba 1 (Sios virsunés vadinamos lapais). Takas nuo Saknies iki lapo atitiktu
kazkokio pradinio duomenu kélinio surusiavima (pozymio didéjimo tvarkos atpazinima).
Todél algoritma apraSantis binarusis medis turi turéti n! lapu. Susitarkime dar, kad bri-
aunos iSvedimas i$ vidinés virstinés i kaire ar i deSine duoda skirtingus binariuosius medzius.
Todél grafus, pavaizduotus (...) brézinyje, laikysime skirtingais. Isvesime binariuju medziu,
turin¢iu N lapu, kiekio C, formule.

2 teorema. Teisingas rekurentusis sqrysis

N—-1
(2) Cn=Y CiCyn_g, Cri=1
k=1
Be to,
1 (2N -2
(3) CN_N(N-J‘

Irodymas. Susitarkime, jog atveju N = 1, lapas sutampa su Saknimi, ir medj sudaro
tik viena virsuné. Kai N > 1, nagrinékime grafa G — v, kai v - binariojo medzio G saknis.
Jis sudarytas iS dvieju binariu medziu - kairiojo, tarkime turin¢io k& lapu, ir desSiniojo,
turinéio eile N — k lapu. Cia 1 < k < N — 1 gali biiti bet kuris. Kair¢je puséje gali biiti
bet koks is C} binariuju medziu, o desinéje — bet koks i§ C'ny_x medziu. Sudéje pagal k£ Siu
kiekiu sandaugas, gauname visa galima binariuju medziu Cy kieki. (2) formulé irodyta.

Prisiminkime, jog seka, apibrézta (2) formule, jau buvo nagrinéta kombinatorikoje (zr
1.12 skyreli). Tai yra Katalano skai¢iu seka, todél (3) formulés iSvedimo nebekartosime.

Teorema irodyta.

Vidutinis tako nuo Saknies iki lapo ilgis isreiskia algoritmo, pavaizduoto binariu me-
dziu, efektyvuma.

8. Numeruotu grafu eksponentinés generuojancios funkcijos

Dabar susipazinsime su bendresne teorija. Galima isivaizduoti, kad pradedama nuo
komponenciu arba nuo jungiu grafu. Fiksuokime viena tokia klase U ir reikalaukime, kad
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kiekvienam n > 0 i§ n-os eilés grafu joje yra tik baigtinis skaicius. FEilés n > 1 grafui
vir§uniu numeracijai naudosime tik skai¢ius {1,...,n}. Visa n eilés grafu aibe zZymeésime
U, CU, o u, = |Uy,| — jos elementu skaiciu. Pagal susitarima ag = 0. Taigi, pradine grafy
klase sudaro nesikertanciu poaibil] sajunga

uz[jun, Uy < O0.

n=0
Formali eiluté
> Upt"
U(t) = Z n
n=0 :

vadinama ne tik sekos {a,}, n > 0, bet ir grafy klasés U eksponentine generuojancia
funkcija (toliau EGF).

Turédami dvi numeruotu grafu klases ¢/ ir V ir apibrésime trecia W. Ja sudaro visos
sutvarkytosios poros w = (u,v) € U x V su visais galimais zemiau apraSytais vir§uniu
sunumeravimais. Tai plokstieji grafai.

Jei u € U virsunés buvo numeruotos skaiciais {1,...,m}, ov € V —skaiciais {1, ...,n},
tai w numeracijai naudojami skaic¢iai {1,...,m + n}, naujas ploksciasis grafas w laiko-
mas n + m eilés. Grafu w ir v virSunés pernumeruojamos, dabar naudojant skaicius
{1,...,m + n}, islaikant buvusi ju sutvarkyma (eiliskuma) ir taip, kad v ir v elementu
naujos numeracijos nesikirstu. Formaliai kalbant, w numeracija apibrézia bet kokios dvi
monotoniskai didéjancios funkcijos 67 : {1,...,m} — {1,....m+n}ir 0y : {1,...,m} —
{1,...,m + n}, kuriu reikSmiu sritys nesikerta, o ju sajunga yra visa aibé {1,...,m + n}.

Visi plokstieji grafai w = (u,v), v € U, v € V su ivairiomis leistinomis virsuniy
numeracijomis sudaro klasiu U ir V skaidumo sandauga, kuria zymeésime W = U ). Pagal
indukcija apibréziama ir bet kokio skai¢iaus grafu bei ju klasiu sandaugos. Atkreipkime
démesi, kad pradéjome nuo sutvarkytuju poru (u,v), todél grieztai kalbant, U xV # V *U.
Toliau zymékime

US> =U, U =U U, ... U =UsU1>

Pradedant nuo nesutvarkytuju poru, lygiai taip pat apibréziame Abelio skaidumo san-
daugas. Ju zyméjimui naudosime simbolj [*]. Dabar

Ut =u, U =uu, ..., U™ =uuY
Kadangi yra n! kéliniy, sandaugu 4 <"> ir 4!} EGF risa lygybés
(1) U<m>(t) =nlUM @), n=0,1,....
Visas plokséiyjuy grafy kompleksas bus aibe
(2) US> = {PuUUU U....
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Tai nesikertanciu aibiu sajunga. Panasiai
(3) ubl = myuuuvuPu. ..

bus (neplokséiyjy) grafy kompleksas.

Plokstieji Sakniniai numeruotieji miskai, kai pradiné strukttiry klasé buvo visu nume-
ruotu medziu klasé, yra pirmojo komplekso pavyzdys. Funkciniai digrafai, kai pradedama
nuo jungiu funkciniu digrafu, yra antrojo komplekso tipo pavyzdys.

1 teorema. Tegu

U =S v =Y

n! n!
n>1 n>1

yra grafu klasiu U bei V eksponentinés generuojancios funkcijos (EGF). Ploksciyjy grafy
W=UxV EGF

(4) W) =3 “’:jn — UV ().

n>1
Viso plokséiyjy grafy komplekso U<*> EGF lygi
5) US> (1) = (1 - U@) Y,
o (neploksciyjy) grafy komplekso U] EGF yra

(6) Ull(t) = eV®.

Irodymas. Pastebékime, kad n eilés sutvarkyty numeruoty pory w = (u,v) galime

sudaryti
n
n
Wn = Z <k‘) Uk Un—k,

k=0

nes pastaroji lygybé nurodo, kad fiksuotoje sandaugoje viena komponenté yra k, o kita —
(n — k) eilés, be to, pirmoji komponenté yra numeruota bet kokiu k indeksu poaibiu i3
{1,...,n}. Taigi,

Wn = Uk Up—k

nl = k! (n—k)!

Is cia isplaukia (4) formule.
Pasinaudoje ja bei (2) lygybe, gauname

US>(t)=> U™ () =Y UB"=01-U(t) "

n>0 n>0
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Neplokséiyjy grafy kompleksui, pasinaudoje (1), turime bei

* n 1 n
Ut =Y U () = ~U(t) = UM,
n>0 n>0

I$ 1 teoremos isplaukia idomiu kompleksu generuojanciu funkciju savybiu.

dntn n—ltn
D(t):zz n! :Znn!

n>1 ’ n>1

Isvada. Tegu

yra Cayley’io medziy EGF. Tada D(t) = teP® | kai [t| < e~ !.

Irodymas. Pasinaudoje Stirlingo formule, nesunkiai nustatome eilutés D(t) konverga-
vimo sriti |[t| < e~!. Pastebime, kad $akniniai migkai sudaro Cayley’io medziu kompleksa.
Vadinasi, pagal 1 teorema ju EGF issireiskia per D(t). Gauname

L gnt" _ D)
C?@).— '75———6 .
n>0

Pagal 7 slyrelio teorema ¢,, = d41/(n + 1), todél

Q(t) = Z:O % =t 'D(¢).

Isvada irodyta. o

Panasiai, funkciniu digrafu klasés EGF tenkina lygybe

T(y) =) %T;y" = exp{z %y"},

n>0 n>1

¢ia m(n) — jungiu funkciniu digrafu skaic¢ius. Kadangi funkciniai digrafai yra jungiu digrafu
nesutvarkytieji rinkiniai ir funkciniai digrafai yra jungiu digrafu generuotas kompleksas,
pastarasis sarysis irgi yra 1 teoremos isvada. Naudojant Sia lygybe nebesunku rasti 7(n)
bei jo asimptotika, kai n — oo.

Savarankiskai iSnagrinékite kita pavyzdi ir isitikinkite, kad keitiniu ciklu klases EGF

Z Mt” = log(1 —t)~ .

n!
n>1

lygi

Ciklus galime sudarinéti ir i§ kitokiu negu skaic¢iai kombinatoriniu struktiru, pvz.,
medziu. Kokia bus EGF, jei pradésime nuo strukturuy klasés su EGF A(t)?
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Panasiai iSvystoma ir nenumeruotuju grafy suskaic¢iavimo teorija. EGF yra pakeicia-
mos laipsninémis generuojanc¢iomis funkcijomis.

9. Grafu teorijos ir algebros sarysiai

Visa informacija apie grafus galime uzrasyti matricomis. Tuo tikslu reikia skaiciais
{1,2,...,n} sunumeruoti grafo virsunes. Pazymékime a;; kieki briaunu, jungianciy i-aja ir
j-aja virsunes multigrafe G, kai i # j, ir a;; - dviguba kilpu, iSvestu is ¢ virSunes, skaiciu.
Kvadratiné matrica A = ((a;5)), 1 < 4,5 < n, vadiname multigrafo gretimumo matrica.
Jei multigrafas neturi kilpu, tai matricos pagrindinéje istrizainéje yra nuliai. Gretimumo
matrica yra simetrine.

Norédami uzfiksuoti, kurios briaunos jungia kurias virsunes, ivedame dar viena matri-
ca. Dabar skaiciais {1,2,...,m} sunumeruojame ir briaunas. Multigrafu atveju, Zinoma,
numeruojamos visos briaunos bei kilpos.

Matrica B¢ = B = (b;;), 1 < i < n,1 < j < m, vadiname multigrafo (grafo)
incidentumo matrica, jei

1, jei ¢ vir§tné yra incidenti j briaunai, kuri néra kilpa,
bij = ¢ 2, jeii virsuneé yra incidenti j briaunai, kuri yra kilpa,

0, jei 7 virStuné néra incidenti j briaunai.

Apibréziant digrafo gretimumo bei incidentumo matricas, atsizvelgiama i briaunos
krypti. Gretimumo matricos elementai a;; lygus skaiCiui briaunu, iSvestu is i-tos i j-1
virstne. Kilpos atveju skaic¢ius nebedvigubinamas. Digrafo gretimumo matrica nebtitinai
simetrine.

Bekilpiam digrafui incidentumo matricos elementai

1, jei ¢ yra pradiné j briaunos virsine,
bij =< —1, jeii yra galiné j briaunos virsune,
0, 1 virSuneé neéra incidenti j briaunai.

Jei ¢ virsuné yra incidenti kilpai, pazymétai 7 numeriu, tai daznai vartojamas Zymuo
bij = —0.
Pateiksime viena ivestuju matricu sarysi.

1 teorema. Tarkime G - numeruotas multidigrafas be kilpy, A ir B — jo gretimumo
ir incidentumo matricos atitinkamai. Tada

BB' =D — A.

Cia’ Zymi matricos transponavima, o D — diagonali matrica, kurios istrizainéje yra is eilés
surasyti virsuniy laipsniai.
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Irodymas. Jei ¢;; — matricos BB’ bendrasis narys, tai

(1) Cij = Z birbji.
=1

Todél, kai i # j, sandauga b;bj; lygi O arba -1. Pastaroji lygybé yra teisinga tik tuo
atveju, kai x;x; = ¢;. Sudedant pagal [, -1 dauginsis i§ tokio skaiciaus, kiek yra briaunu,
jungianciu x; ir x;.

Kai i = j, ¢; yra matricos istrizainés narys. Matrica A turi nuline istrizaine. (1)
suma lygi briaunu, iSvestu i§ x; skaiciui.

Teorema irodyta.

Tarkime G = (V, E) - n eilés ir m didumo grafas. Nagrinékime funkciju erdve
FoG)i={f:V = R}

funkciju sudéties kiekviename taske bei daugybos is skaliaro atzvilgiu. Funkcija f nusako
jos reikdmes virsunése f(x;) =: ¢j, 1 < j < n. Todél Fy(G) izomorfiska R™, o jos dimensija
lygi n. Jos standartiné bazé bus funkciju rinkinys fi,..., f,, kai funkcija f; apibréziama
lygybémis

fil@s) = bi;.
Cia 0;j - Kronekerio simbolis. Dabar lygybeé

fl@) =) eifi(x)-

=1

funkcijos f israiska standartine baze. Ivedus skaliarine daugyba
n
< ff" >= Zc}c;'
j=1

erdvé tampa Euklido erdve, Sios daugybos atzvilgiu standartiné bazé yra ortonormuota.
Panasiai ivedama ir m - maté erdvé funkciju, apibréztu grafo briaunu aibéje:

Fi(G):={g9: E — R}.

Ji yra izomorfiska erdvei R™.
Idomesnis ir svarbesnis digrafu atvejis. Tegu toliau briaunos sunumeruotos skaiciais

nuo 1 iki m ir joms priskirtos kryptys. Turédami cikla L, sudaryta i§ briaunu e;,,...,e€;,,
kur e;, vienas galas sutampa su e;, galu, ir fiksuodami ciklo krypti (sakysim, pries laikro-
dzio rodykle plokséiajame digrafe), ciklui galime priskirti ciklo vektoriu zZp, = (21,...,2m),
is 1,-1 arba 0:
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1, jeigu e; priklauso ciklui ir eina ciklo kryptimi;
z;j = ¢ —1, jeigu e; priklauso ciklui, bet jo kryptis priesinga;

0, jeigu e; nepriklauso ciklui.

Naudojamas ir kitas vaizdus vektoriaus zy uzrasas

m
Zr = E Zj€j,
J=1

neteikiant Sioje sumoje jokios geometrinés prasmés, iprastos vektoriams, briaunoms e;,
nors jos turi ir kryptis.

Kai L perbégs visus grafo ciklus, gausime aibe funkciju {gp}, ju tiesinis apvalkas
Z(QG) erdvéje F1(G) vadinamas cikly poerdviu. Jo dimensija dimZ(G) vadinama grafo G
ctklomacivoju skaiciumi.

Sudarykime dar viena erdvés F;(G) poerdvi. Imkime virsuniu aibés skaidini P:

V=Viul, 1uV,=0.

Nagrinékime tik tas briaunas, kurios eina i§ Vi i V5 arba atvirksciai. Si briaunu aibé
vadinama pjuvio aibe. Sudarykime vektoriu up = (uq,...,u,) € R™

1, jeigu e; eina is Vi i Va;
u; =4 —1, jeigue; eina is Vo i Vi;

0, jeigu e; nejungia Vi su Va.
daznai uzraSoma suma
m
up = E Uje;
Jj=1
arba funkcija

gp(e) = Zujgj(e), ec E,
j=1

¢ia - g5, 1 < j < m, standartiné funkciju bazé. Imant visus imanomus skaidinius P ,
gaunama funkciju gp sistema, jos tiesinis apvalkas U(G) erdvéje C1(G) vadinamas pjuviy
poerdviu (kociklu poerdviu).

2 teorema. Briauny funkcijy erdvé - tiesioginé tarpysavyje ortogonaliy poerdviy Z(Q)
ir U(G) suma. Jei grafas G turi n virsuniy, m briauny ir k jungumo klasiy, tai

dmZ(G)=m —n+k, dimU(G) =n — k.
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Irodymas. Tikriname teoremoje nurodytu poerdviu ortogonaluma. Imame bet koki
cikla L ir bet koki skaidini P bei funkciju koordinaciu vektorius zj, ir up ir skai¢iuojame
< Zr,up >. Nenuliniai Sios skaliarines sandaugos démenys atitiks tik L ciklo briaunoms,
priklausanc¢ioms ir P pjuviui. Ju skaicius yra lyginis. Susitarkime laikyti, kad briauna
—e;, eina ciklo kryptimi, jei e; kryptis buvo prieSinga ciklo krypciai. Tada nagrin¢jama
skaliarine sandauga lygi kiekiui L ciklo briaunu, einanciu i§ Vj i V5 minus kiekiui ciklo
briaunu, einanciu i§ V5 i V4. Vadinasi, ji yra lygi nuliui. Tuo paciu poerdviu ortogonalumas
irodytas.

Teoremoje nurodytos dimensiju formulés iSplauks i$ nelygybiu

(1) dmZ(G) >m —n+k, dimU(G) > n — k.

Tarkime pradzioje, kad G - jungus grafas, k = 1. Imkime karkasini medi T'. Tarkime,
kad medyje panaudotos eq,...,e,_1 briaunos, o likusios e,,..., e, buvo nepanaudotos.
Prijungimas bet kurios i§ Siu briaunu sukuria 1 cikla. Ji vadinsime fundamentalivoju ciklu.
Tegu L;, n < j < m, vienas i§ Siuy fundamentaliu ciklu, o z; - jo vektorius. Atkreipkime
démesi i paskutines m — (n — 1) koordinac¢iu. Kai j = n, pirmoji i$ §iu koordinaciu lygi
1 ar -1, o kitos lygios nuliui. Panasiai, kai j = m, visos minétos koordinatés , iSskyrus
paskutine, lygios nuliui, o paskutinioji lygi 1 arba -1. IS ¢ia iSplaukia vektoriu sistemos
Zj, n < j < m nepriklausomumas. Pirmoji i§ (1) nelygybiu irodyta.

Nagrinédami pjuvius irgi panaudokime karkasini medi. Pastebékime, kad bet kokios
T briaunos e;, 1 < j < n — 1, imetimas duotu pjuvi P, (V. = VUV, VNV =0), o
pati briauna e; jungtu viena virsuniu aibe su kita. Tarkime, kad e; pradzios virSuné yra
aibéje Vj’ . Dabar sio pjuvio vektorius

Uj = (Ulja N ;Uij; e ,un,l,j)

turés uj; = 1, o u;; = 0, kai @ # j, nes nejungia Vj su V;'. Akivaizdu, jog tiesiskai
nepriklausomu tokiu vektoriu sudarytume ne maziau, negu n — 1. Taigi jungaus grafo
atveju (1) lygybeés irodytos.

Kai G grafas turi jungumo klases G ...,Gy, funkciju erdvé Fi(G) yra tiesioginé
suma ortogonaliu tarpusavyje funkciju erdviu F1(Gj),1 < j < k, kurios pagal irodyta
dalj issiskaido dvieju ortogonaliu poerdviu sumomis. Be to, Z(G) N F1(G,) = Z(G;) bei
U(G)NF1(G;) = U(Gy),

dmU(G) =dimU(Gy) + - +dimU(Gg) = (1 — 1)+ -+ (np — 1) =n — k.

Cia |[Vi| =njir ny + -+ +ngp = n.

2 teorema irodyta.

Pritaikykime igytas zinias elektros grandiniu uzdaviniuose. Elektros grandinés, kaip
zinoma, tenkina Kirchhofo srovés désni kiekvienoje virsunéje. Jis teigia, kad srovés, iéjusios
i virsune, didumas lygus iSéjusios i$ jos srovés didumui. Si désnj galime uzraSyti naudojant
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incidentumo matrica B. Tarkime w = (wyq, ..., w,,) — srovés vektorius stulpelis, sudarytas
i§ sroviu, tekanciu visomis briaunomis, tai matricu lygybé

Bw=0=(0,...,0)

apima srovés désnius visose virsuneése iS karto. Ieskant sroviu didumu, tektu spresti Sia
homogenine lygciu sistema. Todeél imtume tik tiesiskai nepriklausomos incidentumo ma-
tricos eilutes.

Panasiai elgiamasi ir potencialu atveju. Jei zj, - L ciklo vektorius, o p = (p1,...,Pm)
- potencialu skirtumu vektorius, tai Kirchhoff’o potencialu désnis teigia, jog potencialu
skirtumu uzdaroje grandinéje (viename cikle) suma lygi nuliui, t.y.

< zr,p>=0.

Kadangi grandinéje gali biiti daug tarpusavyje priklausomu ciklu, nebiitina juos visus
naudoti. IS tiesu, vektoriai z;, priklauso ciklu poerdviui Z(G), kurio dimensija lygi m—n-+1
(grandiné yra jungi, k = 1), todél pakanka naudoti tik fundamentaliuosius ciklu vektorius.
Surade karkasini medi 7', iSvesta sakykim, per briaunas e, ..., e,,_1 imkime paeiliui likusias
briaunas e, ...,en,. Tarkime gautuju ciklu vektoriai z;, n < j < m suraSyti eilutémis,
sudaro matrica C, (m — n 4+ 1) x m, tada visa informacija apie potencialus uzrasoma
matricine lygybe.

Kirchhoff’o potencialuy désnis. Jei C' fundamentalivju ciklo vektoriy sudaryta
matrica, o p - potencialy skirtumuy vektorius stulpelis, tai

Cp=0.
Grafu teorijoje nagrinéjami ir bendresni srautai.

Priedas. Tipiniai iskaitos bilietai
(Iskaita duodama tik uz 4 balus !)

1. (3 balai) Isvesti netvarkinguju keitiniu skai¢iaus formule

o (DF
Dn—n!z o
k=0

2. (2 balai) Rasti sekos {u,}, n > 0, bendraji nari, jei up = 1/4, uy =1, ug = 2 ir
Up+3 — Up4+2 — Upt1 + Uy = 0.

3. (1 balas) Apibrézkite binaryji medj ir suformuluokite pasirinktinai viena teigini
apie ji.
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4. (1 balas) Uzrasykite digrafo G = (V, E), ¢ia
V={x1,...,210}
yra virStniu aibe, o
E = {2173, 2175, T2%4, T4T5, T4T7, T5T6, T7T6, TT9, ToTg, T10T9} —
lanku aibé, gretimumo matrica bei raskite penkis jo skaitinius parametrus.

Kitas variantas

—

. (3 balai) Irodykite, kad kiekvienas ploksc¢ias grafas yra penkiaspalvis.
. (2 balai) Isveskite lygybe

-1 1 K(n 1 -
(n+1)(n+2) n+l —\k)(k+1)(E+2) 7

[\)

w

. (1 balas) Apibrézkite kartotinius gretinius ir uzrasykite ju skai¢iavimo formule.

W

. (1 balas) Raskite numeruotojo medzio, kurio Priuferio kodas yra
a={1,1,5,4,4,1,5,6},

lapu skaiciu.
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