V skyrius. PRIEDAS. MATO IR INTEGRALO
TEORIJOS PRADMENYS

1. AIBIU KLASES

Susitarkime toliau nagrinéjamas aibes laikyti kurios nors universaliosios aibés
poaibiais.

Mato teorijai svarbiausios yra dvi aibiu klasés: algebros ir o algebros
(sigma algebros).

Bet kurios aibés Q (ji gali buti ir tus¢ia) poaibiu sistema A vadiname
aibiu algebra (aibiu kiinu, lauku), jei ji tenkina Sias salygas:

LOecA

II. Jei A € A, tai A¢ € A.

L Jei Ac Air BE A, taiir AUB € A.

1 pavyzdys. Sistema, sudaryta i§ dvieju aibiu & ir Q, Q # J, yra
aibiy algebra. Sistema, sudaryta i§ vienos aibés &, yra algebra. Tokia algebra telpa
kiekvienoje algebroje.

2 pavyzdys. Tarkime, kad A C Q, A # &, A+# Q. Sistema {&, A, A°,Q}
yra aibiu algebra.

3 pavyzdys. Kiekvienos aibés €2 visu poaibiu sistema yra aibiu algebra.

4 pavyzdys. Tarkime, kad
Q=4
k=1

ir aibés A (kK = 1,...,s) yra disjunkéios (t. y. kas dvi neturi bendru elementu).
Sudarykime visas galimas tu aibiu sajungas Ak, N...N Ak, (tuséia sajunga pagal
susitarima yra laikoma tuséia aibe). Visu tu sajungu sistema yra algebra.

5 pavyzdys. Imkime visus galimus intervalus (a,b), [a,b), (a,b], [a,b],
kuriuose a ir b — baigtiniai skai¢iai (kai a = b, intervalas [a,b] yra sudary-
tas 18 vieno tasko, o kitu tipu intervalai — tusCios aibés), ir visus intervalus
(=00, a), (—o0,al, (a, ), [a,o0), (—o0,00). Visu tu intervalu sistema néra aibiu al-
gebra. Taciau sistema, sudaryta i§ visu galimu baigtinio skai¢iaus intervalu sajungu,
yra algebra.

Panagrinésime aibiu algebru savybes. Zymeésime A aibés Q poaibiu al-
gebra. I$ apibrézimo iSplaukia Sie teiginiai.

l.ge€e A nes @=0°€e A

2.JeiAc Air Be A, taiir ANB = (A°UB°)° € A.
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3.JeiAe Air Be A, taiir AAB=ANB°e A

4. Jei Ay, As, ..., Ay, yra algebros A aibés, tai jai priklauso ir A;UA;U...U
UA,, A1NAsN...NA,. Sis teiginys iSplaukia is III ir 2, remiantis matematinés
indukcijos principu.

Atkreipsime démesi, kad aibiu algebra buvo galima apibrézti ir trumpiau,
pakeitus II ir III reikalavimus vienu — sistemos uzdarumu aibiu atimties
atzvilgiu: jei A € Air B € A, tai ir A\B € A. Tada jos uzdarumas jungimo
ir papildymo operaciju atzvilgiu isplauktu i$ tapatybiu A= Q\A, AUB =
— O\((2\4)\B).

Galimi ir kiti aibiu algebros apibrézimo variantai. Sakysime, I reikalavima
galima pakeisti reikalavimu @ € A arba III reikalavima — salyga: jei A € A ir
B e A, taiir AN B € A. Situlome skaitytojui pac¢iam irodyti, kad tie variantai
yra ekvivalentuis pirmiesiems.

Taigi algebra yra kurios nors aibés 2 poaibiu sistema, kuriai priklauso pati
Q ir kuri yra uzdara jungimo, kirtimosi ir atimties operaciju atzvilgiu, jei tik
jas atliekame baigtini skai¢iu kartu. 5 pavyzdys rodo, kad, atlike su algebros
aibémis jungimo arba kirtimosi operacijas be galo daug karty, galime gauti ir
aibes, nepriklausancias algebrai. Dél to kartais susidaro dideliu nepatogumu.
Todél ivesime siauresne algebru klase — vadinamasias o algebras.

Kurios nors aibés €2 poaibiu sistema A vadinama aibiy o algebra (¢ kinu,
o lauku, aibiu Borelio kiinu, Borelio lauku), kai ji tenkina salygas:

I. Qe A

II. Jei A € A, tai A° € A.

ITT. Jei A1, As, ... yra sistemos A aibés, tai ir

GAk€A~

k=1

ITT algebros salyga pakeitéme III' salyga. Nesunku suvokti, kad is III’
iSplaukia III. I§ tikruju is I ir II iSplaukia, kad @ € A. Todél, jei A ir B € A,
taiir AUB=AUBUQUZU... € A. Vadinasi, aibiy ¢ algebra yra aibiu
algebra.

Parodysime, kad aibiu o algebra yra uzdara ir bet kurios aibiu i§ A sekos
kirtimosi atzvilgiu.

5. Jei Ay, Ag, ... yra A aibés, tai ir

ﬁAk: (DA;)CeA.
k=1 k=1

Siulome skaitytojui parodyti, kad aibiu o algebra galime apibrézti, reika-
laudami, kad buitu tenkinamos I, IT ir 5 salygos.

1, 2 ir 3 pavyzdziy algebros yra o algebros. 5 pavyzdzio algebra, kaip jau
minéjome, néra o algebra.
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6 pavyzdys. Kiekviena baigtiné algebra yra kartu ir o algebra. I$ tikruju,
jel A1, Ao, ... yra baigtinés algebros A aibiu seka, tai tarp ju gali buti tik baigtinis
skai¢ius skirtingu (nes tik tiek téra aibiy sistemoje A). Todél

U
k=1

yra i§ esmés baigtinio aibiu skaic¢iaus sajunga.

Kiekviena aibés 2 poaibiu sistema S visada galima papildyti naujomis
aibémis — ) poaibiais, kad ji virstu algebra arba net o algebra. Pakanka
ta sistema papildyti iki visu aibés ) poaibiu sistemos. Taciau kartais gali-
ma elgtis ekonomiskiau — imti maziau papildomu aibiu. Tarp visu algebru
(o algebru), kurioms priklauso sistemos S aibés, yra pati negausiausia a(S)
(atitinkamai o(S)): ji priklauso kiekvienai aibiu algebrai (o algebrai), apré-
pianciai sistema S, ir yra vadinama algebra (o algebra), generuota sistemos
S, arba maZiausia algebra (o algebra), kuriai priklauso S. Irodysime tuos
teiginius.

1 teorema. Jei {Ax,A € A} yra aibés Q poaibiy algebry (o algebry)
sistema, tai visy tos sistemos algebry (o algebru) sankirta

A

A€A

yra taip pat  poaibiy algebra (o algebra).

Irodymas. Tirsime tik o algebru atveji. Pazymékime o algebru
sankirta A. Parodysime, kad ji tenkina I, II, III' salygas. Kadangi 2 € A,
visiems A € A, tai Q € A. Jei aibé A € A, tai ji priklauso kiekvienai i§
Ax, A € A. Tagiau tada A° € Ax, A € A. Vadinasi, A° € A. Tarkime, kad
A (k=1,2,...) yra A aibés. Tada jos priklauso ir kiekvienai i§ .4,. Todél
kiekvienai i§ A priklauso ir ju sajunga

U 4.
k=1

Vadinasi, ta sajunga priklauso ir A. O

2 teorema. Tarkime, kad S yra kuri nors aibés 0 poaibiy sistema. Egzis-
tuoja vienintelé algebra a(S) (atitinkamai o algebra o(S)), turinti savybes:
a) S C o(S); b) jei S priklauso kuriai nors aibés Q poaibiy algebrai (o algeb-
rai) A, tai ir o(S) C A.

Irodymas. Veél tirsime tik o algebru atveji. Visada egzistuoja
bent viena aibés (2 poaibiu o algebra, kuriai priklauso sistema S. Tokia yra
visu aibés € poaibiu o algebra. Imkime visas aibés ) poaibiu o algebras,
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kurioms priklauso S, ir pazymeékime ju sankirta o(S). Irodysime, kad ji ir
yra ieSkomoji o algebra.

Pagal 1 teorema o(S) yra o algebra. Jei A yra kuri nors aibés Q poaibiu
o algebra, kuriai priklauso S, tai jai turi priklausyti o(S) pagal pastarosios
apibrézima.

Lieka irodyti, kad gali biiti tik viena maziausia o algebra. Tarkime, kad
turime dvi o algebras A; ir Ay, tenkinancias salygas a ir b. I§ salygos b
gautume, kad A; C As, As C A;. Vadinasi, A; = A,. O

Imkime visu tiesés {2 = R intervalu sistema. Prapléskime ja iki maziausios
o algebros B. Aibés, sudaranéios B, yra vadinamos Borelio aibémis. Jas galime
gauti ir praplésdami iki maziausios o algebros visu intervalu (—oo, z), = € R,
sistema. IS tikruju visu kitu tipu intervalus galime gauti i$ Siu intervalu, atlike
aibiu operacijas, kuriu atzvilgiu yra uzdara aibiu o algebra. Kai ¢ < a < b,

turime
[a,b) = (—00,b)\(—00,a),

[a,b] = ﬁ [mb—i—%),

n=

(CL, b) = [C’ b)\[C, CL]

ir t. t.

Borelio aibiu klasé yra labai plati. Jai priklauso ne tik visi intervalai, bet
ir visos atviros, visos uzdaros ir dar sudétingesnés aibés.

Visai taip pat, praplésdami erdvés 2 = R® visy intervalu sistema iki
maziausios o algebros B?, gauname erdvés R® Borelio aibes.

Dvejetas {2, A}, sudarytas is netuscios aibés Q ir jos poaibiu o algebros
A (kuriai priklauso pati §2), yra vadinamas macia erdve. Sistemos A aibés
tada vadinamos A madiomis, arba tiesiog maciomis, kai aisku, apie kokia o
algebra kalbame.

Mato teorijoje be algebru bei o algebru dar vartojamos ziedu ir o ziedu
savokos. Jos apibréziamos panasiai, kaip ir algebros, ta¢iau néra reikalaujama,
kad Q priklausytu toms aibiu klaséms.

Ivesime dar viena savoka — aibiu monotoniniu klasiu. Jai apibrézti pri-
minsime aibiu sekos ribos savoka.

Tarkime, kad A1, As, ... yra aibés ) poaibiu seka. Aibe tu w € Q, kurie
priklauso be galo dideliam skai¢iui aibiu A,,, Zymésime lim supA,, ir vadinsime

n

sekos {A,} virsutine riba. Nesunku jrodyti, kad
(1) limsup A,, = ﬂ U A,
" k=1n=k

Jei w priklauso be galo dideliam aibiu A,, skai¢iui, tai w priklauso visoms
aibéms
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(2) Cr = U A, (k=1,2,..),
n=~k
vadinasi, priklauso aibei
(3) Nce=) U An
k=1 k=1n=Fk

Antra vertus, jel w priklauso (3) aibei, tai jis priklauso kiekvienai aibei
Cr (k=1,2,...). Jei w priklausytu tik baigtiniam aibiu A,, skaiciui, tai butu
toks m, kad w &€ A,, kain > m, t. y.

o0
w g U ATL = Ck7
n=~k
kai £k > m. I8 8io priestaravimo iSplaukia, kad w turi priklausyti be galo
dideliam aibiu A,, skai¢iui.

Aibe tu w € Q, kurie priklauso visoms A,,, galbut isskyrus baigtini ju
skaiciu, kitaip tariant, priklauso visoms A,,, kuriu indeksai pakankamai dideli,
zymésime liminfA,, ir vadinsime sekos {A,} apatine riba. ITrodysime, kad

n

(4) liminf A,, = D ﬁ A,
" k=1n=k

Jei w priklauso visoms aibéms A,,, pradedant kuriuo nors indeksu m, tai
w priklauso visoms aibéms

Dk = ﬁ An7
n=k

kai k > m, vadinasi, w priklauso aibei

Ap.

(@
(@
3

(5) Dy, =

k=1 k=1n=k

Jei w priklauso (5) aibei, tai jis priklauso kuriai nors aibei Dy, vadinasi,
ir visoms A,, kai n > k.
Is (1) ir (4) isplaukia, kad

(liminf A,,)¢ = limsup A7,

(limsup A4,,)¢ = liminf A;.
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Jei aibés A, priklauso aibés 2 poaibiu o algebrai A, tai ju sekos apatiné
ir virsutiné ribos, kaip matyti is (1) ir (4) lygybiu, taip pat priklauso A.

Jei

liminf A,, = limsup 4,,
n n
tai bendraja apatinés ir virsutinés ribos reiksme vadiname sekos {4, } riba ir
zZymime
lim A,,.
n

Jei seka {A,,} yra monotoniskai didéjanti: A; C As C ..., tai

liTILnAn = [j A,.

n=1

Jei seka {A,} yra monotoniskai mazéjanti: A; D As D ..., tai
oo
liyrln A, = ﬂ A,.
n=1

Mums ¢ia tereiks tik monotoniniy aibiy riby savokos.

Monotonine aibiy klase vadinama netuscia aibés 2 poaibiu sistema M,
kai kiekvienos monotoniskos aibiy i§ M sekos riba priklauso M.

Nagrinésime monotoniniu klasiu savybes.

3 teorema. Jei {My, A € A} yra aibés Q poaibiy monotoniniy klasiu
ststema, tai visy tos sistemos monotoniniy klasiu sankirta

M= M,

AEA

yra arba tuscia, arba vél monotoniné klasé.

Irodymas. Sakykime, sankirta M néra tuséia ir A,, (n =1,2,...) yra
monotoniska sistemos M aibiu seka. Kadangi aibés A,, priklauso kiekvienai
i§ klasiy M, tai ir ju riba turi priklausyti kiekvienai i$ tu klasiu, vadinasi,
ji priklauso ir tu klasiuy sankirtai M. O

4 teorema. Tarkime, kad H yra bet kuri netuscia aibés Q) poaibiy sistema.
Egzistuoja vienintelé monotoniné aibiy klasé M(H), turinti savybes: a) H C
C M(H), b) jei H priklauso kuriai nors aibés Q poaibiu monotoninei klasei
M, tai M(H) C M.

M(H) yra vadinama sistemos H generuotaja monotonine aibiy klase,
arba maziausigja monotonine aibiy klase, kuriai priklauso H.

Irodymas. Aibés Q) visu poaibiu sistema yra monotoniné klaseé ir jai
priklauso sistema H. Vadinasi, egzistuoja monotoniné klasé, apimanti H.
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Pazymékime M (H) visu monotoniniuy klasiu, sudarytu is Q poaibiu ir
apimanciu H, sankirta. Irodysime, kad ji yra ieskomoji. Pagal 3 teorema
M (H) yra monotoniné klasé. Tarkime, kad M yra bet kuri monotoniné aibés
Q) poaibiu klasé, apimanti H. Tada M(H) turi priklausyti M (pagal M(H)
apibrézima).

Klasés M(H) vienatis isplaukia i$ jos minimalumo (zr. 2 teoremos
irodyma). O

5 teorema. Aibés Q poaibiy algebra A yra o algebra tada ir tik tada, kai
ji yra monotoniné klase.

Irodymas. Kiekviena o algebra yra, aisku, ir monotoniné klasé.
Tarkime, kad algebra A yra monotoniné klasé. Irodysime, kad ji yra ir o
algebra. Imkime bet kuria algebros A aibiu seka A (k = 1,2,...). Tada
baigtinés sajungos

U4 mn=12.)
k=1

sudaro monotoniskai didéjancia aibiu seka, kurios riba yra visu aibiu Ay (k =
=1,2,...) sajunga. Ji priklauso A. O

6 teorema. Algebros A generuota o algebra o(A) sutampa su taip pat
algebros A generuota monotonine klase M(A).

Irodymas. 1.Pagal 5 teorema o(A) yra monotoniné klasé. Todél
i§ M(A) minimalumo gauname: M(A) C o(A). Jei irodytume, kad M (A)
yra algebra, tai pagal 5 teorema gautume, kad ji yra ir o algebra, o is o(A)
minimalumo isplauktuy, kad o(A) C M(A), taigi M(A) = o(A).

2. Tarkime, kad A yra aibés Q poaibiu algebra. Irodysime: jei A € M(A),
tal ir A° = Q\A € M(A). Imkime tam reikalui aibiu klase M = {4 : A €
€ M(A), A° € M(A)}. Aisku, visos algebros A aibés priklauso klasei M,

vadinasi,

(6) ACMcC M(A).
Jei 4, (n =1,2,...) yra didéjanti klasés M, taigi ir klases M(.A), aibiu seka,
tai AS (n=1,2,...) yra mazéjanti klasés M(A) aibiu seka ir

lim A, = | ] 4, € M(A),

n=1

n—oo n—oo

(lim 4,)°= ( G An>c - ﬁ A° = lim AS € M(A).
n=1

n=1

Analogiskai, jei B, (n = 1,2,...) yra mazéjanti klasés M, taigi ir klasés
M(A), aibiu seka, tai BS (n = 1,2,...) yra didéjanti klasés M(A) aibiu
seka ir
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lim B, = (] Bn € M(A),

n—oo n=1
: c __ ¢ _ c __ : C
(lim B,)° = ( 01 Bn) - Ul B; = lim Bj € M(A).

Vadinasi, klasés M monotonisku seku ribos vél priklauso M. Todél M yra
monotoniné klasé. Is (6) ir M(A) minimalumo isplaukia, kad M = M(A).

3. Irodysime, kad klasé M(.A) yra uzdara dvieju aibiy kirtimosi atzvilgiu.
Jei A € M(A), imkime aibiy klase My = {B : B € M(A), ANB €
€ M(A)}. Pirmiausia parodysime, kad M 4 yra monotoniné klasé. Imkime
bet kuria monotoniska tos klasés aibiu seka B,, (n = 1,2, ...). Jos riba lim B,,
ir lim(A N By,) turi priklausyti M(A). I8 lygybés A Nlim B,, = lim(A N By,)
iSplaukia, kad ir A Nlim B,, € M 4. Vadinasi, M4 yra monotoniné klase.

Jei A € A, tai A C My C M(A). Todél, jeit A € Air B € M(A), tai
ANB e M(A), taigi A € Mp.

Is ¢ia gauname: A C Mp C M(A), kai B € M(A). Todél, kai B €
€ M(A), (is M(A) minimalumo) Mp = M(A). Vadinasi, M(A) yra uzdara

dvieju aibiu kirtimosi atzvilgiu. O

2. AIBIU MATAS

Elementariojoje geometrijoje ivedamos geometriniu figuru ilgio, ploto bei
tario savokos. Jos ivedamos tik paprasciausiais atvejais. Sakysime, apibrézia-
ma tik tiesés atkarpu, apskritimo bei jo daliu ilgio savoka, daugiakampiu, skri-
tulio bei jo daliu ir rutulio pavirsiaus bei jo daliu ploto savoka, briaunainiu,
rutulio bei jo daliu turio savoka. Kyla klausimas, ar negalima tas savokas
praplésti ir daug bendresnéms tasku aibéms. Tai néra lengvas klausimas.
Imkime, pavyzdziui, aibe, sudaryta i$ visu racionaliuju intervalo (0, 1) tasku.
Si aibé néra paprasta. Kiekviename kiek norint mazame to intervalo poin-
tervalyje yra be galo daug racionaliyju ir be galo daug iracionaliyju tasku.
Neaisku, kas laikytina tokios aibés ”ilgiu”.

Kad butu trumpiau, ilgi, plota, turi susitarsime vadinti vienu zodziu —
matu.

Figuros A matas yra skai¢ius p(A), priskiriamas tai figurai ir turis sias
savybes:

I. Jis yra neneigiamas: p(A) > 0.

II. Jei figura A suskaidysime i keleta figuru Ay, ..., A,, kurios turi matus
ir yra disjunkéios (kas dvi neturi bendru tasku), tai figiros A matas turi buti
lygus figaru A4, ..., 4,, matu sumai

1(A) = p(A1) + ... + p(Ay).
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Si mato savybé paprastai vadinama jo adityvumu, tiksliau baigtiniu adi-
tyvumu.

IT'. Elementariojoje geometrijoje nagrinéjamu paprastu geometriniy figt-
ru matas turi vadinamaja visiskojo, arba skaiciojo, ar dar kitaip, o adityvumo
(sigma adityvumo) savybe: jei figlira A yra suskaidoma i begaline figliry seka
Ay, Ag, ... ir figiros yra disjunkc¢ios bei turi matus, tai figiros A matas yra
lygus figuru A;, Ao, ... matu sumai:

1(A) = p(A1) + p(A2) + ...

ITI. Intervalo (a, b) ilgis lygus b—a, staciakampio su krastinémis ¢, d plotas
lygus cd, staciojo gretasienio su krastinémis e, f, g turis lygus efg.

Persasi mintis, kad ir kitoms aibéms mato savoka reikia jvesti taip, kad
ji tenkintu tas salygas. Deja, buvo irodyta, kad néra tokios aibés funkci-
jos, kuri bet kurio matavimo erdviu visoms tasku aibéms tenkintu I, I, III
salygas. Tiesés ir plokStumos aibéms galima rasti funkcija, tenkinancia I,
II, IIT salygas; ji néra vienareikSmiskai nusakyta. Trimatéje erdvéje ir tokia
funkcija neegzistuoja.

Vadinasi, reikia ieskoti aibés funkcijos, kuri butu nusakyta ne visoms,
o tik kai kuriu, gana placiuy, klasiu aibéms. Turint galvoje taikymus, tos
klasés turétu buti uzdaros aibiu paprasciausiu veiksmu atzvilgiu. Antra ver-
tus, daznai naudinga atsisakyti III reikalavimo. Sakysime, kai erdvé yra ne-
homogening, figiiros svoris (ji galime laikyti matu) pasttmus gali keistis. Pa-
galiau, mato savoka pravartu ivesti ne tik tagku, bet ir abstrak¢ioms aibéms.

Mato teorijoje pravercia be galo dideli skaiciai. Todél prie realiuju skaic¢iu
tiesés R prijunge du simbolius 400 = 0o ir —oo, praplésime ja iki iSpléstinés
skaiciuy tieses R = [—00, 0], kartu ivesdami Sitokias papildomas nelygybes
bei veiksmuy taisykles:

jelxz € R, tai —oo < o < o0;

+(400) = —(—00) = 00, +(—00) = —(400) = —o0;
x+ (£oo) =too+x =+ 00, jei x € R;
(+00) + (+00) = 400, (—00) + (—00) = —00,
(+00) — (—00) = +00, (—00) — (+00) = —o0;

+oo, kai 0 <z < o0,

x~(ioo):(ioo)-x:{0, kai z =0,
Foo, kai —oco <z <O0;

iOO_{:I:oo, kai 0 < z < oo,
T Foo, kai —oo < x <0;
x

RZO, kai z € R.

Reigkiniai
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*oo =z —
(+00)=(+00), (=00)=(=00), (+00)+(~00), (=00)+(+00), T—, 5 (z € R)
neturi prasmes.

Dabar jau galime kalbéti ir apie intervalus [—o0,a), [—o0,al, (a, 0],
[a, 0], [—00,00] = R bei ju generuota aibiu o algebra B. Jos aibes vél vadin-
sime Borelio aibémis.

Nagrinesime aibés funkcijas, t. y. funkcijas, apibréztas kurioje nors aibiuy
sistemoje €. Aibés funkcija ¢ : £ — R yra vadinama adityvigja, kai ji turi
savybe: jei A yra sistemos £ aibé ir yra sajunga baigtinio skai¢iaus sistemos
£ disjunkciu aibiu Aq, ..., A,, tai

n
P(A) = > o(Ap).
k=

1

Panasgiai apibréziamas ir aibés funkcijos visiskasis, skaitusis, arba dar kitaip
— o adityvumas. Jei

A=A UAyU.., ACE A el (k=120 ANnAx =2 (j £Fk),

tai turi buti

P(A) = o(Ap).
k=1

Paprastaji adityvuma daznai vadina baigtiniu adityvumu.

Dabar jau galime apibrézti mato savoka.

Tarkime, kad A yra netuscios aibés 2 poaibiu algebra (kuri gali ir nebiiti
o algebra). Neneigiama funkcija p (galinti igyti ir reikSmes +00), apibrézta
visoms algebros A aibéms, vadinama matu, kai p(@) = 0 ir p yra visiskai
adityvi. Kitais zodziais, matu vadiname aibés funkcija pu : A — R, turincia

savybes:
I. p yra neneigiama.
II. u(2) = 0.
II1. Jei Ay, Ag, ... yra bet kuri disjunkéiu algebros A aibiy seka ir
A= U Are A
k=1

(kai A yra o algebra, pastarasis reikalavimas yra automatiskai tenkinamas),
tai

(A = 3 ul(Ax).
k=1

Reikalavimas pu(@) = 0 ivedamas siekiant iSvengti trivialaus atvejo,
kai funkcija p(A) = oo visoje algebroje A. Ji galima pakeisti ekvivalen¢iu
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reikalavimu, kad egzistuotu bent viena aibé Ay € A su salyga u(Agp) < oo.
Is tikruju, jei Ag € A yra tokia aibé, tai i§ lygybés Ag = AgU U U ... ir
funkcijos p visiskojo adityvumo gauname u(Ag) = u(Ag) + () + pu(2) + ...,
o i§ ¢ia isplaukia, kad u(@) = 0.

Matas p yra vadinamas baigtiniu, kai p(2) < oo, ir o baigtiniu, kai aibe
Q galima i3reiksti skaicios sistemos aibiu Cy € A sajunga su salyga u(Cy) <
< oo(k = 1,2,...). Siais atvejais reikalavimas p(@) = 0 isplaukia is adi-
tyvumo. Jei p(Q2) = 1, tai mata vadiname tikimybiniu.

Daznai matas apibréziamas ir kitokioms aibiu klaséms, kurios néra aibiu
algebros. Jo apibrézimas tada yra toks pat. Tiesa, kartais i§ mato reikalau-
jama tik baigtinio adityvumo.

3. MATO SAVYBES

1-7 teoremose p bus matas, apibréztas netuscios aibés ) poaibiu algeb-
roje A.

1 teorema. Jei Ay, ..., A, yra algebros A disjunkcios aibés, tai

n

( L:LJ Ag) = p(Ap).

k=1

Si teorema parodo, kad matas yra ne tik visiskai adityvi aibés funkcija,
bet turi ir baigtini adityvuma.

Irodymas. Papildykime aibes Ay, ..., A, iki begalinés sekos, imdami
Apt1 = Apqo = ... = @. Gautoji seka bus sudaryta i$ disjunkciu aibiu. Todél
pagal IT ir IIT

oo n

p( | Ak) =n({J 4) =D m(Ar) =D (4. O
k=1 - K k=1

k=1 =1 =

2 teorema. Jei A€ A ir B € A, tai
1(A) = p(AN B) + p(A\B).

Pastaba. Kaiu(ANDB) < oo, tai ia lygybe galime perrasyti pavidalu
W(A\B) = u(A4) - u(A 1 B).
Irodymas. Lygybéje

A= (ANB)U(A\B)
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aibés AN B ir A\ B neturi bendru elementu. Todél pagal 1 teorema
n(A) = p(AN B) + p(A\B). O
1 iSvada. Jei BC A, A€ A, Be€ A, tai
u(A) = p(B) + n(A\B);
atskiru atveju, kai p(B) < oo,
HW(A\B) = u(A) — u(B).
2 isvada. Jei BC Air Ac A, Be A, tai

1(B) < p(A).

3 teorema. Jei Ay, As, ... yra algebros A aibiy seka
oo
U Ak € .A,
k=1

tai
oo

n(U Ax) <7 n(A).
k=1

k=1

357

Irodymas. Pasistengsime visu aibiu Aj sajunga iSreiksti sajunga

aibiu, kurios kas dvi neturi bendru elementu. Pazymékime
Al = Ay,
AS = As\Aq,
Ag = A3\(A1 U Ag),
Af = A\(A1 U Ay U Ag),

Aisku, kad aibés A} kas dvi neturi bendru elementu ir
U 4= 45
k=1 k=1

Todeél is 11

oo oo

(| Ax) =3 n(Aap).

k=1 k=1
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Pagal 2 teoremos 2 iSvada

1(A;) < p(A).
Vadinasi,

n

UAk SZM Zﬂ(Ak)-D
k=1 k k=1

1

Isvada. Jei Ay, ..., A, yra algebros A aibés, tai

n

p( U Ap) < Zu(Ak)-

Irodymas.

Pazyméje App1 = Anp2 = .
gauname

.. = &, 18 3 teoremos ir I

p( U Ar) = p( U Ap) < ZN(Ak) = Z,U(Ak)' o

k=1 k=1

4 teorema. Jei A € A, B € A, tai

p(AU B) + (AN B) = u(A) + p(B).

Irodymas. Teisingos lygybés

AUB=(ANB)U(A\B)U (B\4),
A= (AN B)U(A\B),
= (AN B)U(B\A).

Kiekvienos lygybés desinéje puséje jungiamos aibés neturi bendru elementu
Todél pagal 1 teorema

(AU B) = (AN B) + u(A\B) + u(B\A),
pA = (AN B) + p(A\B),
pB = (AN B) + pu(B\A).
Sudéje dvi paskutines lygybes ir pasinaudoje pirmaja, gauname
1(A) + w(B) = p(AN B) + p(AN B) + pu(A\B) + u(B\A) =
=u(ANB)+p(AUB). O
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Pastaba Kaiu(ANB) < oo, 4 teoremos lygybe galime parasyti

pavidalu
AU B) = u(A) + p(B) — (AN B).

5 teorema. Jei algebros A aibés Ay (k = 1,2,...) sudaro monotoniskai
didéjanciq sekq: A1 C A C ... ir jos riba

oo
A=limA, = A € A,

k=1

tai
w(An) — p(A),
kai n — oo.
Irodymas. Pazyméje Ay = &, aibe A isreikSime nepersidengianciu

aibiu sajunga

(@

A= | J(Ax\Ar_1).

k=1

Pritaike III, gauname
oo
ZN Ap\Ag—1) = lim ZM Ap\Ag-1).
k=1

I8 1 teoremos isplaukia

p(A4) = lim pu(((J(A\Ak-1)) = Tim p(A,). O

—00
k=1

6 teorema. Jei algebros A aibés Ay (k = 1,2,...) sudaro monotoniskai
mazéjanciq aibiy seka: Ay D As D ..., jos riba

A=1limA4, = ﬂAkeA
k=1
ir egzistuoja ng su salyga p(An,) < 0o, tai
w(An) — p(A),

kai n — o0.
Irodymas. Atéme is aibés A,,, paeiliui duotosios sekos aibes, gauname
monotoniskai didéjancia aibiu seka

Ano\Al C AnO\AQ C ...
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Kadangi
U (AHO\AIC) = A’ﬂo\ U Ak = Ano \Aa
k=1 k=1

tai iS 5 teoremos iSplaukia, kad

1(Ang \An) — p(An,\A),

kai n — oo. I8 2 teoremos 1 isvados (kai n > ng) gauname

1(Ang\An) = p(An,) = 1(An), p(An\A) = p(An,) — u(A).
Vadinasi,
1(An) — u(A),

kai n — oco. O

Baigdami nagrinéti bendrasias mato savybes, pastebésime, kad mata
galéjome ir kiek kitaip apibrézti.

7 teorema. Tarkime, kad aibés Q0 poaibiy algebroje A yra apibrézta
neneigiama aibés funkcija p(A):

p:A—TR,

turinti savybes: a) u(@) = 0; b) jei Ay, ..., A, yra disjunkcios algebros A
aibés, tai
n n
M( U Ak) = u(Ax)
k=1 k=1
(baigtinis adityvumas). Si funkcija yra matas algebroje A, jei yra tenkinama

bent viena s salyguy:
1° jei Ay C As C ... yra nemaZéjanti algebros A aibiu seka ir jos riba

A= Ak

(@

k=1

yra algebros A aibé, tai
1(An) — p(A),
kai n — oo;
2° jei u(Q) < oo ir Ay D As D ... yra nedidéjanti algebros A aibiy seka,

kurios riba
oo
ﬂ A, =0,
k=1

tar teisingas teiginys
w(Az) — 0,
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kai n — oo.

Irodymas. 1. Tarkime, kad teisingas 1° teiginys. Reikia irodyti, kad
funkcija p yra visiskai adityvi. Imkime bet kuria sistemos A disjunkéiu aibiu
seka Bi, Ba, ... su salyga

LOOJ By € A.
k=1
Tada
(o) n n o0
p(U Bi) = tim (| Bi) = lim S u(By) =3 u(By).
k=1 k=1 k=1 k=1

2. Tarkime, kad teisingas 2° teiginys. Vél reikés irodyti, kad funkcija p
yra visiskai adityvi. Imkime bet kuria sistemos A aibiu seka Bi, Bs, ..., kurios
kas dvi neturi bendru elementu ir

U B, € A.
k=1
Pazymeéje
Ry= |J Bx (n=1.2,..),
k=n-+1
gauname

W u(Un) =a((Un)ur) =S um + ),
k=1 k=1 k=1

Kadangi aibés R,, sudaro nedidéjancia seka ir

m R, = 9,
n=1

tal i§ 2°
pw(Rn) — 0,

kai n — oo. I8 (1) isplaukia, kad
M( U Bk) = Zﬂ(Bk)- u
k=1 k=1

Kaip jau sakéme 1 skyrelyje, dvejetas {2, A}, sudarytas i§ netuscios aibés
Q ir jos poaibiu o algebros A, yra vadinamas maciqja erdve.
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Trejetas {Q, A, u}, sudarytas i§ netuscios aibés 2, jos poaibiu o algebros
A ir mato p, apibrézto o algebroje A, yra vadinamas erdve su matu.

Tarp erdviu su matu svarbu vaidmeni vaidina pilnosios erdvés. Joms
apibrézti ivesime nulinés aibés savoka. Tarkime, kad {Q, A, u} yra erdvé su
matu. Bet kuris aibés Q poaibis O (jis gali ir nepriklausyti A) yra vadina-
mas nuline aibe (mato p atzvilgiu), jei egzistuoja jo virsaibis B i§ A, turis
nulini mata p(B) = 0. Erdvé su matu {Q, A, u} yra vadinama pilngja, jei visi
nuliniai  poaibiai priklauso A.

Nulinés aibés poaibis yra taip pat nuliné aibé. Baigtinio skaiciaus arba
begalinés sekos nuliniu aibiu sajunga vél yra nuliné aibé. Is tikruju, jei Oy
yra nulinés aibés, tai egzistuoja sistemos A aibés By, padengiancios Oy ir

turinc¢ios nulini mata; tada
U O, C U By
k k

’ n(UBe) <X uB) =o.
k k

Bet kuria erdve su matu galima praplésti, pridedant prie o algebros 4 nauju
aibiu ir papildomai apibréziant toms naujoms aibéms mata, kad jis virstu
pilnaja erdve.

8 teorema. Tarkime, kad {Q, A, u} yra erdvé su matu. Visy jos nuliniy
atbiy sistemaq paZymékime O, o sistema aibiy pavidalo AUO su A€ A, O €
€ O, pazymékime A. Tada sistema A sutampa su o algebra, genervota siste-
mos AU Q. Apibrézkime o algebroje A aibés funkcija i formule

(2) A(AUO) = u(A).

Funkcija [i yra matas o algebroje A. Trejetas {Q, A, i} yra pilnoji erdve.
(2) formulé vienareiksmiskai nusako matq i, apibréita o algebroje A, turinti
savybe i(A) = u(A), kai A yra bet kuri A aibé.

Irodymas. 1. Parodysime, kad A yra o algebra. I§ pradziu isitikinsime,
kad A yra uzdara aibiu sekos jungimo atzvilgiu. Jei Ay € A, O € O (k =
=1,2,...), tai

oo

(A U0x) = (|J An)u (| 0k) € 4,
k=1 k=1 k=1

nes .
YJoreo
k=1

yra nuliné aibe.
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Nesunku parodyti A uzdaruma ir papildymo atzvilgiu. Tarkime, kad A €

e A, O € 0. Egzistuoja B € A, O C B, susalyga u(B) = 0. Teisinga lygybe
AUO=[(AUO)UB]N[(AUO)UB| =
=(AUB)N[(AUO)UB"].

IS cia

(AUO)*=(AUB)°U[(AUO)°NB].
Kadangi (AUB) € Air (AUO)*NB C B, tai (AUO)*N B € O, taigi
(AUO)® € A.

Taigi parodéme, kad A yra o algebra. Nesunku suvokti, kad ji yra
generuota A ir O. I8 tikruju kiekvienai tokiai o algebrai turi priklausyti visos
aibés pavidalo AUO, A€ A, O € O.

2. AU O pavidalo aibe galima parasyti tuo pavidalu keliais budais. Paro-
dysime, kad j reiksmé nepriklauso nuo aibés israiskos. Tarkime, kad

A1UOL = A, U0y, Ay E.A, AQE.A, 01€0, O, €0,
01 C Bl, B € A, ,u(Bl) = O,
O, C BQ, Bs € .A, M(BQ) =0.

Turime
A\As C (A1 NO1)\Ag = (A2 UO02)\ Ay C Oy C Bs.
Is cia
u(A1\Az) < p(B2) = 0.
Vadinasi,

(A1) < p((A1\A2) U As) = p(A1\A2) + p(Az) = p(As).
Analogiskai irodome, kad
p(Az) < p(Ay).
Taigi
1(A1) = p(Az), (A1 UO1) = (A2 U O2).

3. Parodysime, kad i yra matas. Pakanka irodyti tik tos funkcijos visiskaji
adityvuma. Tarkime, kad A U O (kK = 1,2,...) kas dvi neturi bendru
elementu, Ay € A, O € O. Turime

o) 0-(09) -
= M( G Ak) = iﬂ(Ak) =

A(Ag + Oy).

NE

~
Il

1
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Mato vienatis yra triviali.

4. Lieka irodyti, kad erdvé {2, A, i} yra pilna. Imkime bet kuria aibe
AUO, A€ A, O€O,su(AUO) = pu(A) =0. Sakykime, C yra bet kuris
tos aibés poaibis. Egzistuoja B € A su salygomis O C B, p(B) = 0. Todél
C C AU B. Kadangi

n(AU B) < pu(A) + pu(B) =0,
tai C € O; todél C € A. O

4. MATO PRATESIMAS

Tarkime, kad turime netuscios aibés Q poaibiu algebra A ir joje apibrézta
mata u, t. y. neneigiama aibés funkcija p : A — R, kuri yra visiskai adityvi,
ir u(@) = 0. Algebra A galime praplésti iki o algebros o(A). Kyla klausimas,
ar negalima ir aibés funkcija p praplésti ir o(A) aibéms, kad ir naujojoje
apibrézimo srityje ji butu matas.

Imkime bet kuria aibe A C 2. Apibrézkime aibés funkcija

W (A) = inf{zu(Ak), AreA(k=12.), |JA> A};
k=1 k=1

Kitais zodziais, tai funkcijai apibrézti reikia imti visus galimus aibés A
denginius algebros A aibiu seku sajungomis; po to reikia imti tu seku aibiu
matu sumu apatini rézi. Kadangi Q0 € A, tai toks denginys visada yra ga-
limas. Funkcija u*(A) pavadinsime aibés A iSoriniu matu. Panagrinésime jo
savybes.

1 lema. Jei A € A, tai p*(A) = u(A).

Irodymas. Kadangi aibe A galime uzdengti seka AU U S U ...,
tai is p* apibrézimo isplaukia, kad p*(A4) < p(A). Imkime bet kuri aibés A
dengini

AC GAk

k=1
I8 3.3 teoremos ir 3.2 teoremos 2 i§vados gauname

M(A)zu([j (AN 4y)) < ZM AN Ay) <Z“ Ap).

k=1

Imdami apatini rézi pagal visus gahmus denginius, gausime u(A) < p*(A).
Todél p*(A) = u(A) visoms aibéms A € A. O
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Is ¢ia, tarp kitko, isplaukia p*(@) = 0.
2 lema. Jei A C B C Q, tai

p(A) < p*(B).

Irodymas. Kiekvienas aibés B denginys yra ir aibés A denginys. O

3 lema. Jei Ay (k=1,2,...) yra algebros A aibiy seka, tai
#*( U Ak) < ZM(Ak)~
k=1 k=1

Irodymas. Imkime bet kuria aibe Ay ir bet kuri € > 0. I$ iSorinio
mato apibrézimo iSplaukia, jog galime rasti toki aibés Ay dengini aibémis
Ap;j, kad butu

oo

2 () < 4 (Ae) + o
Kadangi
U Ak C U Akj,
k,j=1
tai -
( U Ak) < Z (Agj) < Z
k,j=1 k=1

Taciau € yra bet koks. Todél
u*( U Ak) <> pt(A). D
k=1 k=1

Aibés Q) poaibi A vadinsime p* madiu, jei
W (B) = 1 (AN E) + p* (A° N B),

koks bebiity aibés € poaibis E. Si nelygybe visada teisinga, kai p*(E) =
Todél pakanka ja patikrinti tik aibéms F su p*(F) < oo. Kadangi F
=(ANE)U(4A°NE), tai i§ 3 lemos gauname

Q.

W (B) < p*(ANE) + ' (A°N B).

Vadinasi, aibé A yra p* mati tada ir tik tada, kai
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pr(E) =p*(ANE) + p*(A°N E),
koks bebutu aibés 2 poaibis F.
Visu p* magciu aibiu sistema zymeésime A*.
4 lema. Sistema A* yra algebra.
Irodymas. Tiesiog i§ apibrézimo isplaukia, kad Q € A*. Jei A € A*,
tai ir A° € A*, nes p* matumas yra simetrigkas A ir A€ atzvilgiu.

Irodysime, kad A* yra uzdara aibiu jungimo atzvilgiu. Imkime dvi aibes
Air B i§ A*. Kadangi

AUB=(AN(BUB%))U(BN(AUA%)) =(ANB)U(ANB)U(A°NB),
tai
W (AUB)NE) < p* (ANBNE)+p*(ANB°NE) + n* (AN BN E).

Pridéje prie abieju nelygybés pusiu po p*(A°N B¢ N E) ir atkreipe démesi i
tai, kad (A°N B°)¢ = AU B, i§ aibiu A ir B p* matumo gauname

p (AUB)NE) 4+ p*((AUB)UE) < p*(ANBNE)+

+u (ANB°NE)+p" (A°NBNE)+u" (A°NB°NE) =

— (AN E) + u*(A° N E) = *(E),
Taigi AU B yra p* mati. O

5 lema. Aibés funkcija p* yra baigiai adityvi algebroje A*.
Irodymas. Tarkime, kad A € A* ir B € A* viena kitos nedengia.
Pagal p* apibrézima

P (AUB) = " ((AUB) N A) + 1" (AU B) N A°) = u*(A) + p*(B). O

6 lema. Algebra A* yra o algebra, o p* yra visiskai adityvi.

Irodymas. Reikia parodyti, kad bet kurios aibiuy Ay € A* (k=1,2,...)
sekos sajunga A priklauso sistemai A*. Tarkime, kad tos aibés kas dvi neturi
bendru elementu. Kadangi

Bn:LnJAkGA*,

k=1

tai

pH(E) = p*(By N E) + p* (BN E) > Y p*(Ax N E) + p*(A°N E).
k=1
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Is ¢ia, kai n — oo, gauname

pH(E) > p (AN E) + p*(A°N E) > p* (AN E) + p* (A° N E).
k=1
Vadinasi, A € A*. Paskutinéje nelygybéje aibe F pakeite aibe A, gauname

p(A) = Y p (Ax) 2 p*(A).
k=1

Todeél -
=) (Ag).
k=1

Kartu jrodéme, kad funkcija p* yra visiskai adityvi.
Jei aibés Ay yra bet kokios, tai sajunga A galime iSreiksti p* maciomis
disjunkciomis aibémis

A=A U(A\A1) U[A3\ (A1 U A)] U [As\(A; UAs UA3)] U ... O

7 lema. o(A) C A*.

Irodymas. Tarkime, kad A € A. Imkime bet kuria aibe E C § ir
bet kuri € > 0. Galima rasti toki £ denginj aibéemis Ay € A (k = 1,2,...),
kad butu

oo

Z“Ak <p*(E)+e.

Kadangi u(Ag) = p(AN Ak) u(A°N Ay), tai

WE) +e> > AN AR+ u(A°NAy) >
k=1 k=1

(o] o0
> u( U (AmAk)) + ( e mAk)) > (AN E) + p*(A°N E).
k=1 k=1
Taciau € yra bet koks. Todél u*(E) > pu*(ANE) + p*(A° N E). Vadinasi, A
yra p* mati. Taigi A C A*. Kadangi o(A) yra maziausia o algebra, kuriai
priklauso A, tai ji turi tilpti o algebroje A*. O
Is 1, 6 ir 7 lemu matome, kad p* yra mato p tesinys. Ar jis vienintelis?
8 lema. p tesinys yra vienintelis.
Irodymas. I$ pradziu irodysime mato tesinio vienati, kai funkcija p
yra baigtiné. Tarkime, kad p; ir po yra du p tesiniai. Pazymékime K sistema
aibiu, kurioms p ir ps sutampa. Nagrinésime K savybes.
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Aigku, A C K. Irodysime, kad K yra monotoniné aibiu klasé. Tarkime,
kad A, (n = 1,2,...) yra monotoni§ka aibiu i§ K seka. Parodysime, kad
tos sekos riba A priklauso K. Kaip ir 3.5 ir 3.6 teoremu irodymuose (matas
it yra baigtinis!), gauname, kad ji1(A,) — pu1(A), po(An) — po(A), kai
n — oo. Kadangi aibés A, priklauso K, tai pi(A,) = wpe(A,). Vadinasi,
u1(A) = p2(A), taigi A € A. Pagal 1.6 teorema klasei K priklauso o(A).
Taigi matai pp ir po sutampa o algebroje o(A).

Dabar tarkime, kad 1 yra o baigtinis algebroje A, t. y. egzistuoja skaiti
sistema disjunkéiy aibiu Cy, € A (k =1,2,...), kuriu

s
k=1

ir kurioms p(Cy) < oo (k= 1,2,...). Imkime aibés C}, poaibiu algebra Ay =
={ANCy: A€ A} ir o algebra o(Ag), kuri, aisku, bus sudaryta i§ aibiu
o(A), tai i§ pirmojoje dalyje irodyto teiginio isplaukia, kad bet kokiam k jie
sutampa visoms o (Ay) aibéms. Vadinasi, jie sutampa ir visoms o (.A) aibéms,
nes kiekvienai A € o(A)

i (A) = Hl(U(AﬂAk)) = Zﬂl(AﬁAk) _
k k
k

k

Irodéme labai naudinga teorema apie mato pratesima.

Teorema (Karateodorio). Tarkime, kad netuscéios aibés £ poaibiy al-
gebroje A apibréztas matas p. Tada galime rasti matq v, nusakytq algebros A
generuotoje o algebroje o(A) ir tenkinanti salyge v(A) = p(A), kai A € A.
Jei matas p yra o baigtinis, tai ir matas v taip pat o baigtinis ir vienintelis.
Jei matas p yra baigtinis, tai ir matas v taip pat baigtinis.

5. PUSALGEBRIAI

Mato teorijoje pravercia dar viena aibiu sistema.

Aibés Q poaibiu sistema C yra vadinama pusalgebriu, jei ji tenkina
salygas:

I.oeC.

II.  eC.

II1. Jei A1, A5 €C, taiir Ay N Ay €C.
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IV. Jei A € C, tai papildinj A¢ galima isreiksti baigtine sistemos C' dis-
junkéiy aibiy sajunga.

1 pavyzdys. Kiekviena algebra yra pusalgebris.

2 pavyzdys. Tarkime, kad 2 = R, o D yra sudaryta i§ &, R ir visu
(—=o00,a), [a,00) ir [a,b) intervalu; ¢ia a,b € R. Nesunku patikrinti, kad D yra
pusalgebris.

Pusalgebris C generuoja algebra a(C). Kokia jos sandara?

1 teorema. Sistema visy baigtiniy sqjungy, sudaryty iS pusalgebrio C
disjunkciy aibiy, sutampa su a(C).

Irodymas. Pazymékime A aibe visu baigtiniu sajungu, sudarytu is
pusalgebrio C disjunkéiu aibiu. Parodysime, kad A yra algebra.

Pirmiausia aisku, kad @ ir Q priklauso A. Toliau, jei

J=1

taip pat priklauso A.
Irodysime, kad A yra uzdara papildymo atzvilgiu. Vél imkime baigtine
disjunkéiu C aibiu sajunga J;_; Ax. Gauname lygybe

( O Ak>c - ﬁ AS.
k=1 k=1

Taciau aibes A galime ireiksti baigtinémis disjunké¢iy aibiu is C sajungomis.
Todél ﬂZ:1 A$ yra taip pat disjunkéiu aibiu sajunga, vadinasi, priklauso A.

Lieka irodyti, kad A yra maziausia algebra, kuriai priklauso C. Tac¢iau
ji tokia ir yra, nes jai turi priklausyti visos baigtinés disjunké¢iu aibiu i§ C
sajungos. O

2 teorema. Tarkime, kad pusalgebryje C yra apibrézta baigiai adityvi,
neneigiama funkcija p : C — R, tenkinanti salyga (@) = 0. Algebroje A =
= a(C) apibrézkime funkcijo ' : A — R tokiu budu. Jei A yra pusalgebrio C
disjunkcéiy aibiy baigtiné sajunga

A:OAk,

k=1
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tar
(A) =3 u(Ap).
k=1

Tada i’ yra neneigiama, baigiai adityvi ir vienareik§miskai nusakyta aibés
funkcija, apibrézta algebroje A. Jei p yra visiskai adityvi, tai ' yra matas.
Pastaruoju atveju i’ galima praplésti iki mato, apibrézto pusalgebrio C gene-
ruotoje o algebroje o(C). Jei p yra o baigtiné, tai matas p' yra vienintelis.

Pastaba. o(C)=oc(A).

Irodymas. Parodysime, kad y/(A) reikdmeé priklauso tik nuo aibés
A ir nepriklauso nuo jos iSraiskos pusalgebrio C disjunkéiu aibiu sajunga.
Tarkime, kad

= J 4 :U i ApeC(k=1,..,n), BjeC (j=1,..,m)
k=1 j=1
yra dvi tokios israiskos. Irodysime, kad
D u(Ar) = u(By).
k=1 j=1

Teisingos lygybés

m

Ak:Akm<© ):U (A, N B;),

szBjm(OAk)ZU (B; N Ay).

k=1

3

I8 funkcijos p adityvumo pusalgebryje C gauname

Z/AA]C = M(G AkﬂB ):iiM<AkﬂBj)_

NE

k=1 k=1j=1
= f (Z“ (AN B;) ) i (CJ AmBj))=iu(Bg)

Funkcijos ¢/ adityvuma (arba o adityvuma) irodome analogiskai. Tam vél
reikés panaudoti funkeijos p adityvuma (arba o adityvuma). Tarkime, kad L
yra baigtiné (arba skaiti antruoju atveju) naturaliyju skai¢iu aibé. Tarkime,
toliau, kad

A=|JA, AcA AeA (jel)

JjEL
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ir aibés A7 yra disjunkéios. Isreiksime aibes A ir A7 pusalgebrio C disjunkéiu
aibiu baigtinémis sajungomis

A=JA, Arec (1=1,..,7),
=1

=4l A eCc (=1,..,m)).

Pasinaudosime lygybémis

Al:AmAl:(UAj)mAl:(U UAJ)mAl U U (Al N A)),

jer JjEL k=1 JEL k=1
A= Aana = (Ja)na=Jna.
=1 =1

Is funkcijos p adityvumo (o adityvumo) pusalgebryje C gauname

) =Y ua) =Y S uAin 4} =
=1

I=1j€L k=1
=D D) mANAD =D u4) = ().
JEL k=11=1 jEL k=1 JjEL

Pratesimo vienatis yra akivaizdi. Paskutinis teoremos teiginys iSplaukia
i§ toremos apie mato pratesima. O

6. LEBEGO-STYLTJESO MATAS

Tirsime dabar 5 skyrelio pradzioje nusakyta pusalgebri D.
Imkime baigtine realiaja nemazéjancia ir tolydzia is kairés funkcija F'(x),
apibrézta tieséje R. Si funkcija turi ribas

F(—o0) = mEEnOO F(z), F(oco)= lim F(x).

Tr— 00

Apibrésime pusalgebryje D aibés funkcija = pp lygybémis

( b))
u((=o0,0))
00))
)

F()—F(a), —0<a<b< oo,
F(b) F(—00), —oo<b< oo,

(

F(00) — F(a), —o0 < a < oo,

u(R) = p((~00,00)) = F(oc) — F(~o0).
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1 lema. Jei intervalai I ir Iy, (k = 1,2, ...,n) priklauso D ir yra baigtiniai,
be to, Iy, yra disjunktus ir
n
UL cr,
k=1

tar

n
ZM Ii) < p(1
k=1

Irodymas. Tarkime, kad I = [a,b), Iy = [ak,br). Sakykime, jog
intervalai I sunumeruoti taip, kad

a<a; <b <ax<..<a,<b, <bh

Tada
> () =D [Fby) — Flax)] <
k=1 k=1
n n—1
<> [F(or) = Flaw)] + > [Flars1) = F(by)] =
k= k=1

2 lema. Tarkime, kad uZdaras intervalas [a,b] yra padengtas atviry
intervaly sistemos J, = (ag,bg) (k=1,...,n); tada

F zi: ak)]

k=1

Irodymas. IS intervalu Ji parinksime dali ju tokiu budu. Imkime
k1 su salyga, kad a € Ji,. Jei b € J,, tai parinkimo procesas baigtas. Jei
b & Ji,, tai ji tesiame toliau. Rasime ko su salyga by, € Ji, ir t. t. Si procesa
tesime tol, kol rasime kurj nors m su salyga b € Ji,,,. Turésime

m
C U Jk]
Jj=1
ir
ag, <a < bkl,
Ky <bk < bkﬁl, (G=1,..,m-1),
ag,, <b<bg,.

Gausime
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< Flb) ~ Fla) + 3 [Flbi,.,) ~ Fla,)]
:Z [F(by;) — F(ax,)] <
<Y [F(by) = Flax)]. D

k=1

Teorema. Funkcija prp = i yra visiskai adityvi pusalgebryje D.
Irodymas. Tarkime, kad

I = [jfk
k=1

ir intervalai Iy kas du neturi bendru tasku. Irodysime, kad

(1) w(I) =" p(Iy).
k=1

1. Tarkime, kad I = [a,b), Iy = [ag,b), a ir b — baigtiniai skaiciai. I§ 1
lemos kiekvienam natturaliajam n gauname

n
ZM Ii) < p(1
k=1

Peréje prie ribos, kai n — oo, gauname
oo

(2) > u(Iy) < p()
k=1

Pasistengsime jrodyti, kad teisinga nelygybé su priesingu zenklu. Imkime e
su salyga 0 < € < b— a. Pazymékime I¢ = [a,b — ¢]. Funkcija F' yra tolydi is
kairés. Todél, paéme bet kuri k, galime rasti toki d; > 0, kad
€
,u([ak — 5k,ak)) = F(ak) — F(ak — 5k) < 27
Pazymékime It = (ay, — 0k, bg). Aisku, kad
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I° C [j Iz.
k=1

I$ Heinés!-Borelio teoremos isplaukia, kad egzistuoja baigtinis rinkinys in-
tervalu I ,..., I}, , kuriu sajunga padengia [<:

n
rclJr,.
j=1

Pasinaudosime 2 lema. Gausime

SZ[F(bk)—F(ak)] +€—Zu([k)+€

Peréje prie ribos, kai € — 0, gauname

w(I) <D p(Iy).

k=1

Is ¢ia ir i (2) iSplaukia (1) formule.
2. Lieka parodyti, kad (1) formulé teisinga, kai intervalai gali biti ir be-
galiniai. I§ p apibrézimo

p(I) = lim p(IN[-n,n)).

Todél -
)= Jim ((J 10 fnm)) =
k=1
= lim p I NJ =
(0 )
o0
:nlLrIgOZu(Ikﬂ ,n)).
k=1

! Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — vokie¢iu matematikas.
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Paskutiniame reiskinyje galime sukeisti sumavimo ir peréjimo prie ribos ope-
racijas. Todél i§ p apibrézimo gauname

p(l) = Znh_{rgo w(Iy N [=n,n)) = Z,u([k). O
k=1 k=1

I8 5.2 ir sio skyrelio teoremu iSplaukia, kad funkcija up, apibrézta pusal-
gebryje D, galime vienareikSmiskai pratesti iki mato, nusakyto visoms tiesés
tasku Borelio aibéms. Si mata vél zymésime pp ir vadinsime Styltjeso matu.
Specialiu atveju, kai F'(x) = z, mata vadinsime Borelio matu. Turime erdve
su matu {R, B, pr}. Remdamiesi 3.8 teorema, $ia erdve galime praplésti iki
pilnosios erdvés {R, B*, ir }. Gautaji mata vadinsime Lebego—Styltjeso matu.
Kai F(z) = z, mata fip vadinsime Lebego matu, o algebros B* aibes —
maciosiomis Lebego prasme aibémis.

Funkcija F, kurios pagalba apibrézéme mata up, galime pavadinti gene-
ruojancigja. Kyla klausimas, ar kiekviena mata, apibrézta macioje erdvéje
{R, B} ir baigtiniuose intervaluose igyjanti baigtines reiksmes, atitinka kuri
nors generuojanti funkcija?

Lengvai gauname, kad tokiu funkciju yra be galo daug, taciau jos skiriasi
tik konstanta. Fiksuokime kuri nors taska aq ir apibrézkime funkcija

_ u([ao,x)), kai x > ag,
F(z) = { —u([m,ao)), kai x < ag.

I8 mato monotoniskumo isplaukia funkcijos F' monotoniskumas. Tolydumas
i§ kairés iSplaukia i§ mato tolydumo: jei x > ag ir =, /" x, tai

o0

U [aoaxn) = [a07x)

n=1
F(xn) = ,U/([ammn)) - M([G‘O,x)) = F((E),

jeix < agir z, / x, tai
m [;C,ao)
n=1
ir
F(z,) = —p([zn, a0)) — —p([z,a0)) = F(z).
Parodysime, kad F' generuoja mata u. Turime
1([ao, b)) — p(lao,a)) = F(b) — F(a), kaiag < a,

1([a,b)) = < w(la,a0)) + p([ao, b)) = F(b) — F(a), kaia < ag<b,
1([a,a0)) = p([b,a0)) = F(b) — F(a), kaib < ao.
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Tarkime, kad dvi funkcijos Fy ir F, generuoja ta pati mata p. Fiksuokime
taska ag. Tada

Fi(z) = Fi(ao) = F(x) — Fa(ao) = { ’iﬁf‘fffﬁ)) t:i i ; ZE

Todél
Fi(x) — Fy(x) = Fy(ag) — Fa(ag) = const.

Vadinasi, bet kurios dvi funkcijos, generuojancios ta pati mata, skiriasi tik
konstanta.

Trumpai nurodysime buda, kaip iSdéstyta teorija apibendrinti daugiama-
¢iam atvejui. Imkime intervalus erdvéje R®

I=1 x..xIg

¢ia Iy (k = 1,...,s) yra intervalai [a,b), (—00,b), [a,c0), (—00,00); a,b € R.
Visi tokie intervalai sudaro pusalgebri.

Tarkime, kad funkcija F(x1,...,xs) yra apibrézta ir baigtine erdvéje R®
bei tolydi i§ kairés kiekvieno argumento atzvilgiu. Pareikalausime, kad ta
funkcija tenkinty dar viena salyga. Jai nusakyti ivesime dar viena pazymeéjima.
Tarkime, kad I = [a1,b1) X ... X [as,bs) yra baigtinis intervalas erdvéje R®.
Imkime kartotinj skirtuma

ArF = F(by,bo,....bs) — F(ay, ba, ..., bs) — F(by, az, bz, ..., by) — ...—
— F(by,....,bs—1,bs) + F(a1,az,bs, ..., bs)+
+ F(a1,b2,a3,bq,...;bs) + ... + F(b1, .., bs—2,b5_1,a5) + ...+
+ (=1)°F(a1,as,...,as),

arba trumpiau —

ArF = Z (=) e F(yiag + (1= v1)by, ey vsas + (1 — vg)bs);

Vi--sVs

¢ia vy, ..., Vs nepriklausomai vienas nuo kito igyja reiksmes 0 ir 1. Pareikalau-
sime, kad musu funkcija tenkintu salyga

ArF >0,

koks bebutu intervalas I. Is Sios salygos iSplaukia, kad funkcija F yra
nemazejanti kiekvieno argumento atzvilgiu. Parodysime tai pirmajam ar-
gumentui. Leiskime skai¢iams a; (kK = 2,...,s) konverguoti i by i$ kaires.
Gausime

F(bl, ceey bs) - F(al, ceey bs) - F((Ll, b2, ceey bs) Z 0.

Pasinaudoje¢ schema, kuria iSdéstéme vienamaciu atveju, galime sukonstruoti
erdve su matu {R* B* ur}. Cia pup bus vél vadinamas Styltjeso matu.
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Papilde sia erdve iki pilnosios, gausime Lebego—Styltjeso mata. Kai F'(zq, ...,
Zs) = x1...Ts, — gausime atitinkamai Borelio bei Lebego matus.

7. MACIOSIOS FUNKCIJOS

Klasikinéje analizéje pagrindini vaidmeni vaidina tolydziosios funkcijos. Ju
klasé yra uzdara paprasciausiu aritmetiniu operaciju atzvilgiu: dvieju tolydziu
funkciju suma, skirtumas, sandauga ir dalmuo (jei jis turi prasme) yra
tolydziosios funkcijos. Taciau taip néra, kai nagrinéjame pagrindine mate-
matinés analizés operacija — peréjima prie ribos. Ne visada tolydziu funkciju
sekos riba, jei ji egzistuoja, yra tolydi funkcija. Dél Sios priezasties turime
daug nepatogumu. Teko tolydziuju funkciju klase praplésti, ivedant vadina-
masias magciasias funkcijas. ~

Tarkime, turime maciaja erdve {Q, A}. Funkcija f : Q — R vadinama A
macigja, jei pirmavaizdis

fiB)={w:flweBleA

(yra A macioji aibé), kai B yra bet kuri Borelio aibé i§ B. Kai o algebra A
yra fiksuota ir néra kitu, sakome tiesiog macioji funkcija.

Kai Q = B, o A = B yra i§pléstiné realiuju skaic¢iu visu Borelio aibiu
sistema, tai B magcioji funkcija f : B — R yra vadinama Borelio funkcija.

Maciosios funkcijos savoka galima apibendrinti — kalbéti apie maciuosius
atvaizdzius. Tarkime, turime dvi madiasias erdves {Q, A} ir {T", H}. Sakome,
kad atvaizdis f : Q@ — I yra (A, H) matusis, jei kiekvienai aibei £ € H
pirmavaizdis f~(F) € A.

Priminsime, kad pirmavaizdzio sudarymo operacija turi savybes:

¢ia B — bet kuri aibé, {By} — bet kuri aibiu sistema.

Jei norime patikrinti, ar funkcija f : @ — R yra mati, turime pagal
apibrézima patikrinti, ar visu Borelio aibiu B pirmavaizdziai f~!(B) € A.
Tokio patikrinimo nereikia, kai sistema A sudaryta i§ visu aibés £ poaibiu:
A = P(Q). Ir kitais atvejais tikrinima galime ”racionalizuoti”: pakanka imti
tik aibes, kuriu generuota o algebra sutampa su visu Borelio aibiu sistema.
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1 teorema. Tarkime, kad C yra kuri nors tiesés tasku aibiy sistema,
kurios generuota o algebra yra sudaryta i§ visy Borelio aibiy: o(C) = B.
Punkcija f : Q — R yra mati tada ir tik tada, kai pirmavaizdis f~1(C) € A,
kokia bebuty aibé C € C.

Irodymas. Butinumas yra trivialus.

Irodysime pakankamuma. Tarkime, kad D yra sistema tu Borelio aibiu
D, kuriu pirmavaizdziai f~(D) € A. I§ pirmavaizdzio sudarymo operacijos
savybiu iSplaukia, kad D yra o algebra. Taciau Borelio aibiu sistema yra
maziausia o algebra, kuriai priklauso sistema C. Vadinasi, B C D. Todél D
turi sutapti su B.0O

Isvada. Funkcija f : Q — R yra mati tada ir tik tada, kai {w : f(w) <
<z} € A, koks bebuty x € R.

Irodymas. Intervaly sistema [—00,x), ¢ € R, generuoja Borelio
aibiu o algebra B.O

Isskirsime papras¢iausiu maciuju funkciju klase. Tai — paprastosios funkci-
jos. Paprastaja funkcija vadinsime maciaja funkcija, igyjancia tik baigtini
skaiciu reiksmiu, kurios yra taip pat baigtinés.

Tarkime, kad paprastoji funkcija ¢ igyja reikSmes yi, ..., y, ir visos yra
skirtingos. Pazymékime

A= k) = {w: o) =y}
Sios aibés turi biiti macios (vieno tasko aibés yra Borelio aibés).
Atvirksciai, jei funkcija ¢ igyja baigtini skaic¢iu baigtiniu reikSmiu y1, ..., Yy
ir jos yra skirtingos, o aibés Ay = ¢~ 1(yx) yra macios, tai funkcija ¢ yra mati,
t. y. paprastoji. I tikryju kokia bebutu Borelio aibé B,

el B) = ¢t = U A

yrE€EB yLEB

Funkcija ¢(w), lygi baigtinei konstantai, yra paprastoji funkcija.
Mums pravers aibés indikatoriaus savoka. Kai A C , tai jos indikatoriu-
mi vadinsime funkcija

_J1, kaiwe A,
1A<“’)_{0, kai w € A°.

Paminésime keleta indikatoriaus savybiu:
lac(w)=1—14(w);
lavp(w) =1a(w) +1p(w), kai ANB = &;
lanp(w) =1a(w) - 1p(w).

Aigku, macios aibés indikatorius yra paprastoji funkcija, nes ji igyja dvi
reikSmes 0 ir 1 ir
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{w:lg(w)=1} = A4, {w:1x(w)=0}= A"

Kiekviena paprastaja funkcija galima isreiksti maciu aibiu indikatoriu
tiesine kombinacija. Tarkime, kad ¢ yra paprastoji funkcija ir igyja skirtingas
reikSmes yq, ..., y,. Pazymékime

Ap ={w:pw) = yr}

Tada .,
(@)=Y uila, ().

k=1

Atvirksciai, jei Ay yra macios, kiekviena tokia iSraiSka yra, aiSku, pa-
prastoji funkcija. Galime atsisakyti reikalavimo, kad y; butu visi skirtingi;
pakanka aibes, kurias atitinka vienodi y, sujungti. Pagaliau, tas tiks ir tada,
kai visu aibiu Ay sajunga néra lygi visai aibei €2; tokia iSraiska yra paprastoji
funkcija. Pakanka aibei Q\ Uy Ay, priskirti reiksme 0.

2 teorema. Jei ¢ yra paprastoji funkcija, ¢ — baigtiné konstanta, tai cp,
taip pat 1/, kai o(w) # 0 visoje aibéje §2, yra paprastosios funkcijos.
Irodymas. Jei

p(w) = yrla, (),
k=1

tai
-

k=1
1 1
_— = —14, .0
o~ @

3 teorema. Jei  ir ¢ yra paprastosios funkcijos, tai o + 1, @ -1, o/
(kai ¢ #0), min(p, ), max(p,) yra taip pat paprastosios funkcijos.
Irodymas. Tarkime, kad

(1) o) = 3 pita, (@),
k=1

S

(2) blw) =3 alp w);

=1
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O Ay, =9, OBl =0
k=1 =1

AjﬁAk:@ (]#k), BNB, =9 (l#m)

Kadangi
A=A NQ=AN (UBS) = U(AkﬂBl),
=1 =1
1Ak Z lAkﬁBl
tai . s
= Z yklAkﬁBl
k=11=1
Analogiskai
Z Zl]-AkﬁBl )
I=1 k=1
Todél .
Pw) + (@) = D> (ke + 2)Laynm, (@),
k=11=1
min (SD(W), ?/J(w)) = Z Z min(yx, z1) 14,05, (W),
k=11=1
T S
max (p(w), P(w)) = Y Y max(yx, 21)La,np, ().
k=11=1

Sudaugine ¢ ir ¢ israiskas (1) ir (2), gauname

ZzykzllAk g, (w) =

k=1 1=1
i S

:5 E Yrzila,nm, (w).
k=1 1=1

Teiginys apie dalmeni isplaukia i§ 2 teoremos ir lygybes

M:@(w).;.m

Y(w) Y(w)

Ateityje labai daznai vartosime Zyméjimus
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) = max 0. ) = { {0 o1 1) 20
3 , kai f(w) >0,
f7(w) = max (0, —f(w)) = { “f(w), ki % <0

Sios funkcijos yra neneigiamos ir

flw)=f"w) = f(w), IfW]=f"w)+f ()

Jei f yra mati funkcija, tai tokios yra ir f*,irf~. Is tikruju

{w:f+(w)<x}:{{®uj:f(w)<x}’ i:ii;g:

{w;f-u)<x}={f§f:_x<f(”)}’ o 7 20,

4 teorema. Funkcija f yra mati tada ir tik tada, kai ji yra paprastuju
funkcijy @, sekos riba. Jei funkcija f yra neneigiama, tai funkcijas @, galima
parinkti neneigiamas ir dar taip, kad seka ¢, buty nemazéjanti.

Irodymas. 1. I8 pradziu tirsime atveji, kai f yra neneigiama.
Irodysime salygos butinuma. Tarkime, kad f yra neneigiama mati funkcija.
Paéme bet kuri n, pazymékime

App = {w : k;nl < flw) < ﬁ} (k=1,..,2"n),

271
B, ={w: f(w) > n}.

Apibrésime funkcijas

2"n E_1
Pn(w) = Z o LA (w) +nlp, (W)
k=1
Tai — neneigiamos paprastosios funkcijos. Irodysime, kad teisinga nelygybé
On(w) < @pt1(w), koks beblitu n. Jei w € Ay, tal w € Ayqq 9541 arba
w € Api1,95. Pirmuoju atveju

k-1
pn(w) = on Pn+1(w),

antruoju

k—1 2k-1

Pn(w) = Ton < Tondt T Pnt1(w).

Jei w € By, tai artba w € A1y (K = 2"TIn +1,..,2" (0 + 1)), arba
w € Byy1. Tada atitinkamai turime: arba
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k-1
Pn(w) =n< TS Pnt1(w),

arba
op(w)=n<n+1=¢p,(w).

Lieka parodyti, kad ¢, — f. Imkime bet kuri wg € Q. Jei f(wp) yra
baigtinis skaicius, tai 0 < f(wp) < n, kai n yra pakankamai didelis. Vadinasi,
wp priklauso vienai i§ aibiu A, ir

0< f(wo) — gon(wo) < 2%

Jei f(wp) = o0, tal @,(wy) = n, kai n bet koks. Visais atvejais ¢, (wg) —
= f(wo).

Jei funkcija f yra bet kurio Zenklo, tai ja paraSome pavidalu f = f*— f~
ir taikome ka tik irodyta teigini.

2. Irodysime salygos pakankamuma. Tarkime, kad paprastuju funkciju
seka @, konverguoja i f. Tada, koks bebtitu z € R,

{w:f(w)<x}=[j G ﬁ {w:gpn(w)<x—%}€¢4.

k=1m=1n=m

Sia lygybe sitilome skaitytojui irodyti paciam. I5 jos isplaukia salygos pakanka-
mumas. O

5 teorema. Jei [ ir g yra macios funkcijos, tai tokios yra ir f + g,
f-a, f/g, jei tik visiems w tie reiskiniai turi prasme.

Irodymas. Funkcijas f ir g iSreiSkiame paprastuju funkciju seku
ribomis ir taikome 4 teorema. O

6 teorema. Jei f yra mati funkcija, tai tokios yra ir |f| bei cf, kai ¢ -
konstanta.

Irodymas isplaukia i§ 5 teoremos. O

7 teorema. Jei f(w) yra mati funkcija, o ¢(x) - Borelio funkcija,
apibrézta aibéje R, tai funkcija g(w) = cp(f(w)) yra taip pat mati.

Itodymas. Reikia irodyti, kad g~(B) € A, kokia bebiitu Borelio
aibé B. Tai isplaukia i§ lygybiu

97'(B)={w:gw) € B} ={w:¢(f(w)) € B} =
={w: flw) e (B)} € A,

nes ¢~ 1(B) yra Borelio aibé. O

Panagrinésime maciu funkciju seku konvergavima. Prisiminsime kai ku-
riuos faktus i§ klasikinés matematinés analizés.
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Sakykime, turime skai¢iu seka z, € R, (n=1,2,...). Jei seka yra mono-
tonigka, tai ji visada turi riba (baigtine ar begaline). Jei seka yra nemazéjanti,
tai

lim z, = supx,,
n—oo n
o jei — nedidéjanti, tai
lim z,, =infx,.
n—oo n
Tarkime dabar, kad seka yra bet kuri, nebutinai monotoniska. Pazymé-
kime
Yn = inf zg, Y, = sup zi.
k>n k>n
Seka y, yra nemazéjanti, o seka Y,, — nedidéjanti, be to, y, < Y,. Tu seku
ribos
= 1. = S 1 f
y = lim y, =sup inf a,

n—oo

Y = lim Y, = inf sup =y

yra vadinamos atitinkamai apatine bei virsutine ribomis ir zymimos

liminf x,, limsupx,.
n—oo n— o0
Aigku, y <Y.
Seka x, (n=1,2,...) turi riba
lim =z,
n—oo
tada ir tik tada, kai
lim inf x,, = lim sup z,,.
n—0o0 n—oo
Jei ta riba egzistuoja, tai ji sutampa su apatinés ir virSutinés ribu bendraja
reikSme.

8 teorema. Jei f,(w) (n =1,2,...) yra maciy funkcijy seka, tai macios
ir funkcijos

inf f (), sup fu(w), limin £, (w), lmsup f, (@),

n—oo

Irodymas. Jei kuriame nors taske wg turime inf,, f,(wo) < z, tai
bent vienas i$ skai¢iu f,(wp) (n = 1,2,...) yra maZesnis uz x, ir atvirksciai,
jei bent vienas fp(wo) (n = 1,2,...) yra mazesnis uz z, tai inf,, f,(v) < .
Todeél

{w: ir%ffn(w) <z}= U {w: fn(w) <z}

n=1
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I8 maciosios funkcijos apibrézimo ir mac¢iuju aibiu savybiu iSplaukia, kad aibé
{w :inf, f,(w) < z} yra mati. Taigi funkcija inf,, f,(w) yra mati.
Funkciju sekos virSutinio rézio matumas isplaukia is ka tik irodyto teiginio

ir lygybés
sup fn(w) = — lgf ( - fn(w))

arba lygybeés

{w: S%pfn(w) <z}= ﬂ {w: fa(w) < 2}

n=1

Like du teiginiai iSplaukia i$ ka tik irodytuju ir lygybiu

lim inf f(w) = sup ( fof fi(w)),

limsup f,(w) = inf (sup fr(w)). O
n Cg>n

n—oo

9 teorema. Jei maciy funkciju seka fr(w) (n = 1,2,...) konverguoja i
funkcija
fw) = lim f,(w),
n—oo
tai ribiné funkcija f(w) yra taip pat mati.

Irodymas iSplaukia i§ 8 teoremos ir musu padarytu pastabu apie
seku konvergavima. O

8. INTEGRALO SAVOKA

Nagrinésime erdve su matu {Q, A, u} ir apibrésime A maciu funkciju f :
Q) — R integralus. Pradésime nuo paprastuju neneigiamu funkciju integralu,
véliau ta savoka praplésime neneigiamoms macioms funkcijoms ir, pagaliau,
bet kurio Zenklo macioms funkcijoms.

Paprastaja funkcija, kaip zinome, galime parasyti pavidalu

(1) F@) =" gla,(w);
k=1

Cia y, yra baigtiniai skaic¢iai, Ar — macios disjunkcios aibés, kuriu sajunga
yra §2. Tarkime, kad $i funkcija yra neneigiama. Jos integralu vadinsime suma

(2) > ykn(Ax)
k=1
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ir Zymesime

/Q F(w)(d) = /Q fdu.

Integralas visada egzistuoja ir yra neneigiamas. Jis gali buti ir co. Jei butume
éme bet kurio zenklo paprastasias funkcijas, tai butume galéje gauti ir
reiskinius, neturincius prasmés — skirtingo zenklo begalybiu sumas, jei tik
kai kuriu aibiu A matai butu buve begaliniai.

Mums reikia parodyti, kad (2) suma nepriklauso nuo paprastosios funkei-
jos (1) israiskos. Tarkime, kad zi,...,zs yra visos skirtingos funkcijos f
reikSmes. Tada

Zka(Ak) = Z Z yr = ku(Ay) =
k=1

J=1k,ykr=2;
:sz Z w(Ag) :sz,u{w:f(w):zj}.
J=1 kyr=z; Jj=1

Is to isplaukia, kad (2) suma nepriklauso nuo funkecijos f israiskos.
Be integralu visoje aibéje ) tenka nagrinéti ir integralus tik tos aibés
dalyje — kuriame nors maciame poaibyje A. Pagal apibrézima

/ F(@)u(dw) = / F(@)La(@)p(dw).
A Q

Siuos integralus galima traktuoti taip pat, kaip ir integralus visoje pa-
grindinéje aibéje . Tam reikia erdve su matu {Q, A, u} pakeisti kita erdve
su matu {Q, Aa, u}; ¢ia A4 — aibiu o algebra, sudaryta i3 tu A aibiu, kurios
yra aibés A poaibiai. Nesunku patikrinti, kad abu integralai yra tapatis.

Kol kas aibéje A apibrézéme tik neneigiamu paprastuju funkciju inte-
gralus. Visai taip pat juos galésime apibrézti ir kitais atvejais, kuriuos na-
grinésime véliau.

1 teorema. Sakykime, A € A, f ir g yra neneigiamos paprastosios
funkcijos, oc - neneigiama konstanta. Teisingi teiginiai:

) Jola(w)p(dw) = (A);

2) Jqcf (w)n(dw) = CfQ (dw)

3) Jo (f(w) + g(w)) p(d fQ pldw) + o g(w)p(dw);

4) jei f(w )_ ( ), tai

/Q (9(w) — F())u(dw) + / F(@)a(dw) = / o) (),

/Q fm() < [ gn(do)

Q
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/ﬂwsz>
Q

Irodymas. 1ir2savybés yra akivaizdzios. Jrodysime treciaja. Jei

= ZyklAk (w), g(w)= Z 211p, (w)
k=1 =1

5) jei f(w) < ¢, tai

tai

Lﬂmmw+4mwww=EMMMHZ¥M&w
= Zyk,u( U(Ak N Bz)) + Zzl“< U(Ak ﬂBl)) =
k=1 =1 =1

k=1

S e+ 2u(An 0 By) = | @)+ atw)ua).

k=11=1

Ketvirtaja savybe irodome Sitaip:
[ st = [ () + (o) = £ )nta) =
F()p(dw) + / (9(w) — F)uldw) = [ Flo)u(dw).
Q Q Q

5 savybé isplaukia i§ 4 ir 1. O
Neneigiamu maciu funkciju integralams apibreézti reikés keliu pagalbiniu
teiginiy.

1 lema. Jei f yra neneigiama paprastoji funkcija, o fn, (n = 1,...) —
nemazéjanti paprastyjy neneigiamy funkcijy seka ir

T fo(w) > f(),
taz

lim fn w(dw) / flw

Pastaba Cia minima riba egzistuoja, kadangi pagal 1 teorema
integralu seka yra monotoniska.

Irodymas. Pazymékime a = min f(w).
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1. Tarkime, kad a > 0. Imkime bet koki teigiama ¢ < a. Pazymékime
Ap ={w: fo(w) > f(w) —e}. Aibés A,, sudaro didéjancia seka ir

GAn:Q.

n=1

Todeél
(3) 1(An) = p(S2).
I8 1 teoremos isplaukia

) / fo(@)a(dw) > / fl@) 1, (@) pa(dw) > / (F@) — &) La, (@)pldw).

Jei p(Q2) < o0, tai i$ (3) iSplaukia, kad p(AS) — 0. Tada pagal 1 teorema
[ ) = [ fo)La, @puldo) - en(a,) =
Q Q
— [ fntdo) ~ [ F)tag @n(de) - () =
Q Q
> [ Fwu(ds) - u(45) max f(w) - en(A,).
Q

Paéme n — oo, po to € — 0, gauname lemos nelygybe.
Jei p(Q) = oo, tai is (4) isplaukia

| mtde) = @=ep(an) = oo = [ flwpud)

Lemos nelygybé ir §iuo atveju teisinga.
2. Tirsime atveji a = 0. Pazymékime B = {w : f(w) > 0}. Turime

/Q ful@)u(dw) > / Fo (@)1 p(@)pa(d) = /B fo(w)pa(de

Pastarajam integralui pritaike pirmosios irodymo dalies rezultata, gauname
lim f” w(dw) / flw
n—oo

- /Q F(@) L (w)pa(dw) + /Q F(@)Lpe (@)p(dw) = /Q f(@)u(dw). O

2 lema. Jei f, ir g, yra dvi nemazéjancios paprastujy neneigiamuy
funkcijy sekos ir
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lim f,(w) < lim g, (w),

tai ir
lim [ fp(w)p(dw) < lm [ gn(w)p(dw).

Irodymas. Sekos yra monotoniskos, todél visiems k
lim gn(w) 2 fk(w)
n—oo

Pagal 1 lema
tin [ gu@hldeo) = [ fuwh(do),
Q Q

n—oo

lim [ gp(w)pu(dw) > lim [ fr(w)p(dw). O

n—oo [o k—oo Q

3 lema. Jei f, ir g, (n = 1,2,...) yra nemaZéjancios paprastyjy nenei-
giamy funkcijy sekos ir

lim f,(w) = lim g, (w),

n—oo n—oo
tai ir

lim /Q Fa@)p(dw) = Tim | ga(w)u(do).

n—oo n— 00 Q

Irodymas. Silema yra 2 lemos isvada. O

Dabar jau galime apibrézti neneigiamos magcios funkcijos integrala. Pagal
7.5 teorema egzistuoja nemazéjanti neneigiamu paprastuju funkciju f, seka,
konverguojanti i f. Pagal 1 teorema integralai

/Q fulw)pldw)

sudaro nemazéjancia skaiciu seka. Vadinasi, egzistuoja riba

kuri, kaip matome i§ 3 lemos, nepriklauso nuo sekos f,, parinkimo. Ta riba
vadinsime funkcijos f integralu ir Zymeésime

/Q F(w)(d) = /Q fdu.
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Si integrala Zymime taip pat, kaip ir paprastuju neneigiamu funkciju integrala,
nes naujoji integralo savoka, kai pointegraliné funkcija yra neneigiama pa-
prastoji, sutampa su anksciau jvestaja. Tada seka, kurios reikia funkcijos f
integralui apibrézti, galime laikyti seka, kurios visos funkcijos yra lygios f.

Neneigiamu maciu funkciju integralai turi analogiskas savybes, kaip ir
paprastuju neneigiamu funkciju.

2 teorema. Sakykime, f ir g yra neneigiamos macios funkcijos, ¢ —
neneigiama konstanta Tada:

1) [ocf (W)p(dw) = cfQ (dw)
2) Jq (flw (w)) u(dk fQ p(dw) + o 9(w)p(dw);
3) jei f(w) < g( ) tai

[ rmtas) < | feuta

Irodymas. 1. Jei f, yra nemazéjanti paprastuju neneigiamu
funkciju seka, konverguojantii f, tai cf,, yra taip pat nemazéjanti neneigiamu
paprastuju funkciju seka, konverguojanti i ¢f. Pagal 1 teorema

[ ernta) = tin [ of, (it -

= ¢ lim fn wldw) = ¢ / flw
n—oo
2. Jei f, ir g, yra nemaiéjanéios paprastuju neneigiamu funkciju sekos,
konverguojancios atitinkamai i f ir g, tai f, + g, yra taip pat nemazéjanti
paprastuju neneigiamu funkciju seka, konverguojanti i f + g. IS 1 teoremos
gauname

/Q (@) + o)) = Jim [ () + g0 () =

n—oo

= lim fn( Ju(dw) + lim | gp(w)p(dw) =

n—oo n—oo

= [ @) + [ glomtas)

Treciasis teiginys isplaukia i§ 3 lemos. O

Pagaliau galime pateikti bendra integralo apibrézima. Tarkime, kad f yra
mati funkcija, galinti igyti bet kurio zenklo reiksmes. Ja, kaip zinome, galime
parasyti pavidalu f = f* — f~. Galime kalbéti apie integralus

(5) / FH(@)pldw), / f (@)uldw)
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Jei bent vienas i$ tu integralu yra baigtinis, tai sakome, kad funkcija yra
kvaziintegruojama, o skirtumas

[ et = [ 1t

vadinamas funkcijos f integralu ir Zymimas taip pat, kaip ir ankséiau jvestieji

integralai:
[ fmtds) = [ fdu.
Q Q

Jei abu (5) integralai yra baigtiniai, tai sakome, kad funkcija f yra integruo-
jamogi.

Jei funkcija f yra neneigiama mati, tai f* = f, f~ =0, ir antrasis i§ (5)
integralu lygus 0. Matome, kad Siuo atveju naujasis integralas sutampa su
anksciau ivestuoju ir yra jo plétinys gausesnei funkciju klasei.

Tikimybiu teorijoje ir apskritai matematinéje analizéje svarbu vaidmeni
vaidina specialus integralo atvejis, kai turime erdve su matu, kurioje 2 = R,
o algebra A sutampa su Borelio aibiy sistema B, o matas yra Styltjeso matas
ur. Tada integrala vadiname Styltjeso integralu ir zymime

@) = [ 1@ire :/_oo---/_m F@s s 23 )dF (21, 23).

Prapléte erdve {R®,B%, ur} iki pilnosios erdveés {R*, B, ir }, galime kal-
beéti apie Lebego-Styltjeso integralg. Ji zymésime taip pat, kaip ir Styltjeso
integrala. Kai matas i yra tiesiog Lebego matas, Lebego-Styltjeso integrala
vadinsime tiesiog Lebego integralu ir zymésime

f(:v)dm:/ / flx1, .y xs)dey...dzs.

Rs —00 —oo

Suprantama, galime kalbéti ir apie integralus maciose aibése A:
[ reurtan) = [ s@par).

Jei aibé A yra intervalas [a1,b1] X ... X [as, bs], tal vartojami ir Zyméjimai,
iprasti klasikinéje matematinéje analizéje,

by b
/ / f(z1, ..., xs)day...ds.

Veéliau Siuos integralus dar apibendrinsime.
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9. INTEGRALO SAVYBES

8 skyrelyje jau irodéme keleta paprastuju neneigiamu ir neneigiamu maciuju
funkciju integralo savybiu. Dabar nagrinésime integralo savybes bendruoju
atveju.

1 teorema. Jei f yra integruojama (kvaziintegruojama) funkcija, o ¢ —
baigtiné konstanta, tai cf yra taip pat integruojama (kvaziintegruojama) ir

[ etmtas) =c [ s,

Irodymas. 1. Jei c =0, tai teoremos teiginys yra trivialus.
2. Tarkime, kad ¢ > 0. Tada (cf(w))+ =cft(w), (cf(w) =cf (w). s
8.2 teoremos iSplaukia, kad ¢f integruojama (kvaziintegruojama) ir
[ eftmtan = [ ert@ntds) - [ ef @) =
Q Q Q
= [ Fremds) —c [ f@nt) = [ o)

3. Jei ¢ < 0, tai (cf(w))+ = —cf (w), (cf(w)) = —cfT(w). Tada vél
pagal 8.2 teorema cf yra integruojama (kvaziintegruojama) ir

cf(w w) = —c)f (w w) — —o)fT (w w) =
/Qf()u(d) /Q< ) (@)pld) /< ) (@)(dw)

Q

= —¢ “(w w c T(w w) =c w w).
== [ 1 @ntdo) e [ o) = [ ). o

2 teorema. Jei A ir B yra viena kitos nedengiancios macios aibés, o f
— integruojama tose aibése funkcija, tai f yra integruojama aibéje AU B ir

/AUBf (W) = /A Flw)n(dw) + /B f(@)p(dw).

P astaba. Kvaziintegruojamumo atveju teorema yra ne visada teisinga.

Irodymas. 1. Sakykime, f yra neneigiama mati funkcija. Pagal 8.2
teorema
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(w)pa(dw) = /Q (@) Lavs(@)p(de) =

AUB

:/Qf(w)(lA(w)—i—lB(w»M(dw):
= [ r@na@ntd) + [ fns@nts) -
= [ futds) + [ s,

2. Jei f yra bet kurio zenklo mati funkcija, tai pagal pirmaja irodymo
dalj

+w W) = +w ) +(.d 1)
fH(@)p(dw) /Af()u(d)Jr/Bf()u(d),

AUB
[ ) = [ 1 @utn + [ 1 @)
AUB A B
I8 cia iSplaukia, kad funkcija f yra integruojama aibéje A U B. IS pirmosios
lygybés panariui atéme antraja, gauname teoremos lygybe. O

3 teorema. Jei f ir g yra integruojamos funkcijos, tai ju suma, jei ji
apibrézta, yra taip pat integruojama ir

/Q (f(@) + 9()) u(dw) = /Q F(@)(dw) + /Q g(w)p(dw).

P astaba. Ircia reikalingas integruojamumas, nes kvaziintegruo-
jamoms funkcijoms $§is teiginys ne visada teisingas.

Irodymas. Tokia teorema irodéme neneigiamoms macioms funkcijoms
(8.2 teorema). Pazymeéje h = f+ g, suskaidykime 2 i SeSias disjunkcias aibes:

Ar={w: f(w) 2 0,9(w) > 0}, A3 ={w: f(w) > 0,9(w) <0,h(w) > 0},
As ={w: f(w) > 0,9(w) < 0,h(w) < 0},
Ay ={w: fw) <0,9(w) >0, h(w) > 0},
As ={w: f(w) <0,9(w) > 0,h(w) <0}, 4g ={w: f(w) <0,g(w) < 0}.

Kiekvienai i$ tu aibiu irodysime teoremos lygybe, remdamiesi 8.2 ir 1 teo-
remomis. Perradysime reiskini h(w) = f(w) + g(w), taip perkeldami narius
i atitinkamas lygybés puses, kad visi gautos lygybés nariai butu neneigiami.
Teoremos lygybe irodinédami, sakysime, aibei As, turésime nagrinéti lygybe

9(w) + (= hw) = (= fw)).

Pagal 8.2 teorema
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[ s+ [ (=henna = [ (- repme)

Remdamiesi 1 teorema, gauname

/

Tai yra teoremos lygybé, kol kas irodyta ne visai aibei €2, bet tik jos daliai.

Analogiskai irodome teoremos lygybe ir kitoms aibéms Aj. Susumave tas
lygybes ir pasinaudoje 2 teorema, isitikiname, kad teoremos lygybé teisinga
ir visai aibei Q2. O

gplds) - [

As

h(w)pu(dw) = — /A fw)u(d)

5

4 teorema. Jei f, g yra integruojamos funkcijos ir f(w) < g(w), tai ir
[ @) < [ gmtao)

Irodymas. Pastebésime, kad f+(w) < g™ (w), f~(w) > g~ (w). Todél
pagal 8.2 teorema

/ FH@)u(dw) < / g (@)p(dw),
Q Q

(@) (dw) > / g~ (@)p(dw).
Q Q

I$ pirmosios nelygybés panariui atéme antraja, gauname irodomaji teigini. O

5 teorema. Jei funkcija f yra integruojama aibéje A, o B — matus aibés
A poaibis, tai funkcija f yra integruojama ir aibéje B.

I'rody mas Kadangi (f(w)lB(w))+ < (f(w)lA(w))+ ir
(fw)pw)) < (fw)la(w)) , taiis f(w) integruojamumo aibéje A ir 8.2

teoremos iSplaukia, kad integralai
+ —
| r@ns@) o), [ (Fenp) ud)
yra baigtiniai. O

6 teorema. Mati funkcija f yra integruojama tada ir tik tada, kai yra
integruojama funkcija |f|, be to,

‘/Qf(w),u(dw)‘ S/Q|f(w)|u(dw).
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Irodymas. |f(w)]=f"(w)+ f (w). Jei f yra integruojama, tai
fTir f~ integralai yra baigtiniai. Tada pagal 8.2 teorema ir funkcijos |f|
integralas yra baigtinis.

Jei |f] yra integruojama, tai i 8.2 teoremos treciojo teiginio iSplaukia,
jog funkciju fT ir f~ integralai yra baigtiniai, vadinasi, f yra integruojama.

Nelygybé irodoma remiantis 8.2 teoremos antruoju teiginiu:

| / Fw)ntds)| = | / £ (@)(dw) — / f~ (@)n(dw)| <
< / H(@)pldw) + / f (@)pldw) =
= [ @)+ £ @)atde) = [ 1)) 0

7 teorema. Jei f yra mati funkcija, o g — neneigiama integruojama
funkcija ir | f(w)| < g(w), tai funkcija f taip pat yra integruojama ir

| /Qf<w>u<dw>! < / g(w)p(dw).

Irodymas. Kadangi fT(w) < g(w) ir f~(w) < g(w), tai pagal 8.2
teorema funkciju f* ir f~ integralai yra baigtiniai, vadinasi, f yra integruo-
jama. IS 6 ir 8.2 teoremu turime

| [ s < [ 1r@u@ < [ g o

8 teorema (Bjeneméf(v]ebyéovo nelygybé). Jei f yra neneigiama
mati funkcija, tai, koks bebuty ¢ > 0,

plos fwzap <! [ flwpuldo),
Irodymas. Pazymékime A= {w: f(w) > c}. Pagal 2 teorema

| remtan) = [ seman + [ s,

Antrasis integralas yra neneigiamas. Remiantis 8.2 ir 8.1 teoremomis, pirma-
sis integralas yra ne mazesnis uz

e [ utde) = ()
A
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Todél
() < [ fln(de). O
Q

9 teorema. Jei f yra neneigiama mati funkcija ir
[ fmtds) =o.
Q
tai p{w : f(w) #0} =0.

Jei kuris nors teiginys yra teisingas visur aibgje A, isskyrus nulinio mato
poaibi, tai sakoma, kad jis teisingas aibéje A beveik wvisur. Taigi teigini
uw{w : f(w) # 0} = 0 galime skaityti ir Sitaip: ”funkcija f yra beveik vi-
sur lygi 0”.

Irodymas. Pazyméje Ay = {w: f(w) > 1/k}, gauname lygybe

{w: f(w) >0} = U Ap.
k=1

Pagal 8 teorema
uMwék/fwM@MZQ
Q
Todeél -
wl{w: flw) >0} < Zu(Ak) =0.0

k=1
10 teorema. Integruojama funkcija yra beveik visur baigtiné.

Irodymas. Jei funkcija f yra integruojama, tai pagal 6 teorema
funkcija | f] taip pat integruojama; vadinasi, integralas

7= [ rmtd)
Q
yra baigtinis. Pazymékime

H =A{w:[f(w)| = oo}

Koks bebutu N > 0,
HCA{w:|f(w)| > N}.

Pagal 8 teorema
n(H) <

Z| <

Skaicius N yra bet koks. I§ ¢ia u(H) = 0. O
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11 teorema. Jei funkcija f yra mati aibéje A ir p(A) = 0, tai ji yra
integruojama toje aibéje ir

/ f(@)p(dw) = 0.
A

Jei erdve {Q, A, u} yra pilna, t. y. nulinio mato aibiu poaibiai priklauso
A, tai reikalavima, kad funkcija f butu mati, galime praleisti. Tada kiekviena
funkcija yra mati nulinio mato aibéje.

Irodymas. Lengva suvokti, kad neneigiamos paprastosios funkcijos
integralas nulinio mato aibéje yra lygus 0. IS ¢ia iSplaukia, kad tokia savybe
turi ir neneigiamu maciu funkciju integralai. Vadinasi, tas teiginys yra teisin-
gas ir bet kurio zenklo maciu funkciju integralams. O

12 teorema. Jei f yra integruojama funkcija, g — mati funkcija, beveik
visur sutampanti su f:

pfw: flw) # g(w)} =0,

tat g yra taip pat integruojama ir

[ @) = [ gt

Kai matas yra pilnasis, reikalavima, kad funkcija g butu mati, galime
praleisti: jis iSplaukia i§ funkcijos f matumo.

Irodymas. Pazymékime A = {w: f(w) = g(w)}. Aibés A ir A® yra
macios. Funkcija f yra integruojama aibéje A, taigi integruojama ir funkcija
g. Kadangi pu(A€) = 0, tai pagal 11 teorema g yra integruojama aibéje A€. IS
2 teoremos gauname, kad g integruojama aibéje AU A¢ = Q.

Kadangi pagal 11 teorema maciu funkciju integralai nulinio mato aibése
yra lygts 0, tai

fmlde) = [ o) + [ fond) -
Q A Ac
= [ sin@)+ [ o) = [ gwiuds).o

Q

13 teorema (Kosi nelygybé). Jei funkciju f1 ir fo kvadratai yra inte-
gruojami, tai sandauga f1fo yra taip pat integruojama ir

W ([ f@hen) < [ gen)- | Ben),
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Nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai egzistuoja tokios konstantos cy ir
ca, kuriy bent viena nelygi 0, kad

(2) cifi(w) +cafo(w) =0

beveik visur mato p atZvilgiu.

Irodymas. Sandaugos f; fo integruojamumas isplaukia i§ elementarios
nelygybés | f1f2| < (f2 + £2)/2. Jei bent vienas i§ integralu

K, = / Fw)lde), K= / F3(w)u(dw)

yra lygus 0, tai (1) nelygybé yra teisinga. Dar daugiau: ji virsta lygybe.
Tarkime, kad K; = 0. Tada f; pagal 9 teorema beveik visur lygi 0. Vadinasi,
(1) nelygybeés abieju pusiu nariai yra lygts 0. Antra vertus, tada teisinga ir
(2) lygybé su bet kuria ¢; # 0 ir ¢co = 0.

Todeél lieka iSnagrinéti atveji, kai K7 # 0, Ky # 0. Teisinga nelygybé

0 [ (S5

Pointegralini reiskini pakéle kvadratu ir sumos integrala pakeite integralu
suma, gauname

/Q (@) o @) () < VEA .
Todél

| [ h@n@n)]| < VR,
Q
Remiantis 9 teorema, (3) nelygybé virsta lygybe, kai

(filw)) _ (fow) _

VE,  VEKx

beveik visur mato u atzvilgiu. Vadinasi, teisinga (2) lygybe.
Trodéme (1) nelygybe ir (2) salygos butinuma, kad (1) nelygybeé virstu
lygybe. (2) salygos pakankamuma paliekame irodyti skaitytojui. O

14 teorema. Jei f1, fo,... yra nemazéjanti neneigiamy maciy funkcijy

seka ir
fw) = lim f,(w),

n—oo

" [ @) = [ mtas)

kai n — oo.



398 Priedas. Mato ir integralo teorijos pradmenys

Irodymas Kiekvienam k£ imkime nemazéjancia paprastuju
neneigiamu funkciju fx, seka, konverguojancia i f. Pazymékime

In(w) = max frn(w).

Sios funkcijos taip pat yra neneigiamos paprastosios funkcijos, ju seka nema-
zZ€janti ir

fn <gn()<fn()

k
/fkn /an(w)u(dw) S/an(w)u(dw)

jei k < n. Kai n — oo, gauname

fe(w) < lim gn(w) < f(w),
[ mtas) < [ im ga@itdo) < i [ fu@tdo).
Q Q Q

Kai & — oo, turime

F(@) < lim g,() < f@),
Jim /Q fe(w)(dw) < / tim g, ()u(d) < lim | (@l

Vadinasi,
Jim g, (w) = f(w)
ir
/f p(dw) = lim fn( Yu(dw). O
n—0oo
15 (Fatu!) teorema. Jei f, (n = 1,2,..) yra neneigiamos macios

funkcijos, tai

n—oo n— 00

/ liminf f, (w)u(dw) < lim mf/ frnlw
Q
Irodymas. Pazymékime
ho(w) = inf f(w).
m>n
Funkcijos h,, yra neneigiamos ir macios, ju seka nemazéjanti, be to,

1 Pierre Fatou (1878-1929) — pranciizu matematikas.
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hn(w) < fn(w).

[ ot < [ gt

Imame abieju pusiu apatines ribas

Todél

lminf [ Ay, (w)u( <hm1nf/ frnlw

n—oo Q n—oo

Taciau funkciju h,, integralu seka yra nemazéjanti, todél apatiné riba yra
tiesiog riba. Be to, toms funkcijoms galima taikyti 14 teorema. Turime

/ lim A, (w)u(dw) < liminf [ f,(w)p(dw).
¢ Q

) n—oo n—oo

Kadangi
lim hy,(w) = lim ( n;f fm(w)) —hmlnffn( ),

tai teoremos teiginys yra teisingas. O

16 (Lebego) teorema. Jei f,, (n = 1,2,...) yra macios funkcijos, g —
neneigiama integruojama funkcija, |frn(w)| < gw) (n = 1,2,...) ir fn — f,

" | mmtae) = [ pwintas)

Irodymas. f integruojamumas isplaukia i§ nelygybes |f| < g ir 7
teoremos. Funkciju sekai g(w) — f,(w) > 0 pritaike Fatu teorema, gauname

[l (9() = Fulw))ulde) < timint [ (g(0) = fu(w))u(d)
¢ Q

)] n—oo n—o0
t. y.
(4) / fw)p(dw) > lim sup/ frn(w)p(dw

Ta pacia teorema taikome ir sekai funkciju g(w) + frn(w) > 0:

n—oo

/ lim (g(w) + fa(w))p(de) < lim inf / (9(w) + () (o).
Q Q

I ¢ia gauname

(5) /Qf(w)u <hnrglorolf/fn
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Is (4) ir(5) isplaukia

lim nf / () = limsup / fulw)pldw) = /Q F(w)pds

17 teorema. Jei g (k= 1,2,...) yra neneigiamos macios funkcijos, tai

/ 3" oh(w) () =3 [ avin(aw)

k=1

Irodymas. Funkcijos

fn ng

yra neneigiamos macios, ju seka nemazéja, o tos sekos riba lygi

w) = grw)
k=1

18 14 teoremos iSplaukia

lim fn w(dw) / flw

n—oo

/Q () = 3 /Q g1 (@) (e

Is ¢ia isplaukia teoremos teiginys. O

Pagal 3 teorema

18 teorema. Jei f yra integruojama aibéje A, o A yra maciy disjunkciy
atbiy sekos sajunga,
(o]
A= A,
k=1

tar

/A Fputde) =3 [ Spta)

Jei f yra neneigiama mati funkcija, tai pastaroji lygybé yra teisinga ir
tada, kai ta funkcija néra integruojama.
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Irodymas. Tarkime, kad f yra neneigiama mati funkcija. Kadangi

Z flw)la, (w
k=1

tai pagal 17 teorema

/Q FMama =3 / F(@)Lay (@)pu(dw),
t.y.

/A f(u))u(dw)=k§::1 [ m(as)

Jei f yra bet kurio zenklo integruojama funkcija, tai ka tik irodyta lygybe
taikome kiekvienai i§ funkeciju f+, f~. IS ¢ia gauname teoremos teigini. O

Pakomentuosime §ia teorema. Tarkime, kad f yra neneigiama mati arba
bet kurio zenklo integruojama funkcija erdvéje {Q, A, u}. Pazymeékime

(6) /f CAcA

Is 18 teoremos iSplaukia, kad v yra visiSkai adityvi aibés funkcija: jei A yra
disjunkéiu aibiu Ay sekos sajunga, tai

= Z Z/(Ak

k=1

Vadinasi, kai f yra neneigiama mati funkcija, tai v taip pat yra matas macioje
erdvéje {Q, A} (nes v(@) =0).

Jei ¢ ir g yra matai macioje erdvéje {Q2, A} ir i§ lygybeés o(A) =0, A € A,
isplaukia p(A) = 0, tai sakome, kad matas ¢ yra absoliuciai tolydus mato ¢
atzvilgiu.

Is 18 teoremos turime, kad matas v yra absoliu¢iai tolydus mato pu
atzvilgiu. Pasirodo, mata o, absoliuc¢iai tolydu mato ¢ atzvilgiu, visada gali-
ma uzrasyti (6) pavidalu.

19 (Radono—Nikodimo) teorema. Jei ¢ ir o yra matai macioje
erdvéje {Q, A}, matas ¢ yra o baigtinis, o matas ¢ — absoliuciai tolydus mato
@ atzvilgiu, tai egzistuoja neneigiama A mati funkcija f, tenkinanti lygybe

A) = /A f(@)pldw)
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kokia bebuty A € A. Jei ir matas o yra o baigtinis, tai funkcija f yra beveik
visur baigtiné. Jei, be funkcijos f, yra dar ir kita A mati funkcija g, tenkinanti

lygybe
o(A) = /A 9(w)p(dw),

kokia bebuty A € A, tai funkcijos f ir g yra beveik visur lygios mato ¢
atzvilgiu.

Panasi teorija yra teisinga ir tuo atveju, kai (6) integrale f yra bet kuri
integruojama funkcija. Tada aibés funkcija v gali buti ir neigiama, taciau
visigkai adityvi. Tokia aibés funkcija galime pavadinti apibendrintuoju matu.
Apskritai apibendrintuoju matu, arba kruviu, vadiname realia visiskai adityvia
aibés funkcija v, macioje erdvéje {Q, A} turinéia savybes: 1) v(@) = 0;
2) i§ dvieju begaliniu reikSmiu —oco ir co funkcija v gali igyti tik kuria nors
viena. Krtvis v yra vadinamas baigtiniu, jei jo reikdmeés v(A) yra baigtinés,
kokios bebtutu A € A, ir o baigtiniu, jei 2 galima suskaidyti i skaicia
sistema aibiu Qj (k = 1,2,...), kuriu poaibiams, priklausantiems .4, krivio
reik§meés yra baigtinés. Kiekviena kruvi galima isreiksti dvieju matu skir-
tumu. Pazymékime

vi(A)= sup v(B), v (A)= sup (-v(B)), Ac A
BCA,BeA BCA,BeA

Galima irodyti, kad v ir ¥~ yra neneigiamos, visiskai adityvios aibés funkci-
jos. Jei v yra baigtinis arba o baigtinis, tai tokie yra ir v, v~. Kiekviena
kriivi galima paraSyti pavidalu

Ir kruviams galime ivesti absoliutaus tolydumo savoka. Sakysime, kad
kriivis ¢ yra absoliuciai tolydus kruvio ¢ atzvilgiu, jei is p(A) =0, A € A,
isplaukia o(A) = 0.

Teisinga ir bendresné Radono—Nikodimo teorema. Tarkime, kad erdvéje
{Q, A, ¢}, kurioje matas ¢ yra o baigtinis, o baigtinis kriivis g yra absoliuciai
tolydus mato ¢ atzvilgiu. Tada egzistuoja mati funkcija f, tenkinanti salyga

o(A) = /A f(@)pl(dw), A€ A,

Jei egzistuoja dar viena funkcija g su salyga

o(A) = /A 9(w)p(dw),

tai funkcijos f ir g yra beveik visur lygios mato ¢ atzvilgiu.
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Galima nagrinéti ir bendresnius negu iki §iol nagrinétieji integralus — in-
tegralus apibendrinto mato atzvilgiu. Jei ¢ yra kriivis macioje erdvéje {Q2, A}
ir jis iSreiskiamas dvieju matu skirtumu p — v, tai pagal apibrézima

| rwretaw) = [ femta) - [ ).

Abu desinés pusés integralai ir ju skirtumas turi turéti prasme. Irodoma, kad
integralas nepriklauso nuo kruvio ¢ israiskos dvieju matu skirtumu, t. y. jei
@ =1 —Vv1ir o= g — 1y, tai

Aﬂwm@ﬂfﬁﬂwm@ﬂ:Aﬂme@*LﬂMWMW

Taip apibendrinti vadinamieji Radono integralai turi daugeli svarbiausiy in-
tegralo savybiu.

Teisinga ir Radono-Nikodimo teorema, kai ¢ yra kruvis. Beje, ji yra
teisinga ir tada, kai ¢ néra o baigtinis, bet tada funkcija f gali igyti ir bega-
lines reikSmes.

Funkcija f Radono-Nikodimo teoremoje daznai vadinama mato o Ra-
dono-Nikodimo idvestine mato ¢ atzvilgiu ir zymima do/dp. Ji turi daugeli
paprastos klasikinéje analizéje nagrinéjamos iSvestinés savybiu.

Radono-Nikodimo teoremos irodyma ir jos apibendrinimus galima rasti,
pvz., [12, 22].

10. MATU SANDAUGA. KARTOTINIAI INTEGRALAI

Priminsime aibiy sandaugos savoka. Dvieju aibiu A ir B (Dekarto)sandauga
A x B vadiname visuma dvejetu (z,y), kai  yra bet kuris aibés A, o y —
aibés B elementas:

Ax B={(z,y) :x € Ay € B}.

Aibiu sandauga néra nei komutatyvi, nei asociatyvi. Taciau ji turi Sias dis-
tributyvumo savybes: jei A, B, C, D yra bet kurios aibés, tai

(AUB)xC=(AxC)U (B x (),
Cx(AuB)=(CxA)uU(C x B),
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC(C),
(BNC)x A= (BxA)N(C x A),
(AxB)N(CxD)=(ANC) x (BN D).

Panagiai apibréziama ir keliu aibiu sandauga. Aibiu Aq, ..., A, sandauga
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A X ... x A, = ><Ak
k=1

vadinsime visuma baigtiniu seku (x1, ..., 2, ), kuriose x; yra bet kuris aibés
A; elementas, ir t. t., x, yra bet kuris aibés A,, elementas:

{(ajl, vy Xp) 11 € Ay, € An}.

Aibiu sekos A1, As, ... sandauga

A X Ay X ... = ><Ak
k=1

yra visuma seku
{(56’1,1'27...) cx1 € Ay, 20 € A27...}.

Toliau kalbésime apie maciu erdviu sandaugas. Kad butu paprasciau, is
pradziu imsime tik dvi erdves. Tarkime, turime dvi macias erdves {21, 4; } ir
{Qs, As}. Dvieju aibiu 41 C Q;, Ay C 5 sandauga A; X Ay susitarsime va-
dinti staciakampiu. Jei aibés A; ir As butu realiuju skai¢iu aibés — intervalai
ir jas atidétume plokStumos staciakampiu koordinaciu asyse, tai sandauga
Ay x Ay bty tikrai staciakampis iprastine prasme. Kai 4; € A, Ay € Ao,
tai staciakampi A; x As vadinsime maciuoju. Visu maciu staciakampiu sis-
tema apskritai néra aibiu o algebra, taciau ji generuoja o algebra, vadinama
algebru A, ir As sandauga. Ja zymésime A; ®As. Si sandaugos savoka skiriasi
nuo aibiu sandaugos savokos. Todél vartojame ir skirtinga zyméjima.

Mati erdve {21 x Q9,41 ® Az} yra vadinama maciy erdviu {Qq,.4;} ir
{Qs2, A} sandauga ir zymima {Q1, 41} @ {Qa, A2}

Imkime aibe A € Ay x As. Jos pjuviu taske wy € Q; vadinama aibé

Ay, ={ws € Qg i (wy,ws) € A},
o pjuviu taske wy € 1y — aibé

A¥? ={w; € Q1 1 (w1,we) € A}
Specialiu atveju, kai A = A; ® A,

o AQ, kai wy € Al,
(1) Ay = {@, kai wy ¢ Ay,

wa Al, kai w9 €A27
(2) A B {@, kai wWa ¢A2
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1 teorema. Jei {Q1, A1} ® {Qa, A2} yra dvieju madiy erdviy sandauga
ir A € Ay ® Ag, tai pjuvis A, € Az, kai w1 € §y, ir pjuvis A2 € Ay,
kai we € Qo (kitaip tariant, A1 ® Ay macios aibés A pjuviai A,, ir A¥? yra
atitinkamai As matus ir A1 matus).

Irodymas. Pazymékime C,, visu aibés ©; x Qs poaibiu A su salyga
A, € A, sistema. Aisku, Siai sistemai pagal (1) ir (2) priklauso visi matis
staciakampiai A1 X Ao, A1 € Ay, Ay € As.

Parodysime, kad sistema C,, yra uzdara papildymo ir sekos jungimo
operaciju atzvilgiu. I tikruju, jei A € Q1 x Qo, tai

((Ql X Qg)\A)wl = Q2\Awl;

jei Aq, As... yra aibés € x (5 poaibiai, tai

(Ua) = Ut
k=1

Y1 k=1

Vadinasi, sistema C,, yra o algebra ir jai priklauso matus stac¢iakampiai.
Todel A1 ® Ay C Cwl-
Analogiskai nagrinéjami pjuviai A“2. O

Isvada. NetusScéias staciakampis Ay X As C Qi X Qo madiy erdviy
sandaugoje {Q1, A1} @ {Qa, A2} yra A1 ® As matus tada ir tik tada, kai
Al S Al,AQ S .AQ.

Irodymas. Jei A € Ay ir Ay € Ay, tai Ay X Ay € A; ® Ay pagal o
algebros apibrézima.

Tarkime, kad staciakampis A; x As € A1 ®As yra netuscias. Tada aibé Ay
yra netuscia, vadinasi, egzistuoja wy € A;. Pagal (1) As = (A1 X As),, € As.
Analogiskai irodome, kad A; € A;. O

2 teorema. Jei {Q1, 41} ® {Qa, A2} yra dvieju maciy erdviy sandauga
ir f(wr,ws) yra A1 ® A mati funkcija, tai kiekvienam wi € Qi funkcija
Oy (w2) = flwy,wa), traktuojama kaip vieno kintamojo we funkcija, yra
Ao mati, o funkcija ¥y, = f(w1,ws), traktuojama kaip vieno kintamojo wy
funkcija, yra Ay mati.

Irodymas. Paéme bet kuria tiesés Borelio aibe B, turime
Por (B) = {ws2 : ¢u, (w2) € B} = {(w1,w2) : f(w1,w2) € B}y, € As.
Analogigkai tiriama ir funkcija ¢, (w1). O

3 teorema. Jei {Q1, A1} ® {Qa, A2} yra dvieju maciu erdviy sandauga,
tai tapaciai nelygi nulivi funkcija f(w1,we) = f1(w1)f2(wa), apibrézta aibéje
Q1 X Qa, yra A1 ® Ay mati tada ir tik tada, kai f1(w1) yra Ay mati, o fa(ws)
yra As mati.
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Irodymas. 1. Tarkime, kad f(w;,w2) néra tapaciai lygi nuliui ir
A1 ® Ay mati. Galime rasti toki wig € 4, kad f1(w1) # 0. Pagal 2 teorema
funkeija f1(wi0) fa(wa2), t. v. fo(ws) yra A mati. Analogiskai irodomas f1(w1)
A; matumas. ~
2. Irodysime salygos pakankamuma. Pazymékime fi (wi,w2) = fi(wy) ir
fg(u)l,wg) = fg(wg). Kadangi fl_l(B) = (fl_l(B)) X Qg S .Al ® .AQ, kokia
bebﬁtu B e Zj’, ir analogiskai f{l(B) € A; ® Ag, tai funkcija fi(w1) fa(wa) =
= f1(w1,ws) fo(wr,ws) yra A; ® As mati. O

1 lema. Tarkime, kad {4, A1}, {Q2, A2} yra macios erdvés. Sudarykime
visas galimas baigtines sqjungas 8 disjunkciu maciy staciakampiy A X
xAg, A1 € Ay, As € Ay. Ju sistema yra aibiu algebra.

Irodymas. IS pradziu parodysime, kad visi matus stac¢iakampiai
sudaro aibiu pusalgebri. Pazymékime ju sistema raide C. Aisku, jog Q1 x s €
€ C ir @ € C (tuscia sajunga laikoma tuséia aibe).

Imkime du macius staciakampius Al x A} ir A2 x A2, A¥ € A, A €
€ Ay (k =1,2). Ju sankirta

(A7 x A3) N (A] x A7) = (4] N AD) x (45N A3)

yra C aibé.
Tarkime, kad A; x A, A1 € Ay, Ay € As, yra matus staciakampis.
Turime lygybe

Ql X Qz = [Al U (Ql\Al)] X [A2 @] (QQ\AQ)] =
= [Al X AQ] @] [Al X (QQ\AQ)] @] [(QI\AI) X AQ} @] [(QI\AI) X (QQ\AQ)],

desinéje puséje jungiamosios aibés yra disjunktis matus sta¢iakampiai. I$ ¢ia
matome, kad papildinys (91 x Q3)\ (A1 x Ay) yra reiskiamas disjunkéiu maciu
staciakampiu sajunga.

Lemos teiginys isplaukia i§ 5.1 teoremos. O

2 lema. Jei {Q, A1, 1} ir {Qo, As, ua} yra erdvés su o baigtiniais
matais ir A € A1 @ A, tai funkcija po(Aw, ), apibréita aibéje Qq, yra Ay
mati, o funkcija py (A¥?), apibrézta aibéje Qa, yra Az mati, be to,

[ e = [

Qo

Kai A= Ay x Ag, tie integralai yra lygus p1(Ar)pa(As).

IJrodymas. 1. Tarkime, kad matai pq ir po yra baigtiniai. Pazymékime
M visu A; ® As maciu aibiu, kurioms teisingas lemos teiginys, sistema.

Parodysime, kad sistemai priklauso visi matus staciakampiai. Jei A =
= A; X Ay, A1 € Ay, Ay € Ay, tai pagal (1) ir (2)
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p2(Aw,) = pa(A2)La, (w1), p1(A%?) = p1(A1)1a,(w2).

Is ¢ia matome, kad funkcijos pa(Ay, ) ir @1 (A“?) yra neneigiamos, pirmoji is
ju A; mati, antroji — As mati, ir

/ i (Ao Yo (dn) = / i1 (A9 (o) = pis (A o (As).
Q1 Q2

I8 ¢ia turime, kad visos baigtinés maciu staciakampiu sajungos priklauso M.
Taciau, kaip teigia 1 lema, disjunkciu stac¢iakampiu visu baigtiniu sajungu
sistema sudaro aibiy algebra. Vadinasi, M yra aibiu algebra.

Parodysime, kad M yra o algebra. Tam irodysime, kad ji yra monotoniné
aibu klasé. Imkime monotoniska sistemos M aibiu seka A(™) (n=1,2,..).
Pazymékime A = lim A™). Tada aibés A2 ir aibé A“? yra A; magcios, o
aibés Affi) ir aibé A,,, yra Ay macios. Funkcijos 1 (A*2) yra neneigiamos
ir A; macios, ju seka konverguoja i neneigiama A; macia funkcija p(A“?).
Lygiai taip pat funkcijos ug(A( )) yra As macios ir neneigiamos, ju seka
konverguoja i neneigiama As macia funkcija po(Ay,). Peréje lygybéje

/ 12 ATy (dy) = / 112 (A2 1y (i)
Ql Q2

prie ribos, kai n — oo, pagal 9.14 teorema gauname

| et = [ (e )ps(den).
Q1 Qo

Vadinasi, A € M. Taigi M yra o algebra, kuriai priklauso visi matus
stac¢iakampiai. Kadangi A; ® Az yra o algebra, generuota visu maciu sta-
¢iakampiu sistemos, tai A; @ Ay C M.

2. Tarkime dabar, kad visi matai yra o baigtiniai. Aibes Q; ir Q25 galime
parasyti disjunkciu aibiu skai¢iomis sajungomis

2= Cu, Q=[]0
j=1

k=1

su salygomis p1(Cix) < oo (k=1,2,...), p2(Cy) < oo (j=1,2,...). Tada

Q% Qp = (,QC”> x (chj) :Q E_j Chi x Cy).

Kiekvienai i§ aibiy Cyy, x Cy; galime pritaikyti irodytaja lemos dali. Susumave
gauname, jog lema teisinga ir bendruoju atveju. O
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4 teorema. Jei {Qq, A1, 1} ir {Qa, As, po} yra erdvés su o baigtiniais
matais, tai aibés funkcija

3) A(4) = / o (Ao Yo (dn) = / i1 (A2 1 (),

apibrézta o algebros A1 @ Ao aibéms A, yra o baigtinis matas, kuris tenkina

lygybe
AMAr x Az) = pa(Ar)pe(Az),

kai Ay x As yra bet kuris matus staciakampis. Kiekvienas kitas matas macioje
erdvéje {1 x Qo, A1 @ Ao}, turis ta savybe, sutampa su \.

Irody mas. I§9.18 teoremos turime, kad aibés funkcija A yra o
adityvi. I8 9.11 teoremos isplaukia, kad ji yra matas.

Aibe Q; x Q9 galima suskaidyti i skaiCia sistema maciu staciakampiu,
kuriu kiekvienas turi baigtini mata. Vadinasi, A yra o baigtinis matas. Jo
vienatis iSplaukia i§ 4.6 teoremos apie mato pratesima. O

Nusakytas 4 teoremoje matas vadinamas matu pq ir pe (Dekarto) san-
dauga ir Zymimas g1 X po. Erdvé su matu {Q X Qo, A1 @ Ag, p1 X po} yra
vadinama erdviu su matais {Qy, Ay, p1} ir {Qa, Az, o} sandauga ir daznai
zymima {Qy, Ay, p1} @ {Qo, Az, 2}

5 teorema. Jei {1, A1, 1} @ {Qa, As, ua} yra erdviy su baigtiniais

matais sandauga ir A yra A1 ® Ay mati aibé, tai ji turi nuling py X pa mata
tada ir tik tada, kai beveik visur mato py atZvilgiv pjuviai Ay, turi nuling py

mataq:
pi{wr : p2(Ay,) # 0} =0,

arba beveik visur mato po atZvilgiu pjuviai A2 turi nuling po mataq:

p2{ws + p1(A*?) # 0} = 0.

Irodymas. Jelpu; X ug(A) = 0, tai is 9.9 teoremos turime, kad
(3) formuléje pointegralineés funkcijos turi buti beveik visur lygios nuliui, pir-
majame integrale mato p; atzvilgiu, antrajame — mato ps atzvilgiu. I8 (3)
formulés matome, kad teisingas ir atvirkstinis teiginys. Reikia pasinaudoti
9.11 teorema. O

6 (Tonelio') teorema. Jei {Q, A1, 11} @{Qa, As, 2} yra dvieju erdviy
su o baigtiniais matais sandauga ir f yra neneigiama Ay @ As mati funkcija,
tai integralai

A f(w1,wa)p (dwr), A fwi,wa) pa(dws)

1 Leonida Tonelli (1885-1946) — italy matematikas.
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yra atitinkamai A mati ir A1 mati neneigiamos funkcijos ir
/ flwi,w2)pr X po(d(wr,ws)) =
Q1 X2
:/ ( f(wlaw2)ﬂ2(dw2)>ﬂl(dwl) =
Q1 \JQ,
= / < f(w17w2),ul(dwl)>,u2(da)2).
Q \Jo,

Jei f yra pu1 X po integruojama funkcija, tai beveik visur mato w1 atzvilgiu
ta funkcija (kaip kintamojo we funkcija) yra po integruojama ir beveik visur
mato po ativilgiu ji (kaip kintamojo wi funkcija) yra py integruojama.

Irodymas. 1. Tarkime, kad A yra A; ® Az mati aibé ir f(wy,ws) =
= 1A(U}17WQ). Tada

A fwr,w2)pa(dws) = p2(Ag, ), A fwr,w2)pn(dwr) = pa (A*?).

Pagal 2 lema funkcija pa(A,,) yra A; mati, o funkcija pq (A“2?) yra Ag mati.
Pagal 4 teorema

/ Mz(Awl)m(dM):/ p1 (A% ) po (dws) =
951

Q2

= p1 % p2(A) :/Q . flor,wa)pn X pa(d(wi, w2)).

Vadinasi, $iai funkcijai teoremos teiginys yra teisingas.

2. Teorema teisinga ir kiekvienai paprastajai neneigiamai funkcijai, nes
ja galima uzra8yti kaip A; ® As maciu aibiu tiesine kombinacija.

3. Jei f yra bet kuri neneigiama 4; ® A mati funkcija, tai galima rasti
nemazéjancia neneigiamu paprastuju funkciju f,, seka, konverguojancia i f.
Pagal antraja irodymo dali teisingos lygybés

/9le2 fn(wr,w2)p1 X pg(d(wi,ws)) =
(4) = /Q1 ( o, fn(w17w2)u2(dw2)>ﬂl(dw1) =
Z/Q2 ( o fn(whwz)ul(dwl))Mz(dw2)-

Pereisime prie ribos, kai n — oo. Pirmasis narys virs
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/ fwi,wa)pn X po (d(wr,ws)).
Q1 XQ2

Funkcijos
frn (w1, w2)p2(dws), Jn(wr,w2)p (dwy)
QQ Q1

sudaro nemazéjanc¢ias neneigiamu A; maciu bei A maciu funkciju sekas. Ju
ribos yra A; mati bei A2 mati funkcijos. Pastarosios pagal 9.14 teorema yra
lygios

; f(wi,wa)pa(dws), A f (w1, wa)pa (dwr).

Pagal ta pacia teorema

/Ql ( o, fn(°"W2>uz(dwz)) i (deor) —
- m( % f(wl»wz)ﬂz(dm)m(dwl),
/92 < o f"(wlv%)#l(dm))uz(dwg) —

- Qz< o, f(wl7w2)ﬂl(dwl)>ﬂ2(dw2)-

Is (4) gauname jrodomaja lygybe.
Teiginys apie f integruojamuma iSplaukia i§ 9.10 teoremos. O

7 (Fubinio) teorema. Tarkime, kad {Q1, A1, pu1} @ {Q2, As, ua} yra
dviejy maciy erdviy su o baigtiniais matais sandauga ir f yra integruo-
jama toje sandaugoje funkcija. Tada beveik visur mato w1 atzvilgiu funkcija
flwr,ws), kaip kintamojo we funkcija, yra o integruojama ir beveik visur
mato us atzvilgiu ji, kaip kintamojo wy funkcija, yra py integruojama, be to,
integralai

fwi, w2)pz(dws), fwr, w2)p1(dwr)
Qo Q

yra integruojami atitinkamai maty py bei po atZvilgiu ir

/ Jlwi,wa)pr X pz (d(whwz)) =
Q1 X2

o ( . f<w1’°"2>/~‘2(dW2>>u1 (dwr) =
(

/92< szlf w17w2)ru’1(dw1)>ﬂ2(da)2).
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Irodymas. Funkcijoms f* ir f~ taikome 5 teorema. O

Sioje teoremoje funkcijos integruojamuma galime pakeisti jos kvaziinte-
gruojamumu. [rodymas toks pat.

Remiantis 6 ir 7 teoremomis, i§ dvilypiu integralu galima gauti karto-
tinius.

Dabar paméginsime ka tik isdéstyta teorija apibendrinti keliu erdviu su
matais sandaugai. Maciu erdviu {Qi, A1}, ..., {Qs, A5} sandauga vadiname
macia erdve {Qy x ... x 5, A; ®...®@ A}, kurioje A; ®...® A, yra o algebra,
generuota vadinamuju maciu staciakampiu A; x ... x Ay, A € Ax (k =
=1,...,s). Vartojamas zyméjimas {Qy, A1} @ ... @ {Qs, As}.

Nezymiai pakeite anksciau isdéstyta teorija, galime gauti tokia teorema.

8 teorema. Jei {Q, A1, 11}, .., {Qs, As, 15} yra erdvés su o baigtiniais
matais, tai galima rasti vieninteli o baigting mata p, apibréita o algebroje
A1 ® ... @ Ay ir turinti savybe: p(Aq X ... X Ag) = p1(A1)...us(As), kai Ay €
€ Ay, ..., As € A,. Jei visi matai py, (k=1,...,8) yra baigtiniai, tai ir matas
w yra baigtinis.

Sis matas vadinamas maty i1, ..., pis sandauga ir Zymimas pg X ... X fis.
Erdve {Q; x ... xQ5, A1 ® ... ® As, 11 X ... X s } daznai zymima {Qy, Ay, 1} ®
e @ {Q, As, 15}

Galima apibendrinti ir Fubinio teorema.

9 teorema. Tarkime, kad {Q1, A1, 1} ® ... ® {Qs, As, pis} yra erdviy su
o baigtiniais matais sandauga, o f — integruojama toje sandaugoje funkcija.
Tada beveik visiems (w1, ...,ws—1) mato p1 X ... X ps—1 atvilgiu funkcija
flwr, o, ws—1,ws) (kaip ws funkcija) yra ps integruojama; beveik visiems
(W1, ey ws—2) Mmato py X ... X ps_o atzvilgiv funkcija

/ f(wlv"wwsflvws),uls(dws)
Qs

(kaip ws—1 funkcija) yra ps—1 integruojama ir t. t.; beveik visiems wy mato
w1 atzvilgiv funkcija

/Q2 ‘LLQ(dWQ) /QS ILL3(dW3).../QS us(dws)f(wl,WQ,uJ3,...,ws)

yra py integruojama ir

/ fwiy ey ws)pg X o X us(d(wl, ...,ws)) =
Q1 X... X0

- ) / (o). / QG ERr——
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Ir ¢ia funkcijos integruojamuma galima pakeisti jos kvaziintegruojamumu.
Teisingas ir Tonelio teoremos analogas: vietoje integruojamos funkcijos gali-
ma imti neneigiama macia funkcija.

Galima apibendrinti ir kitas Sio skyrelio teoremas. Tai paliekame skaity-
tojui.

Tikimybiu teorijoje nagrinéjamos ir erdviu su matu begaliniu sistemu
sandaugos.

Tarkime, turime seka erdviu su o baigtiniais matais {Q1, Ay, 1}, {22, Az,
ta}, ... Sudarykime sandauga Q = Q7 x Q9 x ... Imkime visas galimas sandau-
gas Ay X .. X Ap X Qi1 XQpyo X, kuriose Ay € Ag, ..., A, € Ay, ...,0n—bet
kuris naturalusis skaiCius, ir sudarykime baigtinio skaic¢iaus tokiu sandaugu
disjunké¢iu sajungu sistema. Ji bus aibés 2 poaibiu algebra. Prapléskime ja
iki jos generuotos o algebros, kuria vél zymeésime A = A; ® A; ® ... Mata vél
i§ pradziu ivedame aibéms Aj X ... X Ay X Qpy1 X Qpgo X .o

/J(Al X oo X An X Qn+1 X Qn+2 X ) = /Ll(Al)/J,n(An),

véliau baigtinio ju skai¢iaus disjunkc¢ioms sajungoms
i . r .
u( U (4] x o x Al x Qg1 X Q2 X )) = p1(A]) g, (AD,).
j=1 j=1

Po to, remdamiesi teorema apie mato pratesima, §i mata galime praplésti
visoms o algebros A aibéms. Ta mata galima zZyméti p = gy X g X ..., 0
gautaja erdve su matu —

{Q7A7 ,U/} = {Q]_,A]_,,U/l} ® {QQaA27M2} X ...

Reikia ir bendresnio atvejo, kai sistema yra begaliné ir bet kokios galios.
Tokios erdveés pravercia atsitiktiniu procesu teorijoje.
Bet kurios netus¢iu aibiu sistemos {Qx,A € A} sandauga vadiname
sistemu
w={wx,A €A}

visuma, kurioje kiekviena A € A atitinka elementas w) i§ Q). Sia sandauga
paprastai zymi

(5) X .
AEA
(5) sandaugos poaibis
A=Bx Qy,
(>\E><SC A)

kai
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B C X QA,
Aes

S C A, yra vadinamas cilindru su pagrindu B, kai S yra baigtinis A poaibis.
Jei cilindras yra pavidalo

(1974

(¢ia S — baigtinis A poaibis, 0 Ay C Q,), tai jis vadinamas staciakampiu.
Jei turime macias erdves {Qy, Ay} (A € A) ir Ay € Ay (A € 9), tai (6)
staciakampi vadiname maciu. Nesunku irodyti, kad visos galimos baigtinés
maciu staciakampiu disjunkéios sajungos sudaro aibiu algebra. Sios algebros
generuota o algebra yra zymima

&) Ax

AEA
ir vadinama o algebru Ay (A € A) sandauga. Mati erdvé
(7) { Vo @A
AEA AEA
vadinama magciu erdviu {Qy, Ax} sandauga ir daznai Zymima
Q{0 Ar}.
AEA

Tarkime, kad (7) maciu erdviu sandaugoje yra duotas tikimybinis matas
P. Imkime bet kuri baigtini aibés A poaibi S. Macioje erdvéje

(8) [V o @
Aes Aes
apibrésime tikimybini mata Ps, kiekvienai aibei
Ae >< A
Aes
priskirdami cilindro su pagrindu A (7) erdvéje mata
Ps(A)=P{Ax ¥ O}
Aese

Mata Pg vadiname mato P projekcija (8) macioje erdvéje. Nesunkiai irodoma
(tai gali padaryti skaitytojas), kad tikimybinio mato P projekciju sistema
{Ps}, kai S perbéga visus galimus baigtinius aibés A poaibius, tenkina
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vadinamaja suderinimo sqlyga: kai Sy ir So, S1 C Sz, yra bet kurie baig-
tiniai aibés A poaibiai, erdvéje

{ X 2 ®~A)\}7

AES2 AESH

projekcija (Ps,)s, macioje erdvéje

{ >< Q, ®¢4,\}7

€S, AES>

sutampa su matu P, .

Kyla klausimas: ar teisingas atvirkstinis teiginys. Sakykime, duota maciu
erdviy sistema {Qy, Ay} (A € A) ir kiekvienam baigtiniam aibés A poaibiui S
nurodytas tikimybinis matas (8) macioje erdvéje. Tarkime, kad maty sistema
{Ps} tenkina suderinimo salyga. Ar egzistuoja (7) macioje erdvéje tikimy-
binis matas P, kurio projekcija kiekvienoje (7) pavidalo erdvéje sutampa su
matu Ps? Bendruoju atveju toks matas, deja, neegzistuoja. Reikia ivesti kai
kuriuos apribojimus. Toks matas egzistuoja, kai aibés 2 yra visu tieses tasku
aibés R, o A, — tiesés tasku visu Borelio aibiu o algebros B (Kolmogorovo
teorema); jos irodyma zr., pvz., [27].

11. LEBEGO-STYLTJESO IR
RYMANO-STYLTJESO INTEGRALAI

8 skyrelyje apibrézéme Lebego—Styltjeso integrala. Jei F' yra apibrézta realiuju
skaiciu tieséje nemazéjanti tolydi i$ kairés funkcija, tai ji generuoja Lebego—
Styltjeso mata pp. Integralas

/ Z F(@)ur(de),

kaip sakéme, yra vadinamas Lebego-Styltjeso integralu ir dar kitaip zymimas
oo
| t@ar).
—00

Si integrala (plg. 9 skyrelio gale ivestaji Radono integrala) galime dar api-
bendrinti. Jei F' yra dvieju nemazéjanciu ir tolydziu is kairés funkciju skirtu-
mas I} — Fy, 0 up it g, — ju generuoti matai, tai pp, — pr, yra apibendrin-
tas matas (arba krtvis). Ji vél zymésime pp ir vadinsime kraviu, generuotu
funkcijos F. Tada integralu skirtuma
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/fupldx /fmdm /de1 /de2)

kai kiekvienas i$ ju ir skirtumas turi prasme, vél vadiname Lebego—Styltjeso

integralu ir vél zymime
[ f@irw)

Galime parodyti, kad jo reikSmé nepriklauso nuo F' israiskos dvieju nemazé-
janciy funkciju skirtumu.

Matematikoje daznai pravercia ir kitokie, vadinamieji Rymano—Styltjeso
integralai. Tarkime, kad F' yra apibrézta baigtiniame intervale [a,b), iSreis-
kiama dvieju apréztu nemazéjanciu tolydziu i$ kairés funkciju skirtumu, o f
— bet kuri realioji funkcija, nusakyta tame paciame intervale. Suskaidykime
intervala [a, b) taskais

a=29g<T1<..<Tp,=>=

i intervalus [zx_1,2). Kiekviename intervale [xp_1,x)) parinkime po bet
kurij taska &. Sudarykime integralines sumas

S—Zf&c F(zp-1))-

Cia laikome F(x,) = F(b — 0). Ji priklausys nuo suskaidymo ir tasku
&, parinkimo. Didinkime suskaidymo tasku skaic¢iu taip, kad suskaidymo
intervaluy ilgiai tolygiai konverguotu i nuli:

max (zy — xg—1) — 0.

1<k<n
Jei egzistuoja riba lim s ir ji nepriklauso nei nuo skaidymo tasku, nei nuo tasku
&, parinkimo budu, tai sakome, kad funkcija f yra integruojama Rymano—
Styltjeso prasme funkcijos F atZvilgiu, o pati riba vadinama funkcijos f
Rymano-Styltjeso integralu funkcijos F atZvilgiu ir zZymima taip pat kaip
ir Lebego—Styltjeso integralas:

[a,b)

Kai F(x) = z, turime iprasta Rymano integrala

/ab f(x)dx

Apibrézdami Rymano-Styltjeso integrala, laikéme F' nemazéjancia to-
lydzia i§ kairés. Taciau apibrézimas tinka ir tada, kai ji yra dvieju bet
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kokiu nemazéjanciu funkciju skirtumas. Tokias funkcijas vadina baigtinés
variacijos funkcijomis. Analogiskai apibréziamas integralas ir intervaluose
(a,b], [a,b], (a,b). Apskritai integralai minétuose intervaluose ne visada su-
tampa. Pavyzdziui, jei a yra funkcijos F' trukio taskas, tai integralas intervale
[a,b] yra lygus integralo intervale (a,b] ir nario f(a)(F(a+0)— F(a)) sumai.

Rymano—Styltjeso integralu begaliniame intervale — visoje realiuju skai¢iu
tieséje ar pustieséje — laikoma integralo baigtiniame intervale riba, kai vienas
ar abu to intervalo galai tolsta begalybén. Antai, integralas tieséje R =
= (—00, 00) nusakomas lygybe

/ T f@dF@) = tim [ f(@)dF),

e Jlab)

jei ta riba egzistuoja, kai a tolsta i —oco, 0 b — i oo nepriklausomai vienas
nuo Kkito.

Kaip matéme, Lebego—Styltjeso integralas yra apibréziamas bet kokiose
maciose aibése, tuo tarpu Rymano—Styltjeso integralas — tik intervaluose,
baigtiniuose ir begaliniuose.

Lebego ir Rymano integralu apibrézimu principai yra i$ esmés skirtingi.
Apibrézdami Rymano integrala, mes grupuojame tiesés taskus, kurie yra arti
vienas kito. Apibrézdami Lebego integrala, tuos taskus grupuojame pagal
funkcijos reiksmiu artuma. Todél Rymano integralas egzistuoja tada, kai inte-
gruojamoji funkcija néra ”labai truki”, o Lebego integralas — Zymiai platesnei
funkciju klasei.

Toliau rasime butinas ir pakankamas integruojamumo Rymano prasme
salygas bei ry$i tarp Rymano ir Lebego integralu.

Mums pravers keletas pazyméjimu.

Tarkime, kad f yra realioji funkcija intervale [a,b). Imkime to intervalo
skaidiniy seka

A4=Tpo < Tp1 < ... <ZTpp, =b (n=1,2,...),

turin¢ia savybes: (n + 1)-asis skaidinys yra gaunamas i n-ojo skaidinio,
pridéjus nauju skaidymo tasku, ir

Ap = max (Tpkp — Tnk—1) — 0
n 1§k:§kn< nk n,k 1) )

kai n — oco. Pazymékime

L = [xn,kflv xnk]v

= i f

Mnk = Sup f(l'),
zE€lnk

(k=1,. . kyn=12.)
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ir iveskime funkcijas
Ap(z) = mpg, kal x € Ly,
Vi(x) = My, kai x € L.
Visiems x € [a, ) turime

A(z) < Ag(z) < .. < fz) < ... < Va(z) < Va(a).

Pazymékime
A(z) = lim A,(x), V(z) = lim V,(z).
Aisku, kad
A(z) < f(z) < V().
Iveskime
kn kn
Sp = ZmnkAnka Sp = Z My Ank;
k=1 k=1

¢ia Apg = Tpk —Tp k1. Pastarosios sumos yra vadinamos apatine ir vir§utine
Darbu! sumomis.

1 teorema. Jei funkcija f yra apréita ir integruojama Rymano prasme
intervale [a,b), tai V(x) beveik visur Lebego mato prasme lygi A(zx) ir

f%)jibf(x)dx =:(L)j£bf(x)dw

Irody m as. IS klasikinés matematinés analizés Zzinome: jei f yra
integruojama Rymano prasme, tai

<mfﬂmm$wumlﬂmm

Apatines ir virSutines Darbu sumas galime isreiksti Lebego integralais

ZmnkAnk = Z/ mnkdl‘ =

/ An( dx—/ An(
Sn:/a Vi (x)de.

1 Gaston Darboux (1842-1917) — pranciizu matematikas.
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Kadangi A,, ir V,, yra tolygiai apréztos (nes funkcija f yra aprézta), tai is
integralo savybiu turime

Sp = /ab Ay (z)dz / /:A(nﬂ)dat7
S, = / "V (@) / "V ().

Vadinasi,

/abA(a:)dx - /abV(a:)dx —(R) /abf(a:)dx.
b

/ (V(z) — A(z))dz = 0.

Kadangi pointegraliné funkcija yra neneigiama, tai ji beveik visur Lebego
mato prasme turi buti lygi nuliui.
I8 nelygybiu A(z) < f(z) < V(x) isplaukia, kad

{z: f(z) # A(z)} C {z: V(z) # Al2)}.

Todél beveik visur

(1) f(z) = A(z).

A(x) yra Borelio funkcija, kaip Borelio funkciju sekos A, (x) riba. Paro-
dysime, kad f yra mati Lebego prasme. Kiekvienam z € R aibé

{o:fz)<z}=({z:A@@) <z}n{z: Az) = V(z)})U
U({z: flz) <z}n{z:Az) # V(z)})

yra mati Lebego prasme, nes pirmuosiuose skliaustuose esanti aibé yra Borelio
aibé, o antruosiuose skliaustuose esanti aibé yra nuliné.
Is (1) pagal 9.12 teorema

/ab flz)dx = /ab A(z)dx = (R) /ab f(z)dz. O

Lema. Tarkime, kad xo nesutampa né su vienu i§ tasky Tpno, ..., Tnk, (N =
=1,2,...). Funkcija f yra tolydi taske xq tada ir tik tada, kai V(z¢) = A(xo)
(ir, Zinoma, = f(xo)).

Irodymas. 1. Tarkime, kad f yra tolydi taske xy. Imkime bet kuri
e > 0. Egzistuoja toks 6 > 0, kad |f(y) — f(zo0)| < §, kai [y — 2] < 4.
Egzistuoja toks ng, kad A\, < 9§, kai n > ng. Jei zg € Lx ir n > ng, tai
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Vi(zo) — f(x0) = Mpi — f(x0) = sup (f(y) — f(zo)) <

YEInk

GRS

ir analogiskai

f(@o) — An(xo) <

Todeél, sudéje abi nelygybes, gauname

| ™

Vn(l‘o) — An(l‘o) <eg

Is cia
V(zg) — A(zo) = nlLIIOlO (Vn(mo) — An(xo)) =0.
2. Tarkime, kad zy nesutampa né su vienu i§ tasku @0, ..., Tng, (N =
=1,2,...) ir V(o) = A(xo). Bet kuriam ¢ > 0 galime rasti toki ng, kad
Vi(zo) — A(zp) < &,

kai n > ng. Jei zg ir yo € (Tn k-1, Tnk), tal

f(y) = f(xo) < My — f(w0) = Va(@o) — f(zo) < Valwo) — An(zo) <€
ir
f(xo) = f(y) < flzo) = mnk = f(x0) — An(z0) < Va(20) — An(20) <,
kai n > ng. Taigi
[f(y) = fzo)| <&,
kai n > ng ir 2o,y € (p k-1, Tnk). Vadinasi, f yra tolydi taske xo. O

2 teorema. Jei funkcija f yra aprézta intervale [a,b), tai ji integruojama
Rymano prasme tame intervale tada ir tik tada, kai jos trukio tasky aibés
Lebego matas yra lygus nuliui.

Irodymas. 1. Jei f yra integruojama intervale [a,b) Rymano prasme,
tai V(z) = A(x) beveik visur Lebego mato prasme. I8 lemos isplaukia, kad
f gali turéti triikkio taskus tik skaidiniu taskuose z,; (n = 1,2,...; k =
= 0,1,...,k,) ir tuose taskuose xp, kurinose V(zg) = A(xg). Vadinasi, ju
aibés matas yra lygus nuliui.

2. Tarkime, kad apréztos funkcijos f trukio tasku aibés T" Lebego matas
yra 0. Tada aibes

{z:V(z) # Alx)} U{zne; n=1,2,..; k=0,1,..,k,}
Lebego matas taip pat yra lygus nuliui, t. y. beveik visur
A() = f(z) = V().
Todél
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/abA(x)da: _ /abf(a:)dx _ /abV(;v)dx.

Sn /" /ab A(z)dx = /ab f(z)dz

Kadangi

' Sn \ /ab V(z)dx = /ab f(z)dz,

gauname
lim s, = lim S,.

n—oo n—oo

Tai reiskia, kad egzistuoja funkcijos f integralas Rymano prasme intervale
[a,b) ir

(R) Lbf(x)dz[lbf(x)dx. O

3 teorema. Jei funkcija f yra tolydi, o F — baigtinés variacijos funkcija
intervale [a,b], tai Rymano-Styltjeso integralas

(2) (RS) w f(z)dF(x)
egzistuoja ir sutampa su Lebego—Styltjeso integralu

3) (LS) f(z)dF (z).
[a;b)

Irodymas. Imkime intervalo [a,b) skaidinius
a=2Tpo < Tpi < ... < Tpg, =b

su salyga

max |Tpk — Tp k-1 — 0,
1<k<kn

kai n — oo. Kiekviename intervale [z, r—1,%nk) parinkime po taska &,f.
Pazymeékime f,,(x) = f(§nk), kal 2y k-1 < = < 2. Kadangi funkcija f yra
tolydi intervale [a, ], tai ji ir tolygiai tolydi. Todél

sup | fn(2) — f(2)] =0,

a<lx<b

kai n — oco. Vadinasi, visiems pakankamai dideliems n

(4) |fu(@)] < f(2) + C;
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¢ia C yra konstanta. Tada suma

kn

Z F(&nk) (F(2nk) — F(2nr-1))

k=1
yra lygi Lebego—Styltjeso integralui (f,,(z) yra paprastoji funkcija)
(LS) -, fn(@)dF (z).
Kadangi funkcija f(z), kaip paprastuju funkciju sekos riba, yra mati, be to,
pagal (4) aprézta, tai pagal 9.16 (Lebego) teorema (ji tinka ir kraviams)
Jm 19) [ p@are = ws) [ p@are)

Gavome, kad egzistuoja integraliniu sumuy riba, t. y. (2) Rymano—Styltjeso
integralas ir jis lygus (3) Lebego—Styltjeso integralui. O



