IV skyrius. MATEMATINES STATISTIKOS
PRADMENYS

1. MATEMATINES STATISTIKOS UZDAVINIAI

Matematiné statistika nagrinéja stebéjimo rezultatu matematinio aprasymo
ir analizavimo budus. Tipiskas matematinés statistikos uzdavinys gali biiti
nusakytas Sitaip. Sakykime, turime aibe objektu, kuriuos tiriame pagal ku-
riuos nors pozymius, o pacius pozymius galime charakterizuoti skaiciais.
Tu skaic¢iu arba vektoriu (jei tiriame keleta poZzymiu) aibe iprasta vad-
inti generaline aibe. Paprastai tiriamojo pozymio pasiskirstymas generalinéje
aibéje néra zinomas. Norint ji nustatyti, reikétu istirti visus generalinés
aibés objektus. Tai gali pareikalauti daug darbo ir 1é8u, o kartais toks tyri-
mas i§ principo néra galimas. Tarkime, kad automatinés staklés gamina
kokias nors pigias detales. Mums riipi tu detaliy svorio pasiskirstymas vi-
soje vienos dienos produkcijoje. Tektu sverti kiekviena detale. Sis darbas
kainuotu daugiau negu pati detaliu partija. Kitas pavyzdys. Fabrikas gamina
elektros lemputes. Reikia suzinoti, kiek laiko vidutiniskai jos dega. Norint
patikrinti visu per diena pagamintu lempuciu degimo trukme, reikétu jas
zibinti tol, kol perdegs. Taip sugadintume visa produkcija. Todél elgiamasi
kitaip: atsitiktinai parenkama generalinés aibés objektu dalis, iStiriamas
reikiamo pozymio pasiskirstymas tame poaibyje ir i§ jo sprendziama apie
to pozymio pasiskirstyma visoje generalinéje aibéje. Parinktoji generalinés
aibés dalis vadinama #mtimi. Taikant matematinés statistikos metodus,
galima jvertinti tiriamojo pozymio pasiskirstyma generalinéje aibéje, kai
zinomas to pozymio pasiskirstymas imtyje.

Matematinés statistikos metodai tinka tik tada, kai imtis yra reprezen-
tatyvi, t. y. kai ji teisingai atspindi tiriamojo pozymio galimu reikSmiu pro-
porcijas generalinéje aibéje.

Imti galima sudaryti jvairiai. Galima atsitiktinai imti kuri nors generali-
neés aibés objekta, po to grazinti ji i generaline aibe ir toliau vél atsitiktinai
imti bet kuri tos aibés objekta. Taciau galima kiekvieno parinkto objekto
i generaline aibe nebegrazinti. Parinkimai gali buti nepriklausomi, bet gali
biiti ir priklausomi.

Matematinéje statistikoje stengiamasi imtis aprasyti atsitiktiniu dydziu
terminais. Paprasciausiu atveju tinka Sitokia schema. Tiriame atsitiktini dydi
su nezinoma pasiskirstymo funkcija. Stebime ta dydi n kartu. Gauname n
stebéjimo rezultatu — imti. IS jos reikia spresti apie nezinoma pasiskirstymo
funkcija. Toliau visur stebéjimus laikysime nepriklausomais. Sudarysime vie-
namacio atsitiktinio dydzio n nepriklausomu stebéjimu matematini modelj.
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Kaip zinome, atsitiktinis dydis yra mati funkcija, atvaizduojanti pirmykste
tikimybine erdve macioje erdvéje {R, B}. Taciau tiriant to dydzio reiksmiu
pasiskirstyma, nebtutina zinoti pirmykstés tikimybinés erdvés — galima ope-
ruoti erdve {R, B} ir atsitiktinio dydzio indukuotu tikimybiniu pasiskirstymu
toje erdvéje (zr. I1.2 skyrelj).

Sakykime, stebime atsitiktini dydi, indukuojanti tikimybine erdve
{R,B, Py}. Apie to dydzio tikimybini pasiskirtyma Py Zzinome tik tiek, kad
jis priklauso pasiskirstymu klasei { Py, 8 € ©}; ¢ia © gali biti realiuju skaiciu,
arba erdves R®, s > 1, tasku, arba ir dar sudétingesné aibé. Sakykime, zinome,
kad stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal Puasono désni su
nezinomu parametru A; tada aibe © galime laikyti visu realiuju teigiamu
skaiciu aibe (0,00). Jei atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal normaluji désni
N(a,o?) su nezinomu vidurkiu a ir nezinoma dispersija o2, tai aibé © gali
biiti erdvés R? aibé R x (0,00). Taciau apie atsitiktini dydi galime turéti ir
maziau informacijos. Sakysime, galime zinoti, tik kad jis yra diskretusis arba
tolydusis. Tada © teks laikyti daug sudétingesne aibe.

Atsitiktinio dydZzio n stebéjimu bus n-matis atsitiktinis vektorius X =
= (Xy,...,X,). Kadangi stebéjimai yra nepriklausomi, tai X, ..., X, bus
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. X pasiskirstyma nusakys jo indukuota
tikimybiné erdve

{Rn,Bnapﬁ} = {Rn7Bn7Pén} = {Ra Ba P(?‘}n

(zr. V.10 skyrelj). Atsitiktinis dydis X}, atitinka k-aji stebéjima, o vektorius
X = (Xy,...,X,,) yra atsitiktiné, arba matematiné, imtis. Konkreti to vek-
toriaus reiksmé z = (z1,...,2,) yra konkreti imtis arba atsitiktinés imties
X = (Xy,..., Xp) realizacija. Erdvé {R,B, Py} paprastai vadinama imciy
erdve.

Kartais stebéjimu skaic¢ius n yra labai didelis. Tada tikslinga kalbéti apie
begaline nepriklausomu stebéjimu seka. Jos matematinis modelis yra erdvé
{R, B, Py}*°. Kiekvienam n erdve { R, B, Py}" galima traktuoti kaip begalinés
erdviu sandaugos poerdvi.

Didzioji dalis klausimu, kuriuos tenka spresti matematinéje statistikoje,
yra dvieju tipu.

1. Ivertinimu teorija. Jostikslas — nurodyti metodus, kuriais ga-
lima butu jvertinti stebimojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija arba
kitas pasiskirstymo charakteristikas: vidurki, dispersija ir pan. Daznai, re-
miantis kokiais nors teoriniais samprotavimais ar praktine patirtimi, galima
teigti, kad pasiskirstymo funkcija yra zinomo analizinio pavidalo, bet pri-
klauso nuo vieno arba keliu nezinomu parametru 6. Reikia tuos parametrus
ivertinti.

Panagrinésime pavyzdi. Metame moneta. Realios monetos néra simet-
riskos. I stebéjimo rezultatu reikia ivertinti herbo atsivertimo tikimybe p.
Su monetos metimu galime susieti atsitiktini dydi, igyjanti reiksme 1, kai at-
siverc¢ia herbas, ir 0, kai atsivercia kita monetos pusé. To dydzio pasiskirstymo
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funkcija

(1 —ple(y) +pe(y —1)
priklauso nuo nezinomo parametro p; ¢ia e(y) yra I11.7.2 teoremos irodyme
nusakyta vienetiné pasiskirstymo funkcija.

Suprantama, i$ stebéjimo rezultatu negalime tiksliai nusakyti nezinomu
pasiskirstymo charakteristiku, galime tik apytiksliai jas ivertinti.

2.Hipoteziu tikrinimas. Bet kokia prielaida apie stebimojo
atsitiktinio dydzio pasiskirstymo désni vadiname statistine hipoteze. Reikia
patikrinti, ar stebéjimo duomenys nepriestarauja tai prielaidai. Matematiskai
ta uzdavini galime formuluoti Sitaip. Tarkime, kad stebimojo atsitiktinio
dydzio pasiskirstymas Py priklauso klasei {Py,0 € ©}. Statistine hipoteze
vadinsime prielaida, kad 6 € ©; ¢ia O yra aibés O tikrinis poaibis. Rasoma
H : 0 € ©y. Hipotezé vadinama paprastaja, kai Oy yra sudaryta tik is
vieno elemento, ir sudétingaja, kai aibéje ©¢ yra daugiau elementu. Tikri-
namoji hipotezé, kad 6 € ©g, dar vadinama nuline hipoteze Hy, o hipotezé
H; : 0 € ©\O¢ vadinama alternatyvigja hipoteze, arba tiesiog alternatyva.

Grizkime prie jau minéto pavyzdzio apie moneta. Hipotezé p = 1/2 (mo-
neta simetriska) yra paprastoji; jos alternatyva yra p # 1/2. Hipotezé p > 1/2
yra sudétingoji.

Cia paminéjome tik pora pagrindiniu matematinés statistikos uzdaviniu —
su kitais susipazinsime kituose skyreliuose. Taciau ir ten pateiksime tik maza
dali uzdaviniu, kuriuos nagrinéja matematiné statistika. Sis skyrius yra tik
trumpas ivadas i matematinés statistikos idéjas ir metodus.

2. ATSITIKTINIO DYDZIO EMPIRINES
CHARAKTERISTIKOS

Statistinéms iSvadoms daryti i§ stebéjimo rezultatu naudojamos ivairios
imties funkcijos, i§ tradicijos vadinamos statistikomis. Su jomis tenka at-
likinéti algebrines bei analizines operacijas. Todél naturalu reikalauti, kad
tos funkcijos bitu macios. Apibrésime jas tiksliai.

Tarkime, kad, be erdves {R, B, Py}", tiriame dar ir macia erdve {I",€},
ir funkcija T : R® — T yra (B", &) mati, t. y. T-*(A) € B" kiekvienai
A € &. Tada imties funkcija T(X) = T(X1, ..., X,,) yra vadinama statistika.
Paprastai erdve {T', £} yra {R®, B*}, atskiru atveju {R, B}. Todél statistika
T(X) yra daugiamatis, arba atskiru atveju vienamatis, atsitiktinis dydis. Kai
x = (21, ...,opn) yra konkreti imtis, T'(z) = T(x1, ..., 2,) yra konkreti statis-
tikos reiksmeé, jos realizacija.

Viena i§ pagrindiniu statistiky yra vadinamoji empiriné pasiskirstymo
funkeija Fp,(y). Ji apibréziama Sitaip:

Faly) =5 S0 1,

X<y
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kitaip tariant, tai yra mazesniu uz y imties elementu X} skaicius, padaly-
tas i n. Ta funkcija galime ir kitaip apibrézti. Surasykime imties elementus
didéjancia tvarka. Gausime vadinamaja variacine seka

Xr<X;<..<X:

Tarkime, kad Y7 < Y, < ... < Y, yra skirtingi imties elementai, pasikarto-
jantys atitinkamai Ny, Vs, ..., N, kartu. Tada empirine pasiskirstymo funkcija
galime uzraSyti pavidalu

Ny,

Yi<y

Atkreipsime démesi, kad Sioje formuléje Ny ir r yra atsitiktiniai dydziai.
Pasiskirstymo funkcija kiekvienam y € R, aisku, yra atsitiktinis dydis. Jei
(21, .., xn) yra konkreti imtis, tai F, (y) realizacija bus pasiskirstymo funkcija

1 Nyn,
n n
<y Ym <Y

¢ia y1, ..., ys — skirtingi variacinés sekos realizacijos elementai, pasikartojantys
atitinkamai nq, ..., n, kartu.

Apibrésime empirinius momentus. Analogiskai I11.9 skyreliui (pradiniu)
empiriniu l-uoju momentu vadinsime

o0 1 n
Az=/ yldfn(y)=EZX,i (1=1,2,..).

> k=1

Visi jie, aisku, egzistuoja. Pirmasis empirinis momentas, arba empirinis
vidurkis, paprastai zymimas X:

g Xt X,
n

l~uoju empiriniu centriniu momentu vadinsime

— 00

oo _ 1”
Ml:/( — X)) dF,(y ﬁkz_lxk— (1=1,2,..).

Antraji empirinj centrini momenta, arba empirine dispersija, Zymeésime

n

52 = %Z(Xk - X)%

k=1

Is dispersijos savybiu (zr. I1.9 skyreli) isplaukia
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n

1 _
ST=-3 X7 - X2
n
k=1

Dydis
- (S ar)”
k=1

vadinamas empiriniu vidutiniu kvadratiniu, arba empiriniu standartiniu,
nuokrypiu. Visi tie dydziai yra atsitiktiniai. Konkrec¢ioms imtims (1, ..., 2,)
gauname tu dydziu realizacijas

1 !
a =) Ty (1=1,2,..),
k=1
_ T + ... +xn
z= ,
n
1 l
my = 52(% - (1=1,2,.),
k=1
§% = 1 Z(xk —7)%
n
k=1
1< 1/2
s = (f (v, — T )
"=

Tarkime, kad 0 < p < 1. Empiriniu p-kvantiliu laikome atsitiktini dydi
Xp = Xjup 415

¢ia [np] yra skai¢iaus np sveikoji dalis, o X [*np] 41 variacinés sekos narys su
numeriu [np] + 1 . Kai p = 1/2, turime empirine mediang; kai p = 1/4,3/4,
turime apating ir virsuting empirinius kvartilius. Kartais dar vartojami em-
piriniai deciliai, procentiliai ir pan.

Paminésime dar viena empirine charakteristika — imties ploti

max Xy — min X =X — X7.
1<k<n 1<k<n

Vartojamos ir kitokios empirinés charakteristikos.
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3. STEBEJIMO DUOMENU GRUPAVIMAS

Stebéjimo duomenys retai buna ” grazus” skaiciai. Tokie jie buna tik viduriniu
mokyklu matematikos uzdavinynuose, o praktiniuose uzdaviniuose — papras-
tai labai "negraziis”. Todél, kai stebéjimo duomenu daug, juos apdoroti gana
sunku. Skaic¢iavimams palengvinti stebéjimo duomenys paprastai apvalinami
ir grupuojami.

Intervalas, kuriame telpa stebéjimo duomenys x1, ..., x,, paprastai skaido-
mas | intervalus [1; —h/2, 7,4+ h/2); ¢ia 7 = 1o+ hi(l = 0,£1, ...), h — atitinka-
mai parinktas skai¢ius. Duomenys, pateke i intervala [r, — h/2, 7 + h/2),
pakeic¢iami skaiciais 7;. Taip elgiantis, galima gerokai suprastinti skai¢iavimus,
jei tik skai¢iai 79 ir h tinkamai parinkti. Skaic¢ius 7; reikia parinkti kuo
?grazesnius”. Kuo skaicius h bus didesnis, tuo paprastesni skaic¢iavimai,
bet tuo didesné bus padaryta paklaida. Ir atvirksc¢iai, kuo mazesnis h, tuo
skai¢iavimai sudétingesni, bet paklaida mazesné.

Panagrinésime, kaip apskai¢iuojami empiriniai momentai, naudojantis
sugrupuotais duomenimis. Pradinius momentus, gautus i§ sugrupuotu duo-
menu, zymeésime a;, centrinius momentus — m; Tarkime, kad intervale
[1 — h/2,7 4+ h/2) yra n; stebéjimo duomenu. Tada

1 ,
I j.
ay = % Ty

sumuojame pagal visus intervalus, kuriuose yra stebéjimo duomenu. Analo-
giskai

1 .
! 1\J
m; = E n(m —ay)’.
1
Tos formulés rodo, kad skai¢iavimai su sugrupuotais duomenimis yra pa-

prastesni. Taciau, kaip minéjome, padarome paklaidas. Separdas' pasitilé
apytiksles formules

, o1 Wi (h>2r
m, X —— 5 ms—2r,
T i1 = e+ 1)\2) T

kuriomis naudojantis, dazniausiai pasitaikanciais atvejais gaunamos mazesnés
paklaidos. I§ ¢ia, pasinaudoje rySiu tarp centriniu ir pradiniu momentuy,
galime gauti ir apytiksles formules pradiniams momentams. Tu formuliu
pagrindima galima rasti [6] knygoje. IS ju gauname

L W.F. Sheppard — anglu statistikas.
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alzal,
1
a2~a’2—ﬁh2,
1
agzag—z 1h?,
1 7
~aq — = /h2 7}14
a4 & g — 503 +240 )
1
mgwm’z—ﬁhQ,
mgzmg,
1 7
my =~ mil — iméh2 —+ %h4,

Matome, kad a; nuo a; bei m; nuo m} skiriasi papildomais démenimis —
Separdo pataisomis.

Yra ir kitokiu pataisu.

Stebéjimo duomenys daznai vaizduojami grafiskai jvairiais budais. Pami-
nésime tik vadinamasias histogramas. Kiekvienam intervalui [r,—h/2, 7;4+h/2)
bréziame stac¢iakampi, kurio pagrindas yra tas intervalas, o plotas lygus n;/n
(kitaip tariant, aukstine lygi n;/(nh); zr. 33 pav.).

Pavyzdys Automatinés staklés gamina rutuliukus. I§ vienos dienos
produkcijos parinkome 60 rutuliuku (kiekviena karta grazindami rutuliuka atgal)
ir imatavome ju skersmenis. Matavimu duomenys $itokie (milimetrais):

7,45 7,36 7,42 7,40 7,28 7,38 7,25 7,34 7,33 7,32
733 7,30 7,32 7,30 7,39 7,34 7,38 7,39 7,27 7,35
7,35 7,32 7,35 7,27 7,34 7,32 7,38 7,41 7,36 7,44
7,32 7,37r 7,31 7,46 7,35 7,35 7,29 7,34 7,30 7,40

Suskai¢iuosime pirmuosius keturis imties momentus. Po gana varginanciy skai-
¢lavimu galime gauti (autorius naudojosi kiSeniniu programuojamu kalkuliatoriumi)

a1 =T =7,3490; a2 ~ 54,10267; a3 ~ 396,957690; a4 ~ 2917,641561;
ma = s> & 0,002466; m3 ~ —0,000001; m4 ~ 0,000016.

Skaic¢iavimus palengvinsime, sugrupave duomenis. Grupavimo intervalo ilgi im-
sime lygu 0,04. Pasirinktus skaic¢ius 7; ir n; suraSysime lenteléje:
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n 726 730 7,34 738 742 746

ny 5 9 20 14 9 3

Vel apskai¢iuosime pirmuosius keturis momentus. Skai¢iavimai bus trumpesni.
Gausime

ay = 7,354667; as ~ 54,093733; as ~ 397,879800; aj ~ 2926, 697274;

my A~ 0,002612; mj3 &~ 0,000008; mj ~ 0,000017.

_ Kaip matome, gautos reikmeés nedaug skiriasi nuo anks¢iau apskaic¢iuotuju. Su
Separdo pataisomis turétume

ay = 54,003600; ay = 397,876858; ay ~ 2926, 653999;
my a2 0,002478; my ~ 0,000015.

Tos pataisos §iuo atveju nedaug padeda. Praktiniuose skai¢iavimuose nereikétu imti
tiek daug skaitmenu po kablelio. Cia noréjome tik pademonstruoti metodo tiksluma.

4. PAKANKAMOSIOS STATISTIKOS

Is visu galimu statistiku iSskirsime labai svarbia ju klase — pakankamasias
statistikas. Sia savoka ivedé R. FiSeris.

Pameéginsime pakankamosios statistikos savoka paaiskinti paprastu pa-
vyzdziu. Sakykime, turime n nepriklausomu eksperimentu. Po kiekvieno
eksperimento gali jvykti kuris nors ivykis su nezinoma tikimybe p (Bernulio
eksperimentai). Tarkime, kad X, = 1, kai tas ivykis ivyko po k-ojo eks-
perimento, ir X, = 0, kai jis neivyko. Imtis (X1,..., X,,) rodo skai¢iu T' =
= X7 + ... + X, ir numerius eksperimentu, kai stebimasis ivykis ivyko. Intu-
ityviai aiSku, kad tu numeriu zinojimas neduoda jokios papildomos informa-
cijos apie p reikSme. Tai galima paaisSkinti ir Sitaip. Imkime tokius skaicius
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xp (K = 1,...,n), lygius 0 arba 1, kad bitu z; + ... + x, = t. Salyginis
(X4,...,X,,) pasiskirstymas, kai T = ¢,

PXy =1, Xp =1 | T =1) = 1/(?)

nepriklauso nuo p. Galime laikyti statistika T" = X7 + ... + X,, pakankama
parametrui p ivertinti.

Pateiksime grieztus apibrézimus.

Nagrinésime tikimybinj-statistini modeli {R",B", Py}, 8 € © C R®,
aprasyta 1 skyrelyje. Tarkime, kad T : R™ — R*® yra (B",8°) mati funkcija.
Sakysime, kad statistika T'(X) yra pakankama pasiskirstymu klasei {Py, 6 €
€ O}, jei egzistuoja salyginés tikimybes variantas Py (B|T(X)), nepriklausan-
tis nuo 6. Taip pat sakoma, kad statistika T'(X) yra pakankama parametrui
0, jei aisku apie kokia © kalbama.

Teorijai suprastinti laikysime, kad tikimybiniu pasiskirstymu klasé
{Py, 0 € O} tenkina reikalavima: egzistuoja o baigtinis matas p, apibréztas
macioje erdvéje {R™, B}, ir p integruojama funkcija pg(x), apibrézta erdvéje
R™, su salyga

Po(B) = /B po () u(der)

visiems 6 € O ir visoms B € B"; kitaip tariant, matai Py yra absoliuciai
tolydus mato p atzvilgiu (zr. V.9 skyrelj). Funkcija pg galime vadinti tankiu
mato | atzvilgiu. Sakome, kad matas u dominuoja pasiskirstymu klase
{Py, 6 € O}, o ta klasé yra dominuota.

Sios savokos vartojamos ir tada, kai {Py, § € O} yra bet kuri tikimybiniu
pasiskirstymu klasé, nesusijusi su minétuoju tikimybiniu-statistiniu modeliu.

Nors dominavimo reikalavimas Siek tiek susiaurina nagrinéjamu pasiskirs-
tymu klase, bet ji tenkina visi praktiniuose uzdaviniuose pasitaikantys pa-
siskirstymai.

Panagrinésime keleta pavyzdziu.

1 pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes
pagal normaluji désni N (a, 0?) su nezinomais parametrais a € R, o > 0. Tikimybinj
mata P, ,2), remiantis Lebego integralu, galima uzrasyti Sitaip:

Pla,o2)(B) = ﬁ /B exp{ - % i(rk — a)z}dx,

Taigi klase {P(,,,2),a € R,0 > 0} dominuoja Lebego matas.
2 pavyzdys. Nesunku suvokti, kad ir bendresniu atveju, kai stebimasis

atsitiktinis dydis yra absoliuciai tolydus ir jo tankis yra pg(u),

779(3)Z/pe(xl)...pe(xn)dx,
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Ir Siuo atveju Lebego matas dominuos klase {Py,0 € O}.

3 pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes
pagal Puasono désni su parametru A > 0. Tada atsitiktiné imtis (X1, ..., X,) igyja
reikdmes (z1, ..., Tn) su sveikomis neneigiamomis koordinatémis ir tikimybémis

/\z1+...+zn —an
—e
x1!...xy,!
Imkime funkcija
A11+-»-+1n N
— AT
pk(xlv"wxn): ﬁe )
L1 Tyt

kai z1,...,zn yra sveikieji neneigiami skaiciai, ir lygia 0 kitais atvejais (arba bet
kaip apibrézta, kad tik p, butu Borelio funkcija). Visoms erdvés R™ Borelio
aibéms pazymékime p(B) skaic¢iuy tasku su sveikomis neneigiamomis koordinatémis
aibéje B. Si aibés funkcija yra o baigtinis matas macioje erdvéje {R™, B"}. Klasés
{Px, A > 0} matus galime parayti Sitaip:

PA(B):/px(xl,...,xn)u(dw).
B

Juos dominuoja matas p.

4 pavyzdys Nagrinékime bendresni atveji, kai stebimasis atsitik-
tinis dydis yra diskretusis ir igyja reikSmes iS baigtinés arba skaiCios aibés A
su tikimybémis pg(u), u € A, 0 € O. Kiekvienai B € B" pazymékime u(B)
skai¢iu tasku (x1, ..., zn), kuriu koordinateés zx € A (k = 1,...,n). Imkime funkcija
po(z1, ..., zn) = po(x1)...p0(zn), kai z, € A (k = 1,...,n), ir laikykime ja lygia 0
kitiems (z1, ..., zn). Tada

PQ(B):/pg(ml,...,xn)u(daﬁ).

Vél turime dominuojama pasiskirstymu klase {Py, 6 € O}.

Pakankamasias statistikas apibrézéme, remdamiesi salyginémis tikimybé-
mis. Jomis ne visada patogu operuoti. Tac¢iau dominuojamiems pasiskirsty-
mams galima rasti gana paprasta vadinamaji faktorizavimo kriteriju, nusa-
kyta Sitokios teoremos.

Teorema. Tarkime, kad T : R™ — R*® yra (B™, B®) mati funkcija. T(X)
yra pakankama pasiskirstymy klasei {Py, 0 € O}, dominuojamai mato p su
tankiu pg, tada ir tik tada, kai visiems 0 € © egzistuoja tokia neneigiama
(B, BY) mati funkcija go : R® — R ir tokia Borelio funkcija h : R* — R™,
nepriklausanti nuo 0, kad visiems 6 € ©

u{po(x) # g0 (T(@)h(x) | =0,

kitaip sakant,
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(1) po(z) = go(T(z))h(z)

beveik visur mato p atZvilgiu.

Irodymas. Teorema irodinésime tik diskretiesiems pasiskirstymams.
(Bendra jos irodyma galima rasti, pvz., [20] knygoje.) Siuo atveju, norint
nustatyti pakankamaja statistika, uztenka reikalauti, kad lygybés

(2) Po(x) = go(T(2)) h(2)

su pakankamosios statistikos apibrézime nurodytomis funkcijomis gy ir h butu
teisingos tiems xz € R", kuriems Py(z) > 0.

Pirmiausia irodysime pakankamuma. Tarkime, kad (2) lygybé yra teisinga.
Fiksuokime z ir ¢. Laikydami Py (T(X )= t) > 0, i lygybeés

Po(X = 2, T(X) =t
Po(X = 2|T(X) =t) = O(Pe(T(X)(zf) |

gauname

kai T'(x) # ¢, ir

Po(X = 2|T(X) =1t) = PZDGT(E(Xi) -
_ go(t)h(z) _ h(z)
go(t) D h(y) h(y)
{y:T(y)=t} {y:T(y)=t}

kai T'(z) = t. Matome, kad salygine tikimybe Py(X = z|T(X) = t) nepri-
klauso nuo 6. Nuo ¢ nepriklauso ir Py(B|T(X) =t).

Dabar irodysime salygos butinuma. Tarkime, kad salyginé tikimybé
Py(X = 2|T(X) =t) nepriklauso nuo 6 ir lygi, sakysime, w(z,t). Jei T'(z) =
=1, tai

Po(X =2)=Py(X =z, T(X)=t) =Ps(X =x,|T(X) =t)x
X Py (T(X) = t) = w(x,t)Py (T(X) = t).

Vadinasi, Ps(X = z) tenkina (2) lygybe. O

(1) formulés desinés puses antrasis dauginamasis nuo 6 nepriklauso, o
norint apskaic¢iuoti pirmaji dauginamaji, priklausanti nuo @, reikia zinoti tik
statistikos T reikSme ir visai nereikia konkre¢iy imties x reikSmiu. Vaizdziai
kalbant, pakankamoji statistika turi ta pacia informacija apie parametra @,
kaip ir visi stebéjimo duomenys.
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5 pavyzdys. Stebimasis atsitiktinis dydis igyja reikS8me 1 su neZinoma
tikimybe «,0 < a < 1, ir reikdme 0 su tikimybe 1 — a. Pagal 4 pavyzdi visiems
zr (k=1,...,n), lygiems 0 arba 1,

a11+.4.+zn(1 n—(z1+...+xn) _

Pa(Z1,...,Tn) = —q)
e ()

l-«o
Statistika X7 + ... + X, yra pakankama parametrui a.

6 pavyzdys. Kaiturime Puasono désni su nezinomu parametru A > 0,
visiems sveikiesiems neneigiamiems xr (k = 1,...,n) (zr. 3 pvz.)

efkn)\xlﬁ»era:n(

p)x(x17--~7x7t) = x1!...:cn!)71

Ir ¢ia statistika X + ... + X,, yra pakankama parametrui A.

7 pavyzdys Imkime normaluji désni N(a,oc?). Atsitiktiné imtis
(X1, ..., X») turi tanki

1 1 — )
3 ————ex { - — E Tk —a }
®) (ovV2m)" P 202 k:1( )
Jei a zinomas, o 0 > 0 — nezinomas, tai statistika

n

Y (Xi—a)

k=1

yra pakankama parametrui o?. Kai o Zinomas, o a € R — nezinomas, uzrade (3)
pavidalu
0 Lo { - 29 1 &S exp { - 51 >t}
————expy — — + — T XpY — —5 Tk ()
(oV/2m)n P 202 o2 k P 202 Pt k

matome, kad statistika X3 + ... + X,, yra pakankama parametrui a. Jei abu para-
metrai @ € R ir ¢ > 0 yra nezinomi, tai i§ (4) idplaukia, kad vektoriné statistika
(T‘l7 TQ), kur

Ti=X14 ..+ Xpn, To=XZ+ ...+ X2,

yra pakankama parametrams (a,o>).

5. SUDERINTIEJI IR NEPASLINKTIEJI IVERCIAI

Kaip minéjome 1 skyrelyje, vienas i§ pagrindiniu matematinés statistikos
uzdaviniy yra nezinomu pasiskirstymo parametru ivertinimas. Daznai, rem-
damiesi kokiais nors samprotavimais, galime pasirinkti nezinomos pasiskirs-
tymo funkcijos pavidala, bet i ji ieina nezinomi parametrai. Reikia ivertinti
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tuos parametrus. Suprantama, remiameés stebéjimo rezultatais — tinkamai
parinkta rezultatu funkcija.

Sakykime, turime tikimybinj-statistini modeli {R", B", Py}, 6 € ©. Tir-
sime atveji, kai © yra realiuju skai¢iu aibé. Nezinoma parametra 6 reikia
ivertinti, remiantis imtimi X = (Xy,..., X, ). Kiekviena realiaja statistika
0*(X) = 0* (X4, ..., X,,) vadinsime parametro 0 jvercio funkcija, arba tiesiog
jver¢iu. Zinoma, ne kiekviena statistika tiks tam reikalui. Ji turi biiti kokia
nors prasme artima nezinomojo parametro reikSmei. ISskirsime dvi R. Fiserio
ivestas jverciu klases: suderintuosius ir nepaslinktuosius jvercius.

Tarkime, kad 0% (X1, ..., X,,) (n =1,2,...) yra iverciu seka. Sakysime, jog
ji yra suderinta, jei kiekvienam ¢ > 0

Po(105(X1,...., X)) — 6] > €) — 0,

kai n — oo, visiems 0 € O, t. y. 0}, konverguoja i 6 pagal tikimybe. Tai reiskia,
kad su tikimybe, kiek norima artima 1, 67 (X) kiek norima mazai skirsis nuo
0, jei tik n bus pakankamai didelis. Paprastai (nors tai ir néra tikslu) ne
tik seka, bet ir kiekvienas 6 vadinamas suderintu. Siame apibrézime tenka
operuoti erdve {R, B, Py}*.

Galima kalbéti ne tik apie nezinomo parametro 6, bet ir apie jo funkcijos
1 (0) suderintaji jverti. Tinka analogiskas apibrézimas.

1 pavyzdys. Sakykime, stebime atsitiktini dydi su nezinomu vidurkiu
a € R. Parodysime, kad X yra suderintasis parametro a jvertis. Reikia irodyti, kad
X konverguoja pagal tikimybe i a, kai n — o0, t. y. kiekvienam € > 0

P.{

kai n — oo. Taciau §is teiginys iSplaukia i§ Chinéino II1.3.3. (Zr. taip pat II1.10.3
pavyzdi) teoremos.

1
E(Xl +..+Xn)—a

>6}—>0,

2 pavyzdys. Jei stebimasis atsitiktinis dydis turi zinoma vidurki a, bet
nezinoma dispersija o2 > 0, tai statistika

n

2_1 _ 2
SO*nZ(Xk a)

k=0

yra suderintas o2 jvertis. I3 tikruju, pritaike Chincino teorema atsitiktiniams dy-
dziams (X% — a)?, gauname, kad kiekvienam ¢ > 0

sz{’% zn:(Xk —a)’ —o’

k=1

ZE}—>0,

kai n — oo.

3 pavyzdys. Jeistebimasis atsitiktinis dydis turi nezinoma dispersija
0% > 0 ir jo vidurkis a € R yra taip pat nezinomas, tai
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n

1 _
S? = = > (X - X)°
k=1

yra suderintas parametro o jvertis. Irodysime ta teigini.
Kadangi

n

§ = 23 (K —a) (X =)’ = -3 (K~ )~ (X —a) =
:Sg:(Xfa){ 7

tai

2 2
SQ*G'

P(a,a2) { ‘Sz - O'2

25} Sp(a,a2){ 2 g}+

- 3}

Pasinaudoje 1 ir 2 pavyzdziu rezultatais, gauname reikiama teigini.

+ P(a’UZ){’X —a

Sakykime, turime realiaja integruojama statistika 6* = 6*(Xy, ..., X,,),
kuria norime jvertinti nezinoma parametra 6 € ©. Dydi Mp6* (X1, ..., X,,) — 6
natfralu vadinti jvercéio poslinkiu, arba sistemine paklaida. Cia indeksas
prie vidurkio zenklo M rodo, kad vidurkis imamas mato Py atzvilgiu. Jei
visiems 0 € ©

Meo*(Xla 7Xn) = 07

tai sakome, kad ivertis 0* yra nepaslinktas.
Panasiai galime apibudinti ir parametro funkcijos ¢(6) ivercius.

4 pavyzdys. X yra nepaslinktasis nezinomo vidurkio a jvertis, nes
1 n
M.X =~ > M.Xy =a.
k=1

5 pavyzdys. Jelatsitiktinis dydis turi zinoma vidurki a, bet nezinoma
dispersija 0% > 0, tai statistika S7 yra nepaslinktasis o2 jvertis. I$ tikruju

1 n
M,»S? = - ZM(,Q (X — a)? = o>
k=1

6 pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis turi nezinoma
vidurki @ € R ir nezinoma dispersija o2 > 0. Panagrinésime statistika



Suderintieji ir nepaslinktieji jiverciai 277

5% — % (Xi —a)? — (% i(xk fa))z -

R Rt 3 et

k=1 1<j<k<n

1
M(a,O.Z)SQ == (1 - 7)0’2.
n

Vadinasi, S? néra nepaslinktasis o2 jvertis. Kuo mazesnis n, tuo didesnis poslinkis
(kai n = 2, M(ayaz)S2 = ¢?/2). Dideliems n tas poslinkis yra nedidelis: jis konver-
guoja i nuli, kai n — co. Todél sakoma, kad jvertis S yra asimptotiskai nepaslinktas.
Pastebésime, kad

n

1 <« _
St = 5% = > (x5 - X)?
k=1

n—1 n—1

yra nepaslinktasis o2 jvertis.

Tam paciam nezinomam parametrui ivertinti galime sudaryti daug ne-
paslinktuju iver¢iu. Matéme, kad X yra nepaslinktasis vidurkio a ivertis.
Imkime kokius nors pastovius skai¢ius ¢, ..., ¢, tenkinancius salyga g1 + ... +
+q, = 1, ir sudarykime statistika

V= Q1X1 + ...+ ann
Kadangi

MV =) Mo Xp =0y = a,
k=1 k=1

tai V yra taip pat nepaslinktasis a jvertis. X yra specialus jo atvejis, kai
g1 = ... = g = 1/n. Ivairiai parinkdami skai¢ius ¢y, ..., ¢,, galime gauti be
galo daug nezinomo parametro a jverc¢iu. Kuris i§ ju geriausias?

Jei turime du nezinomo parametro 6 jvercius, tai natturalu laikyti geresniu
ta, kurio reikSmeés yra maziau iSsibarsc¢iusios apie parametra 6. Issibarstymo
mata galime parinkti jvairiai. Patogus ir dazniausiai vartojamas yra antrasis
momentas My (0* —0)?, jei jis egzistuoja. Jei ivertis * yra nepaslinktasis, tai
tas dydis yra ivercio dispersija.

Tarkime, kad {Py, 0 € O} yra netuséia tikimybiniu maty sistema erdvéje
{R™,B"} ir ¢ : ® — R. Kiekvienam 6, € © pazymékime Hp, klase visu
nepaslinktuju ¢(0) iverc¢iu T' = T'(X), turinciy dispersija Dg,T'. Sakome, kad
Y(0) ivertis Ty € Hp, turi lokaliai maZiausia dispersija taske 6 = 6, jei
visiems T' € Hy, teisingos nelygybés

M, (To — $(60))° < My, (T — 1(65))”.
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Jei H yra klasé visu nepaslinktuju ¢ (0) iver¢iu T' = T(X), visiems 6 € ©
turinc¢iu dispersija DyT, tai sakome, kad () ivertis Ty € H turi tolygiai
maziausiq dispersija, kai visiems 6 € © ir visiems T' € H teisingos nelygybés

Mo (To — $(68))° < My(T — 4 (0)).

1 teorema. PazZymékime K klase visu realiyjy statistiky W, turinciu
savybes MaW = 0, MgW? < co. Tarkime, kad jverciy klasé H néra tuséia.
V() jvertis Ty € H turi tolygiai maZiausia dispersija tada ir tik tada, kai
kiekvienai statistikai W € K ir visiems 60 € ©

MoWTy = 0.

Atkreipsime démesi, jog is Kosi nelygybés isplaukia, kad MygW T, egzis-
tuoja.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, kad Ty turi tolygiai
maziausia dispersija ir kuriam nors 6y € © bei kuriai nors Wy € K teisinga
nelygybé My, WyTy # 0. Kiekvienam realiajam X ivertis Ty + AW, € H.
Vidurkis My, W negali biiti lygus 0, nes tada ir My, WoTp biitu lygus 0.
Imkime \g = —Mp, WoTo/Mp,W¢. Tada gautume

Doy (To + AoWo) = Dy, Ty + 220 Mo, WoTp) + NgMp, W =
MOQOWOTO

= Poto =y wr
0

< DgoTo,

bet tai priestarautu prielaidai, kad Ty turi tolygiai maziausia dispersija.

Pakankamumas. Tarkime, kad kuriam nors iverc¢iui Ty € H ir
visiems 0 € O bei visoms statistikoms W € K teisinga lygybé

MyWTy, = 0.
Kiekvienam jverciui T' € H turime Ty — T € K. Vadinasi, visiems 0 € ©
My(Ty — T)Tp = 0,

t.y.
MyTg = MyT,T.

Is Kosi nelygybés iSplaukia
MyT3 < (MyTy - MpT?)'/2.
Jei MyTg = 0, tai nieko nereikia irodinéti. Jei MpTg > 0, tai

MyTE < MyT?.
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Tai ir reikéjo irodyti, nes MyTy = MpT = (). O

[ver¢iams su lokaliai maziausia dispersija teisinga analogiska teorema.

2 teorema. Pazymékime Ky, klase visy realiyju statistiky W, turinciy
savybes Mg, W = 0, Mg, W? < oco. Tarkime, kad jverciy klasé Hy, néra
tuscia. ¥(0) jvertis To € Hyp, turi lokaliai maZiausiq dispersijq taske 0 = 6y
tada ir tik tada, kai kickvienai statistikai W € Ky,

My, WT, = 0.

Irodymas analogiskas 1 teoremos irodymui.

1 ir 2 teoremos nurodo buda, kaip patikrinti, ar ivertis turi maziausia
dispersija. Konstruojant tokius jvercius, pravercia dvi toliau irodomos teore-
mos.

3 (Rao'-Blekvelo?) teorema. Tarkime, kad pasiskirstymuy sistema
{Py, 0 € O} turi pakankamaja statistikq T ir jwerciu klasé H néra tuscia.
Tada salyginio vidurkio variantas My(V|T), V € H, pagal pakankamosios
statistikos apibrézima nepriklausantis nuo 0, yra 1(0) nepaslinktasis jvertis.
Be to, visiems 6 € ©

(1) Mo (My(V|T) = 1(6))* < Mo (V — (8))”.

Si formulé virsta lygybe visiems 0 € © tada ir tik tada, kai V. = My(V|T)
beveik visur maty Py atzvilgiu.

Irodymas. Pagal I1.10.4 teorema
My(My(V|T)) = MyV.

Todél M(V|T) yra nepaslinktasis ¢(6) ivertis. Vadinasi, pakanka visiems 0 €
€ O irodyti nelygybe

My (My(V|T)) < MoV,

Kadangi MyV? = My(My(V?|T)), tai pakanka irodyti, kad beveik visur mato
Py atzvilgiu

(2) (My(V|T))* < Mp(V?|T).

Nesunku suvokti, kad atsitiktiniam vidurkiui My(V|T') beveik visur mato Py
atzvilgiu galima taikyti Kosi nelygybe. Gausime, kad beveik visur mato Py
atzvilgiu

1 Calyampudi Radhakrishna Rao (g. 1920 m.) — induy matematikas.
2 David Blackwell (g. 1919 m.) — amerikie¢iu matematikas.
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Mg (V|T) < Mo(V2|T) - Mp(1|T),
o tai ir yra (2) nelygybe.
Jei (1) formuléje kuriam nors 6 turime lygybés zenkla, tai teisinga lygybé
2
(3) My(Mp(V|T))” = MaV?2.
Taciau pagal 11.10.8 teorema
My (VMQ(V|T)) = My (MQ(VMQ(V|T)T)) =
= My (My(V|T)My(V|T)).
Is sios ir (3) formulés
My (V — MQ(V|T)) = MyV? — 2My (VMy(V|T))+
2
+ My (My(V|T))" = MpV? — M, (MG(V|T)) =0.
I8 ¢ia isplaukia, kad V' = My(V|T') beveik visur mato Py atzvilgiu. O
Kita teorema pagrista pilnosios statistikos savoka.

Sakoma, kad pasiskirstymu sistema {Py, 6 € @g, nusakyta erdvéje
{RF B¥}, yra pilna, jei kiekviena Borelio funkcija ¢ : R¥ — R su salyga

/ o(x)Py(dx) =0, 6 € O,
Rk

yra beveik visur lygi 0 visu matu Py, € € ©, prasme.

7 pavyzdys. Nagrinékime binominiu pasiskirstymu sistema {Pp, 0 < 0 <
< 1}, nusakyta erdvéje {R, B} lygybémis

s Yy _ s—y . _
Po(y) = { <y>0 (1-6)"", kaiy=0,1,...s,

0 visiems kitiems y.

Parodysime, kad §i sistema yra pilna. Tarkime, kad kokiai nors Borelio funkcijai ¢

(4) / z)Py(dz) = Zw@()a’w—) =0,0<0<1.
R

Pazymeékime z = /(1 — 0). Tada (4) lygybé virsta Sitokia:
Z@(k)(li)zk =0, 0<z<o0.

k=0

Kadangi s-ojo laipsnio polinomas turi ne daugiau kaip s skirtingu Saknu, o Sis
polinomas virsta nuliu visiems teigiamiems z, tai visi jo koeficientai turi buti
lygts 0. Vadinasi, ¢(k) =0 (k=0,1,...,s).
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Statistika T' yra vadinama pilngja pasiskirstymu sistemos {Py, 6 € O}
statistika, jei jos indukuotu pasiskirstymu sistema {P7, 6 € ©} yra pilna.

8 pavyzdys. Sakykime, atliekame n Bernulio eksperimentu, kuriuose
stebime koki nors ivyki. To jvykio tikimybé p € (0,1) yra nezinoma, bet ta pati
visuose eksperimentuose. Imkime statistika T'(X) = X1 + ... + X, (ivykiu skaiciy,
atlikus n eksperimentu). Jos generuota pasiskirstymu sistema nusakyta 7 pavyzdyje.
Vadinasi, statistika 1" yra pilna Siai pasiskirstymu sistemai.

Daznai statistikos pilnuma padeda nustatyti tolesné teorema.

4 teorema. Tarkime, kad pasiskirstymu sistema {Py, 0 € O}, © C R,
nusakyta erdvéje {R, B}, yra dominuojama kokio nors o baigtinio mato su

tankio funkcija
po(y) = h(y) exp{0 - U(y) + V(0)};
éia h,U yra Borelio funkcijos. Tarkime, kad aibéje © telpa neissigimes inter-

valas. Tada

n

T(X) = S U(X,)
k=1

yra pilna ir pakankama pasiskirstymy sistemos {Py, 0 € O} statistika.

Sios teoremos jrodyma galima rasti, pavyzdziui, [39], p. 98.

5 (LemanolfSeféQ) teorema. Tarkime, kad pasiskirstymy sistema {Py,
0 € O} turi pilna pakankamaja statistikq T ir jvercéiy klasé H néra tuicdia.
Tada kiekvienam V € H sqlyginis vidurkis Mg(V|T) yra nepaslinktasis ¥(0)
wertis su tolygiai maziausia dispersija.

Irodymas. Pirmiausia jrodysime, kad bet kuriems V; € H, Vo, € H
beveik visur matu Py atzvilgiu

(5) Mo(VA[T) = Mp(V2|T).
Pazymékime PJ mata, indukuota statistikos 7. Sakykime, Q@ = T(R").
Kadangi My(V1|T) ir My(Va|T) yra nepaslinktieji ¢(0) iverciai, tai

/Q (Mo (VAIT) — My(Vo|T))dPT

visiems 6 € ©. I matu P/ sistemos pilnumo isplaukia, kad (5) teisinga beveik
visur matu P} atzvilgiu. Taigi visi My(V|T), V € H, sutampa vienas su kitu
beveik visur matu Py atzvilgiu. Pagal 1 teorema ivertis My(V|T) turi tolygiai
maziausia dispersija. O

! Erich Leo Lehmann (g. 1917 m.) — amerikie¢iy matematikas.
2 Henry Scheffé (g. 1907 m.) — amerikiec¢iu matematikas.
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6. IVERCTU SUDARYMO METODAI

Iver¢ius galime sudaryti ivairiais budais. Ta¢iau ne visi bet kaip sudaryti
iverciai bus tinkami. Todél naudinga zinoti bendrus metodus, kuriuos taikant,
galima gauti gerus jverc¢ius. Tokiu metodu yra nemazai. Nagrinésime tik du
is ju.

Istoriskai pirmasis i§ tokiu metodu yra vadinamasis momentuy metodas,
pasiilytas K. Pirsono. Tarkime, kad pasiskirstymu klasé {Py, 0 € O}, © C
C R?, priklauso nuo vektorinio parametro § = (61, ...,05) ir tie pasiskirsty-
mai turi s pirmuju momentu «,.(61,...,6s) (r = 1,...,s). Imame pirmuosius
s empiriniy momentu A, (r = 1,...,s) ir prilyginame juos atitinkamiems
teoriniams momentams. Gauname s lygéiu su s nezinomuju sistema

A =ap(b1,..,05) (r=1,..,s).
Spresime ja 64, ..., 0, atzvilgiu. Jei sprendiniai
0r=0:(X1,...X,) (r=1,...,s)

egzistuoja, tai juos ir laikysime parametru 01, ..., 0, iverciais.

Zinoma, uzuot éme i eilés pirmuosius s pradiniu momentu, galime imti s
kitu momentu, nebutinai pirmuju ir nebutinai pradiniu, jei tik tie momentai
egzistuoja. Taciau i$ pirmuju momenty gauname paprastesnius ir tikslesnius
ivercius.

Paaiskinsime §j metoda pavyzdziu.

1 pavyzdys. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes
pagal normaluji désni N(a,c?) su nezinomais parametrais a € R ir o > 0. Imkime
pirmaji pradinj ir antraji centrini momentus, lygindami teorinius ir empirinius mo-

mentus _
{ X =a,
5?2 = o2
I karto gauname a ir o2 jveréius X ir S2.

Momentu metodas yra labai paprastas, bet ji taikant, ne visada gali-
ma gauti gerus rezultatus. Geresni iverc¢iai gaunami didZiausio tikétinumo
metodu, pasitilytu R. Fiserio 1912 m.

Tirsime pasiskirstymus {Py, 6 € ©}, © C R®, priklausancius nuo keliu
realiy parametru 6 = (64, ..., 6;) ir dominuojamus mato p su tankio funkcija

Po(z) = po(1).-po(zn)

(zr. 4 skyreli). Parametro 6 € © reiksmeéms ir taskams z = (21, ...,z,) € R”
su salyga pp(z) > 0 apibrézkime funkcijas

h(6, ) = po(x1)...po(2n)

ir
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1(0,2) =Inh(0,2) =lnpg(z1) + ... + Inpg(zn).

Funkcija
H(0) = H(0,X) = po(X1)...po(Xy)

vadinama tikétinumo funkcija. Nagrinéjamas ir jos logaritmas
LO)=L(0,X) =Inpg(X1) + ... + Inpe(X,,).

h(0,z) ir 1(0,x) yra ju realizacijos. Jei egzistuoja statistika 6* = 0*(Xq, ...,
X,), tenkinanti salyga
1(6) = sup ((6),
0co
tai ji vadinama parametro 0 didZiausio tikétinumo jverciu.
Jei © yra s-matis intervalas, {(f) turi maksimuma jo viduje ir yra dife-
rencijuojama 61, ..., 85 atzvilgiu, tai jos maksimumo taske

OH(0) _ _
a0, =0 (r=1,..5s)
arba oL(0)
20, =0 (r=1,..,9).

Vadinasi, didziausio tikétinumo jvertis yra $iu, vadinamuju didziausio tikéti-
numo, lygcéiu sprendinys. Daznai tos lygtys turi tik viena sprendinj.

2 pavyzdys. Tirkime Puasono pasiskirstyma su nezinomu parametru
A > 0. Pagal 4.3 pavyzdj tikétinumo funkcija

)\X1+...+Xn
HQ) = X1 X!

—An

e

IS cia

L) ==+ (XxInA—In Xy!).

k=1

Diferencijuodami pagal A, gauname didziausio tikétinumo lygti

oL 1

I$ jos randame didziausio tikétinumo ivertij

=X,

3 pavyzdys. Panagrinékime normaluji désni N(a,o?) su zinomu o2, bet
nezinomu a € R. Pagal 4.1 pavyzdj tikétinumo funkcija
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n

0 = g 7 { = 33 D% =)

k=1
ir jos logaritmas

1 - )
L(a) = —nln(cv27) — 557 > (X —a)’.
k=1
Didziausio tikétinumo lygtis yra

n

0L 1

k=1
I8 jos gauname didziausio tikétinumo iverti

- =X.

4 pavyzdys. Jei turime normalyji désni N(a,0?)su zinomu a,
bet nezinoma dispersija o2 > 0, tai, diferencijuodami tikétinumo funkcijos

logaritma
n

L(0*) = ~ 2 In(2m0?) - T; 3 (X - a)?

k=1
pagal 0%, gauname didziausio tikétinumo lygti

n

oL _ n 1 2
307 ~ ﬁ+ﬁ;(xk @)

I8 jos gauname didziausio tikétinumo jverti

5 pavyzdys. Jel turime normaluji pasiskirstyma su abiem nezinomais
parametrais a € R ir o2 > 0, tai, kaip ir 3 bei 4 pavyzdziuose, isdiferencijave
tikétinumo funkcijos logaritma pagal a ir o2, gauname lygéiy sistema

AL 1 ¢
EZ*Z(Xk*G):O,

o2
k=1
oL n 1 <
=——+4+ — Xk — =0
0(0?) 202 + 204 kz_;( k=a)
I§ pirmosios lygties _
a* = X.

Irase §i sprendinj i antraja lygti, gauname



Efektyvieji jverciai 285
(Xp —X)*=0.
k=1

1
507 * 5

IS jos
() = S2.
Vadinasi, a* = X ir (¢%)* = S? yra parametry a ir o2 didziausio tikétinumo jverciai.

Paminésime be irodymo (zr. [6], 33.3 skyreli): jei yra ispildytos gana bend-
ros salygos, tai didziausio tikétinumo iverciai yra suderinti ir asimptotiskai
nepaslinki.

7. EFEKTYVIEJI IVERCIAI
Jei pasiskirstymu klasé ir iverc¢iai tenkina gana bendras salygas, tai galima
rasti tokiu iverciu dispersiju apatini rézj.

(Rao—Kramero) teorema. Tarkime, kad pasiskirstymuy klasé {Py, 0 €
€ 0}, dominuojama mato p su tankio funkcija pe(x), priklauso nuo vieno
realaus parametro 0, © yra visa realiyjy skaiciy tiesé arba intervalas, o T'(X)
- integruojama statistika. Pareikalaukime, kad aibé A = {x : po(z) > 0}
nepriklausyty nuo 0 ir visiems 6 € © buty

36/ po(z /Aapge( )u(dx),
55 [ T@montio) = [ 7% uaa),
0= [ (m%;())zpm)u(dm >0

sakykime, kad ¢ia nurodyti integralai ir isvestinés egzistuoja. Jei MpT(X) =
=0+ b(0) ir funkcija b(0) yra diferencijuojama, tai

(1+(0))

Me(T(X)—9)2 > 100) ;

atskiru atveju, kai T'(X) yra nepaslinktasis 0 jvertis,

1) DyT(X) > %
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Teoremos salygose minimuy integralu integravimo sritis yra aibé A. Taciau
galima integruoti ir visoje erdvéje R™, jei susitarsime laikyti pointegra-
lines funkcijas lygias 0 tuose taskuose, kuriuose jos néra apibréztos (juk ten

po(z) =0).
Irodymas. Imkime lygybes

Po(R") = /A po(2)u((dz),

MT(X) = /A T(2)po(x)ulde),

arba

/A po(2)ud) = 1,
/A T(a)po () d) = 6 + b(0).

Diferencijuokime jas pagal 0. Teoremos salygos leidzia sukeisti diferencijavi-
mo ir integravimo tvarka. Gausime

Opo(x)
(2) o0

p(dz) =0,

00

Atéme i$ antrosios lygybés pirmaja, padauginta is 6, turime

/1@ 0PoT) ) = 111 (6).

| x@-0) OPo) 1wy =14 ¥(0),

90
arba o1
/A (T(z) —0) na%(mpg(dx) =1+10(0).
Taikome Kosi nelygybe (V.9.13 teorema) ir gauname
(3)  (1+V(0)° < /A (T(x) — 9)2799(@)/A (m%;(z))%(dx).

Kadangi
[ @)= 0)*Putae) = 2y (1) 0)"

tai (3) nelygybé ir yra ieskomoji. O
(1) nelygybé yra vadinama Rao-Kramero nelygybe.
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Nepaslinktuosius ivercius T(X), tenkinancius teoremos salygas, galima
bty vadinti reguliariaisiais. I§ Rao-Kramero nelygybés gaunamas tokiu
iverciu dispersiju ivertis i§ apacios. Reguliariuosius iverc¢ius T'(X), kuriems
teisinga lygybeé
vadinsime efektyviais.

Panagrinésime, kada Rao-Kramero nelygybé virsta lygybe. Kaip matyti
i§ teoremos irodymo, tai ivyksta tada ir tik tada, kai (3) nelygybé virsta
lygybe, o (3), kaip zinome i$ V.9.13 teoremos, virsta lygybe tada ir tik tada,
kai egzistuoja konstantos c; ir co, i§ kuriu bent viena nelygi 0, tenkinancios
salyga

Jln Po (x)
o—F"
00
beveik visur mato Py atzvilgiu.

Jei ¢; = 0, tai tada beveik visur T'(x) = . Taciau §is atvejis netinka, nes

ivertis T(X) turi nepriklausyti nuo 6. Jei co = 0, tai beveik visur mato Py

atzvilgiu
dlnpg(x)
a0

tada butu I(0) = 0, bet tai priestarautu teoremos salygoms.
Todél lieka atvejis, kai ¢; # 0, ¢ # 0. Tada beveik visur

(@ PPlD) _ s (2(2) - 0);

¢ia k = k(0) gali priklausyti nuo 6, bet ne nuo z. Jei * = T(X) yra efek-

tyvusis 6 ivertis, tai i§ (4) isplaukia, kad ji galima gauti didziausio tikétinumo
metodu, nes tokie iverciai yra lygties

9Inpy(z)
00
sprendiniai. Didziausio tikétinumo lygties sprendiniai 8* = const paprastai
atmetami, nes jie atitinka atveji x(0) = 0.
Is (4) isplaukia: jei T(X) yra efektyvusis jvertis, tai jis yra pasiskirstymu
klasés {Py, 6 € ©} pakankamoji statistika. IS tikruju, suintegrave (4),

gausime po(z) = h(z) exp{u(0)T(x) +v(0)};

¢ia h(x) priklauso tik nuo z, o u(f) ir v(#) tik nuo 8, be to, u’/(6) # 0.
I8nagrinésime keleta pavyzdziu. Skaic¢iavimams pravartu Siek tiek per-
tvarkyti reiskinj (). Pastebésime, kad

31HPG(X)>2
00 '

+c2(T(z) —0) =0

=0

1(0) = Mg(
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Is (2) isplaukia, kad

Olnpe(X) Olnpe(zx) B Ope () B
n, P00 [ OB o) ~ [ 2P0 ) 0
Todél o1 (x)
o N Pg
1(6) = Dy~
Kadangi pp(X) = pg(X1)...pe(X,), tai
B Olnpy(Xy)
1(6) = nDy 201

Reisgkinj I(0) galima uzrasyti ir kitaip, jei be teoremos salygu dar teisinga ir

salyga
/ 0% Inpy(z
02

Tada egzistuoja vidurkis

po(z)p(dr) < o0

2 2
9po(x) 9po(2)
0% Inpy(X) / P py(z) — (22452

My—— 7 2(2) Po(7)p(dr) =
2 x n X 2
= [ Fr i - [ (ZEEA) pto)utan)

Kadangi antrasis desinés pusés narys yra I(0) ir

Io) ) = 5 [ polentar) =0

tai
9% In py(X)

062

02 Inpe(X1)

I(0) = — My 202

= —nMg

1 pavyzdys. Nagrinésime atsitiktini dydi, pasiskirsc¢iusi pagal binomini
désni. Tarkime, kad jis igyja reiksmes 0,1, ..., N, reikdme x1 igyja su tikimybe

N xq N—x
1— 1.
(%)

¢la a € (0,1) yra nezinomas parametras. Nesunku patikrinti, kad Siuo atveju
pasiskirstymu klasé tenkina Rao—Kramero teoremos salygas, be to,

[(a):nDa( X, N ): (Nn

al—a) 1-a a(l —a)’
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Ivertis X /N taip pat tenkina teoremos salygas. Kadangi
_ 1 —
M(X/N) = W;Man = Q,
=1

- 1 - a(l —a)
Da(X/N) = s D DaXe = ==
k=1

tai X/N yra efektyvusis « ivertis.

2 pavyzdys. Tirsime atsitiktinj dydi, pasiskirs¢iusi pagal Puasono désni
su nezinomu parametru A > 0. Siuo atveju (zr. 4.6 ir 6.2 pavyzdzius) sveikiesiems
neneigiamiems x

ATy
p)\(l'l) = ?1!6 )
o? T
ax ") =~
X1 n n

Kadangi
MX =)\, DyX = \/n,

tai X yra efektyvusis A jvertis.

5 skyrelyje matéme, kad ir V = ¢1 X1 + ... + ¢gn X su konstantomis qu, ..., gn,
tenkinanciomis salyga q1 + ... + ¢» = 1, yra nepaslinktasis vidurkio ivertis. Jo
dispersija nagrinéjamu atveju

D)\VZZD)\(QI@XIC):)\ZQI%:)\Z(Qk_ﬁ) +ﬁ'
k=1 k=1 k=1

Matome, kad V yra efektyvusis X jvertis tada ir tik tada, kai gz = 1/n.

3 pavyzdys. Nagrinésime atsitiktini dydi, pasiskirs¢iusj pagal normaluyji
désnj N(a,0°)su Zinomu 0% bet nezinomu a€ R. Parodysime, kad ir
¢ia X yra efektyvusis a jvertis. Visiems realiesiems z1 (zr. 6.3 pavyzdi)

palan) = ;exp(_w),

202
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4 pavyzdys. Vel tirsime atsitiktini dydi, pasiskirs¢iusi pagal normaluyji
désni, bet dabar laikysime @ Zinomu, o0¢®>>0-nezinom u. Parodysime,
kad S2 yra efektyvusis o2 jvertis. Visiems realiesiems z;

0 (z1 — a)? 1
— 1 Rt A ———
9(c?) npo2 (1) 204 202
Apskaiciuosime I(o?) ir D,2Sg:
2 n 2
I(U):4a_8D02(X17a) ’
1

D255 = D2 (X1 — a)?.

Abiejuose reiskiniuose turime to paties atsitiktinio dydzio dispersija. Apskai¢iuosime
ja. I8 lygybés

D2(X, —a)® = . 127r [:(u —a)*exp ( — M)du—

_ (U\}% /::(uf a)? exp < - (u2;§)2)du>

po pakeitimo u — a = oy gauname

4 0 2 oo 2
Do Xi—a 2= g / 4€_y2/2d — g / 2€_y2/2d .
2(X1 —a) =) Yy Yy Nl Yy Yy

Pirmayji integrala integruojame dalimis

/ y46_y2/2dy — / (—yg)de_y2/2 _ 3/ er‘yQ/Qdy.

Visai taip pat

/ erny/zdy:/ (—y)defyz/gz/ efy2/2dy:\/ﬂ.

oo oo

Cia galéjome naudotis ir I1.9.1 pavyzdzio rezultatais. Todél
D,2(X, —a)® = 20"

ir
20t

n 2
DO'QSO = — .
n

251

Matome, kad Sg yra efektyvusis o2 jvertis.
Jei vietoj Sg imtume S, kuris, kaip matéme 5.6 pavyzdyje, yra nepaslinktasis
o? ivertis, tai gautume (apskaiciuokite!)

1(02)
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20
n—1"

Dazsf =

Vadinasi, S? néra efektyvusis o2 jvertis. Tagiau

1/I(0®) .

D,2S? n
konverguoja i 1, kai n — oo. Toki jverti galima butu pavadinti asimptotiskai efek-
tyviu.

Pastebésime (zr. [6], 33.3 skyreli), kad didziausio tikétinumo iverciai, kai
patenkintos gana bendros salygos, yra asimptotiskai efektyvas.
Jei 6% yra bet kuris nepaslinktasis parametro 6 ivertis, turintis dis-
persija, tai
1

1(0)Dy0*
paprastai vadinamas ivercio 8* efektyvumu.

Tenka pastebéti, kad ne visada egzistuoja efektyvius jverc¢iai ¢ia nurodyta
prasme. Kaip matéme, kai pasiskirstymas yra normalusis N(a,c?) su nezi-
nomais a, o2, nepaslinktasis parametro o ivertis S? turi dispersija 20*/(n —
—1). Galima biitu irodyti, kad ji yra maziausia galima. Tuo tarpu 1/1(c?) =
= 20%/n. Vadinasi, minimali pasiekiama reguliariuju iver¢iu dispersija gali
biiti didesné uz Rao-Kramero nelygybéje nurodyta apatinj rézi.

Sia teorija galima apibendrinti ir tuo atveju, kai pasiskirstymu klaseé pri-
klauso nuo keliu realiuju parametru.

8. PASIKLIAUTINIEJI INTERVALAI

Jei nezinomam parametrui 6 turime ”gera” iverti 0*(X) ir x = (21, ..., 2, ) yra
imties realizacija, tai galime laikyti 6 ~ 0*(z1, ..., z,,). Taciau toks parametro
ivertinimo budas turi dideliu trukumu — juk 6*(Xy,..., X,,) yra atsitiktinis
dydis. Kad ir koks ”geras” butu ivertis 6*, jo reiksmés yra iSsibarsc¢iusios apie
0. Jei tas dydis yra tolydus, tai tikimybé jam igyti konkrecia reiksme lygi
0. Todél, remdamiesi iverciais, galime rasti ne pacia nezinomo parametro
reikSme, o tik sriti, kuriai su tam tikra tikimybe priklauso vertinamasis
parametras. Jei ta tikimybé artima 1, tai praktiskai galime laikyti, jog
parametras yra toje srityje.

Sakykime, reikia ivertinti nezinoma parametra 6. Imkime dvi statistikas
07 (X1, ..., Xpn) < 03(X1,...,Xp). Pazymékime

o = Pe{07 (X1, ..., Xpn) < 0 < 05(X1,..., Xn)}-

Jei o mazai skiriasi nuo 1, tai galime laikyti, kad praktiskai
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07 <6 <03.

Intervalas (07,63%) yra vadinamas parametro 0 pasikliautinuoju intervalu, o
a — pasikliovimo tikimybe, arba pasikliovimo lygmeniu. 1 — « yra klaidos
tikimybé. Pasikliovimo tikimybé paprastai imama 0,9; 0,95; 0,99 ir pan. Sias
savokas pasitilé Dz. Neimanas®.

Statistikas 07 ir 03 galima parinkti jvairiausiais buidais. Reikia stengtis,
kad tai paciai pasikliovimo tikimybei pasikliautinasis intervalas butu kuo
trumpesnis.

Sudarysime normaliojo pasiskirstymo N (a, 0?) parametru pasikliautinuo-
sius intervalus. Teks skirti atvejus, kai vienas i§ parametru a, o2 yra zinomas,
o kitas — nezinomas, ir kai abu parametrai nezinomi.

1. Tarkime, kad Zinomas 02,0 nezinomas a€ R. Tiesa, toks
atvejis turi tik teorine reikSme: paprastai nezinome abieju parametru arba
zinome a, bet nezinome o2. Matéme, kad X yra efektyvusis a jvertis. Juo ir
remsimeés, sudarydami pasikliautinuosius intervalus. Imkime intervala (X —
—4§, X +0); ¢ia § — teigiamas skaicius, kuri véliau parinksime. Apskai¢iuosime
pasikliovimo tikimybe

_ _ 5 ]
ozzPa(X—6<a<X—|—(5)=77a( f ZXk—a <i>
o] Jf o
Kadangi X} yra nepriklausomi ir kiekvienas i§ ju pasiskirstes pagal N (a, 02),
tai suma
Vn

I .
m;(Xk*a)*(X*G)T

yra pasiskirséiusi pagal désni N(0,1) . Parinke § = ou/+/n, gauname

(1) a=d(u)— P(—u) =20(u) - 1= \/z/ou eV 2qy.

Pasikliovimo tikimybe « parenkame, vadovaudamiesi praktiniais sumeti-
mais. Daznai tai bus ekonominiai samprotavimai. Turédami «, i$ (1) galime
rasti w = u(a). Paprastai tam praver¢ia normaliojo pasiskirstymo lentelés.

Zinodami u, randame pasikliautinaji intervala
- ou o ou
x-2L x4 7)
-7 X+ 7

Kuo didesnis «, tuo didesnis ir u(«), ir atvirkséiai. Sakysime (zr., pvz., [17],
1 lentele),

1 Jerzy Neyman (1895-1981) — amerikie¢iu matematikas.
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u(0,9) &~ 1,64; u(0,95) ~ 1,96; u(0,99) ~ 2,58; u(0,999) ~ 3,29.

Paéme didesni «, turésime mazesne klaidos tikimybe 1—q, taciau tada ir u(«)
bus didesnis bei platesnis pasikliautinasis intervalas, vadinasi, a ivertinsime
ne taip tiksliai. Pasikliautinaji intervala galime susiaurinti, padidindami n (jei
tai leidzia eksperimento salygos). Jei i§ anksto parenkame « ir u, tai galime
rasti n.

2. Tarkime, kad a yra Zinomas,002>0-nezinomas. 7.4
pavyzdyje parodéme, kad Sy yra efektyvusis o2 jvertis. Nagrinékime intervala
('Ung, ngg), kai 0 < v1 < wq. Ji atitinka pasikliovimo tikimybé

n X o 2
aPUQ(vls§<g2<v253)PUQ(:<Z( k a) <”).
2 k=1

g V1

I8 I11.9.3 pavyzdzio zinome, kad suma

> (M)

k=1

yra pasiskirs¢iusi pagal x? su n laisvés laipsniu désni. Todél, parinke v; =
= n/us, vy =n/uy, kai 0 < vy < ug, turime

U2

a=Plu < ng <ug) = / Dx2 (y)dy.

Uy

Jei pasikliovimo tikimybé a yra duota, tai uy ir us reikia taip parinkti, kad jie
tenkintu ta lygybe. Aisku, tai galime padaryti be galo daug budu. Paprastai
imama

11—«

uy
/pxg;(y)dy: 5
0

o 11—«
/ Py2 (y)dy = 7

2

(2)

Rade u; = uy (), us = us(a), gauname o2 pasikliautinaji intervala
(nugl(a)Sg, nul_l(a)Sg).

Spresdami (2) lygtis, naudojamés x2 pasiskirstymo lentelémis. Dideliems
n tokiu lenteliu néra. Ju ir neverta sudarinéti, nes atitinkamai normuotas
X2 pasiskirstymas konverguoja i normaluji pasiskirstyma, kai n neapréztai
didéja. Trodysime $i fakta. Kadangi x2 yra n normaliuju dydziu, pasiskirs-
¢iusiu pagal N (0, 1), kvadratu suma, tai jo vidurkis yra n, o dispersija 2n (iro-
dykite!). I8 centrinés ribinés teoremos (II1.11.2 teoremos 2 isvados) iSplaukia,
kad
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Xp =7
\V2n

yra asimptotiskai pasiskirstes pagal N(0,1). Pasirodo, kad jau gana ne-
dideliems n liekamasis narys yra mazas. Yra sudarytos x2 kvantiliu ir ju
aproksimaciju skirtumu lentelés (zr. [17], III" lentele).

3. Tirsime atveji, kai abu parametrai a € Rir 6> >0 yra nezin o-
m i. Sudarydami pasikliautinuosius intervalus, jau negalime naudoti statistiku

V(X —a)

2
. 9 S07

nes a ir o2 yra nezinomi. Imsime statistikas

o 2 2
Vn(X —a) Sh S
- -l =) =n(—) .
Sy > (n=1) o "\
Laikysime, kad n > 1. Rasime ju pasiskirstymus. Mums reikés daugiamaciu

normaliyju atsitiktiniu dydziu savybiu.

Lema. Jei stebimasis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal normalyji
désni N(a,0?), tai statistikos X ir S* yra nepriklausomos, be to, statistika

(K-l = e )

yra pasiskirsciusi pagal N(0,1), statistika
Sl 2 n Xk N X 2
o3 -5
k=1
— pagal x? sun — 1 laisvés laipsniy, o statistika
(X —a)y/m
S1

- pagal Stjudento désni sun — 1 laisvés laipsniu.

Irodymas. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X,,) charakteristiné
funkcija pagal I11.12 skyrelj

fx (@) = expli(a,...,a)t’ — %O’zttl};

¢ia t = (t1,...,t,), o bruksnelis reiskia transponavima. Imkime ortogonalia
matrica
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€11 ... Cin
C= ,
Cpnl .- Cpn
kurioje ¢11 = ... = ¢,1 = n~ /2. Kadangi matrica yra ortogonali, tai

z”: . _{1, kai j =1,
Hc’fﬂc’“— 0, kaij#L

=0 (j=2..n).
k=1
Nagrinésime vektoriu Y = (Y7, ...,Y,) = XC. Aisku,

(3) X2+ X2=Y2 4. +Y2

295

Parodysime, kad atsitiktiniai dydziai Y7, ..., Y, yra nepriklausomi. Vektoriaus

Y charakteristiné funkcija
/ . / 1 2 !
fr(t) = fx(tC") = exp {z(a,...,a)C’t — 3¢ tC C’t} =

1
= exp {iatlf - 5021515’}.

Matome, kad atsitiktiniai dydziai Y7, ..., Y, yra normalieji ir kas du nekore-

liuoti. Pagal II1.13 skyrelio teorema jie yra nepriklausomi. Be to,
Yl = (Xl + ...+ AXVn)’I’L_l/2 = X\/ﬁ,
MY; =ayn, MY, =0 (k=2,...,n),
DY, =0% (k=1,..,n).
Is (3) isplaukia, kad dydziai

n n

(X=X =) X;-nX’= ZYk

k=1 k=1

ir Y7 yra nepriklausomi. Lieka remtis 111.9.3 pavyzdziu.
18 I11.9.4 pavyzdzio iSplaukia, kad statistika

(X —a)yn
S1

yra pasiskirs¢iusi pagal Stjudento désni su n — 1 laisveés laipsniu. O



296 Matematinés statistikos pradmenys

Dabar jau galime sudaryti pasikliautinuosius intervalus nezinomiems
parametrams a ir ¢2. Juos imame pavidalo

= u181 = UQSl
x-oub g wny L,
( n VWA

S? S?
(n717 nil)’ ’Ul>’U2>O.

V1 (%)

Atitinkamos pasikliovimo tikimybés lygios

X —a)y/n “
O/ = P(a,ﬂ) <U2 < % < Ul) :/ pSth(i‘/)dya

S\ 2 "
O[H = 7D(a,o’) <’U2 < n(;l) < Ul) = / pXi,l(y)dy7

V2

¢ia pst, , (y) yra Stjudento pasiskirstymo su n — 1 laisvés laipsniu tankis.
Pasirinke o ir o/, skaicius u1,us, v1, v paprastai randame is lygciu

1-a °
Ug = —Uq, = / pStn—l(y)dy7
u

2 1
1—a v2
5 :/0 Pz (y)dy,
1 _ Oé// o0
5 :/ Py, (y)dy.
vy

Palygine antraji pasikliautinaji intervala dispersijai ivertinti, kai vidurkis
a yra nezinomas, su pasikliautinuoju intervalu, kai a yra zinomas (2 atve-
jis), matome, kad abiem atvejais vartojamas x? pasiskirstymas, tik antruoju
atveju su n laisvés laipsniu, o pirmuoju — su n — 1 laisvés laipsniu.

Ieskant pasikliautinuju intervaly, tenka naudotis x? ir Stjudento pasi-
skirstymu lentelémis (zr. [17], III, IV, V lenteles), kurios yra sudarytos
tik nedideliems n. Jau matéme, kad y? pasiskirstyma dideliems n gali-
ma aproksimuoti normaliuoju pasiskirstymu. Taip yra ir su Stjudento pa-
siskirstymu. Sio désnio su n laisvés laipsniu tankio funkcija (zr. 111.9.4
pavyzdi) yra

r() (1 yj)*”*””,

pst, (Y) = F(%) Ton -

Pagal Stirlingo formule pirmasis dauginamasis konverguoja i 1, kai n — oo.
Bet kuriam fiksuotam y
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1 2 2
n+ ln(lJFZL) .
n 2
vadinasi,
pse, (y) — Le—y2/2_
" V2
Toliau

(1+y° /)02 > (14 2 )l PR > 1 4 [(n4 1) /2]y% fn > 1+ 72,
Todeél funkcija pgq, (y) yra mazoruojama funkcijos
C(1+y?/2)7".

Pasiréme V.9.16 teorema, gauname

u 1 u 2
dy — —— eV 2dy = ®(u),
| sty ——= [y = o
kai n — oo.

Si teigini galima ir kitaip irodyti. II1.9.4 pavyzdyje atsitiktinis dydis,
pasiskirstes pagal Stjudento désni, buvo nusakytas kaip dvieju nepriklausomu
atsitiktiniy dydziu santykis. Skaitiklyje buvo atsitiktinis dydis, pasiskirstes
pagal N(0,1), o vardiklyje — kvadratiné Saknis i§ vienodai pasiskirs¢iusiu
nepriklausomu atsitiktiniu dydziu aritmetinio vidurkio. I§ Chin¢ino teoremos
iSplaukia, kad vardiklyje esancio atsitiktinio dydzio pasiskirstymas konver-
guoja i vienetini pasiskirstyma e(y). Is ¢ia iSplaukia, kad minétuju atsitiktiniu
dydziu santykis yra pasiskirstes pagal N (0, 1) (irodykite!).

4. Iki siol nagrinéjome normaliojo pasiskirstymo parametry ivertinima.
Analogiskas teorijas galima sukurti ir kai kuriems kitiems pasiskirstymams.
Taciau, kai eksperimento salygos leidzia turéti daug stebéjimo duomenu,
daznai ju pasiskirstymas mazai skiriasi nuo normaliojo.

Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis turi nezinoma vidurki a € R
ir zinoma dispersija o2. I$ centrinés ribinés teoremos (II1.11.2 teoremos 2
isvada) isplaukia, kad normuotos sumos

(X —a)Vn/o

pasiskirstymas konverguoja i standartini normaluji pasiskirstyma. Vadinasi,
. 2 ("
a=Py(—u<(X—a)Wnfo<u)=/= [ e ¥/ ?dy,
T Jo
kai n yra pakankamai didelis. Pasirinke pasikliovimo tikimybe «, i§ tos

apytikslés lygybés apskaic¢iuojame apytiksle © = u(«) reikdme ir gauname
nezinomo vidurkio pasikliautinaji intervala
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(X—%, X+%).

Jei dibpersija o? > 0 yra nezinoma, tai Siuose jvertinimuose o2 reikia
pakeisti S? arba S2. Galima irodyti, kad dideliems 7 statistika (X —a)y/n/S:
yra apytiksliai pasiskirséiusi pagal N(0,1) (priminsime, kad ir StJudento
pasiskirstymas, kai laisvés laipsniuy skaic¢ius yra didelis, mazai skiriasi nuo
N(0,1)). Pasirinke «, randame u = u(«) i$ apytikslés lygybeés

— 2 u 5
aP(a,a)(u<(Xa)\/ﬁ/Sl<u)%\/;/ e Y /2dy
0

ir sudarome nezinomo vidurkio pasikliautinaji intervala

(x5 052

5. Baigdami paminésime dar viena praktiskai svarbu pasikliautinuyju
intervalu sudarymo metoda. Tarkime, kad nezinomam parametrui 6 ivertinti
naudojameés statistika T'(X), gauta didziausio tikétinumo metodu. Kai ten-

kinamos gana bendros salygos, atsitiktinis dydis (T(X) — 49) /Dé/ZT(X) yra
asimptotiskai pasiskirstes pagal normaluji désni N (0, 1). Paéme «, i§ apytiks-

lés lygties
T(X
a=Py(—u< -9 \/7/ _y/Qdy
VDT (X)

randame u = u(«) ir sudarome parametro 0 pasikliautinaji intervala
(T(X) —u(a)V/ DT (X), T(X) + u(e) DgT(X)).

P avyzdys. Fabriko cechas gamina kokias nors detales. I§ jo vienos dienos
produkcijos atsitiktinai parenkame detale, ja pasveriame ir graziname atgal. Po 24
sverimu gavome Sitokius rezultatus (sakysime, gramais):

2,1 2,3 1,9 2,0 2,1 2,2 1,8

1 2 1,7 2,
1,9 2,1 1,8 2,0 1,9 2,2 2,1 2,3 1

1 2,2
L9 2,1

’

1,9 2,0
2,2 2,0
Laikydami, kad detaliu svoris pasiskirstes pagal normaluji désni, ivertinsime jo
vidurki ir dispersija.
Turime
Z A~ 2,0333, 52 ~0,0247, s ~ 0,0258.

Paéme o/ = o’ = 0,98, i§ Stjudento pasiskirstymo lenteliu (su 23 laisvés laipsniais)
randame
up = —uz ~ 2,4999,

018 x? lenteliu (su 23 laisvés laipsniais)
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vy ~ 41,638, vy ~ 10, 196.

Vidurkio pasikliautinojo intervalo galai yra

U181

i— ~1,9496, 7+ ~ 2,1170,
V23 V23
o dispersijos , )
25 o012, 225~ 00581
1 V2

9. STATISTINIU HIPOTEZIU TIKRINIMAS

Si uzdavini jau formulavome 1 skyrelyje. Priminsime, kad statistinémis
vadiname hipotezes apie stebimojo atsitiktinio dydzio arba keliu dydziu
pasiskirstyma. Statistinés bus, pavyzdziui, hipotezés: stebimasis atsitikti-
nis dydis yra pasiskirstes pagal normaluji désni, dvieju atsitiktiniu dydziu
vidurkiai yra lygis, vieno atsitiktinio dydzio dispersija yra didesné negu kito.

Su tokiais uzdaviniais daznai susiduriame praktikoje. Sakysime, kokiai
nors ligai gydyti yra vartojami zinomi vaistai. Rasti nauji vaistai. Ar jie bus
efektyvesni uz senuosius? Fabrikas gamina elektros lemputes. Sitloma pakeisti
technologini procesa. Ar nauju budu pagamintos lemputeés degs ilgiau?

Sakykime, turime pasiskirstymu klase {Py, 8 € O} ir Oy yra aibés ©
poaibis. Statistiné hipotezé bus teiginys, kad stebimojo atsitiktinio dydzio
pasiskirstymas Py priklauso klasei { Py, 6 € O¢}, kitaip tariant € ©¢. Tikri-
namoji hipotezé paprastai vadinama pagrindine, arba nuline, ir zymima Hy.
Kartu nagrinéjama ir priesinga jai hipotezé H;. Ji vadinama konkuruojancia,
arba alternatyvigja, hipoteze, arba tiesiog alternatyva. Tai bus teiginys, kad
0 € ©1 = ©\Oy. Jei aibé B¢ yra sudaryta i$ vieno tasko, tai hipotezé vadi-
nama paprastgja. PrieSingu atveju ji vadinama sudétingaja.

Jei, pavyzdziui, turime klase normaliuju pasiskirstymu su zinomomis dis-
persijomis, bet nezinomais vidurkiais ¢ € R, tai teiginys, kad stebimojo
dydzio vidurkis @ = 5, yra paprastoji hipotezé, o jos alternatyva yra teiginys
a # 5. Teiginys a > 5 yra sudétingoji hipotezé.

Matematiné statistika nagrinéja kriterijus arba testus, kurie leistu spresti,
ar stebéjimo duomenys suderinami su nuline hipoteze.

Kriteriju sudarymo idéja Sitokia. Erdve R™ suskaidome j dvi sritis — Bore-
lio aibes: Ry ir Ry = R™\ Ry. Sriti R; parenkame taip, kad tikimybés imciai
X = (Xu, ..., X,,) patekti i ta sriti, kai hipotezé H, yra teisinga,

P@(X S R1), 0 e @0,

biitu mazos. Susitariame, kad hipotezé Hy nesuderinama su stebéjimo duome-
nimis ir todél yra atmestina, kai x € R;. Si sritis paprastai vadinama kritine.
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Jei ¢ € Ry, tai laikome hipoteze Hy suderinama su stebéjimo duomenimis ir
todeél priimtina.

Si procediira negarantuoja, kad padarytoji iSvada bus visada teisinga.
Mes galime tik teigti, kad ji bus teisinga su tam tikra tikimybe. Jei tikimybes
Po(X € Ry), 0 € ©p, yra mazos, tai praktiskai labai retai atmesime hipoteze
Hy, kai ji teisinga. Sakysime, jei tos tikimybés ne didesnés kaip 0,01, tai
vidutiniskai ne daugiau kaip viena karta i§ 100 atmesime teisinga hipoteze.

Naudodamiesi statistiniu kriterijumi, galime padaryti dvieju rusiu klaidas:
atmesti, kaip jau minéjome, hipoteze Hy, kai ji yra teisinga (pirmosios rusies
klaida), arba priimti Hy, nors ji klaidinga (antrosios rasies klaida). Galimi
atvejai nurodyti lenteléje.

Isvada
Priimta Hy Atmesta Hy
Hy teisinga Teisingai I rusies klaida

Hj klaidinga  II rusies klaida  Teisingai

Geriausia butuy kriterijus sudaryti taip, kad abieju rusiu klaidu tikimybés
bttu minimalios. Deja, kai stebéjimu skai¢ius yra ribotas, to padaryti ne-
galima. Praplétus kritine sriti, antrosios rusies klaidos tikimybé sumazés,
bet padidés pirmosios riisies klaidos tikimybé, ir atvirksciai. Todél paprastai
parenkamas rézis, kurio neturétu virSyti pirmosios rusies klaidos tikimybeé,
ir stengiamasi minimizuoti antrosios rusies klaidos tikimybe. Kitaip tariant,
parenkamas nedidelis skai¢ius a € (0, 1), vadinamas reiksmingumo lygmeniu,
ir reikalaujama, kad pirmosios rusies klaidos tikimybé butu ne didesné uz ta
skaiciuy

sup Pyo(X € Ry) < «,
[ASISH)

o antrosios rusies klaidos tikimybé
Po(X € Ry), 0 € 04,
butu kiek galima mazesné, t. y. tikimybe
B(0) =Po(X € R1) =1—Py(X € Ry), 0 € O,

vadinama kriterijaus galia, kick galima didesné. Si tikimybe, traktuojama
kaip 6 funkcija visiems 6 € O, yra vadinama kriterijaus galios funkcija. 5(6)
reigkia tikimybe atmesti hipoteze Hy, kai tikroji parametro reiksmeé yra 6.

Tarkime, kad turime du kriterijus su kritinémis sritimis Ry ir R}, turin¢ius
ta pati reikSmingumo lygmeni. Kriterijus su kritine sritimi R; vadinamas
tolygiai galingesniu uz kriteriju su kritine sritimi R}, jei
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P@(X € Rl) < P@(X S Rll), 0 € O,
Po(X € R) > Po(X € RY), 00

Kriteriju su kritine sritimi R; ir reikSmingumo lygmeniu o vadiname
tolygiai galingiausiu, jei

supPy(X € R)) = Po(X € Ry), 0 € Oy;
Ry

¢ia supremumas imamas pagal visas kritines sritis R} su reikdmingumo lyg-
meniu a. Kai alternatyva yra paprastoji (01 turi tik viena elementa), tolygiai
galingiausia kriteriju vadiname tiesiog galingiausiu.

10. FUNDAMENTALIOJI NEIMANO-PIRSONO
LEMA

Praeitame skyrelyje nagrinétus statistinius kriterijus galime aprasyti sitokiu
biidu. Kiekvienam 2 € R™ apibréziame funkcija ¢ (z), igyjancia dvi reiksmes:
0 ir 1, ir susitariame tikrinamaja hipoteze atmesti, kai imciai x ta funkcija
igyja reiksme 1, arba priimti, kai ji igyja reikdme 0. Jei t(z) yra Borelio
funkcija, tai ji nusako erdvéje R™ dvi sritis: kritine sriti Ry = {x : ¢(z) = 1}
ir jos papildomaja sriti Ry = {z : ¢¥(x) = 0}.

Praplésime funkciju v klase, nagrinédami Borelio funkcijas, apibréztas
erdvéje R™ ir galincias igyti reikdmes i3 intervalo [0, 1]. Paéme tokia funkcija,
sudarysime naujo tipo kriteriju. Kai im¢iai « turime t(z) = 1 arba ¢ (x) = 0,
tai, kaip ir anksé¢iau, hipoteze Hp atmetame arba priimame. Jei 0 < ¢(z) < 1,
tai hipoteze Hy su tikimybe ¢ (z) atmetame ir su tikimybe 1 —1 () priimame.
Ta procedura galima interpretuoti Sitaip: kiekvienai iméiai x atliekame
atsitiktini eksperimenta su dviem galimais rezultatais, kuriu tikimybés yra
P(x) ir 1 — ¢ (z). Gave pirmaji rezultata, hipoteze atmetame, gave antraji —
priimame.

Tokius kriterijus vadiname randomizuotais (nuo anglu kalbos zodzio ran-
dom — atsitiktinis). 9 skyrelyje nagrinéti kriterijai vadinami nerandomizuotais
arba determinuotais.

Funkcija
B(0) = B(0,¢) = Mey(X), €0,

vadinsime randomizuoto kriterijaus galios funkcija. Uzdavinys yra rasti tokias
funkcijas ¥, kad galia butu didziausia visiems 6 € O1, kai Mpy(X) < «
visiems 0 € Q.

Toliau nagrinésime tik atveji, kai hipotezé ir jos alternatyva yra paprasto-
sios, t. y. ©g = {6p}, ©1 = {01 }. Pazymékime K, klase funkciju ¢, kurioms
pirmosios rusies klaidos tikimybé yra ne didesné uz a:
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Ka = {1/) : M90¢(X) < a}'
Kriteriju su funkcija v* € K, vadinsime galingiausiu, jei

5(‘9171/’*) = Ssup 6(01511[})7

YEK
kitaip tariant, jei antrosios rusies klaidos tikimybé tenkina salyga

My, (1= w*(X)) = inf My, (1 (X)).

Laikysime, kad pasiskirstymus Py, (k = 0, 1) dominuoja matas p su tankio
funkcijomis p, () = po, (1) - pa, (#n) (k = 0,1).
Parodysime, kad galingiausias kriterijus egzistuoja ir rasime jo pavidala.

Teorema (fundamentalioji Neimano—Pirsono lema). Kiekvienam
a € (0,1) galima rasti tokias konstantas ¢ = ¢q ir h = hq, kad funkcijai

1, kaipo,(x) > hpg,(x),
1/}*($) =96 kai Po, (.T) = hp9o (IL‘),
0, kai pg,(z) < hpg,(z),

buty teisinga lygybé
My, P* (X) =
ir ja pagristas kriterijus buty galingiausias tarp klasés K, funkcijas atitin-
kanciy kriterijy.
Irodymas. 1. Nagrinékime funkcija

w(h) = Pay (o, (X) > hpa, (X)) = [ o, () ().
{z:po, (z)>hpy, (=)}
Si funkcija yra nedidéjanti, tolydi i desinés, w(h) = 1, kai h < 0, ir
w(h) — 0, kai h — oo.
Kai a € (0,1), pazymékime h,, maziausia h, kuriam
w(h) < a <w(h—0).
Jei w(hg —0) —w(hy) > 0, imkime

a —w(hy)
w(he —0) —w(hg)’

Co =
Jei w(hg —0) —w(hy) = 0, tai imkime ¢, = 1. Apskai¢iuosime

Moy (X) = [ 4" (@)pay(@)(a).
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Integravimo sriti galime suskaidyti i tris viena kitos nedengiancias sritis {z :

Po, () > hapo,(2)}, {2 : P, () = haPa, ()}, {7 : po, () < hape,(7)}-
Pirmojoje srityje integralas lygus w(hq), antrojoje cq (w(ha — 0) — w(ha)),
treciojoje 0. Taigi

(1) Mo, " (X) = w(ha) + ca (w(ha —-0)— w(ha)) =a.

2. Tarkime, kad v yra bet kuri klasés K, funkcija. Parodysime, kad

n

Mo, 6 (X) — My, (X) = / (4 () — () o, (2)(d) > 0.

Imame integrala

|07 (@) = 0(@) (oo, (&) ~ oy () () =

ST -
{eg*(@)>p(z)}  HH{zp*(z) <y (@)}

Pirmajame integrale funkcija ¢*(x) > 0, todel pagal jos apibrézima py, (z) —
—haPe, (z) > 0. IS ¢ia iSplaukia, kad tas integralas yra neneigiamas. Visai
taip pat antrajame integrale funkcija pg, () — haPg, () < 0; todél ir tas
integralas yra neneigiamas. I§ ¢ia

[ @)~ @) pa @) 2

> he / (1" () — () Py ()l der) =
.
= ho (Mo, 0™ (X)) — Mp,¥(X)).

Remiantis klasés K, apibrézimu ir (1) lygybe, $is reiskinys yra neneigia-
mas.

Irodinédami kriterijaus su funkcija ¥* galinguma klaséje K, rémémeés
savybe, kad to kriterijaus pirmosios rusies klaidos tikimybé yra «. Tarp
randomizuotu kriteriju toks kriterijus visada egzistuoja. Jei apsiribotume
nerandomizuotais kriterijais, tai ne kiekvienam « butu galima rasti toki A,
kad funkcija

" 1, kai py, (x) > hpe, (z),
(2) Y(z) = {07 k:i gzl Ex% < hgzo gxg,

atitinkancio kriterijaus pirmosios rusies klaidos tikimybe butu lygi a. Jei
kuriam nors « toki h galima rasti, tai kriterijus su funkcija 1 bus galingiausias
klaséje K.
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Jei funkcija w(h) yra tolydi, tai galingiausias kriterijus bus nerandomi-
zuotas visiems « € (0, 1); ji atitinkanti funkcija bus (2) pavidalo.

Jei kuriam nors « funkcija w(h) taske h, yra tolydi: w(hg, —0) = w(hq),
tai galingiausias kriterijus bus taip pat nerandomizuotas. Vadinasi, jei duo-
tas kuris nors reik8mingumo lygmuo «, tai, pakeite ji Siek tiek mazesniu
(sakysime, skai¢iumi w(hy) — €), gausime nerandomizuota kriteriju. Toks
pakeitimas sumazina pirmosios rusies klaidos tikimybe, bet padidina antro-
sios rusies klaidos tikimybe. Taciau taip keisti apsimoka, nes nerandomizuoti
kriterijai yra paprastesni uz randomizuotus.

Pastebésime, kad galingiausias kriterijus yra pagristas funkcija

Po, (.ﬁ) _ Po, (xl)"'pel (mn)
p9o(x) peo(xl)"'p%(mn),

t. y. tikétinumo funkciju realizaciju santykiu. Daznai patogu imti jos logaritma

Z In /=~ po (@

= Pl
ir funkcija ¢* uzrasyti Sitaip:
1,  kaiz(x) > dq,
Vv (x) =< cq, kaiz(z) =da,
0, kaiz(z)<d,.

11. HIPOTEZIU APIE PASISKIRSTYMO
PARAMETRUS TIKRINIMAS

Keliais pavyzdziais parodysime, kaip sudaromi kriterijai statistinéms hipote-
zéms apie pasiskirstymo parametrus tikrinti. Remsimés 10 skyrelyje iSdéstyta
teorija.

1. Sakykime, turime normaluyji pasiskirstyma su nezinomu vV i-
durkiu a€R,bet zZinoma dispersija o2, ir reikia patikrinti
hipoteze Hy, kad a = ag, kai alternatyva yra a = a1 > ao (nepainioti ag
su empiriniu vidurkiu!). Tikétinumo funkciju realizaciju santykio logaritmo
pagrindinis narys yra lygus

1 n n
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Siuo atveju funkcija w(h) yra tolydi. Todél galésime sudaryti galingiausia
nerandomizuota kriteriju. Kritiné sritis bus pavidalo

(Z —ag)vn/o > u.

Jei hipotezé Hy yra teisinga, tai statistika (X — ag)y/n/co, kaip Zinome i§ 8
skyrelio, yra pasiskirsc¢iusi pagal N(0,1). Pirmosios rusies klaidos tikimybeé

1 o0 2
1 a =Py (X —ap)vn/o>u) = — eV 2dy =1 — d(u).
(1) ao (( 0)Vn/o > u) Nras (u)
18 Sios lygybés randame u = ug; jis yra standartinio normaliojo pasiskirstymo
(1 — a)-kvantilis. Kriterijaus galia

B(al) = Pal ((X - aO)\/ﬁ/O’ Z ua) - Pal ((X — al)\/ﬁ/(f Z
> uq + (g — a1)v/n/o) =1 — ®(uq + (ag — a1)v/n/o).

Matome, kad tikimybé atmesti Hy yra lygi kriterijaus reik§mingumo lygme-
niui, kai a = ag, ir monotonigkai artéja prie 1, kai a; — oo. I$ ¢ia taip pat
matome, kad, paéme pakankamai dideli n, kriterijaus galia galime padaryti
kiek norima artima 1. Galios funkcijos grafikas pavaizduotas 34 paveiksle.

Kritinés srities pavidalas nepriklauso nuo alternatyvos a = a;. Todél
gautasis kriterijus yra tolygiai galingiausias, kai alternatyva yra sudétinga:
@1:{a:a>a0}.

Jei alternatyva yra a = a; < ag, tai hipoteze atmetame, kai konkreti
imtis tenkina nelygybe

(T —ap)vn/o < u.

Skai¢iu u = u,, randame i$ lygties
(2) a = P(u);

jis yra a-kvantilis. Kriterijaus galia

34 pav.
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ﬁ(al) = Pal ((X - CL(J)\/ﬁ/o' < u) = Pal ((X - al)\/ﬁ/o— <
< ug + (ap — a1)v'n/o) = ®(uq + (ag — a1)yv/n/o).

Galios funkcijos grafikas pavaizduotas 35 paveiksle.

N

|
|
|
aq 5}

Ir sis kriterijus yra tolygiai galingiausias, kai turime sudétinga alternatyva
01 ={a:a<ap}.

Panagrinékime alternatyva a = a1 # ag. Hipoteze atmetame, kai konkreti
imtis tenkina nelygybe

T —aglv/n/o > u.
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Skai¢iu u = u, rasime is lygties
o =Pqy (|X — aolvn/o >u) =
3)

= \/% /y|2u e 2y = P(—u) +1—®(u) =2(1 — ®(u));

jis yra (1 — «/2)-kvantilis. Galios funkcija
Blar) = ®( — uq + (ag — a1)v/n/o) +1 = ®(ua + (ao — a1)v/n/o).

Jos grafikas pavaizduotas 36 paveiksle.

Sis kriterijus néra tolygiai galingiausias sudétingai alternatyvai ©; = {a :
a # ap}. I8 tikruju galingiausio paprastajai alternatyvai a = a; # ag krite-
rijaus kritiné sritis priklauso nuo aq (ji yra vienokia, kai a; < ayg, ir kitokia,
kai aq > ao).

Paskutiniji i§ nagrinétu kriteriju galima butu pavadinti dvipusiu, o pir-
muosius du — vienpusiais: desiniapusiu ir kairiapusiu.

Jei pasiskirstymas néra normalusis, bet turi Zinoma dispersija o2, tai gali-
me pasinaudoti statistikos (X — a)y/n/o asimptotiniu normalumu. Hipotezei
a = ag su atitinkamomis alternatyvomis kriteriju kritinés sritys gali btiti
sudarytos taip pat, kaip ir turint normaluji pasiskirstyma, tik (1), (2), (3)
lygtis skai¢iams w, rasti reikétu pakeisti apytikslémis lygtimis, tuo tik-
slesnémis, kuo didesnis n.

™

I
I
!
g [}

2. Tarkime, kad stebimasis atsitiktinis dydis igyja dvi reikSmes: 1 ir 0
su tikimybémis atitinkamai p ir 1 — p. Tikimybé p € (0,1) yra n e 7 i-
n o m a. Reikia patikrinti hipoteze p = pg, kai alternatyva yra p = p1 < pg.
Tikétinumo funkciju realizaciju santykis yra

n

fl ()" (=)
Do 1—po ’

k=1
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0 jo logaritmas
. 1/po —1 1—p1
1/pr—1 1—po’
¢ia Kk, = 1 + ... + T, yra sveikasis neneigiamas skaicius, o jo koeficientas —
neigiamas. Todél funkcija * yra Sitokio pavidalo:

{1, kai k,, < m,

K 1 +nln

Pr(x) =

¢, kaik,=m,
0, kaik, >m.

Tarkime, kad reik8mingumo lygmuo yra «. Pirmosios rusies klaidos tikimybé
turi buti
a=cPp(X14 ..+ Xp=m)+ > Pp(X1+...+ X, =k).
k<m
I8 ¢ia reikia rasti ¢ = ¢, ir m = m,. Kadangi statistika X; + ... + X, kai
teisinga nuliné hipotezé, yra pasiskirs¢iusi pagal binomini désni su p = po,

tai
n

Poo (X 4t X = ) = ()1 = )",

Jei egzistuoja toks sveikasis m, kad

zm: (Z)p'&(l —po)" Tt =a,

k=0

tai ji ir laikome mg; tada ¢, imame lygu 1. Gauname galingiausia neran-
domizuota kriteriju. Jei tokio sveikojo m néra, tai parenkame sveika m, su

salyga X
ol - Mo s .
> (k)po(l —po)" F<a<) <k>po(1 —po)"F.
k=0

k=0
Tada

k=0

n m
a(]l — n—me
<ma>po (1 —po)

Vél gauname galingiausia, tac¢iau randomizuota kriteriju.

Kritiskosios srities pavidalas nepriklauso nuo alternatyvos p = p;. Todél
gautasis kriterijus yra tolygiai galingiausias, kai alternatyva yra sudétinga:
O1={p:p<po}

Praktiskai abiem atvejais, kaip buvo rasSyta 10 skyrelyje, vartojamas
nerandomizuotas kriterijus su funkcija

ma—1
n
a= <k>pf§(1 —po)"*

Co —



Hipoteziy apie pasiskirstymo parametrus tikrinimas 309

oo (1, kai ky, <m,
() = {0, kai x,, > m.

Paliekame skaitytojui uzrasyti galios funkcija bei iSnagrinéti atvejus, kai al-
ternatyva yra p = p; > pg arba p = p1 # po.

1 pavyzdys. Laboratorijoje tiriami nauji vaistai kuriai nors ligai gydyti.
Vaistu atradéjai teigia, kad jie efektyviis 80% atveju. Laboratorijoje vaistus tikrino
7 kartus, ir 4 kartus jie buvo efektyvis. Patikrinsime, ar Sie duomenys atitinka
atradéjuy teigini, kai reik§mingumo lygmuo a =0, 1.

Tikrinsime hipoteze Ho : p = 0, 8, kai alternatyva yra H; : p =p1 <0,8.

Nesunku suskaiciuoti, kad

3
Z (Z) 0,8%.0,2"7% ~ 0,033

k=0
ir
7 (7
4 3 k —k
(4)0,8 0,2° ~ 0,115, > <k>0,8 0,2 0,148.
k=0
Todél mo,1 = 4 ir co,1 ~ 0,58. Turime galingiausia randomizuota kriteriju su

funkcija
1, kai k7 < 4,
P (z) =< co1, kai kr =4,
0, kai k7 > 4,
ir nerandomizuota kriteriju su funkcija

1, kaikr <4,
WC)—{O, kai k7 > 4.

Jei pasirinksime nerandomizuota kriteriju, tai hipoteze teks atmesti. Jei im-
sime randomizuota kriterijy, tai hipoteze atmesime su tikimybe co,;1 = 0,58, o su
tikimybe 1 — co,1 = 0,42 laikysime ja priimtina.

Skaiciavimai palengveés, pasinaudojus lygybe

m

> (Z)p’“(l )" =1 L(m+1,n—m);

k=0

1 P e
Ip(mvn):m/o y" 1(1—?/) 1dy7

1
B(m,n) =/ Y"1 — )" Ny
0

Yra sudarytos lentelés (zr. [17], XII lentele; [2], 5.1, 5.2 lenteles). Vartojamos
taip pat ivairios apytikslés formulés (Muavro—Laplaso, Puasono teoremos ir
t. t.).
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3. Stebime atsitiktini dydi, pasiskirs¢iusi pagal Puasono désni su n e-
Zinomu parametru > 0. Reikia patikrinti hipoteze A = A,
kai alternatyva yra A = Ay > Ag. Tikétinumo funkciju realizaciju santykio
logaritmas yra

A
(21 + . +20)In 22— n(Ay — No);
Ao
¢ia x1 + ... + x, yra sveikasis neneigiamas skaicius, jo koeficientas yra teigia-
mas. Imame funkcija

1, kaixy+..+z, >m,
v (x)=< ¢, kaiz;+..+z,=m,
0, kaizi+..4+2x, <m.

Skaicius ¢ = ¢, ir m = m, reikia rasti is lygties

a=cPry(X1+ ..+ Xn=m)+ Y Pr(Xi+..+ X, =k).

k>m

Statistika X7 + ... + X,,, kai teisinga nuliné hipotezé, yra pasiskirs¢iusi pagal
Puasono désni su parametru Agn. Todél

(Aon)*
k!

e—)\on

Pro(X1+ o+ Xy = k) =

Jei egzistuoja sveikasis skaic¢ius m, tenkinantis salyga

S ()‘On)k —Xon
g e = q,
k=m k!

tai ji ir laikome m,; tada ¢, = 1. Gauname galingiausia nerandomizuota
kriteriju. Jei tokio sveikojo m néra, tai galime rasti sveikaji m, su salyga

- ()\0”)]C ~Xon S ()‘0”)’c —Xon
Z X e <a< Z o e )

k=mqao+1 k=mq

Tada ¢, imame lygu

oo k
a— Y Qo) —son

k!
o = k=maq+1
a — Me
(/\QTL) €_>‘0"
meq!

Gauname randomizuota galingiausia kriteriju.



Hipoteziy apie pasiskirstymo parametrus tikrinimas 311

I8 ¢ia kritinés srities pavidalas nepriklauso nuo alternatyvos A = A\; > Ag.
Kriterijus yra tolygiai galingiausias, kai alternatyva yra sudétinga: ©; = {\ :
A > )\0}

Praktiskai abiem atvejais vartojamas nerandomizuotas kriterijus su funk-
cija

» 1, kaixy+...+xH >m,
viw) = {O, kai z1 + ... + , < m.

Siulome skaitytojui iSnagrinéti galios funkcija bei sudaryti kriterijus, kai
alternatyvos yra A = A\; < Ag arba A = Ay # Ag.
Praktiniuose skai¢iavimuose galima naudotis lygybe

e
k=0

- = P(X§m+2 > 2/\)a

atitinkamomis lentelémis (zr. [17], III lentele; [2], 5.3 lentele) bei ivairiomis
apytikslémis formulémis.

4. Nagrinésime normaluji pasiskirstyma, kai abu parametrai
a € Rir 02_> 0 yra nezin o mi. Tikrinsime hipoteze Hy, kad a = ag.
Statistika (X —ag)v/n/S1, kai teisinga Hy, yra pasiskirsc¢iusi pagal Stjudento
désni su n — 1 laisves laipsniu (zr. 8 skyrelio lema).

Kai alternatyva yra a = a; > ag, hipotezé atmetama, jei

(Z — ag)v/n/s1 > u.
Tada

o0

o = Pa, ((X —ag)Vvn/S1 > U) = / ps.,_, (v)dv;

u

U = Uy yra Stjudento pasiskirstymo su n — 1 laisvés laipsniu (1 — a)-kvantilis.
Jei alternatyva yra a = a1 < ag, tai hipoteze atmetame, kai

(Z —ao)vn/s1 < u;

U = U, randame i§ lygybes

o= / ps,. . (v)dv;

—0o0

u, yra atitinkamo Stjudento pasiskirstymo a-kvantilis.
Pagaliau, kai alternatyva yra a = a1 # ag, hipotezé atmetama, jei

|z — aglv/n/s1 > u,

ir u = u, randamas is lygties

a= / ps,,_, (v)dv.
ol>u
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Jei pasiskirstymas yra bet koks, taciau turi dispersija o2, tai galima biity
parodyti, kad statistika (X — ag)y/n/S1 yra asimptotiskai pasiskirsciusi pa-
gal N(0,1), kai hipotezé Hy : a = ag yra teisinga. Tam pakanka pastebéti,
kad statistika (X — ag)/n/o, kai teisinga nuliné hipotezé, yra asimptotiskai
pasiskirsciusi pagal N(0,1), o S; konverguoja pagal tikimybe i o. Kritines
sritis galime konstruoti kaip ir 1 uzdavinyje. Skai¢iai v randami i§ apytiksliu
lygybiu, analogisku (1), (2), (3).

2 pavyzdys. Knygos pradzioje (I.2 skyrelyje) pasakojome, kad Biufonas
meté moneta 4040 kartu, ir 2048 kartus atvirto herbas. Ar Sie duomenys atitinka
hipoteze, kad moneta yra simetriska, kai reiksmingumo lygmuo lygus 0,057

Reikia patikrinti hipoteze, kad herbo atvirtimo tikimybé p = 0,5, kai alter-
natyva yra p = p; # 0, 5. Statistika (X — 0,5)v/2n, kai teisinga nuliné hipotezé,
yra asimptotiskai pasiskirs¢iusi pagal N (0, 1). Kritiné sritis yra | — 0, 5|v/2n > u.
Skai¢iu u = uo,05 randame i§ apytiksles lygties

0,05 ~ 2(1 — &(u)).

Is ¢la ®(u) ~ 0,975 ir woes ~ 1,960. Vadinasi, kritine sriti galime imti |Z —
—0,5] > 1,96(271)_1/2 ~ 0,0218. Is Biufono duomenuy z — 0,5 ~ 0,007. Hipotezé
priimtina.

5. Panagrinékime hipoteziu apie normaliojo pasiskirstymo dispersija tik-
rinima. Tarkime, kad vidurkis ayra Zzinomas,o disper-
sija 02>0-nezinom a, ir reikia patikrinti hipoteze 0? = o2, kai
alternatyva yra 02 = 0% > oZ. Remsimés Neimano-Pirsono fundamentaliaja
lema. Tikétinumo funkciju realizaciju santykio logaritmo pagrindinis narys

yra
n

_;(01(2) — Ui%) Z(mk —a)?

k=1

Todél hipotezé atmetama, kai
nsg / ag < u.

Statistika nSg /o3, kai teisinga nuliné hipotezé, yra pasiskirs¢iusi pagal x? su
n laisvés laipsniu. Skai¢iu u = u, randame i3 lygties

u
a:/ Py2 (v)dv.
0

Jis yra to pasiskirstymo a-kvantilis.
Jei alternatyva yra o = 0% < o2, tai hipotezé atmetama, kai

nsg/os > u

SU U = Ugq, lygiu (1 — a)-kvantiliui.
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2

Alternatyvai 02 = 0% # 02 nuliné hipotezé atmetama, kai

2 2 / 2 2 /R
nsg/og <u' arba nsj/of > u”;

Cia u' = ug yra o/2-kvantilis, o v’ = ug yra (1 — a/2)-kvantilis.
Siu kriteriju galios atitinkamai lygios

1= Py (ua0j/o1), Fyz(uaop/ot),

Fya (ugog /o) +1 = Pz (ugog /o1).

Visi trys yra galingiausi, kai atitinkamos alternatyvos paprastosios. Pirmieji
du yra tolygiai galingiausi, kai alternatyvos sudétingos.

Jei vidurkis a € R yra ne Zin om as, tai vietoj statistikos nS3 /o2
imame statistika (n — 1)S7/03. Kai teisinga nuliné hipotezé, §i statistika yra
pasiskirséiusi pagal x2 su n — 1 laisvés laipsniu. Kritinés sritys sudaromos
analogiskai.

6. Daznai tenka lyginti dvieju atsitiktiniu dydziu nezinomus vidurkius.
Tarkime, kad du stebimieji atsitiktiniai dydziai yra pasiskirste pagal N (ay,0%)
ir N(az,03)su nezinomais vidurkiais a; € R,az € R, bet % i-
nomomis dispersijomis of ir 3. Stebime n kartu pirmaji dydi
ir m karty — antraji. Gauname imtis X = (Xy,...,X,) ir Y = (\1,...,Y,,).
Imkime statistika L

X—-Y —b
Voi/n+ao3/m
Jei teisinga hipotezé a; —ag = by, tai ta statistika pasiskirséiusi pagal N (0, 1).

Tikriname hipoteze a1 — as = bg su alternatyva a; — as = by > bg.
Remdamiesi Neimano—Pirsono lema, gauname, kad hipoteze reikia atmesti,
kai

T—17—by

—_—— > u.
Voi/n+oi/m

Jei alternatyva yra a; — as < bg, tai hipoteze atmetame, kai
T—y—b
=Y —0o <u
Voi/n+oi/m
Pagaliau, jei alternatyva yra a; — as # by, tai hipoteze atmetame, kai
|Z —§ — bol

— >y
Voi/n+oi/m

Lygtis skai¢iams u = u, rasti palickame parasSyti skaitytojui. Galima butu
irodyti, kad pirmieji du kriterijai yra tolygiai galingiausi sudétingoms desi-
niapusei ir kairiapusei alternatyvoms.
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Jei dispersijos o?iros néra 7zinomos, bet Zinomas ju

santykis 02 /o3 = ), tai, sudarydami kritines sritis, galime naudotis statistika

XY —b \/)\nm(n+m2).
-1)8

V(n—1)S3 + A(m n+ Am ’
Cia
1 n B m
4 2 = X, — X)? = (Vi —
(4) St n_lkz;l( k )°, S 12 m— 1; K

Jei teisinga hipotezé a1 — aa = by, tai analogiskai 8 skyrelio lemai galima
parodyti, kad §i statistika pasiskirs¢iusi pagal Stjudento désni su n +m — 2
laisvés laipsniu.

Jei ir dispersiju santykis yra nezinomas, tai galima imti statistika

X —Y — by nm(n+m — 2)
V(n =18t + (m - 1St ntmo

Kai teisinga nuliné hipotezé, ta statistika yra apytiksliai pasiskirs¢iusi pagal
Stjudento désni su n + m — 2 laisveés laipsniu. Kritines sritis galima sudaryti
kaip ir anksc¢iau. Taciau Siuo atveju statistika gali patekti i kritine sriti ir dél
dispersiju skirtumo, nors nuliné hipotezé apie vidurkius ir teisinga. Esama
bidu, leidzian¢iu sumazinti 0? /03 itaka.

7. Tenka lyginti ir dvieju dydziu dispersijas. Sakykime, turime du nor-
maliuosius atsitiktinius dydzius su nezi n omomis dispersijo-
mis of ir 02 Reikia patikrinti hipoteze 0% = X\go3. Jei vidurkiai a;

ir az yra Z1in o m i, tai imame statistika S3,/(A0S5,); ¢ia

n m
1

1
Shi=-D (Xe—a), Sh=—3 (Vi —a2)”.

k=1 k=1

Jei hipotezé teisinga, tai ta statistika pagal I11.9.5 pavyzdi turi FiSerio
pasiskirstyma su n ir m laisvés laipsniy.
Jei alternatyva yra o2 > \go3, tai hipoteze atmetame, kai

331/()‘03(2)2) > u;

¢ia u = u, yra FiSerio pasiskirstymo sun ir m laisvés laipsniu (1—a)-kvantilis.
Jei alternatyva yra o < A303, tai hipotezé atmetama, kai

5%1/()‘0532) < u

Cla u = u, yra a-kvantilis (zr. [17], VII lentele).
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Pagaliau, jei alternatyva yra o3 # A\go3, tai nuline hipoteze atmetame,
kai
331/()\05%2) <u' arba 3(2)1/0\0582) >u’

skaicius u' = wu!, yra FiSerio pasiskirstymo su m ir n laisvés laipsniu «/2-
kvantilis, o v’ = u!, — to pasiskirstymo (1 — «/2)-kvantilis.

Jei vidurkiai a iraz yra nezin o m i, tai nagrinéjame
statistika S7;/(M\oS%y); dydziai S, ir S7, apibrézti (4) formule. Si statis-
tika, kai teisinga nuliné hipotezé, pagal 8 skyrelio lema ir I11.9.5 pavyzdi
turi Fiserio pasiskirstyma su n — 1 ir m — 1 laisvés laipsniu. Kritinés sritys
sudaromos analogiskai.

Paliekame skaitytojui paraSyti tu kriteriju galios funkcijas.

3 pavyzdys. Detaléems gaminti buvo pasitulyti du budai. Kadangi jos
gaminamos i§ reto metalo, tai buvo tiriama, kuriuo bidu gaminant detale, reikia
maziau metalo. Pirmuoju budu buvo pagamintos 6 detalés; joms prireiké 3,1; 3,8;
3,6; 4,0; 3,4; 3,7 gramu metalo. Antruoju budu pagamino 5 detales; joms prireiké
4,1; 4,3; 4,7; 4,8; 4,6 gramu metalo.

Laikysime, kad abiem atvejais turime normaluji pasiskirstyma. Pirmiausia
patikrinsime hipoteze, ar su reikSmingumo lygmeniu 0,1 galime laikyti, kad abiem
atvejais dispersijos yra tos pacios. Turime:

) 6’ g = 47 57
5, 4si, =0,34.
Kai teisinga 8i hipotezé, statistika Sfl/ng yra pasiskirsciusi pagal Fiserio désni su
5 ir 4 laisvés laipsniais. Randame jo 0,05 ir 0,95-kvantilius. Jie apytiksliai lygts 0,19
ir 6,26, o s?l/sfg =~ 1, 18. Hipotezé priimtina.
Laikydami, kad abi dispersijos yra lygios, patikrinsime, ar ir vidurkiai yra lygus.

Reiksmingumo lygmeni imsime 0,05. Rasime Stjudento pasiskirstymo su 9 laisvés
laipsniais 0,975-kvantili. Jis lygus 2,26. Hipoteze reikia atmesti, kai

|z — 7| 6-5-9
\/bs?, + 4s3, 11

Kairioji Sios lygybeés pusé miusy atveju yra apytiksliai lygi 4,87. Hipotezé atmestina.

> 2,26.

12. x? KRITERIJUS

Tarp daugybés kriteriju statistinéms hipotezéms tikrinti svarbia vieta uzima
vadinamasis x? kriterijus, pasitilytas K. Pirsono. Jis yra gana paprastas ir
placiai taikomas.

Tarkime, kad atliekame n nepriklausomu eksperimentu. Atlikus bet kuri
eksperimenta, ivyksta vienas i§ nesutaikomu ivykiu Ay, ..., A, AjU...UA,. =
= (), su pastoviomis tikimybémis p1,...,pr;p1 + ... + p» = 1. Pazymékime
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ivykio Ay ivykimu skaiciu, atlikus n eksperimentu, raide xj. Taigi k1 + ... +
+k, = n. Statistiniai dazniai 1 /n, ..., K, /n yra tikimybiu py iverciai.
Ivesime dazniu k1/n, ..., k-/n ir tikimybiu p, ..., p, nukrypimo mata

T - 2
E Ck(*—pk> ;
n

k=1

Cia ¢, yra bet kokios teigiamos konstantos. Tinkamai jas parinkus, tas
reiskinys turi paprastas asimptotines savybes. Taip, pavyzdziui, yra, kai
¢k = n/pi. Pazymékime

r

D Gt . S

k=1 Pk k=1 Pk
Lema. Jei kompleksinis skaic¢ius z tenkina nelygybe |z| < 1/2, tai

22 2
In(1 - —‘<f 3,
)n(+@ 2+ 5| <3l

Irodymas analogiskas I11.10 skyrelio lemos jirodymui. Turime

ln(l_i_z)_z_'_é‘<§:@<li|z|k_£<g|zl3 0
217 &=k T3&T 31 —el) T '

1 (Pirsono) teorema. A, yra asimptotiskai pasiskirstes pagal x? su
r — 1 laisvés laipsniy.
Irodymas. Tikimybé, kad kK1 = mq, ..., kK, = m,, yra lygi
n!

mi My
1 Py
mql...m,!

Todél vektoriaus (k1, ..., k) charakteristiné funkcija

f(nl,...,nr)(tlv ---,tr) =
|

_ el(t1m1+'~~+t'r'm7') n: mi me __
= 1 ProePr =
my:...Myp:
my1>0,...,mp>0
mi4...dmp=n

= (pre™ + ..+ pre’™ )"

Pazymékime
Zp =Pk ).
vV Pk
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Tada
T I
I N )
k=1 k=1

Vektoriaus Z = (Zy, ..., Z,) charakteristiné funkcija

it = o (TR (G ) -

= (i:pkeitk/\/m)n exp ( — z\/ﬁZtk\/]Tk)
k=1 k=1

Pasinaudoje nelygybe (zr. I11.8 skyrelio lema)

2 3

: vt |
wili 7’<7
e w+2 S

teisinga visiems realiesiems v, ir laikydami n pakankamai dideliu, gauname

In fz(t1, ..., t.) = nanpkeit’“/V”p’“ — z\/ﬁZtk\/zT =
k=1

it}, t2 Blty]? —
= nl E: (1 k ) =iV /B =
=nln) pp(l+ T + ()2 z\/ﬁk:1 K/ Dk

_nln(1+f2tk\/7€— Zt m)—z\/ﬁ;tk\/@.

Cia ir toliau B reiskia skai¢iu, ne visada ta pati, bet aprézta konstantos,
nepriklausancios nuo n. Remsimés Sio skyrelio lema. Pakankamai dideliems
n

lnfz<t1,...7tr>=n(jﬁk§_jltm?—; N 2)-
N/ i w— B\2 B .

:—*Ztk‘f' (Ztk\/»> \f

Todél, kai n — oo,

Fa(tynty) — exp{ — %Q(tl, ...,tr)};
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Qtr,onty) = > 17— (Ztk\/ﬁ>2
k=1 k=1

yra neneigiamai apibrézta kvadratiné forma (jrodykite!).
Tarkime, kad Y = (Y1, ..., ¥;.) yra normalusis vektorius su charakteristine

1
funkcija exp { — iQ(tl’ s tr)}. Kvadratine forma @, panaudoje ortogonalia

transformacija (t1, ..., t.) = (u1, ..., u)C su salyga u, = tlpi/2 + .o+ 75,.])}/27

galime uzrasyti pavidalu Q(ty,...,t,) = us + ... + u?_,. Tai bus vektoriaus
Y(C™Y = (Vi,..., Vo1,0) (2r. IIL.13 skyreli) charakteristiné funkcija. Atsi-
tiktiniai dydziai V4, ..., V;.—1 yra nepriklausomi ir pasiskirste pagal N(0,1).

Pasinaudoje teorema apie tolydzia atitikti tarp pasiskirstymo funkciju ir
charakteristiniu funkciju (zr. IT1.13 skyreli), gauname

fAn(t) :// 6it(v%+"'+vg)sz(U1,...,’UT) —
—>// eit(”%+"'+“’ﬁ)dFY(U17...7vr> :fY12+..<+Y,?(t)~

Kadangi matrica (C~!)" yra ortogonali, tai Y2 + ... + Y2 = V2 + ...+ V2.
Todél
fa,(t) — fV12+...+VT271(t)>

kai n — oco. Vadinasi, A,, yra asimptotiskai pasiskirstes pagal x? su r — 1
laisvés laipsniu. O

Remdamiesi Sia teorema, galime sudaryti kriteriju hipotezei Hy : p; =
=p{,...,pr = PO tikrinti. Jei ivykiu Ay, ..., A, tikimybés Zymiai skiriasi nuo
Py, ...,p%, tai skirtumai ry/n — p) dazniau igis didesnes reik§mes, negu jas
igytu tuo atveju, kai hipotezé teisinga.

Paéme reikSmingumo lygmeni «, kritine kriterijaus sriti apibrésime nely-
gybe A, > u; skai¢iu u = u, randame is lygties

P(A, >u) =a.
Statistikos A,, pasiskirstymo nezinome, bet zinome, kad ji asimptotiskai pa-

siskirs¢iusi pagal x? su r—1 laisvés laipsniu. Todél ta lygti, kai n yra pakanka-
mai didelis, pakei¢iame apytiksle lygtimi

/ Py (v)dv & .

Taigi u, laikome apytiksliai lygiu pasiskirstymo x? su r — 1 laisvés laipsniu
(1 — a)-kvantiliu.
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1 pavyzdys. Genetikos pradininkas G. Mendelis' daré bandymus su
zirniais. Tarp jo uzauginty zirniu buvo 315 lygts ir geltoni, 108 — lygus ir zali, 101
—rauksléti ir geltoni bei 32 — rauksleéti ir zali. Pagal paveldimumo teorija tokiu zirniu
skai¢iu santykis turétuy buti 9:3:3:1. Ar Mendelio duomenys patvirtina jo teorija su
reikSmingumo lygmeniu o = 0, 057

Siuo atveju p1 = 9/16;p2 = p3 = 3/16;p4 = 1/16;n = 315 + 108 4+ 101 + 32 =
= 556. Pasiskirstymo x? su 3 laisvés laipsniais 0,95-kvantilis yra /= 7, 815. Statistikos
A, reiksmeé

3152 N 1082 N 1012 N 322
556-9/16 ' 556-3/16 ' 556-3/16 = 556 -1/16

— 556 ~ 0, 470.

Hipotezé atitinka stebéjimo duomenis.

I8 Pirsono teoremos irodymo isSplaukia, kad A, pasiskirstymo konverga-
vimas i ribini yra tuo létesnis, kuo mazesnés py. Rekomenduojama §i kriteriju
taikyti tada, kai npg > 5.

Remdamiesi Pirsono teorema, galime sudaryti kriteriju tikrinti hipotezei
Hy, kad stebimasis atsitiktinis dydis turi kokia nors konkrec¢ia pasiskirstymo
funkcija F(y). Ta funkcija turi buti visiskai apibrézta ir neturi priklausyti
nuo jokiu nezinomu parametru.

Padalykime atsitiktinio dydzio visu galimu reik§miu aibe W i poaibius
Wi, ..., W,., kurie kas du neturi bendru elementu ir kuriu sajunga lygi aibei
W. Pazymékime Ay ivyki, kai atsitiktinis dydis igyja reiksme i$ srities W.
Jei hipotezé Hj yra teisinga, tai galime apskaiciuoti ivykiu Ay tikimybes pg.
Uzuot tikrine hipoteze Hy, tikriname hipoteze H{, kad tikimybés stebimajam
atsitiktiniam dydziui igyti reiksmes i§ aibiu Wy, yra p? (k =1,...,7).

Daznai tenka tikrinti hipotezes, kai pasiskirstymas yra, pavyzdziui, nor-
malusis, Puasono ar pan. Tokie pasiskirstymai priklauso nuo parametru, kurie
paprastai yra nezinomi. Sakykime, reikia patikrinti hipoteze, kad stebimojo
dydZio pasiskirstymas yra P, . ,) su kokiomis nors parametru 61, ...,0s
reikSmémis. Kaip ir anksciau, suskaide to dydzio galimy reiksmiu aibe W i
sritis Wy, ..., W,. (r > s), imame tikimybes pg(61,...,0s) (k = 1,...,7), kad
stebimasis dydis igis reikSmes i§ poaibiy Wy, ir sudarome atstumo mata

T 2
(Iik —npk(Hl,...,Gs))
1 Ap(by,...,05) = )
( ) ( ! ) kz—l npk(01,~~~,05)

Jei parametru 6y, ..., 05 reikSmés butu zinomos, tai turétume jau iSnagrinéta
atveji. Taclau jos nezinomos. PerSasi paprasta iSeitis: reikia parametrus
pakeisti ju jverciais. Imkime kuriuos nors parametruy jvercius 67,...,0% ir
pakeiskime jais (1) formuléje pacius parametrus 61, ..., 65. Deja, vél iskils nauji
sunkumai: pi (07, ..., 0%) bus ne konstantos, bet atsitiktiniai dydziai. Todél 1

teorema nebus pritaikoma.

! Gregor-Johann Mendel (1822-1884) — austru botanikas.



320 Matematinés statistikos pradmenys

Ivercius 67, ..., 0% galime parinkti daugybe btidu. Suprantama, statistikos
A,, pasiskirstymas priklausys nuo tu iver¢iuy parinkimo. Juos galima parinkti
ir taip, kad po nedideliu pakeitimu tiktu anksciau iSdéstyta teorija. Naturalu
stengtis ivercius 67, ..., 0% parinkti taip, kad statistika A,, butu kuo mazesné.
Tai — vadinamasis x? minimumo metodas. Tam reikalui (1) diferencijuojame
parametru 61, ..., 0, atzvilgiu (jei toks diferencijavimas yra galimas) ir gautas
dalines iSvestines prilyginame 0. Gauname lygéiu sistema

=0 (j=1,..,s9).

@ 10A, 727’:(/%*711% N (Hknpk)z)ggj_

200, Dr 2np?

I8 ju randame jvercius 6; ir jais pakei¢iame 6; (1) formuléje. Kai patenkintos
gana bendros salygos, A, (01, ..., 05) yra asimptotiskai pasiskirs¢iusi pagal x>
sur — s — 1 laisvés laipsniu.

(2) lygtis net paprasciausiais atvejais sunku iSspresti. Galima butu paro-
dyti, kad antruosius narius tose lygtyse, kai n yra didelis, galima atmesti; nuo
to nesikeicia statistikos A,, asimptotinis pasiskirstymas. Turime paprastesne
lygciu sistema

r

Kk — npy, Opy; .
3 SRR TIPRIPE (= 1,..,8).
(3) 2 o0, (j )

Si sistema gaunama, prilyginus nuliui A,, (61, ..., 0,) isvestines pagal paramet-
rus 60y, ..., 05, bet, skai¢iuojant isvestines, laikoma, kad (1) formulés vardikliai
yra pastovis. Kadangi

Zpk(oh "'765) = 17
k=1

tai (3) sistema galima dar suprastinti:

T

(4) Z@%fo (G=1,..5).

el Pk 89j

Sis metodas yra vadinamas modifikuotu x> minimumo metodu.

2 teorema. Tarkime, kad funkcijos pi(01,...,0s) (k = 1,...,r) kuriame
nors neissigimusiame erdvés R® intervale © tenkina salygas:

pr(01,..,05) >c>0 (k=1,...,r),
Zpk(ela "'305) = ]-a
k=1

egzistuoja tolydzios isvestinés



X2 kriterijus 321

96, 96,00,

2
Opk = Ok 4y i si=1,..8)

i matricos

10)
"”H (k=1,.,mj=1,..5)
rangas yra lygus s. Sakykime, atliekame Sio skyrelio pradzioje apraSytus n
nepriklausomy eksperimentuy ir tikimybé, kad z'vykis Ay, ivyks, atlikus kuri nors
i§ tu eksperimenty, yra pl = py(0Y,...,0°); cia (6Y,...,0°) — vidinis intervalo
O taskas. Tada (3) lygtys turi vienintelj sprendini (01, ..., 05), konverguojant;
pagal tikimybe i (09, ...,0°). Statistika

(5) An(0y,...,05) = Zr: (% — np;i(él, fs))

1 npg (01, ..., 05

yra asimptotiskai pasiskirsciusi pagal x> sur — s — 1 laisvés laipsniy.

Sios teoremos jrodymas yra gana ilgas ir sudétingas. Ji galima rasti,
pavyzdziui, [6], 30.3 skyrelyje.

Ta teorema grindziamas kriterijus konstruojamas jau mums Zzinomais
budais.

Sakykime, reikia patikrinti hipoteze Hy, jog stebimojo atsitiktinio dydzio
pasiskirstymas priklauso klasei {Py, 6 € O}, ©¢9 C R?®. Suskirstykime to
dydzio galimu reik§miu aibe i r aibiu Wy (k = 1,...,r). Pazymékime py
tikimybe ivykio Ay, kad atsitiktinis dydis pateks i Wy. Si tikimybé priklauso
nuo parametry 6 = (01, ...,0;). Jei teisingos 2 teoremos salygos, hipoteze Hy
pakeic¢iame hipoteze H{), kad ivykiuy Ay tlklmybes biitu py, sprendziame (4)
lygéiu sistema ir sudarome statistika A, (91, ey 95).

Pailiustruosime §ia procedura dviem pavyzdziais.

Sakykime, reikia patikrinti hipoteze Hy, kad stebimasis atsitiktinis dydis
yra pasiskirstes pagal Puasono désni su nezinomu parametru A > 0. Sis dy-
dis igyja sveikasias neneigiamas reikSmes. Suskaidykime sveikuju neneigiamu
skai¢iu aibe i poaibius Wy = {0,1,...,0}, Wy ={l+k -1} (k= 2,...,7 —
-1), Wo={l+r—-11+r..}. Tada

l
7)\l+k 1
(+k—1)

o0

AT
pr=pr(A) = Z me A

m=Il+r—1

m

S

pr = pr(A\) = e A (k=2,..,r—1),
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Tikimybeés py tenkina 2 teoremos salygas. (4) sistema yra sudaryta i$ vienos
lygties

o [+k—1
m ( ) _1>“’“+
Yo
|
m=0
) NG
SR EEES
m=l+r—1 A m'
+ ey T =0.
UL
>
m=Il+r—1
Is cia
l m 0 L
1 Z mw r—1 Z 7’
A= — K1 m:lo + (l + k— 1)f€k + HTm:l-&:C“—l —
n AT o Z A\
Z m! !
m=0 : m=Il+r—1

Viduriné suma lygi

> Xy

I<zp<l+r-1

pirmoji ir tre¢ioji sumos paprastai nedaug skiriasi nuo sumu

S Xe, Y Xk

z <l zp>l4+r—1

Todél sprendinys yra A~ X. Patariama poaibius Wy, parinkti taip, kad butu
npg > 5.

2 pavyzdys. Buvo stebimos radioaktyviosios dalelés ir registruojama, kiek
signalu gaunama kas valanda. Stai rezultatai: 0 signalu uzregistruota 1924 kartus,
1 signalas — 541 karta, 2 signalai — 103 kartus, 3 signalai — 17 kartu, 4 signalai — 1
karta, 5 signalai — 1 karta, 6 ir daugiau signalu — né vieno karto. Su reik§mingumo
lygmeniu 0,05 patikrinsime hipoteze, kad signalu skaicius pasiskirstes pagal Puasono
désnj.

Cian = 19244541+ 103+ 174141 = 2587, empirinis vidurkis Z = (0- 1924+
+1-54142-1034+3-17+4-1+5-146-0)/n ~ 0,3119443.

Sudarome poaibius Wy, = {k — 1} (k =1,2,3), W4 ={3,4,...}.
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Skaic¢iavimai sura8yti lenteléje.

k K P np (kk — npr)*/(npr)
1 1924 0,7320223 1893,74 0,48
2 541 0,2283502 590,74 4,19
3 103 0,0356163 92,14 1,28
4 19 0,0040112 10,38 7,17
Is viso 2587 1,0000000 2587 13,12

x? pasiskirstymo su 2 laisvés laipsniais 0,95-kvantilis yra apytiksliai lygus 5,991.
Todél hipotezé atmestina.

Remdamiesi nagrinéjamuoju kriterijumi, tikrinsime hipoteze, kad stebi-
masis atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal normaluji désni su nezinomais
parametrais a € R ir ¢ > 0. Suskaidykime realiuju skaiCiu tiese i sritis
Wy = (—oo,7 — h/2),W), = [t — h/2,7s + h/2) (k = 2,...,7r = 1),W, =
= [Tr—1+ h/2,00); Cia 7, = T + (k — 1)h. Jei hipotezé teisinga, tai

pr =pr(a,0) = J\}% /W exp ( - %)du (k=1,...r).

IS cia

opr 1 (u—a)?
Da Js\ﬁ Wk<“_“)eXp<_ 202 )d“’

Opr (u—a)?
do2 0'4\/27'(' Wi (u—a)”exp ( 202 )du—

)2
exp u)du.

02\/ 2 /Wk

(4) lygciu sistema galima uzrasyti Sitaip:

u— a)?
/Wk U exp ( - %)du
k “(u—ap ) .
f e (=)
/Wk (u — a)? exp ( - %)du

[ e (=)

Maziems h teisingos apytikslés lygybés

1 —
:H;H

T
9 1
g —75 KRk
n
k=1
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u—a)? U —a)?
/Wkuexp((20'2)>duz7—k/wk exp<—%)du’
/Wk(u_a)QeXp(—(uz_Ug)>duz (7’1€—CL)2 /W exp(_%>du7

k

kai k = 2,...,r — 1. Jei k1 = K, = 0, tai gauname apytikslius (4) sistemos
sprendinius

.1 . 1 .
a=— Z/ﬁ/ﬁ'}w 62 == Zm(Tk —a)2.
ne ne

Isskleide pointegralinius reiskinius Teiloro eilutémis tasku 75 aplinkose, gau-
tume tikslesnius sprendinius:

! 4
a= ﬁzk:nkrk—l—O(h ),

1 h?
~9 A\2 4
(o2 _ﬁ Ek :‘ik(]]@_a) —E"—O(h )

Atmete narius O(h*), galime gauti apytikslius (4) sistemos sprendinius: a
ivertis yra sugrupuotu stebéjimo duomenu vidurkis, o o? ivertis — sugrupuotu
duomenu dispersija su Separdo pataisa.

Sprendiniai

paprastai naudojami ir tada, kai h néra labai mazas, o k1 ir k, néra lygus
nuliui, nes daznai jie gerai aproksimuoja (4) sistemos sprendinius. Rekomen-
duojama sekti, kad butu np; > 5. Kai i Wy ir W,. patenka nedaug reikSmiu
Kk, jas galima sujungti.

3 pavyzdys. Buvo stebimas atsitiktinis dydis. Stebéjimo duomenys
sugrupuoti, paémus h = 2. I intervalus [4, 6), ..., [20,22) pateko atitinkamai 15, 20,
25, 30, 30, 27, 24, 16, 13 stebimojo dydzio reiksmiu. Patikrinsime hipoteze, kad su
reikSmingumo lygmeniu 0,05 atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal normaluji désni.
Skaic¢iavimo rezultatai surasyti lenteléje.
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k Kk Pk npr (ki — npr)*/(npk)
1 15 0,0830 16,60 0,15
2 20 0,0901 18,02 0,22
3 25 0,1359 27,18 0,17
4 30 0,2129 42,58 3,72
5 30 0,1290 25,80 0,68
6 27 0,1461 2922 0,17
7 24 0,017 2034 066
8 16 0,0583 11,66 1,62
9 13 0,0429 8,58 2,28
IS viso 200 0,9999 199,98 9,67

Pagal (6) formules
a=12,25, 6% ~4,512.

Sudarome sritis Wi = (—o0,6), Wa = [6,8), Ws = [8,10), ..., Ws = [18,20), We =
= [20, c0). Tikimybes pi randame i$ formuliy

Lenteléje visu pi suma dél apvalinimo paklaidu néra lygi 1. Pasiskirstymo x? su
9 — 2 — 1 = 6 laisves laipsniais 0,95-kvantilis yra apytiksliai lygus 12,592. Hipotezé
priimtina.

x? kriterijus labai placiai taikomas. Paminésime dar pora atveju. Pirmasis
yra pozymiy nepriklausomumo tikrinimas. Tarkime, kad generalinés aibés ele-
mentai turi du pozymius A ir B. Pirmasis pozymis turi r kategoriju A1, ..., A,
o antrasis — s kategoriju By, ..., Bs. Vadinasi, visus generalinés aibés elementus
galime suskirstyti i rs klasiu, priskirdami vienai klasei elementus, turinc¢ius
pozymius A; ir Bi(j = 1,...,mk = 1,...,s). Pazymékime p;. tikimybe, kad
atsitiktinai parinktas generalineés aibés elementas turi pozymi A;, raide p., —
tikimybe, kad jis turi pozymi By, ir raide p;j, — tikimybe, kad jis turi pozymius
Aj ir By. Reikia patikrinti hipoteze, kad tie pozymiai yra nepriklausomi,
t.y. Djr = Dpj.px visiems j =1,...,mk =1,...,s5. Aisku,



326 Matematinés statistikos pradmenys

E:ZU-Zﬁh
j=1
Zpk =1
k=1

Kai hipotezé teisinga, tikimybés p;. yra r 4+ s — 2 nezinomu parametry
DLy ey Pr_1.;P-1, -, D-s—1 Tunkcijos.

Pazymékime raide k), skaiciu imties elementu, turin¢iu pozymius A; ir
By.. (4) sistema bus pavidalo

i(%— ”js) =0 (k=1,..,5—1),

Pk D-s

j=1
3 (@ - @) =0 (j=1,.,r—1).
—\p;  p

Gauname jvercius

~ -k
r=— (k=1,...,s);
Pk n ( ) 78)7

S
Kj. = Zﬁjk (j = 1,...,7“),
k=1

K = Zﬁjk (k=1,...,s).
j=1
(5) statistika yra pavidalo

(7) ”iiw:”<ii%_l)

j=1k=1 j=1k=1

Ji yra asimptotiskai pasiskirséiusi pagal x2 surs—(r+s—2)—1= (r—1)(s—1)
laisves laipsniu.

4 pavyzdys. Dvigrupés ligoniu A ir B, po 100 asmenu kiekviena,
serga kokia nors liga. Grupés A ligoniai buvo gydomi serumu, o grupés B ligo-
niai to serumo negavo (B buvo kontroliné grupé). Siaip abi grupés buvo gydomos
vienodai. Nustatyta, kad pirmojoje grupéje pagijo 75 ligoniai, o antrojoje 65. Su
reikdmingumo lygmeniu 0,05 reikia patikrinti hipoteze, kad serumas nebuvo efek-
tyvus.

Bandymo rezultatus surasome lenteléje.
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Pasveiko  Nepasveiko I8 viso

Grupé A 75 25 100
Grupé B 65 35 100
Is viso 140 60

(7) statistikos reiksmeé

140-1()0+140~100+60'100+60-100_

2 2 2 2
200( L 65 25 35 1) ~ 2, 38.

x? pasiskirstymo su 1 laisvés laipsniu 0,95-kvantilis yra apytiksliai lygus 3,841.
Todél hipotezé atitinka stebéjimo duomenis.

Cia aprasyta procediira nesunku pritaikyti, remiantis anksé¢iau nurodytu
budu, dvieju atsitiktiniu dydziu nepriklausomumui tikrinti. Paliekame tai
padaryti skaitytojui.

Pritaikysime dar x? kriteriju stebéjimu homogeniskumui tikrinti. Sakyki-
me, turime s seriju bandymu; tose serijose yra atitinkamai ni, ..., ns pavieniu
bandymu. Atlikus bet kuri bandyma, gali ivykti vienas i§ nesutaikomu jvykiu
Ay, ..., Ay; visu tu ivyku sajunga yra butinas ivykis. Ivykiu A; skaiciu k-
-ojoje bandymu serijoje pazymékime kyj(Kr1 + ... + Kir = 1), 0 ivykio A;
pasirodymo tikimybe, atlikus k-osios serijos bandyma, pazymékime py; (px1+
+... + pgr = 1). Remiantis stebéjimu duomenimis, reikia patikrinti hipoteze,
kad kiekvienoje bandymu serijoje ivykio A; pasirodymo tikimybé yra ta pati:
prj =pi(G=1,...,r;k=1,..,s). Jei hipotezé teisinga, tai p1 + ... + p, = 1.

Sprendziant § uzdavini, reikia atsizvelgti i tai, kiek i§ tikimybiu p; yra
Zinomu.

Jei visos jos zinomos ir s = 1, tai turime Sio skyrelio pradzioje aprasyta
atveji. Atitinkama statistika A,, remiantis Pirsono teorema, yra asimp-
totiskai pasiskirs¢iusi pagal x? désni su r — 1 laisvés laipsniu. Jei s > 1, tai
kiekvienai bandymu serijai sudarome statistika A,,, ir visas jas sudedame.

Gautoji statistika
S T 2
Sy )
k=1 =1 "kPj

analogiskai 1 teoremai, bus asimptotiskai pasiskirs¢iusi pagal x? su s(r — 1)
laisvés laipsniu.

Jei visos tikimybés pi,...,p, yra nezinomos, tai py; yra nezinomu pa-
rametru p1, ..., pr—1 funkcijos. Tu parametru jvercius randame i3 (4) lygéiu
sistemos; jie lygts

L I{.j - .
hi=-"(=1.7);
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¢ia k.j = K1j + ... + Kgj. Sudarome statistika

(8) ZZ “krnkpj _ (ZZHZ',?; 1).

k=1j5=1 k=1 j5=1

Galima biitu parodyti, kad ji turi asimptotini pasiskirstyma x2 su (r — 1) x
x (s — 1) laisves laipsniu, kai tikrinamoji hipotezé yra teisinga.

Jei tikimybés pi,...,p, yra parametry 6q,...,0; (1 < 1 < s) funkcijos,
tai parametru 6, iver¢ius randame i3 (4) sistemos ir sudarome statistika,
analogiska (5). Galima biitu parodyti, kad ji turi asimptotini y? pasiskirstyma
su s(r — 1) — [ laisveés laipsniu.

5 pavyzdys. Lenteléje pateikti ivairiais 1935 m. ménesiais Svedijoje
gimusiy berniuku ir mergaiciy skaiciai (pavyzdys paimtas i§ [6] knygos).

Meénuo Berniuku = Mergaic¢iu I8 viso

skaicius skaicCius
1 3743 3537 7280
2 3550 3407 6957
3 4017 3866 7883
4 4173 3711 7884
5 4117 3775 7892
6 3944 3665 7609
7 3964 3621 7585
8 3797 3596 7393
9 3712 3491 7203
10 3512 3991 6903
11 3392 3160 6552
12 3761 3371 7132
I8 viso 45682 42591 88273

Su reikSmingumo lygmeniu 0,05 patikrinsime hipoteze, kad visais ménesiais berniuko
gimimo tikimybé yra ta pati.

Cia turime r = 2, s = 12. NeZinomas parametras yra berniuko gimimo tikimybé
p. Jos jvertis p = k.1/n.

(8) statistikos

(s =) (mr2 = me(1= )"\
k_l( o e R

Z ﬂkl—”kp 1 (lszil_m)
T1-p b~ nk
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reikime yra apytiksliai lygi 14,986. x* su (s — 1)(r — 1) = 11 laisvés laipsniu
0,95-kvantilis yra 19,675. Galime laikyti, kad hipotezé nepriestarauja stebéjimo
duomenims.

13. KRITERIJAI, PAGRISTI EMPIRINES IR
TEORINES PASISKIRSTYMO FUNKCIJU
SKIRTUMU

Nagrinésime, kaip empiriné pasiskirstymo funkcija aproksimuoja teorine pa-
siskirstymo funkcija.
Tarkime, kad stebimojo atsitiktinio dydzio su pasiskirstymo funkcija

F(y) atsitiktiné imtis yra (Xi,..., X,,). Jo empirine pasiskirstymo funkcija
apibrézéme 2 skyrelyje. Kiekvienam fiksuotam y tai yra atsitiktinis dydis

1
X<y

Pazymeékime Yy, atsitiktini dydi, igyjanti reiksme 1 su tikimybe P (X < y) =
= F(y) ir reikdme 0 su tikimybe P(X}, > y) =1 — F(y). Dydziai Y3, ..., Yy
yra nepriklausomi. Tada empirine pasiskirstymo funkcija galime uzrasyti
Sitaip:

1 n
]'—n(y) = E ZYk’y'
k=1

Pastebésime, kad dydzio Y3, vidurkis
MYy, = F(y),
o dispersija
DYy, = F(y)(1 - F(y)).

I8 vidurkio ir dispersijos savybiu i§plaukia, kad
1
MFn(y) = F(y), DFuly) = ~Fy)(1 - F(y))-

Is stipriojo didziuju skai¢iu désnio (I11.5.2 teoremos 2 isvados) isplaukia,
kad kiekvienam y € R empiriné pasiskirstymo funkcija konverguoja su
tikimybe 1 i teorine pasiskirstymo funkcija

P{Fuly) —— F(y)} = 1.

n—oo

Vadinasi, F,,(y) yra nepaslinktasis ir suderintasis F'(y) ivertis.
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Dar daugiau: i§ centrinés ribinés teoremos (I11.11.2 teoremos 2 igvados)
isplaukia, kad kiekvienam y € R su salyga 0 < F(y) < 1

n

(Yy—MYy)
P ; k k cubopd VB ZEW) b,

(Som,)" Fo)(-Fw)  f
k=1

Sie teiginiai rodo, kad kiekvienam fiksuotam y € R empiriné pasiskirstymo
funkcija F,, (y) artéja prie tikrosios pasiskirstymo funkcijos F'(y). V. Glivenka!
1933 m. jrodé, kad F,(y) su tikimybe 1 konverguoja i F(y) tolygiai visiems
y € R. Irodysime ta teorema.

1 lema. Jei turime baigtine arba skaiciq jvykiy sistema { Ay} ir kiekvieno
Ju tikimybé P(Ayg) = 1, tai ir tos sistemos sankirtos tikimybé

P(OAk) ~ 1

Irodymas. Kadangi
P(U4s) < 3P

ir P(A$) =0, tai

P(L})A;):O

P(ﬂAk) - 1—P<<ﬂAk) ) —1-pP (UAC) -

k k

1(Glivenkos) teorema. Jei F(y) yra atsitiktinio dydzio pasiskirstymo
funkeija, o F(y) — jo empiriné pasiskirstymo funkcija, tai

P{ s |Fu(y) - Fly)l ——0} = 1.

—oo<y< oo n—00

Irodymas. Imkime bet kuri nataraluji skai¢iu r. Pazymékime
yrk (k=1,...,r) maziausia y, tenkinanti nelygybes

1 Valerijus Glivenka (1897-1940) — ukrainieciu kilmés matematikas.
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F(y) <= <F(y+0).

S|

Tarkime, kad

Enp = {fn(yrk) = F(yrk)}7

E.=E.N..NE,, = { max |Fp(yrr) — F(yrk)| —>0},

1<k<r n—o00

E=FE i NEnN..= { max |Fp(yrk) — Fyrp)| —— 0;r = 1,2, ...

1<k<r n— o0
Is stipriojo didziuju skaiciu désnio iSplaukia, kad
PEwx)=1 (r=1,2,..;k=1,..,r).

Pagal 1 lema
0 y
1.
Pazymékime

C={ sup |[|Fuly)—F(y)|———0}.

—oco<Yy< 0o n— 00

Jel irodytume, kad E C C, tai is (1) iSplauktu teoremos teiginys.
Kiekvienam y € (Yrk, yr k+1] teisingos nelygybes

(2) fn(yrk + 0) < fn(y) < ]:n(yr,k—&-l)
ir
(3) F(yrk +0) < F(y) < F(Yrk+1)s
be to,

1
(4) 0 S F(yr,k+1) - F(yrk: + 0) S ;

Atéme i (2) nelygybeés (3), gauname

fn(yrk: + 0) - F(yT,k:+1) S fn(y) - F(il/) S fn(y'r,kJrl) - F(yrk + O)

I3 ¢ia ir i§ (4) nelygybés isplaukia
1
|Fnly) — F(y)| < max Fn(yrn) = F(yre) +

Todél

331

3
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1
— < — iy
s Waly) = Pl < max (Fa(yn) = Flyre)l + 7

Kadangi $i nelygybé yra teisinga kiekvienam r, tai galime padaryti iSvada,
kad EC C.O
Pazymeéje
Dy, = sup|Fn(y) — F(y)l,
Yy

Glivenkos teorema galime uzraSyti sitaip:

P(D, —0)=1.
n—oo
Statistika D,, yra funkcijos F,, nuokrypio nuo F matas. Pasirodo, kad
tolydziosioms pasiskirstymo funkcijoms (iprasta matematinéje analizéje pras-
me) D,, pasiskirstymas nepriklauso nuo F.

2 lema. Jei Z yra atsitiktinis dydis su tolydZia pasiskirstymo funkcija
H(z), tai atsitiktinio dydzio Y = H(Z) pasiskirstymo funkcija yra

0, kaiy <0,
Gy) = {y kai 0 <y <1,
1, kaiy>1.
Vadinasi, Y yra tolygiai pasiskirstes intervale (0,1).
Irodymas. Tolydi funkcija y = H(z) atvaizduoja tiese R i viena
i§ intervaly [0, 1], [0, 1), (0, 1], (0, 1). Jei H(z) yra (grieztai) didéjanti,
tai tas atvaizdis yra abipus vienareikdmis. Bendresniu atveju (kai H(z) yra
nemazéjanti ir egzistuoja intervalai, kuriuose ji yra pastovi) viena y reiksme
gali atitikti daugiau z reikSmiu — visas neiSsigimes intervalas. Kiekvienam
y € (0,1] apibrézkime
zy =inf{z: H(z) = y}.

I funkcijos H(z) tolydumo isplaukia, kad H(z,) = y.
Lema pakanka irodyti tik visiems y € (0,1). Turime

G(y) = P(Y <y) = P{H(Z) <y} = P{H(Z) < H(z)} =
=P(Z<zy)=H(zy)=y.0

2 teorema. Kickvienai tolydziajai pasiskirstymo funkcijai F(y) statistika
D, turi ta pati pasiskirstyma.

Irodymas. Kaip ir visame siame skyrelyje, (X1, ..., X,;) Zymésime
atsitiktine imti. Stebimojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos F(y)
pastovumo intervalu vadinsime kiekviena uzdara intervala [b, ], jei P{X; €
€ [b,¢)} = 0 ir néra kito uzdaro intervalo, kuriam priklausytu [b,c| su ta
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savybe. IsSmeskime i§ R visus pastovumo intervalus. Gauta aibe pazymékime
A. Tada
Dy, = sup | Fu(y) — F(y)| = sup |Fn(y) — F(y)]

YyER yeA

ir kiekvienam y € A
{ Xk <y} ={F(Xk) < F(y)}.
Pazymékime Uy, = F(X}) ir
1
U<y
Tada visiems y € A
1 1
Gu(Fly)) =— > 1=—3 1=Fuy).
F(X,)<F(y) X<y

Vadinasi,

D, =sup |G, (F(y)) — F(y)| =

yeEA
=sup |Gn(F(y)) — F(y)| = sup [Gy(u) —ul.
yeR 0<u<1

Teorema iSplaukia i§ 2 lemos. O

Teoremos irodymas yra ir budas statistikos D,, pasiskirstymo funkcijai
rasti. Tam reikia imti atsitiktinio dydzio, tolygiai pasiskirs¢iusio intervale
(0,1), empirine pasiskirstymo funkcija G, (u) ir apskai¢iuoti statistikos

sup |G (u) — ul
0<u<l

pasiskirstymo funkcija. Ji bus ir D,, pasiskirstymo funkcija.
Galima rasti gana paprasta ribinj statistikos D,, pasiskirstyma.

3 (Kolmogorovo) teorema. Kiekvienai tolydziajai pasiskirstymo funk-

cijai F(y)
P(VnD, <y) — K(y);
¢ia
0, kaiy <0,
— e 2,2
K(y) = Z (—=1)*e=2K"Y" kaiy > 0.
k=—oc0

Sios teoremos irodymo idéja isdéstyta 14 skyrelyje.
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Funkcija K (y) yra tabuliuota (zr. [17], XII lentele, [2], 6.1, 6.2 lenteles).

Remdamiesi §iais rezultatais, pagal jau gerai zinoma schema galime
sudaryti Kolmogorovo kriteriju tikrinti hipotezei, kad stebimasis dydis yra
pasiskirstes pagal tolyduji désnj F(x). Tarkime, kad konkretlis stebéjimo
rezultatai suraSyti nemazéjancia tvarka. Turime variacine seka 7 < z3 <
< ... < z}. Apskaitiuojame dydzius

k _ k-1
Df = mpx (3 = Fule)). i = max (Fula) = =),
Tada
D,, = max(D;}, D;).

Paéme reiksmingumo lygmenj «, i$ lenteliy randame D,, pasiskirstymo (1—a)-
-kvantili u,. Kai n dideli, galima remtis Kolmogorovo teorema. Kai n > 10
ir 0,01 < a < 0,2, galima naudotis apytiksle formule

\/1< 21;2—4@—1) 1 v 1
U R\ 5 (V- —— ) — = =[5 —
2n 18n 6n 2n  6n
¢ia v = —In(a/2).

Jei D, > u,, tai hipotezé atmestina, prieSingu atveju galime manyti, kad
ji nepriestarauja stebéjimo duomenims.

Empirinés funkcijos nuokrypi nuo teorinés galima apibudinti ir kitais
biidais. H. Krameras 1928 m. ir nepriklausomai nuo jo R. Mizesas' 1931
m. pasitlé tam reikalui naudoti statistika

/OC (Fuly) — F(y))*dL(y)

— 00

su nemazéjancia funkcija L(y). Paprastai naudojamos dvi statistikos

2

© (Fuly) — F
— F(y)(1 - F(y))

Cia funkcija F(y), kaip ir anksciau, yra tolydi. Galima butu jrodyti, kad

- 2k —1\2 1

2 _ ) _—

"w";(F(X’“) on ) ETTY

2k—1

"2k -1
=23 | In F(x;) + (1-
n
k=1

: )ln (1—F(X,’;))} —n

1 Richard von Mises (1883-1953) — vokieciu matematikas.
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ir kad tu statistiku pasiskirstymai nepriklauso nuo funkcijos F(y). Irodyta,
kad egzistuoja ir tu statistiku ribiniai pasiskirstymai

P(nwi < u) — ay(u),

P(nQ2 < u) — az(u).

Funkciju aq(u) ir az(u) analizinés iSraiskos yra gana sudétingos. Jos — ta-
buliuotos (zr. [17], XV, XVI lenteles, [2], 6.4 lentele ir artutines formules).
Siais rezultatais pagristas vadinamasis w?, arba Kramero-Mizeso, kriterijus
tikrinti hipotezei, kad stebimasis dydis yra pasiskirstes pagal tolyduji désni
F(y). Jis sudaromas jau mums zinomais metodais.

Pavyzdys. Automatinés staklés gamina rutuliukus. Atsitiktinai parinkti
25 rutuliukai ir i§matuotas ju skersmuo (milimetrais). Gautieji rezultatai surasyti
lenteléje didéjancia tvarka. Su reikSmingumo lygmeniu a = 0,05 reikia patikrinti
hipoteze, kad rutuliuku skersmenys pasiskirste pagal N(12;0,1). Skai¢iavimy rezul-
tatai suradyti lenteléje. Cia zi, = 10(z} — 12). Rezultatai apvalinami 0,001 tikslumu.

k xy, k/n 2k D(zr)  k/n—P(zx) Pzk)—(k—1)/n
1 11,790 0,04 -2,10 0,018 0,022 0,018
2 11,834 0,08 -1,66 0,048 0,032 0,008
3 11,862 0,12 -1,38 0,084 0,036 0,004
4 11882 016 -118 0,119 0,041 -0,001
5 11,902 0,20 -0,98 0,164 0,036 0,004
6 11,912 0,24 -0,88 0,189 0,051 -0,011
7 11,916 0,28 -0,84 0,200 0,080 -0,040
8 11,944 0,32 -0,56 0,288 0,032 0,008
9 11,954 0,36  -0,46 0,323 0,037 0,003
10 11,970 0,40 -0,30 0,382 0,018 0,022
11 11,986 044 -0,14 0,444 -0,004 0,044
12 11,990 048 -0,10 0,460 0,020 0,016
13 12,002 0,52 0,02 0,508 0,012 0,028
14 12,006 0,56 0,06 0,524 0,036 0,004
15 12,018 0,60 0,18 0,571 0,029 0,011
16 12,030 0,64 0,30 0,618 0,022 0,018
17 12,034 0,68 0,34 0,633 0,047 -0,007
18 12,040 0,72 040 0,655 0,017 -0,025
19 12,052 0,76 0,52 0,698 0,062 -0,022

20 12,062 080 0,62 0,732 0,068 0,028
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k xr k/n Zk D(zk)  k/mn—P(zx) P(zx) —(E—1)/n

21 12,072 084 0,72 0,764 0,076 -0,036
22 12,000 0,88 0,90 0,816 0,064 -0,024
23 12,100 0,92 1,00 0,841 0,079 -0,039
24 12,122 0,96 1,22 0,889 0,071 -0,031
25 12,130 1,00 1,30 0,903 0,097 -0,057

Skai¢iavimai rodo, kad
D, =0,097.

IS lenteliu randame, kad D,, pasiskirstymo 0,95-kvantilis yra apytiksliai lygus 0,264.
Hipotezé atitinka stebéjimo duomenis.
Analogiska isvada gautume ir pritaike w? kriteriju.

14. SMIRNOVO KRITERIJUS

Sakykime, stebime du atsitiktinius dydzius ir turime dvi tu dydziu nepriklau-
somu stebéjimu serijas
Xl JRXES) X’na

Y17 "'7)/m-

Remiantis stebéjimu duomenimis, reikia patikrinti hipoteze, kad abu dydziai
yra vienodai pasiskirste. Su tokiais uzdaviniais jau susiduréme, kai abu ste-
bimieji dydziai turéjo ta pati pasiskirstymo tipa ir reikéjo patikrinti hipoteze,
kad pasiskirstymu parametrai yra lygus. Sprendziant §i uzdavini, galima buvo
taikyti ir x? kriteriju.

Jei apie abieju dydziu pasiskirstyma zinoma tik tiek, kad jie yra tolydis,
tai galima taikyti Smirnovo! kriteriju, su kurio teorija dabar susipazinsime.

Taigi tarkime, kad abu dydziai turi ta pacia tolydzia pasiskirstymo
funkcija F'(u). Pazymékime pirmosios imties empirine pasiskirstymo funkcija
Fn(u), o antrosios — G, (u) ir sudarykime statistikas

Djnn = sup (fn (u) = Gm (u))a

—oo<u<oo

Dpm = sup |Fn(u) — Gm(u)l.

—oo<u<oo

Pasirodo, kad abieju tu statistiku pasiskirstymas priklauso tik nuo n ir m,
bet nepriklauso nuo F', jei tik ji yra tolydi. 3
Kad butu paprasciau, nagrinésime tik specialu atveji n = m. Zymésime

! Nikolajus Smirnovas (1900-1966) — rusu matematikas.
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D =D}, D, =Dy,

nn’

1 teorema. Jei abu stebimieji dydziar yra tolydus ir vienodai pasiskirste,
tai sveikiesiems s

0, kai s <0,

2n
+ n—s .
P(nD; <s)= TN kai 0 < s < m,
()
1, kai s > n.

Irodymas. Kadangi stebimieji dydziai yra tolydus, tai tarp
stebéjimo rezultaty Xi,..., X, Y1,..., Y, lygus galés buti tik su tikimybe
0. Todél laikysime visus stebéjimo rezultatus skirtingais. SuraSysime juos
didéjancia tvarka

1 < Zo < ... < Loy

Ivesime pagalbinius dydzius Uy, ..., Usy,, imdami Uy = 1, kai Z, yra i$ pirmo-
sios, ir U = —1, kai Zy yra i§ antrosios imties. Pazymékime V, = 0,V}, =
=Ur+...+U;, (k=1,...,2n). Skai¢ius n(F, (u) — G, (u)) yra imties X1,..., X,
elementu, mazesniu uz u, ir imties Y7, ..., Y,, elementu, mazesniu uz u, skaic¢iu
skirtumas. Jei u prabéga visa realiuju skaiciu tiese, tai n(F,(u) — Gn(u))
pasikeicia tik tada, kai u perzengia reikdmes Zj (k = 1,...,2n); pokytis yra
Uy Todél

+ — — =
nD; = énk%n"(f”(Z’“ +0) = Gn(Zk + O)) lérll%)én V.

Skaicius galimu seku Uy, ..., U, yra lygus skai¢iui deriniu i$ 2n elementu

pon, t.y.
2n
0 )

Kadangi X1, ..., X,,, Y1, ..., Y,, yra nepriklausomi ir turi tuos pacius pasiskirsty-
mus, tai kiekviena seka Uy, ..., Uy, turi ta pacia tikimybe

2n
1/ < . ) :
Reikia rasti skai¢iu tu seku Uy, ..., Us,, kurioms maxV, < s. Tam pravers
geometriné interpretacija. Plokstumoje (v,t) atidékime taskus su koordi-
natémis (k,Vy) (kK = 0,1,...,2n) ir sujunkime juos atkarpomis. Gausime
lauzte. Jos pradzia bus taske (0, 0), galas — taske (2n,0). Atkarpos su abscisiu
asimi sudaro 45° arba —45° kampus; abieju rusiu atkarpu bus po n. Reikia
rasti skaic¢iu lauzcéiu, nekertanciu tiesés t = s. Tuo tikslu kiekviena lauzte,
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pasiekiancia tiese t = s, pakeiskime nauja lauzte, kuri nuo (0, 0) iki pirmojo
susikirtimo su ¢ = s sutampa su pirmykste lauzte, o véliau yra pastarosios
veidrodinis atspindys tos tieseés atzvilgiu. Naujoji lauzté prasidés taske (0, 0)
ir baigsis taske (2n,2s). Joje turi buti n + s pakilimy ir n — s nusileidimuy.
Todél tokiy lauzéiu bus
< 2n
n— s) '

Vadinasi, skaic¢ius pirmyksc¢iu lauzéiu, nepasiekianciu tiesés t = s, yra
<2n> ( 2n )
— .0
n n—s

2 teorema. Jei iSpildytos 1 teoremos salygos, tai
n 0 kai z <0
D"r Z < ) ) Z = s
P( ”\/g “) 1—e 2 kaiz>0.

Irodymas. Pastebésime, kad

P(DI\/Z < z) = P(nD;} < 2v/2n).

Tirdami Sios tikimybés asimptotika, remsimeés 1 teorema. Pakanka nagrinéti
atveji, kai z > 0. Pazymékime s = zv/2n, kai tas skaiGius yra sveikasis,
ir s = [2v/2n] + 1, kai jis néra sveikas. Taigi s = 2v/2n +46, 0 < § < 1.
Laikysime, kad n yra didelis.

Is Stirlingo formulés (zr. 1.6 skyreli), pazyméje

O B

P= <2n) Tt s)l(n—s)

n

gauname
0 lnp:(2n+1)lnn—(n—i—s—i—%)ln(n—i—s)—
- <n—s+ %) In(n — s) —i—O(%).

Kadangi pagal 12 skyrelio lema
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2 3

ln(n+5):1nn+ln<1+%) :1nn+%f;?+0<%),
s 82 3
ln(nfs):lnnfgfﬁ+0<$),

tai i§ (1), atlike paprastus skaic¢iavimus, gauname

2
Inp = —% +0(n V%) = =222+ 0(n"Y?).

Vadinasi,
P(D:\/Z < z) =1—exp{—224+0(n" %)} -1 - 2

kai n — oco. O
3 teorema. Jei teisingos 1 teoremos sqlygos, tai sveikiesiems s

0, kai s <1,
1 [n/s] om .
P(nD, < s) = (M) Z B kai 1l < s <mn,
n/ k=—[n/s|
1, kai s > n.

Irodymas panaSusil teoremos jrodyma. Vartosime veél tuos pacius
Zymeéjimus ir remsimeés ta pacia geometrine interpretacija. Si karta ieskosime
skaic¢iaus Ny lauzciu, kurios telpa tarp tiesiu t = —s ir ¢ = s, ju nepasiek-
damos.

Kaip zinome, lauzé¢iu yra i§ viso

N = (2”)
n

Teskomaji lauzéiu skaic¢iu Ny gausime, atmete i§ N skaiciu lauzé¢iu, kurios turi
bendru tasku su tiesémis ¢ = —s,t = s. Pirmiausia atmesime skaic¢iu N (+)
lauzéiu, kurios turi bendra taska su ¢ = s, ir skai¢iu N(—) lauzéiu, kurios
turi bendra taska su t = —s. Taciau tada bus du kartus atmestos lauzteés,
turin¢ios bendru tasku su abiem tiesém. Todél pridésime skaiciu N(+, —)
lauzéiu, kurios po bendro tasko su ¢t = s turi bendra taska su t = —s, ir skai¢iu
N (—,+) lauzéiu, kurios po bendro tasko su t = —s turi bendra taska su ¢t = s.
Kai kurios lauztés bus pridétos du kartus. Todél tesime Siuos samprotavimus.
Vartodami lengvai suvokiamus zyméjimus, gausime

No=N-N(+)—-N(-)+N(+,-)+ N(—,+) = N+, —,+)—
—N(—,+,—)+...
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1 teoremos irodyme gavome

N(+) = (n%s)

Skaicius N(—) = N(+). Tai iSplaukia i§ simetriskumo.

Apskaiciuosime N(+,—). Kiekviena lauzte, iSeinancia i§ tasko (0, 0) ir
pasiekiancia tiese t = s, pakeisime nauja lauzte, kuri sutampa su pirmykste
nuo (0, 0) iki bendro tasko su t = s, o toliau yra jos veidrodinis atspindys
tiesés t = s atzvilgiu. Taip gauta lauzté pasibaigs taske (2n, 2s). Jei pirmyksté
lauzté is pradziu turi bendra taska su t = s, o po to su t = —s, tai ka tik
gauta naujoji lauzté pasieks tiese ¢ = 3s. Konstruojame dar viena lauzte, kuri
sutaps su naujaja iki bendro tasko su ¢t = 3s, o po to sutaps su pirmykstés
lauztés veidrodiniu atspindziu tiesés ¢ = 3s atzvilgiu. Vadinasi, naujausioji
lauzté baigsis taske (2n,4s). Tokiu naujausiu lauzéiu yra

(2

N(+,-)=N(-,+) = (n 2_n25) - <n —2|—n28>'

Analogiskai samprotaudami, galime gauti

2n 2n
N(er, 22, 80) = (n—ks) - <n+k5>7

kai €1, ..., e yra alternuojanti + ir — seka.

Galutinai
[n/s] m
Ny = —1)* :
= > (7)o
k=—[n/s]

Taigi

4 teorema. Jei teisingos 1 teoremos salygos, tai

P(Dn\/z < z) — K(2),

kai n — oo; ¢ia K(z) yra 13.3 teoremoje apibréita funkcija.
Irodymas. Pakanka nagrinéti atveji, kai z > 0. Toliau z laikysime
fiksuotu, o n — pakankamai dideliu. Atkreipsime démesi, kad

P(D"\/Z < z) =P(nD, < z,);
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¢ia z, = zv/2n, kai pastarasis skaicius yra sveikasis, ir z, = [2v/2n] + 1, kai
jis néra sveikasis. Tada

2n
/2] ( L )
P(Dn\/g < z) = k_%:/z ](_1)16”(%; -
n

[n/2zn]
=Y
k=—[n/zn] (n—kzn)'(n—l—kzn)'

Paéme bet koki € > 0, parinkime toki sveikaji teigiama ng, kad butu

—2n222 € ‘ k_—2k%22 €

e Nt < — —1)%e < -.

o | 2o (D) .
[k|>no

Kaip ir 2 teoremos irodyme, i$ Stirlingo formulés gauname (skaiciavimus
paliekame skaitytojui)

(Tl')2 _ 672162'22 (1 n 0(1))
(n—kz,)!(n+ kzy,)!

tolygiai visiems k su salyga |k| < ng. Todél

o 2_2 70 77,' 2
‘ Z (~Dfe7 Z (_1)(nkzn()'()n+kzn)" -

k:—no k:—’ﬂ/g

no

=o(1) Z e < %

k=—7’LU

pakankamai dideliems n. Kadangi
2n 2n
> )
(n - kzn> (n —(k+ 1)zn)

Z (_1)k (n')Q ‘ <
(n —kzp)(n + kzp)!

no<|k|<zn
4(n!)?
(n —nozp)!(n + nozy)!

tai

= 427" (1 + 0(1)) <

9

wl ™

kai n yra pakankamai didelis. Todél pakankamai dideliems n
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no
2_2
< ’ § (—1)k672k z°_

"P(Dn\/g < z) — K(z) 2

S 1)k (n!)®
; Z (=1 (n—k‘zn)!(n—|—/<:,zn)!’+

k:*'ng
(nh)?
+‘ —1) ’+
n0<|§<z (=1) (n —kz)!(n + kzy)!
2 2 € 3 €
+’Z(71)’“e*2’” <-4+-+-=c.0
|k|>no 2 3 6

Pateiksime be irodymo statistiku D, ir D, pasiskirstymo ribines teo-
remas, kai n ir m yra bet kokie.

5 teorema. Jei stebimieji dydZiai yra tolydus ir vienodai pasiskirste, tas

P(D;{m nm <z)—>{0’ . kaizSO,’

n+m 1—e 2, kaiz>0,

P(Dm,” / % < z) — K(z2),

kai n — 0o, m — oo; ¢ia K(z) yra 13.3 teoremoje apibrézta funkcija.
Statistiku D, ir D, pasiskirstymu grindziamas Smirnovo kriterijus
tikrinti hipotezei, kad abu stebimi tolydieji atsitiktiniai dydziai turi ta pati
pasiskirstyma. Tu statistiku pasiskirstymai yra tabuliuoti (zr. [17], XVII
lentele; [2], 6.5% lentele). Skaic¢iavimams suprastinti naudojamos formulés

D= s, (5~ 9n%0) = i, (52030 = 55
Drn = g, (6060 =) = o (= 700)),

Dpm = InaX(DTJer, Dﬁm)v
¢ia {X;} yra pirmojo stebimo dydzio, o {Y;*} — antrojo dydzio variacinés
sekos.

15. ZENKLU KRITERIJUS

11 skyrelyje nagrinéjome Sitoki uzdavini. Stebéjome atsitiktini dydi, igyjanti
dvi reikSmes 1 ir 0 atitinkamai su tikimybémis p ir 1 — p. Tikimybé p buvo
nezinoma. Nurodéme metoda tikrinti hipotezei, kad p yra koks nors konkre-
tus skaicius py € (0,1). Dabar mums pravers specialus atvejis po = 1/2.
Priminsime ta kriteriju.
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Atliekame n nepriklausomu stebéjimu. Pazymékime k, skai¢iu atveju,
kai stebimasis atsitiktinis dydis igyja reikSme 1. Statistika k,, turi binomini

pasiskirstyma
n\ /1\"
P =1= (1) (5)" k=01

Nerandomizuotas kriterijus sudaromas sitaip. Imkime reiksmingumo lygmeni
«. Pazymékime k,, statistikos x, realizacija. Jei alternuojanti hipotezé yra
p = p1 < 1/2, tai hipoteze atmetame, kai

> (1)) =

k=0

Jei alternatyva yra p = p; > 1/2, tai hipoteze atmetame, kai

S ()6) <o

=kn

Pagaliau, jei alternatyva yra p = p; # 1/2, tai hipoteze atmetame, kai
o 1IN a
> (x)E) =3
k=0

> ()G <5

arba

Siuo kriterijumi yra pagristas vadinamasis Zenkly kriterijus, vienas i3 pa-
prasc¢iausiu statistikoje. Panagrinésime pora jo taikymo atveju.

1. Sakykime, stebime tolyduji atsitiktini dydi. Reikia patikrinti hipoteze,
kad jo mediana yra lygi zg. Kaip paprastai, tarkime, kad X1, ..., X, yra at-
sitiktiné imtis. Kadangi stebimasis dydis yra tolydus, tai jo mediana tenkina
salyga .

P(Xl < Zo) = P(Xl > ZO) = 5
Pazymékime k,, skaic¢iu tu k, kuriems X — zp yra neigiamas. Si statistika yra
pasiskirs¢iusi pagal binominj désni. Todél hipotezei tikrinti galima taikyti
anksciau apraSyta procedura. Praktiskai ja taikant, tenka suskaiciuoti, kiek
yra neigiamu ir kiek yra teigiamu skirtumu Xy — zo. IS ¢ia ir kiles zenklu
kriterijaus pavadinimas.

2. Sakykime, stebime dvimati tolyduji atsitiktini dydi su tankio funkcija
p(u,v). Reikia patikrinti hipoteze, kad p(u, v) = p(v, u). Jei stebimojo dydzio
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komponentai yra nepriklausomi, tai tikrinamoji hipotezé reiskia, kad jie
yra vienodai pasiskirste. Imkime n nepriklausomu stebéjimu (Xp,Y7), ...,
(X,,Y,). Jei hipotezé yra teisinga, tai skirtumai X — Yy igyja teigiamas
ir neigiamas reiksmes su ta pacia tikimybe 1/2. Todél galime taikyti zenklu
kriteriju.

16. RANGINIAI KRITERIJAI

Sakykime, tiriame du tolydziuosius atsitiktinius dydzius. Ju nepriklausomu
stebéjimuy rezultatai yra Xi,..., X, ir Y1,...,Y,,. Reikia patikrinti hipoteze,
kad tie dydziai turi ta pacia pasiskirstymo funkcija.

Sujunkime visus stebéjimo rezultatus ir i§ ju sudarykime viena variacine
seka. Joje bus N = n 4+ m nariu. Praleiskime indeksus. Gausime, pavyzdziui,
itokio tipo seka

X XY XYY .. X Y Y

1 2 3 4 5 6 N-2 N-1 N
Apacioje suradyti nariy numeriai — ju rangai. Tiesa, gali pasitaikyti vienodu
pirmosios ir antrosios imties nariu. Tada gautoji seka nebus vienareikSmiskai
nusakyta. Tac¢iau tokie atvejai galés pasitaikyti tik su tikimybe 0, nes dydziai
yra tolydieji. Jei vis délto taip atsitiko, tai lygius stebéjimo rezultatus
isdéstome bet kaip.

Tarkime, kad Ry < Ry < ... < R, yra X numeriai. Parenkame kokia nors
funkcija f(r), apibrézta visiems r = 1,..., N, ir imame statistika

W = f(R1)+ ...+ f(Rn).

Atitinkamai konkretizave funkcija f(r), gauname Vilkoksono ir Van der
Vardeno kriterijus.

I.Vilkoksono! kriterijus. Tarkime, kad s(1),5(2), ..., s(V)
yra skaiciai 1,2, ..., N, surasyti kokia nors i§ anksto fiksuota (nepriklausancia
nuo stebéjimo rezultatu) tvarka, kitaip tariant, s(1), s(2), ..., s(IV) yra skai¢iu
1,2,..., N kélinys. Paéme f(r) = s(r), turime statistika

Galima irodyti: jei hipotezé yra teisinga, tai taip sudarytos statistikos pa-
siskirstymas nepriklauso nuo teorinés pasiskirstymo funkcijos ir funkcijos
s(r), priklauso tik nuo n ir m. Statistikos W pasiskirstymo funkcija yra ta-
buliuota (zr. [2], 6.8 lentele). Kai n ir m dideli, galima naudotis asimptotine
formule

L F. Wilcoxon — anglu matematikas.
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W—Zm+n+1)
P 2 <u| — D(u),
@(m-i-n—kl)
12

kai N =n+m — oo.
2.Van der Vardeno! kriterijus yra panasusi Vilkoksono,
tik funkcija f(r) parenkama Siek tiek kitaip:

Jr) = qu(n +s7(72)+ 1);

¢ia ®! reigkia funkcija, atvirkstine standartinei normaliajai pasiskirstymo
funkcijai ®. Ir Siuo atveju statistikos

W_;(I)l(n—i(rf)—i—l)

pasiskirstymas priklauso tik nuo n ir m. Kai N — oo,

PW < uvVDW) — &(u);

nm 1 e k 2
DW = Z @71(7) .
n+m+1 n—l—mk:1 n+m+1

Statistikos W pasiskirstymo funkcija yra tabuliuota (zr. [17], XIX lentele, [2],
6.9 lentele).

Kriterijus, pagristas Sia statistika, yra gana tikslus, kai stebimieji atsitik-
tiniai dydziai pasiskirste pagal normalyji désni arba artima jam.

I Van der Waerden (g. 1903) — olandu matematikas, §iuo metu dirbas Sveicarijoje.



