ITI skyrius. ATSITIKTINIU DYDZIU SEKOS.
ATSITIKTINIAI PROCESAI

1. BORELIO-KANTELIO LEMA.
NULIO ARBA VIENETO DESNIS

Nagrinésime atsitiktiniu dydziu sekas bei jvairius ju konvergavimo tipus.
Siame skyrelyje tiriamos aibés yra i§ tikimybinés erdves {Q, A, P}.

1 lema. Jei A, € A (n=1,2,...), tai

P(limsup A,) = lim P([ ] 4,),

3
=

AL).

EDL:

P(liminf A,,) = klim P(
n c— 00

n=k

Irodymas. Pazymékime

(1) Co=JA (n=12),
k=n

(2) Dn= )4k (n=1,2,..).
k=n

(1) aibés sudaro monotoniskai mazéjancia seka, todél pagal 1.10.8 teorema

k—oo

D)

k=1

(2) aibés sudaro monotoniskai didéjancia seka, todél pagal 1.10.7 teorema

o0
P(U Dy) = Jim. P(Dy). O
k=1

2 lema. Kiekvienam realiajam x
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14+ 2 <e*.

Irodym as. Funkcijos f(z) = €* — 1 — z pirmoji ir antroji iSvesti-

nés yra
fl(@) =" =1, f'(x) ="

Kadangi antroji iSvestiné teigiama, tai stacionarusis taskas x = 0 yra f mi-
nimumo taskas. Todél f(z) > f(0) visiems realiesiems z. O
Dabar irodysime teorema, kuri labai placiai taikoma.

1 teorema (Borelio—Kantelio! lema). Tarkime, kad A, € A (n =
=1,2,...). Jei eiluté

3) P(An)
n=1
konverguoja, tai
(4) P(limsup 4,,) = 0.
n

Jei juykiai A, yra nepriklausomi ir (3) eiluté diverguoja, tai

(5) P(limsup 4,,) = 1.

Irodymas. 1. I8 (3) eilutés konvergavimo isplaukia, kad

P(G A,) < iP(An) —0,
n=k

n=k

kai k — oo. IS 1 lemos iSplaukia 4 formulé.
2. Sakykime, A,, yra nepriklausomi. Pagal 1 lema

(o)
P(liminf A7) = lim P Af).
(6) (lminf A7) = lim (Ok ")
Kadangi jvykiai A¢ yra taip pat nepriklausomi, tai kiekvienam N > k

N

N N
(7) P(() 4:) =[] P4s) = [[ (1 - P(4,)).
n=k n==k

n=~k

Pagal 2 lema (7) reiskinys yra ne didesnis uz

1 Francesco Paolo Cantelli (1875-1966) — italu matematikas.
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N N
H efP(An) = exp(f Z P(An))
n=k n=k

Jei (3) eiluté diverguoja, tai

N
P([) 45) — o,
n=k

kai N — oo. Taciau aibés
N
(4 (N=kk+1,..)
n=~k

sudaro monotoniskai mazéjancia seka. Todél

o) N
P([) Ay) = lim P([) A5) =o0.
n==k N=ee n==k
Is (6) lygybeés isplaukia

P(liminf A7) = 0.

I8 ¢ia, kadangi liminfA¢ = (limsupA,, )¢, gauname
P((limsup A,)¢) =0,

t. y. (5) lygybe. O

Antrojoje Borelio-Kantelio lemos dalyje reikalavome, kad ivykiai A,, butu
nepriklausomi. Nesunku parodyti, kad priesingu atveju ta lema gali ir ne-
galioti. Imkime tikimybine erdve {2, .4, P}, kurioje Q = [0, 1], sistema A
sudaryta i3 visy maciu Lebego prasme intervalo [0, 1] poaibiu, o P yra Lebego
matas. Aibiu sekos A,, = (0,1/n) riba limA, = @, P(limA,) = 0, tuo tarpu

eilute - -
Y P =Y
n=1 n=1

diverguoja.
Taciau nepriklausomumo reikalavima galima susilpninti. Pakanka, pa-
vyzdziui, reikalauti, kad ivykiai A, butu kas du nepriklausomi, arba bend-

riau, kad
lim inf L=t %l:l P(Ay, f; Ar)
n—00 (21:1 P(Ak))

=1
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(zr. [30], p. 327).

Abu Borelio-Kantelio lemos teiginiai, kai atsitiktiniai jvykiai yra nepri-
klausomi, vadinami Borelio nulio arba vieneto désniu. Tai yra atskiras atvejis
bendresnio désnio, kuri netrukus irodysime.

Tarkime, kad {X,} yra atsitiktiniu dydziu seka. Pazymékime A% =
= o(Xn, Xnt1,...) atsitiktiniu dydziu X,,, X,,+1,... generuota o algebra,
t. y. maziausia o algebra, kuriai priklauso visos aibés

{w: X, (w) € By ooy Xpngk(w) € Btk }s

¢ia k yra bet koks nattiralusis skai¢ius, By, ..., Bn+r — bet kokios Borelio aibés.
o algebru A°(n =1,2,...) seka yra monotoniskai mazéjanti. Ju sankirta

£ = ﬁ A
n=1

vadinama asimptotine atsitiktiniu dydziu sekos { X, } o algebra. Ji nesikeicia,
atmetus baigtini sekos {X,,} nariu skaiciu. Ivykis A € £ taip pat vadinamas
asimptotiniu.

Paminésime keleta asimptotiniu ivykiu.

1 pavyzdys. Tarkime, kad Bi, Bs,... yra Borelio aibiu seka. Ivykis
? X, € B, be galo dideliam indeksu n skai¢iui”, t. y.

limsup{w : X,(w) € Bn}

n
yra o algebros & ivykis.

2 pavyzdys. Sekos {X,} konvergavimas (arba divergavimas) yra jvykis
i§ &. I8 tikruju sekos konvergavimo aibé yra (zr. 11.1.3 teoremos irodyma)

(oj fj { (w)—Xs(w)\<%}.

3 pavyzdys. Atsitiktiniu dydziu eilutes

HCS
uDg

konvergavimas bei divergavimas yra ivykiai is £. Irodykite!

4 pavyzdys. Ivykis

{w lim sup — (Xl( )+...+Xn(w))<oo}

n—oo

taip pat priklauso £. Irodykite!
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2 teorema (Kolmogorovo nulio arba vieneto désnis). Jei {X,,} yra
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy seka, tai kiekvieno jos asimptotinio jvykio
tikimybé yra lygi 0 arba 1.

Si teorema teigia, kad asimptotiné ¢ algebra yra sudaryta is ivykiu, kurie
nuo & ir Q skiriasi tik nuline tikimybe.

Irodymas. Pazymékime A} = o(Xy,..., X,,) maziausia o algebra,
kuriai priklauso visos aibés {w : X1(w) € By, ..., Xp(w) € By}, kai By, ..., B,
yra Borelio aibés. Tada

o0
c=JAr
n=1

yra taip pat algebra, taciau nebutinai o algebra. Nesunku suvokti, kad
o(C) = As°.

Atkreipsime démesi, kad o algebros A7 ir A;° | kiekvienam n yra ne-
priklausomos. Kadangi & C A%, tai £ ir AT yra taip pat nepriklausomos
kiekvienam n. I ¢ia i§plaukia, kad ir &, ir 0(C) = A° yra nepriklausomos
(irodykite!). Vadinasi, kiekvienam A € £ ir bet kuriam C € A$°

P(ANC) = P(A)P(C).

Kadangi &€ C A, tai 8§ lygybé teisinga ir tuo atveju, kai C = A,
t. y. P(A) = P%(A). Tokia lygybé teisinga tada ir tik tada, kai P(A) lygi
0 arba 1. O

I8 2 teoremos iSplaukia, kad 1-4 pavyzdziuose nurodytu ivykiu,
kai Xj, Xo,... yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tikimybés lygios 0
arba 1.

2. ATSITIKTINIU DYDZIU SEKU
KONVERGAVIMAS

Tikimybiu teorijoje ir, apskritai, matematinéje analizéje funkciju konvergavi-
mo visuose ju apibrézimo taskuose savoka yra per daug siaura. Susipazinsime
su kai kuriais bendresniais maciu funkciju seku konvergavimo tipais.

Tarkime, kad tikimybinéje erdvéje {2, A, P} duota atsitiktiniu dydziu
{ X, (w)} seka ir atsitiktinis dydis X (w). Sakykime, X, (w) konverguoja i X (w)
visuose aibeés 2 taskuose, iSskyrus aibe, kurios tikimybinis matas yra 0. Toks
konvergavimas

Pw: Xp(w) = X(w)) =P(X, > X)=1

yra vadinamas konvergavimu beveik visur mato P atzZvilgiu, arba konvergavi-
mu P beveik visur, arba konvergavimu su tikimybe 1. Ribiné funkcija X (w)
yra vienareiksmiskai nusakyta tik tuose aibés {2 taskuose, kuriuose seka X, (w)
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konverguoja. Jei tikimybiné erdvé yra pilna, tai ribine funkcija galima bet
kaip keisti kiekviename aibés €2 poaibyje, turin¢iame nulini mata P.
Nurodysime pora konvergavimo su tikimybe 1 kriteriju.

1 teorema. Atsitiktiniy dydziy seka {X,} konverguoja su tikimybe 1 §
atsitikting dydiy X tada ir tik tada, kai kiekvienam € > 0

P{w: sup | X, (w) — X(w)| > e} ——0.

m>n

Irodymas. Pazymékime Qq aibe tu w, kuriuose X,,(w) konverguoja
i X(w). Priminsime: sekos X, (w) konvergavimas i X (w) taske w reiskia, jog
kiekvienam ¢ > 0 galima rasti toki n(w,¢), kad bitu | X,,(w) — X(w)] < €
visiems m > n(w, €). Vadinasi,

Qo = ﬂ U m {w: [ Xm(w) — X(w)] < e}

e>0n=1m=n

Aibé tu w, kuriuose X, (w) nekonverguoja i X (w), yra

Q= N Ulw: Xnw —X@l e} =[] Aule);

e>0n=1m=n e>0n=1

An(e) = {w: sup [Xpu(w) — X(w)] = e}.

m>n
Nesunku suvokti, kad
. o0 o0 1
%= U N4(3)
k=1n=1
(irodykite!). Is ¢ia isplaukia, kad P(Q§) = 0 tada ir tik tada, kai kiekvie-

nam k
p(gAn(;)) 0.

Kadangi aibés A, (1/k) (n = 1,2,...) sudaro monotoniskai mazéjancia seka,
tai pastaroji lygybé ekvivalenti lygybei

i P((7)) =0

I8 ¢ia isplaukia, kad teoremos teiginys teisingas bet kuriam € > 0. O
Skaic¢iu seku {x, } konvergavima galima patikrinti Kosi kriterijumi: seka
konverguoja tada ir tik tada, kai z, — x,, — 0, jei m ir n — oo, t. y.
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sup|zn4, — zn| — 0, kai n — oo. Irodysime jo analoga konvergavimui
v>1

beveik visur.

2 teorema. Atsitiktiniu dydziy seka {X,} konverguoja su tikimybe 1 tada
ir tik tada, kai kiekvienam € > 0

P(ﬁ{w s sup [ X (w) — Xp(w)| > 5}) =0.

m>n
Irodymas. Pazymékime g aibe tu w, kuriuose seka {X,,(w)} kon-
verguoja. Kaip ir 1 teoremos irodyme, remdamiesi Kosi kriterijumi, gauname

Qo ={w: lim sup |X,,(w) — X,(w)| =0} =

n—oo m>n

= ﬂ U ﬂ {w: | Xm(w) — Xn(w)| < e}

e>0n=1m=n+1

Todél
Q5 = U m U {w: | Xn(w) — Xn(w)| > e} = U n An(e);
e>0n=1m=n+1 e>0n=1
Cia,
An(e) ={w : sup | X (w) — Xy (w)| > €}
m>n
Teisinga lygybé
o0 oo 1
Qf = A (=).
’ kL=J1 Ql n(k)

Atkreipsime démesi, kad P(2§) = 0 tada ir tik tada, kai kiekvienam ¢ > 0

Teorema irodéme. Nesunku rasti ir atsitiktini dydi X (w), i kuri beveik
visur konverguoja seka X, (w). Pakanka paimti

lim X, (w), kaiw € Qy,

X(w) =< n—oo . .
0, kai w € Qf. O

Isvada. Jei {X,,} yra atsitiktiniy dydZiy seka ir kiekvienam & > 0
P{w: sup | Xp(w) — X, (w)| > e} — 0,
m>n
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kai n — oo, tai seka {X,} konverguoja su tikimybe 1.
Irodymas. Kiekvienai ivykiu sekai {A,} i§ A teisinga nelygybé
o0
P((7) An) < inf P(4,). O
n=1
Isnagrinésime kita konvergavimo tipa. Sakome, kad atsitiktiniu dydziu

seka {X,} konverguoja pagal tikimybe, arba stochastiskai, 1 atsitiktini dydi
X, jei kiekvienam € > 0

Plw: | X,(w) — X(w)| > e} — 0,

kai n — oo, kitaip tariant, su tikimybe, kiek norima artima 1, X,, nuo X
skiriasi dydziu, mazesniu uz €, kai n yra pakankamai didelis.

Parodysime, kad konvergavimo pagal tikimybe savoka yra bendresné uz
konvergavimo su tikimybe 1 savoka.

3 teorema. Jei atsitiktiniy dydZiy seka {X,} konverguoja i atsitikting
dydi X su tikimybe 1, tai ji konverguoja ¢ ta dydi ir pagal tikimybe.

Irodymas. Teisinga priklausomybeé

{w: X, (w) — X(w)| > e} C{w: ZL;%|Xm(w) — X(w)| > €}.

Todél
Plw: | X,(w) = X(w)] > e} < Plw: :g;; | X (w) — X(w)| > e}

Pakanka remtis 1 teorema. O
PrieSingas Siai teoremai teiginys néra teisingas. Tai matysime i§ pavyzdzio.

Pavyzdys. Tarkime, kad Q = [0, 1], A — to intervalo visu Borelio poaibiu
sistema, P — Lebego matas. Pazymékime

k—1 k

A — { 77] (k=1,.n; n=1,2,.),
n n

Xk (W) = 1A ().

Tada atsitiktiniu dydziu seka
X1, Xo1, Xo2, X31, X352, X33, ...

konverguoja pagal tikimybe i 0, bet nekonverguoja né viename intervalo [0, 1] taske.

Ir siam konvergavimo tipui irodysime Kosi kriterijaus analoga. Pries tai
irodysime §itoki teigini.

Lema. Jei atsitiktiniy dydziy seka {X,} turi savybe: kiekvienam e > 0
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Plw: | Xpn(w) — X, (w)] > e} — 0,

kai m,n — oo, tai galima rasti poseki {X,, }, konverguojanti su tikimybe 1.

Irodymas. Imkime n; = 1. Pazymékime ng (kK > 1) maziausia r,
tenkinanti salygas

Plw: | Xmw) = Xpw)| >27 <27k m>r n2>r r>npy.
Tada eilute

ZP{Q) nk+1( ) - Xnk (w)| > 2_k}

konverguoja. Is BorehofKanteho lemos isplaukia, kad su tikimybe 0 nelygybés
| X (W) = Xon, (w)] > 27" yra teisingos be galo dideliam indeksu & skaiciui.
Vadinasi, su tikimybe 1 teisingos nelygybés |X,,,, (w) — X,, (w)| < 27*
visiems pakankamal dideliems k. Todél su tikimybe 1 konverguoja eiluté

Z nk+1 Xn, (w)‘

Tos eilutés konvergavimo tasku aibe pazymékime g. Tarkime, kad X (w) yra
lygus eilutes

(1) Xy () + D (X s (@) = X, (W)
r=1

sumai taskuose w € g ir lygus 0, kai w € Qf. Kadangi (1) eilutés k-oji daliné
suma yra X, ., tai seka {X,,, } su tikimybe 1 konverguoja i X. O

4 teorema. Atsitiktiniy dydziy seka {X,} konverguoja pagal tikimybe
tada ir tik tada, kai kiekvienam € > 0

(2) Plw: | Xp(w) — Xp(w)| > e} ——0.

m,n— oo

Irodymas. 1. Tarkime, kad seka {X,,, } konverguoja pagal tikimybe
i X. Teisinga priklausomybé

w1 [ Xm(@) = Xn(@)] 2 e} € {w: | Xm(w) = X (@) 2 S U

U {w X (@) — X(w)] = %}

P(| X — Xn| > €) < P(\Xm ~X|> %) +P(|Xn X[ g)

Todél
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IS cia
P(| X — Xu| =€) — 0,

kai m,n — oo.

2. Sakykime, teisingas (2) teiginys. Pagal lema i§ sekos {X,} galima
isskirti poseki {X,, }, konverguojanti su tikimybe 1 i kurj nors atsitiktini
dydi X. Is nelygybés

P(1 X = X| 2 €) < P(1X0 = Xay| 2 5 ) + P(1Xn, - X| 2 2),

3 teoremos ir prielaidos, kad teisingas (2) teiginys, isplaukia, jog seka {X,,}
konverguoja pagal tikimybe i X. O

Is 4 teoremos ir lemos iSplaukia, kad i§ konverguojancios pagal
mata atsitiktiniu dydziu sekos galima isskirti poseki, konverguojanti su tiki-
mybe 1.

Konvergavimo pagal tikimybe atveju ribiné funkcija néra vienareiksmiskai
nusakyta, bet yra teisingas Sitoks teiginys.

5 teorema. Jei atsitiktiniy dydziy seka {X,,} konverguoja pagal tikimybe
i atsitikting dydi X ir § atsitikting dydi Y, tai P(X #Y) = 0.
Irodymas. Remsimeés priklausomybe

{w:|X(w)-Y(Ww)|>e} C {w X (w) — X(w)| >

U {w X (W) = V(W) = %}

hu

Do ™

Desinés pusés ivykiu tikimybés konverguoja i 0, kai n — oo. Todél
kairés puses ivykio tikimybe lygi 0. Is ¢ia isplaukia, kad P(X #Y) = 0
(irodykite!). O

3. DIDZIUJU SKAICIU DESNIS

Nagrinédami atsitiktini jvyki A su tikimybe P(A), apskritai negalime i3
anksto pasakyti, ar ivykis A ivyks, ar nejvyks konkrec¢iame eksperimente.
Bet kai tikimybé P(A) yra artima 1 arba 0, jau daugiau galime pasakyti
apie jo ivykima arba nejvykima atskirame eksperimente. Jei, sakysime,
P(A) = 0,01, tai jvykis A jvyks vidutiniskai viena karta i§ 100 eksperimentu.
Jei P(A) = 0,99, tai i3 100 eksperimenty ivykis A vidutiniskai neivyks tik
viena karta. Vadinasi, pirmuoju atveju ivyki A galime laikyti praktiskai ne-
galimu, o antruoju — praktiskai buitinu.

Suprantama, tik kiekvienu konkre¢iu atveju galime nuspresti, kada ivykis
yra praktiskai laikytinas butinu arba negalimu. Sakykime, turime koki nors
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prietaisa, kuris gali sugesti su tikimybe 0,01. Jei jis naudojamas eilinéje labo-
ratorijoje, tai i galimybe sugesti galime nekreipti démesio ir laikyti toki ivyki
praktiskai negalimu. Kitaip biitu, jei tas prietaisas biitu naudojamas kosmi-
niame laive. Cia, sugedus aparatui, galimos labai rimtos pasekmés. Tokiomis
salygomis negalima nesiskaityti su tikimybe 0,01.

Ivykiai, kuriu tikimybés artimos 0 arba 1, pasitaiko tiriant daugeli atsitik-
tiniu reiskiniu. Imkime, pavyzdziui, seka nepriklausomu vienodai pasiskirs-
¢iusiu atsitiktiniuy dydziu { X, }, turinéiu vidurkius a ir dispersijas 0. Pirmuju
n tu dydziu aritmetinio vidurkio

(1) (X1 + ...+ X)/n

vidurkis yra a, o dispersija 02 /n. Kai n didelis, ta dispersija yra maza, vadi-
nasi, (1) atsitiktinis dydis yra beveik pastovus, beveik lygus a. Véliau paro-
dysime, kad jis su tikimybe, kiek norima artima 1, kiek norima mazai skiriasi
nuo a, kai n yra pakankamai didelis.

Apskritai, kai tiriame daug atsitiktiniu reiskiniu, konkretus atskiru atsi-
tiktiniu reigkiniu ypatumai daznai beveik neturi itakos tokiu reiskiniu vidu-
tiniam rezultatui: atsitiktiniai nukrypimai, pasitaikantys atskirais atvejais,
vieni kitus iSlygina. Vidurkiu stabilumas ir sudaro vadinamojo didziuju
skai¢iu désnio turini placiaja prasme.

Didziuju skaic¢iu désnis yra gana svarbus praktiskai taikant tikimybiu
teorija. Kai jis tinka, su atsitiktiniais dydziais, kurie yra didelio skai¢iaus
atsitiktiniy reiskiniu vidutiniai rezultatai, praktiskai galima operuoti kaip su
pastoviais.

Nagrinéjant matematiskai, didziuju skai¢iu deésnis yra susijes su atsitik-
tiniu dydziy konvergavimo savokomis. Pats didziuju skaic¢iu désnio terminas
yra tradicinis. Jis ne visai atitinka esme, taciau ir Siandien placiai vartojamas
tikimybiu teorijoje.

Apibrésime tiksliau §ia savoka. Tarkime, kad {X,,} yra bet kokiu atsitik-
tiniy dydziu seka. Pazymékime jos dalines sumas

B

k=1

Jei egzistuoja tokia realiuju skai¢iu seka {a,} ir tokia teigiamu skaic¢iu seka

{bn}, kad

S, — an,
2 -
@) =

konverguoja pagal tikimybe i 0, tai sakome, kad seka {X,,} tenkina silpnaji
didZiujy skaiciy désnj su normuojanciomis konstantomis a,, ir b,; jei (2) kon-
verguoja i 0 su tikimybe 1, tai sakome, kad {X,} tenkina stipruji didZiuju
skaiciy désng su konstantomis a,, b,,. Dazniausiai nagrinéjamas atvejis, kai
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= iMXk
k=1

(jei vidurkiai M X}, egzistuoja) ir b,, = n.
Pirmiausia nagrinésime papraséiausius atvejus, kai teisingas silpnasis
didziuyju skaic¢iu désnis. Mums pravers V.9.8 teoremos atskiras atvejis.

(Bjenemélf(v]ebyéovo lema. Jei atsitiktinis dydis Z turi dispersija, tai
kiekvienam € > 0
P(|Z-MZ|>¢)<e 2DZ.

Irodymas. Atsitiktinis dydis (Z — M Z)? tenkina V.9.8 teoremos
salygas. Todél

P(|Z -MZ|>e)=P((Z - MZ)* > %)) <
<e?M(Z-MZ)?=¢%DZ.0O

1 (Markovo) teorema. Jei atsitiktiniai dydZiai X,, yra kas du nekore-
livoti, turi dispersijas ir

(3) n?> DX; — 0,
k=1

kat n — oo, tai kiekvienam € > 0
1
P18, = MS| 2 ) >0,
n

kai n — oo.
Irodymas. Atsitiktiniam dydziui Z = S, /n taikome lema ir gauname

DS,
2n2”

1
—1S, — >e) <e? =
P(n|Sn MSn|_£>_5 D(S,,/n)

I5 11.9.8 teoremos isvados ir (3) salygos iSplaukia teoremos teiginys. O

2 (Cebyéovo) teorema. Jei atsitiktiniai dydZiai X,, yra nepriklausoms
ir turi tolygiai apréztas dispersijas, tai kiekvienam € > 0

P(%|Sn _MS,| > &:) —0,

kai n — oo.

1 Jules Bienaymé (1796-1878) — pranciizu matematikas.
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Irodymas. Pakanka irodyti, kad Siuo atveju yra tenkinamos
1 teoremos salygos. Tarkime, kad DX < C (k= 1,2,...). Turime

n2 ZDXk <n7C -0,
k=1

kai n — oco. O

1 iSvada. Jei atsitiktiniai dydziai X, yra nepriklausoms, vienodai pasi-
skirste, turi vidurkius M X,, = a ir dispersijas, tai kiekvienam € > (

Pl ef2) o
n

kai n — oo.

Irodymas. Siuo atveju atsitiktiniai dydziai tenkina 2 teoremos
salygas, be to, M S,, = na.

2 i§vada (Bernulio teorema). Sakykime, turime Bernulio eksperimen-
tu schemaq. Atlikus bet kuri eksperimenta, gali jvykti jvykis A su tikimybe
p. Pazymékime k, jvykiy A skaiciu, atlikus n eksperimenty. Tada kiekvie-
nam € > 0 p

P15 -]z ) —=0

n—oo

Itodymas. Sia teorema jau irodéme 115 skyrelyje. Dabar ja
irodysime paprastesniu budu. Pazymékime X ivykiu A skaiCiy, atlikus
k-aji eksperimenta. Aisku, X yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai,

X, — {1 su tikimybe p,
k=0 su tikimybe 1 —p

ir K, = Sy,. Dydzio Xy vidurkis
MXy =p,
o dispersija
DX, = MX? — M?Xy, =p—p°
1 isvados salygos yra tenkinamos. IS jos iSplaukia reikiamas teiginys. O

Bernulio teorema parodo, kad musu ivesta tikimybés savoka atitinka
intuityvu tikimybés, kaip ivykio ivykimu daznio ribos, supratima.

1 isvadoje buvo reikalaujama, kad vienodai pasiskirste nepriklausomi atsi-
tiktiniai dydziai turétu dispersijas. Pasirodo, to reikalavimo galima atsisakyti.

3 (Chinéino!) teorema. Jei atsitiktiniai dydziai X,, yra nepriklausoms,
vienodai pasiskirste ir turt vidurkius M X,, = a, tai kiekvienam € > 0

1 Aleksandr Chinéin (1894-1959) — rusu matematikas.
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(LR —

n—oo

Irodymas. Paéme bet kuri § > 0, apibrézkime atsitiktinius dydzius

v = [ X kai |Xi| < on,
"0, kai |Xi| > on,

Znk = Xk — Yok-
Dydziai Y, (k = 1,2,...) yra nepriklausomi; tokie pat yra ir dydziai Z,.
Pazymékime
n n
U, = n! ZYnky Vi = Zan
k=1 k=1
Kadangi

{In™'S, —a| >} ={|n"'S, —a| > ¢, V,, =0}U
U{ln~'Sy —a| > &, Vi, #0} C{|Up —al > e} U{V,, # 0},
tai
(4) P{ln~'S, —a| > e} < P{|U, — a| > &} + P{V,, # 0}.

Ivertinsime Sios nelygybés desinés pusés tikimybes.
Pazyméje F(z) dydzio X,, pasiskirstymo funkcija ir

b= / |x|dF (),
turime

anp = MY, = / xdF(x),
|z|<don
(5) DY, = / :z:2dF(x) - ai <
|z|<dn
< 6n/ |x|dF () < dbn.
|z|<dn
I5 Bjenemeé-Cebysovo ir (5) nelygybiu gauname

P(U, ~aul 2 £/2) = (|~ o — o)
k=1

<n~% . nobn(e/2)? = 4bds 2.

26/2) <
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Kai n — o0, a, — a. Todél kiekvienam ¢ > 0 ir pakankamai dideliems n

la, —al < e/2.

Vadinasi,
(6) P(|U, —a| > ¢) < 4bsc™2.
Toliau
Pz 0= [ dr@ < s [ el <o/m,
ja]>6n 0N Jiz|>6n

kai n yra pakankamai didelis. Kadangi

(Vi # 0} € [ J{Znx # 0},
k=1
tai

(7) PV, #0) < . P(Zpy, #0) < 6.
k=1

Irase (6) ir (7) ivertinimus i (4), gauname
P(In™'S, —a| > &) < 4bdc™* + 4.

Kadangi § buvo bet koks, tai i§ ¢ia gauname teoremos teigini. O
Taciau ir vidurkiai ne visada egzistuoja. Vis délto ir tada galima kalbéti
apie didziuju skaic¢iu désnius. Paminésime be irodymo keleta bendru rezultatu.

4 teorema. Tarkime, kad X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai,
{bn} — teigiamy skaic¢iy seka, b, /' oo. Egzistuoja konstanty {a,} seka su
salyga, kad kiekvienam € > 0

P(|b, ' (S = an)| > €) ———0

n—oo

tada ir tik tada, kai

n 0o 2
T
k=17 "% "k

¢ia my, yra atsitiktinio dydzio Xy mediana. Jei $i sqlyga tenkinama, tai

n

= Z(m’“L/ zdFx (x +my)) + o(1);

h—1 lz|<Tb
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¢ia T yra bet koks teigiamas skaicius.

5 teorema. Jei X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, {b,} — tei-
giamy skaiciy seka, tai sqrysis

P(|b;1S,| > &) ——0

yra teisingas tada ir tik tada, kai

/ dFx, (x) —— 0,

1/ l2|=bn n—oo

b,” i {/ w?dFx, (z)—

k=1 ‘$|<bn

_ (/|x<b :z:dFXk(x))2} ﬁ(),

b;lz/ xdFx, () —— 0.

k=1 |z[<bp nmee

Kai atsitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirste, teisinga paprastesné teo-
rema.

6 teorema. Tarkime, kad X, yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai, kuriy pasiskirstymo funkcija yra F(x). Kiekvienam e > 0

P(n718,| > ¢) ——0
tada ir tik tada, kai

n/ dF (z) — 0,
|z[>n

/ xdF(x) —— 0.
|z|<n

n—oo

4,5, ir 6 teoremu irodymus galima rasti, pvz., [28] knygoje.

4. TRIJU EILUCIU TEOREMA

Ivykis, kai nepriklausomu atsitiktiniu dydziu eilutée

M) yx,
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konverguoja arba diverguoja, yra asimptotinis ir todél pagal 1 skyrelio rezul-
tatus jo tikimybé lygi 0 arba 1. Issiaiskinsime, kada (1) eiluté konverguoja su
tikimybe 1. Is pradziu irodysime reikalingus pagalbinius teiginius.

1 lema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dyziai X, ..., X, turi vidurkius,
lygius 0, ir dispersijas,

By = z": DX,
=1

tai kiekvienam e > 0

P(max|X; + ...+ Xg| > ¢) < e 2B2.
k<n

Jei, be to, | Xi| < C (k=1,...,n), tai kickvienam & > 0

(C+e)2.

P(r]g1§2<|X1+...+Xk|2€)21— B2

Pirmoji is siu nelygybiu paprastai vadinama Kolmogorovo nelygybe.
Irodymas. Pazymékime

Sk=X1+..+ X, (k=1,...,n).
Imkime ivykius
A = {max|Sy[ > e},
A ={|Sr <e(r=1,..,k—=1),|Sk| > ¢} (k=2,...,n),
A1 = {|51| Z 6}.

Tvykiai Ay (k=1,...,n) yra kas du nesutaikomi ir

A= Ag.

C=

k=1

Teisinga lygybé

(2) M(S;14) M(S5714,)

|
M=

-
Il

1
ir lygybé
M(S’?L]‘Ak) = M{[Sk + (Sﬂ - Sk)]21Ak} =
= M(S?14,) +2M[(S, — Sp)1a,] + M[(S, — Sk)*14,].
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Kadangi S,, — Sk ir Si14, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir M(S,, —
—Sy) = 0, tai pagal I1.8 teorema ka tik paraSytosios lygybés antrasis narys
lygus 0:

(3) M(S21,,) = M(Sg1a,) + M[(Sy — Sk)*1a,].

Irodysime pirmaja nelygybe. Kadangi atsitiktiniu dydziu Xj vidurkiai
yra lygis 0, o (3) formulés desinés pusés antrasis narys neneigiamas, tai

B2 =Y DXy =MS: > M(Si1a).
k=1

Be to,
M(S]%]-Ak) > EQP(Ak).

Todél, pasinaudoje (2) lygybe, gauname

B >&*)  P(A;) =<"P(A).
k=1

Is ¢ia isplaukia pirmoji nelygybé.
Irodysime antraja. Jei w € Ay, tai |Sp_1(w)| < € ir [Sk(w)| < C + . To-
del is (2)

M(S214) < (C+2)*Y  P(Ay

k=1

@ +ZPAk Z MX;

j=k+1
< ((C +¢)®+ By)P(A).
Antra vertus, kadangi 14(w) =1 — 14¢(w), tai
M(S214) = MS2 — M(S214.) >
> Bl —*P(A°) = B, —e* + *P(A).
Is (4) gauname

B2 — &2 (C+¢)?
POz erm—=2t" 5 "

Bjenemé-Cebysovo nelygybe pritaike sumai S,,, gauname jverti P(|S,| >
> ¢) < e72DS,,. Todél Kolmogorovo nelygybé sustiprina Bjienemé-— Cebysovo
nelygybe.
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2 lema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai {X,} yra nepriklausomi,
| Xn <C, MX, =0 (n=1,2,..). Jei (1) eiluté konverguoja su tikimybe 1,
tai eiluté

%) 3 DX,

konverguoja.
Irodymas. Pagal 1lema bet kuriems N,n

N+k N+n
1

P(Iglgg’ Z X, >e)>1—-(C+e)*( Z DX,) .
- r=N+1 r=N-+1

Tarkime, kad (5) eiluté diverguoja. Tada pastarosios nelygybés desiné pusé
konverguoja i (1), kai n — co. Antra vertus, i$ (1) eilutés konvergavimo su
tikimybe 1 isplaukia, kad

N+k
sup E X,
k210 —N+1

— 0

su tikimybe 1, kai N — oco. Vadinasi,

N+k
P(sup Z X,

1
Z 5) < 5
k=1 r=N-+1

kiekvienam ¢ > 0 ir pakankamai dideliems N. I§ gauto priestaravimo
isplaukia lema. O

3 lema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydziai { X, } turi vidurkius, lygius
0, ir dispersijas, be to, eiluté

(6) i DX,

konverguoja, tai (1) eiluté konverguoja su tikimybe 1.
Irodymas. Is Kolmogorovo nelygybés

N+k N+n
-2
P(max| 3 X,[2¢) <2 > DX,
=7 r=N+1 r=N+1
Kadangi ivykiai po tikimybés zenklu, kai n = 1,2, ..., sudaro monotoniskai

didéjancia seka, kurios riba yra



150 Atsitiktiniy dydziuy sekos. Atsitiktiniai procesai

N+k
{ounl 32 3122},
k r=N-+1
tai pagal 1.10.7 teorema
N+k
P(sup’ZX‘>e_ ZDX.
k r=N-+1 r=N+1

I5 (6) eilutés konvergavimo isplaukia

N+k

P(sup| > X|>¢) =0,
k=Nt

kai N — oo. Lieka pritaikyti 2.2 teoremos isvada. O
Jei X yra atsitiktinis dydis su pasiskirstymo funkcija F', o ¢(z) — Borelio
funkcija, tai atsitiktinio dydzio ¢(X) vidurkis

- [ " p()dF ()

jei tik jis egzistuoja. Kiekvienam atsitiktiniam dydziui X ir konstantai c
pazymeékime
e — X, kai|X]|<e,
0, kai|X]|>ec
Sio dydzio vidurkis
MX° = / xzdF (x),
|z|<c

DX©— /Mcg;?dF(x) - (/mgcxdF(m))z.

1 (triju eiluéiu) teorema. Tarkime, kad {X,} yra nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy seka. Jei kuriam nors ¢ > 0 eilutés

(7) > P(1Xal > ¢),

n=1

o dispersija

(8) i MX5,
n=1
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(9) f: DX¢

konverguoja, tai su tikimybe 1 konverguoja (1) eiluté. Atvirksciai, jei su
tikimybe 1 konverguoja (1) eiluté, tai kiekvienam ¢ > 0 konverguoja (7), (8),
(9) eilutés.

Irodymas. 1. Tarkime, kad (1) eiluté konverguoja su tikimybe
1. Is ¢ia isplaukia, kad P(X,, — 0) = 1. Todél su tikimybe 1 kiekvienam
¢ > 0 nelygybé |X,,| > ¢ gali buti teisinga tik baigtiniam indeksu n skaiciui.
Vadinasi, su tikimybe 0 kiekvienam ¢ > 0 nelygybé | X,,| > ¢ yra teisinga be
galo dideliam indeksu n skaiciui. IS Borelio-Kantelio lemos antrosios dalies
isplaukia, kad (7) eiluté turi konverguoti.

Imkime kita seka atsitiktiniu dydziu {Y;, }, kurie nepriklausomi tarp saves
ir nuo visy atsitiktiniy dydziu {X,, }, be to, kickvienas atsitiktinis dydis Y;, yra
taip pat pasiskirstes, kaip ir atsitiktinis dydis X,,. Pazyméje X| = X< — Y7,
turime ~ ~

|XS| <2¢, MXE =0, DX =2DX¢

n-

Kadangi eiluté

(10) > X,

taigi ir eiluté

konverguoja.
Pagal 3 lema su tikimybe 1 konverguoja eiluté

>0 - arxg).
n=1
Vadinasi, eiluté

i MXCE

n=1

konverguoja.
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2. Tarkime, kad kuriam nors ¢ > 0 konverguoja (7), (8), (9) eilutés.
Is (7) eilutés konvergavimo, remiantis Borelio-Kantelio lema, iSplaukia, kad
nelygybés |X,,| > ¢ yra teisingos su tikimybe 0 be galo dideliam indeksu n
skaiciui.

Vadinasi, kai n pakankamai dideli, teisingos lygybés X, = X:. Todél
pakanka irodyti, kad su tikimybe 1 konverguoja (10) eiluté. Taciau i (9)
eilutés konvergavimo ir 3 lemos iSplaukia, kad su tikimybe 1 konverguoja

eilute
o

D (X5 - MXS).

n=1

Is (8) eilutés konvergavimo isplaukia (10) eilutés konvergavimas su tiki-
mybe 1. O

5. STIPRUSIS DIDZIUJU SKAICTU DESNIS

I8 Bernulio teoremos dar negalime daryti iSvados, kad stebimojo ivykio
statistinis daznis k,/n Bernulio schemoje konverguoja i tikimybe p, kai
eksperimentu skaic¢ius n neapréztai didéja. IS konvergavimo pagal tikimybe,
kaip zinome, neiSplaukia konvergavimas su tikimybe 1. Kai kuri nors seka
{X,(w)} konverguoja i dydi X (w) pagal tikimybe, gali pasitaikyti, kad sekos
X, (w) riba neegzistuoja né viename taske w.

1909 m. E. Borelis irodé, kad

Kn

n
kitaip tariant (zr. 2.1 teorema),

P(sup
k>n

]z o

kai n — oo. Tame Borelio darbe pirma karta tikimybiu teorijoje buvo remtasi
Lebego integralo idéja.

Pirmiausia irodysime gana paprasta teorema, kurios atskiras atvejis yra
Borelio teiginys. Véliau panagrinésime keleta bendresniu teiginiu. Visur S,, =
=X+ ...+ X,

1 lema. Jei {X,,} yra atsitiktiniy dydziy seka ir kiekvienam nataraliajam

r etluté
> 1
> P(1%al 2 7)
n=1 r

konverguoja, tai X, konverguoja i 0 su tikimybe 1.
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Irodymas. Pazymékime

[l e lNe o]

1 > 1
E:g U {|X7L27"}:TL_J1hmnsuP{|XnZT}

k=1n=~k

Tai aibé tu w, kuriems egzistuoja toks r, kad |X,,| > 1/r be galo dideliam
indeksu n skai¢iui. Vadinasi, E yra aibé tu w, kuriuose X, (w) nekonverguoja
i 0. Pagal Borelio-Kantelio lema

P(E) < iP(limsup{|Xn| > %}) =0.0
r=1 "

1 teorema. Jei {X,,} yra vienodai pasiskirste nepriklausoms atsitiktiniai
dydziai, turintys vidurki a ir ketvirtqji momentq, tai

P(& ——a) =
n n— oo
Irodymas. Apskai¢iuosime

n

M(Z(Xk - a))4 =
k=1

n

=333 ST M(Xy, — a)(Xn, — a) (X, — a) (X, — a).
ki1=1ko=1ks=1ky4=1

Kadangi M (X —a) = 0 ir dydziai X}, yra nepriklausomi, tai pastarojoje
sumoje lygus nuliui visi démenys, turintys dauginamaji Xp — a pirmuoju
laipsniu. Taigi lieka tik démenys pavidalo M (Xy — a)* ir M (X}, —a)? (X; —
—a)? (k # 1). Pirmojo pavidalo démenu yra n, o antrojo 3n(n — 1). Turime

n 4
M(Z(Xk - a)) = nM(X; — a)* + 3n(n — 1)D?X;.
k=1
I5 Bjenemé-Cebysovo nelygybés isplaukia

Shn M(X; —a)* 3(n-1)D%X;
—_— = > < .
P(‘ n a‘ - E) - n3et + n3et

Lieka pritaikyti 1 lema. O

Isvada (Borelio teorema.) Sakykime, turime Bernulio eksperimenty
schemaq. Atlikus bet kuri eksperimenta, jvykis A gali juykti su tikimybe p.
Pazymeékime K, jvykiu A skaic¢iy, atlikus n eksperimenty. Tada
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P(@—m) =1.

n n— o0

Irodymas. Tarkime, kad X, yra atsitiktiniai dydziai, nusakyti
3.2 teoremos 2 iSvados irodyme. Tie dydziai turi vidurkius p ir visu eiliu
momentus. Todél galime taikyti 1 teorema. O

Apibendrinsime 1 teorema. Joje buvo reikalaujama, kad atsitiktiniai
dydziai butu vienodai pasiskirste ir turétu ketvirtuosius momentus. Dabar
reikalausime, kad dydziai turétu tik antruosius momentus, be to, jie gali biiti
ir nevienodai pasiskirste.

2 (Kronekeriol) lema. Jei realiyjy skaiciy eiluté
o0
D> @
k=1
konverguoja, o {b,} — neapréztai didéjanti teigiamuy skaiciy seka, tai

n
b;l Z brxy — 0.
kil n—oo

Irodymas. Imkime

0o
Tn = E Tk
k=n

ir parinkime toki ng = ng(e), kad batu |r,| < /3, kai n > ng. Pazymeéje
by = 0, turime

1 « 1 &
E;bkmkzazbk( — Tht1) Zrk (b — br—1) — Tng1-

k=1
Jei
=A
feylnd =4
tai
1 Abn0 2e
by, ’ AR

kai n > ng. Dabar parinkime toki ny > no, kad bty Ab,, /b, < e/3. Tada

! Leopold Kronecker (1823-1891) — vokieciu matematikas.
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n

Z bkxk‘ <eg,
k=1

1
bn
kain > mny. O

2 teorema. Jei {X,,} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys
dispersijas, {bn} — neapréztai didéjanti teigiamy skaiciy seka ir eiluté

. DX
Z b2 :
k=1 'k

konverguoja, tai
P(b‘l(Sn — MS,) —>0) =1

n
n—oo

Irodymas. Atsitiktiniai dydziai (X — M Xy)/bg turi vidurkius 0
ir dispersijas DX}, /b?. Todél jiems pritaikoma 4.1 lema, i§ kurios isplaukia,
kad eilute -

ZkaMXk

b
k=1 k

konverguoja su tikimybe 1. Teoremos teiginys isplaukia is 2 lemos. O
Paminésime du atskirus atvejus.

1 isvada. Jei {X,,} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys dis-
persijas, ir eiluté
— DX,
k2
k=1
konverguoja, tai
P(n (S, — MS,) ——0) = 1.

n—oo

2 isvada. Jei {X,} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, turintys vidurkius a ir dispersijas, tai

P(n™!'S, ——a) = 1.

n—oo

Pasirodo, kad 2 iSvados teiginys, kaip ir silpnasis didziuju skai¢iu désnis,
yra teisingas ir tuo atveju, kai reikalaujama tik vidurkio egzistavimo.

Irodysime pagalbini teigini.

3 lema. Jei {X,} yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai
dydZiai, tai nelygybés | X,| > n yra teisingos be galo dideliam indeksy n
skaiciui su tikimybe 0, kai M X, egzistuoja, ir su tikimybe 1, kai M|X;| = co.
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Irodymas. Pazymékime F(z) dydzio X,, pasiskirstymo funkcija,

Cn = / dF(z) (n=1,2,...),
n<|z|<n+1

n={lXnl>n} (n=12,..).

Ivykio A,, tikimybé yra
P(A,) = P(|X,| > n) :/ dF(z) ch
|z|>n

Sia lygybe sumuojame pagal visus natiiraliuosius n ir kei¢iame sumavimo
tvarka

oo oo o0 oo k oo
(1) ZP(AH):ZZ%:ZZ = ke
k=1 n=1k=n k=1n=1 k=1

Ivertinsime $§j reiskinij i§ virSaus ir i§ apacios. Susumave nelygybes
key < / |z|dF(z) < (k+ 1)ck
k<|z|<k+1

pagal visus k, gauname

t.y.

;P(An)g/lxm |z|dF (x <ZP /|I|>1dF(:v).

n=1

Is ¢ia isplaukia, kad (1) eiluté konverguoja tada ir tik tada, kai M X; egzis-
tuoja. Lieka pritakyti Borelio-Kantelio lema. O

4 lema. Jei seka x,, konverguoja i x, kai n — oo, tai ir

n
nt E T — T,
k=1

kai n — oo.

Irodymas. Pazymékime y, = x, — x. Tada y, — 0, kai n — oo.
Kiekvienam € > 0 galima rasti toki ng = ng(e), kad bitu |y,| < ¢, kai n > ng.
Turime
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n o
‘nflzyk’ = ‘Tflzyk +nt Y yk’ <
k=1

k=1
no

<n! Z lye| + e(n — ng)/n.
k=1

Vadinasi,

n—00

n
lim sup ‘n_l Zyk‘ <e.
k=1

n_lzn:yk—>0. O

n—00
k=1

3 (Kolmogorovo) teorema. Tarkime, kad {X,,} yra vienodai pasiskirste
nepriklausoms atsitiktiniai dydziai. Jei dydziai X, turi vidurkius a, tai

(2) P(n™'S, ——a) = 1.

a
n— oo

Jei M|X,,| = oo, tai su tikimybe 1 seka Sy /n néra konverguojanti.
Irodymas. 1. Nagrinésime atveji, kai dydziai X, turi vidurki.
Pazymékime
v, — ] Xn, kai | X,| < n,
" 0, kai|X,|>n,
Zp=Xp =Yy,
Tirsime dydzius Y,,. Pazymékime F(z) dydzio X, pasiskirstymo funkcija.
Tada
DY, = MY? — M?Y,, < MY? = / 2 dF (z).

|z[<n
IS ¢ia - .
> nDY, <y n / 22dF (z) =
n=1 n=1 |z|<n
=Sy R =
n=1 k=17 k—1<|z|<k

2 -2

= x“dF(x) n"2.
Taciau

Z n? < k2 —|—/ y ldy =k + k7 <2k
n=~k k
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Todél

o

|z|dF(z) = 2/ |z|dF(x).

1<|z|<k —00

f:n_QDYn < 2503/
n=1 k=1"k-

Pagal 2 teoremos 1 isvada

P(n*1 3 (Y - MY) %0) —1.
k=1

Kadangi MY,, — a, kai n — oo, tai pagal 4 lema

n
n~t Z MYy, — a,
k=1

kai n — oco. Vadinasi,

(3) P(nflzn:Yk—m) =1.

n— 00
k=1

Tikimybé, kad Z, # 0 be galo dideliam indeksu n skai¢iui, lygi tiki-
mybei, kad |X,| > n be galo dideliam indeksu skaiciui. Pagal 3 lema ta
tikimybé lygi 0. Todél

P(rrl zn:Zk ——>0) —1.

n— oo
k=1

Is (3) isplaukia (2).

2. Nagrinésime atveji, kai M|X,| = co. Tarkime, kad seka n~1S,, konver-
guoja teigiamo tikimybinio mato aibéje. Pagal nulio ir vieneto désni ji turi
konverguoti su tikimybe 1. Kadangi

X B Sn n—1 Snfl

n n n n—1’

tai X,,/n — 0 su tikimybe 1. Taciau pastarasis teiginys pagal 3 lema
priestarauja prielaidai M|X,,| = co. O

6. KARTOTINIO LOGARITMO DESNIS

Grisime prie 5.2 teoremos. Jei X, yra vienodai pasiskirste nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai, turintys vidurkius (kad butu papraséiau, laikysime juos
lygiais 0) ir dispersijas, tai paéme b,, = n'/?Inn, gauname
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S,
L
\/ﬁlnn n—00
Vadinasi, beveik visiems w ir kiekvienam ¢ > 0 galima rasti toki ng =
= ng(e,w), kad bty
—evnlnn < S, <eynlnn,

kai n > no.
Si teigini galima sustiprinti. Tuo reikalu irodysime vadinamaji kartotinio
logaritmo désni.

1 lema. Visiems neneigiamiems x

1+ > e"(-2),

Irodymas. Pazymékime
flz) = =) _ 1 g,
Apskaiciave pirmasias dvi iSvestines
Flla) = e (1-22) -1,
J(@) = {1 - 22) — 23,

matome, kad f'(0) =0, f(x) <0, kaixz > 1,ir f’(z) <0, kai 0 < x < 1.
Vadinasi, f'(z) < 0 visiems = > 0. Todél

f(z) < f(0),

kai > 0. Tai ir yra reikiama nelygybé. O

Toliau 2-6 lemose X1, Xo, ... yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsi-
tiktiniai dydziai, tenkinantys salyga P(|Xx| < K) = 1 su kuria nors konstanta
K, turintys vidurkius M X}, = 0 ir dispersijas DX}, = 2.

2 lema.
2

pis.zw <om{ - 251 22))

kat 0 <y < 2no? KL, ir
P(S, >y) < exp(—yK~'/8),
kaiy > no?K~1/2.

Irodymas. Paéme bet kuri neneigiama z, i§ Bjenemé-Cebysovo
nelygybés gauname
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(1) P(Sn > y) — P(ean > ea:y) < C_wyMexSn_

Ivertinsime vidurki Me®S». I3 V.9.16 teoremos isplaukia lygybé

o0

IS N UPSPRNR- 0 VD ¢{
Me 1—MZO R _1+§m+27.

Pasinaudoje nelygybe
IMX]| < K™ 2MX? = K™%0 (r>3),

kai < 2K, gauname

1 = K" 202
z X 2.2 § :

r=3
1 4,5 o2 Ka?
§1+§U$ +§@_

1
<1+ 50212(1 + Kz).

Pagal 1.2 lema
1
Me™™ 1 < exp {502,@2(1 + Kas)}
Kadangi atsitiktiniai dydziai Xi,..., X,, yra nepriklausomi ir vienodai pasi-

skirste, tai
Sn _ X
Me™ ™ = M™e® 1

vadinasi,
1
Me™Sn < exp {ina%z(l + Kx)}
Trase §i iverti i (1), gauname nelygybe

(2) P(S, >y) <exp {%na%z(l + Kzx) — a:y}

Ja irodinédami, daréme prielaida 0 < « < 2K~

Imkime z = n~1o72y. Kai 0 <y < 2no?K !, salyga 0 <z < 2K~ ! yra
tenkinama. Tada i$ (2) gauname pirmaji lemos iverti.

Imkime » = K~1/2. Kai y > no?K~1/2, i§ (2) isplaukia

P(S, >y) < exp {:vy(nU%(;;Kx) - 1)} <

< L = y
< exp _ny = exp 3K .0



Kartotinio logaritmo désnis 161

3 lema. Bet kuriam x > 0

P(Ilr€1<ax Sk > x) <2P(S, >z — V2no?).

Irodymas. Pazymékime
A= {max Sy = x},
A, = {ST < (’I“ =1, ,k — 1), S > .’I,‘} (k‘ =2, ...,n),
Al = {Sl 2 .’E}
Tvykiai Ay yra nesutaikomi, ju sajunga lygi A. Todél
P(A) =) P(Ap).
k=1
Nagrinékime lygybe
P(A) = P(AN{S, >z — V2no?})+
3)
+ P(AN{S, <z — V2no?}).

Pirmasis deSinés pusés narys yra ne didesnis uz
P(S, >z —V2no?).
Ivertinsime antraji. Aisku,
P(AN{S, <z —V2n0?}) < P(Ap N {|S, — Sk| > V2no?}).
Tvykiai Ay, ir {|S, — Sk| > V2no?} yra nepriklausomi. Todél
P(A, N {S, <z —V2n02}) < P(A)P(|S, — Si| > V2no?).
Is Bjenemé-Cebysovo nelygybeés isplaukia

_ _ 2
P(S, — Sk > vano?) < 2 =) _ (n=k)o” 1

2no? 2no? 2’

vadinasi,

P(ApN{Sp <z —V2no?}) < %P(Ak).

Susumuojame pastaraja nelygybe pagal visus k ir gautaja nelygybe irasome
i (3). Gauname
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1
P(A) < P(S, >z —V2no?) + §P(A). |

4 lema.

P(limsup¢ < 1) =1.
n  V2no2lnlnn

Irody mas. Imkime bet kuria teigiama konstanta ~ ir bet kuria
konstanta ¢, didesne uz 1. Pazymékime

z(n) = V2no?Inlnn,
=1+

Pagal 3 lema
P(max S, > caz(nk)) <

r<ng -

< QP(Snk > cx(ng) — v/ 2nk02>
§2P(Snk20m 1—5)
>

kai € > 0 — bet koks teigiamas skaiCius ir k > k(). Remiamés 2 lemos
pirmaja nelygybe. Gauname, kad kiekvienam e; > 0

P(max Sy > cm(nk)> < 2exp{—c*(1 — ;) Inlnng},

r<ng
kai k > k; yra pakankamai didelis. Tac¢iau
Inlnng =Ink+ O(1).
Todeél eilute

oo

21— 6) O(1)
ZP(THE}EES >cmnk)<22k !

>k

konverguoja. I8 Borelio-Kantelio lemos iSplaukia, kad su tikimybe 1 visiems
pakankamai dideliems k teisinga nelygybé

max S, < cx(ng),
r<ng

vadinasi, su tikimybe 1 visiems pakankamai dideliems k ir visiems r,ni_1 <
< r < ny teisinga nelygybé

Sy < cx(nyg)
V2ra2Inlnr ~ \/2n;€,102 Inlnng ;.
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Pastarosios nelygybés desinioji pusé konverguoja i ¢(1 + 'y)l/ 2. kai k neap-
réztai didéja. Todél kiekvienam n > 0 ir visiems pakankamai dideliems r su
tikimybe 1

Sy
— < cy/1+~(1+n).
V2ro?lnlnr g "

Kiekvienas i$ dydziu ¢, 1+, 14 n gali buti parinktas kiek norima artimas
1. Todél visiems § > 0 ir visiems pakankamai dideliems n

P(S, < (1+8)z(n)) =1.

Pakeite dydzius X dydziais — X, gauname, kad visiems § > 0 ir visiems
pakankamai dideliems n

P(=S, < (1+6)z(n)) =1.0

5 lema. Jei realieji skaiciai a,, tenkina sqlygas

an
— =0, —= — o0,

n vn
kai n — oo, tai kiekvienam € > 0 ir pakankamai dideliems n
a2
P(S, > ay,) > exp{ — 2n22 (1+ E)}

Irodymas. Pazyméje
P(Sn 2 y) = G(y)

ir paéme bet kuri teigiama skai¢iu x, turime

Me®Sn = /OC ed(1-G(y)) = —/OO e™dG(y).

— 00 — 00

Kadangi G(y) = 0, kai y yra pakankamai didelis (kai y > nK), tai, integruo-
dami dalimis, gauname

oo o

M = G| 4o [ Gy = o [ erGay

— 00 — 00

Imkime bet koki maza fiksuota teigiama skai¢iu 0. Pazyméje y; =
= nxo?(1 —§), yo = nxo?(1 + §), suskaidykime integravimo sriti i penkias
sritis
2

(—OO, 0)7 [07 yl)a [yla 92), [y27 877/130-2)5 [8’]7,1}0' ?OO)'

Integralus tose srityse i$ eilés pazymékime I, ..., I5. Gausime
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(4) Me*Sn = a(I) + I + Is + Iy + I5).
Ivertinsime juos i§ virSaus.
Lengviausiai ivertinamas pirmasis integralas
0 0
(5) xl = x/ e™G(y)dy < x/ eVdy = 1.
— 00 — 00

Penktaji integrala ivertinsime, remdamiesi 2 lema. Kai y > 1/ 2no? K1,
pakankamai maziems x pagal 2 lemos antraji iverti

G(y) < eXp(—éyK—1> <2

okai 0 <y < 1/2n0?K~!, pakankamai maziems z ir pakankamai dideliems
n, remiantis 2 lemos pirmuoju iverciu,

2 2
Yy Ky Yy —2z
6w e { - g (1= 0 } < ep(gpa) <7
Todél
(6) xly = JU/ "G (y)dy < x/ e dy = 1.
8nzo? 0

Panagrinésime pointegraline funkcija intervale 0 < y < 8nzo?. Kai x yra
pakankamai mazas, vél galime remtis 2 lema, pagal kuria

2
1— } — di(y);
sgz L= h)p=e

¢ia 0 — kiek norima mazas teigiamas skaiCius, kai x pakankamai mazas.
Funkcija ¢ (y) turi vieninteli maksimuma taske

eGly) < exp {ay -

nO'QJ}

1-5

Pakankamai maziems [ tas skai¢ius yra intervale (yi,y2). Ivertinsime
funkcija ¥ (y) to intervalo galuose. Kai § yra pakankamai mazas,

U(nao®(14)) = Tna®o®(1+6){2 — (1£5)(1 - )} =

%mw(l O {1F5+(1+£06)8} =

= %nm02{1 — 02+ (1£0)%8} < %nm%ﬂ(l —42/2).
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(7) xly < zy1(y1) < nax’o? exp {%na:202(1 - 52/2)}

ir

(8) rly < 8nx?o*P(yz) < 8na?o? exp {%nxQGQ(l - 62/2)}.
Parinksime

(9) z= %

I8 lemos salygu isplaukia, kad = yra kiek norima mazas, kai n pakankamai
didelis.
Ivertinsime paskutini integrala. Turime

xlz < x(y2 —y1)e"™2G(y1) =

10
(10) = 2nz?0?8 exp{na®c?(1 + 6)} P(S, > ay).

(5), (6), (7), (8), (10) sarysius irase i (4) ir atsizvelge i (9) bei lemos
salygas, gauname

1
Me™Sn < exp {§nx202(1 - (52/3)}—1—
+ exp{nz?o?(1 4 20)}P(S,, > a,),

(11)

kai n pakankamai didelis.
Ivertinsime $ios nelygybés kairiosios pusés nari i§ apacios. Kaip ir 2 lemos
irodyme, pakankamai maziems x

X ryr

MerX = 32X
7!

r=0

1 z"
o -2 2 r
=1+ 7% +T§:3—T!MX1 >

155 — " r—2 2
21+§£L‘U —I—;WK o° >

21t {1-3 ()

r=3

1
>1+ 5:5202(1 — Kz).
Pasinaudoje 1 lema, gauname
1 1
Me™ 1 > exp {§x202(1 — Kx) [1 — §x202(1 — Kx)}} >

1
> exp { Ja%0(1-) J1
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¢ia v yra kiek norima mazas teigiamas skaicius, kai x pakankamai mazas.
Is cia 1

Me*Sn > exp {§n1'20'2(1 - 'y)}
Kai v < 62/3, i8 pastarosios ir (11) nelygybiu pakankamai dideliems n

gauname

exp{na?c?(1+ 28)}P(S, > a,) > 1exp {%n;ﬂ2o2(1 - 'y)}

2
Pagaliau
P(5, > a,) > s exp | 4y +25)} >
n Z Un 5 &X -
@) = 3 OPU 7 one2(1 —o2V T
ay
>exp{— 2n02(1+5)}

kiekvienam € > 0, kai n pakankamai didelis. O

6 lema.

P(limsupL > 1) —1.
n  V2no2lnlnn

Irodymas. Imkime kokius nors skaic¢ius L > 1 ir ¢ < 1. Pazymékime
a(n) = V2no?Inlnn,
n, = [LF] (k=1,2,...).
Tirsime ivykius
A ={Sn, — Sn,_, > calng —ng_1)}.

I8 5 lemos kiek norima maziems ¢ > 0 ir pakankamai dideliems k iSplau-
kia, kad

P(Ay) > exp{—c*(1 +¢)Inln(ny, —ng_1)} > exp{—c*(1 +¢&)?Ink}.

Jei € tenkina salyga c(1 + ¢)? < 1, tai eiluté

> P(4)
k=1

diverguoja. I§ Borelio-Kantelio lemos isplaukia, kad su tikimybe 1 be galo
dideliam indeksu k skaiciui

Snp > c\/202(nk —ng_1)Inln(ng — ng—1) + Sn,_,-
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Pagal 4 lema visiems pakankamai dideliems k

Snp_y > —2\/202nk_1 Inlnng_1.
Lengva patikrinti, kad
np—1Inlnng_1 ~ LFYInk ~ L™ 'n; Inlnny,

1
(ng —ng—1) Inln(ng — ng—1) ~ (1 — E)Lk Ink ~

1
~ (1 — Z)nklnlnnk.

Todél, imant bet kurj § > 0, su tikimybe 1 be galo dideliam indeksu skai¢iui
k bus teisingos nelygybés

Snp > V2002 Inlnng (CH— 2L71/2)(1 —9).

Skai¢ius ¢ < 1, L > 1 ir § > 0 galima parinkti taip, kad pastarieji daugi-
namieji buitu kiek norima artimi 1. Taigi lema irodyta. O
I8 4 ir 6 lemy isplaukia Sitoks teiginys.

1 teorema (kartotinio logaritmo désnis). Sakykime, {X,} yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydzZiai, tenkinantys sqlyga
P(|X,| < K) =1 su kuria nors konstanta K, turintys vidurkius M X,, = 0 ir
dispersijas DXy, = 0® > 0. Pazymékime S, = X1 + ... + X,,. Teisinga lygybé

P(limsupL = 1) =1
n  V2no?lnlnn ’

Yra ir daug bendresniu rezultatu. Siek tiek apibendrine 1 teoremos
irodyma, galime gauti Kolmogorovo kartotinio logaritmo désni.

2 (Kolmogorovo) teorema. Sakykime, {X,} yra nepriklausomi atsi-

tiktiniai dydzZiai, turintys dispersijas ir vidurkius M X, = 0. PaZymékime
Sp = X1+ ...+ X,,. Jei egzistuoja seka tokiy konstanty {K,}, kad
DS,
ool )
Inln DS,

P(X,| <K, =1,

tar

Sh
r(li —1)=1.
( s DS, Inn DS, )

Bendresniu rezultatu galima rasti [28] knygoje.
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7. SILPNASIS KONVERGAVIMAS

Susipazinsime dar su vienu atsitiktiniu dydziu konvergavimo tipu. Naturalu
ivesti tokia konvergavimo savoka, kad i3 atsitiktiniu dydziu sekos {X,,} kon-
vergavimo i atsitiktini dydi X iSplauktu dydziu X,, generuotu tikimybiniu
matu konvergavimas i dydzio X generuota tikimybini mata. Kadangi tarp
generuoty tikimybiniu matu ir pasiskirstymo funkciju yra abipus vienareikSmé
atitiktis, tai ta naujaji konvergavima galima nusakyti pasiskirstymo funkciju
terminais.

Paprasciausia reikalauti, kad pasiskirstymo funkciju seka {Fx, (z)} kon-
verguotu | Fx(z) visuose taskuose z € R. Taciau toks konvergavimas bty
per siauras. Imkime, pavyzdziui, atsitiktinius dydzius X, = —1/n (n =
=1,2,...) ir X = 0. Atsitiktiniu dydziu seka {X,} konverguoja i atsitiktini
dydi X. Paziurésime, kaip yra su atitinkamomis pasiskirstymo funkcijomis.
Funkcija Fx, (z) =0, kai « < —1/n, ir Fx, (v) =1, kai > —1/n; funkcija
Fx(z) =0,kai z <0, ir Fx(z) =1, kai > 0. Vadinasi, F, (z) konverguoja
i Fx(x) visiems z, i8skyrus x = 0, kuris yra ribinés pasiskirstymo funkci-
jos trukio taskas. Galima butu iSnagrinéti ir daugiau pavyzdziy, kai ribiné
pasiskirstymo funkcija turi trukio tasku. Is ju iSplauktu, kad tikslinga ivesti
bendresne pasiskirstymo funkciju konvergavimo savoka: nereikalauti, kad pa-
siskirstymo funkciju seka konverguotu ribinés pasiskirstymo funkcijos trukio
taskuose.

Sakysime, kad atsitiktiniu dydziu seka {X,,} konverguoja pagal pasiskirs-
tyma i atsitiktini dydi X, jei tu dydziu pasiskirstymo funkciju seka Fx,
konverguoja i pasiskirstymo funkcija Fx visuose jos tolydumo taSkuose.
Siuo atveju galime kalbéti apie silpnaji pasiskirstymo funkciju konvergavima.
Tiesa, matematinéje analizéje silpnasis funkciju konvergavimas nusakomas
siek tiek kitaip. Tac¢iau véliau matysime, kad tas konvergavimas yra ekviva-
lentus ¢ia aprasytajam.

Palyginsime konvergavima pagal pasiskirstyma su konvergavimais pagal
tikimybe ir su tikimybe 1. Apie konvergavima pagal pasiskirstyma galima
kalbéti ir tada, kai atsitiktiniai dydziai X,, yra apibrézti skirtingose tikimy-
binése erdveése, tuo tarpu apie kitus du konvergavimus tada kalbéti néra
prasmes.

1 teorema. Jei atsitiktiniy dydZiu seka {X,} konverguoja i atsitikting
dydi X pagal tikimybe, tai ta seka konverguoja ¢ X ir pagal pasiskirstyma.
Irodym as. Bet kuriems realiesiems skai¢iams z ir z;

{X<m}={Xn<z, X<z} U{X, >2,X <11} C
C{Xp<z}U{X, >z X <uz1}.

Todél
Fx(.’lﬁl) < FXn(LL') +P(Xn >z, X< ,’El).
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Kadangi X, konverguoja pagal tikimybe i X, tai visiems z; < x
PX, >z, X<z)<P(X,—-X|>2z—x1) — 0,

kai n — oo, vadinasi,
Fx(x1) <liminf Fx, (z),

kai x1 < x. Sukeite vietomis X ir X, bei x ir z; analogiskai gauname, kad
visiems = < x1
limsup Fx, (z) < Fx(x1).
n

Todél
Fx(x}) <liminf Fx, () < limsup Fy, (z) < Fx(z"),

kai ' < z < 2”. Jei x yra funkcijos F' tolydumo taskas, tai, paskutinéje
nelygybéje paéme 2’ z,z” \, z, gauname

Fx, () — F(x),

kai n — oco. O

Atkreipsime démesi: jei X,, konverguoja i X pagal pasiskirstyma, tai i§
to dar neiSplaukia, kad X,, konverguoja i X pagal tikimybe. Tai matyti i$
Sitokio pavyzdzio. Tarkime, kad X ir Y yra vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, bet X (w) ir Y (w) nesutampa beveik visiems w € Q. Imkime seka
atsitiktiniu dydziu X,, =Y (n = 1,2,...). Tada X,, konverguoja i X pagal
pasiskirstyma, bet nekonverguoja i X pagal tikimybe.

Nurodysime atskira atveji, kai abu konvergavimai yra ekvivalentts.

2 teorema. Atsitiktiniy dydziy seka {X,} konverguoja pagal tikimybe i
igsigimusi atsitikting dydi X, P(X = ¢) = 1, tada ir tik tada, kai ta seka
konverguoja ¢ X pagal pasiskirstyma.

Irodymas. Jeiseka X,, konverguoja i X pagal tikimybe, tai pagal
1 teorema ji konverguoja i X ir pagal pasiskirstyma.

Tarkime, kad seka X,, konverguoja i X pagal pasiskirstyma. Pastebésime,
kad dydzio X pasiskirstymo funkcija yra

(7)7{1, kai z > c,
=)= 0, kaiz<ec.

Todél kiekvienam 6 > 0
P(X,—-X|>0) <PX,<c—0/2)+P(X,>c+)) =
=Fx (c—0/2)+1—Fx, (c+§)——0.0

Remdamiesi bendrosiomis matematinés analizés koncepcijomis, silpnaji
pasiskirstymo funkciju konvergavima apibrésime Sitaip. Tarkime, kad F



170 Atsitiktiniy dydziuy sekos. Atsitiktiniai procesai

ir F, (n = 1,2,...) yra pasiskirstymo funkcijos. Jei kiekvienai apréztai
tolydziajai funkcijai g, apibréztai visoje realiyju skaiciu tieséje,

/ O; s@)dFua) [ O:O 9(2)dF(z),

tai sakome, kad seka F,, konverguoja silpnai i F. Irodysime, kad §is kon-
vergavimas yra ekvivalentus ankstesniajam. Kartu irodysime ir keleta kitu
teiginiu, kurie mums pravers toliau.

Nagrinésime nemazéjancias funkcijas, apibréztas realiuju skaiciu tieséje;
ju klasé yra platesné uz pasiskirstymo funkciju.

3 teorema. Nemazéjanciu funkciju seka F, konverguoja i kokiq nors
(nemazéjanciq) funkcija F jos tolydumo taskuose tada ir tik tada, kai ta seka
konverguoja § F' kokioje nors tasky aibéje, tirstoje visoje tieséje.

Irodymas. Salygos butinumas yra trivialus, nes nemazéjancios
funkcijos F triukio tasku aibé yra baigting, arba skaiti (plg. I1.2.5 teoremos
irodyma). Irodysime salygos pakankamuma. Tarkime, kad F,, konverguoja
i F' visur tirStoje aibéje D. Imkime bet kuri F' tolydumo taska xq ir bet
kuriuos aibés D taskus z’ ir z”, tenkinancius salyga =’ < xg < z”. Tada
kiekvienam n

Fn(I/) S Fn(IO) S Fn(x”)-

Is ¢ia ir iS teoremos salygu isplaukia
F(z') = lim F,(2') <liminf F},(zq) <
n—oo n—oo
< limsup Fy,(79) < lim F,(2") = F(2").
n— oo n—0o0
Kadangi aibé D yra visur tirSta, tai taskus z’ ir 2’/ galime parinkti kiek
norima artimus taskui xy. Todél
F(zo — 0) < liminf Fj,(xg) < limsup F,(z9) < F(zg +0).
n—00 n—oo
xo yra F(z) tolydumo taskas, todél F'(zg—0) = F(xo+0) = F(z0). Vadinasi,
F, (o) konverguoja i F(zg). O
4 (Helio! kompaktiskumo) teorema. Jei F, (n = 1,2,..) yra
nemazéjancios funkcijos, apréitos ta pacia konstanta, tai iS ju sekos galima
i$skirti poseki, konverguojanti i kokiq nors aprézta nemazéjancia funkcijq F
visuose jos tolydumo taskuose.
Irodymas. Imkime kokia nors tirsta visoje skaiciu tieséje skaicia
aibe D = {x1,x9, ...}, pavyzdziui, visu racionaliuju skai¢iu aibe. Duotosios

! Eduard Helly (1884-1943) — austru ir amerikie¢iy matematikas.
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funkciju sekos reikdmiu taske x; aibé {F,(z1)} yra aprézta. Pagal Bolca-
no'-Vejerstraso? teorema i§ tos sekos galima igskirti konverguojanti poseki
Fi,(xz1) (n = 1,2,...). Pazymékime jo riba F(z1). Dabar imkime funkci-
ju sekos {Fi,(x)} reikdmiu taske x5 aibe {Fy,(z2)}. Ji, aisku, taip pat
aprézta. Todél galime isskirti konverguojanti poseki Fy,(z2). Jo riba pa-
zymeékime F'(z3).

Si procesa galime testi neribotai. Taip gausime seku seka

Fﬁl(m), FHQ(%), FHg(x), ceey
Fél(z), P52($)7 fbg(m), veny
F31(x), Fzox), Fsz(x), ..

Sudarykime diagonaliaja funkciju seka

}q1($% }BQ(f% }%3($),.“

Taske z; ji konverguos i F'(z1), taske xq — i F(x2) ir t. t., taske x —1 F (k)
ir t. t.

Vadinasi, seka Fy,,, (x) konverguos i F'(x) aibéje D. Funkcija F'(z), apibréz-
ta aibéje D, yra aprézta ir nemazéjanti. Praplésime jos apibrézima visiems
tiesés taskams, imdami

F(x) = sup F(xy).
<z
Taip praplésta funkcija yra aprézta ir nemazéjanti. Pagal 3 teorema seka
{F,n(z)} konverguoja i F'(x) visuose jos tolydumo taskuose. O

5 (Helio—Bréjaus) teorema. Tarkime, kad funkcijos F,, (n =1,2,...)
yra nemazéjancios ir apréztos ta pacia konstanta. Jei seka F, konverguoja i
funkcija F jos tolydumo taskuose ir

Fy(—00) = F(=00), Fp(00) — F(0c0),
tai kiekvienai tolydZiajai apréztai funkcijai g

/ Z (@)dF, (@) — [ O; 9(2)AP ().

Teoremoje nusakytas funkciju konvergavimas yra vadinamas pilnuoju. Jei
F bei F,, yra pasiskirstymo funkcijos ir F,, konverguoja i F jos tolydumo
taskuose, tai F;, pilnai konverguoja i F.

Irody m as. Pazymékime raide C konstanta, apréziancia funkci-
jas F,:

1 Bernard Bolzano (1781-1848) — ¢eku matematikas ir filosofas.
2 Karl Weierstrass (1815-1897) — vokieciu matematikas.
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(1) |F(2)] <C (n=1,2,..)
(2) K=_sw g

Paéme bet koki € > 0, parinkime funkcijos F' tolydumo taskus a < b su salyga

€
3) / dF(x) < =
R\[a,b) 6K

Funkcija g, tolydi segmente [a,b], jame yra ir tolygiai tolydi. Todél galime
rasti toki intervalo [a, b] skaidini funkcijos F' tolydumo taskais

a=x9g <21 <..<x5=>,
kad kiekviename intervale [zj_1,z)) bitu
€

— _ < ——.

l9(z) = g(@r-1)l < 55

Sudarykime funkcija

S

gs(x) = Zg(xk—l)l[fﬂk—hwk)(x)'

k=1

Visuose intervalo [a, b) taskuose

@ 19(2) = 9 ()| < 1o
Galime rasti toki dideli ng, kad visiems n > ng butu
(5) [P(or) = Falon)] < gz (k= 0,1,....9),
€
(6) / dF, (z) < ——.
R\[a,b) 3K

Teisinga nelygybé

[ ot 0~ [ gwar)|<

/ s@ldFu@)+ [ lg@)ldF)+
R\[a.b) )
+ /W 19(2) — ge (@)|dF (z) + /[a,b> oo (2)dF(2)—

_ /[a’b) ge(I)an(ﬂf)’ + /[a’b) 9= () — g(z)|dF, ().
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Pirmieji du desiniosios pusés nariai pagal (2), (3) ir (6) yra mazesni uz

g g g
K — +Kg. > _°
sk TNGE T 2

treciasis ir penktasis pagal (4) ir (1) mazesni uz

9

€
= _.90.9=
16C ¢ 4’

o ketvirtasis narys lygus
| ;g@cm)(ﬂxk) ~ Plar))-
- ;9(%—1)(&(%) ~ Falo)| =
= | ;9<wk-1>(F(xk> = Fu(ay)) -

=3 glan) (Flanr) = Falar-)) |
k=1
Is (2) ir (5) isplaukia, kad jis mazesnis uz
€ €

Vadinasi, (7) kairés pusés narys yra mazesnis uz &, kai n > ng. O

173

6 teorema. Sakykime, F, F, (n = 1,2,...) yra pasiskirstymo funkcijos.
Seka F,, konverguoja i F visuose F tolydumo taskuose tada ir tik tada, kai

kiekvienai apréztai, tolydziai visoje realiyjy skaiciy tieséje funkcijai g

| s@ar@ ~ [~ g@ar)

Irodymas. Salygos butinumas iSplaukia i§ 5 teoremos. Irodysime
jos pakankamuma. Tarkime, kad zy yra F' tolydumo taskas. Paéme bet koki

teigiama e, parinkime toki § > 0, kad butu

[F(z) = Fzo)| <e,

kai |z — zo| < 4, ir imkime dvi funkcijas
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1, kai x < xg — 6,
g1(z) =< 6 Yxo—z), kaizg—6 <z <0,
0, kai x > xg,

1, kai z < xg,
g2(z) = 1—(5 Yo —xg), kaizg<ax<z0+9,
0, kaix > a9+ 9

(zr. 25 pav.). Teisingos nelygybeés

[ommoz

= F(xg— 0 F
(8) (xo ) > w0+6
/ go(2)dF( g/
T @i < [ dF, (o)

> — — — — — —

Xo_a %o 25 pav.

Kai n yra pakankamai didelis,
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Is (8), (9),(10), kai n pakankamai didelis, iplaukia

F(z0) — 2e < Fy(z) < F(xo) + 2. O
Mums pravers dar viena teorema.

7 teorema. Jei pasiskirstymo funkciju seka F,(x) (n = 1,2,...) konver-
guoja i tolydzia pasiskirstymo funkcijq F(x), kai n — oo, tai F,(x) — F(x)
tolygiai visiems realiesiems x.

Irodymas. Kadangi F' yra monotoniska ir aprézta, tai kiekvienam

e > 0 galime rasti toki N = N(e) ir taskus —co = 29 < 71 < 3 < ... <

< xn-1 < xy = 00, jog funkcijos F' pokytis intervaluose Iy = (zg, 1), I =
€

= [zr_1,2r) (k =2,3,..,N — 1), Iy = [zy—_1,2n) bUtu mazesnis uz 5 ir
toki ng = no(e), kad |F(xy) — Fo(2r)| < § (k=0,1,...,N).
Tarkime, kad z € I,. Kadangi
Fo(x) = F(z) = (Fa(@) = Fa(zx))+
+ (Fu(zg) = F(ar)) + (F(ax) — F(x))
ir i§ pasiskirstymo funkciju monotoniskumo
|Fo(z) — Fu(an)| < Fu(zher) — Fze) <
< NFu(wrg1) — F(xpqr)| + F(opg1) — Fae)+
+ [F(zk) — Fu(y)l,
|F(xr) = F(z)| < F(are) — Fae),

tai

|Fy(2) — F(2)] < [Fo(@k41) — F@pg)|+
+2(F(2ps1) — Flag)) + 2| Flay) — Fo(ay)] <5 = =

.0
5 9

Baigdami §i skyreli, rysius tarp atsitiktiniu dydziu ivairiu konvergavimo
rusiu pailiustruosime tokia schema.

Konvergavimas | _ | Konvergavimas | _, | Konvergavimas pa-
su tikimybe 1 pagal tikimybe gal pasiskirstyma
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8. CHARAKTERISTINES FUNKCIJOS
IR PAPRASCIAUSIOS JU SAVYBES

Mums dabar reikés kompleksiniu funkciju integralu. Tarkime, kad turime
erdve {Q, A, u}. Jei kompleksinés funkeijos g, apibréztos aibéje Q, kompo-
nentai Re g, Im ¢ yra matus ir egzistuoja integralai

[ Regomiae). [ 1m gin(a)

tai funkcijos g integralu laikome
W [ ) = [ Re gt +i [ 1 gl

Sakome, kad g yra integruojama, jei Re g ir Im ¢ yra integruojamos funkcijos.
Kompleksiniu funkciju integralai turi savybes, analogiskas realiyju funk-
ciju integraly savybéms. Paminésime pora i$ ju.
Kadangi
[Re g <lgl, [Im g <|g],

lgl < [Re g| + [Im g,

tai kompleksiné funkcija g yra integruojama tada ir tik tada, kai integruojama
lg|. Parodysime, kad tuo atveju, kai ¢ integruojama, galioja nelygybeé

!/ pi(dw)| /Ig )|p(dw).

Bet kuriems kompleksiniams skai¢iams z1, zo teisinga nelygybé

Re z125 < ‘21Z2|.

| [ stwntae)] = e /Q (@) [ genn(dn) =
/ / Re g(w)g(wn)p(dew)p(dwr) <
< [ [ latw)aen) o)) =
([ o utds))

Jei G > 0 yra integruojama funkcija, o g — mati kompleksiné funkcija ir
lg| < G, tai ir g yra integruojama, be to,

Todél
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( /Q g(w)u(dw)‘ < /Q G(w)p(dw).

Nagrinésime taip pat ir kompleksinius atsitiktinius dydzius. Jei {Q, A, P}
yra tikimybiné erdvé ir X, Y yra realieji atsitiktiniai dydziai, tai kompleksine
funkcija Z = X +4Y laikysime kompleksiniu atsitiktiniu dydziu. Tokio atsi-
tiktinio dydzio vidurkis yra

MZ = MX +iMY = / Z(w)P(dw),
Q

kai Z yra integruojama funkcija, t. y. egzistuoja M X ir MY . Kompleksiniu
atsitiktiniy dydziu vidurkiai turi tas pacias savybes, kaip ir realiyju atsitik-
tiniy dydziu vidurkiai.

Jie turi adityvumo savybe:

M(Z1+ Zs) = MZy + MZs.
Kompleksine konstanta ¢ galima iskelti pries vidurkio zenkla:
McZ =cMZ.

Du kompleksinius dydzius Z; = X1 + Y1, Z2 = X5 + 1Y, laikysime
nepriklausomais, jei vektoriai (X1,Y7) ir (X2,Y2) yra nepriklausomi. Jei ne-
priklausomi atsitiktiniai dydziai Z; ir Z5 turi vidurkius, tai

MZ,Zy = M(X; +iY7)(Xo +iYs) =
= MX1X2 + ZMX1Yv2 + ZMXQYl - MY1Y2 =
=MX) - MX;+iMX; - MY +iMXo MYy — MY; - MY, =
=(MX, +iMY1)(MXy+iMYs) = MZy - M Z,.
Labai svarbios, nagrinéjant atsitiktinius dydzius bei ju pasiskirstyma, yra

vadinamosios charakteristinés funkcijos. Tarkime, kad X yra realusis atsitik-
tinis dydis. Tada kiekvienam t € R

X = costX +isintX

yra kompleksinis atsitiktinis dydis, nes costz ir sintz yra tolydzios, taigi jos
yra Borelio funkcijos. Sio dydzio vidurkis egzistuoja kiekvienam ¢ € R, nes

|e7,'tX‘ =1.

Atsitiktinio dydzio X charakteristine funkcija vadinsime
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F(6) = Fxlt) = Me™ = [ X w)P(de) =

Q

:/ e Px (da) :/ e dFx (),

—00 —0o0
apibrézta visiems t € R.

Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, igyjantis reikSmes xj su tikimy-
bémis P(X = zx) = pg, tai jo charakteristine funkcija galime uzrasyti sitaip:

fX (t) — Z pkeitxk .
k
Jei X yra absoliuciai tolydus dydis su tankio funkcija px, tai

Ix() = /_OO ey (x)d.

Nagrinésime charakteristiniy funkciju savybes.

1 teorema. Visiems realiesiems t

[f@)] < f(0)=1.

Irodym as. Pagal charakteristinés funkcijos apibrézima

£(0) = /Q P(dw) = P(Q) = 1

|f()] = ‘/Qe”x(‘“)P(w)‘ S/Q\eitx(“’)w(dw):/QP(dw). O

2 teorema. Visiems realiesiems t teisingos lygybés
Ix(=t) = fox(t) = fx(t);
¢ia bruksnys reiskia kompleksing jungting skaiciy.
Irodymas iSplaukia is charakteristinés funkcijos apibrézimo ir lygybiu

Me X = M (=X) = MeitX O

3 teorema. Charakteristiné funkcija yra tolygiai tolydi visoje realiyjy
skaiciy tieséje.

Irodymas. Paéme bet koki teigiama e, pagal I11.2.2 teorema galime
rasti toki A = A(e) > 0, kad bty



Charakteristinés funkcijos 179

/ dF(z) < <,
|z >X 3

ir toki 6 = d(¢) > 0, kad visiems z ir h, |z| <A, |h| <4,
€

ihx
-1 <

Todél
fe+0) =501 = | [ e - nape)| <

g/ |eihh1|dF(x)+2/ dF(x) <
|z| <X

lz|>X

<§/_oodF(ac)+2-%:5.D

4 teorema. Jei a ir b yra realios konstantos, X — atsitiktinis dydis, tai

faxto(t) = €™ fx(at).

Irodym as. I vidurkio savybiu iSplaukia
faX+b(t) _ Meit(aX-i—b) — eithei(at)X _ eibth ((lt). 0O

5 teorema. Jei Xi, ..., X,, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai ju
sumos charakteristiné funkcija yra lygi tu dydZiy charakteristiniy funkcijy

sandaugai:
Fxiroax, () = fx, (). fx, ().

Irodymas. Teorema pakanka irodyti tik tuo atveju, kai n = 2.
Kadangi X7 ir X5 yra nepriklausomi, tai nepriklausomi yra ir kompleksiniai
atsitiktiniai dydziai

X1 = cost X +isintXy, eX2 = costXy + isintXs.
Todél
Fxipxs(t) = Ml tXe) = pp(eitX . ¢itXe) =

= MeitXl : MeitX2 = le (t)sz (t) o

Lema. Bet kuriems realiesiems x ir sveikiesiems neneigiamiems n
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o 3o ) o Lol
1= 1
= k! (n+1)!
Irodymas. Nelygybe irodinésime matematinés indukcijos metodu. I8
lygybés
/m edy = e’ -1
0 i

isplaukia

. T ||
e — 1] = ‘/ e“‘du‘ < du = |x|.
0 0

Vadinasi, irodomoji nelygybé yra teisinga, kai n = 0. Tarkime, kad ji teisinga
kuriam nors n. Is lygybés

T ) n (zu)k eix -1 n ik$k+1
o du =
/0 (e D ) b i (k+1)!

k=0 k=0

ir indukcinés prielaidos isplaukia

L X (ia)k T " (iu)*
em_z(k!) ‘:‘/0 (ew_z(k!) )du‘g

k=0

el " i)k lz| pnt1 || t2
< e — ’du < / du = .
*/0 kz k! —Jo (n+1)! (n+2)!

=0

Todél pagal matematinés indukcijos principa irodomoji nelygybé yra teisinga
visiems sveikiesiems neneigiamiems n. O

6 teorema. Jei atsitiktinis dydis X turi n-qji momenta, tai jo charak-
teristiné funkcija turi n tolydziy isvestiniy,

(2) f(k)(t) =k /OO zFe®dF(z) (k=0,1,...,n);
(3) MXFE =i=%f®) ) (k=0,1,...,n);
— - (Zt)k k n
(4) 7ty = 30 M 4o,
k=0

kai t — 0;
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GO LPYSN
(5) Ft) =) - MXE + 0o - MIX["
k=0
¢ia 0| <1, n>1.
Irodym as. Pakanka imti n > 1. Teisinga lygybé

fl+h) —ft) % ae™ -1
A0 [ et

dF(x).

Pagal lema (z # 0)

<1.

eihz -1 ’
hx

Kadangi
/ |z|dF (z) < oo,

tai i§ V.9.16 teoremos iSplaukia, kad egzistuoja riba

(%) ) eihw -1
;llii% N ze't” o dF(x) =
o ) ethr _q o0 )
= [m re't” ;lzli% . dF(z) = i[m e dF (x).
Todél iSvestiné 4 h) — f(0)
F(#) = lim Y

egzistuoja ir lygi
') = z/ e dF (x).

Parodysime, kad ji yra tolydi. I§ gautosios formulés iSplaukia

PR — F(t) =i / et (e _ )P (z).
Kadangi pointegralinés funkcijos modulis nevirsija 2|z|, tai vél pagal ta pacia
V.9.16 teorema galime pereiti prie ribos po integralo zenklu, kai h — 0.
Gauname, kad f'(t + h) — f'(t) — 0, kai h — 0. Vadinasi, f'(¢) yra tolydi.
Toliau taikome indukcijos metoda. Tarkime, kad kuriam nors k < n

FEN () = iF / h 2P et dF (x).

— 00

Pritaike Siam integralui tuos pac¢ius samprotavimus, gauname
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f(k+1)(t) _ ik+1 /oo karleimdF(:L').

— 00

Taip jrodome (2) lygybe. I3 ¢ia trivialiai gauname (3). Irodinéjant (4)
lygybe, reikia remtis Teiloro formule. Matematinés analizés kurse ta formulé
paprastai irodoma tik realiosioms funkcijoms. Tokiu pavidalu formule galime
atskirai pritaikyti realiajai ir menamajai daliai.

Irodinédami (5) lygybe, integruojame lemos nelygybe (pakeite n skai¢iumi
n — 1) funkcijos F(z) atzvilgiu. O

Jei egzistuoja visu eiliu momentai, tai galime formaliai uzrasyti

) e i k
f(t)z/ eitIdF(x):Z(t) MXx*.

oo prs k!
Pakeite z = it, gautume
[e%S) > _k
Feiz) = / TdF(z) =Y %MX’“.
—00 k=0

Jei &is reiskinys turi prasme, tai funkcija f(—iz) vadiname momenty generuo-
jancigja funkcija.

7 teorema. Jei atsitiktinis dydis X yra absoliuciai tolydus, tai jo charak-
teristiné funkcija fx(t) — 0, kai t — Fo0.

Irodymas. Sisteiginys yra Lebego teoremos apie Furjé transformacijas
isvada (zr. [16], VIIL4). O

8 (Bochnerio'—Chinéino) teorema. TolydZioji kompleksiné funkcija
f, apibrézta realiyjy skaiciy tieséje, yra charakteristiné funkcija tada ir tik
tada, kai ji yra meneigiamai apibrézta, t. y. bet kuriems kompleksiniams
Ay ooy A 1 bet kuriems realiesiems skaiciams tq, ..., t, teisinga nelygybé

> Mhif(tr — 1) > 0.

k=1

Irodyma zr. [10], VIL39. O
Rasime keleta charakteristiniu funkciju.

1 pavyzdys. Jei P(X=c)=1, tai
fx(t)=1~ei0t:ei0t.

1 Salomon Bochner (1899-1982) — amerikie¢iu matematikas.
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2 pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal binominij
désnj(zr. I1.2.2 pvz.). Jo charakteristiné funkcija yra

n n—k i 7 n
fxt) =3 <k>pkq et = (pe + )"
k=0

Sia funkcija galéjome ir kitaip gauti. Dydi X galime isreiksti nepriklausomuy

atsitiktiniy dydziu suma X = X; + ... + X,,, kurioje dydis X igyja dvi reikSmes:
1 su tikimybe p ir 0 su tikimybe ¢q. Dydzio X}, charakteristiné funkcija yra

fx (8) = pe” +q.
Pagal 5 teorema ‘
Fx(t) = fxy (0)-fx,. (8) = (pe'’ +q)"

3 pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal
Puasono désni (zr. I11.5.2 pvz.). Jo charakteristiné funkcija

DL Qith _ = — (Aet)k _a(eft—1)
Z,? > e

k=1

4 pavyzdys. Rasime atsitiktinio dydzio X, pasiskirs¢iusio pagal normaluji
désni N(a,0?) (zr. 11.5.6 pvz.), charakteristing funkcija. Atkreipsime démesi, kad
atsitiktinio dydzio Y = (X — a)/o pasiskirstymo funkcija yra

PY<z)=P(X<a+ozx)=

1 atow { (u—a)? } 1 /z )2
= — exp{ — du = e " /2du
oV 2w /_oo P 202 Vo J_ o

Todél pakanka rasti atsitiktinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal normaluji désni N (0, 1),
charakteristine funkcija

(6) fr(t)= \/%/ et 12,

Ja galima apskaiciuoti jvairiais budais.
Pakeisime integravimo kintamaji z = x — it. Gausime

2 .
— 2 co—1t
€ ¢/

V27r —oo—it

¢ia integruojama kompleksingje plokstumoje tiese, lygiagreCia realiajai asiai (zr.
26 pav.). Imkime dideli teigiama skai¢iu y; jam véliau leisime tolti i begalybe.
Kadangi exp(—22/2) yra sveikoji funkcija, tai pagal Kosi teorema

fr(t) = e 2dz;
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—y—it y—it y 5
I1+I2+13:/ +/ +/ e %4y =
-y —y—it y—it
/y —22/2
= e dz.
-y

—y-it y-it
26 pav.
Ivertinsime [y ir I3. Turime
(a2
11| < [t sup e T¥ T2,
¢ia supremumas imamas pagal visus u nuo 0 iki t. Gauname
1] < [t|sup|e ¥ /2 2mute? /2] <y vt /2402,

Todél I1 — 0, kai y — oo. Analogiskai irodome, kad Is — 0, kai y — oco. Peréje prie
ribos (7) lygybéje, kai y — oo, pagal 1.15.3 lema gauname

oco—it o)
/ Ly . / e 24y = V2.

co—it

Vadinasi,

fr(t) = e 12,
I3 ¢ia isplaukia, kad

fx(t) = fovia(t) = eiatfy (ot) = eiat_02t2/2.

Dabar apskaiciuosime fy (¢) kitu budu. Isskleide exp(itx) laipsnine eilute ir
sukeite sumavimo bei integravimo tvarka, i$ (6) gauname

f _ - (Zt)k - k_—x2/2
y(t) = Z ol r'e dx.

k=0 R

5~
3

Integralas lygus 0, kai k nelyginis, ir lygus

(k—1W2r
2k/2-1(k /2 — 1)I”
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kai k lyginis (zr. I1.9.1 pavyzdi). Todél

fety =y SR e,

n!
n=0

Apskai¢iuosime fy (t) dar vienu budu. Pagal 6 teorema

fY \/7\/ ztzz/Qd

Integruojame dalimis

R = _2/ et — / e 2y — —t v (1),

Vadinasi,

fy ()
Ty (t)

= —t.
Kadangi fy(0) =1, tai
In fy (t) = —t*/2.
5 pavyzdys. Tarkime, kad X yra pasiskirstes pagal normaluji désni N (0, 1).

Apskai¢iuosime X? charakteristine funkcija. Pirmiausia rasime jo pasiskirstymo
funkcija. P(X? < z) =0, kai ¢ <0, ir

N

P(X? < 2) = P(—v& < X < V) = i/ e 2y —
\/27‘(’ -z

/ 7u2/2d 1 ’ eiv/Q

" Vo Ver f

kai z > 0. Pakeitéme u? = v. Todél X? charakteristiné funkcija yra

fX2 ) —1/26—(1—2it)x/2dx.
\/27r

Po pakeitimo & = y? gauname

sz / —y (1 21t)/2dy.

Dar karta kei¢iame kintamaji z = y(1 — 2it)1/2; ¢ia imame pagrindine Saknies
reikSme (t. y. 1, kai ¢t = 0). Gauname
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2 b
®) Feat) =~ [ 2
V2r (1 — 2it)
Cia integruojama (zr. 27 pav.) nuo 0 spinduliu z = y(1 — 24t)"/“. Pazymeésime L,

spindulio z = y(1 — 2it)1/2 dali, kai 0 < y < r, o L2 — lanka z = rexp(ip) tarp
realiosios asies ir L;. Funkcija exp(—2z2/2) yra sveikoji. Todél pagal Kosi teorema

9) /+/ 6_22/2dZ:/ e %4y,
L JrLg 0

Desiniosios pusés integralas yra imamas realiosios aies atkarpa.

1/2

/{L“
( L2 z=re"
-

o

27 pav.

Ivertinsime antraji integrala

‘/ e/,
Lo
1

—1/2r2% cos 2 1 —1/2r2% cos 2
/27~ cos gpgiﬂ_re /2r< cos gpo;

1 _22/9 _1/9r202i0
< —qrsup e * /2 = /e =

1
—7mrsup |e
z€Lo 4

= —7@rsupe

tla o = argy/1 — 2it, |po| < 7/4.
Pastarasis reiSkinys konverguoja i nuli, kai r — oo.
Todél, peréje prie ribos (9) lygybéje, kai r — oo, i$ (8) gauname

722/2dz: 1

fXQ(t):;/ e -
v/ 2m(1 — 2it) Jo V1 —2it
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9. APVERTIMO IR VIENATIES TEOREMOS

Kiekviena pasiskirstymo funkcija atitinka viena charakteristiné funkcija. Iro-
dysime, kad teisingas ir atvirkstinis teiginys. Kartu bus pateisintas ir charak-
teristines funkcijos terminas.

1 lema. Visiems realiesiems x

|sinz| < |x|.

Irodymas. I§ 8 skyrelio lemos, kai n = 0, iSplaukia
e — 1] < |z).
Kadangi bet kuriam kompleksiniam skai¢iui z visada |Im z| < |z|, tai

[T (" = )| <[],

arba
[sinz| < |z|. O

2 lema. Visiems kompleksiniams z

le* — 1| < |zlel?l.

Irodymas niekuo nesiskiria nuo 1.15.2 lemos irodymo. O

3 lema. Jei a ir T yra realieji skaiciai,

2 (T sinat
I(T,a)z—/ Sma dt,
0

™ t
tai
(1) (T, )| <2
i
(2) I(T,a) — sgna,

kai T — oo, tolygiai visiems «, |a| > 8, kai 6 — fiksuotas teigiamas skaicius.
Irodymas. Pakeite integrale I(T, «) kintamaji ¢ nauju kintamuoju
t/a, gauname

(3) I(T,a) = I(Ta, 1).
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Taip pat aisku, kad
(4) I(~T,1) = —I(T, 1).

Tirsime integrala I(7,1), kai T" > 0. Pazyméje

2 (k}"rl)ﬂ' 't 2 us 't
wm [Nt [t
T Jim t mJo km+t

2 (T t
r(T) = 2 / sinf oy,
IZIEI

turime
[T/m]-1

Z er +r(T)
k=0

Skaiciu c¢j zenklai eina pakaitomis, o ju absoliutusis didumas mazéja. IS ¢ia
ir i§ Leibnico! kriterijaus iplaukia, kad integralas

t
J = / sinf gy — Jim 1(T,1)
0 t T—o0
egzistuoja. Dydis r(T') yra teigiamas, kai [T'/7] lyginis, ir neigiamas, kai [T'/7]
nelyginis. Todél lyginiams [T'/7]
[T/7]—1 (T/7]
Z e < I(T,1) Z Ck,
o nelyginiams [T'/7]
[T/7] (T/7]-1
ZCkSI(T,l)S Ck.
= k=0

Is ¢ia 0 < I(T,1) < ¢p < 2, nes pagal 1 lema

2 ¢
coz—/ ﬂdt< /dt—2
™ Jo

1 Gotfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) — vokietiu matematikas.
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Is (3) ir (4) lygybiu isplaukia, kad visada teisinga (1) nelygybeé. Jei
irodytume lygybe J = 1, tai i§ (3) ir (4) gautume, kad teisingas (2) teiginys
ir teiginys apie tolygu konvergavima.

L, Ly
-R -r 0 r R
28 pav.

Integrala J galime apskaiciuoti jvairiais bidais. Remsimeés kompleksinio
kintamojo funkciju integralais. Imkime integrala

eiz
—dz,
L <

paimta konttiru L (Zr. 28 pav.), sudarytu is realiosios asies atkarpos nuo z = r
iki 2 = R (¢ia 0 < r < R), pusapskritimio L; su spinduliu R ir centru taske 0,
vél realiosios asies atkarpos nuo z = —R iki z = —r ir pagaliau pusapskritimio
L5 su spinduliu 7 ir centru taske 0. Pointegraliné funkcija yra analiziné tuo
konturu apribotoje srityje ir ant konturo. Todél

R iz iz —r iz iz
(5) / £ dz —I—/ oz +/ € dx +/ Edz=o.
r L, ? -rR Z Ly, ?

Pirmasis ir treciasis integralai kartu yra lygts

R iz _ o—iz . Rsing
——dx =21 dz.
T x T €T

Parodysime, kad antrasis integralas konverguoja i nuli, kai R — co. Paéme
maza teigiama skaiciu J, turime

‘/ :dz‘ — ‘Z/ ezRewdsD’ < / e—Rsm‘Pd(p <
Ly * 0 0
) T—0 ) i )
S/ dQO"‘/ e_RSHHPd(,D-f—/ dQD < 26+7T€_Rsmé.
0 § T34

Lieka istirti ketvirtaji integrala. Ji uzrasysime pavidalu
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1z z’z_l d
/ e—dz:/ ¢ dz+/ —Z.
L, ? Lo z L, ?
iz_1
‘/ € dz‘ < mre’.
Lo z

d 0
/ @~ _ / idgp = mi.
Lo z -7
Is (5), kai R — oo, i8plaukia, kad J =1.0

1 teorema. Jei F yra pasiskirstymo funkcija, f — jos charakteristiné
funkcija, a ir b — bet kurie realieji skaiciai, tai

F(b+0)+F(b) F(a+0)+F(a)
2 2
1 T e—tat _ o—ibt

= lim — f(t)dt.

T—oo 27 -T 1t

Pagal 2 lema

Kitas integralas

P astab a. Pointegraliné funkcija ¢ taske ¢t = 0 néra apibreézta, ja
galima apibrézti bet kaip, pavyzdziui, imti ¢(0) = }iH(l)(p(t) =b—a. Tada ¢

bus apibrézta ir tolydi visoje realiuju skaiciu tieséje. Kiekvienam baigtiniam
T integralas yra paprastas Rymano! integralas. Jei netiesioginis Rymano
integralas

/OO p(t)dt = lim " p(t)dt

T) ——oo
—oo Tp—oo Y11

egzistuoja ir yra baigtinis, tai

T 00

lim o(t)dt :/ p(t)dt.
T—o0 _T o

Taciau riba kairéje lygybés puséje gali egzistuoti ir buti baigtiné net tada,

kai desSinés pusés netiesioginis integralas neegzistuoja. Tada kalbame apie

integrala Kosi prasme. Taip yra ir su integralu apvertimo formuléje, apie kuria

kalbama teoremos formuluotéje. Taciau ja galima uzrasyti ir su netiesioginiu

integralu:
Fb+0)+F(®) F(a+0)+F(a)

2 2
1 [ —iat _ ,—ibt
= - / Re S5 f(t)dt.
0

™ 1t

! Bernhard Riemann (1826-1866) — vokie¢iu matematikas.
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Sia formule gauname Sitokiu biidu. Prisimine, kad f(—t) = f(t), turime

T _—iat _ ,—ibt 0 T
/ %f(t)dt :/ _|_/ =
-7 it - Jo

T iat ibt —iat —ibt
e — € e — €
-ZA (= f et + S (0 ) e =

T —iat __ ,—ibt
=2 / Re &% f(t)dt.
0 1t

Irody mas. Pakanka tirti tik atveji, kai a < b. Teigiamiems T
pazymékime
1 [T e—iat _ o—ibt
J(T)=— — f(t)dt.
M) =5 [ 10
Isreiske charakteristine funkcija pasiskirstymo funkcija F', gauname

1 T 00 Lit(z—a) _ pit(z—b)
J(T) = 5/4([ - dF(a:))dt.

oo

Sukeisime integravimo tvarka:

1 0 T eit(mfa) _ eit(sz)
1) = o / ( [ ) - dt)dF ().

— 00

Kadangi pagal 8 skyrelio lema

it(z—a) __ Lit(z—b) eit(b—a) -1

it

€ e

it ’:

/Oo (/i(b - a)dt)dF(x) = 2T(b - a),

—00 —

‘gb—a

ir

tai integravimo ribu sukeitimas yra galimas pagal Fubinio teorema. Pasinau-
doje Oilerio® formule, gauname
it(z—a) _ eit(w—b)
it -
cost(x — a) — cost(x — b) N sint(x — a) — sint(z — b)
it t ’

e

Pirmasis desinés pusés narys yra nelyginé ¢ funkcija, antrasis — lyginé. Todél

! Leonhard Euler (1707-1783) — Sveicaru kilmés matematikas.



192 Atsitiktiniy dydziuy sekos. Atsitiktiniai procesai

J(T) = l/oo (/OT sint(x —a) _Sint(x_b)dt>dF(x) _

T™J_ t

1 oo
= 7/ (I(T,z — a) — I(T,x — b))dF (z);
™ —0o0
Cia vartojame 3 lemos zZyméjima. Pereisime prie ribos, kai T — oco. Pagal
3 lema

|I(T,x —a) — I(T,x —b)| < 4.
Todél pagal V.9.16 teorema galime pereiti prie ribos po integralo zenklu.
Gauname

lim J(T) = l/OO lim (I(T,z —a) — I(T,z — b))dF ().

T—o0 s o0 T'—00

I§ 3 lemos iSplaukia, kad lim (I(T,z —a) — I(T,z — b)) yra

7%7(7%):0, kai z < a,
0—(—%):%, kai z = a,
%—(—%)—17 kai a <z < b,

%—O:%, kai x = b,
%—%—07 kaix > b

Todél
lim J(T):/ 0+/ 4
T—o0 ( ooa) {a} 2

+/ 1 +/ / 0 dF
(a,b) o 2 (b,00)
1

= 5 (Fla+0) = F(a)) + F(b)-
fF(aJrO)Jr%(F(bJrO) —F(b)). O

Jei a ir b yra funkcijos F' tolydumo taskai, tai apvertimo formulé virsta

Sitokia:
1 T e—iat _ efibt
F(b)—F(a) = lim — —F f(t)dt.
( ) ( ) T—oo 27 -7 it f( )



Apvertimo ir vienaties teoremos 193

2 (vienaties) teorema. Jei dvi pasiskirstymo funkcijos turi ta pacia
charakteristine funkcija, tai jos sutampa.

Irodymas. IS 1 teoremos iSplaukia, kad charakteristiné funkcija viena-
reikSmigkai nusako pasiskirstymo funkcijos F' pokyti tarp dvieju jos tolydumo
tasku: F(b) — F(a). Kaip zinome, pasiskirstymo funkeijos triikio tasku aibé
yra baigtiné arba skaiti. Tarkime, kad a tolsta i —oo, prabégdamas tik F'
tolydumo taskus. Gauname, kad funkcijos F' reik8mé yra vienareikSmiskai
nusakyta kiekviename jos tolydumo taske b. Taciau F' yra tolydi is§ kaireés.
Todél vienareiksmiskai gauname jos reikSmes ir trukio taskuose. Reikia tik,
kad b konverguotu i trukio taska i§ kairés. O

Atkreipsime démesi, kad dvieju skirtingu pasiskirstymo funkciju charak-
teristinés funkcijos gali sutapti baigtiniame intervale (zr., pvz., [30], p. 271).

3 teorema. Jei charakteristiné funkcija f yra integruojama Lebego
prasme visoje tieséje R, tai ja atitinkanti pasiskirstymo funkcija F turi
apréztq ir tolydZig isvestine ir visiems x € R

Fla) = /OO =1 £ (1)t

:ﬂ .

Irodymas. Kadangi f yra integruojama funkcija, tai egzistuoja Lebego
integralas
1 oo e—imt _ e—i(z+h)t

ft)dt,

or ) o it
nes pointegralinés funkcijos modulis
1— efiht
)| < 1F)] Inl
it
Todél pagal 1 teorema
Fz+h+0)+F(z+h) F(z+0)—F(z)
2
(6) 1 00 e—imt _

e—i(m—i—h)t

f(t)at,

T ) it

nes apvertimo formulés desinés pusés integrala pagal V.9.16 teorema galima
uzrasyti tuo pavidalu. Be to, pagal ta pacia teorema galima pereiti prie ribos
po integralo zenklu, kai » — 0. Gauname, kad F'(z+0) — F(z) = 0. Vadinasi,
funkcija F' yra tolydi kiekviename taske 2 € R. Dabar (6) formule uzrasome
pavidalu

Flzx+h)—F(x 1 [ it _ g—iz+h)t
e e B e (AL

— 00
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Tuo paciu budu irodome, kad galime pereiti prie ribos po integralo zenklu,
kai h — 0. Gauname

1 [~ . 1 — e tht
F/ E— —ixt Ii —
(@) mr/1 eT() Jin

1 oo

— 00

e~ f(t)dt.

:% .

F’ tolyduma irodome vél tuo paciu budu. Peréje prie ribos, kai A — 0, po
integralo zenklu lygybéje

F'(z +h) — F'(z) ! /OO et (et 1) f(t)dt,

:% .

gauname, kad F'(z + h) — F'(z) — 0, kai h — 0. O

4 teorema. Jei F' yra pasiskirstymo funkcija, o f — ja atitinkanti cha-
rakteristiné funkcija, tai kiekvienam realiajam x

Irodym as analogiSkas 1 teoremos irodymui. Detalizuoti ji palieckame
skaitytojui. O

Pateiksime keleta vienaties teoremos taikymu.

Daznai tenka rasti dvieju nepriklausomu atsitiktiniu dydziu sumos pasi-
skirstymo funkcija, kai zinomos démenu pasiskirstymo funkcijos. Tai galime
gauti ir be charakteristiniu funkciju metodo. Tarkime, kad dydziai X ir YV
yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su pasiskirstymo funkcijomis Fx ir
Fy . Samprotaudami analogiskai, kaip ir I1.7.1 teoremos irodyme, gauname

Fxv(@ = [ Fx(z-y)dFr(y)
Lygybés
FX+Y(Z) :/Q1{w:X(w)+Y(w)<z}(w)P(dw) =

N //Rzl{(z’y)‘”yQ}(Ivy)P(X,y)(dx,dy)

paskutinis integralas pagal Fubinio teorema lygus
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S

(/R L,y aty<z} (T )Px(dx))Py(dy) —

/R(/( ) Py (dz) ) Py (dy) =

/00 Fx(z —y)Py(dy).

o0

—
~

S~—
I

Integrala
[ ca-yarw)

jei jis egzistuoja, vadiname funkciju F ir G sgstka ir zymime FxG = FxG(x).
Tas integralas egzistuoja, kai F' ir G yra pasiskirstymo funkcijos.

Jei X yra absoliuciai tolydus ir px yra jo tankio funkcija, tai, remiantis
Fubinio teorema,

Frar(z) = | " Fx(z— y)dFv(y) =

N /O:o (/;y pX(z)dx>dFy(y) _
B /—O; </_OO px (@~ y)da)dFy (y) =
= /_; (/_O; px(z — y)dFy(y)>dx;

vadinasi, suma X + Y yra absoliuc¢iai tolydus atsitiktinis dydis ir jo tankio
funkcija galime laikyti lygia

px+y(x) = /_Oo px (v — y)dFy (y).

Jei ir Y yra absoliuc¢iai tolydus su tankio funkcija py, tai sumos tankio
funkcija galime laikyti

px+v(7) = / h px(z —y)py (v)dy-

— 00

1 pavyzdys. Tarkime, kad nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X; ir X»
yra atitinkamai pasiskirste pagal normaliuosius désnius N(a1,0%) ir N(az,03). Tu
dydziu charakteristinés funkcijos pagal 8.4 pavyzdi yra

. 2,2 - 2,2
le (t) _ euzltfalt /2’ fXg (t) _ ezagtfaQt /2,
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0 ju sumos charakteristiné funkcija pagal 8.5 teorema yra

fxi4x,(t) = gile1taz)t=(oi+o5)t?/2
Is vienaties teoremos iSplaukia, kad suma X; + X2 yra taip pat pasiskirsciusi pagal
normaluji désni, butent, N(a1 + az, (0 + 05)1/2).

Si teigini galéjome ir kitaip irodyti. Reikéjo suskaiciuoti integrala

1 > (z—y—a1)’ (y—az)Q}
- - dy.
20102 [w exp{ 202 202 Y

Carakteristiniu funkciju metodas yra paprastesnis.

H. Krameras! (zr. [21]) irodé atvirkstine teorema: jei dvieju nepriklausomu
nei$sigimusiu atsitiktiniu dydziu X, X2 suma X; 4+ X2 yra pasiskirs¢iusi pagal
normaluji désni, tai ir démenys X1, X2 yra pasiskirste pagal normaliuosius désnius.

Sakome, kad atsitiktinis dydis yra iSsigimes, jei jis su tikimybe 1 lygus konstan-
tai. Zinoma, iSsigimusi pasiskirstyma galima butu laikyti normaliojo pasiskirstymo
atskiru atveju, bet tai ne visada patogu.

2 pavyzdys. Jeinepriklausomi atsitiktiniai dydziai X; ir X» yra pasiskirste
atitinkamai pagal Puasono désnius su parametrais A\; ir A2, tai pagal 8.3 pavyzdi
ir 8.5 teorema )

Fxiax,(t) = e(AH—)\z)(e”—l)_

IS vienaties teoremos iSplaukia, kad suma X; + X» taip pat pasiskirsciusi pagal
Puasono désni, kurio parametras yra A1 + Az.

Cia galéjome taikyti (7) formule. Vargo biitu buve daugiau.

D. Raikovas® (zr. [21]) irodé atvirkstine teorema: jei dvieju nepriklausomuy
neissigimusiy atsitiktiniu dydziu X, X2 suma X; 4+ X2 yra pasiskirsc¢iusi pagal
Puasono désni, tai dydziai X1, X2 yra taip pat pasiskirste pagal Puasono désnius.

3 pavyzdys. Imkime nepriklausomus atsitiktinius dydzius Xi, ..., Xy,
pasiskirsciusius pagal normaluji désni N (0, 1). Rasime atsitiktinio dydzio
Xo=Xi+..+X2

pasiskirstyma. Jis vadinamas x? su n laisvés laipsniu pasiskirstymu ir vaidina svarbuy
vaidmeni matematingje statistikoje.

8.5 pavyzdyje radome dydzio X7 charakteristine funkcija. Ji yra lygi (1 —
—2it)~1/2. Todél x? charakteristine funkcija yra (1 — 2it)~"/2.

Imkime pasiskirstymo funkcija

0, kai z <0,
F(z) = 2/t (g) / w24y, kai x> 0.
0

Apskaiciuosime jos charakteristine funkcija

! Harold Cramér (1893-1985) — svedu matematikas.
2 Dmitrijus Raikovas (g. 1905 m.) — rusy matematikas.
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f(t) _ 2711/21—\71 <g> /"O xn/27167(1—2it)z/2dx.
0

Po pakeitimo z = (1 — 2it)z/2 turime

®) f#)=r" <g>(1 - 22'7:)*”/2/2"/2*16*2(12;

¢ia integruojama kompleksinéje plokstumoje spinduliu z = (1 — 2it)z/2. Ap-
skaiciuosime integrala tuo paciu budu, kaip ir 8.5 pavyzdyje. Pazymékime L; spin-
dulio z = (1 —24t)z/2 dali, kai 0 < z < 7, 0 Ly — lanka z = rexp(ip) tarp realiosios
adies ir L1. Funkcija exp(z) yra sveikoji. Todél pagal Kosi teorema

(9) / / n/2—1 7zd27/ n/271672d2.

Desinés pusés integralas yra imamas realiosios asies atkarpa nuo 0 iki r. Ivertinsime
kairés pusés antraji integrala:

21 — 1 91 —
/ 22 e dy| < —ar sup |2 e =
Lo z€Lo
1 0 T 1
= 57’1”/‘”/ suple” " | = 5777""/ supe TP < /2T eos w0,

Pastarasis reiskinys konverguoja i nuli, kai » — 0o, nes

. ™
po = arg(l —2it), |po| < 5.

Todél, peréje prie ribos (9) lygybéje, kai r — oo, i$ (8) gauname

f(t) = (1 = 2it) /2.
I$ 2 teoremos isplaukia igvada, kad F yra x2 pasiskirstymo funkcija.

4 pavyzdys. Pasinaudoje 3 pavyzdziu, rasime labai svarbu mate-
matinéje statistikoje Stjudento pasiskirstyma. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai
X, X4, ..., Xn yra nepriklausomi ir pasiskirste pagal N (0, 1). Tada atsitiktinio dydzio

X X
t=— =

Y (X2 X2)/n

pasiskirstymas yra vadinamas Stjudento® pasiskirstymu su n laisvés laipsniy. Pir-
miausia apskai¢iuosime atsitiktinio dydzio Y pasiskirstyma. Turime

P(Y < z) = P(x2 < nz”).
I8 3 pavyzdzio iSplaukia, kad §i pasiskirstymo funkcija lygi 0, kai = < 0, ir lygi

! Student — anglu statistiko William Sealy Cosset (1876-1937) slapyvardis.
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nz?
2—n/2F—1 (g) / vn/Q—le—v/de7
0

kai 2 > 0. Po kintamojo pakeitimo u = (v/n)'/? antruoju atveju gauname

P(Y <z)= An/ u"_le_m‘Q/Qdu;
0

A, = 2—n/2+1nn/2r—1 (g)

Atsitiktinio dydzio t pasiskirstymo funkcija
X
Su(z) = P(t < z) = P(— < x) - Poxyy(du, dv)
Y 7>0
v/iu<z

(integravimo sritj zr. 29 pav.). Kadangi atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklau-
somi, tai

2 2
Sy () =/ u" e T2 gy,
u>0

v/u<z

e

29 pav.

Pakeite kintamaji v = uw, gauname

Sn(x) = (QW)_l/QAn,// we” T2 gy,
u>0

w<x

Vél keiciame kintamaji: (n + w?)u?/2 = y. Galutinai gauname
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Sp(x) = (2m) 12 A, 200D/ 2%

x oo
></ (n+w2)7<"+1)/2dw/ y (T 2T gy =

— 00 0
r(”Jr 1) .
-\ 2 / - / (1+w2/n)7("+1)/2dw.
\/ﬂ'ﬂF(*) —oo
2

5 pavyzdys. Matematinégje statistikoje svarbu vaidmeni vaidina ir dvieju
nepriklausomy x? santykio pasiskirstymas. Tarkime, kad X1, ..., X, Y1, ..., Yin yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal N(0,1). Rasime atsitiktinio
dydzio
O XP 4.+ X7

g =L T 1Tn
Y2+..4Y2

pasiskirstyma. Jis vadinamas Figerio® pasiskirstymu su n ir m laisvés laipsniy. Kai
x <0, tai Fz(z) = 0. Imkime z < 0. Kaip ir 4 pavyzdyje,

Fa(z) = / / o p (0 ()dudy =

v/u<lx

= Bm,n// w2 e = (A2 gy
u>0,v>0

v/u<z

Cia

B, =9~ (ntm)/2p-1 (TL)F—l (@)
’ 2 2

Po pakeitimo v = uw turime
Fz(x) = an/ w"/%ldw/ w2l gy,
0 0

F(n+m>
SN 2 m /wn/2—1(1+w)—("+m)/2dw.
r(z)r(z)

2) \2

10. TOLYDUMO TEOREMA

Ankstesniame skyrelyje irodéme, kad tarp pasiskirstymo funkciju ir charakte-
ristiniy funkciju yra abipus vienareiksmeé atitiktis. Dabar musu tikslas — pa-
rodyti, kad ta atitiktis tam tikra prasme tolydi, t. y. i$ pasiskirstymo funkciju

! Ronald Alymer Fisher (1890-1962) — anglu statistikas.
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silpno konvergavimo i pasiskirstymo funkcija iSplaukia tas pasiskirstymo
funkcijas atitinkanc¢iu charakteristiniu funkciju konvergavimas i ribinés funkci-
jos charakteristine funkcija, ir atvirkscéiai. Tiksliau tas teiginys yra nusakytas
1 ir 2 teoremose.

1 teorema. Jei pasiskirstymo funkcijy seka F, (n = 1,2,...) kon-
verguoja i pasiskirstymo funkcija F jos tolydumo taskuose, tai atitinkamu
charakteristiniy funkciju seka f, (n = 1,2,...) konverguoja i funkcijos F
charakteristine funkcijq. Tas konvergavimas yra tolygus kiekviename baigti-
niame intervale.

Irodymas. Teiginys apie charakteristiniu funkciju f,, konvergavima
isplaukia i§ 7.5 Helio-Bréjaus teoremos (ja taikome atskirai realiosioms ir
menamosioms integralu dalims). Truputi pakeite 7.5 teoremos irodyma, ga-
lime parodyti, kad konvergavimas yra tolygus (tai paliekame skaitytojui). O

Atkreipsime démesi, kad teoremos teiginys gali buti neteisingas, kai ribiné
funkcija F' yra bet kuri nemazéjanti, taciau ne pasiskirstymo funkcija. Imkime
seka pasiskirstymo funkciju

_ 0, kaizxz<n,
F"(x)f{L kai x > n.

Kiekvienam baigtiniam « seka F),(x) konverguoja i F'(x) = 0, bet atitinkamu
charakteristiniu funkciju seka f,(t) = exp(int) nekonverguoja i jokia riba,
igskyrus taskus t = 2kw (kK =0,+1,...).

Isvada. Jei charakteristiniy funkcijy seka f, (n =1,2,...) konverguoja i
charakteristine funkcija f ir realiyjuy skaiciy seka u,, (n = 1,2, ...) konverguoja
i baigting skaiciy u, tai fn(u,) konverguoja i f(u).

Irodymas. Teiginys iSplaukia i§ nelygybes

[fn(un) = fu)] < |fu(un) = flun) 4+ [f (un) = f(u)],
1 teoremos ir charakteristinés funkcijos f(¢) tolydumo. O

2 teorema. Jei charakteristiniy funkciju seka f, (n = 1,2,...) visoms
argumento reik§méms konverguoja i kokia nors funkcija f, tolydzig nuliniame
taske, tai atitinkamy pasiskirstymo funkcijy seka F, (n = 1,2, ...) konverguoja
i pasiskirstymo funkcija F jos tolydumo taskuose. Tada funkcija f yra F
charakteristiné funkcija.

Irodymas. Remdamiesi 7.4 Helio kompaktiskumo teorema, i§skirsime
is sekos { F, } poseki { F},, }, konverguojanti i kokia nors nemazéjancia funkcija
F jos tolydumo taskuose. Aisku, 0 < F(—o0) < F(o00) < 1. Tarkime, kad

0= F(oc0) — F(—00) < 1.

Imkime koki nors skai¢iy € su salyga 0 < ¢ < 1 —§. Kadangi f,, — f, tai
f(0) =1. I8 f tolydumo taske t = 0 i3plaukia, kad galima parinkti pakanka-
mai maza 7 > 0, tenkinanti salyga
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(1) ! | ' f(t)t) >1-e/2
- — &/ 4.
2t J_;

Ivertinsime ta reiskini kitaip. Pakeite integravimo tvarka, turime

TT Fu (D)t = / h ( / ’ emdt) dF,, (z).

~1
/ et dt ’ dF,, (x)+

Is ¢ia bet kuriam a > 4(7¢)

; dt’
’2 / f k o 27— /a<w<a
/ “’”dt‘an

+7

27 Jia|2a
1 2sinTx
< Fo(a) = Fo(—a) + o “ T2 dF, (@)
27' |$‘Z¢1
1 €
< F,, (a) = Fy, (—a)+ o < F,, (a) = Fy, (—a)+ 7

Kadangi
Fnk(a) - F’ﬂk(_a) - F(a) - F(_a‘)7

kai a ir —a yra F(z) tolydumo taskai, tai pakankamai dideliems a ir &

Fo,(a) — Fo,(—a) < 5+ Z.

Vadinasi,
T €
— n, (T dt‘ <6+ —.
57 | 0yt <645
Peréje prie ribos, kai k — oco, gauname
f(t)dt‘ <o+i<l-c+i=1-

‘7 ¢
27 2 2

Si nelygybé priestarauja (1).

201

Taigi funkcija F', i kuria konverguoja seka F,, , yra pasiskirstymo funkcija.

Pagal 1 teorema jos charakteristiné funkcija yra f.

Lieka irodyti, kad duotoji seka F} konverguoja i F'. Tarkime, kad taip
néra. Tada galima rasti poseki F;,, , konverguojanti i kokia nors kita funkcija
F*, nelygia F' bent viename jos tolydumo taske. Pagal jau irodyta teoremos
dali funkcijos F* charakteristiné funkcija butu f. Tac¢iau pagal 9.2 vienaties
teorema funkcijos F' ir F'* turétu sutapti. Gautas prieStaravimas rodo, kad

prielaida buvo neteisinga. O
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Teoremos teiginys gali buti neteisingas, jei ribiné funkcija f néra tolydi
taske t = 0. Imkime pasiskirstymo funkcijas

0, kai z < —n,
1

F,(z) = 54—%, kai —n <z < n,
1, kai x > n;

ju charakteristines funkcijos yra

1, kai t =0,
fu(t) =< sinnt

, kait#0.

Tada 1, kait=0
fa(t) = f(t) = {0: ka;t;éof

Ribiné funkcija f néra tolydi nuliniame taske. Antra vertus, F), konverguoja
i funkcija F' = 1/2, kuri néra pasiskirstymo funkcija.

Charakteristiniu funkciju aparatas yra labai naudingas, irodinéjant ivai-
rias teoremas apie atsitiktiniu dydziu pasiskirstyma. Tuo jau galéjome isiti-
kinti i§ ankstesniu skyreliu pavyzdziu. Jis ypac¢ pravercia, tiriant nepriklauso-
mu atsitiktiniy dydziu sumu pasiskirstymus. Sakykime, turime nepriklausomu
atsitiktiniu dydziu seka X, Xs,... ir dvi realiuju skaiCiu sekas Aj, Ao, ...;
By, Bs, ..., be to, skaic¢iai B,, > 0. Pazymékime S, = X; + ... + X,,. Reikia
iStirti normuoty sumu

Zn = B 1S, — Ay)

ribinj pasiskirstyma. Tu sumu pasiskirstymo funkcija yra
P(Z, <z)=Fx, x...x Fx, (A, + Bpx).

Sastukio operacija yra gana sudétinga, todél tirti tos lygybeés desiniosios puseés
ribini kitimo pobudi néra lengva. Paprasc¢iau yra apskaiciuoti sumos Z,
charakteristine funkcija

= ) )

ir nagrinéti jos kitima, kai n — oco. Jei fz, konverguoja i kokia nors funkcija
f, tolydzia nuliniame taske, tai P(Z, < x) silpnai konverguoja i atitinkama
pasiskirstymo funkcija.

Paaiskinsime §ia idéja paprastu kasdieniniu pavyzdziu. Jei, sakysime,
mums reikia iSspresti uzdavini, kurio salygos suformuluotos svetima kalba,
ir ta kalba blogai mokame, tai pirmiausia iSsiverciame salyga i gimtaja kalba,
iSsprendziame uzdavini ta kalba, po to atsakyma iSver¢iame i svetima kalba.

Taip elgiamés ir tikimybiu teorijoje. Tarp pasiskirstymo funkciju ”kal-
bos” ir charakteristiniy funkciju "kalbos” yra abipus vienareik§mé atitiktis
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(to daznai néra tarp iprastiniu kalbu): vienos kalbos ”Zodzius” abipus viena-
reiksmiskai atitinka kitos kalbos ”zodziai” (kiekviena pasiskirstymo funkcija
atitinka viena charakteristiné funkcija, ir atvirksciai), vienos kalbos ”gra-
matikos” taisykles atitinka kitos kalbos ” gramatikos” taisyklés (pasiskirstymo
funkciju sasuka atitinka charakteristiniu funkciju daugyba; pasiskirstymo
funkciju silpna konvergavima atitinka charakteristiniu funkciju tam tikras
konvergavimas ir t. t.).

Pailiustruosime §i metoda keletu paprastu, bet gana efektyviu pavyzdziu.
Mums reikés paprastos lemos.

Lema. Jei z — kompleksinis skaicius, |z| < 1/2, tai
|In(1+ 2) — 2| < |2~

Irodymas. IS lygybeés

n(l+z) i

k=1

isplaukia
_ = |7 k Z|2 2
IIn(1+2)— 2/ <Y - _22|z| H)§|z|.D
k=2

1 pavyzdys. Pirmajame skyriuje irodéme Muavro-Laplaso integraline
teorema (1.15.2 teorema). Dabar pateiksime gana trumpa ir paprasta tos teoremos
irodyma, pagrista charakteristinémis funkcijomis.

Tirsime Bernulio eksperimentus. Tarkime, kad, atliekant kiekviena eksperimen-
ta, ivyksta ivykis A su tikimybe p, 0 < p < 1. Pazymékime k,, ivykiu A skaiCiu,
atlikus n eksperimenty. 8.2 pavyzdyje buvo parodyta, kad

frn (@) = (P + @)™

¢ia ¢ = 1 — p. Todél dydzio
Kn — NP

Z, = 2P
NET

charakteristiné funkcija
mpt \
e f,%(ﬁ) p(_m) :
\/ P\ Vamg))
{p exp( q> +q exp(it p)} .
\/ n ng
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Pazymeéje © kompleksinj skai¢iu (ne visada ta pati), kurio modulis ne didesnis kaip
1, pagal 8 skyrelio lema gauname

p exp(it1 /q> +q exp(it, /p) =
np nq
2 3 3/2
_ G4 et ol
p<1+zt np — np +@p3/2n3/2 +
- [p  pt? |t|*p®/?

t2 |t‘3 q3/2 p3/2

2n n3/2
2

=1-—+R,
2n +

Tarkime, kad T' — bet koks teigiamas skai¢ius. Kai n yra pakankamai didelis, n >
> no(T), visiems t su salyga |¢| < T teisinga lygybeé

2
fz.(t) = exp{nln(l ~on +Rn> }

<

Pagal lema

t? t?
In(l1——+R,|+—=
"n< ot >+2

t2 t2
<In{In{l——4+Rn |+ -——Rnp|+
2n 2n
2
t2 C

¢ia C' — teigiamas skaicius, nepriklausantis nuo n. Taigi
2
[z, () — e /2’
kai |¢| < T'. IS 2 teoremos idplaukia, kad
P(Z, < z) — ®(z) 1 /I e du
n — = — .
V2T o
2 pavyzdys. Nauju metodu jrodysime Puasono teorema (1.15.4 teorema),
Siek tiek ja apibendrindami. Tarkime, kad turime atsitiktiniu dydziu seriju seka

Xnyy ooy Xk, (n=1,2,..),

kiekvienos serijos dydziai yra nepriklausomi, be to, kiekvienas i ju igyja tik po dvi
reikSmes: 0 ir 1 su tikimybeémis



Tolydumo teorema

PXne=1)=ppk, P(Xnkt=0)=1—pnr (k=1,...,kn).
Padarykime prielaidas, kad
kn
max ppg — 0, Dnk — A,

1<k<kn,
k=1

kai n — oo. Pazymékime
k7l

Sn= Xuk.
k=1
Irodysime, kad
Z e (k=0,1,..).
Atsitiktinio dydzio X,x charakteristiné funkcija lygi
1 +pnk(eit - 1)7

o sumos S, charakteristiné funkcija

t) = [+ par(e™ = 1)}.

Kai n dideli, pagal lema
[ In{1+ par(e” = 1)} = par(e™ = 1)| < 4pjs.
Todeél

‘lnfsn ank| <4ank <4 Pnk IAX pui.

<k<kn

Vadinasi, _
Fou(t) = XD

tolygiai visiems t.
Sumos S, charakteristine funkcija galime uzrasyti Sitaip:

e}

fSﬂ Z P ztk.

e)\eitfitkdt +o(1)

205
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tolygiai k atzvilgiu. Apskai¢iuosime integrala. I§skleide exp()\eit) laipsnine eilute ir
sukeite integravima su sumavimu vietomis, gauname

¢S} o0 b
1 Aett it A1 it(l—k) NF
— dt = — dt = —.
P2 © ZZ_; nar | _ c k!

Vadinasi, tolygiai k atzvilgiu
)\k:

4 o(1).

3 pavyzdys. Remdamiesi charakteristinémis funkcijomis, irodysime 3.3
Chin¢ino teorema. Imkime seka nepriklausomu vienodai pasiskirséiusiu atsitiktiniu
dydziu X1, Xa, ..., turiné¢iu vidurki a.

Jei f yra kiekvieno i§ tu dydziu charakteristiné funkcija, tai normuotos ju sumos

Lo
Zn:g;Xra

charakteristiné funkcija

fz () =7 1 (£))

n

Kadangi atsitiktinis dydis turi vidurki, tai pagal 8.6 teorema nulinio tasko aplinkoje

ft) =1+iat + tr(t);

¢ia r(t) yra funkcija, konverguojanti i nuli, kai t — 0. Kai |¢| < T ir n yra pakanka-
mai didelis, pagal §io skyrelio lema

fz,(t) =exp{ —iat+nln 1+:L<m+r<:;>) —
:exp{ (1) +en ;(W(;))r}.

fz,(t) — 1,

kai n — oco. Tallau iSsigimusio pasiskirstymo e(z) charakteristiné funkcija yra
tapati 1. Vadinasi, visur, isskyrus x = 0, P(Z,, < =) — &(x), t. y. kiekvienam ¢ > 0

P(|Zn| > 0) —0.
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11. CENTRINE RIBINE TEOREMA

Muavro—Laplaso integraliné teorema yra tik labai specialus bendresnio ti-
kimybiu teorijos désnio atvejis. Mat, atitinkamai normuotu nepriklausomu
atsitiktiniu dydziu sumu pasiskirstymo funkcijos konverguoja i normaliaja
pasiskirstymo funkcija, kai tie dydziai tenkina gana bendras salygas. Pateik-
sime klasikinj tokio désnio pavyzdi.

1 (Lindebergo!) teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai X1,
Xo, ... turi dispersijas, bent vienas i§ ju yra neissigimes,

n n

Bl =Y DXy, Zn=DB;"Y (Xp — MXy),
k=1 k=1

Fr(x) (k= 1,2,...) yra ty dydziu pasiskirstymo funkcijos ir kiekvienam fik-
suotam T > 0

) B2y /| g (= MY E) =0
k=1"I1T— k|>TBn

kai n — oo, tai tolygiai x atZvilgiu

1 x
P(Z, <zx)— ®(x) = \/T/ 67“2/2du,
T J—c0

kai n — o0.
(1) salyga yra vadinama Lindebergo salyga.
Pazyméje
Xok = By (X — MXy), Fur() = P(Xp, <) (k=1,...,n),
turime
n
MX,, =0, DX,x = B;2DXy, Z DX, =1,
k=1
Fip(z) = P(BpXnk + MX, < x) =
x—MXk> _r (x—MXk>
B, / ""\ B, J
Tada Lindebergo salyga galime uzrasyti pavidalu

- P(Xnk <

n

Z/ 22dFy,(z) — 0,
=1 lzI>T

1" Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932) — sveduy kilmeés suomiu matematikas.
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o teoremos teigini —
n
P(Y Xu <) = @(a)
k=1

Irodysime kiek bendresne teorema, kurios specialus atvejis bus 1 teorema.

2 teorema. Sakykime, turime atsitiktiniy dydziy serijy seka Xn1, ..., Xk,
(n=1,2,...), kickvienos serijos dydziai yra nepriklausomi ir turi dispersijas,
be to,

kn
(2) MXn =0 (k=1,.... k), ZDXnk =1.
k=1

Pazymékime dydzio X, pasiskirstymo funkcija Fyp(x),

kn
S, = ank.
k=1

Jei kiekvienam fiksuotam teigiamam T

k’ﬂ,

3 z2dFi(z) — 0,
3) kz/l o)

kat n — oo, tai tolygiai x atZvilgiu
P(S, <z)— ®(x),

kai n — oo.

(3) salyga taip pat vadinsime Lindebergo salyga.
Irodymas. Pazymékime f,; dydzio X, charakteristine funkcija.
Reikeés irodyti, kad visiems realiesiems ¢

kn
on(t) = [T for(t) = e7/2.
k=1

Imkime bet koki fiksuota skaiciu T' > 2. Toliau laikysime [t| < T. Bet
kuriam e, 0 < € < 1,ir 7 = ¢T3 pagal (3) salyga egzistuoja toks pakankamai
didelis ng = ng(e, T), kad

kn

g
(4) / xzank(x) < —,
=1 |z|>T 271

kai n > ng.
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Tirsime charakteristines funkcijas f,;. Kadangi M X, = 0, tai

fae(t) —1 :/ (e7 — 1 —itx)dF,(x).
Pagal 8 skyrelio lema
1
e — 1 —itz| < —t?2”.
2
Todél

1, [ 1
(5) | far(t) — 1] < §t2 / 22dF o (z) = §t2DXnk.

— 00

Mums pravers ir kitoks to paties reiskinio ivertinimas, kurio ieSkodami rem-
simés (4) ivertinimu. Turime

| far(t) = 1] <
< % t2 (/x|§T 22dFy(x) + /|x|>T xQank(x)) <
©) g%tz(#/mdmk( z) + 2;4)<1T2< +omg) =

_T ( T 1

2 \76 " 274 212~ 2
Is (6) isplaukia, kad fnx(t) # 0, kai |t| < T'. Todél galime kalbéti apie fr(t)
ir ,(t) logaritmus. Imame ju pagrindines reikdmes. I3 (2) gauname

men + 5| <
kn
- <3 1+ (fn® = 1] = (far®) = )|+
k=
En .2

Dydi R, ivertinsime, remdamiesi 10 skyrelio lema ir (6), (5) bei (2)
sarysiais. Gausime

kn
R <3 |far®) =1 < 575 Z|fnk )11 <
(®) . .

e 1 _,
<o TP DX =

£
272 4°
k=1
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Dabar ivertinsime dydi R,2
kn

R, = Z / (ezt’” —1—itx + §t2x2)ank(:E)‘.

k=1 Y=

1§ 8 skyrelio lemos iSplaukia nelygybés

1 . 1
T 11—t + §t2x2‘ < e — 1 —itz| + 5152302 < 222,

1 1
it . 2,2 3
—1—dte+ =t ‘<*t .
T T |£17|

Pirmaja nelygybe taikome integravimo sri¢iai |z| > 7, antraja — likusiai in-
tegravimo sriciai |z| < 7. Is (2) ir (4) gauname

k
/|t 3
R, < ;_1(6/ |z|°dFyur () +

lz|<T

+t2/|| a?Qank(x)) <
x|(>T

T / 2 2 S / 2
§—E xanx—i—TE r?dF(z) <
6 ol < k( ) k( )

=1 |z|>T

T3 Fn € €
DX, T2 . == y
Z nk + 2T4 6 ' 272 2

Trase (8) ir (9) i (7), gauname

2
‘lng@n(t) + 3 <&,

kai n > ng, |t| < T. Remdamiesi 10.2 teorema, gausime irodomaji teigini,
jei pastebésime, kad konvergavimo tolydumas iSplaukia i§ normaliojo pa-
siskirstymo tolydumo ir 7.7 teoremos. O

Lindebergo salyga néra butina, kad teoremoje nusakytu atsitiktiniu dy-
dziu sumos turétu ribini normaluji pasiskirstyma. Imkime atsitiktinius dy-
dzius X1 =Y, Xy = ... = Xk, = 0. Tarkime, kad Y yra pasiskirstes pagal
N(0,1). Aisku, 2 teoremos visos salygos bus patenkintos, isskyrus Lindebergo
salyga, nors

P(S, < z) =d(y).

Antra vertus, kiekvienam 7 > 0 i§ nelygybiu
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kn
2535, PXo] 2 7) <3P X 2 7) =

= 1
B Z/x|>'r ank 2Z/z|>rx ank )

ir i§ Lindebergo salygos isplaukia

>
(10) max P(Xo| > 7) = 0.

Atsitiktiniai dydziai, tenkinantys (10) salyga, vadinami nykstamais. Taigi, jei
dydziai X, (k=1,..., k) tenkina Lindebergo salyga, tai jie yra nykstami.

Lindebergo salyga yra butina, kad nykstamu atsitiktiniu dydziu, tenki-
nanciy (2) salyga, sumos turétu ribinj normaluji pasiskirstyma.

3 (Felerio!) teorema. Sakykime, turime atsitiktiniy dydziy seriju seka
Xty ooy Xnk,(n = 1,2,...), kiekvienos serijos dydziai yra nepriklausomi, turi
dispersijas ir tenkina 2 teoremos (2) salyga. PaZymékime S, = Xp1 + ... +
+Xnk, - Jei atsitiktiniai dydZiai X yra nykstami ir

P(S, <zx)— &(x),

tai teisinga (3) Lindebergo salyga.
Irodymas. Vartosime 2 teoremos zymeéjimus. Kiekvienam 7 > 0
Far(1) = 1] < / 6% — 1|dF(x) + / ¢ — 1|dF,(x).
|z] <7 |z|>7
Pirmajame integrale pointegraline funkcija ivertinsime pagal 8 skyrelio lema

dydziu |z|, o antrajame — trivialiai skai¢iumi 2. Gausime

(D)= 1] < /| _ [oldE(a) +2 /| ARl
x| <t x|>T
<74 2P(| X k| > 7).

Kadangi dydziai X, yra nykstami, o 7 gali buiti parinktas kiek norima mazas,
tai

(11) max [fu(1) = 1] = 0.

18 salygos M X,,;, = 0 pagal 8 skyrelio lema iSplaukia

L William Feller (1906-1970) — amerikie¢iu matematikas.
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‘fnk(l) - 1|

— 1 —idz)dFo,(z)| <
) ’/ 1 — iz)dF,,

1
< 2dF, ~ DXk
<3 /_ 7 k(z) = 5 k
Kai n pakankamai dideli, remiantis 10 skyrelio lema ir (11) sarysiu,

[0 frr (1) = (far(1) = 1)| < [ far (1) = 1.
Is (11), (12) ir (2) isplaukia

ko
‘ln(pn Z fnk: _1 ‘<Z|fnk _ll2
k=1
< — —1<
< ax |foi(1 1|Z|fnk 1] <
<2 max ) =1/ =0
1l =0
_21<k<k nk

Kadangi In ¢, (1) — —1/2, tai

o

m

(far(1) — )+;H0

1

E
I

kitaip tariant,

kn  noo
Z/ (e“C —1—idz+ %xQ)ank(x) — 0.
k=1v7°°

Taciau tada ir realioji dalis

(13) ; /_Oo(cosx -1+ %xQ)ank(x) — 0.

Panagrinésime pointegraline funkcija. Kai |z| > 3,

1 1 1 1
cosx — 1+ ixz > (—2 + 1x2) + Z;vQ > ixg.

Kai |z| < 3, eiluté
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yra alternuojanti. Todél, kai 7 < |z] < 3,

1, 2t af 2t 9

COS£C—1+§$C 21_621(1

772
56>>%

Is (13) ir jrodytu nelygybiu iSplaukia Lindebergo salyga. O
Paminésime pora specialiu Lindebergo teoremos atveju.

1 isvada (Liapunovo teorema). Tarkime, kad X, Xo, ... yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydzZiai, kuriy bent vienas yra neissigimes ir visi turi
246, 6 >0, eilés absoliuciuosius momentus. PaZymékime

n

ZDXk, Zn = B 12 Xp — MXy).
k=1 k=1

Jei

(14) B 270N M|Xy — MX,,[*™° — 0,
k=1

kai n — oo, tai tolygiai x atZvilgiu
P(Z, < x) — ®(x),

kai n — oo.

Irodymas. Patikrinsime, ar teisinga Lindebergo salyga. Pazyméje
M X} = ag, turime

~ Z/ (z — ap)’dFy, (¢) <

|t—ak|>7TBy
< B2 [ o a0
k=1

Is (14) Liapunovo salygos iSplaukia, kad teisinga ir Lindebergo salyga. O

2 iSvada. Jet nepriklausomi atsitiktinias dydziai X1, Xs, ... yra vienodai

pasiskirste, turi vidurkius a ir teigiamas dispersijas o2,

A (a\/ﬁ)_l(zn: Xy — na),
k=1

tai tolygiai x atZvilgiu

P(Z, < x) — ®(x),

kai n — oo.
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Irodymas. IrSiuo atveju pakaks patikrinti, ar teisinga Lindebergo
salyga. Pazyméje dydziu X}, pasiskirstymo funkcija F ir pastebéje, kad B,, =
= on!'/2, turime

-2 Z/ (@ — a)2dF(z) =

|t—a|>TB,

= 0_2/ (z — a)?dF(x).
|z—a|>Tonl/?

I8 dispersijos egzistavimo iSplaukia, kad desSinés pusés integralas konverguoja
i nuli.

Sia teorema nesunku irodyti ir nesiremiant Lindebergo teorema. Pakanka
dydziu X} charakteristine funkcija uzrasyti pavidalu

1
ft)=1+iat — 50%2 + t2r(t)

(¢ia r(t) — 0, kai t — 0) ir pastebéti, kad normuotos sumos charakteristine
funkcija yra

1/2 4

—ian

(o) -

:eiianl/Qo_—lt 1+ iat _ﬁ_’_ﬁ?ﬂ( t ) n
oyn 2n  2n \oyn/)

Jau ne karta taikytais metodais galima irodyti, kad ta charakteristiné funkcija
konverguoja i exp(—t2/2). O

2 ir 3 teoremose daréme prielaida, kad egzistuoja atsitiktiniu dydziu
antrieji momentai. Taciau yra ir bendresniu teoremu, kuriose apsieinama be
tokio tipo salygu.

4 teorema. Sakykime, Xp1,..., Xnk, (n=1,2,...) yra atsitiktiniy dydziy
serijy seka ir kiekvienos serijos dydziai yra nepriklausomi. PaZymékime S, =
= Xn1 + ... + Xpg, - Konstanty seka {a,} su salygomis, kad

P(S, —an <x) — P(x)

i dydziar X, buty nykstami, egzistuoja tada ir tik tada, kai kiekvienam

7>0
k’!l

Z/ dF,(x) — 0,
=1 lz|>T
kn

2 { /|z|<r widFn(w) - </z|<r xank(ﬂC)f} —1;

k=1
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¢ia Foni yra dydzio X, pasiskirstymo funkcija.

Sios teoremos jrodyma galima rasti, pvz., [28].

Bendro pobudzio teoremos apie atsitiktiniu dydziu sumu asimptotini
normaluji pasiskirstyma paprastai vadinamos centrinémis ribinémis teore-
momis. Sis istorinis pavadinimas atsirado todél, kad normalusis désnis yra
labai svarbus tikimybiu teorijoje bei jos taikymuose. Praktikoje pasitaikanc¢iu
atsitiktiniu dydziu pasiskirstymai labai daZnai btina normalieji arba maZzai
nuo ju skiriasi. Siuo désniu grindziama matavimo paklaidu teorija. Kiekvienas
matavimas yra susijes su dvieju rusiu paklaidomis: sisteminémis ir atsitik-
tinémis. Atsitiktinés paklaidos priklauso nuo daugelio priezaséiu. Sakykime,
sveriame kiina tiksliomis svarstyklémis. Bendra paklaida susidaro i$ elemen-
tariuju paklaidu, kurios priklauso nuo atmosferos salygu (oro drégmes, tem-
peratiiros bei tankio svyravimu, ivairiy oro sroviu ir t. t.), ant svarstykliu
patenkanc¢iu dulkeliu, nuo svarstykliu pagrindo vibraciju (jas sukelia vél
gausybeé ivairiuy priezasciu). Taigi priezasciu, sukelianciu nedideles paklaidas,
yra labai daug, ir bendra paklaida yra suma daugelio atsitiktiniu dydziu
— arba nepriklausomu, arba labai mazai priklausomu. Nors paprastai ir
nezinome atskiru démenu pasiskirstymo, bet suminés paklaidos pasiskirsty-
mas yra labai artimas normaliajam, nes démenys paprastai tenkina Linde-
bergo salyga, be to, juos galima laikyti nykstamais.

Praktikoje svarbu zinoti, kokiu grei¢iu atsitiktiniu dydziu sumos pa-
siskirstymo funkcija konverguoja i ribine normaliaja pasiskirstymo funkcija.
Yra daug Sio uzdavinio sprendimu. Suformuluosime viena is ju.

5 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai X, (n=1,2,...) turi
treciuosius momentus,

tas

(15) sup |P(Z,, < ) — ®(x)| < cBy*Cy;

¢ia ¢ — absoliuti konstanta.

Tiksli maziausios galimos konstantos c¢ reikSmé néra zinoma, bet yra
irodyta, kad ji tenkina nelygybes 0,40973... = (3 + v/10)/(6v27) < ¢ <
< 0,7975.
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Jei atsitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirste ir ju dispersijos yra o2,

o tretieji centriniai absoliutieji momentai pz, tai (15) nelygybés desiné pusé
lygi cugo—3n=1/2.

Yra iSvystyta ir nykstamu dydziy sumu pasiskirstymu konvergavimo i
kitus pasiskirstymus teorija. Ne kiekviena pasiskirstymo funkcija gali buti
ribiné — tik vadinamosios neapréztai dalios funkcijos gali buti ribineés.

Atsitiktinis dydis X vadinamas neapréztai daliu, jei kiekvienam natturalia-
jam n jo pasiskirstymo funkcija yra n nepriklausomu vienodai pasiskirs¢iusiu
atsitiktiniy dydziu sumos X, + ... + X, pasiskirstymo funkcija. Atitinka-
mai charakteristiné funkcija f yra vadinama neapréztai dalia, jei kiekvienam
nattraliajam n egzistuoja tokia charakteristiné funkcija f,, kad f(t) = f2(¢),
kitaip tariant, kiekvienam natiraliajam n pagrindiné Saknies reiksme f1/™
yra charakteristiné funkcija. Atitinkama pasiskirstymo funkcija taip pat va-
diname neapréztai dalia.

Tiesiog i§ apibrézimo isplaukia, kad iSsigimusios, normaliosios ir Puasono
pasiskirstymo funkciju charakteristinés funkcijos

eiat, eiat702t2/2’ e)\(eitfl)
yra neapréztai dalios.

Patikrinti, ar charakteristiné funkcija yra neapréztai dali, padeda sitokia
teorema.

6 (Levi'—Chingino) teorema. Funkcija f, apibrézta realiuju skaiciy
tieséje, yra neapréztai dali charakteristiné funkcija tada ir tik tada, kai egzis-
tuoja realusis skaicius o ir tokia aprézta memazéjanti funkcija W, apibrézta
realiyju skaiciy tieséje, kad

o0

1) s=epfiars [~ (1o ) duw) )

oo 1+a2/) a2

pointegraliné funkcija taske x = 0 laikoma lygia

. itn itx 1+x27 9
tim (¢ -1 ) e =2

Jei susitarsime laikyti U(—o0) = 0, o funkcija ¥ — tolydzia is kairés (sie
susitarimai nekeic¢ia (15) integralo), tai (16) formulé apraSys abipus viena-
reikSme atitikti tarp neapréztai daliu charakteristiniu funkciju ir dydziu
(a, W).

Atkreipsime démesi, kad normaliajam désniui N(a,o?)

0, kaiz<0,

a=a \I/(ac):{027 kai x > 0.

1 Paul Lévy (1886-1971) — pranciizu matematikas.
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Irodoma, kad nykstamu nepriklausomu atsitiktiniu dydziy sumu galimu
ribiniu pasiskirstymo funkciju klasé sutampa su neapréztai daliu pasiskirsty-
mo funkeiju klase. Yra zinomos biitinos ir pakankamos konvergavimo i duotaja
funkcija salygos. Si teorija sukurta daugelio matematiky pastangomis. Tarp
ju ypa¢ minétini A. Chinéinas, B. Gnedenka!, A. Kolmogorovas, P. Levi. Ta
teorija isdestyta [11, 13, 28].

Pastaruoju metu vystoma nepriklausomu atsitiktiniu dydziu sumu ribiniu
teoremy teorija, kai nereikalaujama, kad dydziai butu nykstami (zr. [11]).

12. LOKALIOJI RIBINE TEOREMA

11 skyrelyje apibendrinome integraline Muavro-Laplaso teorema. Dabar
musu tikslas — apibendrinti to paties pavadinimo lokaliaja teorema. Ji iro-
dinéjama vadinamiesiems gardeliskiems atsitiktiniams dydziams.

Sakysime, kad atsitiktinis dydis X yra gardeliskas, jei jis yra diskretusis
ir jo reikSmes, igyjamos su teigiamomis tikimybeémis, priklauso kuriai nors
aritmetinei progresijai a + dk; ¢ia a yra koks nors realusis skaicius, d — teigia-
mas skaicius, o k = 0,+1,+£2,... Tos progresijos skirtumas d paprastai yra
vadinamas pasiskirstymo Zingsniu.

Gardeliski yra atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal binomini, Puasono
deésnius. Ju zingsnis lygus 1.

Skaicius a ir pasiskirstymo zingsnis d néra vienareik§miskai nusakyti. Kai
atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal Puasono désni, zingsnis d gali buti
lygus ne tik 1, bet ir bet kuriam i§ skaiciu 1/2,1/3,1/4 ir t. t. Didziausias
tarp visu zingsniy yra lygus 1.

Ir bendruoju atveju, jei X reik§més, igyjamos su teigiamomis tikimybémis,
priklauso progresijai a + dk, tai jos priklauso ir progresijai a’ 4+ d'k, kai d/d’
yra sveikasis skaicius, a’ = a + Id’, | — sveikasis skai¢ius. Taciau, jei X néra
iSsigimes, tai tarp pasiskirstymo zingsniu yra didziausias.

Jei gardelisko atsitiktinio dydzio reikSmeés, igyjamos su teigiamomis ti-
kimybémis, yra pavidalo a + kd, kur k igyja kurias nors sveikasias reiksmes
ir visu tu k& bendras didziausias daliklis yra D, tai tos reiksmés taip pat
priklauso progresijai a + Ddm, m = 0,+1,+2,...; didziausias pasiskirstymo
zingsnis yra Dd.

1 lema. Atsitiktinis dydis su carakteristine funkcija f(t) yra gardeliskas
tada ir tik tada, kai egzistuoja to # 0 su salyga |f(to)| = 1. Jei gardeliskas
atsitiktinis dydis néra i$sigimes, tai toks maZiausias teigiamas to egzistuoja;
tada didZiausias pasiskirstymo Zingsnis yra 27 /tg.

Irodymas. 1. Jeiatsitiktinis dydis igyja reik§mes a+dk su tikimybémis
Dk, tai jo charakteristine funkcija yra

1 Boris Gnedenko (g. 1912m.) — ukrainie¢iu kilmés matematikas.
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f(t) — clat Zpkeidkt'
k

I8 cia 5
T . .
f(?) — e27rza/d Zpk — eQﬂ'za/d7
k

vadinasi, |f(27/d)| = 1.

2. Tarkime, kad kuriam nors tg # 0 turime |f(to)] = 1. Tada f(t) =
= exp(i0) su realiuoju skai¢iumi ©. Jei F' yra tiriamojo atsitiktinio dydzio
pasiskirstymo funkcija, tai

0 . .
/ erdF(z) = €®,

— 00

arba -
/ {cos(tox — ©) — 1}dF(z) = 0.
Kadangi pointegraliné funkcija yra neteigiama, tai F' gali didéti tik taskuose
(C]

2
2+ Tk (k=0,+1,..).0
to  to

1 (Gnedenkos) teorema. Jei vienodai pasiskirste nepriklausomi at-
sitiktiniai dydzZiai X1, Xo, ... yra gardeliski, igyja reik§mes su teigiamomis
tikimybémis i3 progresijos a+dk, be to, turi vidurkius A ir dispersijas o® > 0,
tas

(T;]/EP(VXTL:_IXV :na—l—dm)—

1 { ((aA)n+dm)2} 0
expy —
/2T P 202n n—oo
tolygiai m atzvilgiu tada ir tik tada, kat d yra didZiausias pasiskirstymo
Zingsnis.

Irodymas 1.Pakankamumas. Tarkime, kad d yra
didziausias pasiskirstymo zingsnis. Pazymékime f dydziu X,, charakteristine
funkcija. Suma S,, = X + ... + X, priklausys progresijai na + dk. Pazyméje

P, (k) = P(S,, = an + dk),

sumos S, charakteristine funkcija galime uzrasyti pavidalu

fn(t) — eiant an(k)eidkt.
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Furjé! koeficientas

d w/d n —i(an+dm
Pn(m)zﬂ/ /df (t)e~antdm)t gy —

7ro’f/d
QWUf waf/d J\/E

Jei

tai normuotos sumos
S, —nA
(1) —
ovn
charakteristiné funkcija lygi ¢™(¢). Todeél
1 mov/n/d )
(2) Oﬁpn(m) _ / (Pn (t)e—ztwdt;
d 2 —moy/n/d
¢ia, kad butu trumpiau, pazymeéta
(a—A)n+dm
ovn '
Kadangi (1) yra asimptotiskai pasiskirstes pagal normaluji désni N (0, 1),
tai
(3) (1) — e
tolygiai, kai |[t| < T, T — bet koks fiksuotas skaicius.
f(t)exp(—iAt) yra atsitiktinio dydzio X, — A charakteristiné funkcija.
Sio dydzio vidurkis yra 0, o dispersija o2. Todél pagal 8.6 teorema

. 1
ft)e 4t =1~ 502t2 + o(t?).

Pagal 1.2 lema
|f(t)efiAt| <1- 30_2t2 < 67(12t2/47

kai || <6, 6 > 0 — pakankamai mazas skaicius. I$ ¢ia
(4) @) < e,

L' Joseph Fourier (1768-1830) — pranciizu matematikas.
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kai |t| < doy/n.

Kadangi d yra didziausias pasiskirstymo zingsnis, tai pagal 1 lema galima
rasti toki ¢ > 0, kad butu

If@)] <e™,

kai ¢ < |t| < w/d. Vadinasi,
(5) ™ ()] <e™ ",
kai dov/n < [t| < woy/n/d.

Atsizvelge i (3), (4) ir (5) ivercius, (2) integrala suskaidysime i kelis inte-

gralus
O'\/E 1 42 o
P _ n _ /2 itw
p (M) 5 (/t<T ((p (t)—e )e dt+

oo
+ / e—t2/2—itwdt - / e—t2/2—itwdt+
—00 [t|>T
4 / <pn (t)efitwdt_’_
T<|t|<béoy/n

+/ go"(t)e‘““’dt) =
dov/n<|t|<mo/n/d
=L +1Is+ 13+ 14+ Is.

Pirmasis integralas pagal (3) konverguoja i nuli, kai n — co. 8.4 pavyzdyje
parodéme, kad
—w?/2

N

IL=°

Ivertinsime treciaji integrala

0o —T2/2
|I5] < i/ et /2q1 < i/ te=t*/2qt = €
271' \t|>T 7TT T 7TT

Pagal (4)

oo oo —T?/4
I,| < l/ e /at < L/ pe—t gy — 2
T Jr T Jr T

Pagaliau pagal (5)

e—C’I’L

|I5| <

(5-s)ovi

Todel ov/nd—'P,(m) nuo (2r)~ /2 exp(—w?/2) skiriasi kiek norima mazu
dydziu, jei tik T ir n yra pakankamai dideli.
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2. Butinumas. Tarkime, kad galimu S,, reikSmiu, igyjamu su
teigiamomis tikimybémis, skirtumu, padalytu i$ d, bendras didziausias da-
liklis yra h. Skirtumas tarp artimiausiu galimuy sumos reikSmiy negali buti
mazesnis uz dh. Jei d néra didziausias, tai h > 1 visiems n. Tada bus tokiu
sveikuju m, kad visiems n tikimybés P, (m) = 0. O

Tarkime, kad normuotos atsitiktiniu dydziu sumos turi ribini normaluyji
pasiskirstyma. Kyla klausimas, ar tu sumu tikimybiniai tankiai, jei jie egzis-
tuoja, konverguoja i normaliojo pasiskirstymo tanki. Cia, matyt, reikia
papildomu salygu. Juk i§ F,, konvergavimo i ® be papildomu salygu dar
neisplaukia, kad isvestinés F), jei jos egzistuoja, konverguoja i ®’. Irodysime
viena i§ paprastesniu tokio tipo teoremu. Mums reikés dvieju pagalbiniu
teiginiu.

2 lema. Visiems realiesiems t

*1-— t
/ 7(2(2)8 xdx = 7|t|.
x

— 00

Irodymas. Pakanka irodyti ta lygybe, kai ¢t = 1. Lygybeés

1 —cosz *1 o
/0 de:/o ﬁ(/o smudu)dw

desinéje puséje kei¢iame integravimo tvarka

/ooil_czosxdx:/m(/OOd—f>sinudu:/oo sinudu:z
0 T 0 w T 0 U 2

pagal 9.3 lema. O

3 lema. Jei g yra aprézta ir integruojama Lebego prasme funkcija visoje
realiyjy skaiciy tieséje,

(6) v = [ e g(a)de

yra visiems t neneigiama, tai ir ¢ yra integruojama Lebego prasme realiujy
skaiciy tieséje.

Irodymas. Nesunku irodyti, kad ¥ yra tolydi (plg. 8.3 teoremos
irodyma). Paéme bet kurj teigiama y, i§ (6), sukeite integravimo tvarka,

gauname
Yy oo :
/ B(t)dt = 2 / 9(2) 22 4.
,y .

Y
Paéme teigiama T', dar karta integruojame ka tik gauta lygybe
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(7) /OQT(/Z vty ) dy = 2/00 g(x)#dx.

— 00

Kairéje puséje keiciame integravimo tvarka ir remiamés salyga, kad ¢ yra
neneigiama funkcija. Gauname

2T

2T | ry T
/ ( w(t)dt>dy = | ww@r—|t)i>T1 / B(t)dt.
0 -y —2T -T
Jei K yra konstanta, aprézianti funkcija g, tai pagal 2 lema

o 1-— 2T < 1- 2T
/ g(m)ydx < K/ ST e = 27 TK.

2 2
oo x x

Is (7) isplaukia
T
/ b(t)dt < 2nK.
-7

Lieka remtis integralo savybémis, pvz., V.9.14 teorema. O

2 (Gnedenkos) teorema. Jei nepriklausomsi vienodai pasiskirste atsi-
tiktiniai dydZiai Xy, Xo, ... turi vidurkius a, dispersijas o > 0 ir, pradedant
kuriuo nors ng, normuotos sumos

X1t ..+ Xy —na

Zy,
o\v/n

turi tanki p,(x), tai
1 —z2/2
x) — e ,
pn() \/ﬂ
kai n — o0, tolygiai x atzvilgiu tada ir tik tada, kar egzistuoja naturalusis nq,
kuriam py, (z) yra apréztas.

P astaba. IS 9skyrelio iSplaukia: jei egzistuoja tankis p,,, tai egzistuoja
ir pn, kai n > ng.

Irodymas. Salygos butinumas yra akivaizdus. Irodinésime jos pa-
kankamuma. Pirmiausia irodysime, kad atsitiktinio dydzio Z,, charakteristiné
funkcija yra integruojama visoje tieséje R, kai n > 2n;.

Pazymeékime f dydziu X charakteristines funkcijas,

o0 = 1 (1) exn (20

Tada sumos Z, charakteristiné funkcija yra ¢™(t). Imkime kita atsitiktini
dydi Z!, nepriklausoma nuo Z,, bet taip pat pasiskirsciusi. Atsitiktinio
dydzio Z, — Z! charakteristiné funkcija yra |¢"(¢)[?. Is 9 skyrelio isplaukia,
kad atsitiktinio dydzio Z,, — Z,,, tankis g,, yra apréztas. Kadangi
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o2 ()] = / ¢ q, (2)de,

— 00
tai pagal 3 lema |p®"1|, taigi ir |f|?™, yra integruojamos tieséje R. I nely-
gybés |f(¢)| < 1 isplaukia, kad |f|™, vadinasi, ir ¢™, yra integruojamos, kai
n Z 27’L1.
Remiantis 9.3 teorema, kai n > 2nq,

1 > —itx, n
pn(z) = ﬂ/ e TN (1) dt.

Kaip ir 1 teoremos irodyme, suskaidysime §i integrala i kelis:

1 / n —t2/2\ —itx
PnT) = p(t) —e e dt+
(x) 2W(W( 0 )
+ /Oo et/ 2—ite gy / e—t2/2—itzdt+
(8) —o0 [t|>T

+ / O (t)e T dt + / <p"(t)e’“dt> =
T<|t|<éov/n do/n<|t|

=1 + 1+ I3+ Iy + Is;

¢ia T yra teigiamas fiksuotas skaic¢ius, 6 — pakankamai mazas teigiamas
skaicius, kurj parinksime véliau.

Samprotaudami visai taip pat, kaip ir 1 teoremos irodyme, gauname, kad
I, — 0, kai n — oo, tolygiai x atzvilgiu,

—z2/2 —-T2/2 26—T2/4

e e
L) < — ] € ———
’|3|_ 7rT’|4|_ 7T

V2r

I, =
Lieka ivertinti I5.

I$ funkcijos |f|*™ integruojamumo isplaukia, kad egzistuoja 6 > 0 su
salyga | f(¢t)] <n <1, kai |[¢| > §. Todél

1
<y [ s
T J|t|>d0/n

<o movafen [P0,

[t|>6 n— 00

n

dt <

(7)

I (8) isplaukia, kad p,(z) ir (27)~ /2 exp(—22/2) kiek norima mazai
skiriasi, kai T" ir n pakankamai dideli. O
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13. ATSITIKTINIU VEKTORIU
CHARAKTERISTINES FUNKCIJOS

Ir daugiamaciu atsitiktiniu dydziu teorijoje ju charakteristinés funkcijos vai-
dina svarby vaidmeni.

Atsitiktinio vektoriaus X = (X7, ..., X;), apibrézto tikimybinéje erdvéje
{Q, A, P}, charakteristine funkcija vadinsime funkcija, apibrézta visiems ¢ =
= (t1,...,ts) € R®,

fX(t) — f(Xl,...,XS)(tla‘"vtS) — Mei(t1X1+m+tsXs) —

_ / ei(tlxl(w)+'~~+tsxs(w)) P(dw) _

Q
= / ei(t1x1+"'+tsxS)PX1,W’Xs (d,’El, ey dl’s) =
= / ei(t1x1+"'+tsx3)dF(a:1,...,:L‘S).

Tokia funkcija kiekvienam atsitiktiniam vektoriui X yra vienareikSmiskai
nusakyta.

Daugiamaciu atsitiktiniu dydziu charakteristiniu funkciju teorija yra
analogiska vienamaciu atsitiktiniu dydziu atitinkamu funkciju teorijai. Is-
vardysime ju savybes, palikdami irodymus skaitytojui. Visur f reiskia cha-
rakteristine funkcija.

1. f(0)=1.

2. fI < 1.

3. f(=t) = f(t); ¢ia briksnys reiskia kompleksinj jungtinj dydj.

4. f yra tolygiai tolydi visoje erdvéje R®.

5. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xs) komponento X charakteris-
tiné funkcija

6. Jei ay, ..., as, b1, ..., bs yra konstantos, tai

f(a1X1+b1,...,asXs+bs) (tlv ooy ts) =

= ei(blt1+”'+bst5)f(xl,.4.,Xs)(alt17 ey Qgts).

7. Jei A yra s x s realiuju skai¢iu matrica, tai atsitiktinio vektoriaus X A
charakteristiné funkcija
fxat) = fx(t4).

8. Atsitiktiniu dydziu sumos X7 + ... + X charakteristiné funkcija

foxiraxo(t) = fix,,ox) (o ta).
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9. Jei atsitiktiniai dydziai Xi, ..., Xs yra nepriklausomi, tai
Jxa,x(t1, o ts) = fx, (t1). fx, (ts).
10. Jei egzistuoja momentas MX;fl ...X ¥ tai charakteristiné funkcija turi

1Svestine 8k1+"'+k5f(t1, . ts)
otk otk

9

be to,

ki+...+ks
MXP . Xk :ikl...ks<3 o +k‘f(t1ka---,ts)> .
8(‘,11...3753' t1=...—=t.=0

11. Teisinga apvertimo teorema: jei I yra intervalas
a1 < x1 < by,...,as < x5 < by ir tikimybe, kad atsitiktinis vektorius X
priklausys to intervalo briaunoms, yra lygi nuliui, tai

AF=P(X el

zakt zbkt
=1 ti, ... ——————dtq...dt,.
Tl—r>noo/ / f 17 7 H Ztk t1 s

12. Charakteristiné funkcija vienareiksmiskai nusako pasiskirstymo funk-
cija.

13. Jei daugiamaciuy pasiskirstymo funkciju seka F,, (n = 1,2,...) kon-
verguoja i pasiskirstymo funkcija F visuose taskuose z = (z1,...,2) su
salyga, kad kiekvienam k (1 < k < s) taskas xj yra vienamatés marginalio-
sios pasiskirstymo funkcijos F(oo, ..., 00, yk, 00, ...,00) tolydumo taskas, tai
atitinkamos charakteristinés funkcijos f, (n = 1,2,...) konverguoja visiems
t € R® i funkcijos F' charakteristine funkcija.

Jei charakteristinés funkcijos f, (n = 1,2,...) visiems t € R® konver-
guoja i kokia nors funkcija f, tolydzia nuliniame taske, tai atitinkamos pa-
siskirstymo funkcijos F,, (n = 1,2, ...) konverguoja anksé¢iau nurodyta prasme
i pasiskirstymo funkcija F, ir f yra F' charakteristiné funkcija.

Atitiktis tarp charakteristiniu ir pasiskirstymo funkciju bus formuluo-
jama paprasciau, jei pasiskirstymo funkcijas pakeisime tikimybiniais matais.
Kaip Zinome, tarp pasiskirstymo funkciju ir tikimybiniu matu yra abi-
pus vienareiksmeé atitiktis. Todél abipus vienareikSmé atitiktis yra ir tarp
charakteristiniu funkciju ir tikimybiniu matu.

Tarkime, s-matéje erdvéje turime tikimybiniu matu seka P, (n = 1,2, ...).
Sakysime, kad ji silpnai konverguoja i tikimybini mata P, jei kiekvienai
tolydziai apréztai funkcijai ¢(z) turime

| e@Pudn)~ [ pl@)plao).

RS
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Galima butu irodyti, kad tikimybiniai matai P, silpnai konverguoja i
tikimybini mata P tada ir tik tada, kai kiekvienam t € R® charakteristinés
funkcijos

Falt) = / et P (dr)

konverguoja i charakteristine funkcija

f(t) = / S ¢ P(dx).

Baigdami §i skyreli, apskai¢iuosime daugiamacio atsitiktinio dydzio, pasi-
skirs¢iusio pagal normaluji désni, charakteristine funkcija. Imkime normaluji
pasiskirstyma su tankio funkcija

V |A‘ 671/2Q(w17a1,...,a:sfa5)

(27)"/2

p(x1, .., xs) =

(zr. IL5 skyreli); ¢ia Q(z) = x Az’ yra teigiamai apibrézta kvadratiné forma
su matrica 4; a = (ay, ..., as). Sia tankio funkcija atitinkanti charakteristiné

funkcija yra
|A wt zta: —1/2zxAx’
) = e d.

Integrala apskaiciuosime visai taip pat, kalp ir I1.5 skyrelyje. Paéme tokia
ortogonalia matrica C, kad CAC’ = D butu diagonalioji matrica su diago-
naliaisiais elementais 0%, ..., 02, kei¢iame z = yC ir t = vC. Tada

S
ite’ — 1/2xAx" = vy — 1/2yDy’ = iZ(vkyk —otyi/2)
k=1

ir, remiantis 8.4 pavyzdziu,

A " 5 Rl .
f(t) _ (2\/7T|)s/|2 eiat H / 6wkyk7crﬁyﬁ/2dyk —
k=17~

at/\/Wﬁ |0'k‘_1e_vlz/(2‘7i) — eiat’—l/szflv/ _
k=1

iat' —1/2tC~'D~H(CM)' iat’ —1/2tA™1

=€ =€

Isskleide charakteristine funkcija nulinio tasko aplinkoje pagal Teiloro
formule, turime

1 1
F(t) =1 +iat’ = S(at')? = SATH + o(t] + ... + ),
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Antra vertus, atsitiktinio vektoriaus X = (X3, ..., X;), turin¢io antruosius
momentus, charakteristiné funkcija nulinio tasko aplinkoje lygi

1
L+i(MXy, .., MX ) — §tSt’ +o(t3 + ... +12);

Cia,
MX12 MX1 Xy ... MX1X,
g — MX5X, MX22 .. MX5X,
MX, X, MX, X, .. MXS2
Todeél

a=(MXy,.. MX,)

ir matricos A™! = (a;x) elementas
Qi = MXij — MXjMXk

yra dydziu X;, X;, kovariacija. Vadinasi, A~1 yra atsitiktinio vektoriaus X
kovariaciju matrica. Taigi s-macio atsitiktinio dydzio, pasiskirs¢iusio pagal
normaluji désni, charakteristiné funkcija yra

f(t) _ ez’at/—l/Zth’,

¢ia H yra simetriné teigiamai apibrézta matrica. Jei H yra diagonalioji ma-
trica, tai charakteristiné funkcija yra pavidalo
eiatlf(tfaf+...+t§of)

su teigiamais o, ..., 02. Tarkime, kad kuris nors i§ tu skaiciu, sakysime, o2
konverguoja i nuli. Pagal 13 savybe riba taip pat yra charakteristiné funkcija
su atitinkama pasiskirstymo funkcija. Tac¢iau visa tikimybé bus sukoncentruo-
ta hiperplokstumoje 25 = 0. Tai bus (s —1)-matis normalusis pasiskirstymas,
neturintis tankio s-matéje erdvéje.

Dél patogumo désnius su charakteristinémis funkcijomis

eiat'—l/Qth'
)

kai H yra simetriska neneigiamai apibrézta matrica, taip pat laikysime nor-
maliaisiais; kai H néra teigiamai apibrézta, turésime issigimusius s-macius
normaliuosius désnius.

IV skyriuje mums pravers Sitoks teiginys.

Teorema. Normaliojo atsitiktinio vektoriaus X = (Xy,..., Xs) kompo-
nentai X1, ..., Xs yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie kas du nekore-
liuoti.
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Irodymas. Jeiatsitiktiniai dydziai X; ir X} yra nepriklausomi, tai
jie yra ir nekoreliuoti. Todél reikia irodyti tik atvirkstinj teiginj. Tarkime, kad
vektoriaus X komponentai yra kas du nekoreliuoti. Tada jo kovariaciju matri-
cos A7 = (a;i,) elementai aj, = 0, kai j # k. Vektoriaus X charakteristine
funkcija yra

S
fX(t) — H eiaktkfakkti/a
k=1
o jo komponento X}, charakteristiné funkcija

Fx(tr) = Fx(0,...,0, 8,0, ..., 0) = elortr—arsti/2,

Vadinasi,
fx(t) = Fx,(t1) .. fx. (ts),

arba pagal Fubinio teorema

11 / AR (w) =
k=1v—°

:/ / ettt Htz) gpy (21)...dFx_ (xs).

fx(t)

Kadangi charakteristiné funkcija vienareikSmiskai nusako pasiskirstymo funk-
cija, tai visiems x1, ..., X

FX(Qil, ...,LL‘S) = FXl ({E1)...FXS (:L‘S)

Tai ir reiskia, kad komponentai X7, ..., X yra nepriklausomi. O

14. ATSITIKTINIO PROCESO SAVOKA

Jau I1.3 skyrelyje uzsiminéme, kad daznai atsitiktiniams reiskiniams aprasyti
ir analizuoti nepakanka atskiru atsitiktiniu dydziu, bet reikia istisu ju sistemu.
Tam reikalui ivedéme atsitiktinio vektoriaus, t. y. baigtinés atsitiktiniu dydziu
sistemos, savoka. Taciau daznai ir to maza. Reikia ir begaliniu sistemu. An-
tai, skrendancio léktuvo atstumas nuo zemés pavirsiaus kiekvienu apibrézto
laiko momentu yra atsitiktinis dydis. Ta atstuma kuriuo nors skridimo laiko-
tarpiu apraSys begaliné atsitiktniu dydziu sistema. Kitas pavyzdys: maitini-
mo terpéje auginamos bakterijos. Ju skaic¢iaus kitima kuriuo nors laiko tarpu
taip pat galésime nusakyti begaline atsitiktiniu dydziu sistema. Panasiai yra
su radioaktyviosios medziagos atomu, suskylanc¢iu per kuri nors laikotarpi,
skaic¢iumi, pokalbiu telefonu per kuri nors laiko tarpa skai¢iumi, elektros ener-
gijos kiekiu, sunaudotu per kuri nors laikotarpi Vilniuje, ir t. t.
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Visais minétais atvejais turime kokia nors kintancia sistema, kuria veikia
atsitiktiniai faktoriai. Kiekvienu laiko momentu ¢ ja galima nusakyti atsitik-
tiniu dydziu X (¢). Kai ¢ kinta, gauname atsitiktiniu dydziu sistema {X(¢)},
priklausancia nuo parametro ¢t. Sakome, jog turime atsitiktini procesa. Ma-
tematiniu poziuriu visiskai nesvarbu, kad ¢ yra laikas. Gali buti uzdaviniu,
kuriu matematinis modelis yra atsitiktiniu dydziu sistema, priklausanti nuo
parametru, igyjanciu reikSmes is bet kokios prigimties aibés.

Dabar apibrésime atsitiktini procesa grieztai.

Sakykime, duota tikimybiné erdvé {Q2, .4, P} ir dar kokia nors netuscia
aibé T. Atsitiktiniu (tikimybiniu, stochastiniu) procesu vadiname atsitiktiniu
dydziu sistema {X (¢), t € T}, nusakyta toje tikimybinéje erdvéje. Jei norime
nurodyti ir tikimybine erdve, galime rasyti pilniau {2, A, P, X(¢),t € T}.
Taigi atsitiktinis procesas yra dvieju argumentu funkcija X (¢,w), apibrézta
aibéje T x Q ir kiekvienam ¢ € T iSmatuojama o algebros A atzvilgiu. Para-
metras ¢ i§ tradicijos paprastai vadinamas laiku, nors jis gali buti bet kokios
prigimties. Tas pavadinimas atsirado istoriskai, nes pradzioje tikimybiu teori-
jai teko nagrinéti tik tokius atsitiktinius procesus, kuriuose parametras t i3
tikruju buvo laikas.

Nepriklausomu atsitiktiniu dydziu sekos, kurias nagrinéjome ankstesniuo-
se skyreliuose,{ X1, Xo, ...} yra atsitiktiniai procesai, kuriems T = {1, 2, ...}.
Procesas yra ir atsitiktiniu dydziu daliniy sumu S, = X1 + ... + X, (n =
=1,2,...) seka. Procesus, kuriems T yra visu sveikuju skai¢iu seka ar jos dalis
arba bet kokia baigtiné arba skaiti (sutvarkyta) aibé, vadinsime diskrecdiojo
laiko procesais, arba atsitiktinémis sekomis.

Jei T yra baigtinis arba begalinis realiuju skaic¢iu intervalas, tai { X (¢), t €
€ T} vadinamas tolydziojo laiko procesu. Pavyzdys gali buti vadinamasis vé-
duoklinis procesas. Jis nusakomas Sitaip. Imkime koki nors atsitiktini dydj
Y (w) ir du fiksuotus skaicius a, b. Tada procesas

X(t,w) =Y (w)(t —a) +0,

kai t € R, yra vadinamas véduokliniu.

Atsitiktinio proceso savoka galima apibendrinti. Tarkime, kad, be tikimy-
binés erdves {2, A, P} ir aibés T, turime macia erdve {I',E}. Atsitiktine
funkcija, arba atsitiktiniu procesu, vadiname sistema funkciju {X (¢,w), t €
€ T}, apibréztuy aibéje T x Q, igyjanciu reikSmes i§ aibés I' ir kiekvienam
t € T bei E € & tenkinanciu salyga {w : X(t,w) € FE) € A. Erdve {I[,&}
paprastai vadinama proceso busenuy, arba fazine, erdve.

Jei T yra erdvés R® aibe, tai, uzuot kalbéje apie atsitiktini procesa,
kalbame apie atsitikting laukaq.

Atsitiktinis procesas, kaip matéme, yra dvieju argumentu funkcija. Jei
fiksuosime w € €, tai gausime vieno argumento funkcija X(t), t € T, kuri
paprastai vadinama proceso trajektorija, arba realizacija. Realiai stebéedami
atsitiktini procesa, faktiskai stebime viena i$ jo realizaciju.
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Su atsitiktiniu procesu galime susieti jo trajektoriju tikimybine erdve.
Imkime kuria nors funkciju x(t), t € T, erdve Z, kuriai priklauso trajektorijos
X (t). Pazymékime F tos erdves poaibiu o algebra, generuota aibiu pavidalo
C ={ze€E:zt1) € Er,...,z(t,) € E,} su bet kuriuo n, bet kuriais
t1,...,t, € T ir bet kuriomis aibémis F1, ..., E, € £.

Tokios aibés vadinamos cilindrinémis (zr. V.10 skyrelj). Cilindriniy aibiu
baigtinés sajungos sudaro algebra, generuojancia F. Procesas X (¢, w) nusako
maty erdves {2, A} atvaizdi erdvéje {E, F}, nes kiekvienai cilindrinei aibei
C turime {w : X(-,w) € C} € A, vadinasi, ir kiekvienai D € F teisin-
gas sarysis {w : X(-,w) € D} € A. Tas atvaizdis erdvéje {Z, F} indukuoja
tikimybini mata Py, aprasoma lygybe Px (D) = P(w : X (-,w) € D). Trejetas
{E,F, Px} ir vadinamas trajektorijy tikimybine erdve.

Jei X (¢) yra koks nors procesas, o t1,...,t, € T — fiksuotos parametro t
reikdmes, tai X (¢1), ..., X (¢,) yra daugiamatis atsitiktinis dydis. Tokiu dydziu
pasiskirstymai vadinami atsitiktinio proceso baigtiniamaciais pasiskirstymais.
Jei turime atsitiktini procesa, tai visi jo baigtiniamaciai pasiskirstymai yra
vienareiksmiskai nusakyti. Kyla klausimas, ar visi baigtiniamaciai pasiskirsty-
mai taip pat nusako atsitiktinio proceso pasiskirstyma. I tai atsako Kol-
mogorovo teorema (zr. V.10 skyreli): jei faziné erdvé yra (R, B) ir visi baig-
tiniamaciai pasiskirstymai suderinti, tai jie vienareikSmiskai nusako proceso
pasiskirstyma. Sis teiginys teisingas ir tada, kai I' yra separabilioji metriné
erdvé, o £ — jos Borelio aibiu o algebra.

Praktiniams taikymams labai svarbios ivairios specialios atsitiktiniuy pro-
cesu klasés: procesai su nepriklausomais pokyciais, Markovo procesai ir
t. t. Juos apibtidinant, vienaip ar kitaip nusakomas priklausomumas tarp
atsitiktiniu dydziu X (¢), ¢t € T. Su keliais paprasciausiais procesais susipa-
zinsime kituose skyreliuose.

15. MARKOVO GRANDINES

Prie paprasciausiu procesu priskiriamos vadinamosios Markovo grandinés.
Nagrinésime atsitiktini procesa {2, A, P, X(t),t € T}, igyjanti reiksmes i3
macios erdvés {I',£}. Laikysime T = {0, 1, ...}, o buiseny erdve I — baigtine
arba skaicia. Blisenas zymeésime tiesiog natiiraliaisiais skaiciais. Sakysime, kad
procesas yra Markovo grandiné (tiksliaw: diskreciojo laiko Markovo grandiné),
jei bet kuriam naturaliajam skaic¢iui n ir bet kuriems k, jo, j1, ---, jn—2,7 € [’
teisingos lygybeés

P(X(n) = KIX(0) = jo, X(1) = ..
s X(n=2) =jn_2,X(n—1)=j) = P(X(n) =kl X(n—1) =j).

Remdamiesi I1.10 skyrelio salyginés tikimybeés savoka, Sias lygybes galime
uzrasyti Sitaip:
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P(X(n) =k|X(0),...,X(n—1)) = P(X(n) = k|X(n—1)).

(1) tikimybe vadinsime peréjimo i§ j-osios busenos i k-ajg busenqg tikimybe
ir Zymésime pg.z). Matrica
oy iy

(n) _ n n
= pgl) p§2)

vadinama peréjimo matrica. Aisku,
Sy -
k

kai sumuojama pagal visas galimas buisenas. Apskritai, kiekviena kvadratiné
matrica, sudaryta i§ neneigiamu elementu, vadinama stochastine, jei kiekvie-
nos jos eilutés elementy suma yra lygi 1.
Pazymésime
P(X(0)=k)=p (k=1,2,..).

Sios tikimybés vadinamos pradinémis tikimybémis. Ir Gia
2) =1
k

Nagrinéjant Markovo grandines, daznai vartojama Sitokia terminologija.
Kalbama apie fizine sistema, kuri gali buti vienoje i§ busenu, sunumeruotu
skaiciais 1, 2, ... Pradiniu laiko momentu 0 ji su tikimybe p? gali biti k-
-ojoje busenoje. Laiko momentais 1, 2, ... ji gali su tam tikromis tikimybémis
pereiti i§ vienu busenu i kitas. Tikimybeé laiko momentu n patekti i k-aja
busena, kai zinoma visa ankstesné sistemos evoliucija, priklauso tik nuo to,
kokioje buisenoje ji buvo n — 1 laiko momentu. Papildoma informacija apie
ankstesne sistemos evoliucija nekeicia tos tikimybés. Vaizdziai, bet ne visai
tiksliai kalbant, Sia savybe galima nusakyti Sitaip: kai sistemos dabartis fik-

suota, jos ateitis nepriklauso nuo praeities.

Markovo grandiné vadinama homogenine, jei tikimybeés py,z) = pjr he-

priklauso nuo n. Jei busenu skai¢ius yra baigtinis, tai grandiné vadinama
baigtine; jei busenu aibé skaiti, tai ir grandiné vadinama skaicia.

1 pavyzdys. Tarkime, kad turime seka déziu, kuriose yra po 1 balta ir
1 juoda rutuli. Sunumeruokime dézes skaiciais 0, 1, 2, ... Atsitiktinai imkime rutuli
i§ nulinés dézés ir permeskime i pirmaja. IS pirmosios dézés vél atsitiktinai imkime
rutuli ir imeskime i antraja. Taip darykime ir toliau. Tikimybé istraukti apibréztos
spalvos rutulj i§ n-osios dézés (n > 1) priklauso tik nuo to, kokios spalvos rutulys
buvo istrauktas i$ (n — 1)-osios dézés, ir nesikei¢ia nuo papildomos informacijos, kas
ivyko ankséiau. Apibrézkime atsitiktinius dydzius X (n) (n =0, 1,2, ...), laikydami
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X(n) =1, jei i§ n-osios dézés buvo istrauktas baltas rutulys, ir X (n) = 2, jei i$ tos
dézés buvo istrauktas juodas rutulys. Tada

P(X(0)=1) = % P(X(0)=2) = %
P(X(n):1|X(n—1):1):§, P(X(n —1|Xn—1)—2):%,
P(X(n):2|X(n—1):1):%, P(X(n) =2X(n—1)=2) = %

(n=1,2,...).

Turime baigtine homogenine Markovo grandine su dviem biisenomis, su pradinémis
tikimybémis (1/2,1/2) ir peréjimo matrica

2 1
3 3
12
3 3
2 pavyzdys. Dalelé juda tiese, laiko momentais 1, 2, 3, ... veikiama

atsitiktiniu postimiu. Pradzioje dalelé gali buti su atitinkamomis tikimybémis tik
taskuose su sveikosiomis koordinatémis a + 1,a + 2, ...,b — 1. Kiekvienas postumis
paslenka dalele su tikimybe p i deSinéje puséje esnti gretima taska su sveikaja koor-
dinate arba su tikimybe ¢ = 1 — p i kairéje puséje esanti gretima taska su sveikaja
koordinate. Jei dalelé atsiduria taske a arba taske b, tai ji iskart pastumiama i
intervalo viduje esanti gretima taska su sveikaja koordinate.

Pazymékime X(n) =1l —a+1 (I = a,a + 1,...,b), jei n-uoju laiko momentu
dalelé atsiduria taske su koordinate [. Vél turésime baigtine homogenine Markovo
grandine su peréjimo matrica

0 1 0 O 0 0
q 0 p O 0 O
0 g 0 p 0 O
0 0 0 O 0 »p
0 0 0 O 1 0

kurioje yra b — a + 1 eiluciu.

Grizkime prie teorijos. Nagrinésime homogenine granding su peréjimo
matrica m =|| p;r ||. Si matrica nusako sistemos busenos pasikeitima vienu
zingsniu, tiksliau kalbant, nusako tikimybes sistemai patekti i kuria nors k-aja
biisena m-uoju laiko momentu, jei (m—1)-uoju laiko momentu ji buvo kurioje
nors j-ojoje busenoje. Apskaiciuosime tikimybe pereiti i§ j-osios busenos i k-
-aja buisena per n laiko tarpu — n zingsniu. Pazymékime ta tikimybe

pir(n) = P(X(n) = k|X(0) = j),

0 ju matrica

m(n) =[ pjx(n) | -
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Visus peréjimus i§ j-osios bisenos i k-aja biisena per ni + no laiko tarpu
suskaidysime | klases: 1) sistema i3 j-osios biisenos per pirmuosius n; laiko
tarpu pereina i pirmaja busena, o per ns laiko tarpu i§ pirmosios biisenos
pereina i k-aja biisena; 2) per n; laiko tarpu sistema i3 j-osios biisenos pereina
i antraja busena, o per ny laiko tarpu i§ antrosios busenos pereina i k-aja
biiseng ir t. t. IS pilnosios tikimybés formulés ir grandinés homogeniskumo
isplaukia

(3) pjk(n1 +n2) = ijm(nl)pmk(TLQ);

m
Cia sumuojama pagal visas buisenas. I$ §iu lygybiu, prisimine matricu daugy-
bos apibrézima, gausime
m(ny 4 ng) = w(n1)m(ng).
Taigi
7(2) = 7%(1) = 7%, 7(3) = n(2)m =73, ...

Vadinasi,
mn)=7" (n=1,2,...).

(3) formuleé teisinga ir tada, kai ny > 0, ng > 0, jei laikome
(1, kaij=k,
pik(0) = {0, kai j # k.

Zinodami peréjimo ir pradines tikimybes, nesunkiai galime rasti tikimybe
pr(n) = P(X(n) = k), kad sistema laiko momentu n bus k-ojoje biisenoje.
Samprotaudami taip pat, kaip ir (3) formulés irodyme, gauname

pr(ni +n2) = ZPj(”l)ij(”z)-

Atskiru atveju

pr(n) = Z pipjk(n).

Siosvformulés teisingos, kai n; > 0, no >0, n > 0.

Zinodami pradines ir peréjimo tikimybes, galime rasti ir Markovo gran-
dinés baigtiniamacius pasiskirstymus. Pasirinkime laiko momentus 0 < ny <
< .. < Ny, ir busenas ki,..., ky,. Apskaiciuokime tikimybe P{X(n;) =
=ki,..., X(nm) = km }. I8 grandinés apibrézimo isplaukia

P{X(nl) = kl, ...,X(nm) = km|X(n1) = ]{Zl, ...,X(’I’L»m_l) = knL—l} =

= Pkpp_1km (nm - nm71)~
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Is cia
P{X(n1) =ki, ... X(nm) =k} = P{X(n1) = k1, ..., X(Ny—1) =
= K —1}Pky sk (T — Mo 1).-
Analogiskai
P{X(n1) =ki,...., X(M—1) = km-1} =
P{X(n1) =ki, ..., X(Nm—2) = km—2}Dk,,, 2k, 1 (Mm—1 — Nm—2).
Samprotaudami taip pat ir toliau, gausime
P{X(n1) =k1,X(n2) = ko, ....; X(nm) = km} =

= Dhy (N1)Phy ke (M2 — N1) Dk ko (Mo — Tm—1)-

(4)

Markovo grandiniy teorijoje svarbu atsakyti i Sitoki klausima. Sakykime,
duoti neneigiami skaiciai p?, tenkinantys (2) salyga, ir stochastiné matrica
I pjr |l. Kyla klausimas, ar egzistuoja homogeniné Markovo grandiné, ku-
rios pradinés tikimybés yra skaiciai pg ir peréjimo tikimybeés — skaiciai p;.
I i klausima galima atsakyti teigiamai. Imkime baigtiniamacius pasiskirsty-
mus, nusakytus (4) lygybémis. Nesunku suvokti, kad jie tenkina (1) salyga
ir yra suderinti (zr. V.10 skyreli). Todél i§ Kolmogorovo teoremos isplaukia
atitinkamos Markovo grandinés egzistavimas.

Analogiski rezultatai teisingi ir nehomogeninéms grandinéms.

16. MARKOVO GRANDINIU BUSENU
KLASIFIKACIJA

Nagrinésime homogenines Markovo grandines. Sios rasies procesu evoliuci-
jai tirti pravercia grandiniy busenu klasifikacija, pagrista galimybe i$ vienos
biisenos patekti i kita. Susipazinsime su Kolmogorovo pasitlyta klasifikacija.

Sakoma, kad k-oji busena yra pasiekiama iS j-osios busenos, jei kuriam
nors sveikajam teigiamam n tikimybeé i$ j-osios biisenos patekti i k-aja per n
laiko tarpu yra teigiama: pjx(n) > 0.

Jei k-0ji busena yra pasiekiama i§ j-osios buisenos, o l-oji — i k-osios, tai I-
-0ji buisena taip pat pasiekiama i j-osios. Tai lengva irodyti. Pagal apibrézima
egzistuoja tokie du nattiralieji skaiciai n; ir ng, kad pjr(n1) > 0, pri(n2) > 0.
Is 15 skyrelio (3) formulés gauname

pji(n1 +ng) = ijm(nl)pmz(nz) > pik(n1)pri(ng) > 0.

m
j-0ji busena vadinama neesmine, jei galima rasti busena, kuri butu
pasiekiama i§ j-osios bisenos, taciau j-oji bisena butu is jos nepasiekiama, ki-
taip tariant, jei egzistuoja tokie & ir n, kad p;i(n) > 0, bet py;(m) = 0 visiems
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m. Visos busenos, kurios néra neesminés, vadinamos esminémis. Esmine
busena galima apibrézti ir Sitaip: j-oji busena yra esminé, jei ji pasiekiama
i§ kiekvienos busenos, kuri yra pasiekiama is j-osios.

Dvi esminés biisenos vadinamos sustisiekianciomas, jei kiekviena is ju yra
pasiekiama i$ kitos.

Atkreipsime démesi: jei j-oji ir k-0ji, taip pat k-oji ir l-oji busenos yra
susisiekiancios, tai j-oji ir I-0ji blisenos yra susisiekiancios.

1 pavyzdys. Imkime homogenine grandine su peréjimo matrica

1 2
SRR
§%(1)10
RN
4 4

30 paveiksle blisenos simboliskai pazymeétos skrituliukais su numeriais. Peréjimai
i§ busenos i buisena (per viena laiko tarpa) su teigiamomis tikimybémis nurodyti
rodyklémis. Ties rodyklémis nurodytos peréjimo tikimybeés. Sioje grandinéje penk-
toji blisena yra neesminé, visos kitos — esmineés; kiekvienos dvi i§ ju (ir kiekviena
pati su savimi) yra susisiekiancios.

4
3

“in

G/ 1 @%

30 pav.

Suklasifikuosime visas grandinés biisenas. Pirmiausia surinkime visas
neesmines buisenas ir ju klase pazymékime K. Toliau klasifikuosime Sitaip.
Imkime kuria nors biisena ir surinkime visas su ja susisiekianc¢ias biisenas.
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Aigku, kiekvienos dvi i$ tu busenu bus ir tarp saves susisiekiancios. Taip visas
esmines buisenas bus galima suskirstyti i klases, neturinc¢ias bendru elementy.
Pazymékime tas klases Ki, Ko, .... Jei procesas pateko i kuria nors esmine
biisena, tai jis su teigiama tikimybe pasiliks toje klaséje, kuriai priklauso
minétoji biisena.

j-oji biisena su salyga p;; = 1 vadinama absorbuojancigja. Ji viena sudaro
klase, kuria taip pat naturalu pavadinti absorbuojanciqja.

Grandiné, sudaryta i§ vienos klasés esminiu susisiekian¢iy busenu, vadi-
nama nesuskaidoma. Jei grandiné yra sudaryta is daugiau kaip vienos klasés
biisenu, tai ji vadinama suskaidoma.

2 pavyzdys. 1pavyzdyje nagrinétos grandinés biisenas galima suskirstyti
i dvi klases: viena klasé yra sudaryta i§ neesminés biisenos {5}, o kita klase — i§
visu esminiy susisiekian¢iu busenu {1, 2, 3,4}. Grandiné yra suskaidoma.

Pravartu grandinés buisenas pernumeruoti taip, kad pradzioje eitu klasés
K busenos, po to klasés K; busenos ir t. t. Tada peréjimo matrica bus 31
paveiksle nurodyto pavidalo. Jame pomatriciai, uzbriuksniuoti dvieju krypé¢iu
linijomis, yra stochastiniai; kiekviena i§ ju atitinka nesuskaidoma Markovo
grandiné. Pomatriciai, pazymeéti 0, yra sudaryti vien tik i§ nuliu. Jei grandiné
néra baigtiné, tai kai kurios, o gal ir visos, klasés gali buti begalinés. Tada ir
atitinkami pomatriciai bus begaliniai.

Ko K K £
o
2505¢5¢525¢5¢5¢5¢5¢5¢5¢%¢Y
e
RS0ttt
oot
000
s
e
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e et0teseeo]
e sosia
et
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RSttt

oo

Rtttk

Setetel

31 pav.
Tesime toliau busenu klasifikacija, ta¢iau jau kitu aspektu. Tuo tikslu

tikimybe, kad sistema, iSéjusi i§ k-osios busenos, per n laiko tarpu pirma
karta gris atgal i ta biisena, Zymésime vg(n):

vp(n) =P(X(n) =k, X(n—1)#k,..,X(1) # k| X(0) =k).
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Raide Vj, zymésime tikimybe, kad sistema, iSéjusi i§ k-osios biuisenos, kada
nors gris i ja,

Vi = Uk(l) + Uk(2) + ...

Dabar klasifikuosime busenas, atsizvelgdami i griztamumo savybes. k-
-aja buisena vadinsime rekurentine, arba griZtamaja, kai Vi, = 1, ir tranzien-
tine, arba negriztamaja, kai Vi, < 1. Charakterizuosime busenu griztamuma
tikimybiu pgr(n) terminais.

Lema. Jei realiyjy skaiciy eiluté

(1) S a
k=1

konverguoja ir jos suma lygi a, tai laipsniné eiluté

(2) > aga®
k=1

konverguoja, kai |x| < 1, ir jos suma konverguoja i a, kai x /' 1. Jei
ar > 0 ir (2) eilutés suma konverguoja i a < oo, kai x /1, tai ir (1)
eiluté konverguoja i a.

Si lema yra atskiras Abelio lemos atvejis; jos irodyma galima rasti mate-
matinés analizés kursuose.

1 teorema. k-oji busena yra griztama tada ir tik tada, kai eiluté
oo
Pe="_ prx(n)
n=1
diverguoja. Jei k-oji busena yra negriztama, tai

Py
1+ P

(3) Vi =

Irodymas. Nagrinésime funkcijas
Py(x) = Zpkk(n)xnv

Vie(z) = Z vp(n)z™.
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Kai |z| < 1, abi eilutés konverguoja absoliuciai. Pagal pilnosios tikimybés
formule

Prk(n) = v (Dprr(n — 1) + vk (2)prr(n — 2) + ...+
+ vp(n — Vprr(1) + vr(n).

Padaugine abi lygybés puses i$ " ir susumave pagal n, gausime

Pi(z) = 2o (1) (1 4 Py(z)) + 2*0p(2) (1 + Pe(2)) + ... =
= (1+ Py(2)) V().

0 Vi) = T Rule) =

I8 8iu formuliu isplaukia teoremos teiginys.

Jei eiluté Py diverguoja, tai Py(x) — oo, kai z " 1. Tada Vj(z) — 1, kai
x /" 1. I8 Abelio lemos iSplaukia, kad Vj = 1.

Jei Vi, = 1, tai veél pagal Abelio lema Vi (z) — 1, kai 1. Tada eiluté
P diverguoja.

Jei eiluté Py, konverguoja, tai i$ (4) gauname (3). O

I8 toliau irodomos teoremos labiau paaiskés griztamu ir negriztamu
busenu savoka.

2 teorema. Jei k-oji busena yra griztamoji, tai sistema, kurios evoliucijq
nusako Markovo grandiné, iséjusi is k-osios busenos, su tikimybe 1 gris per
be galo daug Zingsniu be galo daug karty i k-aja buseng. Jei ta busena yra
negriztamoji, tai sistema su tikimybe 1 gris per be galo daug Zingsniu baigting
skaiciy karty ¢ tq busena, kitaip tariant, po kurio nors baigtinio Zingsniy
skaiciaus 7 niekada jau nebegris i k-aqja buseng.

Irodymas. Pazymékime &, skai¢iu zingsniu iki m-ojo grizimo i k-aja
biisena. Jei per be galo daug zingsniu gauname maziau kaip m grizimy, tai
laikome &, = oco. Ivykis {&,, < oo} reikia, kad sistema ne maziau kaip m
kartu grizta i k-aja blisena. Pazymékime V =V, = P(& < o0).

Tarkime, kad ivyko ivykis {{; < oo}. Vadinasi, sistema per kuri nors
baigtini zingsniu skaiciu &; grizo i pradine k-aja busena. Po to jos tolesné
evoliucija vyksta pagal tuos pacius désnius, lyg ji prasidétu vél i§ naujo.
Taigi ivykio {& < oo} tikimybeé su salyga {&; < oo} bus taip pat lygi V:

P(fg < 00‘51 < OO) =V.
Jei &1 = o0, tal ir &, = oo. Todél

P(& < 00) = P(& < 00|é; < 00) - P& < 00) = V2,
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Visai taip pat bet kuriam m = 3,4, ...

P& < 0|mo1 < 0) =V, P&, <o0)=V™

Jei k-0ji busena yra negriztama, tai

ZP(€m<oo)= ZVm<oo,
m=1

m=1

nes pagal negriztamos biisenos apibrézima V' < 1. Is Borelio-Kantelio lemos
isplaukia, kad su tikimybe 1 gali jvykti tik baigtinis ivykiu {£,, < oo} skaicius,
kitaip tariant, su tikimybe 1 sistema tik baigtini skaic¢iu kartu gris i k-aja
bisena.

Jei k-oji blisena yra griztama, tai P(, < oo) = 1 kiekvienam m.
Pazymékime n skai¢iu grizimu per be galo daug Zingsniu. Ivykis {n > m}
yra tapatus ivykiui {&, < oo} ir

{n=o00} = [ {&n < oo}.
Todel

P(n=o00)= lim P({, <o0)=1.0
m— 00

Jei k-oji buisena yra negriztama, tai i3 1 teoremos isplaukia, kad pgr(n) —
— 0, kai n — co. Biisenos, turin¢ios tokias savybes, yra vadinamos nulinémis,
o visos kitos busenos — nenulinémis. I$ teoremos isplaukia, kad negriztamos
busenos yra nulinés, bet ne kiekviena nuliné blsena yra negriztama, o
nenulinés busenos — griztamos (atvirkstinis teiginys ir ¢ia ne visada teisin-
gas).

3 pavyzdys. Nagrinékime dalelés klaidziojima sveikaisiais tiesés taskais,
nusakyta sitaip. Dalelé sveikaisiais laiko momentais arba su tikimybe 1/2 lieka savo
vietoje, arba su ta pacia tikimybe pasislenka i deSinéje puséje esanti gretima taska
su sveikaja koordinate. Cia vx (1) = 1/2 ir vg(n) = 0, kain > 1. Todél Vi = 1/2 < 1.
Vadinasi, visos blisenos yra negriztamos. Jos yra taip pat ir nulinés.

Tarkime, kad pgr(n) > 0 ir pgr(m) > 0. Is 15 skyrelio (3) formulés
gauname, kad tada ir pgr(n + m) > 0. Todél is grandinés homogeniskumo
isplaukia, kad visi n, kuriems pgi(n) > 0, turi buti pavidalo n = ds (s =
=1,2,...). Tarp skai¢iu n su salyga pgr(n) > 0 (jei tokie n egzistuoja) dalikliu
d yra didziausias dj. Jis vadinamas biisenos periodu. Jei periodas di > 1, tai
k-oji busena vadinama periodine.

4 pavyzdys. 15.2 pavyzdyje, kai 0 < p < 1, visos blisenos yra periodinés
su periodu 2.
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3 teorema. Jei nesuskaidomoje Markovo grandinéje bent viena busena
yra griztama, tai ir visos — griztamos, jei bent viena — nuliné, tai ir visos —
nulinés, jei bent viena — periodiné su periodu d, tai ir visos — periodinés su
periodu d.

Irodymas. Imkime bet kurias dvi esmines susisiekianc¢ias buisenas,
sakykime, j-aja ir k-aja. IS susisiekian¢iu busenu apibrézimo isplaukia, jog
egzistuoja tokie natiralieji skaic¢iai ny ir no, kad

a=pp(n1) >0, B =pi(n2) >0.

Kiekvienam natturaliajam skaic¢iui n i$ pilnosios tikimybés formulés gauname

pij(na +na+n) = pji(n1)pim (n)pm;(n2) >
(5) Lm

> pik(n1)prr(n)prj(n2) = aBprk(n).

Visai taip pat irodoma nelygybé

prk(n1 +ne +n) > afpj;(n).

I8 tu nelygybiu isplaukia pirmieji du teoremos teiginiai: jei j-oji buisena yra
nuliné, tai tokia yra ir k-oji; jei j-oji busena yra griztamoji, tai tokia yra ir
k-oji.

Tarkime, kad j-oji biisena yra periodiné su periodu d;. Vadinasi, jei
p;j(n) >0, tai dj|n. Kadangi

pis(n1 +n2) =Y pji(na)pii(n2) > pr(n)prs(n2) = af >0,
l

tai d;|(n1 + n2). Parodysime, kad visi n su salyga ppr(n) > 0 dalijasi is d;. IS
(5) turime, kad tokiems n teisinga nelygybé p;;(n1 + na +n) > 0. Vadinasi,
d;|(n1+n2+n). Todél d;|n. Vadinasi, k-oji b@sena yra periodiné. Jos periodas
yra di < d;. AnalogiSkai irodome, kad d; < dj. Taigi dy = d;. O

Jei nesuskaidomos grandinés visos biisenos yra periodinés su periodu d >
> 1, tai ir pati grandiné vadinama periodine. Panagrinésime tokios grandineés
struktura.

4 teorema. Periodinés grandinés su periodu d busenas galima suskaidyti
1 viena kitos nedengiancias klases Lo, L1, ..., Lq_1, turincias savybe: grandiné
per viena laiko tarpq su tikimybe 1 pereina i§ klasés Ly § klase Liy1 (k =
=0,1,....,d — 1); ¢a simboliskai pazyméta Ly = Ly.

Irodymas. Imkime kuria nors fiksuota busena, sakykime, pirmaja.
j-aja busena priskirsime klasei Ly (kK =0,1,...,d — 1), jei egzistuoja sveikasis
teigiamas skaic¢ius m su salyga pi;(md + k) > 0. Irodysime, kad busenos
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gali priklausyti tik skirtingoms klaséms. Pakanka irodyti: jei j-oji busena
priklauso klasei Ly ir kuriam nors r teisinga nelygybé pq,(r) > 0, tai r =
= kmodd. Pastebésime, jog egzistuoja toks skaitius s, kad p;i(s) > 0. Ka-
dangi

pu(md+k+s) = pulmd+k)pu(s) > pij(md + k)pj(s),
l

tai pagal klasés L apibrézima py;(md + k + s) > 0. Be to,

pu(r+s) = Zpll(r)pm(s) > p15(r)pja(s) > 0.
l

Vadinasi, d|(md + k + s) ir d|(r + s), taigi k¥ = r mod d.

Kadangi i§ pirmosios biisenos galima patekti i bet kuria biisena su
teigiama tikimybe, tai kiekviena biisena priklauso kuriai nors i§ klasiu
LO; Ll, (XX} Ld*l‘

Reikia dar irodyti, kad per viena laiko tarpa su tikimybe 1 grandiné i§
klasés Ly pereina i klase Lp4q. Parodysime, kad p;; = 0, jei j-oji biisena
priklauso Ly, o l-0ji nepriklauso Ly1. Tarkime, kad yra priesingai. Tada is
nelygybés p1;(md + k) > 0 gautume

pu(md+k+1) = ZPn(md + k)pri > p1j(md + k)p;; > 0.

Iseitu, kad [-oji busena priklauso Ly;1. Gautas prieStaravimas irodo misu
teigini. IS jo iSplaukia: jei j-oji busena priklauso Ly, tai

(6) > =1

¢ia sumuojama pagal visas [-asias buisenas i§ klasés Ly41. O
Klasés Lj, vadinamos ciklinémsis.
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Periodinés grandinés matrica yra tokio pavidalo, kaip ir 32 paveiksle. Toje

matricoje neuzbruksniuoti pomatriciai yra sudaryti i§ nuliu, o uzbruksniuoti
pomatriciai — i§ nenuliniu elementu.

Lo L Ly_y

Ly

32 pav.

Periodine grandine su periodu d galima suskaidyti i d nauju grandiniu.
k-osios grandinés biuisenos bus k-osios ciklinés klasés Lj biisenos. Peréjimo
tikimybés bus p;;(d). I8 (6) isplaukia, kad peréjimo matrica bus stochastiné.
Naujosios grandinés jau neturés poklasiu.

17. MARKOVO GRANDINIU ERGODINES TEOREMOS

Imkime grandine su peréjimo matrica

wWlNoW| —

Sia grandine nagrinéjome 15.1 pavyzdyje. Peréjimo per du laiko tarpus ma-
trica bus

5 4
2_ 19 9
S
9 9
per tris laiko tarpus
u 13
3_ || 27 27
Bl [
27 27

Matematinés indukcijos metodu galima irodyti, kad
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1Jr 1 1 1
= 2 2.3 2 2.3"
1 1 1 1

5 2.3 2 3.3
Matome, kad peréjimo tikimybés pjr(n) — 1/2, kai n — oo. Vadinasi,
tikimybé sistemai patektii k-aja blisena praktiskai nepriklauso nuo to, kokioje
biisenoje ji buvo tolimoje praeityje. Persasi mintis, kad analogiskas teiginys
gali biiti teisingas ir kitokioms Markovo grandinéms. Tokiu atveju ribos
pp = lim p;x(n)
n—oo

vadinamos ribinémis tikimybémis, o grandinés, turinc¢ios tokia savybe, — er-
godinémis’.

Imkime bet kuria homogenine Markovo grandine su peréjimo matrica
Il pjr |l ir peréjimo per n laiko tarpu matrica || pjx(n) ||. Kiekvienam n
apibrésime ergodiskumo koeficientq

p(n)=1- %S_UEZ lpji(n) — pri(n)].
IE

Panagrinésime jo savybes. IS lygybiu
> pa(n) =1, pu(n) =1
! l
visiems j ir k gauname
> (pu(n) = pr(n)) =0,

l

arba

Z+ (pjr(n) = pra(n)) + > (pji(n) = pra(n)) = 0;
I

l

¢ia + prie sumavimo zenklo reiskia sumavima pagal tuos [, kuriems tas skir-
tumas yra teigiamas, o — pagal tuos [, kuriems jis yra neigiamas. Todél

Z+ (pji(n) — pri(n)) = %Z pji(n) — pri(n)]
l

l

(1) p(n) =1 sup S (piu(n) — puan)).
UL

1 15 graiky kalbos Zodziu Epyov — darbas, 006¢ — kelias.
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Aisku, kad 0 < p(n) < 1.

Ergodiskumo koeficientas gali buti ir lygus 0. Imkime grandine su dviem
biisenomis ir peréjimo per n laiko tarpu tikimybémis, nusakytomis Sitaip:
pu(n) = 1, pia(n) = 0, pa1(n) = 0, paa(n) = 1, kai n yra lyginis, bei
p11(n) =0, p1a(n) =1, pa1(n) =1, pea(n) =0, kai n — nelyginis. Tada

Ip11(n) — p21(n)] + [p12(n) — p22(n)| =2
visiems n ir p(n) = 0.

1 teorema. Jei kuriam nors ng ergodiskumo koeficientas p(ng) > 0, tai
egzistuoja ribos

pp = lim pjx(n) (j=1,2,.;k=1,2,..),
n—oo
nepriklausancios nuo indekso j, be to,
sup [pj(n) — pj| < Ce™P™;
J
1 1 1

C=— _p=—tipm—1
1= p(no) no 11— p(no)

Irodymas. Pazymékime
rp(n) = ir}fpjk(n), Ri(n) = suppjk(n).
j

Teisingos nelygybés

re(n+1) = mfp]k n+1) mprglpu«
> ri(n 1anp]z—7”k

Re(n+1) = Suppjk(n +1) =sup > _pupu(n) <
7o

< Ri(n SUPZPglka( )-

Is (1) lygybés gauname
Ri(no) — rr(no) = sup pmr(no) — ifslfpsk(no) =

= sup(pmk(n0) — psk(no)) <

m,s

< sup Z+(pmj(n0) —psj(no)) =1 = p(no)
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ir
Rip(no+n) —rp(no+n) = sup(pmk(no +n) — psk(no + n)) =

m,s

= sup Z(pmj(no) —psj(no))pjr(n) <

< sup {Rk(n)z+ (pmj(no) —st(no))+

m,s -
J

+76()> " (pmi (n0) = sy (n0) } =

J

= sup(Ri(n) — () 3 (pg(n0) — pay(no)) =

m,s 7
= (1 — p(no)) (Rk(n) — rk(n)).
Pakartotinai pritaike tas formules, gauname
(2) Ry (vng) — ri(vng) < (1 — p(no))v (v=1,2,..).

Matéme, kad seka 7, (n) (n = 1,2, ...) nemazéja, o seka Ri(n) (n =1,2,...)
nedidéja, be to, rp(n) < Ri(n). Is (2) ir teoremos salygu iSplaukia, kad abi
sekos turi ribas ir tos ribos sutampa

lim ri(n) = lim Ry(n) = pj.

n—oo n—0oo

Aigku,
n/no—1

[pjr(n) = pil < Ri(n) — ri(n) < (1 - p(no)) O

Isvada. Jei grandiné turi tik baigting buseny skaiciy ir i$pildomos 1 teo-
remos sqlygos, tai ribinés tikimybés tenkina lygybes

Pi =Y _Dipik, > _ph=1.
k

Irodymas. Pakanka lygybése

pu(n+1) = Zplj(”)pjk, Zplk(n) =1
J k

pereiti prie ribos, kai n — oo. O
Isvada teisinga ir tada, kai busenu skai¢ius yra skaitus, tik irodymas daug
sudétingesnis.

2 teorema. Jei ispildomos 1 teoremos sqlygos, tai egzistuoja ribos
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lim pi(n) = pj (k= 1,2,...),

n—oo
be to,
[pr(n) — pi| < Ce™P™;
¢ia pj ir C, D turi tas pacias reiksmes.
Irodymas. IS 1 teoremos irodyme gautu nelygybiu iSplaukia

lpk(n) — pi| = ‘Zp?pjk(n) —p;;‘ < Zp9|pjk(n) —pil <
< ZP?U%(H) —rp(n)| = Rp(n) — re(n) < Ce P 00

Tikimybiu pasiskirstymas pj(k = 1,2, ...) su salyga
P = Zp;pjk
J

yra vadinamas stacionariuoju. Jo prasme Sitokia. Jei kuriam nors ng turime
pr(no) = pi (k=1,2,...), tai tikimybés px(n), kad laiko momentu n sistema
pateks i k-aja blisena, visiems n > ng yra tos pacios ir lygios pi(n) = pj. Tai
isplaukia is 15 skyrelio (3) formulés.
Is (1) gauname
sup inf pjk(no) = p(no).

Vadinasi, p(ng) > 0, jei grandiné yra baigtiné ir visos peréjimo tikimybeés
pjk(no) yra teigiamos. Tuo atveju teisingos abi teoremos ir isvada.

Baigdami §i skyreli, be irodymo paminésime dar keleta teiginiu.

3 teorema. Bet kuriems j ir k egzistuoja nepriklausancios nuo j teigia-
mos ribos

pr = nlLrI;Opjk(n) (Gj=1,2,..;k=1,2,...)

tada ir tik tada, kai grandiné yra nesuskaidoma bei neperiodiné ir egzistuoja
basena, grizimo § kuria laikas turi (baigting) vidurki. Skaiciai pj yra vienin-
teliai lygciy sistemos

o0
> =1
k=1
oo
Dy = Zp}fpjk (k=1,2,..)

j=1

sprendiniai, jei nagrinésime tik sekas, i§ kuriy sudarytos eilutés konverguoja
absoliucias.
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Jei grandiné yra baigtiné, tai biitinos ir pakankamos salygos suprastéja:
grandiné turi buti nesuskaidoma ir neperiodiné.

Jei grandiné yra periodiné su periodu d, tai bet kurioms j-ajai ir k-ajai
blisenoms i3 tos pacios klasés (zr. 16.4 teorema) p;x(n) = 0, kai n # md. Jei
n = md, tai i§ 3 ir 16.4 teoremu iSplaukia, jog egzistuoja riba

lim pjr(md) = p; >0,
m— 00
nepriklausanti nuo j.

Tarkime, kad turime baigtine grandine. Kaip matéme 16 skyrelyje, jos
biisenas galima suskirstyti i klases: neesminiu busenu klase Ky ir keleta
esminiy busenu klasiuy Kj, ..., K,.. Suprantama, klasé K gali buti tuscia, gali
nebati ir klasiu K, ..., K,. Panagrinésime tikimybiu p;r(n) asimptotika ir
tokioms grandinéms. Pakanka tirti tik atveji, kai klasé Ky yra netuséia, o
esminiy biisenu yra tik viena klas¢ Kj. Is 2 teoremos isplaukia, kad p;x(n)
turi teigiamas ribas, kai j-oji ir k-oji buisenos priklauso K;. Galima butu
irodyti, kad p;i(n) turi riba, lygia 0, kai j-oji ir k-oji busenos priklauso Ky,
ir teigiama riba, kai j-oji busena priklauso klasei Ky, o k-oji buisena priklauso
klasei k1. Ribos nepriklauso nuo j.

Siu rezultatu irodyma galima rasti, pvz., [3] knygoje.

18. TOLYDAUS LAIKO MARKOVO GRANDINES.
MARKOVO PROCESAI. MARTINGALAI

Kita svarbia atsitiktiniu procesu klase sudaro tolydaus laiko Markovo gran-
dinés. Jos skiriasi nuo 15 skyrelyje apibréztu procesu tik tuo, kad parametru
aibé T' yra baigtinis arba begalinis realiuju skaiciu intervalas. Apibrésime juos
tiksliau. Turime atsitiktinj procesa {Q, A, P, X (t),t € T}, igyjanti reikdmes
i§ macios erdveés {I',£}. Laikysime, kad T yra jau nusakyto pobudzio, o
biisenu erdve I' — baigtiné arba skaiti. Ir Siuo atveju biisenas Zymésime
tiesiog naturaliaisiais skaiciais. Sakysime, kad procesas yra tolydaus laiko
Markovo grandiné, jei bet kuriam naturaliajam skaic¢iui n, bet kuriems
to <t <..<th_1 <s<tis8T ir bet kuriems k, jo, j1, ..+, jn—1,J teisingos
lygybés

P(X(f) = k|X(t0) = j(),X<t1) = jl, ...,X(tnfl) = jnfl,X(S) = j) =

= P(X(t) =k|X(s) :j).

Ir ¢ia galime kalbéti apie fizine sistema, kurios busena laiko momentu ¢
yra X (t). Tada P(X(t) =k|X(s) = j) yra tikimybé sistemai patekti i k-aja

bisena laiko momentu ¢, jei laiko momentu s ji buvo j-ojoje busenoje. Jei ta
tikimybeé priklauso tik nuo ¢t — s, tai grandiné vadinama homogenine. Tada



248 Atsitiktiniy dydziuy sekos. Atsitiktiniai procesai

galima kalbéti apie peréjimo tikimybe p;(t) i$ j-osios busenos i k-aja per laiko

tarpa t. Toliau tik tokias grandines ir nagrinésime. Laikysime T = [0, 00).
Pazymeésime p} = pi(0) tikimybe, kad sistema pradiniu momentu bus

k-ojoje busenoje, o p(t) tikimybe, kad ji pateks i k-aja busena momentu t.
Kaip ir 15 skyrelyje, irodomos formulés

p]k S +t ijl plk

(1) k(s +1) Zpl s)pu(t
(t) :Zp[plkt
I

Jos teisingos, kai s > 0, t > 0, jei susitarsime laikyti

‘ 1, kaij=k,
pf’“(o)—{o, kai j # k.

Tolydaus laiko grandiniu egzistavimo klausimai sprendziami analogiskai
atvejui, kai laikas diskretus.

Kai iSpildomos gana bendros salygos, peréjimo tikimybés tenkina tam
tikras diferencialines lygtis. Tarkime, kad grandiné turi tik baigtini busenu
skai¢iu ir peréjimo tikimybés tenkina salygas

1-— pkk(At) = )\kAt + O(At),

2
( ) pjk(At) = )\jkAt + O(At).
Antroji salyga rodo, kad tikimybé pereiti i§ j-osios busenos i k-aja, kai j
ir k skirtingi, per nedideli laiko tarpa At yra proporcinga to laikotarpio il-
giui aukstesneés eilés nykstamo dydzio tikslumu. Pirmoji salyga reiskia, kad
tikimybé iSeiti i§ k-osios busenos i kuria nors kita buisena per maza laiko tarpa
At yra proporcinga to laikotarpio ilgiui aukstesnés eilés nykstamo dydzio tiks-
lumu. \;, galima vadinti iSéjimo i§ k-osios biisenos, o Aji — peréjimo i j-osios
busenos i k-aja tankiais, arba intensyvumais.

Is (1) formulés

pik(t + At) = ijl(At)plk(t)'
1
Pasinaudoje (2) salygomis, gauname
pik(t + At) = (1= NjAt + o(At)) pjr(t)+

—‘rz lAt-i—O At))plk(t)
I#5
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IS cia

ik(t + At) — pjx(t
pjk?( Ai pgk( ) _ —)\jp]k +Z jt —|—0 pm( )

I#j

Kai At — 0, deSinioji pusé turi riba. Todél riba turi ir kairioji pusé. Gauname
diferencialine lygti

Pi(t) = =pi®X; + > Ajupun().
I#j

Ji vadinama tiesiogine Kolmogorovo—Felerio diferencialine lygtims.
Vél pasinaudoje (1) lygybe, gauname

pjk(t + At) = ijl )ik (At).

Is sios lygybeés ir (2) salygu analogiskai gauname lygti

Pir(t) = —pjr(t)Ae + ijl(t))\lka
17k

vadinama atvirkstine Kolmogorovo—Felerio diferencialine lygtimi.

Jei tenkinamos papildomos salygos, abi tos lygtys teisingos ir tada, kai
biisenu skaic¢ius yra begalinis. Pavyzdziui, tiesioginiu lygé¢iu irodymas yra
teisingas ir tada, kai buisenu yra be galo daug, jei (2) salygose liekamuju
nariu ivertinimai o(At) yra tolygus k atzvilgiu ir fiksuotam k dydziai A, yra
tolygiai aprézti.

Galime gauti diferencialines lygtis ir tikimybéms py(¢):

(3) pe(t) = it (k=1,2,..).
l

Ir tolydziojo laiko grandinéms ivesime ergodiskumo koeficiento savoka. Jis
apibréziamas analogiskai:

()—1—*SUPZ|P11 — pra(t)].

Jei kuriam nors tg > 0 ergodiskumo koeficientas p(tg) > 0, tai, kaip ir
17 skyrelyje, galime irodyti ergodiskumo teorema: egzistuoja ribos pj(k =
=1,2,..)

lim p;x(t) = py,
t—oo

lim px(t) = py,
t—o0
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be to,
pjk(t) — pi| < Ce ™",

i (t) = pk| < Ce™P";

1 1 1
1

C=——— D=—In——.
1= p(to) to 11— p(to)
Jei teisingos ka tik minétos salygos ir buisenu skaic¢ius yra baigtinis, tai
ribinés tikimybés p; visiems ¢ tenkina lygybe

@) v = Y ppan(t) (k= 1,2,..).

Vel galime kalbéti apie stacionaruji pasiskirstyma. Apskritai, kai laikas yra
tolydus, tikimybiu pasiskirstyma pj(k = 1,2, ...), tenkinanti (4) salyga, vadin-
sime stacionariuoju.

Stacionariosioms tikimybéms pj = pi(t) (3) diferencialinés lygtys virsta
Sitokiomis:

(5) > pide =0 (k=1,2,.),
l

nes tada p) (t) = 0.

Markovo grandinés yra tik specialiis atvejai daug bendresniu Markovo
procesu. Kalbant ne visai grieztai, tai yra procesai X (t), kiekvienam ¢ tu-
rintys savybe: jei zinoma atsitiktinio proceso reikdmé X (t) laiko momentu
t, tai proceso eiga po laiko momento ¢ nepriklausys nuo jo eigos iki to mo-
mento. Kitaip tariant, tikimybé bet kurio ivykio, susijusio su busima pro-
ceso eiga, kai jo dabartiné biiklé tiksliai Zzinoma, nepasikeis, atsizvelgus i
papildoma informacija apie proceso praeiti. Vaizdziai kalbant, procesas neturi
”atminties”.

Knygos apimtis neleidzia placiau nagrinéti tu procesu. Todél susipazinsi-
me tik su kai kuriomis savokomis.

Pirmiausia apibrésime Markovo procesa.

Imkime tikimybine erdve {Q, A, P}, aibe T C R ir bisenu erdve {I',£}.
Tarkime, kad duotas procesas {X (t),t € T}, igyjantis reiksmes i§ I'. Pazymé-
kime Ap maziausia o algebra, kuriai priklauso visi jvykiai {X(s) € E}, E €
et seT,

Ar = o{X(s), s€ T} = J{{X(s) €R}, seT, Ee 5}.
Analogiskai apibréziamos o algebros

Arn(ooy = 0{X(s), s€T, s <t},
Araftee) = 0{X(s), s€ T, s >t}
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(reikia tik parametru aibe T pakeisti kitomis). Atsitiktinis procesas { X (t), t €
€ T} vadinamas Markovo procesu, jei bet kuriems s,t € T, s < t, ir bet ku-
rioms A € Arn(t,00) beveik visur tikimybinio mato P prasme

P(AATA(—c0,s) = P(A[X(5)).

Si apibrézima galima pakeisti jam ekvivalenciu. Procesas X (t) yra Mar-
kovo procesas, jei bet kuriam nattiraliajam n, bet kuriems t1,ts,...,t,, t €T
su salyga t; < to < ... < t, < t ir bet kuriai aibei F € £

P(X(t) € EIX (1), X(2), s X (t)) = P(X(2) € EIX ()

beveik visur mato P prasme.

Yra ir daugiau ekvivalen¢iu Markovo proceso apibrézimu.

Kintamuju s,t € T, = € ', E € £ funkcija p(s,z,t, E) yra vadinama
Markovo proceso peréjimo funkcija, jei ji tenkina salygas:

1) visiems s,t € T, = € I' funkcija p(s,x,t,-) yra tikimybinis matas o
algebroje &;

2) visiems s,t € T, E € & funkcija p(s, -, t, E) yra (A, E) mati;

3) visiems s € T, z € I, E € £ funkcija p(s,x, s, F) yra aibés E indika-
torius

p(S, z,s, E) = 1E(x)a

4) visiems s,t € T, E € & beveik visur mato P atzvilgiu
p(s, X (s),t, E) = p(X(t) € E|X(s)).

Vaizdziai kalbant, p(s, z,t, E) yra tikimybeé, kad procesas laiko momentu
t pateks i busenu aibe F, jei laiko momentu s < ¢ jis buvo buisenoje x. Todél
peréjimo funkcija vadinama ir peréjimo tikimybe.

Kiekvienas Markovo procesas su biisenu erdve {RF, B*} turi peréjimo
funkcija. Ji egzistuoja ir tada, kai biisenu erdvé yra separabili pilna metriné
erdvé su atitinkama Borelio aibiu ¢ algebra. Siuo atveju peréjimo funkcija
turi dar ir Sitokia savybe:

5) visiems s, t,u € T, s <u < t, E € & beveik visur mato P; atzvilgiu
teisinga lygybé

ps,0,t ) = [ pluy.t Bppls, s dy)
Rk
¢ia Py yra lygybés Ps(E) = P(X(s) € E) nusakytas matas o algebroje £.
Si savybé paprastai vadinama Cepmeno'-Kolmogorovo lygtimi.

1 Douglas George Chapman (g. 1920 m.) — amerikie¢iu matematikas.
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Tarkime, kad T yra viena i§ aibiu R, [0,00),(0,+1,+2,...) arba {0,1,
2,...}. Markovo procesas {X(t), t € T} vadinamas homogeniniu, jei bet
kuriems s, t,u €T, s<t, x €, E€&

p(s+u,z,t+u,E)=p(s,x,tFE).

Tada funkcijos p(s, z,t, E') reikSmeés priklauso tik nuo skirtumo ¢ — s,z ir E.
Todeél galima zyméti p(0,z,t, E) = p(t,z, E). Si funkcija paprastai ir vadi-
nama homogeninio Markovo proceso peréjimo funkcija.

Nesunku suvokti, kad Markovo grandinés yra specialtis Markovo procesu
atvejai.

Paminésime dar viena pavyzdi.

Imkime seka nepriklausomu vienodai pasiskirs¢iusiu atsitiktiniu dydziu
Y1, Y5, ..., igyjanciu tik sveikasias reiksmes. Pazymékime X (n) = Y1 +...4+ Y,
X(0) = 0. Sumos X (n) (n = 0,1,...) sudaro diskreciojo laiko homogenine
Markovo grandine. Jei atsisakytume reikalavimo, kad atsitiktiniai dydziai Yj
igyja tik sveikasias reiksmes, ju sumos X (n)(n = 0, 1,...) sudarytu bendresni
diskreciojo laiko Markovo procesa. Dar bendresni Markovo procesa gautume,
atsisake reikalavimo, kad dydziai Y3 yra vienodai pasiskirste.

Be Markovo procesu pastaruoju metu svarbu vaidmeni procesu teorijoje
vaidina martingalai, ivesti 1929 m. Dubo®.

Tarkime, kad {Q, A, P} yra tikimybiné erdvé T — netuscia realiuju skai¢iu
aibé ir {As,t € T} — o algebru sistema, tenkinanti salygas A, C Ay C A
visiems s,t € T, s < t. Realusis atsitiktinis procesas {X(t), ¢ € T} yra
vadinamas martingalu o algebru sistemos {A;} atzvilgiu, jei

1) kiekvienam t € T atsitiktinis dydis X (¢) yra integruojamas ir A; ma-
tus;

2) visiems s,t € T, s < t, beveik visur

X(s) = M(X(1)|As).

Antraja salyga galima uzrasyti ir kitu ekvivalen¢iu pavidalu: visiems s, ¢ €
e T, s <t,ir visoms aibéms A € A,

/AX(s,w)P(dw):/AX(t,w)P(dw).

Jei antrojoje salygoje lygybés zenkla pakeistume zenklu <, gautume sub-
martingalg, o jei pakeistume zenklu >, gautume supermartingalg.

Jei Ay = o{X(s), s < t} yra maziausia o algebra, kurios atzvilgiu
visi X(t), s, t € T, s < t, yra matus, tai martingalai tos o algebru
sistemos atzvilgiu tiesiog vadinami martingalais. Galima butu jrodyti, kad

1 Joseph Leo Doob (g. 1910 m.) — amerikie¢iu matematikas.
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kiekvienas martingalas o algebru sistemos {A;, t € T} atzvilgiu yra martin-
galas pastaraja prasme. Tas pats tinka ir submartingalams bei supermartin-
galams.

Paminésime paprasta pavyzdi, kuriuo remiantis buvo ivesta martingalo
savoka.

Tarkime, kad {Y,} yra seka nepriklausomu integruojamu atsitiktiniu
dydziu su salygomis MY, = 0. Pazymékime ju dalines sumas X(n) =
=Y1 + ... + Y,. I8 salyginiu vidurkiy savybiu isplaukia, kad beveik visur

M(X(n+1)V1,....Y,) = M(X(n) + VoY1, ..., Yy) =
=X(n)+MYi1|Y1, .., Vo) = X+ M(Y, 1) = X(n).

Nesunku suvokti, kad salyginius vidurkius Y7, ..., Y,, atzvilgiu galime pakeisti
salyginiais vidurkiais X (1), ..., X(n) atzvilgiu.
Matome, kad seka X (n) (n =1,2,...) yra martingalas.

19. BRAUNO IR PUASONO PROCESAI

Susipazinsime su dviem specialiais Markovo procesais: Brauno ir Puasono. Tai
— palyginti gana paprasti procesai, bet labai placiai taikomi praktikoje. Jie
turéjo nemazai reikSmeés bendrajai atsitiktiniu procesu raidai. Tiems proce-
sams apibrézti ivesime keleta bendresniu savoku.

Atsitiktinis procesas {X(t), t € T C R}, igyjantis reiksmes i§ R, yra
vadinamas procesu su nepriklausomais pokyciais, jei bet kuriems ¢, € T (k =
=1,..,n), t; < ... < t,, atsitiktiniai dydziai

X(tn) — X(tn-1), X(tn-1) — X(tn-2),..., X(t2) — X(t1)

yra nepriklausomi.
Procesas su nepriklausomais pokyc¢iais yra vadinamas homogeniniu, jei
bet kuriems tq,to,t1 +t,to +t € T atsitiktiniai dydziai

X(t2) — X(t1), X(t2+1t) — X(t1 +1)

yra vienodai pasiskirste, kitaip tariant, jei atsitiktinio dydzio X (¢2) — X (¢1)
pasiskirstymas priklauso tik nuo intervalo ¢ — ¢; ilgio, bet ne nuo paciu
tl ir t2.

Procesas su nepriklausomais poky¢iais yra Markovo procesas. Jei kiekvie-
nam t € T atsitiktinis dydis yra integruojamas, tai {X(t) — MX(¢), t € T}
yra martingalas. Galima irodyti, kad toks procesas egzistuoja.

(Vienamagciu) Brauno procesu vadinamas homogeninis procesas su nepri-
klausomais pokyciais {W(t), t € [0,00)}, kuriam P(W(0) = 0) = 1 ir bet
kuriems s, t, 0 < s < t, pokytis W (t) —W (s) yra pasiskirstes pagal normaluji
désni N(0,t — s).



254 Atsitiktiniy dydziuy sekos. Atsitiktiniai procesai

Sio proceso tyrimai turi ilgoka istorija. 1827 m. R. Braunas!, stebédamas
pro mikroskopa mazytes kietas daleles skystyje, pamaté, kad jos labai ne-
taisyklingai juda. Panagiai juda mazytés dulkelés ore. To proceso mechaniz-
mo iSaiskinimas buvo vienas i$§ didziausiy statistinés mechanikos bei kinetinés
teorijos laiméjimu. Paaiskéjo, kad netaisyklinga daleliu judéjima sukelia
aplinkos molekuliu bombardavimas. Brauno judéjimo teorijos matematinius
pagrindus 1923 m. padéjo N. Vyneris?, todél §is procesas daznai vadinamas jo
vardu. Véliau tas procesas buvo placiai pritaikytas ivairiose srityse: kvantu
mechanikoje, statistikoje, radiotechnikoje ir t. t. Tik ¢ia dazniausiai tenka
kalbéti ne apie vienamati, o trimati procesa, kuris nuo apibréztojo skiriasi
tik tuo, kad W (t) igyja reiksmes erdvéje R3, o jo komponentai yra nepriklau-
somi vienamaciai Brauno procesai.

Brauno procesa {W(t), 0 <t < oo} galima nusakyti ir kaip homogeninj
Markovo procesa su peréjimo funkcija

p(t,z,E) = / o(t, z,y)dy,
E

kai ¢(t, 2, y) yra parabolinés diferencialinés lygties

dp 1 0%
(1) ot 3022

fundamentalusis sprendinys. Jis lygus

p(t,z,y) = \/;HeXp(—(y;tx)Q).

(1) lygtis yra specialus atvejis lygéiu, kurias tenkina gana pla¢ios Markovo
procesu klasés peréjimo funkcijos.

Brauno procesas néra toks paprastas, kaip gali atrodyti. Galima irodyti,
kad su tikimybe 1 Brauno proceso trajektorijos yra tolydzios, bet visuose
taskuose nediferencijuojamos funkcijos.

Panagrinésime kiek detaliau kita — Puasono procesa. Taip vadinsime
homogeninj tolydaus laiko procesa {X(t), t € [0,00)} su nepriklausomais
poky¢iais, jei X (t) — X (0) yra pasiskirstes pagal Puasono désnj su parametru
At. Cia A yra teigiamas skaiGius; jis vadinamas proceso intensyvumu. Dél
paprastumo laikysime P(X(0) =0) = 1.

Tokio proceso egzistavimas iSplaukia i§ Kolmogorovo teoremos, nes poky-
¢io nepriklausomumas ir proceso homogeniskumas bei pokycio pasiskirstymas
pagal Puasono désni indukuoja suderintus baigtiniamacius pasiskirstymus.

1 Robert Brown (1773-1858) — anglu botanikas.
2 Norbert Wiener (1894-1964) — amerikieciu matematikas.
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Puasono procesas gerai atitinka daugeli realiu procesu. Paminésime keleta
pavyzdziu. Skaic¢ius radioaktyviosios medziagos atomu, suskilusiu per laiko-
tarpi (0, t], yra atsitiktinis procesas, kurio matematinis modelis gali biti Pua-
sono procesas. Duota sudétinga radiotechniné schema i vienodu detaliu.
Skaicius detaliu, kurios sugenda per laikotarpi (0,t], taip pat daznai ap-
raSomas Puasono procesu. Taip pat galima apraSyti matematiskai telefono
skambuciu gelezinkelio stoties informacinéje per ilgio ¢ laikotarpi, sakysime,
mazdaug tuo paciu darbo dienos metu (ivairiu paros metu, aisku, skambuéiy
skaicius bus skirtingai pasiskirstes — nakti ju bus maziau).

Puasono procesa galime gauti pagal Sitokia schema.

Sakykime, tiriame atsitiktini ivyki A — stebime jo jvykimus laiko inter-
vale (0, 00). Pazymékime X (t) to jvykio jvykimu skaiciy laikotarpiu (0, ¢]. Tai
gali buti, pavyzdziui, skaic¢ius suskilusiu radioaktyviosios medziagos atomu,
sugedusiy radiotechninés schemos detaliu, telefono skambuciy ir pan. Vadi-
nasi, X(t) igis tik sveikasias neneigiamas reikSmes. Susitarsime laikyti
P(X(0) = 0) = 1. Pareikalausime, kad biitu tenkinamos salygos.

1. Procesas turi buti su nepriklausomais poky¢iais, t. y. ivykio A ivy-
kimu skaic¢iai per ivairius vienas kito nedengiancius laiko tarpus turi buti
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

2. Jis turi buti homogeninis, t. y. tikimybeé, kad ivykis A ivyks kuri nors
skai¢iu kartu, turi priklausyti tik nuo stebéjimo trukmes.

3. Kait — 0,

P(X(t) > 1) = o(t);
tai reigkia, kad per trumpa laiko tarpa ivykis A praktiSkai negali ivykti dau-
giau kaip viena karta.
Atkreipsime démesi, kad §i salyga Puasono proceso atveju isplaukia i$ jo
apibrézimo. Turime

P(X(t)>1) = e—“i (Al;)k <
k=2

2 o0 k—2
s (A;» ;_2 E;fj o = (A0°/2=o(t)

4. Visiems t > 0 turi buti teisinga nelygybe
0<P(X(t)>0) <1
Tiesa pasakius, kaip véliau matysime, uztenka reikalauti, kad
0<P(X(1)>0) <1

Sia salyga atmetami atvejai, kai ivykis A su tikimybe 1 negali jvykti per joki
laikotarpi arba kai jis su tikimybe 1 per bet kuri laikotarpi ivyksta be galo
daug kartu.
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Irodysime, kad visos tos salygos nusako Puasono procesa. Tuo tikslu reikés
irodyti, kad

k
palt) = P(x(1) = k) = 20

¢ia A yra kokia nors teigiama konstanta.
I8 uzrasytuju salygu isplaukia, kad

e M (k=0,1,..);

1, kaik=0,
2) PO ={y st

Remdamiesi 4 salyga, pazymékime

po(1)=1—P(X(1) >0) = e

¢ia A yra teigiama konstanta.
Ivykis A né karto neivyks laikotarpiu (0,1/n], jei jis né karto neivyks

laikotarpiais
1 1 2 -1 1
Oz Gal- (&l
n nn n on

Todél is 1 ir 2 salygu isplaukia

Kail =n,

Todél

1 _ l _

Po(*) = po(*) =,
n n

Vadinasi, bet kuriam neneigiamam racionaliajam skai¢iui r

po(r) =e .

Tarkime, kad t yra bet kuris realusis neneigiamas skaicius, nebtitinai racio-
nalusis. Galésime rasti du racionaliuosius skai¢ius r; ir ro, tenkinanc¢ius ne-
lygybes 0 < r; <t < ry. Kadangi po(t) yra nedidéjanti funkcija, tai
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po(r1) > po(t) > po(re),
vadinasi,
e—)\rl Zpo(t) > 6—)\7’2.

Taciau racionaliuosius skai¢ius rq1,7r2 galime parinkti kiek norima artimus
skaic¢iui ¢. Todél visiems neneigiamiems ¢

3) po(t) = e .

Tirsime pg(t), kai k& > 1. Ivyki, kai A laikotarpiu (0,¢ + At] ivyksta k
kartu, galima suskaidyti i k + 1 atveju: laikotarpiu (0, ¢] jis ivyksta k kartu, o
laikotarpiu (¢, t4+At] — né karto; laikotarpiu (0, ¢] tas ivykis jvyksta k—1 kartu,
o laikotarpiu (¢, t + At] — viena karta; ...; laikotarpiu (0, ¢] ivykis A nejvyksta
né karto, o laikotarpiu (¢,¢ + At] ivyksta k kartu. I$ tikimybeés adityvumo ir
proceso homogeniskumo bei poky¢iu nepriklausomumo isplaukia

k

pr(t + At) = Z P (Opr—; (AL).

Is (3) salygos
p;(At) = o(At),
kai At — 0 ir j > 1. Todél
pi(t + At) = po(At)pi(t) + p1(At)pr—1(t) + o(At).
Be to, is lygybés
P(X(At) =0) + P(X(At) =1) + P(X(At) > 1) =1,
3 salygos ir (3) gauname
pi(At) =1 — po(At) + o(At) =1 — e 2 £ o(Al).
Vadinasi,
pr(t+ At) = e () + (1 — e 2 )pr_1 (t) + o(At).
Is ¢ia gauname lygybe

B oML _
pr(t+ AAti pe(t) _ o~ ! (pr(t) = pr—a(t)) + o(1).
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Toje lygybéje pereiname prie ribos, kai At — 0. Kadangi deSiniosios pusés
riba egzistuoja, tai turi egzistuoti ir kairiosios. Gauname sistema diferencia-
liniu lygéciu

dpy(t)

(4) 7

= —Apr(t) + App—1(t) (k=1,2,...).
Pakeisime

pr(t) = e Mug(t).

(2) pradineés salygos virs Sitokiomis:

(4) lygtys bus pavidalo

du(t
gt( ) _ Ave_1(t) (k=1,2,..),
be to, pagal (3) bus vy(t) = 1. I8 eilés spresdami tas lygtis, gausime
At)? Atk
’l)1<t) = )\t, Ug(t) = (2‘) g eeey ’Uk(t) = (k') .
Vadinasi,
Mt )E
pr(t) = (A1) e ™M (k=1,2,..).

k!

Nesunku suvokti, kad Puasono procesa galima traktuoti kaip tolygaus
laiko homogenini Markovo procesa {X(t), 0 < t < oo} su buseny aibe
{0,1,...} ir peréjimo tikimybémis

pir(t) = P(X(to +1) = k|X(to) = j) =
_ P(X(to) = j, X (to +1t) — X(to) = k — j) _

P(X(to) =)

=P(X(to+1t)— X(to) =k —j) =

kai k > 7, ir p;;(t) =0, kai k < j.

Paminésime dar viena Puasono proceso konstravimo buda. Sakykime,
duota seka nepriklausomu atsitiktiniu dydziu &1, &o, ..., turinéiu ta pati eks-
ponentinj pasiskirstyma (zr. 11.5.9 pvz.) su tankio funkcija
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q(x):{o’ kai z <0,
Xe ™ kaiz > 0;
¢ia X — teigiama konstanta. Konstruosime procesa { X (t), 0 < ¢ < co}. Imame
X (0) = 0. Pazymékime X (t) skai¢iu tasku su koordinatémis 7 = &1, 70 = &+
+&y ey e = &1 + ... + &, ... intervale (0,¢]. Parodysime, kad {X(¢), 0 <t <
< oo} yra Puasono procesas.

Apskaiciuosime tikimybe p(t) = P(X(t) = k). Realiesiems v imkime
integrala

< 1
(5) / 6zum7/\rdl, _
0

A —iu

Vadinasi, kiekvieno i§ atsitiktiniu dydziu & charakteristiné funkcija

A
ffk(u) - )\ _ 7;’LL7
o sumos T charakteristiné funkcija
)\k
_ rk _
fro(w) = fe (u) = O —i

Diferencijuodami (5) lygybe k — 1 kartu pagal parametra A\, gauname
o0 . — 1)
/ xkrflezu:vf)\a:dl, _ (k 1) .
0 (A —qu)k
Todél sumos 73 tankio funkcija

0, kai x <0,
_ )\k k—1
qry, (u) ﬁe—kx’ kai z > 0.

Intervale (0,¢] turime k nagrinéjamu tasku tada ir tik tada, kai 7, < ¢ ir
Tht1 = Tk + Ep+1 > t. Todél

pk(t) = P(Tk <t + Ekg1 > t) = P(Tk <t, Ekt+1 >t—7’k).

Taciau dydziai 7 ir 41 yra nepriklausomi. Vadinasi,

it = [ [ dntoatuyddy =
)\k t

_ k—1_—Az IRV
= (k—l)!/o " e Mdx t_z/\e Ydy =

AP At ‘ k—1 (At)* At
_(k—l)!e /Ox dr = x e .
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Nesunku patikrinti, kad procesas {X (¢), 0 <t < oo} yra homogeninis ir
turi nepriklausomus poky¢ius. Vadinasi, jis yra Puasono procesas.

20. DAUGINIMOSI IR NYKIMO PROCESAS

Siek tiek apibendrinsime praeitame skyrelyje aprasytaja schema. Sakykime,
turime automatine telefono stoti, kuria jungia su abonentais daugybé liniju.
Kartkartémis abonentai naudojasi telefonu. Uzimtu liniju skai¢ius nuolat
keic¢iasi. Svarbu zinoti ne tik kiek abonentu naudojasi telefonu per kuri nors
laiko tarpa, bet ir kiek liniju yra uzimtos konkre¢iu momentu. Panasiai yra
ir kitose masinio aptarnavimo sistemose: gelezinkelio, aviacijos, autobusuy ir
t. t. bilietu kasose, parduotuvése ir pan. Cia kreipiasi vis nauji klientai, jie
aptarnaujami, o laukianciu eilése klientu skaicius nuolat kinta.

Panasus klausimai iskyla ir biologijoje, nagrinéjant kurios nors populiaci-
jos didumo kitima: gimsta nauji individai, kiti mirsta.

Tokiems procesams apraSyti daznai tinka dauginimosi ir nykimo proce-
sas, kuri dabar nagrinésime. Kalbésime apie signalus, kurie atsiranda arba
iSnyksta. Pazymeésime X () signalu skai¢iu laiko momentu ¢. Tarsime, kad
signalu skai¢ius néra ribotas (idealizacija!). Vadinasi, kalbésime apie atsitiktinj
procesa {X (¢),0 <t < oo}, kurio buiseny aibé yra {0,1,2,...}. Reikalausime,
kad butu tenkinamos Sitokios salygos.

1. Procesas turi biiti su nepriklausomais poky¢iais.

2. Jis turi biiti homogeninis.

3. Jei momentu ¢ yra k signalu, tai tikimybé naujam signalui atsirasti ir
né vienam neisnykti laikotarpiu (¢, ¢ + At] yra

)\kAt + O(At),

kai At — 0. Jei momentu ¢ yra k signalu, tai tikimybé vienam is ju iSnykti ir
neatsirasti né vienam naujam signalui laikotarpiu (¢,t + At] yra
we At + O(At),

kai At — 0. Cia A ir gy, yra neneigiami skaiciai. Tikimybé, kad laikotarpiu
(t,t + At] atsiras ne maziau kaip k nauju signalu ir i8nyks ne maziau kaip [
signalu, yra o(At), kai k41> 2 ir At — 0.

Turime tolydaus laiko homogenine Markovo grandine su biisenu aibe
{0,1,...}. Peréjimo tikimybés p;x(t) tenkina salygas (plg. 18 skyrelio (2)
salygas)

o(At),kai |j — k| > 2,
A At 4 o(At), kai £ =0,1, ...,
= pupAt + o(At), kai k =1,2, ...,
1— (A + o)At + o(At), kai k=0,1,...;
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¢ia visur At — 0; g = 0. Be to, reikalausime, kad butu p;x(0) = 0, kai j # k,
ir prx(0) = 1. Gauname tiesioginiu diferencialiniu lygéiu sistema
Por(t) = —Xopor(t) + Xop1x(t)  (E=0,1,..),
Pi(t) = prpi—1,6(t) — (N + 15)psn () + Aepjr1,5(t)
(Gj=12,.;k=0,1,..)
ir atvirkstiniy
Pio(t) = =Xopjo(t) + ppjn(t) (5 =0,1,...),
Pie(t) = Me—1pjr—1(t) — Mk + pa)psn () + prs 105641 (t)
(j=0,1,.5k=1,2,..).
Pazymeéje pi(t) tikimybe, kad laiko momentu ¢ bus k signalu, turime diferen-
cialiniu lygciu sistema
Po(t) = —Xopo(t) + papi(t),
Pi(t) = Mo 1Dk—1(t) — (M + )P (t) + k10641 (2)
(k=1,2,...).
Procesui apibrézti dar reikia pradiniu tikimybiu py(0).
Bendruoju atveju tas lygéiu sistemas sunkoka iSspresti. Taciau to ir

nereikia, kai mums rapi tikimybiu p;x(t) ir pk(¢) kitimo pobudis dideliems
t. Galima irodyti, kad egzistuoja ribos

lim pjr(t) =p; (i=0,1,..;k=0,1,...),
t—o0
nepriklausancios nuo j ir tenkinancios lygtis
— Xopo + papy =0,
Ak—1Pp—1 — (Ao + pe)D + pe+1Pin (B=1,2,..).
I$ ¢ia indukcijos metodu gauname
wkpy = Me—1pr_y (K=1,2,..).
Jei pg > 0 visiems k= 1,2, ..., tai

. LA AL gt
pk = poi @ — e
M1 M2 Hi

(k=1,2,..).

Seka {p;} nusako stacionaruji pasiskirstyma, kai visu p; suma lygi 1. Jei
eilute
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(1) pPEE
oy Mip2--fin
konverguoja, tai
AOAL - Ak—1
ph = S R L (k=1,2,..).

- i)\o)\l...An_l

o1 H1H2--fin

Jei (1) eiluté diverguoja, tai butinai pj = 0. Tada ribinis stacionarusis pa-
siskirstymas neegzistuoja.

Panagrinésime specialu dauginimosi ir nykimo procesa, kuris svarbus
masinio aptarnavimo teorijoje. Sakykime, turime sistema, kuri vienu metu
gali aptarnauti m klientu. Tarkime, jog sistemoje i$ viso yra m liniju ir klienta
gali aptarnauti bet kuri laisva linija. Jei visos linijos uzimtos, tai klientas lieka
neaptarnautas ir jis i§ aptarnavimo sistemos iskrenta (eiliu néra).

Mums riupi uzimty liniju skai¢ius, kuri laiko momentu ¢ zymésime X ().
Taigi biisenu aibé yra {0, 1,...,m}. Laikysime, kad procesas tenkina daugini-
mosi ir nykimo proceso salygas su Ay, = A\g > 0 (k = 1,2,...,m — 1), =
=0(n=mm+1,. ur=kp(k=1,...m),u>0,u,=0(k=m+1,..).

Siuo atveju ribinis stacionarusis pasiskirstymas egzistuoja ir ribinés tiki-
mybés yra
1 7A\F

k)

Dy = 77— k=0,1,...,m).
> G

|

n:On' ®

Tos formulés vadinamos ju autoriaus — vieno i$ masinio aptarnavimo teorijos
pionieriu — Erlango! vardu.

L Agner Krarup Erlang (1878-1929) — danu mokslininkas.



