
III skyrius. ATSITIKTINIU
‘

DYDŽIU
‘

SEKOS.

ATSITIKTINIAI PROCESAI

1. BORELIO–KANTELIO LEMA.
NULIO ARBA VIENETO DĖSNIS

Nagrinėsime atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sekas bei i

‘
vairius ju

‘
konvergavimo tipus.

Šiame skyrelyje tiriamos aibės yra ǐs tikimybinės erdvės {Ω,A, P}.

1 lema. Jei An ∈ A (n = 1, 2, ...), tai

P (lim sup
n

An) = lim
k→∞

P
( ∞⋃
n=k

An
)
,

P (lim inf
n

An) = lim
k→∞

P
( ∞⋂
n=k

An
)
.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

(1) Cn =
∞⋃
k=n

Ak (n = 1, 2, ...),

(2) Dn =
∞⋂
k=n

Ak (n = 1, 2, ...).

(1) aibės sudaro monotonǐskai mažėjančia
‘
seka

‘
, todėl pagal I.10.8 teorema

‘

P
( ∞⋂
k=1

Ck
)

= lim
k→∞

P (Ck).

(2) aibės sudaro monotonǐskai didėjančia
‘
seka

‘
, todėl pagal I.10.7 teorema

‘

P
( ∞⋃
k=1

Dk

)
= lim
k→∞

P (Dk). ut

2 lema. Kiekvienam realiajam x
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1 + x ≤ ex.

I
‘

r o d y m a s. Funkcijos f(x) = ex − 1 − x pirmoji ir antroji ǐsvesti-
nės yra

f ′(x) = ex − 1, f ′′(x) = ex.

Kadangi antroji ǐsvestinė teigiama, tai stacionarusis taškas x = 0 yra f mi-
nimumo taškas. Todėl f(x) ≥ f(0) visiems realiesiems x. ut

Dabar i
‘
rodysime teorema

‘
, kuri labai plačiai taikoma.

1 teorema (Borelio–Kantelio1 lema). Tarkime, kad An ∈ A (n =
= 1, 2, ...). Jei eilutė

(3)
∞∑
n=1

P (An)

konverguoja, tai

(4) P (lim sup
n

An) = 0.

Jei i
‘
vykiai An yra nepriklausomi ir (3) eilutė diverguoja, tai

(5) P (lim sup
n

An) = 1.

I
‘
r o d y m a s. 1. Iš (3) eilutės konvergavimo ǐsplaukia, kad

P
( ∞⋃
n=k

An
)
≤

∞∑
n=k

P (An) → 0,

kai k →∞. Iš 1 lemos ǐsplaukia 4 formulė.
2. Sakykime, An yra nepriklausomi. Pagal 1 lema

‘

(6) P (lim inf
n

Acn) = lim
k→∞

P
( ∞⋂
n=k

Acn
)
.

Kadangi i
‘
vykiai Acn yra taip pat nepriklausomi, tai kiekvienam N ≥ k

(7) P
( N⋂
n=k

Acn
)

=
N∏
n=k

P (Acn) =
N∏
n=k

(
1− P (An)

)
.

Pagal 2 lema
‘
(7) reǐskinys yra ne didesnis už

1 Francesco Paolo Cantelli (1875–1966) – italu
‘
matematikas.
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N∏
n=k

e−P (An) = exp
(
−

N∑
n=k

P (An)
)
.

Jei (3) eilutė diverguoja, tai

P
( N⋂
n=k

Acn
)
→ 0,

kai N →∞. Tačiau aibės

N⋂
n=k

Acn (N = k, k + 1, ...)

sudaro monotonǐskai mažėjančia
‘
seka

‘
. Todėl

P
( ∞⋂
n=k

Acn
)

= lim
N→∞

P
( N⋂
n=k

Acn
)

= 0.

Iš (6) lygybės ǐsplaukia
P (lim inf

n
Acn) = 0.

Iš čia, kadangi lim inf
n

Acn = (lim sup
n

An)c, gauname

P
(
(lim sup

n
An)c

)
= 0,

t. y. (5) lygybe
‘
. ut

Antrojoje Borelio–Kantelio lemos dalyje reikalavome, kad i
‘
vykiai An būtu

‘
nepriklausomi. Nesunku parodyti, kad priešingu atveju ta lema gali ir ne-
galioti. Imkime tikimybine

‘
erdve

‘
{Ω,A, P}, kurioje Ω = [0, 1], sistema A

sudaryta ǐs visu
‘
mačiu

‘
Lebego prasme intervalo [0, 1] poaibiu

‘
, o P yra Lebego

matas. Aibiu
‘
sekos An = (0, 1/n) riba lim

n
An = ∅, P (lim

n
An) = 0, tuo tarpu

eilutė
∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

1
n

diverguoja.
Tačiau nepriklausomumo reikalavima

‘
galima susilpninti. Pakanka, pa-

vyzdžiui, reikalauti, kad i
‘
vykiai An būtu

‘
kas du nepriklausomi, arba bend-

riau, kad

lim inf
n→∞

∑n
k=1

∑n
l=1 P (Ak ∩Al)(∑n
l=1 P (Ak)

)2 = 1
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(žr. [30], p. 327).
Abu Borelio–Kantelio lemos teiginiai, kai atsitiktiniai i

‘
vykiai yra nepri-

klausomi, vadinami Borelio nulio arba vieneto dėsniu. Tai yra atskiras atvejis
bendresnio dėsnio, kuri

‘
netrukus i

‘
rodysime.

Tarkime, kad {Xn} yra atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka. Pažymėkime A∞n =
= σ(Xn, Xn+1, ...) atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
Xn, Xn+1, ... generuota

‘
σ algebra

‘
,

t. y. mažiausia
‘
σ algebra

‘
, kuriai priklauso visos aibės

{ω : Xn(ω) ∈ Bn, ..., Xn+k(ω) ∈ Bn+k};

čia k yra bet koks natūralusis skaičius, Bn, ..., Bn+k – bet kokios Borelio aibės.
σ algebru

‘
A∞n (n = 1, 2, ...) seka yra monotonǐskai mažėjanti. Ju

‘
sankirta

E =
∞⋂
n=1

A∞n

vadinama asimptotine atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sekos {Xn} σ algebra. Ji nesikeičia,

atmetus baigtini
‘
sekos {Xn} nariu

‘
skaičiu

‘
. I

‘
vykis A ∈ E taip pat vadinamas

asimptotiniu.
Paminėsime keleta

‘
asimptotiniu

‘
i
‘
vykiu

‘
.

1 p a v y z d y s. Tarkime, kad B1, B2, ... yra Borelio aibiu
‘

seka. I
‘
vykis

”Xn ∈ Bn be galo dideliam indeksu
‘
n skaičiui”, t. y.

lim sup
n

{ω : Xn(ω) ∈ Bn}

yra σ algebros E i
‘
vykis.

2 p a v y z d y s. Sekos {Xn} konvergavimas (arba divergavimas) yra i
‘
vykis

ǐs E . Iš tikru
‘
ju

‘
sekos konvergavimo aibė yra (žr. II.1.3 teoremos i

‘
rodyma

‘
)

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
r=n

∞⋂
s=n

{
ω : |Xr(ω)−Xs(ω)| < 1

k

}
.

3 p a v y z d y s. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
eilutės

∞∑
n=1

Xn

konvergavimas bei divergavimas yra i
‘
vykiai ǐs E . I

‘
rodykite!

4 p a v y z d y s. I
‘
vykis{

ω : lim sup
n→∞

1

n

(
X1(ω) + ... + Xn(ω)

)
< ∞

}
taip pat priklauso E . I

‘
rodykite!
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2 teorema (Kolmogorovo nulio arba vieneto dėsnis). Jei {Xn} yra
nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka, tai kiekvieno jos asimptotinio i

‘
vykio

tikimybė yra lygi 0 arba 1.
Ši teorema teigia, kad asimptotinė σ algebra yra sudaryta ǐs i

‘
vykiu

‘
, kurie

nuo ∅ ir Ω skiriasi tik nuline tikimybe.
I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime An1 = σ(X1, ..., Xn) mažiausia

‘
σ algebra

‘
,

kuriai priklauso visos aibės {ω : X1(ω) ∈ B1, ..., Xn(ω) ∈ Bn}, kai B1, ..., Bn
yra Borelio aibės. Tada

C =
∞⋃
n=1

An1

yra taip pat algebra, tačiau nebūtinai σ algebra. Nesunku suvokti, kad
σ(C) = A∞1 .

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad σ algebros An1 ir A∞n+1 kiekvienam n yra ne-

priklausomos. Kadangi E ⊂ A∞n+1, tai E ir An1 yra taip pat nepriklausomos
kiekvienam n. Iš čia ǐsplaukia, kad ir E , ir σ(C) = A∞1 yra nepriklausomos
(i
‘
rodykite!). Vadinasi, kiekvienam A ∈ E ir bet kuriam C ∈ A∞1

P (A ∩ C) = P (A)P (C).

Kadangi E ⊂ A∞1 , tai ši lygybė teisinga ir tuo atveju, kai C = A,
t. y. P (A) = P 2(A). Tokia lygybė teisinga tada ir tik tada, kai P (A) lygi
0 arba 1. ut

Iš 2 teoremos ǐsplaukia, kad 1–4 pavyzdžiuose nurodytu
‘

i
‘
vykiu

‘
,

kai X1, X2, ... yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, tikimybės lygios 0
arba 1.

2. ATSITIKTINIU
‘

DYDŽIU
‘

SEKU
‘

KONVERGAVIMAS

Tikimybiu
‘
teorijoje ir, apskritai, matematinėje analizėje funkciju

‘
konvergavi-

mo visuose ju
‘
apibrėžimo taškuose sa

‘
voka yra per daug siaura. Susipažinsime

su kai kuriais bendresniais mačiu
‘
funkciju

‘
seku

‘
konvergavimo tipais.

Tarkime, kad tikimybinėje erdvėje {Ω,A, P} duota atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘{Xn(ω)} seka ir atsitiktinis dydisX(ω). Sakykime,Xn(ω) konverguoja i

‘
X(ω)

visuose aibės Ω taškuose, ǐsskyrus aibe
‘
, kurios tikimybinis matas yra 0. Toks

konvergavimas

P
(
ω : Xn(ω) → X(ω)

)
= P (Xn → X) = 1

yra vadinamas konvergavimu beveik visur mato P aťzvilgiu, arba konvergavi-
mu P beveik visur, arba konvergavimu su tikimybe 1. Ribinė funkcija X(ω)
yra vienareikšmǐskai nusakyta tik tuose aibės Ω taškuose, kuriuose sekaXn(ω)
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konverguoja. Jei tikimybinė erdvė yra pilna, tai ribine
‘

funkcija
‘

galima bet
kaip keisti kiekviename aibės Ω poaibyje, turinčiame nulini

‘
mata

‘
P .

Nurodysime pora
‘
konvergavimo su tikimybe 1 kriteriju

‘
.

1 teorema. Atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} konverguoja su tikimybe 1 i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

P{ω : sup
m≥n

|Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε}−−−−−→
n→∞

0.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime Ω0 aibe

‘
tu

‘
ω, kuriuose Xn(ω) konverguoja

i
‘
X(ω). Priminsime: sekos Xn(ω) konvergavimas i

‘
X(ω) taške ω reǐskia, jog

kiekvienam ε > 0 galima rasti toki
‘
n(ω, ε), kad būtu

‘
|Xm(ω) − X(ω)| < ε

visiems m ≥ n(ω, ε). Vadinasi,

Ω0 =
⋂
ε>0

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

{ω : |Xm(ω)−X(ω)| < ε}.

Aibė tu
‘
ω, kuriuose Xn(ω) nekonverguoja i

‘
X(ω), yra

Ωc0 =
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{ω : |Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε} =
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

An(ε);

čia
An(ε) = {ω : sup

m≥n
|Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε}.

Nesunku suvokti, kad

Ωc0 =
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

An

(1
k

)
(i
‘
rodykite!). Iš čia ǐsplaukia, kad P (Ωc0) = 0 tada ir tik tada, kai kiekvie-

nam k

P

( ∞⋂
n=1

An

(1
k

))
= 0.

Kadangi aibės An(1/k) (n = 1, 2, ...) sudaro monotonǐskai mažėjančia
‘
seka

‘
,

tai pastaroji lygybė ekvivalenti lygybei

lim
n→∞

P

(
An

(1
k

))
= 0.

Iš čia ǐsplaukia, kad teoremos teiginys teisingas bet kuriam ε > 0. ut
Skaičiu

‘
seku

‘
{xn} konvergavima

‘
galima patikrinti Koši kriterijumi: seka

konverguoja tada ir tik tada, kai xn − xm → 0, jei m ir n → ∞, t. y.
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sup
ν≥1

|xn+ν − xn| → 0, kai n → ∞. I
‘
rodysime jo analoga

‘
konvergavimui

beveik visur.

2 teorema. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka {Xn} konverguoja su tikimybe 1 tada

ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

P
( ∞⋂
n=1

{ω : sup
m>n

|Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε}
)

= 0.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime Ω0 aibe

‘
tu

‘
ω, kuriuose seka {Xn(ω)} kon-

verguoja. Kaip ir 1 teoremos i
‘
rodyme, remdamiesi Koši kriterijumi, gauname

Ω0 = {ω : lim
n→∞

sup
m>n

|Xm(ω)−Xn(ω)| = 0} =

=
⋂
ε>0

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n+1

{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| < ε}.

Todėl

Ωc0 =
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n+1

{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε} =
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

An(ε);

čia
An(ε) = {ω : sup

m>n
|Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε}.

Teisinga lygybė

Ωc0 =
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

An

(1
k

)
.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad P (Ωc0) = 0 tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

P
( ∞⋂
n=1

An(ε)
)

= 0.

Teorema
‘
i
‘
rodėme. Nesunku rasti ir atsitiktini

‘
dydi

‘
X(ω), i

‘
kuri

‘
beveik

visur konverguoja seka Xn(ω). Pakanka paimti

X(ω) =
{

lim
n→∞

Xn(ω), kai ω ∈ Ω0,
0, kai ω ∈ Ωc0. ut

Išvada. Jei {Xn} yra atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka ir kiekvienam ε > 0

P{ω : sup
m>n

|Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε} → 0,
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kai n→∞, tai seka {Xn} konverguoja su tikimybe 1.
I
‘
r o d y m a s. Kiekvienai i

‘
vykiu

‘
sekai {An} ǐs A teisinga nelygybė

P
( ∞⋂
n=1

An
)
≤ inf

n
P (An). ut

Išnagrinėsime kita
‘

konvergavimo tipa
‘
. Sakome, kad atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn} konverguoja pagal tikimybe

‘
, arba stochastǐskai, i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X, jei kiekvienam ε > 0

P{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} → 0,

kai n → ∞, kitaip tariant, su tikimybe, kiek norima artima 1, Xn nuo X
skiriasi dydžiu, mažesniu už ε, kai n yra pakankamai didelis.

Parodysime, kad konvergavimo pagal tikimybe
‘
sa

‘
voka yra bendresnė už

konvergavimo su tikimybe 1 sa
‘
voka

‘
.

3 teorema. Jei atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} konverguoja i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X su tikimybe 1, tai ji konverguoja i

‘
ta
‘

dydi
‘

ir pagal tikimybe
‘
.

I
‘
r o d y m a s. Teisinga priklausomybė

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} ⊂ {ω : sup
m≥n

|Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε}.

Todėl

P{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} ≤ P{ω : sup
m≥n

|Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε}.

Pakanka remtis 1 teorema. ut
Priešingas šiai teoremai teiginys nėra teisingas. Tai matysime ǐs pavyzdžio.

P a v y z d y s. Tarkime, kad Ω = [0, 1], A – to intervalo visu
‘
Borelio poaibiu

‘
sistema, P – Lebego matas. Pažymėkime

Ank =
[
k − 1

n
,
k

n

]
(k = 1, ..., n; n = 1, 2, ...),

Xnk(ω) = 1Ank(ω).

Tada atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka

X11, X21, X22, X31, X32, X33, ...

konverguoja pagal tikimybe
‘
i
‘
0, bet nekonverguoja nė viename intervalo [0, 1] taške.

Ir šiam konvergavimo tipui i
‘
rodysime Koši kriterijaus analoga

‘
. Prieš tai

i
‘
rodysime šitoki

‘
teigini

‘
.

Lema. Jei atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} turi savybe
‘
: kiekvienam ε > 0
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P{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε} → 0,

kai m,n→∞, tai galima rasti poseki
‘
{Xnk

}, konverguojanti
‘

su tikimybe 1.
I
‘
r o d y m a s. Imkime n1 = 1. Pažymėkime nk (k > 1) mažiausia

‘
r,

tenkinanti
‘
sa

‘
lygas

P{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| > 2−k} < 2−k, m ≥ r, n ≥ r, r > nk−1.

Tada eilutė
∞∑
k=1

P{ω : |Xnk+1(ω)−Xnk
(ω)| > 2−k}

konverguoja. Iš Borelio–Kantelio lemos ǐsplaukia, kad su tikimybe 0 nelygybės
|Xnk+1(ω)−Xnk

(ω)| > 2−k yra teisingos be galo dideliam indeksu
‘
k skaičiui.

Vadinasi, su tikimybe 1 teisingos nelygybės |Xnk+1(ω) − Xnk
(ω)| ≤ 2−k

visiems pakankamai dideliems k. Todėl su tikimybe 1 konverguoja eilutė
∞∑
k=1

|Xnk+1(ω)−Xnk
(ω)|.

Tos eilutės konvergavimo tašku
‘
aibe

‘
pažymėkime Ω0. Tarkime, kad X(ω) yra

lygus eilutės

(1) Xn1(ω) +
∞∑
r=1

(
Xnr+1(ω)−Xnr

(ω)
)

sumai taškuose ω ∈ Ω0 ir lygus 0, kai ω ∈ Ωc0. Kadangi (1) eilutės k-oji dalinė
suma yra Xnk+1 , tai seka {Xnk

} su tikimybe 1 konverguoja i
‘
X. ut

4 teorema. Atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} konverguoja pagal tikimybe
‘

tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

(2) P{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε}−−−−−→
m,n→∞

0.

I
‘
r o d y m a s. 1. Tarkime, kad seka {Xnk

} konverguoja pagal tikimybe
‘

i
‘
X. Teisinga priklausomybė

{ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| ≥ ε} ⊂
{
ω : |Xm(ω)−X(ω)| ≥ ε

2

}
∪

∪
{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε

2

}
.

Todėl

P (|Xm −Xn| ≥ ε) ≤ P
(
|Xm −X| ≥ ε

2

)
+ P

(
|Xn −X| ≥ ε

2

)
.
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Iš čia
P (|Xm −Xn| ≥ ε) → 0,

kai m,n→∞.
2. Sakykime, teisingas (2) teiginys. Pagal lema

‘
ǐs sekos {Xn} galima

ǐsskirti poseki
‘
{Xnk

}, konverguojanti
‘

su tikimybe 1 i
‘

kuri
‘

nors atsitiktini
‘

dydi
‘
X. Iš nelygybės

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ P
(
|Xn −Xnk

| ≥ ε

2

)
+ P

(
|Xnk

−X| ≥ ε

2

)
,

3 teoremos ir prielaidos, kad teisingas (2) teiginys, ǐsplaukia, jog seka {Xn}
konverguoja pagal tikimybe

‘
i
‘
X. ut

Iš 4 teoremos ir lemos ǐsplaukia, kad ǐs konverguojančios pagal
mata

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos galima ǐsskirti poseki

‘
, konverguojanti

‘
su tiki-

mybe 1.
Konvergavimo pagal tikimybe

‘
atveju ribinė funkcija nėra vienareikšmǐskai

nusakyta, bet yra teisingas šitoks teiginys.

5 teorema. Jei atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka {Xn} konverguoja pagal tikimybe

‘
i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X ir i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
Y , tai P (X 6= Y ) = 0.

I
‘
r o d y m a s. Remsimės priklausomybe

{ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ ε} ⊂
{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε

2

}
∪

∪
{
ω : |Xn(ω)− Y (ω)| ≥ ε

2

}
.

Dešinės pusės i
‘
vykiu

‘
tikimybės konverguoja i

‘
0, kai n → ∞. Todėl

kairės pusės i
‘
vykio tikimybė lygi 0. Iš čia ǐsplaukia, kad P (X 6= Y ) = 0

(i
‘
rodykite!). ut

3. DIDŽIU
‘
JU

‘
SKAIČIU

‘
DĖSNIS

Nagrinėdami atsitiktini
‘

i
‘
vyki

‘
A su tikimybe P (A), apskritai negalime ǐs

anksto pasakyti, ar i
‘
vykis A i

‘
vyks, ar nei

‘
vyks konkrečiame eksperimente.

Bet kai tikimybė P (A) yra artima 1 arba 0, jau daugiau galime pasakyti
apie jo i

‘
vykima

‘
arba nei

‘
vykima

‘
atskirame eksperimente. Jei, sakysime,

P (A) = 0, 01, tai i
‘
vykis A i

‘
vyks vidutinǐskai viena

‘
karta

‘
ǐs 100 eksperimentu

‘
.

Jei P (A) = 0, 99, tai ǐs 100 eksperimentu
‘
i
‘
vykis A vidutinǐskai nei

‘
vyks tik

viena
‘
karta

‘
. Vadinasi, pirmuoju atveju i

‘
vyki

‘
A galime laikyti praktǐskai ne-

galimu, o antruoju – praktǐskai būtinu.
Suprantama, tik kiekvienu konkrečiu atveju galime nuspre

‘
sti, kada i

‘
vykis

yra praktǐskai laikytinas būtinu arba negalimu. Sakykime, turime koki
‘
nors
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prietaisa
‘
, kuris gali sugesti su tikimybe 0,01. Jei jis naudojamas eilinėje labo-

ratorijoje, tai i
‘
galimybe

‘
sugesti galime nekreipti dėmesio ir laikyti toki

‘
i
‘
vyki

‘
praktǐskai negalimu. Kitaip būtu

‘
, jei tas prietaisas būtu

‘
naudojamas kosmi-

niame laive. Čia, sugedus aparatui, galimos labai rimtos pasekmės. Tokiomis
sa

‘
lygomis negalima nesiskaityti su tikimybe 0,01.

I
‘
vykiai, kuriu

‘
tikimybės artimos 0 arba 1, pasitaiko tiriant daugeli

‘
atsitik-

tiniu
‘
reǐskiniu

‘
. Imkime, pavyzdžiui, seka

‘
nepriklausomu

‘
vienodai pasiskirs-

čiusiu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
{Xn}, turinčiu

‘
vidurkius a ir dispersijas σ2. Pirmu

‘
ju

‘
n tu

‘
dydžiu

‘
aritmetinio vidurkio

(1) (X1 + ...+Xn)/n

vidurkis yra a, o dispersija σ2/n. Kai n didelis, ta dispersija yra maža, vadi-
nasi, (1) atsitiktinis dydis yra beveik pastovus, beveik lygus a. Vėliau paro-
dysime, kad jis su tikimybe, kiek norima artima 1, kiek norima mažai skiriasi
nuo a, kai n yra pakankamai didelis.

Apskritai, kai tiriame daug atsitiktiniu
‘
reǐskiniu

‘
, konkretūs atskiru

‘
atsi-

tiktiniu
‘
reǐskiniu

‘
ypatumai dažnai beveik neturi i

‘
takos tokiu

‘
reǐskiniu

‘
vidu-

tiniam rezultatui: atsitiktiniai nukrypimai, pasitaikantys atskirais atvejais,
vieni kitus ǐslygina. Vidurkiu

‘
stabilumas ir sudaro vadinamojo didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnio turini

‘
plačia

‘
ja prasme.

Didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis yra gana svarbus praktǐskai taikant tikimybiu

‘
teorija

‘
. Kai jis tinka, su atsitiktiniais dydžiais, kurie yra didelio skaičiaus

atsitiktiniu
‘
reǐskiniu

‘
vidutiniai rezultatai, praktǐskai galima operuoti kaip su

pastoviais.
Nagrinėjant matematǐskai, didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis yra susije

‘
s su atsitik-

tiniu
‘
dydžiu

‘
konvergavimo sa

‘
vokomis. Pats didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnio terminas

yra tradicinis. Jis ne visai atitinka esme
‘
, tačiau ir šiandien plačiai vartojamas

tikimybiu
‘
teorijoje.

Apibrėšime tiksliau šia
‘
sa

‘
voka

‘
. Tarkime, kad {Xn} yra bet kokiu

‘
atsitik-

tiniu
‘
dydžiu

‘
seka. Pažymėkime jos dalines sumas

Sn =
n∑
k=1

Xk.

Jei egzistuoja tokia realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
seka {an} ir tokia teigiamu

‘
skaičiu

‘
seka

{bn}, kad

(2)
Sn − an
bn

konverguoja pagal tikimybe
‘
i
‘
0, tai sakome, kad seka {Xn} tenkina silpna

‘
ji
‘

didžiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
dėsni

‘
su normuojančiomis konstantomis an ir bn; jei (2) kon-

verguoja i
‘
0 su tikimybe 1, tai sakome, kad {Xn} tenkina stipru

‘
ji
‘

didžiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

dėsni
‘

su konstantomis an, bn. Dažniausiai nagrinėjamas atvejis, kai
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an =
n∑
k=1

MXk

(jei vidurkiai MXk egzistuoja) ir bn = n.
Pirmiausia nagrinėsime paprasčiausius atvejus, kai teisingas silpnasis

didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis. Mums pravers V.9.8 teoremos atskiras atvejis.

(Bjenemė1–Čebyšovo lema. Jei atsitiktinis dydis Z turi dispersija
‘
, tai

kiekvienam ε > 0
P (|Z −MZ| ≥ ε) ≤ ε−2DZ.

I
‘

r o d y m a s. Atsitiktinis dydis (Z −MZ)2 tenkina V.9.8 teoremos
sa

‘
lygas. Todėl

P (|Z −MZ| ≥ ε) = P
(
(Z −MZ)2 ≥ ε2)

)
≤

≤ ε−2M(Z −MZ)2 = ε−2DZ. ut

1 (Markovo) teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xn yra kas du nekore-
liuoti, turi dispersijas ir

(3) n−2
n∑
k=1

DXk → 0,

kai n→∞, tai kiekvienam ε > 0

P
( 1
n
|Sn −MSn| ≥ ε

)
→ 0,

kai n→∞.
I
‘
r o d y m a s. Atsitiktiniam dydžiui Z = Sn/n taikome lema

‘
ir gauname

P
( 1
n
|Sn −MSn| ≥ ε

)
≤ ε−2D(Sn/n) =

DSn
ε2n2

.

Iš II.9.8 teoremos ǐsvados ir (3) sa
‘
lygos ǐsplaukia teoremos teiginys. ut

2 (Čebyšovo) teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xn yra nepriklausomi
ir turi tolygiai aprėžtas dispersijas, tai kiekvienam ε > 0

P
( 1
n
|Sn −MSn| ≥ ε

)
→ 0,

kai n→∞.

1 Jules Bienaymé (1796–1878) – prancūzu
‘
matematikas.



Didžiu
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I
‘

r o d y m a s. Pakanka i
‘
rodyti, kad šiuo atveju yra tenkinamos

1 teoremos sa
‘
lygos. Tarkime, kad DXk ≤ C (k = 1, 2, ...). Turime

n−2
n∑
k=1

DXk ≤ n−1C → 0,

kai n→∞. ut
1 ǐsvada. Jei atsitiktiniai dydžiai Xn yra nepriklausomi, vienodai pasi-

skirste
‘
, turi vidurkius MXn = a ir dispersijas, tai kiekvienam ε > 0

P
(∣∣∣Sn

n
− a
∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0,

kai n→∞.
I
‘

r o d y m a s. Šiuo atveju atsitiktiniai dydžiai tenkina 2 teoremos
sa

‘
lygas, be to, MSn = na.

2 ǐsvada (Bernulio teorema). Sakykime, turime Bernulio eksperimen-
tu
‘

schema
‘
. Atlikus bet kuri

‘
eksperimenta

‘
, gali i

‘
vykti i

‘
vykis A su tikimybe

p. Pažymėkime κn i
‘
vykiu

‘
A skaičiu

‘
, atlikus n eksperimentu

‘
. Tada kiekvie-

nam ε > 0
P
(∣∣∣κn

n
− p
∣∣∣ ≥ ε

)
−−−−−→
n→∞

0.

I
‘

r o d y m a s. Šia
‘

teorema
‘

jau i
‘
rodėme I.15 skyrelyje. Dabar ja

‘
i
‘
rodysime paprastesniu būdu. Pažymėkime Xk i

‘
vykiu

‘
A skaičiu

‘
, atlikus

k-a
‘
ji
‘
eksperimenta

‘
. Aǐsku, Xk yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai,

Xk =
{ 1 su tikimybe p,

0 su tikimybe 1− p

ir κn = Sn. Dydžio Xk vidurkis

MXk = p,

o dispersija
DXk = MX2

k −M2Xk = p− p2.

1 ǐsvados sa
‘
lygos yra tenkinamos. Iš jos ǐsplaukia reikiamas teiginys. ut

Bernulio teorema parodo, kad mūsu
‘

i
‘
vesta tikimybės sa

‘
voka atitinka

intuityvu
‘
tikimybės, kaip i

‘
vykio i

‘
vykimu

‘
dažnio ribos, supratima

‘
.

1 ǐsvadoje buvo reikalaujama, kad vienodai pasiskirste
‘
nepriklausomi atsi-

tiktiniai dydžiai turėtu
‘
dispersijas. Pasirodo, to reikalavimo galima atsisakyti.

3 (Chinčino1) teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xn yra nepriklausomi,
vienodai pasiskirste

‘
ir turi vidurkius MXn = a, tai kiekvienam ε > 0

1 Aleksandr Chinčin (1894–1959) – rusu
‘
matematikas.
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P
(∣∣∣Sn

n
− a
∣∣∣ ≥ ε

)
−−−−−→
n→∞

0.

I
‘
r o d y m a s. Paėme

‘
bet kuri

‘
δ > 0, apibrėžkime atsitiktinius dydžius

Ynk =
{
Xk, kai |Xk| < δn,
0, kai |Xk| ≥ δn,

Znk = Xk − Ynk.

Dydžiai Ynk (k = 1, 2, ...) yra nepriklausomi; tokie pat yra ir dydžiai Znk.
Pažymėkime

Un = n−1
n∑
k=1

Ynk, Vn =
n∑
k=1

Znk.

Kadangi

{|n−1Sn − a| ≥ ε} = {|n−1Sn − a| ≥ ε, Vn = 0}∪
∪ {|n−1Sn − a| ≥ ε, Vn 6= 0} ⊂ {|Un − a| ≥ ε} ∪ {Vn 6= 0},

tai

(4) P{|n−1Sn − a| ≥ ε} ≤ P{|Un − a| ≥ ε}+ P{Vn 6= 0}.

I
‘
vertinsime šios nelygybės dešinės pusės tikimybes.

Pažymėje
‘
F (x) dydžio Xn pasiskirstymo funkcija

‘
ir

b =
∫ ∞

−∞
|x|dF (x),

turime

(5)

an = MYnk =
∫
|x|<δn

xdF (x),

DYnk =
∫
|x|<δn

x2dF (x)− a2
n ≤

≤ δn

∫
|x|<δn

|x|dF (x) ≤ δbn.

Iš Bjenemė–Čebyšovo ir (5) nelygybiu
‘
gauname

P (|Un − an| ≥ ε/2) = P
(∣∣∣n−1

n∑
k=1

(ynk − an)
∣∣∣ ≥ ε/2

)
≤

≤ n−2 · nδbn(ε/2)−2 = 4bδε−2.
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Kai n→∞, an → a. Todėl kiekvienam ε > 0 ir pakankamai dideliems n

|an − a| < ε/2.

Vadinasi,

(6) P (|Un − a| ≥ ε) ≤ 4bδε−2.

Toliau

P (Znk 6= 0) =
∫
|x|≥δn

dF (x) ≤ 1
δn

∫
|x|≥δn

|x|dF (x) ≤ δ/n,

kai n yra pakankamai didelis. Kadangi

{Vn 6= 0} ⊂
n⋃
k=1

{Znk 6= 0},

tai

(7) P (Vn 6= 0) ≤
n∑
k=1

P (Znk 6= 0) ≤ δ.

I
‘
raše

‘
(6) ir (7) i

‘
vertinimus i

‘
(4), gauname

P (|n−1Sn − a| ≥ ε) ≤ 4bδε−2 + δ.

Kadangi δ buvo bet koks, tai ǐs čia gauname teoremos teigini
‘
. ut

Tačiau ir vidurkiai ne visada egzistuoja. Vis dėlto ir tada galima kalbėti
apie didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnius. Paminėsime be i

‘
rodymo keleta

‘
bendru

‘
rezultatu

‘
.

4 teorema. Tarkime, kad Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai,
{bn} – teigiamu

‘
skaičiu

‘
seka, bn ↗ ∞. Egzistuoja konstantu

‘
{an} seka su

sa
‘
lyga, kad kiekvienam ε > 0

P (|b−1
n (Sn − an)| ≥ ε)−−−−−→

n→∞
0

tada ir tik tada, kai

n∑
k=1

∫ ∞

−∞

x2

b2k + x2
dFXk

(x+mk)−−−−−→
n→∞

0;

čia mk yra atsitiktinio dydžio Xk mediana. Jei ši sa
‘
lyga tenkinama, tai

an =
n∑
k=1

(
mk +

∫
|x|<τb

xdFXk
(x+mk)

)
+ o(1);
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čia τ yra bet koks teigiamas skaičius.

5 teorema. Jei Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, {bn} – tei-
giamu

‘
skaičiu

‘
seka, tai sa

‘
ryšis

P (|b−1
n Sn| ≥ ε)−−−−−→

n→∞
0

yra teisingas tada ir tik tada, kai
n∑
k=1

∫
|x|≥bn

dFXk
(x)−−−−−→

n→∞
0,

b−2
n

n∑
k=1

{∫
|x|<bn

x2dFXk
(x)−

−
(∫

|x|<bn

xdFXk
(x)
)2}

−−−−−→
n→∞

0,

b−1
n

n∑
k=1

∫
|x|<bn

xdFXk
(x)−−−−−→

n→∞
0.

Kai atsitiktiniai dydžiai yra vienodai pasiskirste
‘
, teisinga paprastesnė teo-

rema.

6 teorema. Tarkime, kad Xn yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste
‘

atsitiktiniai dydžiai, kuriu
‘
pasiskirstymo funkcija yra F (x). Kiekvienam ε > 0

P (|n−1Sn| ≥ ε)−−−−−→
n→∞

0

tada ir tik tada, kai

n

∫
|x|≥n

dF (x)−−−−−→
n→∞

0,∫
|x|<n

xdF (x)−−−−−→
n→∞

0.

4, 5, ir 6 teoremu
‘
i
‘
rodymus galima rasti, pvz., [28] knygoje.

4. TRIJU
‘

EILUČIU
‘

TEOREMA

I
‘
vykis, kai nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
eilutė

(1)
∞∑
n=1

Xn
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konverguoja arba diverguoja, yra asimptotinis ir todėl pagal 1 skyrelio rezul-
tatus jo tikimybė lygi 0 arba 1. Išsiaǐskinsime, kada (1) eilutė konverguoja su
tikimybe 1. Iš pradžiu

‘
i
‘
rodysime reikalingus pagalbinius teiginius.

1 lema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dyžiai X1, ..., Xn turi vidurkius,
lygius 0, ir dispersijas,

B2
n =

n∑
k=1

DXk,

tai kiekvienam ε > 0

P (max
k≤n

|X1 + ...+Xk| ≥ ε) ≤ ε−2B2
n.

Jei, be to, |Xk| ≤ C (k = 1, ..., n), tai kiekvienam ε > 0

P (max
k≤n

|X1 + ...+Xk| ≥ ε) ≥ 1− (C + ε)2

B2
n

.

Pirmoji ǐs šiu
‘
nelygybiu

‘
paprastai vadinama Kolmogorovo nelygybe.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

Sk = X1 + ...+Xk (k = 1, ..., n).

Imkime i
‘
vykius

A = {max
k≤n

|Sk| ≥ ε},

Ak = {|Sr| < ε (r = 1, ..., k − 1), |Sk| ≥ ε} (k = 2, ..., n),

A1 = {|S1| ≥ ε}.

I
‘
vykiai Ak (k = 1, ..., n) yra kas du nesutaikomi ir

A =
n⋃
k=1

Ak.

Teisinga lygybė

(2) M(S2
n1A) =

n∑
k=1

M(S2
n1Ak

)

ir lygybė

M(S2
n1Ak

) = M{[Sk + (Sn − Sk)]21Ak
} =

= M(S2
k1Ak

) + 2M [(Sn − Sk)1Ak
] +M [(Sn − Sk)21Ak

].
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Kadangi Sn − Sk ir Sk1Ak
yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai ir M(Sn −

−Sk) = 0, tai pagal II.8 teorema
‘
ka

‘
tik parašytosios lygybės antrasis narys

lygus 0:

(3) M(S2
n1Ak

) = M(S2
k1Ak

) +M [(Sn − Sk)21Ak
].

I
‘
rodysime pirma

‘
ja

‘
nelygybe

‘
. Kadangi atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
Xk vidurkiai

yra lygūs 0, o (3) formulės dešinės pusės antrasis narys neneigiamas, tai

B2
n =

n∑
k=1

DXk = MS2
n ≥M(S2

n1A).

Be to,
M(S2

k1Ak
) ≥ ε2P (Ak).

Todėl, pasinaudoje
‘
(2) lygybe, gauname

B2
n ≥ ε2

n∑
k=1

P (Ak) = ε2P (A).

Iš čia ǐsplaukia pirmoji nelygybė.
I
‘
rodysime antra

‘
ja

‘
. Jei ω ∈ Ak, tai |Sk−1(ω)| < ε ir |Sk(ω)| < C + ε. To-

dėl ǐs (2)

(4)

M(S2
n1A) ≤ (C + ε)2

n∑
k=1

P (Ak)+

+
n∑
k=1

P (Ak)
n∑

j=k+1

MX2
j ≤

≤
(
(C + ε)2 +B2

n

)
P (A).

Antra vertus, kadangi 1A(ω) = 1− 1Ac(ω), tai

M(S2
n1A) = MS2

n −M(S2
n1Ac) ≥

≥ B2
n − ε2P (Ac) = B2

n − ε2 + ε2P (A).

Iš (4) gauname

P (A) ≥ B2
n − ε2

(C + ε)2B2
n − ε2

≥ 1− (C + ε)2

B2
n

. ut

Bjenemė–Čebyšovo nelygybe
‘
pritaike

‘
sumai Sn, gauname i

‘
verti

‘
P (|Sn| ≥

≥ ε) ≤ ε−2DSn. Todėl Kolmogorovo nelygybė sustiprina Bjienemė–Čebyšovo
nelygybe

‘
.
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2 lema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai {Xn} yra nepriklausomi,
|Xn| ≤ C, MXn = 0 (n = 1, 2, ...). Jei (1) eilutė konverguoja su tikimybe 1,
tai eilutė

(5)
∞∑
n=1

DXn

konverguoja.
I
‘
r o d y m a s. Pagal 1 lema

‘
bet kuriems N,n

P
(
max
k≤n

∣∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣∣ ≥ ε
)
≥ 1− (C + ε)2

( N+n∑
r=N+1

DXr

)−1
.

Tarkime, kad (5) eilutė diverguoja. Tada pastarosios nelygybės dešinė pusė
konverguoja i

‘
(1), kai n → ∞. Antra vertus, ǐs (1) eilutės konvergavimo su

tikimybe 1 ǐsplaukia, kad

sup
k≥1

∣∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣∣→ 0

su tikimybe 1, kai N →∞. Vadinasi,

P
(
sup
k≥1

∣∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣∣ ≥ ε
)
<

1
2

kiekvienam ε > 0 ir pakankamai dideliems N . Iš gauto prieštaravimo
ǐsplaukia lema. ut

3 lema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai {Xn} turi vidurkius, lygius
0, ir dispersijas, be to, eilutė

(6)
∞∑
n=1

DXn

konverguoja, tai (1) eilutė konverguoja su tikimybe 1.
I
‘
r o d y m a s. Iš Kolmogorovo nelygybės

P
(
max
k≤n

∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣ ≥ ε
)
≤ ε−2

N+n∑
r=N+1

DXr.

Kadangi i
‘
vykiai po tikimybės ženklu, kai n = 1, 2, ..., sudaro monotonǐskai

didėjančia
‘
seka

‘
, kurios riba yra
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai

{
sup
k

∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣ ≥ ε
}
,

tai pagal I.10.7 teorema
‘

P
(
sup
k

∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣ ≥ ε
)
≤ ε−2

∞∑
r=N+1

DXr.

Iš (6) eilutės konvergavimo ǐsplaukia

P
(
sup
k

∣∣ N+k∑
r=N+1

Xr

∣∣ ≥ ε
)
→ 0,

kai N →∞. Lieka pritaikyti 2.2 teoremos ǐsvada
‘
. ut

Jei X yra atsitiktinis dydis su pasiskirstymo funkcija F , o φ(x) – Borelio
funkcija, tai atsitiktinio dydžio φ(X) vidurkis

Mφ(X) =
∫ ∞

−∞
φ(x)dF (x),

jei tik jis egzistuoja. Kiekvienam atsitiktiniam dydžiui X ir konstantai c
pažymėkime

Xc =
{
X, kai |X| ≤ c,
0, kai |X| > c.

Šio dydžio vidurkis

MXc =
∫
|x|≤c

xdF (x),

o dispersija

DXc =
∫
|x|≤c

x2dF (x)−
(∫

|x|≤c
xdF (x)

)2

.

1 (triju
‘

eilučiu
‘
) teorema. Tarkime, kad {Xn} yra nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka. Jei kuriam nors c > 0 eilutės

(7)
∞∑
n=1

P
(
|Xn| > c

)
,

(8)
∞∑
n=1

MXc
n,
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(9)
∞∑
n=1

DXc
n

konverguoja, tai su tikimybe 1 konverguoja (1) eilutė. Atvirkščiai, jei su
tikimybe 1 konverguoja (1) eilutė, tai kiekvienam c > 0 konverguoja (7), (8),
(9) eilutės.

I
‘

r o d y m a s. 1. Tarkime, kad (1) eilutė konverguoja su tikimybe
1. Iš čia ǐsplaukia, kad P (Xn → 0) = 1. Todėl su tikimybe 1 kiekvienam
c > 0 nelygybė |Xn| > c gali būti teisinga tik baigtiniam indeksu

‘
n skaičiui.

Vadinasi, su tikimybe 0 kiekvienam c > 0 nelygybė |Xn| > c yra teisinga be
galo dideliam indeksu

‘
n skaičiui. Iš Borelio–Kantelio lemos antrosios dalies

ǐsplaukia, kad (7) eilutė turi konverguoti.
Imkime kita

‘
seka

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
{Yn}, kurie nepriklausomi tarp save

‘
s

ir nuo visu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
{Xn}, be to, kiekvienas atsitiktinis dydis Yn yra

taip pat pasiskirste
‘
s, kaip ir atsitiktinis dydis Xn. Pažymėje

‘
X̄c
n = Xc

n − Y cn ,
turime

|X̃c
n| ≤ 2c, MX̃c

n = 0, DX̄c
n = 2DX̃c

n.

Kadangi eilutė

(10)
∞∑
n=1

Xc
n,

taigi ir eilutė
∞∑
n=1

X̃c
n,

su tikimybe 1 konverguoja, tai ǐs 2 lemos ǐsplaukia, kad ir eilutė

∞∑
n=1

DXc
n

konverguoja.
Pagal 3 lema

‘
su tikimybe 1 konverguoja eilutė

∞∑
n=1

(Xc
n −MXc

n).

Vadinasi, eilutė
∞∑
n=1

MXc
n

konverguoja.
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai

2. Tarkime, kad kuriam nors c > 0 konverguoja (7), (8), (9) eilutės.
Iš (7) eilutės konvergavimo, remiantis Borelio–Kantelio lema, ǐsplaukia, kad
nelygybės |Xn| ≥ c yra teisingos su tikimybe 0 be galo dideliam indeksu

‘
n

skaičiui.
Vadinasi, kai n pakankamai dideli, teisingos lygybės Xn = Xc

n. Todėl
pakanka i

‘
rodyti, kad su tikimybe 1 konverguoja (10) eilutė. Tačiau ǐs (9)

eilutės konvergavimo ir 3 lemos ǐsplaukia, kad su tikimybe 1 konverguoja
eilutė

∞∑
n=1

(Xc
n −MXc

n).

Iš (8) eilutės konvergavimo ǐsplaukia (10) eilutės konvergavimas su tiki-
mybe 1. ut

5. STIPRUSIS DIDŽIU
‘
JU

‘
SKAIČIU

‘
DĖSNIS

Iš Bernulio teoremos dar negalime daryti ǐsvados, kad stebimojo i
‘
vykio

statistinis dažnis κn/n Bernulio schemoje konverguoja i
‘

tikimybe
‘
p, kai

eksperimentu
‘
skaičius n neaprėžtai didėja. Iš konvergavimo pagal tikimybe

‘
,

kaip žinome, neǐsplaukia konvergavimas su tikimybe 1. Kai kuri nors seka
{Xn(ω)} konverguoja i

‘
dydi

‘
X(ω) pagal tikimybe

‘
, gali pasitaikyti, kad sekos

Xn(ω) riba neegzistuoja nė viename taške ω.
1909 m. E. Borelis i

‘
rodė, kad

P
(κn
n
→ p

)
= 1,

kitaip tariant (žr. 2.1 teorema
‘
),

P
(
sup
k≥n

∣∣∣κk
k
− p
∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0,

kai n→∞. Tame Borelio darbe pirma
‘
karta

‘
tikimybiu

‘
teorijoje buvo remtasi

Lebego integralo idėja.
Pirmiausia i

‘
rodysime gana paprasta

‘
teorema

‘
, kurios atskiras atvejis yra

Borelio teiginys. Vėliau panagrinėsime keleta
‘
bendresniu

‘
teiginiu

‘
. Visur Sn =

= X1 + ...+Xn.

1 lema. Jei {Xn} yra atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka ir kiekvienam natūraliajam

r eilutė
∞∑
n=1

P
(
|Xn| ≥

1
r

)
konverguoja, tai Xn konverguoja i

‘
0 su tikimybe 1.
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I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

E =
∞⋃
r=1

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

{
|Xn| ≥

1
r

}
=

∞⋃
r=1

lim sup
n

{
|Xn| ≥

1
r

}
.

Tai aibė tu
‘
ω, kuriems egzistuoja toks r, kad |Xn| ≥ 1/r be galo dideliam

indeksu
‘
n skaičiui. Vadinasi, E yra aibė tu

‘
ω, kuriuose Xn(ω) nekonverguoja

i
‘
0. Pagal Borelio-Kantelio lema

‘

P (E) ≤
∞∑
r=1

P
(
lim sup

n

{
|Xn| ≥

1
r

})
= 0. ut

1 teorema. Jei {Xn} yra vienodai pasiskirste
‘
nepriklausomi atsitiktiniai

dydžiai, turintys vidurki
‘
a ir ketvirta

‘
ji
‘

momenta
‘
, tai

P
(Sn
n
−−−−−→
n→∞

a
)

= 1.

I
‘
r o d y m a s. Apskaičiuosime

M
( n∑
k=1

(Xk − a)
)4

=

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

n∑
k3=1

n∑
k4=1

M(Xk1 − a)(Xk2 − a)(Xk3 − a)(Xk4 − a).

Kadangi M(Xk−a) = 0 ir dydžiai Xk yra nepriklausomi, tai pastarojoje
sumoje lygūs nuliui visi dėmenys, turintys dauginama

‘
ji
‘
Xk − a pirmuoju

laipsniu. Taigi lieka tik dėmenys pavidalo M(Xk − a)4 ir M(Xk − a)2 (Xl −
−a)2 (k 6= l). Pirmojo pavidalo dėmenu

‘
yra n, o antrojo 3n(n− 1). Turime

M
( n∑
k=1

(Xk = a)
)4

= nM(X1 − a)4 + 3n(n− 1)D2X1.

Iš Bjenemė–Čebyšovo nelygybės ǐsplaukia

P
(∣∣∣Sn

n
− a
∣∣∣ ≥ ε

)
≤ M(X1 − a)4

n3ε4
+

3(n− 1)D2X1

n3ε4
.

Lieka pritaikyti 1 lema
‘
. ut

Išvada (Borelio teorema.) Sakykime, turime Bernulio eksperimentu
‘

schema
‘
. Atlikus bet kuri

‘
eksperimenta

‘
, i

‘
vykis A gali i

‘
vykti su tikimybe p.

Pažymėkime κn i
‘
vykiu

‘
A skaičiu

‘
, atlikus n eksperimentu

‘
. Tada
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P
(κn
n
−−−−−→
n→∞

p
)

= 1.

I
‘

r o d y m a s. Tarkime, kad Xk yra atsitiktiniai dydžiai, nusakyti
3.2 teoremos 2 ǐsvados i

‘
rodyme. Tie dydžiai turi vidurkius p ir visu

‘
eiliu

‘
momentus. Todėl galime taikyti 1 teorema

‘
. ut

Apibendrinsime 1 teorema
‘
. Joje buvo reikalaujama, kad atsitiktiniai

dydžiai būtu
‘

vienodai pasiskirste
‘

ir turėtu
‘

ketvirtuosius momentus. Dabar
reikalausime, kad dydžiai turėtu

‘
tik antruosius momentus, be to, jie gali būti

ir nevienodai pasiskirste
‘
.

2 (Kronekerio1) lema. Jei realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

eilutė

∞∑
k=1

xk

konverguoja, o {bn} – neaprėžtai didėjanti teigiamu
‘

skaičiu
‘

seka, tai

b−1
n

n∑
k=1

bkxk −−−−−→
n→∞

0.

I
‘
r o d y m a s. Imkime

rn =
∞∑
k=n

xk

ir parinkime toki
‘
n0 = n0(ε), kad būtu

‘
|rn| < ε/3, kai n ≥ n0. Pažymėje

‘
b0 = 0, turime

1
bn

n∑
k=1

bkxk =
1
bn

n∑
k=1

bk(rk − rk+1) =
1
bn

n∑
k=1

rk(bk − bk−1)− rn+1.

Jei
max
k≥1

|rk| = A,

tai
1
bn

∣∣∣ n∑
k=1

bkxk

∣∣∣ ≤ Abn0

bn
+

2ε
3
,

kai n > n0. Dabar parinkime toki
‘
n1 > n0, kad būtu

‘
Abn0/bn ≤ ε/3. Tada

1 Leopold Kronecker (1823–1891) – vokiečiu
‘
matematikas.
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1
bn

∣∣∣ n∑
k=1

bkxk

∣∣∣ < ε,

kai n > n1. ut
2 teorema. Jei {Xn} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, turintys

dispersijas, {bn} – neaprėžtai didėjanti teigiamu
‘

skaičiu
‘

seka ir eilutė

∞∑
k=1

DXk

b2k

konverguoja, tai
P
(
b−1
n (Sn −MSn)−−−−−→

n→∞
0
)

= 1.

I
‘

r o d y m a s. Atsitiktiniai dydžiai (Xk −MXk)/bk turi vidurkius 0
ir dispersijas DXk/b

2
k. Todėl jiems pritaikoma 4.1 lema, ǐs kurios ǐsplaukia,

kad eilutė ∞∑
k=1

Xk −MXk

bk

konverguoja su tikimybe 1. Teoremos teiginys ǐsplaukia ǐs 2 lemos. ut
Paminėsime du atskirus atvejus.

1 ǐsvada. Jei {Xn} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, turintys dis-
persijas, ir eilutė

∞∑
k=1

DXk

k2

konverguoja, tai
P
(
n−1(Sn −MSn)−−−−−→

n→∞
0
)

= 1.

2 ǐsvada. Jei {Xn} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
‘

atsitiktiniai
dydžiai, turintys vidurkius a ir dispersijas, tai

P (n−1Sn−−−−−→
n→∞

a) = 1.

Pasirodo, kad 2 ǐsvados teiginys, kaip ir silpnasis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis,

yra teisingas ir tuo atveju, kai reikalaujama tik vidurkio egzistavimo.
I
‘
rodysime pagalbini

‘
teigini

‘
.

3 lema. Jei {Xn} yra vienodai pasiskirste
‘

nepriklausomi atsitiktiniai
dydžiai, tai nelygybės |Xn| > n yra teisingos be galo dideliam indeksu

‘
n

skaičiui su tikimybe 0, kai MX1 egzistuoja, ir su tikimybe 1, kai M |X1| = ∞.
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I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime F (x) dydžio Xn pasiskirstymo funkcija

‘
,

cn =
∫
n<|x|≤n+1

dF (x) (n = 1, 2, ...),

An = {|Xn| > n} (n = 1, 2, ...).

I
‘
vykio An tikimybė yra

P (An) = P (|Xn| > n) =
∫
|x|>n

dF (x) =
∞∑
k=n

ck.

Šia
‘

lygybe
‘

sumuojame pagal visus natūraliuosius n ir keičiame sumavimo
tvarka

‘

(1)
∞∑
k=1

P (An) =
∞∑
n=1

∞∑
k=n

ck =
∞∑
k=1

k∑
n=1

ck =
∞∑
k=1

kck.

I
‘
vertinsime ši

‘
reǐskini

‘
ǐs viršaus ir ǐs apačios. Susumave

‘
nelygybes

kck ≤
∫
k<|x|≤k+1

|x|dF (x) ≤ (k + 1)ck

pagal visus k, gauname
∞∑
k=1

kck ≤
∫
|x|>1

|x|dF (x) ≤
∞∑
k=1

(k + 1)ck,

t. y.
∞∑
n=1

P (An) ≤
∫
|x|>1

|x|dF (x) ≤
∞∑
n=1

P (An) +
∫
|x|>1

dF (x).

Iš čia ǐsplaukia, kad (1) eilutė konverguoja tada ir tik tada, kai MX1 egzis-
tuoja. Lieka pritakyti Borelio–Kantelio lema

‘
. ut

4 lema. Jei seka xn konverguoja i
‘
x, kai n→∞, tai ir

n−1
n∑
k=1

xk → x,

kai n→∞.
I
‘

r o d y m a s. Pažymėkime yn = xn − x. Tada yn → 0, kai n → ∞.
Kiekvienam ε > 0 galima rasti toki

‘
n0 = n0(ε), kad būtu

‘
|yn| < ε, kai n > n0.

Turime
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∣∣∣n−1
n∑
k=1

yk

∣∣∣ = ∣∣∣n−1
n0∑
k=1

yk + n−1
n∑

k=n0+1

yk

∣∣∣ ≤
≤ n−1

n0∑
k=1

|yk|+ ε(n− n0)/n.

Vadinasi,

lim sup
n→∞

∣∣∣n−1
n∑
k=1

yk

∣∣∣ ≤ ε.

Iš čia

n−1
n∑
k=1

yk −−−−−→
n→∞

0. ut

3 (Kolmogorovo) teorema. Tarkime, kad {Xn} yra vienodai pasiskirste
‘

nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. Jei dydžiai Xn turi vidurkius a, tai

(2) P (n−1Sn−−−−−→
n→∞

a) = 1.

Jei M |Xn| = ∞, tai su tikimybe 1 seka Sn/n nėra konverguojanti.
I
‘

r o d y m a s. 1. Nagrinėsime atveji
‘
, kai dydžiai Xn turi vidurki

‘
.

Pažymėkime

Yn =
{
Xn, kai |Xn| ≤ n,
0, kai |Xn| > n,

Zn = Xn − Yn.

Tirsime dydžius Yn. Pažymėkime F (x) dydžio Xn pasiskirstymo funkcija
‘
.

Tada
DYn = MY 2

n −M2Yn ≤MY 2
n =

∫
|x|≤n

x2dF (x).

Iš čia ∞∑
n=1

n−2DYn ≤
∞∑
n=1

n−2

∫
|x|≤n

x2dF (x) =

=
∞∑
n=1

n−2
n∑
k=1

∫
k−1<|x|≤k

x2dF (x) =

=
∞∑
k=1

∫
k−1<|x|≤k

x2dF (x)
∞∑
n=k

n−2.

Tačiau ∞∑
n=k

n−2 < k−2 +
∫ ∞

k

y−2dy = k−2 + k−1 ≤ 2k−1.
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Todėl
∞∑
n=1

n−2DYn ≤ 2
∞∑
k=1

∫
k−1<|x|≤k

|x|dF (x) = 2
∫ ∞

−∞
|x|dF (x).

Pagal 2 teoremos 1 ǐsvada
‘

P
(
n−1

n∑
k=1

(Yk −MYk)−−−−−→
n→∞

0
)

= 1.

Kadangi MYn → a, kai n→∞, tai pagal 4 lema
‘

n−1
n∑
k=1

MYk → a,

kai n→∞. Vadinasi,

(3) P
(
n−1

n∑
k=1

Yk −−−−−→
n→∞

a
)

= 1.

Tikimybė, kad Zn 6= 0 be galo dideliam indeksu
‘
n skaičiui, lygi tiki-

mybei, kad |Xn| > n be galo dideliam indeksu
‘

skaičiui. Pagal 3 lema
‘

ta
tikimybė lygi 0. Todėl

P
(
n−1

n∑
k=1

Zk −−−−−→
n→∞

0
)

= 1.

Iš (3) ǐsplaukia (2).
2. Nagrinėsime atveji

‘
, kai M |Xn| = ∞. Tarkime, kad seka n−1Sn konver-

guoja teigiamo tikimybinio mato aibėje. Pagal nulio ir vieneto dėsni
‘
ji turi

konverguoti su tikimybe 1. Kadangi

Xn

n
=
Sn
n
− n− 1

n
· Sn−1

n− 1
,

tai Xn/n → 0 su tikimybe 1. Tačiau pastarasis teiginys pagal 3 lema
‘

prieštarauja prielaidai M |Xn| = ∞. ut

6. KARTOTINIO LOGARITMO DĖSNIS

Gri
‘
šime prie 5.2 teoremos. Jei Xn yra vienodai pasiskirste

‘
nepriklausomi

atsitiktiniai dydžiai, turintys vidurkius (kad būtu
‘
paprasčiau, laikysime juos

lygiais 0) ir dispersijas, tai paėme
‘
bn = n1/2 lnn, gauname
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P
( Sn√

n lnn
−−−−−→
n→∞

0
)

= 1.

Vadinasi, beveik visiems ω ir kiekvienam ε > 0 galima rasti toki
‘
n0 =

= n0(ε, ω), kad būtu
‘

−ε
√
n lnn < Sn < ε

√
n lnn,

kai n ≥ n0.
Ši

‘
teigini

‘
galima sustiprinti. Tuo reikalu i

‘
rodysime vadinama

‘
ji
‘
kartotinio

logaritmo dėsni
‘
.

1 lema. Visiems neneigiamiems x

1 + x ≥ ex(1−x).

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

f(x) = ex(1−x) − 1− x.

Apskaičiave
‘
pirma

‘
sias dvi ǐsvestines

f ′(x) = ex−x
2
(1− 2x)− 1,

f ′′(x) = ex−x
2
{(1− 2x)2 − 2},

matome, kad f ′(0) = 0, f ′(x) < 0, kai x ≥ 1, ir f ′′(x) < 0, kai 0 ≤ x ≤ 1.
Vadinasi, f ′(x) ≤ 0 visiems x ≥ 0. Todėl

f(x) ≤ f(0),

kai x ≥ 0. Tai ir yra reikiama nelygybė. ut
Toliau 2–6 lemose X1, X2, ... yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste

‘
atsi-

tiktiniai dydžiai, tenkinantys sa
‘
lyga

‘
P (|Xk| ≤ K) = 1 su kuria nors konstanta

K, turintys vidurkius MXk = 0 ir dispersijas DXk = σ2.

2 lema.

P (Sn ≥ y) ≤ exp
{
− y2

2nσ2

(
1− Ky

nσ2

)}
,

kai 0 ≤ y ≤ 2nσ2K−1, ir

P (Sn ≥ y) ≤ exp(−yK−1/8),

kai y ≥ nσ2K−1/2.

I
‘

r o d y m a s. Paėme
‘

bet kuri
‘

neneigiama
‘
x, ǐs Bjenemė–Čebyšovo

nelygybės gauname
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(1) P (Sn ≥ y) = P (exSn ≥ exy) ≤ e−xyMexSn .

I
‘
vertinsime vidurki

‘
MexSn . Iš V.9.16 teoremos ǐsplaukia lygybė

MexX1 = M
∞∑
r=0

xrXr
1

r!
= 1 +

1
2
x2σ2 +

∞∑
r=3

xrMXr
1

r!
.

Pasinaudoje
‘
nelygybe

|MXr
1 | ≤ Kr−2MX2

1 = Kr−2σ2 (r ≥ 3),

kai x ≤ 2K−1, gauname

MexX1 ≤ 1 +
1
2
σ2x2 +

∞∑
r=3

Kr−2xrσ2

r!
≤

≤ 1 +
1
2
σ2x2 +

σ2

3!
Kx3

1− Kx
3

≤

≤ 1 +
1
2
σ2x2(1 +Kx).

Pagal 1.2 lema
‘

MexX1 ≤ exp
{1

2
σ2x2(1 +Kx)

}
.

Kadangi atsitiktiniai dydžiai X1, ..., Xn yra nepriklausomi ir vienodai pasi-
skirste

‘
, tai

MexSn = MnexX1 ,

vadinasi,

MexSn ≤ exp
{1

2
nσ2x2(1 +Kx)

}
.

I
‘
raše

‘
ši
‘
i
‘
verti

‘
i
‘
(1), gauname nelygybe

‘

(2) P (Sn ≥ y) ≤ exp
{1

2
nσ2x2(1 +Kx)− xy

}
.

Ja
‘
i
‘
rodinėdami, darėme prielaida

‘
0 ≤ x ≤ 2K−1.

Imkime x = n−1σ−2y. Kai 0 ≤ y ≤ 2nσ2K−1, sa
‘
lyga 0 ≤ x ≤ 2K−1 yra

tenkinama. Tada ǐs (2) gauname pirma
‘
ji
‘
lemos i

‘
verti

‘
.

Imkime x = K−1/2. Kai y ≥ nσ2K−1/2, ǐs (2) ǐsplaukia

P (Sn ≥ y) ≤ exp
{
xy
(nσ2x(1 +Kx)

2y
− 1
)}

≤

≤ exp
(
−1

4
xy
)

= exp
(
− y

8K

)
. ut
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3 lema. Bet kuriam x ≥ 0

P (max
k≤n

Sk ≥ x) ≤ 2P (Sn ≥ x−
√

2nσ2).

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

A = {max
k≤n

Sk ≥ x},

Ak = {Sr < x (r = 1, ..., k − 1), Sk ≥ x} (k = 2, ..., n),

A1 = {S1 ≥ x}.

I
‘
vykiai Ak yra nesutaikomi, ju

‘
sa

‘
junga lygi A. Todėl

P (A) =
n∑
k=1

P (Ak).

Nagrinėkime lygybe
‘

(3)
P (A) = P (A ∩ {Sn ≥ x−

√
2nσ2})+

+ P (A ∩ {Sn < x−
√

2nσ2}).

Pirmasis dešinės pusės narys yra ne didesnis už

P (Sn ≥ x−
√

2nσ2).

I
‘
vertinsime antra

‘
ji
‘
. Aǐsku,

P (Ak ∩ {Sn < x−
√

2nσ2}) ≤ P (Ak ∩ {|Sn − Sk| >
√

2nσ2}).

I
‘
vykiai Ak ir {|Sn − Sk| >

√
2nσ2} yra nepriklausomi. Todėl

P (Ak ∩ {Sn < x−
√

2nσ2}) ≤ P (Ak)P (|Sn − Sk| >
√

2nσ2).

Iš Bjenemė–Čebyšovo nelygybės ǐsplaukia

P (|Sn − Sk| >
√

2nσ2) ≤ D(Sn − Sk)
2nσ2

=
(n− k)σ2

2nσ2
<

1
2
,

vadinasi,

P (Ak ∩ {Sn < x−
√

2nσ2}) ≤ 1
2
P (Ak).

Susumuojame pastara
‘
ja

‘
nelygybe

‘
pagal visus k ir gauta

‘
ja

‘
nelygybe

‘
i
‘
rašome

i
‘
(3). Gauname
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai

P (A) ≤ P (Sn ≥ x−
√

2nσ2) +
1
2
P (A). ut

4 lema.

P
(
lim sup

n

|Sn|√
2nσ2 ln lnn

≤ 1
)

= 1.

I
‘

r o d y m a s. Imkime bet kuria
‘

teigiama
‘

konstanta
‘
γ ir bet kuria

‘
konstanta

‘
c, didesne

‘
už 1. Pažymėkime

x(n) =
√

2nσ2 ln lnn,

nk = [(1 + γ)k].

Pagal 3 lema
‘

P
(
max
r≤nk

Sr ≥ cx(nk)
)
≤

≤ 2P
(
Snk

≥ cx(nk)−
√

2nkσ2
)
≤

≤ 2P
(
Snk

≥ cx(nk)(1− ε)
)
,

kai ε > 0 – bet koks teigiamas skaičius ir k ≥ k0(ε). Remiamės 2 lemos
pirma

‘
ja nelygybe. Gauname, kad kiekvienam ε1 > 0

P
(
max
r≤nk

Sr ≥ cx(nk)
)
≤ 2 exp{−c2(1− ε1) ln lnnk},

kai k ≥ k1 yra pakankamai didelis. Tačiau

ln lnnk = ln k +O(1).

Todėl eilutė
∞∑

k≥k1

P
(
max
r≤nk

Sr ≥ cx(nk)
)
≤ 2

∞∑
k=1

k−c
2(1−ε1)eO(1)

konverguoja. Iš Borelio–Kantelio lemos ǐsplaukia, kad su tikimybe 1 visiems
pakankamai dideliems k teisinga nelygybė

max
r≤nk

Sr < cx(nk),

vadinasi, su tikimybe 1 visiems pakankamai dideliems k ir visiems r, nk−1 ≤
≤ r < nk teisinga nelygybė

Sr√
2rσ2 ln ln r

≤ cx(nk)√
2nk−1σ2 ln lnnk−1

.
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Pastarosios nelygybės dešinioji pusė konverguoja i
‘
c(1 + γ)1/2, kai k neap-

rėžtai didėja. Todėl kiekvienam η > 0 ir visiems pakankamai dideliems r su
tikimybe 1

Sr√
2rσ2 ln ln r

≤ c
√

1 + γ(1 + η).

Kiekvienas ǐs dydžiu
‘
c, 1 + γ, 1 + η gali būti parinktas kiek norima artimas

1. Todėl visiems δ > 0 ir visiems pakankamai dideliems n

P
(
Sn ≤ (1 + δ)x(n)

)
= 1.

Pakeite
‘
dydžius Xk dydžiais −Xk, gauname, kad visiems δ > 0 ir visiems

pakankamai dideliems n

P
(
−Sn ≤ (1 + δ)x(n)

)
= 1. ut

5 lema. Jei realieji skaičiai an tenkina sa
‘
lygas

an
n
→ 0,

an√
n
→∞,

kai n→∞, tai kiekvienam ε > 0 ir pakankamai dideliems n

P (Sn ≥ an) > exp
{
− a2

n

2nσ2
(1 + ε)

}
.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėje

‘

P (Sn ≥ y) = G(y)

ir paėme
‘
bet kuri

‘
teigiama

‘
skaičiu

‘
x, turime

MexSn =
∫ ∞

−∞
exyd

(
1−G(y)

)
= −

∫ ∞

−∞
exydG(y).

Kadangi G(y) = 0, kai y yra pakankamai didelis (kai y > nK), tai, integruo-
dami dalimis, gauname

MexSn = −exyG(y)
∣∣∞
−∞ + x

∫ ∞

−∞
exyG(y)dy = x

∫ ∞

−∞
exyG(y)dy.

Imkime bet koki
‘

maža
‘

fiksuota
‘

teigiama
‘

skaičiu
‘
δ. Pažymėje

‘
y1 =

= nxσ2(1 − δ), y2 = nxσ2(1 + δ), suskaidykime integravimo sriti
‘
i
‘
penkias

sritis
(−∞, 0), [0, y1), [y1, y2), [y2, 8nxσ2), [8nxσ2,∞).

Integralus tose srityse ǐs eilės pažymėkime I1, ..., I5. Gausime
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(4) MexSn = x(I1 + I2 + I3 + I4 + I5).

I
‘
vertinsime juos ǐs viršaus.

Lengviausiai i
‘
vertinamas pirmasis integralas

(5) xI1 = x

∫ 0

−∞
exyG(y)dy ≤ x

∫ 0

−∞
exydy = 1.

Penkta
‘
ji
‘
integrala

‘
i
‘
vertinsime, remdamiesi 2 lema. Kai y ≥ 1/2nσ2K−1,

pakankamai mažiems x pagal 2 lemos antra
‘
ji
‘
i
‘
verti

‘

G(y) ≤ exp
(
−1

8
yK−1

)
≤ e−2xy,

o kai 0 < y ≤ 1/2nσ2K−1, pakankamai mažiems x ir pakankamai dideliems
n, remiantis 2 lemos pirmuoju i

‘
verčiu,

G(y) ≤ exp
{
− y2

2nσ2

(
1− Ky

nσ2

)}
≤ exp

(
− y2

4nσ2

)
≤ e−2xy.

Todėl

(6) xI5 = x

∫ ∞

8nxσ2
exyG(y)dy ≤ x

∫ ∞

0

e−xydy = 1.

Panagrinėsime pointegraline
‘
funkcija

‘
intervale 0 ≤ y ≤ 8nxσ2. Kai x yra

pakankamai mažas, vėl galime remtis 2 lema, pagal kuria
‘

exyG(y) ≤ exp
{
xy − y2

2nσ2
(1− β)

}
= eψ(y);

čia β – kiek norima mažas teigiamas skaičius, kai x pakankamai mažas.
Funkcija ψ(y) turi vieninteli

‘
maksimuma

‘
taške

nσ2x

1− β
.

Pakankamai mažiems β tas skaičius yra intervale (y1, y2). I
‘
vertinsime

funkcija
‘
ψ(y) to intervalo galuose. Kai β yra pakankamai mažas,

ψ
(
nxσ2(1± δ)

)
=

1
2
nx2σ2(1± δ){2− (1± δ)(1− β)} =

=
1
2
nx2σ2(1± δ){1∓ δ + (1± δ)β} =

=
1
2
nxσ2{1− δ2 + (1± δ)2β} < 1

2
nx2σ2(1− δ2/2).

Iš čia
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(7) xI2 ≤ xy1ψ(y1) < nx2σ2 exp
{1

2
nx2σ2(1− δ2/2)

}
ir

(8) xI4 ≤ 8nx2σ2ψ(y2) < 8nx2σ2 exp
{1

2
nx2σ2(1− δ2/2)

}
.

Parinksime

(9) x =
an

nσ2(1− δ)
.

Iš lemos sa
‘
lygu

‘
ǐsplaukia, kad x yra kiek norima mažas, kai n pakankamai

didelis.
I
‘
vertinsime paskutini

‘
integrala

‘
. Turime

(10)
xI3 ≤ x(y2 − y1)exy2G(y1) =

= 2nx2σ2δ exp{nx2σ2(1 + δ)}P (Sn ≥ an).

(5), (6), (7), (8), (10) sa
‘
ryšius i

‘
raše

‘
i
‘

(4) ir atsižvelge
‘

i
‘

(9) bei lemos
sa

‘
lygas, gauname

(11)
MexSn < exp

{1
2
nx2σ2(1− δ2/3)

}
+

+ exp{nx2σ2(1 + 2δ)}P (Sn ≥ an),

kai n pakankamai didelis.
I
‘
vertinsime šios nelygybės kairiosios pusės nari

‘
ǐs apačios. Kaip ir 2 lemos

i
‘
rodyme, pakankamai mažiems x

MexX1 = M
∞∑
r=0

xrXr
1

r!
= 1 +

1
2
x2σ2 +

∞∑
r=3

xr

r!
MXr

1 ≥

≥ 1 +
1
2
x2σ2 +

∞∑
r=3

xr

r!
Kr−2σ2 ≥

≥ 1 +
1
2
x2σ2

{
1−

∞∑
r=3

(Kx
3

)r−2}
≥

≥ 1 +
1
2
x2σ2(1−Kx).

Pasinaudoje
‘
1 lema, gauname

MexX1 ≥ exp
{1

2
x2σ2(1−Kx)

[
1− 1

2
x2σ2(1−Kx)

]}
≥

≥ exp
{1

2
x2σ2(1− γ)

}
;
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čia γ yra kiek norima mažas teigiamas skaičius, kai x pakankamai mažas.
Iš čia

MexSn ≥ exp
{1

2
nx2σ2(1− γ)

}
.

Kai γ < δ2/3, ǐs pastarosios ir (11) nelygybiu
‘

pakankamai dideliems n
gauname

exp{nx2σ2(1 + 2δ)}P (Sn ≥ an) >
1
2

exp
{1

2
nx2σ2(1− γ)

}
.

Pagaliau

P (Sn ≥ an) >
1
2

exp
{
− a2

n

2nσ2(1− δ)2
(1 + γ + 2δ)

}
>

> exp
{
− a2

n

2nσ2
(1 + ε)

}
kiekvienam ε > 0, kai n pakankamai didelis. ut

6 lema.
P
(
lim sup

n

Sn√
2nσ2 ln lnn

≥ 1
)

= 1.

I
‘
r o d y m a s. Imkime kokius nors skaičius L > 1 ir c < 1. Pažymėkime

a(n) =
√

2nσ2 ln lnn,

nk = [Lk] (k = 1, 2, ...).

Tirsime i
‘
vykius

Ak = {Snk
− Snk−1 ≥ ca(nk − nk−1)}.

Iš 5 lemos kiek norima mažiems ε > 0 ir pakankamai dideliems k ǐsplau-
kia, kad

P (Ak) > exp{−c2(1 + ε) ln ln(nk − nk−1)} ≥ exp{−c2(1 + ε)2 ln k}.

Jei ε tenkina sa
‘
lyga

‘
c(1 + ε)2 < 1, tai eilutė

∞∑
k=1

P (Ak)

diverguoja. Iš Borelio–Kantelio lemos ǐsplaukia, kad su tikimybe 1 be galo
dideliam indeksu

‘
k skaičiui

Snk
≥ c
√

2σ2(nk − nk−1) ln ln(nk − nk−1) + Snk−1 .
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Pagal 4 lema
‘
visiems pakankamai dideliems k

Snk−1 > −2
√

2σ2nk−1 ln lnnk−1.

Lengva patikrinti, kad

nk−1 ln lnnk−1 ∼ Lk−1 ln k ∼ L−1nk ln lnnk,

(nk − nk−1) ln ln(nk − nk−1) ∼
(
1− 1

L

)
Lk ln k ∼

∼
(
1− 1

L

)
nk ln lnnk.

Todėl, imant bet kuri
‘
δ > 0, su tikimybe 1 be galo dideliam indeksu

‘
skaičiui

k bus teisingos nelygybės

Snk
>
√

2nkσ2 ln lnnk
(
c

√
1− 1

L
− 2L

−1/2
)
(1− δ).

Skaičius c < 1, L > 1 ir δ > 0 galima parinkti taip, kad pastarieji daugi-
namieji būtu

‘
kiek norima artimi 1. Taigi lema i

‘
rodyta. ut

Iš 4 ir 6 lemu
‘
ǐsplaukia šitoks teiginys.

1 teorema (kartotinio logaritmo dėsnis). Sakykime, {Xn} yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste

‘
atsitiktiniai dydžiai, tenkinantys sa

‘
lyga

‘
P (|Xn| ≤ K) = 1 su kuria nors konstanta K, turintys vidurkius MXn = 0 ir
dispersijas DXk = σ2 > 0. Pažymėkime Sn = X1 + ...+Xn. Teisinga lygybė

P
(
lim sup

n

Sn√
2nσ2 ln lnn

= 1
)

= 1.

Yra ir daug bendresniu
‘

rezultatu
‘
. Šiek tiek apibendrine

‘
1 teoremos

i
‘
rodyma

‘
, galime gauti Kolmogorovo kartotinio logaritmo dėsni

‘
.

2 (Kolmogorovo) teorema. Sakykime, {Xn} yra nepriklausomi atsi-
tiktiniai dydžiai, turintys dispersijas ir vidurkius MXn = 0. Pažymėkime
Sn = X1 + ...+Xn. Jei egzistuoja seka tokiu

‘
konstantu

‘
{Kn}, kad

Kn = o
( DSn√

ln lnDSn

)
,

P (|Xn| ≤ Kn) = 1,

tai
P
(
lim sup

n

Sn√
2DSn ln lnDSn

= 1
)

= 1.

Bendresniu
‘
rezultatu

‘
galima rasti [28] knygoje.
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7. SILPNASIS KONVERGAVIMAS

Susipažinsime dar su vienu atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
konvergavimo tipu. Natūralu

i
‘
vesti tokia

‘
konvergavimo sa

‘
voka

‘
, kad ǐs atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos {Xn} kon-

vergavimo i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X ǐsplauktu

‘
dydžiu

‘
Xn generuotu

‘
tikimybiniu

‘
matu

‘
konvergavimas i

‘
dydžio X generuota

‘
tikimybini

‘
mata

‘
. Kadangi tarp

generuotu
‘
tikimybiniu

‘
matu

‘
ir pasiskirstymo funkciju

‘
yra abipus vienareikšmė

atitiktis, tai ta
‘
nauja

‘
ji
‘
konvergavima

‘
galima nusakyti pasiskirstymo funkciju

‘
terminais.

Paprasčiausia reikalauti, kad pasiskirstymo funkciju
‘
seka {FXn

(x)} kon-
verguotu

‘
i
‘
FX(x) visuose taškuose x ∈ R. Tačiau toks konvergavimas būtu

‘
per siauras. Imkime, pavyzdžiui, atsitiktinius dydžius Xn = −1/n (n =
= 1, 2, ...) ir X ≡ 0. Atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn} konverguoja i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X. Pažiūrėsime, kaip yra su atitinkamomis pasiskirstymo funkcijomis.

Funkcija FXn(x) = 0, kai x ≤ −1/n, ir FXn(x) = 1, kai x > −1/n; funkcija
FX(x) = 0, kai x ≤ 0, ir FX(x) = 1, kai x > 0. Vadinasi, FXn

(x) konverguoja
i
‘
FX(x) visiems x, ǐsskyrus x = 0, kuris yra ribinės pasiskirstymo funkci-

jos trūkio taškas. Galima būtu
‘

ǐsnagrinėti ir daugiau pavyzdžiu
‘
, kai ribinė

pasiskirstymo funkcija turi trūkio tašku
‘
. Iš ju

‘
ǐsplauktu

‘
, kad tikslinga i

‘
vesti

bendresne
‘
pasiskirstymo funkciju

‘
konvergavimo sa

‘
voka

‘
: nereikalauti, kad pa-

siskirstymo funkciju
‘
seka konverguotu

‘
ribinės pasiskirstymo funkcijos trūkio

taškuose.
Sakysime, kad atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn} konverguoja pagal pasiskirs-

tyma
‘

i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X, jei tu

‘
dydžiu

‘
pasiskirstymo funkciju

‘
seka FXn

konverguoja i
‘

pasiskirstymo funkcija
‘
FX visuose jos tolydumo taškuose.

Šiuo atveju galime kalbėti apie silpna
‘
ji
‘
pasiskirstymo funkciju

‘
konvergavima

‘
.

Tiesa, matematinėje analizėje silpnasis funkciju
‘

konvergavimas nusakomas
šiek tiek kitaip. Tačiau vėliau matysime, kad tas konvergavimas yra ekviva-
lentus čia aprašytajam.

Palyginsime konvergavima
‘
pagal pasiskirstyma

‘
su konvergavimais pagal

tikimybe
‘

ir su tikimybe 1. Apie konvergavima
‘

pagal pasiskirstyma
‘

galima
kalbėti ir tada, kai atsitiktiniai dydžiai Xn yra apibrėžti skirtingose tikimy-
binėse erdvėse, tuo tarpu apie kitus du konvergavimus tada kalbėti nėra
prasmės.

1 teorema. Jei atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} konverguoja i
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X pagal tikimybe

‘
, tai ta seka konverguoja i

‘
X ir pagal pasiskirstyma

‘
.

I
‘
r o d y m a s. Bet kuriems realiesiems skaičiams x ir x1

{X < x1} = {Xn < x, X < x1} ∪ {Xn ≥ x,X < x1} ⊂
⊂ {Xn < x} ∪ {Xn ≥ x, X < x1}.

Todėl
FX(x1) ≤ FXn

(x) + P (Xn ≥ x, X < x1).
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Kadangi Xn konverguoja pagal tikimybe
‘
i
‘
X, tai visiems x1 < x

P (Xn ≥ x, X < x1) ≤ P (|Xn −X| ≥ x− x1) → 0,

kai n→∞, vadinasi,
FX(x1) ≤ lim inf

n
FXn(x),

kai x1 < x. Sukeite
‘
vietomis X ir Xn bei x ir x1 analogǐskai gauname, kad

visiems x < x1

lim sup
n

FXn
(x) ≤ FX(x1).

Todėl
FX(x′1) ≤ lim inf

n
FXn

(x) ≤ lim sup
n

FXn
(x) ≤ FX(x′′),

kai x′ < x < x′′. Jei x yra funkcijos F tolydumo taškas, tai, paskutinėje
nelygybėje paėme

‘
x′ ↗ x, x′′ ↘ x, gauname

FXn
(x) → F (x),

kai n→∞. ut
Atkreipsime dėmesi

‘
: jei Xn konverguoja i

‘
X pagal pasiskirstyma

‘
, tai ǐs

to dar neǐsplaukia, kad Xn konverguoja i
‘
X pagal tikimybe

‘
. Tai matyti ǐs

šitokio pavyzdžio. Tarkime, kad X ir Y yra vienodai pasiskirste
‘
atsitiktiniai

dydžiai, bet X(ω) ir Y (ω) nesutampa beveik visiems ω ∈ Ω. Imkime seka
‘

atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
Xn = Y (n = 1, 2, ...). Tada Xn konverguoja i

‘
X pagal

pasiskirstyma
‘
, bet nekonverguoja i

‘
X pagal tikimybe

‘
.

Nurodysime atskira
‘
atveji

‘
, kai abu konvergavimai yra ekvivalentūs.

2 teorema. Atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn} konverguoja pagal tikimybe
‘

i
‘

ǐssigimusi
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
X, P (X = c) = 1, tada ir tik tada, kai ta seka

konverguoja i
‘
X pagal pasiskirstyma

‘
.

I
‘
r o d y m a s. Jei seka Xn konverguoja i

‘
X pagal tikimybe

‘
, tai pagal

1 teorema
‘
ji konverguoja i

‘
X ir pagal pasiskirstyma

‘
.

Tarkime, kad seka Xn konverguoja i
‘
X pagal pasiskirstyma

‘
. Pastebėsime,

kad dydžio X pasiskirstymo funkcija yra

ε(x− c) =
{ 1, kai x > c,

0, kai x ≤ c.

Todėl kiekvienam δ > 0

P (|Xn −X| ≥ δ) ≤ P (Xn < c− δ/2) + P (Xn ≥ c+ δ) =
= FXn(c− δ/2) + 1− FXn(c+ δ)−−−−−→

n→∞
0. ut

Remdamiesi bendrosiomis matematinės analizės koncepcijomis, silpna
‘
ji
‘

pasiskirstymo funkciju
‘

konvergavima
‘

apibrėšime šitaip. Tarkime, kad F
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ir Fn (n = 1, 2, ...) yra pasiskirstymo funkcijos. Jei kiekvienai aprėžtai
tolydžiajai funkcijai g, apibrėžtai visoje realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
tiesėje,∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) →

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x),

tai sakome, kad seka Fn konverguoja silpnai i
‘
F . I

‘
rodysime, kad šis kon-

vergavimas yra ekvivalentus ankstesniajam. Kartu i
‘
rodysime ir keleta

‘
kitu

‘
teiginiu

‘
, kurie mums pravers toliau.

Nagrinėsime nemažėjančias funkcijas, apibrėžtas realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
tiesėje;

ju
‘
klasė yra platesnė už pasiskirstymo funkciju

‘
.

3 teorema. Nemažėjančiu
‘

funkciju
‘

seka Fn konverguoja i
‘

kokia
‘

nors
(nemažėjančia

‘
) funkcija

‘
F jos tolydumo taškuose tada ir tik tada, kai ta seka

konverguoja i
‘
F kokioje nors tašku

‘
aibėje, tirštoje visoje tiesėje.

I
‘

r o d y m a s. Sa
‘
lygos būtinumas yra trivialus, nes nemažėjančios

funkcijos F trūkio tašku
‘
aibė yra baigtinė, arba skaiti (plg. II.2.5 teoremos

i
‘
rodyma

‘
). I

‘
rodysime sa

‘
lygos pakankamuma

‘
. Tarkime, kad Fn konverguoja

i
‘
F visur tirštoje aibėje D. Imkime bet kuri

‘
F tolydumo taška

‘
x0 ir bet

kuriuos aibės D taškus x′ ir x′′, tenkinančius sa
‘
lyga

‘
x′ < x0 < x′′. Tada

kiekvienam n
Fn(x′) ≤ Fn(x0) ≤ Fn(x′′).

Iš čia ir ǐs teoremos sa
‘
lygu

‘
ǐsplaukia

F (x′) = lim
n→∞

Fn(x′) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x0) ≤

≤ lim sup
n→∞

Fn(x0) ≤ lim
n→∞

Fn(x′′) = F (x′′).

Kadangi aibė D yra visur tiršta, tai taškus x′ ir x′′ galime parinkti kiek
norima artimus taškui x0. Todėl

F (x0 − 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x0) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x0) ≤ F (x0 + 0).

x0 yra F (x) tolydumo taškas, todėl F (x0−0) = F (x0+0) = F (x0). Vadinasi,
Fn(x0) konverguoja i

‘
F (x0). ut

4 (Helio1 kompaktǐskumo) teorema. Jei Fn (n = 1, 2, ...) yra
nemažėjančios funkcijos, aprėžtos ta pačia konstanta, tai ǐs ju

‘
sekos galima

ǐsskirti poseki
‘
, konverguojanti

‘
i
‘

kokia
‘

nors aprėžta
‘

nemažėjančia
‘

funkcija
‘
F

visuose jos tolydumo taškuose.
I
‘

r o d y m a s. Imkime kokia
‘
nors tiršta

‘
visoje skaičiu

‘
tiesėje skaičia

‘
aibe

‘
D = {x1, x2, ...}, pavyzdžiui, visu

‘
racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
. Duotosios

1 Eduard Helly (1884–1943) – austru
‘
ir amerikiečiu

‘
matematikas.
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funkciju
‘

sekos reikšmiu
‘

taške x1 aibė {Fn(x1)} yra aprėžta. Pagal Bolca-
no1–Vejerštraso2 teorema

‘
ǐs tos sekos galima ǐsskirti konverguojanti

‘
poseki

‘
F1n(x1) (n = 1, 2, ...). Pažymėkime jo riba

‘
F (x1). Dabar imkime funkci-

ju
‘

sekos {F1n(x)} reikšmiu
‘

taške x2 aibe
‘
{F1n(x2)}. Ji, aǐsku, taip pat

aprėžta. Todėl galime ǐsskirti konverguojanti
‘

poseki
‘
F2n(x2). Jo riba

‘
pa-

žymėkime F (x2).
Ši

‘
procesa

‘
galime te

‘
sti neribotai. Taip gausime seku

‘
seka

‘

F11(x), F12(x), F13(x), ...,
F21(x), F22(x), F23(x), ...,
F31(x), F32(x), F33(x), ...,
. . . . . . . . . ...

Sudarykime diagonalia
‘
ja

‘
funkciju

‘
seka

‘

F11(x), F22(x), F33(x), ...

Taške x1 ji konverguos i
‘
F (x1), taške x2 – i

‘
F (x2) ir t. t., taške xk – i

‘
F (xk)

ir t. t.
Vadinasi, seka Fnn(x) konverguos i

‘
F (x) aibėjeD. Funkcija F (x), apibrėž-

ta aibėje D, yra aprėžta ir nemažėjanti. Praplėsime jos apibrėžima
‘
visiems

tiesės taškams, imdami
F (x) = sup

xk≤x
F (xk).

Taip praplėsta funkcija yra aprėžta ir nemažėjanti. Pagal 3 teorema
‘

seka
{Fnn(x)} konverguoja i

‘
F (x) visuose jos tolydumo taškuose. ut

5 (Helio–Brėjaus) teorema. Tarkime, kad funkcijos Fn (n = 1, 2, ...)
yra nemažėjančios ir aprėžtos ta pačia konstanta. Jei seka Fn konverguoja i

‘
funkcija

‘
F jos tolydumo taškuose ir

Fn(−∞) → F (−∞), Fn(∞) → F (∞),

tai kiekvienai tolydžiajai aprėžtai funkcijai g∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) →

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x).

Teoremoje nusakytas funkciju
‘
konvergavimas yra vadinamas pilnuoju. Jei

F bei Fn yra pasiskirstymo funkcijos ir Fn konverguoja i
‘
F jos tolydumo

taškuose, tai Fn pilnai konverguoja i
‘
F .

I
‘

r o d y m a s. Pažymėkime raide C konstanta
‘
, aprėžiančia

‘
funkci-

jas Fn:

1 Bernard Bolzano (1781–1848) – čeku
‘
matematikas ir filosofas.

2 Karl Weierstrass (1815–1897) – vokiečiu
‘
matematikas.
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(1) |Fn(x)| ≤ C (n = 1, 2, ...)

ir

(2) K = sup
−∞<x<∞

|g(x)|.

Paėme
‘
bet koki

‘
ε > 0, parinkime funkcijos F tolydumo taškus a < b su sa

‘
lyga

(3)
∫
R\[a,b)

dF (x) <
ε

6K
.

Funkcija g, tolydi segmente [a, b], jame yra ir tolygiai tolydi. Todėl galime
rasti toki

‘
intervalo [a, b] skaidini

‘
funkcijos F tolydumo taškais xk

a = x0 < x1 < ... < xs = b,

kad kiekviename intervale [xk−1, xk) būtu
‘

|g(x)− g(xk−1)| <
ε

16C
.

Sudarykime funkcija
‘

gε(x) =
s∑

k=1

g(xk−1)1[xk−1,xk)(x).

Visuose intervalo [a, b) taškuose

(4) |g(x)− gε(x)| <
ε

16C
.

Galime rasti toki
‘
dideli

‘
n0, kad visiems n ≥ n0 būtu

‘

(5) |F (xk)− Fn(xk)| <
ε

8Ks
(k = 0, 1, ..., s),

(6)
∫
R\[a,b)

dFn(x) <
ε

3K
.

Teisinga nelygybė

(7)

∣∣∣ ∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x)−

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x)

∣∣∣ ≤
≤
∫
R\[a,b)

|g(x)|dFn(x) +
∫
R\[a,b)

|g(x)|dF (x)+

+
∫

[a,b)

|g(x)− gε(x)|dF (x) +
∣∣∣ ∫

[a,b)

gε(x)dF (x)−

−
∫

[a,b)

gε(x)dFn(x)
∣∣∣+ ∫

[a,b)

|gε(x)− g(x)|dFn(x).
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Pirmieji du dešiniosios pusės nariai pagal (2), (3) ir (6) yra mažesni už

K · ε

3K
+K · ε

6K
=
ε

2
,

trečiasis ir penktasis pagal (4) ir (1) mažesni už

ε

16C
· 2C · 2 =

ε

4
,

o ketvirtasis narys lygus∣∣∣ s∑
k=1

g(xk−1)
(
F (xk)− F (xk−1)

)
−

−
s∑

k=1

g(xk−1)
(
Fn(xk)− Fn(xk−1)

)∣∣∣ =
=
∣∣∣ s∑
k=1

g(xk−1)
(
F (xk)− Fn(xk)

)
−

−
s∑

k=1

g(xk−1)
(
F (xk−1)− Fn(xk−1)

)∣∣∣.
Iš (2) ir (5) ǐsplaukia, kad jis mažesnis už

s ·K ε

8Ks
· 2 =

ε

4
.

Vadinasi, (7) kairės pusės narys yra mažesnis už ε, kai n ≥ n0. ut

6 teorema. Sakykime, F, Fn (n = 1, 2, ...) yra pasiskirstymo funkcijos.
Seka Fn konverguoja i

‘
F visuose F tolydumo taškuose tada ir tik tada, kai

kiekvienai aprėžtai, tolydžiai visoje realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje funkcijai g∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) →

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x).

I
‘

r o d y m a s. Sa
‘
lygos būtinumas ǐsplaukia ǐs 5 teoremos. I

‘
rodysime

jos pakankamuma
‘
. Tarkime, kad x0 yra F tolydumo taškas. Paėme

‘
bet koki

‘
teigiama

‘
ε, parinkime toki

‘
δ > 0, kad būtu

‘

|F (x)− F (x0)| < ε,

kai |x− x0| ≤ δ, ir imkime dvi funkcijas
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g1(x) =

{
1, kai x ≤ x0 − δ,
δ−1(x0 − x), kai x0 − δ ≤ x ≤ x0,
0, kai x ≥ x0,

g2(x) =

{
1, kai x ≤ x0,
1− δ−1(x− x0), kai x0 ≤ x ≤ x0 + δ,
0, kai x ≥ x0 + δ

(žr. 25 pav.). Teisingos nelygybės

(8)

∫ ∞

−∞
g1(x)dF (x) ≥

∫ x0−δ

−∞
dF (x) =

= F (x0 − δ) > F (x0)− ε,∫ ∞

−∞
g2(x)dF (x) ≤

∫ x0+δ

−∞
dF (x) =

= F (x0 + δ) < F (x0) + ε

ir

(9)

∫ ∞

−∞
g1(x)dFn(x) ≤

∫ x0

−∞
dFn(x) = Fn(x0),∫ ∞

−∞
g2(x)dFn(x) ≥

∫ x0

−∞
dFn(x) = Fn(x0).

25 pav.

Kai n yra pakankamai didelis,

(10)

∣∣∣ ∫ ∞

−∞
g1(x)dFn(x)−

∫ ∞

−∞
g1(x)dF (x)

∣∣∣ < ε,∣∣∣ ∫ ∞

−∞
g2(x)dFn(x)−

∫ ∞

−∞
g2(x)dF (x)

∣∣∣ < ε.
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Iš (8), (9),(10), kai n pakankamai didelis, ǐsplaukia

F (x0)− 2ε < Fn(x0) < F (x0) + 2ε. ut
Mums pravers dar viena teorema.

7 teorema. Jei pasiskirstymo funkciju
‘

seka Fn(x) (n = 1, 2, ...) konver-
guoja i

‘
tolydžia

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
F (x), kai n → ∞, tai Fn(x) → F (x)

tolygiai visiems realiesiems x.
I
‘
r o d y m a s. Kadangi F yra monotonǐska ir aprėžta, tai kiekvienam

ε > 0 galime rasti toki
‘
N = N(ε) ir taškus −∞ = x0 < x1 < x2 < ... <

< xN−1 < xN = ∞, jog funkcijos F pokytis intervaluose I1 = (x0, x1), Ik =
= [xk−1, xk) (k = 2, 3, ..., N − 1), IN = [xN−1, xN ) būtu

‘
mažesnis už

ε

5
, ir

toki
‘
n0 = n0(ε), kad |F (xk)− Fn(xk)| < ε

5 (k = 0, 1, ..., N).
Tarkime, kad x ∈ Ik. Kadangi

Fn(x)− F (x) =
(
Fn(x)− Fn(xk)

)
+

+
(
Fn(xk)− F (xk)

)
+
(
F (xk)− F (x)

)
ir ǐs pasiskirstymo funkciju

‘
monotonǐskumo

|Fn(x)− Fn(xk)| ≤ Fn(xk+1)− F (xk) ≤
≤ |Fn(xk+1)− F (xk+1)|+ F (xk+1)− F (xk)+

+ |F (xk)− Fn(xk)|,
|F (xk)− F (x)| ≤ F (xk+1)− F (xk),

tai

|Fn(x)− F (x)| ≤ |Fn(xk+1)− F (xk+1)|+

+ 2
(
F (xk+1)− F (xk)

)
+ 2|F (xk)− Fn(xk)| < 5 · ε

5
= ε. ut

Baigdami ši
‘
skyreli

‘
, ryšius tarp atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
i
‘
vairiu

‘
konvergavimo

rūšiu
‘
pailiustruosime tokia schema.

Konvergavimas
su tikimybe 1

⇒ Konvergavimas
pagal tikimybe

‘

⇒ Konvergavimas pa-
gal pasiskirstyma

‘
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8. CHARAKTERISTINĖS FUNKCIJOS
IR PAPRASČIAUSIOS JU

‘
SAVYBĖS

Mums dabar reikės kompleksiniu
‘

funkciju
‘

integralu
‘
. Tarkime, kad turime

erdve
‘
{Ω,A, µ}. Jei kompleksinės funkcijos g, apibrėžtos aibėje Ω, kompo-

nentai Re g, Im g yra matūs ir egzistuoja integralai∫
Ω

Re g(ω)µ(dω),
∫

Ω

Im g(ω)µ(dω),

tai funkcijos g integralu laikome

(1)
∫

Ω

g(ω)µ(dω) =
∫

Ω

Re g(ω)µ(dω) + i

∫
Ω

Im g(ω)µ(dω).

Sakome, kad g yra integruojama, jei Re g ir Im g yra integruojamos funkcijos.
Kompleksiniu

‘
funkciju

‘
integralai turi savybes, analogǐskas realiu

‘
ju

‘
funk-

ciju
‘
integralu

‘
savybėms. Paminėsime pora

‘
ǐs ju

‘
.

Kadangi
|Re g| ≤ |g|, |Im g| ≤ |g|,
|g| ≤ |Re g|+ |Im g|,

tai kompleksinė funkcija g yra integruojama tada ir tik tada, kai integruojama
|g|. Parodysime, kad tuo atveju, kai g integruojama, galioja nelygybė∣∣ ∫

Ω

g(ω)µ(dω)
∣∣ ≤ ∫

Ω

|g(ω)|µ(dω).

Bet kuriems kompleksiniams skaičiams z1, z2 teisinga nelygybė

Re z1z̄2 ≤ |z1z2|.

Todėl ∣∣∣ ∫
Ω

g(ω)µ(dω)
∣∣∣2 = Re

(∫
Ω

g(ω)µ(dω) ·
∫

Ω

ḡ(ω1)µ(dω1)
)

=

=
∫

Ω

∫
Ω

Re g(ω)ḡ(ω1)µ(dω)µ(dω1) ≤

≤
∫

Ω

∫
Ω

|g(ω)ḡ(ω1)|µ(dω)µ(dω1) =

=
(∫

Ω

|g(ω)|µ(dω)
)2

.

Jei G ≥ 0 yra integruojama funkcija, o g – mati kompleksinė funkcija ir
|g| ≤ G, tai ir g yra integruojama, be to,
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Ω

g(ω)µ(dω)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

G(ω)µ(dω).

Nagrinėsime taip pat ir kompleksinius atsitiktinius dydžius. Jei {Ω,A, P}
yra tikimybinė erdvė ir X,Y yra realieji atsitiktiniai dydžiai, tai kompleksine

‘
funkcija

‘
Z = X + iY laikysime kompleksiniu atsitiktiniu dydžiu. Tokio atsi-

tiktinio dydžio vidurkis yra

MZ = MX + iMY =
∫

Ω

Z(ω)P (dω),

kai Z yra integruojama funkcija, t. y. egzistuoja MX ir MY . Kompleksiniu
‘

atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
vidurkiai turi tas pačias savybes, kaip ir realiu

‘
ju

‘
atsitik-

tiniu
‘
dydžiu

‘
vidurkiai.

Jie turi adityvumo savybe
‘
:

M(Z1 + Z2) = MZ1 +MZ2.

Kompleksine
‘
konstanta

‘
c galima ǐskelti prieš vidurkio ženkla

‘
:

McZ = cMZ.

Du kompleksinius dydžius Z1 = X1 + iY1, Z2 = X2 + iY2 laikysime
nepriklausomais, jei vektoriai (X1, Y1) ir (X2, Y2) yra nepriklausomi. Jei ne-
priklausomi atsitiktiniai dydžiai Z1 ir Z2 turi vidurkius, tai

MZ1Z2 = M(X1 + iY1)(X2 + iY2) =

= MX1X2 + iMX1Y2 + iMX2Y1 −MY1Y2 =

= MX1 ·MX2 + iMX1 ·MY2 + iMX2MY2 −MY1 ·MY2 =

= (MX1 + iMY1)(MX2 + iMY2) = MZ1 ·MZ2.

Labai svarbios, nagrinėjant atsitiktinius dydžius bei ju
‘
pasiskirstyma

‘
, yra

vadinamosios charakteristinės funkcijos. Tarkime, kad X yra realusis atsitik-
tinis dydis. Tada kiekvienam t ∈ R

eitX = cos tX + i sin tX

yra kompleksinis atsitiktinis dydis, nes cos tx ir sin tx yra tolydžios, taigi jos
yra Borelio funkcijos. Šio dydžio vidurkis egzistuoja kiekvienam t ∈ R, nes

|eitX | = 1.

Atsitiktinio dydžio X charakteristine funkcija vadinsime
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f(t) = fX(t) = MeitX =
∫

Ω

eitX(ω)P (dω) =

=
∫ ∞

−∞
eitxPX(dx) =

∫ ∞

−∞
eitxdFX(x),

apibrėžta
‘
visiems t ∈ R.

Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, i
‘
gyjantis reikšmes xk su tikimy-

bėmis P (X = xk) = pk, tai jo charakteristine
‘
funkcija

‘
galime užrašyti šitaip:

fX(t) =
∑
k

pke
itxk .

Jei X yra absoliučiai tolydus dydis su tankio funkcija pX , tai

fX(t) =
∫ ∞

−∞
eitxpX(x)dx.

Nagrinėsime charakteristiniu
‘
funkciju

‘
savybes.

1 teorema. Visiems realiesiems t

|f(t)| ≤ f(0) = 1.

I
‘
r o d y m a s. Pagal charakteristinės funkcijos apibrėžima

‘

f(0) =
∫

Ω

P (dω) = P (Ω) = 1

ir
|f(t)| =

∣∣∣ ∫
Ω

eitX(ω)P (ω)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|eitX(ω)|P (dω) =
∫

Ω

P (dω). ut

2 teorema. Visiems realiesiems t teisingos lygybės

fX(−t) = f−X(t) = f̄X(t);

čia brūkšnys reǐskia kompleksini
‘

jungtini
‘

skaičiu
‘
.

I
‘
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs charakteristinės funkcijos apibrėžimo ir lygybiu

‘

Me−itX = Meit(−X) = MeitX . ut

3 teorema. Charakteristinė funkcija yra tolygiai tolydi visoje realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje.
I
‘
r o d y m a s. Paėme

‘
bet koki

‘
teigiama

‘
ε, pagal II.2.2 teorema

‘
galime

rasti toki
‘
λ = λ(ε) > 0, kad būtu

‘
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|x|>λ

dF (x) <
ε

3
,

ir toki
‘
δ = δ(ε) > 0, kad visiems x ir h, |x| ≤ λ, |h| ≤ δ,

|eihx − 1| < ε

3
.

Todėl

|f(t+ h)− f(t)| =
∣∣∣ ∫ ∞

−∞
eitx(eihx − 1)dF (x)

∣∣∣ ≤
≤
∫
|x|≤λ

|eihx − 1|dF (x) + 2
∫
|x|>λ

dF (x) <

<
ε

3

∫ ∞

−∞
dF (x) + 2 · ε

3
= ε. ut

4 teorema. Jei a ir b yra realios konstantos, X – atsitiktinis dydis, tai

faX+b(t) = eibtfX(at).

I
‘
r o d y m a s. Iš vidurkio savybiu

‘
ǐsplaukia

faX+b(t) = Meit(aX+b) = eibtMei(at)X = eibtfX(at). ut

5 teorema. Jei X1, ..., Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, tai ju
‘

sumos charakteristinė funkcija yra lygi tu
‘

dydžiu
‘

charakteristiniu
‘

funkciju
‘

sandaugai:
fX1+...+Xn(t) = fX1(t)...fXn(t).

I
‘

r o d y m a s. Teorema
‘

pakanka i
‘
rodyti tik tuo atveju, kai n = 2.

Kadangi X1 ir X2 yra nepriklausomi, tai nepriklausomi yra ir kompleksiniai
atsitiktiniai dydžiai

eitX1 = cos tX1 + i sin tX1, e
itX2 = cos tX2 + i sin tX2.

Todėl

fX1+X2(t) = Meit(X1+X2) = M(eitX1 · eitX2) =

= MeitX1 ·MeitX2 = fX1(t)fX2(t). ut

Lema. Bet kuriems realiesiems x ir sveikiesiems neneigiamiems n
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∣∣∣eix − n∑
k=0

(ix)k

k!

∣∣∣ ≤ |x|n+1

(n+ 1)!
.

I
‘
r o d y m a s. Nelygybe

‘
i
‘
rodinėsime matematinės indukcijos metodu. Iš

lygybės ∫ x

0

eiudu =
eix − 1

i

ǐsplaukia

|eix − 1| =
∣∣∣ ∫ x

0

eiudu
∣∣∣ ≤ ∫ |x|

0

du = |x|.

Vadinasi, i
‘
rodomoji nelygybė yra teisinga, kai n = 0. Tarkime, kad ji teisinga

kuriam nors n. Iš lygybės∫ x

0

(
eiu −

n∑
k=0

(iu)k

k!

)
du =

eix − 1
i

−
n∑
k=0

ikxk+1

(k + 1)!

ir indukcinės prielaidos ǐsplaukia

∣∣∣eix − n+1∑
k=0

(ix)k

k!

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ x

0

(
eiu −

n∑
k=0

(iu)k

k!

)
du
∣∣∣ ≤

≤
∫ |x|

0

∣∣∣eiu − n∑
k=0

(iu)k

k!

∣∣∣du ≤ ∫ |x|

0

un+1

(n+ 1)!
du =

|x|n+2

(n+ 2)!
.

Todėl pagal matematinės indukcijos principa
‘
i
‘
rodomoji nelygybė yra teisinga

visiems sveikiesiems neneigiamiems n. ut

6 teorema. Jei atsitiktinis dydis X turi n-a
‘
ji
‘

momenta
‘
, tai jo charak-

teristinė funkcija turi n tolydžiu
‘

ǐsvestiniu
‘
,

(2) f (k)(t) = ik
∫ ∞

−∞
xkeitxdF (x) (k = 0, 1, ..., n);

(3) MXk = i−kf (k)(0) (k = 0, 1, ..., n);

(4) f(t) =
n∑
k=0

(it)k

k!
MXk + o(|t|n),

kai t→ 0;
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(5) f(t) =
n−1∑
k=0

(it)k

k!
MXk + Θ

|t|k

k!
M |X|n;

čia |Θ| ≤ 1, n ≥ 1.
I
‘
r o d y m a s. Pakanka imti n ≥ 1. Teisinga lygybė

f(t+ h)− f(t)
h

=
∫ ∞

−∞
eitx

eihx − 1
h

dF (x).

Pagal lema
‘
(x 6= 0) ∣∣∣eihx − 1

hx

∣∣∣ ≤ 1.

Kadangi ∫ ∞

−∞
|x|dF (x) <∞,

tai ǐs V.9.16 teoremos ǐsplaukia, kad egzistuoja riba

lim
h→0

∫ ∞

−∞
xeitx

eihx − 1
hx

dF (x) =

=
∫ ∞

−∞
xeitx lim

h→0

eihx − 1
hx

dF (x) = i

∫ ∞

−∞
xeitxdF (x).

Todėl ǐsvestinė
f ′(t) = lim

h→0

f(t+ h)− f(t)
h

egzistuoja ir lygi

f ′(t) = i

∫ ∞

−∞
xeitxdF (x).

Parodysime, kad ji yra tolydi. Iš gautosios formulės ǐsplaukia

f ′(t+ h)− f ′(t) = i

∫ ∞

−∞
xeitx(eihx − 1)dF (x).

Kadangi pointegralinės funkcijos modulis neviršija 2|x|, tai vėl pagal ta
‘
pačia

‘
V.9.16 teorema

‘
galime pereiti prie ribos po integralo ženklu, kai h → 0.

Gauname, kad f ′(t+ h)− f ′(t) → 0, kai h→ 0. Vadinasi, f ′(t) yra tolydi.
Toliau taikome indukcijos metoda

‘
. Tarkime, kad kuriam nors k < n

f (k)(t) = ik
∫ ∞

−∞
xkeitxdF (x).

Pritaike
‘
šiam integralui tuos pačius samprotavimus, gauname
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f (k+1)(t) = ik+1

∫ ∞

−∞
xk+1eitxdF (x).

Taip i
‘
rodome (2) lygybe

‘
. Iš čia trivialiai gauname (3). I

‘
rodinėjant (4)

lygybe
‘
, reikia remtis Teiloro formule. Matematinės analizės kurse ta formulė

paprastai i
‘
rodoma tik realiosioms funkcijoms. Tokiu pavidalu formule

‘
galime

atskirai pritaikyti realiajai ir menamajai daliai.
I
‘
rodinėdami (5) lygybe

‘
, integruojame lemos nelygybe

‘
(pakeite

‘
n skaičiumi

n− 1) funkcijos F (x) atžvilgiu. ut
Jei egzistuoja visu

‘
eiliu

‘
momentai, tai galime formaliai užrašyti

f(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdF (x) =

∞∑
k=0

(it)k

k!
MXk.

Pakeite
‘
z = it, gautume

f(−iz) =
∫ ∞

−∞
ezxdF (x) =

∞∑
k=0

zk

k!
MXk.

Jei šis reǐskinys turi prasme
‘
, tai funkcija

‘
f(−iz) vadiname momentu

‘
generuo-

jančia
‘
ja funkcija.

7 teorema. Jei atsitiktinis dydis X yra absoliučiai tolydus, tai jo charak-
teristinė funkcija fX(t) → 0, kai t→ ±∞.

I
‘
r o d y m a s. Šis teiginys yra Lebego teoremos apie Furjė transformacijas

ǐsvada (žr. [16], VIII.4). ut

8 (Bochnerio1–Chinčino) teorema. Tolydžioji kompleksinė funkcija
f , apibrėžta realiu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje, yra charakteristinė funkcija tada ir tik
tada, kai ji yra neneigiamai apibrėžta, t. y. bet kuriems kompleksiniams
λ1, ..., λn ir bet kuriems realiesiems skaičiams t1, ..., tn teisinga nelygybė

n∑
k,l=1

λkλ̄lf(tk − tl) ≥ 0.

I
‘
r o d y m a

‘
žr. [10], VII.39. ut

Rasime keleta
‘
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
.

1 p a v y z d y s. Jei P (X = c) = 1, tai

fX(t) = 1 · eict = eict.

1 Salomon Bochner (1899–1982) – amerikiečiu
‘
matematikas.
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2 p a v y z d y s. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X pasiskirste
‘
s pagal binomini

‘
dėsni

‘
(žr. II.2.2 pvz.). Jo charakteristinė funkcija yra

fX(t) =

n∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−keitk = (peit + q)n.

Šia
‘

funkcija
‘

galėjome ir kitaip gauti. Dydi
‘

X galime ǐsreikšti nepriklausomu
‘

atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
suma X = X1 + ... + Xn, kurioje dydis Xk i

‘
gyja dvi reikšmes:

1 su tikimybe p ir 0 su tikimybe q. Dydžio Xk charakteristinė funkcija yra

fXk (t) = peit + q.

Pagal 5 teorema
‘

fX(t) = fX1(t)...fXn(t) = (peit + q)n.

3 p a v y z d y s. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirste
‘
s pagal

Puasono dėsni
‘
(žr. II.5.2 pvz.). Jo charakteristinė funkcija

fX(t) =

∞∑
k=1

λk

k!
e−λeitk = e−λ

∞∑
k=1

(λeit)k

k!
= eλ(eit−1).

4 p a v y z d y s. Rasime atsitiktinio dydžio X, pasiskirsčiusio pagal normalu
‘
ji
‘

dėsni
‘

N(a, σ2) (žr. II.5.6 pvz.), charakteristine
‘
funkcija

‘
. Atkreipsime dėmesi

‘
, kad

atsitiktinio dydžio Y = (X − a)/σ pasiskirstymo funkcija yra

P (Y < x) = P (X < a + σx) =

=
1

σ
√

2π

∫ a+σx

−∞
exp
{
− (u− a)2

2σ2

}
du =

1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du.

Todėl pakanka rasti atsitiktinio dydžio, pasiskirsčiusio pagal normalu
‘
ji
‘
dėsni

‘
N(0, 1),

charakteristine
‘
funkcija

‘

(6) fY (t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eitx−x2/2dx.

Ja
‘
galima apskaičiuoti i

‘
vairiais būdais.

Pakeisime integravimo kintama
‘
ji
‘
z = x− it. Gausime

fY (t) =
e−t2/2

√
2π

∫ ∞−it

−∞−it

e−z2/2dz;

čia integruojama kompleksinėje plokštumoje tiese, lygiagrečia realiajai ašiai (žr.
26 pav.). Imkime dideli

‘
teigiama

‘
skaičiu

‘
y; jam vėliau leisime tolti i

‘
begalybe

‘
.

Kadangi exp(−z2/2) yra sveikoji funkcija, tai pagal Koši teorema
‘
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(7)

I1 + I2 + I3 =

∫ −y−it

−y

+

∫ y−it

−y−it

+

∫ y

y−it

e−z2/2dz =

=

∫ y

−y

e−z2/2dz.

26 pav.

I
‘
vertinsime I1 ir I3. Turime

|I1| ≤ |t| sup |e−(−y−iu)2/2|;

čia supremumas imamas pagal visus u nuo 0 iki t. Gauname

|I1| ≤ |t| sup |e−y2/2−2iuy+u2/2| ≤ |t|e−y2/2+t2/2.

Todėl I1 → 0, kai y →∞. Analogǐskai i
‘
rodome, kad I3 → 0, kai y →∞. Perėje

‘
prie

ribos (7) lygybėje, kai y →∞, pagal I.15.3 lema
‘
gauname∫ ∞−it

−∞−it

e−z2/2dz =

∫ ∞

−∞
e−z2/2dz =

√
2π.

Vadinasi,

fY (t) = e−t2/2.

Iš čia ǐsplaukia, kad

fX(t) = fσY +a(t) = eiatfY (σt) = eiat−σ2t2/2.

Dabar apskaičiuosime fY (t) kitu būdu. Išskleide
‘

exp(itx) laipsnine eilute ir
sukeite

‘
sumavimo bei integravimo tvarka

‘
, ǐs (6) gauname

fY (t) =
1√
2π

∞∑
k=0

(it)k

k!

∫ ∞

−∞
xke−x2/2dx.

Integralas lygus 0, kai k nelyginis, ir lygus

(k − 1)!
√

2π

2k/2−1(k/2− 1)!
,
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kai k lyginis (žr. II.9.1 pavyzdi
‘
). Todėl

fY (t) =

∞∑
n=0

(−t2/2)n

n!
= e−t2/2.

Apskaičiuosime fY (t) dar vienu būdu. Pagal 6 teorema
‘

f ′Y (t) =
i√
2π

∫ ∞

−∞
xeitx−x2/2dx.

Integruojame dalimis

f ′Y (t) =
−i√
2π

∫ ∞

−∞
eitxde−x2/2 = − t√

2π

∫ ∞

−∞
eitx−x2/2dx = −tfY (t).

Vadinasi,

f ′Y (t)

fY (t)
= −t.

Kadangi fY (0) = 1, tai

ln fY (t) = −t2/2.

5 p a v y z d y s. Tarkime, kad X yra pasiskirste
‘
s pagal normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
N(0, 1).

Apskaičiuosime X2 charakteristine
‘

funkcija
‘
. Pirmiausia rasime jo pasiskirstymo

funkcija
‘
. P (X2 < x) = 0, kai x ≤ 0, ir

P (X2 < x) = P (−
√

x < X <
√

x) =
1√
2π

∫ √
x

−
√

x

e−u2/2du =

=
2√
2π

∫ √
x

0

e−u2/2du =
1√
2π

∫ x

0

e−v/2

√
v

dv,

kai x > 0. Pakeitėme u2 = v. Todėl X2 charakteristinė funkcija yra

fX2(t) =
1√
2π

∫ ∞

0

x−1/2e−(1−2it)x/2dx.

Po pakeitimo x = y2 gauname

fX2(t) =
2√
2π

∫ ∞

0

e−y2(1−2it)/2dy.

Dar karta
‘

keičiame kintama
‘
ji
‘

z = y(1 − 2it)1/2; čia imame pagrindine
‘

šaknies
reikšme

‘
(t. y. 1, kai t = 0). Gauname
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai

(8) fX2(t) =
2√

2π(1− 2it)

∫
e−z2/2dz;

čia integruojama (žr. 27 pav.) nuo 0 spinduliu z = y(1 − 2it)1/2. Pažymėsime L1

spindulio z = y(1 − 2it)1/2 dali
‘
, kai 0 ≤ y ≤ r, o L2 – lanka

‘
z = r exp(iϕ) tarp

realiosios ašies ir L1. Funkcija exp(−z2/2) yra sveikoji. Todėl pagal Koši teorema
‘

(9)

∫
L1

+

∫
L2

e−z2/2dz =

∫ r

0

e−z2/2dz.

Dešiniosios pusės integralas yra imamas realiosios ašies atkarpa.

27 pav.

I
‘
vertinsime antra

‘
ji
‘
integrala

‘∣∣∣ ∫
L2

e−z2/2dz

∣∣∣ ≤ 1

4
πr sup

z∈L2

|e−z2/2| = 1

4
πr sup |e−1/2r2e2iϕ

| =

=
1

4
πr sup e−1/2r2 cos 2ϕ ≤ 1

4
πre−1/2r2 cos 2ϕ0 ;

čia ϕ0 = arg
√

1− 2it, |ϕ0| < π/4.

Pastarasis reǐskinys konverguoja i
‘
nuli

‘
, kai r →∞.

Todėl, perėje
‘
prie ribos (9) lygybėje, kai r →∞, ǐs (8) gauname

fX2(t) =
2√

2π(1− 2it)

∫ ∞

0

e−z2/2dz =
1√

1− 2it
.
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9. APVERTIMO IR VIENATIES TEOREMOS

Kiekviena
‘
pasiskirstymo funkcija

‘
atitinka viena charakteristinė funkcija. I

‘
ro-

dysime, kad teisingas ir atvirkštinis teiginys. Kartu bus pateisintas ir charak-
teristinės funkcijos terminas.

1 lema. Visiems realiesiems x

| sinx| ≤ |x|.

I
‘
r o d y m a s. Iš 8 skyrelio lemos, kai n = 0, ǐsplaukia

|eix − 1| ≤ |x|.

Kadangi bet kuriam kompleksiniam skaičiui z visada |Im z| ≤ |z|, tai

|Im (eix − 1)| ≤ |x|,

arba
| sinx| ≤ |x|. ut

2 lema. Visiems kompleksiniams z

|ez − 1| ≤ |z|e|z|.

I
‘
r o d y m a s niekuo nesiskiria nuo I.15.2 lemos i

‘
rodymo. ut

3 lema. Jei α ir T yra realieji skaičiai,

I(T, α) =
2
π

∫ T

0

sinαt
t

dt,

tai

(1) |I(T, α)| ≤ 2

ir

(2) I(T, α) → sgnα,

kai T →∞, tolygiai visiems α, |α| ≥ δ, kai δ – fiksuotas teigiamas skaičius.
I
‘
r o d y m a s. Pakeite

‘
integrale I(T, α) kintama

‘
ji
‘
t nauju kintamuoju

t/α, gauname

(3) I(T, α) = I(Tα, 1).
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Taip pat aǐsku, kad

(4) I(−T, 1) = −I(T, 1).

Tirsime integrala
‘
I(T, 1), kai T > 0. Pažymėje

‘

ck =
2
π

∫ (k+1)π

kπ

sin t
t
dt = (−1)k

2
π

∫ π

0

sin t
kπ + t

dt,

r(T ) =
2
π

∫ T

[T/π]π

sin t
t
dt,

turime

I(T, 1) =
[T/π]−1∑
k=0

ck + r(T ).

Skaičiu
‘
ck ženklai eina pakaitomis, o ju

‘
absoliutusis didumas mažėja. Iš čia

ir ǐs Leibnico1 kriterijaus ǐsplaukia, kad integralas

J =
∫ ∞

0

sin t
t
dt = lim

T→∞
I(T, 1)

egzistuoja. Dydis r(T ) yra teigiamas, kai [T/π] lyginis, ir neigiamas, kai [T/π]
nelyginis. Todėl lyginiams [T/π]

[T/π]−1∑
k=0

ck ≤ I(T, 1) ≤
[T/π]∑
k=0

ck,

o nelyginiams [T/π]

[T/π]∑
k=0

ck ≤ I(T, 1) ≤
[T/π]−1∑
k=0

ck.

Iš čia 0 ≤ I(T, 1) ≤ c0 ≤ 2, nes pagal 1 lema
‘

c0 =
2
π

∫ π

0

sin t
t
dt ≤ 2

π

∫ π

0

dt = 2.

1 Gotfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) – vokiečiu
‘
matematikas.
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Iš (3) ir (4) lygybiu
‘

ǐsplaukia, kad visada teisinga (1) nelygybė. Jei
i
‘
rodytume lygybe

‘
J = 1, tai ǐs (3) ir (4) gautume, kad teisingas (2) teiginys

ir teiginys apie tolygu
‘
konvergavima

‘
.

28 pav.

Integrala
‘
J galime apskaičiuoti i

‘
vairiais būdais. Remsimės kompleksinio

kintamojo funkciju
‘
integralais. Imkime integrala

‘∫
L

eiz

z
dz,

paimta
‘
kontūru L (žr. 28 pav.), sudarytu ǐs realiosios ašies atkarpos nuo z = r

iki z = R (čia 0 < r < R), pusapskritimio L1 su spinduliu R ir centru taške 0,
vėl realiosios ašies atkarpos nuo z = −R iki z = −r ir pagaliau pusapskritimio
L2 su spinduliu r ir centru taške 0. Pointegralinė funkcija yra analizinė tuo
kontūru apribotoje srityje ir ant kontūro. Todėl

(5)
∫ R

r

eix

x
dx+

∫
L1

eiz

z
dz +

∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫
L2

eiz

z
dz = 0.

Pirmasis ir trečiasis integralai kartu yra lygūs∫ R

r

eix − e−ix

x
dx = 2i

∫ R

r

sinx
x

dx.

Parodysime, kad antrasis integralas konverguoja i
‘
nuli

‘
, kai R → ∞. Paėme

‘
maža

‘
teigiama

‘
skaičiu

‘
δ, turime∣∣∣ ∫

L1

eiz

z
dz
∣∣∣ = ∣∣∣i∫ π

0

eiRe
iϕ

dϕ
∣∣∣ ≤ ∫ π

0

e−R sinϕdϕ ≤

≤
∫ δ

0

dϕ+
∫ π−δ

δ

e−R sinϕdϕ+
∫ π

π−δ
dϕ < 2δ + πe−R sin δ.

Lieka ǐstirti ketvirta
‘
ji
‘
integrala

‘
. Ji

‘
užrašysime pavidalu
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai∫

L2

eiz

z
dz =

∫
L2

eiz − 1
z

dz +
∫
L2

dz

z
.

Pagal 2 lema
‘ ∣∣∣ ∫

L2

eiz − 1
z

dz
∣∣∣ ≤ πrer.

Kitas integralas ∫
L2

dz

z
=
∫ 0

−π
idϕ = πi.

Iš (5), kai R→∞, ǐsplaukia, kad J = 1. ut
1 teorema. Jei F yra pasiskirstymo funkcija, f – jos charakteristinė

funkcija, a ir b – bet kurie realieji skaičiai, tai

F (b+ 0) + F (b)
2

− F (a+ 0) + F (a)
2

=

= lim
T→∞

1
2π

∫ T

−T

e−iat − e−ibt

it
f(t)dt.

P a s t a b a. Pointegralinė funkcija ϕ taške t = 0 nėra apibrėžta, ja
‘

galima apibrėžti bet kaip, pavyzdžiui, imti ϕ(0) = lim
t→0

ϕ(t) = b − a. Tada ϕ
bus apibrėžta ir tolydi visoje realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
tiesėje. Kiekvienam baigtiniam

T integralas yra paprastas Rymano1 integralas. Jei netiesioginis Rymano
integralas ∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt = lim

T1→−∞
T2→∞

∫ T2

T1

ϕ(t)dt

egzistuoja ir yra baigtinis, tai

lim
T→∞

∫ T

−T
ϕ(t)dt =

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt.

Tačiau riba kairėje lygybės pusėje gali egzistuoti ir būti baigtinė net tada,
kai dešinės pusės netiesioginis integralas neegzistuoja. Tada kalbame apie
integrala

‘
Koši prasme. Taip yra ir su integralu apvertimo formulėje, apie kuria

‘
kalbama teoremos formuluotėje. Tačiau ja

‘
galima užrašyti ir su netiesioginiu

integralu:
F (b+ 0) + F (b)

2
− F (a+ 0) + F (a)

2
=

=
1
π

∫ ∞

0

Re
e−iat − e−ibt

it
f(t)dt.

1 Bernhard Riemann (1826–1866) – vokiečiu
‘
matematikas.
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Šia
‘
formule

‘
gauname šitokiu būdu. Prisimine

‘
, kad f(−t) = f̄(t), turime∫ T

−T

e−iat − e−ibt

it
f(t)dt =

∫ 0

−T
+
∫ T

0

=

=
∫ T

0

(eiat − eibt

−it
f(−t) +

e−iat − e−ibt

it
f(t)

)
dt =

= 2
∫ T

0

Re
e−iat − e−ibt

it
f(t)dt.

I
‘

r o d y m a s. Pakanka tirti tik atveji
‘
, kai a < b. Teigiamiems T

pažymėkime

J(T ) =
1
2π

∫ T

−T

e−iat − e−ibt

it
f(t)dt.

Išreǐske
‘
charakteristine

‘
funkcija

‘
pasiskirstymo funkcija F , gauname

J(T ) =
1
2π

∫ T

−T

(∫ ∞

−∞

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dF (x)

)
dt.

Sukeisime integravimo tvarka
‘
:

J(T ) =
1
2π

∫ ∞

−∞

(∫ T

−T

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dt
)
dF (x).

Kadangi pagal 8 skyrelio lema
‘∣∣∣eit(x−a) − eit(x−b)

it

∣∣∣ = ∣∣∣eit(b−a) − 1
it

∣∣∣ ≤ b− a

ir ∫ ∞

−∞

(∫ T

−T
(b− a)dt

)
dF (x) = 2T (b− a),

tai integravimo ribu
‘
sukeitimas yra galimas pagal Fubinio teorema

‘
. Pasinau-

doje
‘
Oilerio1 formule, gauname

eit(x−a) − eit(x−b)

it
=

=
cos t(x− a)− cos t(x− b)

it
+

sin t(x− a)− sin t(x− b)
t

.

Pirmasis dešinės pusės narys yra nelyginė t funkcija, antrasis – lyginė. Todėl

1 Leonhard Euler (1707–1783) – šveicaru
‘
kilmės matematikas.
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J(T ) =
1
π

∫ ∞

−∞

(∫ T

0

sin t(x− a)− sin t(x− b)
t

dt
)
dF (x) =

=
1
π

∫ ∞

−∞

(
I(T, x− a)− I(T, x− b)

)
dF (x);

čia vartojame 3 lemos žymėjima
‘
. Pereisime prie ribos, kai T → ∞. Pagal

3 lema
‘

|I(T, x− a)− I(T, x− b)| ≤ 4.

Todėl pagal V.9.16 teorema
‘

galime pereiti prie ribos po integralo ženklu.
Gauname

lim
T→∞

J(T ) =
1
π

∫ ∞

−∞
lim
T→∞

(
I(T, x− a)− I(T, x− b)

)
dF (x).

Iš 3 lemos ǐsplaukia, kad lim
T→∞

(
I(T, x− a)− I(T, x− b)

)
yra

−1
2
−
(
−1

2

)
= 0, kai x < a,

0−
(
−1

2

)
=

1
2
, kai x = a,

1
2
−
(
−1

2

)
= 1, kai a < x < b,

1
2
− 0 =

1
2
, kai x = b,

1
2
− 1

2
= 0, kai x > b.

Todėl

lim
T→∞

J(T ) =
∫

(−∞,a)

0 +
∫
{a}

1
2
+

+
∫

(a,b)

1 +
∫
{b}

1
2

+
∫

(b,∞)

0 dF (x) =

=
1
2
(
F (a+ 0)− F (a)

)
+ F (b)−

− F (a+ 0) +
1
2
(
F (b+ 0)− F (b)

)
. ut

Jei a ir b yra funkcijos F tolydumo taškai, tai apvertimo formulė virsta
šitokia:

F (b)− F (a) = lim
T→∞

1
2π

∫ T

−T

e−iat − e−ibt

it
f(t)dt.
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2 (vienaties) teorema. Jei dvi pasiskirstymo funkcijos turi ta
‘

pačia
‘

charakteristine
‘

funkcija
‘
, tai jos sutampa.

I
‘
r o d y m a s. Iš 1 teoremos ǐsplaukia, kad charakteristinė funkcija viena-

reikšmǐskai nusako pasiskirstymo funkcijos F pokyti
‘
tarp dvieju

‘
jos tolydumo

tašku
‘
: F (b) − F (a). Kaip žinome, pasiskirstymo funkcijos trūkio tašku

‘
aibė

yra baigtinė arba skaiti. Tarkime, kad a tolsta i
‘
−∞, prabėgdamas tik F

tolydumo taškus. Gauname, kad funkcijos F reikšmė yra vienareikšmǐskai
nusakyta kiekviename jos tolydumo taške b. Tačiau F yra tolydi ǐs kairės.
Todėl vienareikšmǐskai gauname jos reikšmes ir trūkio taškuose. Reikia tik,
kad b konverguotu

‘
i
‘
trūkio taška

‘
ǐs kairės. ut

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad dvieju

‘
skirtingu

‘
pasiskirstymo funkciju

‘
charak-

teristinės funkcijos gali sutapti baigtiniame intervale (žr., pvz., [30], p. 271).

3 teorema. Jei charakteristinė funkcija f yra integruojama Lebego
prasme visoje tiesėje R, tai ja

‘
atitinkanti pasiskirstymo funkcija F turi

aprėžta
‘

ir tolydžia
‘

ǐsvestine
‘

ir visiems x ∈ R

F ′(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−itxf(t)dt.

I
‘
r o d y m a s. Kadangi f yra integruojama funkcija, tai egzistuoja Lebego

integralas
1
2π

∫ ∞

−∞

e−ixt − e−i(x+h)t

it
f(t)dt,

nes pointegralinės funkcijos modulis∣∣∣1− e−iht

it
f(t)

∣∣∣ ≤ |f(t)| |h|.

Todėl pagal 1 teorema
‘

(6)

F (x+ h+ 0) + F (x+ h)
2

− F (x+ 0)− F (x)
2

=

=
1
2π

∫ ∞

−∞

e−ixt − e−i(x+h)t

it
f(t)dt,

nes apvertimo formulės dešinės pusės integrala
‘
pagal V.9.16 teorema

‘
galima

užrašyti tuo pavidalu. Be to, pagal ta
‘
pačia

‘
teorema

‘
galima pereiti prie ribos

po integralo ženklu, kai h→ 0. Gauname, kad F (x+0)−F (x) = 0. Vadinasi,
funkcija F yra tolydi kiekviename taške x ∈ R. Dabar (6) formule

‘
užrašome

pavidalu

F (x+ h)− F (x)
h

=
1
2π

∫ ∞

−∞

e−ixt − e−i(x+h)t

ith
f(t)dt.
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Tuo pačiu būdu i
‘
rodome, kad galime pereiti prie ribos po integralo ženklu,

kai h→ 0. Gauname

F ′(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−ixtf(t) lim

h→0

1− e−iht

ith
dt =

=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−ixtf(t)dt.

F ′ tolyduma
‘
i
‘
rodome vėl tuo pačiu būdu. Perėje

‘
prie ribos, kai h → 0, po

integralo ženklu lygybėje

F ′(x+ h)− F ′(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−ixt(eiht − 1)f(t)dt,

gauname, kad F ′(x+ h)− F ′(x) → 0, kai h→ 0. ut

4 teorema. Jei F yra pasiskirstymo funkcija, o f – ja
‘

atitinkanti cha-
rakteristinė funkcija, tai kiekvienam realiajam x

F (x+ 0)− F (x) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
e−ixtf(t)dt.

I
‘
r o d y m a s analogǐskas 1 teoremos i

‘
rodymui. Detalizuoti ji

‘
paliekame

skaitytojui. ut
Pateiksime keleta

‘
vienaties teoremos taikymu

‘
.

Dažnai tenka rasti dvieju
‘
nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumos pasi-

skirstymo funkcija
‘
, kai žinomos dėmenu

‘
pasiskirstymo funkcijos. Tai galime

gauti ir be charakteristiniu
‘
funkciju

‘
metodo. Tarkime, kad dydžiai X ir Y

yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai su pasiskirstymo funkcijomis FX ir
FY . Samprotaudami analogǐskai, kaip ir II.7.1 teoremos i

‘
rodyme, gauname

FX+Y (z) =
∫ ∞

−∞
FX(z − y)dFY (y).

Lygybės

FX+Y (z) =
∫

Ω

1{ω:X(ω)+Y (ω)<z}(ω)P (dω) =

=
∫ ∫

R2
1{(x,y):x+y<z}(x, y)P(X,Y )(dx, dy)

paskutinis integralas pagal Fubinio teorema
‘
lygus
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(7)

∫
R

(∫
R

1{(x,y):x+y<z}(x, y)PX(dx)
)
PY (dy) =

=
∫
R

(∫
(−∞,z−y)

PX(dx)
)
PY (dy) =

=
∫ ∞

−∞
FX(z − y)PY (dy).

Integrala
‘ ∫ ∞

−∞
G(x− y)dF (y),

jei jis egzistuoja, vadiname funkciju
‘
F ir G sa

‘
sūka ir žymime F ∗G = F ∗G(x).

Tas integralas egzistuoja, kai F ir G yra pasiskirstymo funkcijos.
Jei X yra absoliučiai tolydus ir pX yra jo tankio funkcija, tai, remiantis

Fubinio teorema,

FX+Y (z) =
∫ ∞

−∞
FX(z − y)dFY (y) =

=
∫ ∞

−∞

(∫ z−y

−∞
pX(x)dx

)
dFY (y) =

=
∫ ∞

−∞

(∫ z

−∞
pX(x− y)dx

)
dFY (y) =

=
∫ z

−∞

(∫ ∞

−∞
pX(x− y)dFY (y)

)
dx;

vadinasi, suma X + Y yra absoliučiai tolydus atsitiktinis dydis ir jo tankio
funkcija

‘
galime laikyti lygia

pX+Y (x) =
∫ ∞

−∞
pX(x− y)dFY (y).

Jei ir Y yra absoliučiai tolydus su tankio funkcija pY , tai sumos tankio
funkcija galime laikyti

pX+Y (x) =
∫ ∞

−∞
pX(x− y)pY (y)dy.

1 p a v y z d y s. Tarkime, kad nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai X1 ir X2

yra atitinkamai pasiskirste
‘
pagal normaliuosius dėsnius N(a1, σ

2
1) ir N(a2, σ

2
2). Tu

‘
dydžiu

‘
charakteristinės funkcijos pagal 8.4 pavyzdi

‘
yra

fX1(t) = eia1t−σ2
1t2/2, fX2(t) = eia2t−σ2

2t2/2,
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o ju
‘
sumos charakteristinė funkcija pagal 8.5 teorema

‘
yra

fX1+X2(t) = ei(a1+a2)t−(σ2
1+σ2

2)t2/2.

Iš vienaties teoremos ǐsplaukia, kad suma X1 +X2 yra taip pat pasiskirsčiusi pagal

normalu
‘
ji
‘
dėsni

‘
, būtent, N

(
a1 + a2, (σ

2
1 + σ2

2)1/2
)
.

Ši
‘
teigini

‘
galėjome ir kitaip i

‘
rodyti. Reikėjo suskaičiuoti integrala

‘

1

2πσ1σ2

∫ ∞

−∞
exp
{
− (x− y − a1)

2

2σ2
1

− (y − a2)
2

2σ2
2

}
dy.

Carakteristiniu
‘
funkciju

‘
metodas yra paprastesnis.

H. Krameras1 (žr. [21]) i
‘
rodė atvirkštine

‘
teorema

‘
: jei dvieju

‘
nepriklausomu

‘
neǐssigimusiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X1, X2 suma X1 + X2 yra pasiskirsčiusi pagal

normalu
‘
ji
‘
dėsni

‘
, tai ir dėmenys X1, X2 yra pasiskirste

‘
pagal normaliuosius dėsnius.

Sakome, kad atsitiktinis dydis yra ǐssigime
‘
s, jei jis su tikimybe 1 lygus konstan-

tai. Žinoma, ǐssigimusi
‘
pasiskirstyma

‘
galima būtu

‘
laikyti normaliojo pasiskirstymo

atskiru atveju, bet tai ne visada patogu.

2 p a v y z d y s. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai X1 ir X2 yra pasiskirste
‘

atitinkamai pagal Puasono dėsnius su parametrais λ1 ir λ2, tai pagal 8.3 pavyzdi
‘

ir 8.5 teorema
‘

fX1+X2(t) = e(λ1+λ2)(eit−1).

Iš vienaties teoremos ǐsplaukia, kad suma X1 + X2 taip pat pasiskirsčiusi pagal
Puasono dėsni

‘
, kurio parametras yra λ1 + λ2.

Čia galėjome taikyti (7) formule
‘
. Vargo būtu

‘
buve

‘
daugiau.

D. Raikovas2 (žr. [21]) i
‘
rodė atvirkštine

‘
teorema

‘
: jei dvieju

‘
nepriklausomu

‘
neǐssigimusiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X1, X2 suma X1 + X2 yra pasiskirsčiusi pagal

Puasono dėsni
‘
, tai dydžiai X1, X2 yra taip pat pasiskirste

‘
pagal Puasono dėsnius.

3 p a v y z d y s. Imkime nepriklausomus atsitiktinius dydžius X1, ..., Xn,
pasiskirsčiusius pagal normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
N(0, 1). Rasime atsitiktinio dydžio

χ2
n = X2

1 + ... + X2
n

pasiskirstyma
‘
. Jis vadinamas χ2 su n laisvės laipsniu

‘
pasiskirstymu ir vaidina svarbu

‘
vaidmeni

‘
matematinėje statistikoje.

8.5 pavyzdyje radome dydžio X2
k charakteristine

‘
funkcija

‘
. Ji yra lygi (1 −

−2it)−1/2. Todėl χ2
n charakteristinė funkcija yra (1− 2it)−n/2.

Imkime pasiskirstymo funkcija
‘

F (x) =

{
0, kai x ≤ 0,

2−n/2Γ−1
(

n

2

)∫ x

0

un/2−1e−u/2du, kai x > 0.

Apskaičiuosime jos charakteristine
‘
funkcija

‘

1 Harold Cramér (1893–1985) – švedu
‘
matematikas.

2 Dmitrijus Raikovas (g. 1905 m.) – rusu
‘
matematikas.
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f(t) = 2−n/2Γ−1
(

n

2

)∫ ∞

0

xn/2−1e−(1−2it)x/2dx.

Po pakeitimo z = (1− 2it)x/2 turime

(8) f(t) = Γ−1
(

n

2

)
(1− 2it)−n/2

∫
zn/2−1e−zdz;

čia integruojama kompleksinėje plokštumoje spinduliu z = (1 − 2it)x/2. Ap-
skaičiuosime integrala

‘
tuo pačiu būdu, kaip ir 8.5 pavyzdyje. Pažymėkime L1 spin-

dulio z = (1−2it)x/2 dali
‘
, kai 0 ≤ x ≤ r, o L2 – lanka

‘
z = r exp(iϕ) tarp realiosios

ašies ir L1. Funkcija exp(z) yra sveikoji. Todėl pagal Koši teorema
‘

(9)

∫
L1

+

∫
L2

zn/2−1e−zdz =

∫ r

0

zn/2−1e−zdz.

Dešinės pusės integralas yra imamas realiosios ašies atkarpa nuo 0 iki r. I
‘
vertinsime

kairės pusės antra
‘
ji
‘
integrala

‘
:∣∣∣ ∫

L2

zn/2−1e−zdz

∣∣∣ ≤ 1

2
πr sup

z∈L2

|zn/2−1e−z| =

=
1

2
πrn/2 sup |e−reiϕ

| = 1

2
πrn/2 sup e−r cos ϕ ≤ 1

2
πrn/2e−r cos ϕ0 .

Pastarasis reǐskinys konverguoja i
‘
nuli

‘
, kai r →∞, nes

ϕ0 = arg(1− 2it), |ϕ0| <
π

2
.

Todėl, perėje
‘
prie ribos (9) lygybėje, kai r →∞, ǐs (8) gauname

f(t) = (1− 2it)−n/2.

Iš 2 teoremos ǐsplaukia ǐsvada, kad F yra χ2
n pasiskirstymo funkcija.

4 p a v y z d y s. Pasinaudoje
‘

3 pavyzdžiu, rasime labai svarbu
‘

mate-
matinėje statistikoje Stjudento pasiskirstyma

‘
. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai

X, X1, ..., Xn yra nepriklausomi ir pasiskirste
‘
pagal N(0, 1). Tada atsitiktinio dydžio

t =
X

Y
=

X√
(X2

1 + ... + X2
n)/n

pasiskirstymas yra vadinamas Stjudento1 pasiskirstymu su n laisvės laipsniu
‘
. Pir-

miausia apskaičiuosime atsitiktinio dydžio Y pasiskirstyma
‘
. Turime

P (Y < x) = P (χ2
n < nx2).

Iš 3 pavyzdžio ǐsplaukia, kad ši pasiskirstymo funkcija lygi 0, kai x ≤ 0, ir lygi

1 Student – anglu
‘
statistiko William Sealy Gosset (1876–1937) slapyvardis.
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2−n/2Γ−1
(

n

2

)∫ nx2

0

vn/2−1e−v/2dv,

kai x > 0. Po kintamojo pakeitimo u = (v/n)1/2 antruoju atveju gauname

P (Y < x) = An

∫ x

0

un−1e−nu2/2du;

čia

An = 2−n/2+1nn/2Γ−1
(

n

2

)
.

Atsitiktinio dydžio t pasiskirstymo funkcija

Sn(x) = P (t < x) = P
(

X

Y
< x
)

=

∫ ∫
u>0

v/u<x

P(X,Y )(du, dv)

(integravimo sriti
‘
žr. 29 pav.). Kadangi atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklau-

somi, tai

Sn(x) =

∫ ∫
u>0

v/u<x

un−1e−(v2+nu2)/2dudv.

29 pav.

Pakeite
‘
kintama

‘
ji
‘
v = uw, gauname

Sn(x) = (2π)−1/2An

∫ ∫
u>0
w<x

une−(n+w2)u2/2dudw.

Vėl keičiame kintama
‘
ji
‘
: (n + w2)u2/2 = y. Galutinai gauname
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Sn(x) = (2π)−1/2An2(n−1)/2×

×
∫ x

−∞
(n + w2)−(n+1)/2dw

∫ ∞

0

y(n−1)/2e−ydy =

=
Γ
(

n + 1

2

)
√

πnΓ
(

n

2

) ∫ x

−∞
(1 + w2/n)−(n+1)/2dw.

5 p a v y z d y s. Matematinėje statistikoje svarbu
‘
vaidmeni

‘
vaidina ir dvieju

‘
nepriklausomu

‘
χ2 santykio pasiskirstymas. Tarkime, kad X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym yra

nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, pasiskirste
‘

pagal N(0, 1). Rasime atsitiktinio
dydžio

Z =
X2

1 + ... + X2
n

Y 2
1 + ... + Y 2

m

pasiskirstyma
‘
. Jis vadinamas Fǐserio1 pasiskirstymu su n ir m laisvės laipsniu

‘
. Kai

x ≤ 0, tai FZ(x) = 0. Imkime x < 0. Kaip ir 4 pavyzdyje,

FZ(x) =

∫ ∫
u>0,v>0

v/u<x

pχ2
m

(u)pχ2
n
(v)dudv =

= Bm,n

∫ ∫
u>0,v>0

v/u<x

um/2−1vn/2−1e−(u+v)/2dudv;

čia

Bm,n = 2−(n+m)/2Γ−1
(

n

2

)
Γ−1
(

m

2

)
.

Po pakeitimo v = uw turime

FZ(x) = Bm,n

∫ x

0

wn/2−1dw

∫ ∞

0

u(n+m)/2−1e−(1+w)udu =

=
Γ
(

n + m

2

)
Γ
(

n

2

)
Γ
(

m

2

) ∫ x

0

wn/2−1(1 + w)−(n+m)/2dw.

10. TOLYDUMO TEOREMA

Ankstesniame skyrelyje i
‘
rodėme, kad tarp pasiskirstymo funkciju

‘
ir charakte-

ristiniu
‘
funkciju

‘
yra abipus vienareikšmė atitiktis. Dabar mūsu

‘
tikslas – pa-

rodyti, kad ta atitiktis tam tikra prasme tolydi, t. y. ǐs pasiskirstymo funkciju
‘

1 Ronald Alymer Fisher (1890–1962) – anglu
‘
statistikas.
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silpno konvergavimo i
‘

pasiskirstymo funkcija
‘

ǐsplaukia tas pasiskirstymo
funkcijas atitinkančiu

‘
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
konvergavimas i

‘
ribinės funkci-

jos charakteristine
‘
funkcija

‘
, ir atvirkščiai. Tiksliau tas teiginys yra nusakytas

1 ir 2 teoremose.

1 teorema. Jei pasiskirstymo funkciju
‘

seka Fn (n = 1, 2, ...) kon-
verguoja i

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
F jos tolydumo taškuose, tai atitinkamu

‘
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
seka fn (n = 1, 2, ...) konverguoja i

‘
funkcijos F

charakteristine
‘

funkcija
‘
. Tas konvergavimas yra tolygus kiekviename baigti-

niame intervale.
I
‘
r o d y m a s. Teiginys apie charakteristiniu

‘
funkciju

‘
fn konvergavima

‘
ǐsplaukia ǐs 7.5 Helio–Brėjaus teoremos (ja

‘
taikome atskirai realiosioms ir

menamosioms integralu
‘
dalims). Truputi

‘
pakeite

‘
7.5 teoremos i

‘
rodyma

‘
, ga-

lime parodyti, kad konvergavimas yra tolygus (tai paliekame skaitytojui). ut
Atkreipsime dėmesi

‘
, kad teoremos teiginys gali būti neteisingas, kai ribinė

funkcija F yra bet kuri nemažėjanti, tačiau ne pasiskirstymo funkcija. Imkime
seka

‘
pasiskirstymo funkciju

‘

Fn(x) =
{ 0, kai x ≤ n,

1, kai x > n.

Kiekvienam baigtiniam x seka Fn(x) konverguoja i
‘
F (x) ≡ 0, bet atitinkamu

‘
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
seka fn(t) = exp(int) nekonverguoja i

‘
jokia

‘
riba

‘
,

ǐsskyrus taškus t = 2kπ (k = 0,±1, ...).

Išvada. Jei charakteristiniu
‘
funkciju

‘
seka fn (n = 1, 2, ...) konverguoja i

‘
charakteristine

‘
funkcija

‘
f ir realiu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
seka un (n = 1, 2, ...) konverguoja

i
‘

baigtini
‘

skaičiu
‘
u, tai fn(un) konverguoja i

‘
f(u).

I
‘
r o d y m a s. Teiginys ǐsplaukia ǐs nelygybės

|fn(un)− f(u)| ≤ |fn(un)− f(un)|+ |f(un)− f(u)|,

1 teoremos ir charakteristinės funkcijos f(t) tolydumo. ut
2 teorema. Jei charakteristiniu

‘
funkciju

‘
seka fn (n = 1, 2, ...) visoms

argumento reikšmėms konverguoja i
‘
kokia

‘
nors funkcija

‘
f , tolydžia

‘
nuliniame

taške, tai atitinkamu
‘
pasiskirstymo funkciju

‘
seka Fn (n = 1, 2, ...) konverguoja

i
‘

pasiskirstymo funkcija
‘
F jos tolydumo taškuose. Tada funkcija f yra F

charakteristinė funkcija.
I
‘
r o d y m a s. Remdamiesi 7.4 Helio kompaktǐskumo teorema, ǐsskirsime

ǐs sekos {Fn} poseki
‘
{Fnk

}, konverguojanti
‘
i
‘
kokia

‘
nors nemažėjančia

‘
funkcija

‘
F jos tolydumo taškuose. Aǐsku, 0 ≤ F (−∞) ≤ F (∞) ≤ 1. Tarkime, kad

δ = F (∞)− F (−∞) < 1.

Imkime koki
‘
nors skaičiu

‘
ε su sa

‘
lyga 0 < ε < 1 − δ. Kadangi fnk

→ f , tai
f(0) = 1. Iš f tolydumo taške t = 0 ǐsplaukia, kad galima parinkti pakanka-
mai maža

‘
τ > 0, tenkinanti

‘
sa

‘
lyga

‘
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(1)
1
2τ

∣∣∣ ∫ τ

−τ
f(t)dt

∣∣∣ > 1− ε/2.

I
‘
vertinsime ta

‘
reǐskini

‘
kitaip. Pakeite

‘
integravimo tvarka

‘
, turime∫ τ

−τ
fnk

(t)dt =
∫ ∞

−∞

(∫ τ

−τ
eitxdt

)
dFnk

(x).

Iš čia bet kuriam a > 4(τε)−1∣∣∣ 1
2τ

∫ τ

−τ
fnk

(t)dt
∣∣∣ ≤ 1

2τ

∫
−a≤x<a

∣∣∣ ∫ τ

−τ
eitxdt

∣∣∣dFnk
(x)+

+
1
2τ

∫
|x|≥a

∣∣∣ ∫ τ

−τ
eitxdt

∣∣∣dFnk
(x) ≤

≤ Fnk
(a)− Fnk

(−a) +
1
2τ

∫
|x|≥a

∣∣∣2 sin τx
x

∣∣∣dFnk
(x) ≤

≤ Fnk
(a)− Fnk

(−a) +
1
τa

< Fnk
(a)− Fnk

(−a) +
ε

4
.

Kadangi
Fnk

(a)− Fnk
(−a) → F (a)− F (−a),

kai a ir −a yra F (x) tolydumo taškai, tai pakankamai dideliems a ir k

Fnk
(a)− Fnk

(−a) < δ +
ε

4
.

Vadinasi, ∣∣∣ 1
2τ

∫ τ

−τ
fnk

(t)dt
∣∣∣ < δ +

ε

2
.

Perėje
‘
prie ribos, kai k →∞, gauname∣∣∣ 1

2τ

∫ τ

−τ
f(t)dt

∣∣∣ ≤ δ +
ε

2
< 1− ε+

ε

2
= 1− ε

2
.

Ši nelygybė prieštarauja (1).
Taigi funkcija F , i

‘
kuria

‘
konverguoja seka Fnk

, yra pasiskirstymo funkcija.
Pagal 1 teorema

‘
jos charakteristinė funkcija yra f .

Lieka i
‘
rodyti, kad duotoji seka Fn konverguoja i

‘
F . Tarkime, kad taip

nėra. Tada galima rasti poseki
‘
Fmk

, konverguojanti
‘
i
‘
kokia

‘
nors kita

‘
funkcija

‘
F ∗, nelygia

‘
F bent viename jos tolydumo taške. Pagal jau i

‘
rodyta

‘
teoremos

dali
‘
funkcijos F ∗ charakteristinė funkcija būtu

‘
f . Tačiau pagal 9.2 vienaties

teorema
‘
funkcijos F ir F ∗ turėtu

‘
sutapti. Gautas prieštaravimas rodo, kad

prielaida buvo neteisinga. ut
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Teoremos teiginys gali būti neteisingas, jei ribinė funkcija f nėra tolydi
taške t = 0. Imkime pasiskirstymo funkcijas

Fn(x) =


0, kai x ≤ −n,
1
2

+
x

2n
, kai −n < x < n,

1, kai x ≥ n;

ju
‘
charakteristinės funkcijos yra

fn(t) =

{
1, kai t = 0,
sinnt
nt

, kai t 6= 0.

Tada
fn(t) → f(t) =

{ 1, kai t = 0,
0, kai t 6= 0.

Ribinė funkcija f nėra tolydi nuliniame taške. Antra vertus, Fn konverguoja
i
‘
funkcija

‘
F ≡ 1/2, kuri nėra pasiskirstymo funkcija.

Charakteristiniu
‘
funkciju

‘
aparatas yra labai naudingas, i

‘
rodinėjant i

‘
vai-

rias teoremas apie atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
pasiskirstyma

‘
. Tuo jau galėjome i

‘
siti-

kinti ǐs ankstesniu
‘
skyreliu

‘
pavyzdžiu

‘
. Jis ypač praverčia, tiriant nepriklauso-

mu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumu

‘
pasiskirstymus. Sakykime, turime nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka

‘
X1, X2, ... ir dvi realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
sekas A1, A2, ...;

B1, B2, ..., be to, skaičiai Bn > 0. Pažymėkime Sn = X1 + ... + Xn. Reikia
ǐstirti normuotu

‘
sumu

‘
Zn = B−1

n (Sn −An)

ribini
‘
pasiskirstyma

‘
. Tu

‘
sumu

‘
pasiskirstymo funkcija yra

P (Zn < x) = FX1 ∗ ... ∗ FXn
(An +Bnx).

Sa
‘
sūkio operacija yra gana sudėtinga, todėl tirti tos lygybės dešiniosios pusės

ribini
‘

kitimo pobūdi
‘

nėra lengva. Paprasčiau yra apskaičiuoti sumos Zn
charakteristine

‘
funkcija

‘

fZn(t) = e−itAn/BnfX1

( t

Bn

)
...fXn

( t

Bn

)
ir nagrinėti jos kitima

‘
, kai n→∞. Jei fZn konverguoja i

‘
kokia

‘
nors funkcija

‘
f , tolydžia

‘
nuliniame taške, tai P (Zn < x) silpnai konverguoja i

‘
atitinkama

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
.

Paaǐskinsime šia
‘

idėja
‘

paprastu kasdieniniu pavyzdžiu. Jei, sakysime,
mums reikia ǐsspre

‘
sti uždavini

‘
, kurio sa

‘
lygos suformuluotos svetima kalba,

ir ta
‘
kalba

‘
blogai mokame, tai pirmiausia ǐssiverčiame sa

‘
lyga

‘
i
‘
gimta

‘
ja

‘
kalba

‘
,

ǐssprendžiame uždavini
‘
ta kalba, po to atsakyma

‘
ǐsverčiame i

‘
svetima

‘
kalba

‘
.

Taip elgiamės ir tikimybiu
‘

teorijoje. Tarp pasiskirstymo funkciju
‘

”kal-
bos” ir charakteristiniu

‘
funkciju

‘
”kalbos” yra abipus vienareikšmė atitiktis
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(to dažnai nėra tarp i
‘
prastiniu

‘
kalbu

‘
): vienos kalbos ”žodžius” abipus viena-

reikšmǐskai atitinka kitos kalbos ”žodžiai” (kiekviena
‘
pasiskirstymo funkcija

‘
atitinka viena charakteristinė funkcija, ir atvirkščiai), vienos kalbos ”gra-
matikos” taisykles atitinka kitos kalbos ”gramatikos” taisyklės (pasiskirstymo
funkciju

‘
sa

‘
sūka

‘
atitinka charakteristiniu

‘
funkciju

‘
daugyba; pasiskirstymo

funkciju
‘

silpna
‘

konvergavima
‘

atitinka charakteristiniu
‘

funkciju
‘

tam tikras
konvergavimas ir t. t.).

Pailiustruosime ši
‘
metoda

‘
keletu paprastu

‘
, bet gana efektyviu

‘
pavyzdžiu

‘
.

Mums reikės paprastos lemos.

Lema. Jei z – kompleksinis skaičius, |z| ≤ 1/2, tai

| ln(1 + z)− z| ≤ |z|2.

I
‘
r o d y m a s. Iš lygybės

ln(1 + z) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk

ǐsplaukia

| ln(1 + z)− z| ≤
∞∑
k=2

|z|k

k
≤ 1

2

∞∑
k=2

|z|k =
|z|2

2(1− |z|)
≤ |z|2. ut

1 p a v y z d y s. Pirmajame skyriuje i
‘
rodėme Muavro-Laplaso integraline

‘
teorema

‘
(I.15.2 teorema). Dabar pateiksime gana trumpa

‘
ir paprasta

‘
tos teoremos

i
‘
rodyma

‘
, pagri

‘
sta

‘
charakteristinėmis funkcijomis.

Tirsime Bernulio eksperimentus. Tarkime, kad, atliekant kiekviena
‘
eksperimen-

ta
‘
, i

‘
vyksta i

‘
vykis A su tikimybe p, 0 < p < 1. Pažymėkime κn i

‘
vykiu

‘
A skaičiu

‘
,

atlikus n eksperimentu
‘
. 8.2 pavyzdyje buvo parodyta, kad

fκn(t) = (peit + q)n;

čia q = 1− p. Todėl dydžio

Zn =
κn − np
√

npq

charakteristinė funkcija

fZn(t) = fκn

(
t

√
npq

)
exp

(
− inpt
√

npq

)
=

=

{
p exp

(
it

√
npq

)
+ q

}n

exp

(
− inpt
√

npq

)
=

=

{
p exp

(
it

√
q

np

)
+ q exp

(
−it

√
p

nq

)}n

.



204 Atsitiktiniu
‘
dydžiu
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Pažymėje
‘
Θ kompleksini

‘
skaičiu

‘
(ne visada ta

‘
pati

‘
), kurio modulis ne didesnis kaip

1, pagal 8 skyrelio lema
‘
gauname

p exp

(
it

√
q

np

)
+ q exp

(
−it

√
p

nq

)
=

= p

(
1 + it

√
q

np
− qt2

2np
+ Θ

|t|3q3/2

p3/2n3/2

)
+

+ q

(
1− it

√
p

nq
− pt2

2nq
+ Θ

|t|3p3/2

q3/2n3/2

)
=

= 1− t2

2n
+ Θ

|t|3

n3/2

(
q3/2

p1/2
+

p3/2

q1/2

)
=

= 1− t2

2n
+ Rn.

Tarkime, kad T – bet koks teigiamas skaičius. Kai n yra pakankamai didelis, n ≥
≥ n0(T ), visiems t su sa

‘
lyga |t| ≤ T teisinga lygybė

fZn(t) = exp

{
n ln

(
1− t2

2n
+ Rn

)}
.

Pagal lema
‘ ∣∣∣∣n ln

(
1− t2

2n
+ Rn

)
+

t2

2

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣n{ ln

(
1− t2

2n
+ Rn

)
+

t2

2n
−Rn

}∣∣∣∣+
+ n|Rn| ≤ n

∣∣∣∣− t2

2n
+ Rn

∣∣∣∣2 + n|Rn| ≤
C

n1/2
;

čia C – teigiamas skaičius, nepriklausantis nuo n. Taigi

fZn(t) → e−t2/2,

kai |t| ≤ T . Iš 2 teoremos ǐsplaukia, kad

P (Zn < x) → Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du.

2 p a v y z d y s. Nauju metodu i
‘
rodysime Puasono teorema

‘
(I.15.4 teorema),

šiek tiek ja
‘
apibendrindami. Tarkime, kad turime atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seriju

‘
seka

‘

Xn1 , ..., Xnkn (n = 1, 2, ...),

kiekvienos serijos dydžiai yra nepriklausomi, be to, kiekvienas ǐs ju
‘
i
‘
gyja tik po dvi

reikšmes: 0 ir 1 su tikimybėmis
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P (Xnk = 1) = pnk, P (Xnk = 0) = 1− pnk (k = 1, ..., kn).

Padarykime prielaidas, kad

max
1≤k≤kn

pnk → 0,

kn∑
k=1

pnk → λ,

kai n →∞. Pažymėkime

Sn =

kn∑
k=1

Xnk.

I
‘
rodysime, kad

P (Sn = k) → λk

k!
e−λ (k = 0, 1, ...).

Atsitiktinio dydžio Xnk charakteristinė funkcija lygi

1 + pnk(eit − 1),

o sumos Sn charakteristinė funkcija

fSn(t) =

kn∏
k=1

{1 + pnk(eit − 1)}.

Kai n dideli, pagal lema
‘

| ln{1 + pnk(eit − 1)} − pnk(eit − 1)| ≤ 4p2
nk.

Todėl

∣∣ ln fSn(t)− (eit − 1)

kn∑
k=1

pnk

∣∣ ≤ 4

kn∑
k=1

p2
nk ≤ 4

kn∑
k=1

pnk max
1≤k≤kn

pnk.

Vadinasi,

fSn(t) → eλ(eit−1)

tolygiai visiems t.
Sumos Sn charakteristine

‘
funkcija

‘
galime užrašyti šitaip:

fSn(t) =

∞∑
k=0

P (Sn = k)eitk.

Iš čia

P (Sn = k) =
1

2π

∫ π

−π

fSn(t)e−itkdt =
e−λ

2π

∫ π

−π

eλeit−itkdt + o(1)
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tolygiai k atžvilgiu. Apskaičiuosime integrala
‘
. Išskleide

‘
exp(λeit) laipsnine eilute ir

sukeite
‘
integravima

‘
su sumavimu vietomis, gauname

1

2π

∫ ∞

−∞
eλeit−itkdt =

∞∑
l=0

λl

l!

1

2π

∫ π

−π

eit(l−k)dt =
λk

k!
.

Vadinasi, tolygiai k atžvilgiu

P (Sn = k) =
λk

k!
e−λ + o(1).

3 p a v y z d y s. Remdamiesi charakteristinėmis funkcijomis, i
‘
rodysime 3.3

Chinčino teorema
‘
. Imkime seka

‘
nepriklausomu

‘
vienodai pasiskirsčiusiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X1, X2, ..., turinčiu

‘
vidurki

‘
a.

Jei f yra kiekvieno ǐs tu
‘
dydžiu

‘
charakteristinė funkcija, tai normuotos ju

‘
sumos

Zn =
1

n

n∑
k=1

Xk − a

charakteristinė funkcija

fZn(t) = e−iatfn
(

t

n

)
.

Kadangi atsitiktinis dydis turi vidurki
‘
, tai pagal 8.6 teorema

‘
nulinio taško aplinkoje

f(t) = 1 + iat + tr(t);

čia r(t) yra funkcija, konverguojanti i
‘
nuli

‘
, kai t → 0. Kai |t| ≤ T ir n yra pakanka-

mai didelis, pagal šio skyrelio lema
‘

fZn(t) = exp

{
− iat + n ln

(
1 +

t

n

(
ia + r

(
t

n

)))}
=

= exp

{
− tr

(
t

n

)
+ Θn

∣∣∣∣ tn
(

ia + r
(

t

n

))∣∣∣∣2
}

.

Iš čia

fZn(t) → 1,

kai n → ∞. Tačiau ǐssigimusio pasiskirstymo ε(x) charakteristinė funkcija yra
tapati 1. Vadinasi, visur, ǐsskyrus x = 0, P (Zn < x) → ε(x), t. y. kiekvienam δ > 0

P (|Zn| ≥ δ)−−−−−→
n→∞

0.
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11. CENTRINĖ RIBINĖ TEOREMA

Muavro–Laplaso integralinė teorema yra tik labai specialus bendresnio ti-
kimybiu

‘
teorijos dėsnio atvejis. Mat, atitinkamai normuotu

‘
nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumu

‘
pasiskirstymo funkcijos konverguoja i

‘
normalia

‘
ja

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
, kai tie dydžiai tenkina gana bendras sa

‘
lygas. Pateik-

sime klasikini
‘
tokio dėsnio pavyzdi

‘
.

1 (Lindebergo1) teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai X1,
X2, ... turi dispersijas, bent vienas ǐs ju

‘
yra neǐssigime

‘
s,

B2
n =

n∑
k=1

DXk, Zn = B−1
n

n∑
k=1

(Xk −MXk),

Fk(x) (k = 1, 2, ...) yra tu
‘

dydžiu
‘

pasiskirstymo funkcijos ir kiekvienam fik-
suotam τ > 0

(1) B−2
n

n∑
k=1

∫
|x−MXk|>τBn

(x−MXk)2dFk(x) → 0,

kai n→∞, tai tolygiai x aťzvilgiu

P (Zn < x) → Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du,

kai n→∞.
(1) sa

‘
lyga yra vadinama Lindebergo sa

‘
lyga.

Pažymėje
‘

Xnk = B−1
n (Xk −MXk), Fnk(x) = P (Xnk < x) (k = 1, ..., n),

turime

MXnk = 0, DXnk = B−2
n DXk,

n∑
k=1

DXnk = 1,

Fk(x) = P (BnXnk +MXnk < x) =

= P
(
Xnk <

x−MXk

Bn

)
= Fnk

(x−MXk

Bn

)
.

Tada Lindebergo sa
‘
lyga

‘
galime užrašyti pavidalu
n∑
k=1

∫
|x|>τ

x2dFnk(x) → 0,

1 Jarl Waldemar Lindeberg (1876–1932) – švedu
‘
kilmės suomiu

‘
matematikas.
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o teoremos teigini
‘
–

P
( n∑
k=1

Xnk < x
)
→ Φ(x).

I
‘
rodysime kiek bendresne

‘
teorema

‘
, kurios specialus atvejis bus 1 teorema.

2 teorema. Sakykime, turime atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seriju

‘
seka

‘
Xn1, ..., Xnkn

(n = 1, 2, ...), kiekvienos serijos dydžiai yra nepriklausomi ir turi dispersijas,
be to,

(2) MXnk = 0 (k = 1, ..., kn),
kn∑
k=1

DXnk = 1.

Pažymėkime dydžio Xnk pasiskirstymo funkcija
‘
Fnk(x),

Sn =
kn∑
k=1

Xnk.

Jei kiekvienam fiksuotam teigiamam τ

(3)
kn∑
k=1

∫
|x|>τ

x2dFnk(x) → 0,

kai n→∞, tai tolygiai x aťzvilgiu

P (Sn < x) → Φ(x),

kai n→∞.
(3) sa

‘
lyga

‘
taip pat vadinsime Lindebergo sa

‘
lyga.

I
‘

r o d y m a s. Pažymėkime fnk dydžio Xnk charakteristine
‘
funkcija

‘
.

Reikės i
‘
rodyti, kad visiems realiesiems t

ϕn(t) =
kn∏
k=1

fnk(t) → e−t
2/2.

Imkime bet koki
‘

fiksuota
‘

skaičiu
‘
T > 2. Toliau laikysime |t| ≤ T . Bet

kuriam ε, 0 < ε < 1, ir τ = εT−3 pagal (3) sa
‘
lyga

‘
egzistuoja toks pakankamai

didelis n0 = n0(ε, T ), kad

(4)
kn∑
k=1

∫
|x|>τ

x2dFnk(x) <
ε

2T 4
,

kai n ≥ n0.
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Tirsime charakteristines funkcijas fnk. Kadangi MXnk = 0, tai

fnk(t)− 1 =
∫ ∞

−∞
(e−itx − 1− itx)dFnk(x).

Pagal 8 skyrelio lema
‘

|eitx − 1− itx| ≤ 1
2
t2x2.

Todėl

(5) |fnk(t)− 1| ≤ 1
2
t2
∫ ∞

−∞
x2dFnk(x) =

1
2
t2DXnk.

Mums pravers ir kitoks to paties reǐskinio i
‘
vertinimas, kurio ieškodami rem-

simės (4) i
‘
vertinimu. Turime

(6)

|fnk(t)− 1| ≤

≤ 1
2
t2
(∫

|x|≤τ
x2dFnk(x) +

∫
|x|>τ

x2dFnk(x)
)
≤

≤ 1
2
t2
(
τ2

∫ ∞

−∞
dFnk(x) +

ε

2T 4

)
<

1
2
T 2
(
τ2 +

ε

2T 4

)
=

=
T 2

2

( ε2
T 6

+
ε

2T 4

)
<

ε

2T 2
<

1
2
.

Iš (6) ǐsplaukia, kad fnk(t) 6= 0, kai |t| ≤ T . Todėl galime kalbėti apie fnk(t)
ir ϕn(t) logaritmus. Imame ju

‘
pagrindines reikšmes. Iš (2) gauname

(7)

∣∣∣ lnϕn(t) +
t2

2

∣∣∣ ≤
≤

kn∑
k=1

∣∣∣ ln [1 +
(
fnk(t)− 1

)]
−
(
fnk(t)− 1

)∣∣∣+
+

kn∑
k=1

∣∣∣fnk(t)− 1 +
t2

2
DXnk

∣∣∣ = Rn1 +Rn2.

Dydi
‘
Rn1 i

‘
vertinsime, remdamiesi 10 skyrelio lema ir (6), (5) bei (2)

sa
‘
ryšiais. Gausime

(8)

Rn1 ≤
kn∑
k=1

|fnk(t)− 1|2 ≤ ε

2T 2

k∑
k=1

|fnk(t)− 1| ≤

≤ ε

2T 2
· 1
2
T 2

kn∑
k=1

DXnk =
ε

4
.
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Dabar i
‘
vertinsime dydi

‘
Rn2

Rn2 =
kn∑
k=1

∣∣∣ ∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx+

1
2
t2x2

)
dFnk(x)

∣∣∣.
Iš 8 skyrelio lemos ǐsplaukia nelygybės∣∣∣eitx − 1− itx+

1
2
t2x2

∣∣∣ ≤ |eitx − 1− itx|+ 1
2
t2x2 ≤ t2x2,∣∣∣eitx − 1− itx+

1
2
t2x2

∣∣∣ ≤ 1
6
|tx|3.

Pirma
‘
ja

‘
nelygybe

‘
taikome integravimo sričiai |x| > τ , antra

‘
ja

‘
– likusiai in-

tegravimo sričiai |x| ≤ τ . Iš (2) ir (4) gauname

(9)

Rn2 ≤
kn∑
k=1

( |t|3
6

∫
|x|≤τ

|x|3dFnk(x)+

+ t2
∫
|x|>τ

x2dFnk(x)
)
≤

≤ T 3τ

6

kn∑
k=1

∫
|x|≤τ

x2dFnk(x) + T 2
n∑
k=1

∫
|x|>τ

x2dFnk(x) <

<
T 3τ

6

kn∑
k=1

DXnk + T 2 · ε

2T 4
=
ε

6
+

ε

2T 2
<
ε

2
.

I
‘
raše

‘
(8) ir (9) i

‘
(7), gauname∣∣∣ lnϕn(t) +

t2

2

∣∣∣ < ε,

kai n ≥ n0, |t| ≤ T . Remdamiesi 10.2 teorema, gausime i
‘
rodoma

‘
ji
‘
teigini

‘
,

jei pastebėsime, kad konvergavimo tolydumas ǐsplaukia ǐs normaliojo pa-
siskirstymo tolydumo ir 7.7 teoremos. ut

Lindebergo sa
‘
lyga nėra būtina, kad teoremoje nusakytu

‘
atsitiktiniu

‘
dy-

džiu
‘

sumos turėtu
‘

ribini
‘

normalu
‘
ji
‘

pasiskirstyma
‘
. Imkime atsitiktinius dy-

džius Xn1 = Y, Xn2 = ... = Xnkn
= 0. Tarkime, kad Y yra pasiskirste

‘
s pagal

N(0, 1). Aǐsku, 2 teoremos visos sa
‘
lygos bus patenkintos, ǐsskyrus Lindebergo

sa
‘
lyga

‘
, nors

P (Sn < x) = Φ(y).

Antra vertus, kiekvienam τ > 0 ǐs nelygybiu
‘
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max
1≤k≤kn

P (|Xnk| ≥ τ) ≤
kn∑
k=1

P (|Xnk| ≥ τ) =

=
kn∑
k=1

∫
|x|≥τ

dFnk(x) ≤
1
τ2

kn∑
k=1

∫
|x|≥τ

x2dFnk(x)

ir ǐs Lindebergo sa
‘
lygos ǐsplaukia

(10) max
1≤k≤kn

P (|Xnk| ≥ τ) → 0.

Atsitiktiniai dydžiai, tenkinantys (10) sa
‘
lyga

‘
, vadinami nykstamais. Taigi, jei

dydžiai Xnk (k = 1, ..., kn) tenkina Lindebergo sa
‘
lyga

‘
, tai jie yra nykstami.

Lindebergo sa
‘
lyga yra būtina, kad nykstamu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, tenki-

nančiu
‘
(2) sa

‘
lyga

‘
, sumos turėtu

‘
ribini

‘
normalu

‘
ji
‘
pasiskirstyma

‘
.

3 (Felerio1) teorema. Sakykime, turime atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seriju
‘

seka
‘

Xn1, ..., Xnkn
(n = 1, 2, ...), kiekvienos serijos dydžiai yra nepriklausomi, turi

dispersijas ir tenkina 2 teoremos (2) sa
‘
lyga

‘
. Pažymėkime Sn = Xn1 + ... +

+Xnkn
. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami ir

P (Sn < x) → Φ(x),

tai teisinga (3) Lindebergo sa
‘
lyga.

I
‘
r o d y m a s. Vartosime 2 teoremos žymėjimus. Kiekvienam τ > 0

|fnk(1)− 1| ≤
∫
|x|≤τ

|eix − 1|dFnk(x) +
∫
|x|>τ

|eix − 1|dFnk(x).

Pirmajame integrale pointegraline
‘
funkcija

‘
i
‘
vertinsime pagal 8 skyrelio lema

‘
dydžiu |x|, o antrajame – trivialiai skaičiumi 2. Gausime

|fnk(1)− 1| ≤
∫
|x|≤τ

|x|dFnk(x) + 2
∫
|x|>τ

dFnk(x) ≤

≤ τ + 2P (|Xnk| > τ).

Kadangi dydžiaiXnk yra nykstami, o τ gali būti parinktas kiek norima mažas,
tai

(11) max
1≤k≤kn

|fnk(1)− 1| → 0.

Iš sa
‘
lygos MXnk = 0 pagal 8 skyrelio lema

‘
ǐsplaukia

1 William Feller (1906–1970) – amerikiečiu
‘
matematikas.
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(12)
|fnk(1)− 1| =

∣∣∣ ∫ ∞

−∞
(eix − 1− ix)dFnk(x)

∣∣∣ ≤
≤ 1

2

∫ ∞

−∞
x2dFnk(x) =

1
2
DXnk.

Kai n pakankamai dideli, remiantis 10 skyrelio lema ir (11) sa
‘
ryšiu,∣∣ ln fnk(1)−

(
fnk(1)− 1

)∣∣ ≤ |fnk(1)− 1|2.

Iš (11), (12) ir (2) ǐsplaukia∣∣∣ lnϕn(1)−
kn∑
k=1

(
fnk(1)− 1

)∣∣∣ ≤ kn∑
k=1

|fnk(1)− 1|2 ≤

≤ max
1≤k≤kn

|fnk(1)− 1|
kn∑
k=1

|fnk(1)− 1| ≤

≤ 1
2

max
1≤k≤kn

|fnk(1)− 1| → 0.

Kadangi lnϕn(1) → −1/2, tai

kn∑
k=1

(
fnk(1)− 1

)
+

1
2
→ 0,

kitaip tariant,

kn∑
k=1

∫ ∞

−∞

(
eix − 1− ix+

1
2
x2
)
dFnk(x) → 0.

Tačiau tada ir realioji dalis

(13)
∞∑
k=1

∫ ∞

−∞

(
cosx− 1 +

1
2
x2
)
dFnk(x) → 0.

Panagrinėsime pointegraline
‘
funkcija

‘
. Kai |x| ≥ 3,

cosx− 1 +
1
2
x2 ≥

(
−2 +

1
4
x2
)

+
1
4
x2 >

1
4
x2.

Kai |x| < 3, eilutė

cosx− 1 +
1
2
x2 =

∞∑
k=2

(−1)kx2k

(2k)!
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yra alternuojanti. Todėl, kai τ < |x| < 3,

cosx− 1 +
1
2
x2 ≥ x4

4!
− x6

6!
=
x4

4!

(
1− 9

5 · 6

)
>

7τ2

240
x2.

Iš (13) ir i
‘
rodytu

‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia Lindebergo sa

‘
lyga. ut

Paminėsime pora
‘
specialiu

‘
Lindebergo teoremos atveju

‘
.

1 ǐsvada (Liapunovo teorema). Tarkime, kad X1, X2, ... yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydžiai, kuriu

‘
bent vienas yra neǐssigime

‘
s ir visi turi

2 + δ, δ > 0, eilės absoliučiuosius momentus. Pažymėkime

B2
n =

n∑
k=1

DXk, Zn = B−1
n

n∑
k=1

(Xk −MXk).

Jei

(14) B−2−δ
n

n∑
k=1

M |Xk −MXk|2+δ → 0,

kai n→∞, tai tolygiai x aťzvilgiu

P (Zn < x) → Φ(x),

kai n→∞.
I
‘
r o d y m a s. Patikrinsime, ar teisinga Lindebergo sa

‘
lyga. Pažymėje

‘
MXk = ak, turime

B−2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>τBn

(x− ak)2dFXk
(x) ≤

≤ B−2−δ
n τ−δ

n∑
k=1

∫
R

|x− ak|2+δdFXk
(x).

Iš (14) Liapunovo sa
‘
lygos ǐsplaukia, kad teisinga ir Lindebergo sa

‘
lyga. ut

2 ǐsvada. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai X1, X2, ... yra vienodai
pasiskirste

‘
, turi vidurkius a ir teigiamas dispersijas σ2,

Zn = (σ
√
n)−1

( n∑
k=1

Xk − na
)
,

tai tolygiai x aťzvilgiu
P (Zn < x) → Φ(x),

kai n→∞.
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I
‘
r o d y m a s. Ir šiuo atveju pakaks patikrinti, ar teisinga Lindebergo

sa
‘
lyga. Pažymėje

‘
dydžiu

‘
Xk pasiskirstymo funkcija

‘
F ir pastebėje

‘
, kad Bn =

= σn1/2, turime

B−2
n

n∑
k=1

∫
|x−a|>τBn

(x− a)2dF (x) =

= σ−2

∫
|x−a|>τσn1/2

(x− a)2dF (x).

Iš dispersijos egzistavimo ǐsplaukia, kad dešinės pusės integralas konverguoja
i
‘
nuli

‘
.

Šia
‘
teorema

‘
nesunku i

‘
rodyti ir nesiremiant Lindebergo teorema. Pakanka

dydžiu
‘
Xk charakteristine

‘
funkcija

‘
užrašyti pavidalu

f(t) = 1 + iat− 1
2
σ2t2 + t2r(t)

(čia r(t) → 0, kai t → 0) ir pastebėti, kad normuotos sumos charakteristinė
funkcija yra

a−ian
1/2σ−1tfn

( t

σ
√
n

)
=

= e−ian
1/2σ−1t

(
1 +

iat

σ
√
n
− t2

2n
+
t2

2n
r
( t

σ
√
n

))n
.

Jau ne karta
‘
taikytais metodais galima i

‘
rodyti, kad ta charakteristinė funkcija

konverguoja i
‘
exp(−t2/2). ut

2 ir 3 teoremose darėme prielaida
‘
, kad egzistuoja atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
antrieji momentai. Tačiau yra ir bendresniu

‘
teoremu

‘
, kuriose apsieinama be

tokio tipo sa
‘
lygu

‘
.

4 teorema. Sakykime, Xn1, ..., Xnkn (n = 1, 2, ...) yra atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seriju

‘
seka ir kiekvienos serijos dydžiai yra nepriklausomi. Pažymėkime Sn =

= Xn1 + ...+Xnkn
. Konstantu

‘
seka {an} su sa

‘
lygomis, kad

P (Sn − an < x) → Φ(x)

ir dydžiai Xnk būtu
‘

nykstami, egzistuoja tada ir tik tada, kai kiekvienam
τ > 0

kn∑
k=1

∫
|x|>τ

dFnk(x) → 0,

kn∑
k=1

{∫
|x|≤τ

x2dFnk(x)−
(∫

|x|≤τ
xdFnk(x)

)2}
→ 1;



Centrinė ribinė teorema 215

čia Fnk yra dydžio Xnk pasiskirstymo funkcija.
Šios teoremos i

‘
rodyma

‘
galima rasti, pvz., [28].

Bendro pobūdžio teoremos apie atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

sumu
‘

asimptotini
‘

normalu
‘
ji
‘

pasiskirstyma
‘

paprastai vadinamos centrinėmis ribinėmis teore-
momis. Šis istorinis pavadinimas atsirado todėl, kad normalusis dėsnis yra
labai svarbus tikimybiu

‘
teorijoje bei jos taikymuose. Praktikoje pasitaikančiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
pasiskirstymai labai dažnai būna normalieji arba mažai

nuo ju
‘
skiriasi. Šiuo dėsniu grindžiama matavimo paklaidu

‘
teorija. Kiekvienas

matavimas yra susije
‘
s su dvieju

‘
rūšiu

‘
paklaidomis: sisteminėmis ir atsitik-

tinėmis. Atsitiktinės paklaidos priklauso nuo daugelio priežasčiu
‘
. Sakykime,

sveriame kūna
‘
tiksliomis svarstyklėmis. Bendra paklaida susidaro ǐs elemen-

tariu
‘
ju

‘
paklaidu

‘
, kurios priklauso nuo atmosferos sa

‘
lygu

‘
(oro drėgmės, tem-

peratūros bei tankio svyravimu
‘
, i

‘
vairiu

‘
oro sroviu

‘
ir t. t.), ant svarstykliu

‘
patenkančiu

‘
dulkeliu

‘
, nuo svarstykliu

‘
pagrindo vibraciju

‘
(jas sukelia vėl

gausybė i
‘
vairiu

‘
priežasčiu

‘
). Taigi priežasčiu

‘
, sukeliančiu

‘
nedideles paklaidas,

yra labai daug, ir bendra paklaida yra suma daugelio atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

– arba nepriklausomu
‘
, arba labai mažai priklausomu

‘
. Nors paprastai ir

nežinome atskiru
‘
dėmenu

‘
pasiskirstymo, bet suminės paklaidos pasiskirsty-

mas yra labai artimas normaliajam, nes dėmenys paprastai tenkina Linde-
bergo sa

‘
lyga

‘
, be to, juos galima laikyti nykstamais.

Praktikoje svarbu žinoti, kokiu greičiu atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

sumos pa-
siskirstymo funkcija konverguoja i

‘
ribine

‘
normalia

‘
ja

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
.

Yra daug šio uždavinio sprendimu
‘
. Suformuluosime viena

‘
ǐs ju

‘
.

5 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai Xn (n = 1, 2, ...) turi
trečiuosius momentus,

B2
n =

n∑
k=1

DXk,

Cn =
n∑
k=1

M |X −MXk|3,

Zn = B−1
n

n∑
k=1

(Xk −MXk),

tai

(15) sup
x
|P (Zn < x)− Φ(x)| ≤ cB−3

N Cn;

čia c – absoliuti konstanta.
Tiksli mažiausios galimos konstantos c reikšmė nėra žinoma, bet yra

i
‘
rodyta, kad ji tenkina nelygybes 0, 40973... = (3 +

√
10)/(6

√
2π) ≤ c <

< 0, 7975.
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Jei atsitiktiniai dydžiai yra vienodai pasiskirste
‘
ir ju

‘
dispersijos yra σ2,

o tretieji centriniai absoliutieji momentai µ3, tai (15) nelygybės dešinė pusė
lygi cµ3σ

−3n−1/2.
Yra ǐsvystyta ir nykstamu

‘
dydžiu

‘
sumu

‘
pasiskirstymu

‘
konvergavimo i

‘
kitus pasiskirstymus teorija. Ne kiekviena pasiskirstymo funkcija gali būti
ribinė – tik vadinamosios neaprėžtai dalios funkcijos gali būti ribinės.

Atsitiktinis dydisX vadinamas neaprėžtai daliu, jei kiekvienam natūralia-
jam n jo pasiskirstymo funkcija yra n nepriklausomu

‘
vienodai pasiskirsčiusiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumos Xn1 + ... + Xnn pasiskirstymo funkcija. Atitinka-

mai charakteristinė funkcija f yra vadinama neaprėžtai dalia, jei kiekvienam
natūraliajam n egzistuoja tokia charakteristinė funkcija fn, kad f(t) = fnn (t),
kitaip tariant, kiekvienam natūraliajam n pagrindinė šaknies reikšmė f1/n

yra charakteristinė funkcija. Atitinkama
‘
pasiskirstymo funkcija

‘
taip pat va-

diname neaprėžtai dalia.
Tiesiog ǐs apibrėžimo ǐsplaukia, kad ǐssigimusios, normaliosios ir Puasono

pasiskirstymo funkciju
‘
charakteristinės funkcijos

eiat, eiat−σ
2t2/2, eλ(eit−1)

yra neaprėžtai dalios.
Patikrinti, ar charakteristinė funkcija yra neaprėžtai dali, padeda šitokia

teorema.

6 (Levi1–Chinčino) teorema. Funkcija f , apibrėžta realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje, yra neaprėžtai dali charakteristinė funkcija tada ir tik tada, kai egzis-
tuoja realusis skaičius α ir tokia aprėžta nemažėjanti funkcija Ψ, apibrėžta
realiu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje, kad

(16) f(t) = exp
{
iαt+

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)1 + x2

x2
dΨ(x)

}
;

pointegralinė funkcija taške x = 0 laikoma lygia

lim
x→0

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)1 + x2

x2
= −t2/2.

Jei susitarsime laikyti Ψ(−∞) = 0, o funkcija
‘

Ψ – tolydžia ǐs kairės (šie
susitarimai nekeičia (15) integralo), tai (16) formulė aprašys abipus viena-
reikšme

‘
atitikti

‘
tarp neaprėžtai daliu

‘
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
ir dydžiu

‘
(α,Ψ).

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad normaliajam dėsniui N(a, σ2)

α = a, Ψ(x) =
{ 0, kai x ≤ 0,
σ2, kai x > 0.

1 Paul Lévy (1886–1971) – prancūzu
‘
matematikas.
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I
‘
rodoma, kad nykstamu

‘
nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumu

‘
galimu

‘
ribiniu

‘
pasiskirstymo funkciju

‘
klasė sutampa su neaprėžtai daliu

‘
pasiskirsty-

mo funkciju
‘
klase. Yra žinomos būtinos ir pakankamos konvergavimo i

‘
duota

‘
ja

‘
funkcija

‘
sa

‘
lygos. Ši teorija sukurta daugelio matematiku

‘
pastangomis. Tarp

ju
‘
ypač minėtini A. Chinčinas, B. Gnedenka1, A. Kolmogorovas, P. Levi. Ta

teorija ǐsdėstyta [11, 13, 28].
Pastaruoju metu vystoma nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumu

‘
ribiniu

‘
teoremu

‘
teorija, kai nereikalaujama, kad dydžiai būtu

‘
nykstami (žr. [11]).

12. LOKALIOJI RIBINĖ TEOREMA

11 skyrelyje apibendrinome integraline
‘

Muavro–Laplaso teorema
‘
. Dabar

mūsu
‘

tikslas – apibendrinti to paties pavadinimo lokalia
‘
ja

‘
teorema

‘
. Ji i

‘
ro-

dinėjama vadinamiesiems gardelǐskiems atsitiktiniams dydžiams.
Sakysime, kad atsitiktinis dydis X yra gardelǐskas, jei jis yra diskretusis

ir jo reikšmės, i
‘
gyjamos su teigiamomis tikimybėmis, priklauso kuriai nors

aritmetinei progresijai a+dk; čia a yra koks nors realusis skaičius, d – teigia-
mas skaičius, o k = 0,±1,±2, ... Tos progresijos skirtumas d paprastai yra
vadinamas pasiskirstymo žingsniu.

Gardelǐski yra atsitiktiniai dydžiai, pasiskirste
‘
pagal binomini

‘
, Puasono

dėsnius. Ju
‘
žingsnis lygus 1.

Skaičius a ir pasiskirstymo žingsnis d nėra vienareikšmǐskai nusakyti. Kai
atsitiktinis dydis yra pasiskirste

‘
s pagal Puasono dėsni

‘
, žingsnis d gali būti

lygus ne tik 1, bet ir bet kuriam ǐs skaičiu
‘
1/2, 1/3, 1/4 ir t. t. Didžiausias

tarp visu
‘
žingsniu

‘
yra lygus 1.

Ir bendruoju atveju, jeiX reikšmės, i
‘
gyjamos su teigiamomis tikimybėmis,

priklauso progresijai a+ dk, tai jos priklauso ir progresijai a′ + d′k, kai d/d′
yra sveikasis skaičius, a′ = a + ld′, l – sveikasis skaičius. Tačiau, jei X nėra
ǐssigime

‘
s, tai tarp pasiskirstymo žingsniu

‘
yra didžiausias.

Jei gardelǐsko atsitiktinio dydžio reikšmės, i
‘
gyjamos su teigiamomis ti-

kimybėmis, yra pavidalo a + kd, kur k i
‘
gyja kurias nors sveika

‘
sias reikšmes

ir visu
‘

tu
‘
k bendras didžiausias daliklis yra D, tai tos reikšmės taip pat

priklauso progresijai a +Ddm, m = 0,±1,±2, ...; didžiausias pasiskirstymo
žingsnis yra Dd.

1 lema. Atsitiktinis dydis su carakteristine funkcija f(t) yra gardelǐskas
tada ir tik tada, kai egzistuoja t0 6= 0 su sa

‘
lyga |f(t0)| = 1. Jei gardelǐskas

atsitiktinis dydis nėra ǐssigime
‘
s, tai toks mažiausias teigiamas t0 egzistuoja;

tada didžiausias pasiskirstymo žingsnis yra 2π/t0.
I
‘
r o d y m a s. 1. Jei atsitiktinis dydis i

‘
gyja reikšmes a+dk su tikimybėmis

pk, tai jo charakteristinė funkcija yra

1 Boris Gnedenko (g. 1912m.) – ukrainiečiu
‘
kilmės matematikas.
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f(t) = eiat
∑
k

pke
idkt.

Iš čia
f
(2π
d

)
= e2πia/d

∑
k

pk = e2πia/d,

vadinasi, |f(2π/d)| = 1.
2. Tarkime, kad kuriam nors t0 6= 0 turime |f(t0)| = 1. Tada f(t) =

= exp(iΘ) su realiuoju skaičiumi Θ. Jei F yra tiriamojo atsitiktinio dydžio
pasiskirstymo funkcija, tai ∫ ∞

−∞
eit0xdF (x) = eiΘ,

arba ∫ ∞

−∞
{cos(t0x−Θ)− 1}dF (x) = 0.

Kadangi pointegralinė funkcija yra neteigiama, tai F gali didėti tik taškuose

Θ
t0

+
2π
t0
k (k = 0,±1, ...). ut

1 (Gnedenkos) teorema. Jei vienodai pasiskirste
‘

nepriklausomi at-
sitiktiniai dydžiai X1, X2, ... yra gardelǐski, i

‘
gyja reikšmes su teigiamomis

tikimybėmis ǐs progresijos a+dk, be to, turi vidurkius A ir dispersijas σ2 > 0,
tai

σ
√
n

d
P
( n∑
ν=1

Xν = na+ dm
)
−

− 1√
2π

exp
{
−
(
(a−A)n+ dm

)2
2σ2n

}
−−−−−→
n→∞

0

tolygiai m aťzvilgiu tada ir tik tada, kai d yra didžiausias pasiskirstymo
žingsnis.

I
‘

r o d y m a s. 1. P a k a n k a m u m a s. Tarkime, kad d yra
didžiausias pasiskirstymo žingsnis. Pažymėkime f dydžiu

‘
Xn charakteristine

‘
funkcija

‘
. Suma Sn = X1 + ...+Xn priklausys progresijai na+ dk. Pažymėje

‘

Pn(k) = P (Sn = an+ dk),

sumos Sn charakteristine
‘
funkcija

‘
galime užrašyti pavidalu

fn(t) = eiant
∑
n

Pn(k)eidkt.
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Furjė1 koeficientas

Pn(m) =
d

2π

∫ π/d

−π/d
fn(t)e−i(an+dm)tdt =

=
d

2πσ
√
n

∫ πσ
√
n/d

−πσ
√
n/d

fn
( u

σ
√
n

)
exp

{
− i(an+ dm)u

σ
√
n

}
du.

Jei
ϕ(t) = f

( t

σ
√
n

)
exp
(
− iAt

σ
√
n

)
,

tai normuotos sumos

(1)
Sn − nA

σ
√
n

charakteristinė funkcija lygi ϕn(t). Todėl

(2)
σ
√
n

d
Pn(m) =

1
2π

∫ πσ
√
n/d

−πσ
√
n/d

ϕn(t)e−itwdt;

čia, kad būtu
‘
trumpiau, pažymėta

w =
(a−A)n+ dm

σ
√
n

.

Kadangi (1) yra asimptotǐskai pasiskirste
‘
s pagal normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
N(0, 1),

tai

(3) ϕn(t) → e−t
2/2

tolygiai, kai |t| ≤ T, T – bet koks fiksuotas skaičius.
f(t) exp(−iAt) yra atsitiktinio dydžio Xν − A charakteristinė funkcija.

Šio dydžio vidurkis yra 0, o dispersija σ2. Todėl pagal 8.6 teorema
‘

f(t)e−iAt = 1− 1
2
σ2t2 + o(t2).

Pagal 1.2 lema
‘

|f(t)e−iAt| ≤ 1− 1
4
σ2t2 ≤ e−σ

2t2/4,

kai |t| ≤ δ, δ > 0 – pakankamai mažas skaičius. Iš čia

(4) |ϕn(t)| ≤ e−t
2/4,

1 Joseph Fourier (1768–1830) – prancūzu
‘
matematikas.
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kai |t| ≤ δσ
√
n.

Kadangi d yra didžiausias pasiskirstymo žingsnis, tai pagal 1 lema
‘
galima

rasti toki
‘
c > 0, kad būtu

‘ |f(t)| < e−c,

kai δ ≤ |t| ≤ π/d. Vadinasi,

(5) |ϕn(t)| < e−cn,

kai δσ
√
n ≤ |t| ≤ πσ

√
n/d.

Atsižvelge
‘
i
‘
(3), (4) ir (5) i

‘
verčius, (2) integrala

‘
suskaidysime i

‘
kelis inte-

gralus
σ
√
n

d
Pn(m) =

1
2π

(∫
|t|≤T

(
ϕn(t)− e−t

2/2
)
e−itwdt+

+
∫ ∞

−∞
e−t

2/2−itwdt−
∫
|t|>T

e−t
2/2−itwdt+

+
∫
T<|t|≤δσ

√
n

ϕn(t)e−itwdt+

+
∫
δσ
√
n<|t|≤πσ

√
n/d

ϕn(t)e−itwdt
)

=

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5.

Pirmasis integralas pagal (3) konverguoja i
‘
nuli

‘
, kai n → ∞. 8.4 pavyzdyje

parodėme, kad

I2 =
e−w

2/2

√
2π

.

I
‘
vertinsime trečia

‘
ji
‘
integrala

‘

|I3| ≤
1
2π

∫
|t|>T

e−t
2/2dt ≤ 1

πT

∫ ∞

T

te−t
2/2dt =

e−T
2/2

πT
.

Pagal (4)

|I4| ≤
1
π

∫ ∞

T

e−t
2/4dt ≤ 1

πT

∫ ∞

T

te−t
2/4dt =

2e−T
2/4

πT
.

Pagaliau pagal (5)

|I5| <
e−cn

π

(π
d
− δ
)
σ
√
n.

Todėl σ
√
nd−1Pn(m) nuo (2π)−1/2 exp(−w2/2) skiriasi kiek norima mažu

dydžiu, jei tik T ir n yra pakankamai dideli.
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2. B ū t i n u m a s. Tarkime, kad galimu
‘
Sn reikšmiu

‘
, i

‘
gyjamu

‘
su

teigiamomis tikimybėmis, skirtumu
‘
, padalytu

‘
ǐs d, bendras didžiausias da-

liklis yra h. Skirtumas tarp artimiausiu
‘
galimu

‘
sumos reikšmiu

‘
negali būti

mažesnis už dh. Jei d nėra didžiausias, tai h > 1 visiems n. Tada bus tokiu
‘

sveiku
‘
ju

‘
m, kad visiems n tikimybės Pn(m) = 0. ut

Tarkime, kad normuotos atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sumos turi ribini

‘
normalu

‘
ji
‘

pasiskirstyma
‘
. Kyla klausimas, ar tu

‘
sumu

‘
tikimybiniai tankiai, jei jie egzis-

tuoja, konverguoja i
‘

normaliojo pasiskirstymo tanki
‘
. Čia, matyt, reikia

papildomu
‘

sa
‘
lygu

‘
. Juk ǐs Fn konvergavimo i

‘
Φ be papildomu

‘
sa

‘
lygu

‘
dar

neǐsplaukia, kad ǐsvestinės F ′n, jei jos egzistuoja, konverguoja i
‘
Φ′. I

‘
rodysime

viena
‘

ǐs paprastesniu
‘

tokio tipo teoremu
‘
. Mums reikės dvieju

‘
pagalbiniu

‘
teiginiu

‘
.

2 lema. Visiems realiesiems t∫ ∞

−∞

1− cos tx
x2

dx = π|t|.

I
‘
r o d y m a s. Pakanka i

‘
rodyti ta

‘
lygybe

‘
, kai t = 1. Lygybės∫ ∞

0

1− cosx
x2

dx =
∫ ∞

0

1
x2

(∫ x

0

sinudu
)
dx

dešinėje pusėje keičiame integravimo tvarka
‘∫ ∞

0

1− cosx
x2

dx =
∫ ∞

0

(∫ ∞

u

dx

x2

)
sinudu =

∫ ∞

0

sinu
u

du =
π

2

pagal 9.3 lema
‘
. ut

3 lema. Jei g yra aprėžta ir integruojama Lebego prasme funkcija visoje
realiu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje,

(6) ψ(t) =
∫ ∞

−∞
eitxg(x)dx

yra visiems t neneigiama, tai ir ψ yra integruojama Lebego prasme realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

tiesėje.
I
‘

r o d y m a s. Nesunku i
‘
rodyti, kad ψ yra tolydi (plg. 8.3 teoremos

i
‘
rodyma

‘
). Paėme

‘
bet kuri

‘
teigiama

‘
y, ǐs (6), sukeite

‘
integravimo tvarka

‘
,

gauname ∫ y

−y
ψ(t)dt = 2

∫ ∞

−∞
g(x)

sinxy
y

dx.

Paėme
‘
teigiama

‘
T , dar karta

‘
integruojame ka

‘
tik gauta

‘
lygybe

‘
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(7)
∫ 2T

0

(∫ y

−y
ψ(t)dt

)
dy = 2

∫ ∞

−∞
g(x)

1− cos 2Tx
x2

dx.

Kairėje pusėje keičiame integravimo tvarka
‘

ir remiamės sa
‘
lyga, kad ψ yra

neneigiama funkcija. Gauname∫ 2T

0

(∫ y

−y
ψ(t)dt

)
dy =

∫ 2T

−2T

ψ(t)(2T − |t|)dt ≥ T

∫ T

−T
ψ(t)dt.

Jei K yra konstanta, aprėžianti funkcija
‘
g, tai pagal 2 lema

‘∫ ∞

−∞
g(x)

1− cos 2Tx
x2

dx ≤ K

∫ ∞

−∞

1− cos 2Tx
x2

dx = 2πTK.

Iš (7) ǐsplaukia ∫ T

−T
ψ(t)dt ≤ 2πK.

Lieka remtis integralo savybėmis, pvz., V.9.14 teorema. ut
2 (Gnedenkos) teorema. Jei nepriklausomi vienodai pasiskirste

‘
atsi-

tiktiniai dydžiai X1, X2, ... turi vidurkius a, dispersijas σ2 > 0 ir, pradedant
kuriuo nors n0, normuotos sumos

Zn =
X1 + ...+Xn − na

σ
√
n

turi tanki
‘
pn(x), tai

pn(x) →
1√
2π
e−x

2/2,

kai n→∞, tolygiai x aťzvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja natūralusis n1,
kuriam pn1(x) yra aprėžtas.

P a s t a b a. Iš 9 skyrelio ǐsplaukia: jei egzistuoja tankis pn0 , tai egzistuoja
ir pn, kai n > n0.

I
‘
r o d y m a s. Sa

‘
lygos būtinumas yra akivaizdus. I

‘
rodinėsime jos pa-

kankamuma
‘
. Pirmiausia i

‘
rodysime, kad atsitiktinio dydžio Zn charakteristinė

funkcija yra integruojama visoje tiesėje R, kai n ≥ 2n1.
Pažymėkime f dydžiu

‘
Xk charakteristines funkcijas,

ϕ(t) = f
( t

σ
√
n

)
exp
(
− iat

σ
√
n

)
.

Tada sumos Zn charakteristinė funkcija yra ϕn(t). Imkime kita
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
Z ′n, nepriklausoma

‘
nuo Zn, bet taip pat pasiskirsčiusi

‘
. Atsitiktinio

dydžio Zn − Z ′n charakteristinė funkcija yra |ϕn(t)|2. Iš 9 skyrelio ǐsplaukia,
kad atsitiktinio dydžio Zn1 − Z ′n1

tankis qn1 yra aprėžtas. Kadangi
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|ϕ2n1(t)| =
∫ ∞

−∞
eitxqn1(x)dx,

tai pagal 3 lema
‘
|ϕ2n1 |, taigi ir |f |2n1 , yra integruojamos tiesėje R. Iš nely-

gybės |f(t)| ≤ 1 ǐsplaukia, kad |f |n, vadinasi, ir ϕn, yra integruojamos, kai
n ≥ 2n1.

Remiantis 9.3 teorema, kai n ≥ 2n1,

pn(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕn(t)dt.

Kaip ir 1 teoremos i
‘
rodyme, suskaidysime ši

‘
integrala

‘
i
‘
kelis:

(8)

pn(x) =
1
2π

(∫
|t|≤T

(
ϕn(t)− e−t

2/2
)
e−itxdt+

+
∫ ∞

−∞
e−t

2/2−itxdt−
∫
|t|>T

e−t
2/2−itxdt+

+
∫
T<|t|≤δσ

√
n

ϕn(t)e−itxdt+
∫
δσ
√
n<|t|

ϕn(t)e−itxdt
)

=

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5;

čia T yra teigiamas fiksuotas skaičius, δ – pakankamai mažas teigiamas
skaičius, kuri

‘
parinksime vėliau.

Samprotaudami visai taip pat, kaip ir 1 teoremos i
‘
rodyme, gauname, kad

I1 → 0, kai n→∞, tolygiai x atžvilgiu,

I2 =
e−x

2/2

√
2π

, |I3| ≤
e−T

2/2

πT
, |I4| ≤

2e−T
2/4

πT
.

Lieka i
‘
vertinti I5.

Iš funkcijos |f |2n1 integruojamumo ǐsplaukia, kad egzistuoja δ > 0 su
sa

‘
lyga |f(t)| ≤ η < 1, kai |t| ≥ δ. Todėl

|I5| ≤
1
2π

∫
|t|>δσ

√
n

∣∣∣f( t

σ
√
n

)∣∣∣ndt ≤
≤ ηn−2n1σ

√
n/(2π)

∫
|t|>δ

|f(t)|2n1dt−−−−−→
n→∞

0.

Iš (8) ǐsplaukia, kad pn(x) ir (2π)−1/2 exp(−x2/2) kiek norima mažai
skiriasi, kai T ir n pakankamai dideli. ut
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13. ATSITIKTINIU
‘

VEKTORIU
‘

CHARAKTERISTINĖS FUNKCIJOS

Ir daugiamačiu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
teorijoje ju

‘
charakteristinės funkcijos vai-

dina svarbu
‘
vaidmeni

‘
.

Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xs), apibrėžto tikimybinėje erdvėje
{Ω,A, P}, charakteristine funkcija vadinsime funkcija

‘
, apibrėžta

‘
visiems t =

= (t1, ..., ts) ∈ Rs,

fX(t) = f(X1,...,Xs)(t1, ..., ts) = Mei(t1X1+...+tsXs) =

=
∫

Ω

ei
(
t1X1(ω)+...+tsXs(ω)

)
P (dω) =

=
∫
Rs

ei(t1x1+...+tsxs)PX1,...,Xs(dx1, ..., dxs) =

=
∫
Rs

ei(t1x1+...+tsxs)dF (x1, ..., xs).

Tokia funkcija kiekvienam atsitiktiniam vektoriui X yra vienareikšmǐskai
nusakyta.

Daugiamačiu
‘

atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

charakteristiniu
‘

funkciju
‘

teorija yra
analogǐska vienamačiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
atitinkamu

‘
funkciju

‘
teorijai. Iš-

vardysime ju
‘
savybes, palikdami i

‘
rodymus skaitytojui. Visur f reǐskia cha-

rakteristine
‘
funkcija

‘
.

1. f(0) = 1.
2. |f | ≤ 1.
3. f(−t) = f(t); čia brūkšnys reǐskia kompleksini

‘
jungtini

‘
dydi

‘
.

4. f yra tolygiai tolydi visoje erdvėje Rs.
5. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xs) komponento Xk charakteris-

tinė funkcija
fXk

(tk) = f(X1,...,Xs)(0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, tk, 0, ..., 0).

6. Jei a1, ..., as, b1, ..., bs yra konstantos, tai

f(a1X1+b1,...,asXs+bs)(t1, ..., ts) =

= ei(b1t1+...+bsts)f(X1,...,Xs)(a1t1, ..., asts).

7. Jei A yra s× s realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
matrica, tai atsitiktinio vektoriaus XA

charakteristinė funkcija
fXA(t) = fX(tA′).

8. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sumos X1 + ...+Xs charakteristinė funkcija

f(X1+...+Xs)(t1) = f(X1,...,Xs)(t1, ..., t1).
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9. Jei atsitiktiniai dydžiai X1, ..., Xs yra nepriklausomi, tai

f(X1,...,Xs)(t1, ..., ts) = fX1(t1)...fXs
(ts).

10. Jei egzistuoja momentasMXk1
1 ...Xks

s , tai charakteristinė funkcija turi
ǐsvestine

‘ ∂k1+...+ksf(t1, ..., ts)
∂tk11 ...∂t

ks
s

,

be to,

MXk1
1 ...Xks

s = i−k1−...−ks

(
∂k1+...+ksf(t1, ..., ts)

∂tk11 ...∂t
ks
s

)
t1=...=ts=0

.

11. Teisinga a p v e r t i m o t e o r e m a: jei I yra intervalas
a1 ≤ x1 < b1, ..., as ≤ xs < bs ir tikimybė, kad atsitiktinis vektorius X
priklausys to intervalo briaunoms, yra lygi nuliui, tai

4IF = P (X ∈ I) =

= lim
T→∞

∫ T

−T
...

∫ T

−T
f(t1, ..., ts)

s∏
k=1

eiakt − eibkt

itk
dt1...dts.

12. Charakteristinė funkcija vienareikšmǐskai nusako pasiskirstymo funk-
cija

‘
.
13. Jei daugiamačiu

‘
pasiskirstymo funkciju

‘
seka Fn (n = 1, 2, ...) kon-

verguoja i
‘

pasiskirstymo funkcija
‘
F visuose taškuose x = (x1, ..., xs) su

sa
‘
lyga, kad kiekvienam k (1 ≤ k ≤ s) taškas xk yra vienamatės marginalio-

sios pasiskirstymo funkcijos F (∞, ...,∞, yk,∞, ...,∞) tolydumo taškas, tai
atitinkamos charakteristinės funkcijos fn (n = 1, 2, ...) konverguoja visiems
t ∈ Rs i

‘
funkcijos F charakteristine

‘
funkcija

‘
.

Jei charakteristinės funkcijos fn (n = 1, 2, ...) visiems t ∈ Rs konver-
guoja i

‘
kokia

‘
nors funkcija

‘
f , tolydžia

‘
nuliniame taške, tai atitinkamos pa-

siskirstymo funkcijos Fn (n = 1, 2, ...) konverguoja anksčiau nurodyta prasme
i
‘
pasiskirstymo funkcija

‘
F , ir f yra F charakteristinė funkcija.

Atitiktis tarp charakteristiniu
‘

ir pasiskirstymo funkciju
‘

bus formuluo-
jama paprasčiau, jei pasiskirstymo funkcijas pakeisime tikimybiniais matais.
Kaip žinome, tarp pasiskirstymo funkciju

‘
ir tikimybiniu

‘
matu

‘
yra abi-

pus vienareikšmė atitiktis. Todėl abipus vienareikšmė atitiktis yra ir tarp
charakteristiniu

‘
funkciju

‘
ir tikimybiniu

‘
matu

‘
.

Tarkime, s-matėje erdvėje turime tikimybiniu
‘
matu

‘
seka

‘
Pn (n = 1, 2, ...).

Sakysime, kad ji silpnai konverguoja i
‘

tikimybini
‘

mata
‘
P , jei kiekvienai

tolydžiai aprėžtai funkcijai ϕ(x) turime∫
Rs

ϕ(x)Pn(dx) →
∫
Rs

ϕ(x)P (dx).
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Galima būtu
‘

i
‘
rodyti, kad tikimybiniai matai Pn silpnai konverguoja i

‘
tikimybini

‘
mata

‘
P tada ir tik tada, kai kiekvienam t ∈ Rs charakteristinės

funkcijos

fn(t) =
∫
Rs

eitx
′
Pn(dx)

konverguoja i
‘
charakteristine

‘
funkcija

‘

f(t) =
∫
Rs

eitx
′
P (dx).

Baigdami ši
‘
skyreli

‘
, apskaičiuosime daugiamačio atsitiktinio dydžio, pasi-

skirsčiusio pagal normalu
‘
ji
‘
dėsni

‘
, charakteristine

‘
funkcija

‘
. Imkime normalu

‘
ji
‘

pasiskirstyma
‘
su tankio funkcija

p(x1, ..., xs) =

√
|A|

(2π)s/2
e−1/2Q(x1−a1,...,xs−as)

(žr. II.5 skyreli
‘
); čia Q(x) = xAx′ yra teigiamai apibrėžta kvadratinė forma

su matrica A; a = (a1, ..., as). Šia
‘
tankio funkcija

‘
atitinkanti charakteristinė

funkcija yra

f(t) =

√
|A|

(2π)s/2
eiat

′
∫ ∞

−∞
eitx

′−1/2xAx′dx.

Integrala
‘

apskaičiuosime visai taip pat, kaip ir II.5 skyrelyje. Paėme
‘

tokia
‘

ortogonalia
‘
matrica

‘
C, kad CAC ′ = D būtu

‘
diagonalioji matrica su diago-

naliaisiais elementais σ2
1 , ..., σ

2
s , keičiame x = yC ir t = vC. Tada

itx′ − 1/2xAx′ = ivy′ − 1/2yDy′ = i
s∑

k=1

(vkyk − σ2
ky

2
k/2)

ir, remiantis 8.4 pavyzdžiu,

f(t) =

√
|A|

(2π)s/2
eiat

′
s∏

k=1

∫ ∞

−∞
eivkyk−σ2

ky
2
k/2dyk =

= eiat
′√
|A|

s∏
k=1

|σk|−1e−v
2
k/(2σ

2
k) = eiat

′−1/2vD−1v′ =

= eiat
′−1/2tC−1D−1(C−1)′t′ = eiat

′−1/2tA−1t′ .

Išskleide
‘

charakteristine
‘

funkcija
‘

nulinio taško aplinkoje pagal Teiloro
formule

‘
, turime

f(t) = 1 + iat′ − 1
2
(at′)2 − 1

2
tA−1t′ + o(t21 + ...+ t2s).
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Antra vertus, atsitiktinio vektoriausX = (X1, ..., Xs), turinčio antruosius
momentus, charakteristinė funkcija nulinio taško aplinkoje lygi

1 + i(MX1, ...,MXs)t′ −
1
2
tSt′ + o(t21 + ...+ t2s);

čia

S =

∥∥∥∥∥∥∥
MX2

1 MX1X2 ... MX1Xs

MX2X1 MX2
2 ... MX2Xs

... ... ... ...
MXsX1 MXsX2 ... MX2

s

∥∥∥∥∥∥∥ .
Todėl

a = (MX1, ...,MXs)

ir matricos A−1 = (ajk) elementas

ajk = MXjXk −MXjMXk

yra dydžiu
‘
Xj , Xk kovariacija. Vadinasi, A−1 yra atsitiktinio vektoriaus X

kovariaciju
‘

matrica. Taigi s-mačio atsitiktinio dydžio, pasiskirsčiusio pagal
normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
, charakteristinė funkcija yra

f(t) = eiat
′−1/2tHt′ ;

čia H yra simetrinė teigiamai apibrėžta matrica. Jei H yra diagonalioji ma-
trica, tai charakteristinė funkcija yra pavidalo

eiat
′−(t21σ

2
1+...+t2sσ

2
s)

su teigiamais σ2
1 , ..., σ

2
s . Tarkime, kad kuris nors ǐs tu

‘
skaičiu

‘
, sakysime, σ2

s
konverguoja i

‘
nuli

‘
. Pagal 13 savybe

‘
riba taip pat yra charakteristinė funkcija

su atitinkama pasiskirstymo funkcija. Tačiau visa tikimybė bus sukoncentruo-
ta hiperplokštumoje xs = 0. Tai bus (s−1)-matis normalusis pasiskirstymas,
neturintis tankio s-matėje erdvėje.

Dėl patogumo dėsnius su charakteristinėmis funkcijomis

eiat
′−1/2tHt′ ,

kai H yra simetrǐska neneigiamai apibrėžta matrica, taip pat laikysime nor-
maliaisiais; kai H nėra teigiamai apibrėžta, turėsime ǐssigimusius s-mačius
normaliuosius dėsnius.

IV skyriuje mums pravers šitoks teiginys.

Teorema. Normaliojo atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xs) kompo-
nentai X1, ..., Xs yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie kas du nekore-
liuoti.
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I
‘
r o d y m a s. Jei atsitiktiniai dydžiai Xj ir Xk yra nepriklausomi, tai

jie yra ir nekoreliuoti. Todėl reikia i
‘
rodyti tik atvirkštini

‘
teigini

‘
. Tarkime, kad

vektoriaus X komponentai yra kas du nekoreliuoti. Tada jo kovariaciju
‘
matri-

cos A−1 = (ajk) elementai ajk = 0, kai j 6= k. Vektoriaus X charakteristinė
funkcija yra

fX(t) =
s∏

k=1

eiaktk−akkt
2
k/2,

o jo komponento Xk charakteristinė funkcija

fXk
(tk) = fX(0, ..., 0, tk, 0, ..., 0) = eiaktk−akkt

2
k/2.

Vadinasi,
fX(t) = fX1(t1)...fXs

(ts),

arba pagal Fubinio teorema
‘

fX(t) =
s∏

k=1

∫ ∞

−∞
eitkxkdFXk

(xk) =

=
∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
ei(t1x1+...+tsxs)dFX1(x1)...dFXs

(xs).

Kadangi charakteristinė funkcija vienareikšmǐskai nusako pasiskirstymo funk-
cija

‘
, tai visiems x1, ..., xs

FX(x1, ..., xs) = FX1(x1)...FXs(xs).

Tai ir reǐskia, kad komponentai X1, ..., Xs yra nepriklausomi. ut

14. ATSITIKTINIO PROCESO SA
‘
VOKA

Jau II.3 skyrelyje užsiminėme, kad dažnai atsitiktiniams reǐskiniams aprašyti
ir analizuoti nepakanka atskiru

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, bet reikia ǐstisu

‘
ju

‘
sistemu

‘
.

Tam reikalui i
‘
vedėme atsitiktinio vektoriaus, t. y. baigtinės atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sistemos, sa

‘
voka

‘
. Tačiau dažnai ir to maža. Reikia ir begaliniu

‘
sistemu

‘
. An-

tai, skrendančio lėktuvo atstumas nuo žemės paviršiaus kiekvienu apibrėžto
laiko momentu yra atsitiktinis dydis. Ta

‘
atstuma

‘
kuriuo nors skridimo laiko-

tarpiu aprašys begalinė atsitiktniu
‘
dydžiu

‘
sistema. Kitas pavyzdys: maitini-

mo terpėje auginamos bakterijos. Ju
‘
skaičiaus kitima

‘
kuriuo nors laiko tarpu

taip pat galėsime nusakyti begaline atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sistema. Panašiai yra

su radioaktyviosios medžiagos atomu
‘
, suskylančiu

‘
per kuri

‘
nors laikotarpi

‘
,

skaičiumi, pokalbiu
‘
telefonu per kuri

‘
nors laiko tarpa

‘
skaičiumi, elektros ener-

gijos kiekiu, sunaudotu per kuri
‘
nors laikotarpi

‘
Vilniuje, ir t. t.



Atsitiktinio proceso sa
‘
voka 229

Visais minėtais atvejais turime kokia
‘
nors kintančia

‘
sistema

‘
, kuria

‘
veikia

atsitiktiniai faktoriai. Kiekvienu laiko momentu t ja
‘
galima nusakyti atsitik-

tiniu dydžiu X(t). Kai t kinta, gauname atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sistema

‘
{X(t)},

priklausančia
‘
nuo parametro t. Sakome, jog turime atsitiktini

‘
procesa

‘
. Ma-

tematiniu požiūriu visǐskai nesvarbu, kad t yra laikas. Gali būti uždaviniu
‘
,

kuriu
‘
matematinis modelis yra atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sistema, priklausanti nuo

parametru
‘
, i

‘
gyjančiu

‘
reikšmes ǐs bet kokios prigimties aibės.

Dabar apibrėšime atsitiktini
‘
procesa

‘
griežtai.

Sakykime, duota tikimybinė erdvė {Ω,A,P} ir dar kokia nors netuščia
aibė T . Atsitiktiniu (tikimybiniu, stochastiniu) procesu vadiname atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sistema

‘
{X(t), t ∈ T}, nusakyta

‘
toje tikimybinėje erdvėje. Jei norime

nurodyti ir tikimybine
‘

erdve
‘
, galime rašyti pilniau {Ω,A, P,X(t), t ∈ T}.

Taigi atsitiktinis procesas yra dvieju
‘
argumentu

‘
funkcija X(t, ω), apibrėžta

aibėje T ×Ω ir kiekvienam t ∈ T ǐsmatuojama σ algebros A atžvilgiu. Para-
metras t ǐs tradicijos paprastai vadinamas laiku, nors jis gali būti bet kokios
prigimties. Tas pavadinimas atsirado istorǐskai, nes pradžioje tikimybiu

‘
teori-

jai teko nagrinėti tik tokius atsitiktinius procesus, kuriuose parametras t ǐs
tikru

‘
ju

‘
buvo laikas.

Nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos, kurias nagrinėjome ankstesniuo-

se skyreliuose,{X1, X2, ...} yra atsitiktiniai procesai, kuriems T = {1, 2, ...}.
Procesas yra ir atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
daliniu

‘
sumu

‘
Sn = X1 + ... + Xn (n =

= 1, 2, ...) seka. Procesus, kuriems T yra visu
‘
sveiku

‘
ju

‘
skaičiu

‘
seka ar jos dalis

arba bet kokia baigtinė arba skaiti (sutvarkyta) aibė, vadinsime diskrečiojo
laiko procesais, arba atsitiktinėmis sekomis.

Jei T yra baigtinis arba begalinis realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalas, tai {X(t), t ∈

∈ T} vadinamas tolydžiojo laiko procesu. Pavyzdys gali būti vadinamasis vė-
duoklinis procesas. Jis nusakomas šitaip. Imkime koki

‘
nors atsitiktini

‘
dydi

‘
Y (ω) ir du fiksuotus skaičius a, b. Tada procesas

X(t, ω) = Y (ω)(t− a) + b,

kai t ∈ R, yra vadinamas vėduokliniu.
Atsitiktinio proceso sa

‘
voka

‘
galima apibendrinti. Tarkime, kad, be tikimy-

binės erdvės {Ω,A,P} ir aibės T , turime mačia
‘

erdve
‘
{Γ, E}. Atsitiktine

funkcija, arba atsitiktiniu procesu, vadiname sistema
‘
funkciju

‘
{X(t, ω), t ∈

∈ T}, apibrėžtu
‘

aibėje T × Ω, i
‘
gyjančiu

‘
reikšmes ǐs aibės Γ ir kiekvienam

t ∈ T bei E ∈ E tenkinančiu
‘
sa

‘
lyga

‘
{ω : X(t, ω) ∈ E) ∈ A. Erdvė {Γ, E}

paprastai vadinama proceso būsenu
‘
, arba fazine, erdve.

Jei T yra erdvės Rs aibė, tai, užuot kalbėje
‘

apie atsitiktini
‘

procesa
‘
,

kalbame apie atsitiktini
‘

lauka
‘
.

Atsitiktinis procesas, kaip matėme, yra dvieju
‘

argumentu
‘

funkcija. Jei
fiksuosime ω ∈ Ω, tai gausime vieno argumento funkcija

‘
X(t), t ∈ T , kuri

paprastai vadinama proceso trajektorija, arba realizacija. Realiai stebėdami
atsitiktini

‘
procesa

‘
, faktǐskai stebime viena

‘
ǐs jo realizaciju

‘
.
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Su atsitiktiniu procesu galime susieti jo trajektoriju
‘

tikimybine
‘

erdve
‘
.

Imkime kuria
‘
nors funkciju

‘
x(t), t ∈ T , erdve

‘
Ξ, kuriai priklauso trajektorijos

X(t). Pažymėkime F tos erdvės poaibiu
‘
σ algebra

‘
, generuota

‘
aibiu

‘
pavidalo

C = {x ∈ Ξ : x(t1) ∈ E1, ..., x(tn) ∈ En} su bet kuriuo n, bet kuriais
t1, ..., tn ∈ T ir bet kuriomis aibėmis E1, ..., En ∈ E .

Tokios aibės vadinamos cilindrinėmis (žr. V.10 skyreli
‘
). Cilindriniu

‘
aibiu

‘
baigtinės sa

‘
jungos sudaro algebra

‘
, generuojančia

‘
F . Procesas X(t, ω) nusako

matu
‘
erdvės {Ω,A} atvaizdi

‘
erdvėje {Ξ,F}, nes kiekvienai cilindrinei aibei

C turime {ω : X(·, ω) ∈ C} ∈ A, vadinasi, ir kiekvienai D ∈ F teisin-
gas sa

‘
ryšis {ω : X(·, ω) ∈ D} ∈ A. Tas atvaizdis erdvėje {Ξ,F} indukuoja

tikimybini
‘
mata

‘
PX , aprašoma

‘
lygybe PX(D) = P (ω : X(·, ω) ∈ D). Trejetas

{Ξ,F , PX} ir vadinamas trajektoriju
‘

tikimybine erdve.
Jei X(t) yra koks nors procesas, o t1, ..., tn ∈ T – fiksuotos parametro t

reikšmės, tai X(t1), ..., X(tn) yra daugiamatis atsitiktinis dydis. Tokiu
‘
dydžiu

‘
pasiskirstymai vadinami atsitiktinio proceso baigtiniamačiais pasiskirstymais.
Jei turime atsitiktini

‘
procesa

‘
, tai visi jo baigtiniamačiai pasiskirstymai yra

vienareikšmǐskai nusakyti. Kyla klausimas, ar visi baigtiniamačiai pasiskirsty-
mai taip pat nusako atsitiktinio proceso pasiskirstyma

‘
. I

‘
tai atsako Kol-

mogorovo teorema (žr. V.10 skyreli
‘
): jei fazinė erdvė yra (R,B) ir visi baig-

tiniamačiai pasiskirstymai suderinti, tai jie vienareikšmǐskai nusako proceso
pasiskirstyma

‘
. Šis teiginys teisingas ir tada, kai Γ yra separabilioji metrinė

erdvė, o E – jos Borelio aibiu
‘
σ algebra.

Praktiniams taikymams labai svarbios i
‘
vairios specialios atsitiktiniu

‘
pro-

cesu
‘

klasės: procesai su nepriklausomais pokyčiais, Markovo procesai ir
t. t. Juos apibūdinant, vienaip ar kitaip nusakomas priklausomumas tarp
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X(t), t ∈ T . Su keliais paprasčiausiais procesais susipa-

žinsime kituose skyreliuose.

15. MARKOVO GRANDINĖS

Prie paprasčiausiu
‘

procesu
‘

priskiriamos vadinamosios Markovo grandinės.
Nagrinėsime atsitiktini

‘
procesa

‘
{Ω,A, P,X(t), t ∈ T}, i

‘
gyjanti

‘
reikšmes ǐs

mačios erdvės {Γ, E}. Laikysime T = {0, 1, ...}, o būsenu
‘
erdve

‘
Γ – baigtine

arba skaičia. Būsenas žymėsime tiesiog natūraliaisiais skaičiais. Sakysime, kad
procesas yra Markovo grandinė (tiksliau: diskrečiojo laiko Markovo grandinė),
jei bet kuriam natūraliajam skaičiui n ir bet kuriems k, j0, j1, ..., jn−2, j ∈ Γ
teisingos lygybės

(1)
P
(
X(n) = k|X(0) = j0, X(1) = j1, ...

..., X(n− 2) = jn−2, X(n− 1) = j
)

= P
(
X(n) = k|X(n− 1) = j

)
.

Remdamiesi II.10 skyrelio sa
‘
lyginės tikimybės sa

‘
voka, šias lygybes galime

užrašyti šitaip:
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P
(
X(n) = k|X(0), ..., X(n− 1)

)
= P

(
X(n) = k|X(n− 1)

)
.

(1) tikimybe
‘
vadinsime perėjimo ǐs j-osios būsenos i

‘
k-a

‘
ja
‘

būsena
‘

tikimybe
ir žymėsime p(n)

jk . Matrica

π(n) =

∥∥∥∥∥∥
p
(n)
11 p

(n)
12 ...

p
(n)
21 p

(n)
22 ...

... ... ...

∥∥∥∥∥∥
vadinama perėjimo matrica. Aǐsku,∑

k

p
(n)
jk = 1,

kai sumuojama pagal visas galimas būsenas. Apskritai, kiekviena kvadratinė
matrica, sudaryta ǐs neneigiamu

‘
elementu

‘
, vadinama stochastine, jei kiekvie-

nos jos eilutės elementu
‘
suma yra lygi 1.

Pažymėsime
P
(
X(0) = k

)
= p0

k (k = 1, 2, ...).

Šios tikimybės vadinamos pradinėmis tikimybėmis. Ir čia

(2)
∑
k

p0
k = 1.

Nagrinėjant Markovo grandines, dažnai vartojama šitokia terminologija.
Kalbama apie fizine

‘
sistema

‘
, kuri gali būti vienoje ǐs būsenu

‘
, sunumeruotu

‘
skaičiais 1, 2, ... Pradiniu laiko momentu 0 ji su tikimybe p0

k gali būti k-
-ojoje būsenoje. Laiko momentais 1, 2, ... ji gali su tam tikromis tikimybėmis
pereiti ǐs vienu

‘
būsenu

‘
i
‘

kitas. Tikimybė laiko momentu n patekti i
‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
, kai žinoma visa ankstesnė sistemos evoliucija, priklauso tik nuo to,

kokioje būsenoje ji buvo n − 1 laiko momentu. Papildoma informacija apie
ankstesne

‘
sistemos evoliucija

‘
nekeičia tos tikimybės. Vaizdžiai, bet ne visai

tiksliai kalbant, šia
‘
savybe

‘
galima nusakyti šitaip: kai sistemos dabartis fik-

suota, jos ateitis nepriklauso nuo praeities.
Markovo grandinė vadinama homogenine, jei tikimybės p(n)

jk = pjk ne-
priklauso nuo n. Jei būsenu

‘
skaičius yra baigtinis, tai grandinė vadinama

baigtine; jei būsenu
‘
aibė skaiti, tai ir grandinė vadinama skaičia.

1 p a v y z d y s. Tarkime, kad turime seka
‘
dėžiu

‘
, kuriose yra po 1 balta

‘
ir

1 juoda
‘
rutuli

‘
. Sunumeruokime dėžes skaičiais 0, 1, 2, ... Atsitiktinai imkime rutuli

‘
ǐs nulinės dėžės ir permeskime i

‘
pirma

‘
ja

‘
. Iš pirmosios dėžės vėl atsitiktinai imkime

rutuli
‘
ir i

‘
meskime i

‘
antra

‘
ja

‘
. Taip darykime ir toliau. Tikimybė ǐstraukti apibrėžtos

spalvos rutuli
‘
ǐs n-osios dėžės (n ≥ 1) priklauso tik nuo to, kokios spalvos rutulys

buvo ǐstrauktas ǐs (n−1)-osios dėžės, ir nesikeičia nuo papildomos informacijos, kas
i
‘
vyko anksčiau. Apibrėžkime atsitiktinius dydžius X(n) (n = 0, 1, 2, ...), laikydami
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X(n) = 1, jei ǐs n-osios dėžės buvo ǐstrauktas baltas rutulys, ir X(n) = 2, jei ǐs tos
dėžės buvo ǐstrauktas juodas rutulys. Tada

P
(
X(0) = 1

)
=

1

2
, P
(
X(0) = 2

)
=

1

2
,

P
(
X(n) = 1|X(n− 1) = 1

)
=

2

3
, P
(
X(n) = 1|X(n− 1) = 2

)
=

1

3
,

P
(
X(n) = 2|X(n− 1) = 1

)
=

1

3
, P
(
X(n) = 2|X(n− 1) = 2

)
=

2

3
(n = 1, 2, ...).

Turime baigtine
‘
homogenine

‘
Markovo grandine

‘
su dviem būsenomis, su pradinėmis

tikimybėmis (1/2, 1/2) ir perėjimo matrica∥∥∥∥∥∥
2

3
1

3

1

3
2

3

∥∥∥∥∥∥ .

2 p a v y z d y s. Dalelė juda tiese, laiko momentais 1, 2, 3, ... veikiama
atsitiktiniu

‘
postūmiu

‘
. Pradžioje dalelė gali būti su atitinkamomis tikimybėmis tik

taškuose su sveikosiomis koordinatėmis a + 1, a + 2, ..., b− 1. Kiekvienas postūmis
paslenka dalele

‘
su tikimybe p i

‘
dešinėje pusėje esnti

‘
gretima

‘
taška

‘
su sveika

‘
ja koor-

dinate arba su tikimybe q = 1− p i
‘
kairėje pusėje esanti

‘
gretima

‘
taška

‘
su sveika

‘
ja

koordinate. Jei dalelė atsiduria taške a arba taške b, tai ji ǐskart pastumiama i
‘

intervalo viduje esanti
‘
gretima

‘
taška

‘
su sveika

‘
ja koordinate.

Pažymėkime X(n) = l − a + 1 (l = a, a + 1, ..., b), jei n-uoju laiko momentu
dalelė atsiduria taške su koordinate l. Vėl turėsime baigtine

‘
homogenine

‘
Markovo

grandine
‘
su perėjimo matrica∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0 ... 0 0
q 0 p 0 ... 0 0
0 q 0 p ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 0 p
0 0 0 0 ... 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

kurioje yra b− a + 1 eilučiu
‘
.

Gri
‘
žkime prie teorijos. Nagrinėsime homogenine

‘
grandine

‘
su perėjimo

matrica π =‖ pjk ‖. Ši matrica nusako sistemos būsenos pasikeitima
‘
vienu

žingsniu, tiksliau kalbant, nusako tikimybes sistemai patekti i
‘
kuria

‘
nors k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
m-uoju laiko momentu, jei (m−1)-uoju laiko momentu ji buvo kurioje

nors j-ojoje būsenoje. Apskaičiuosime tikimybe
‘
pereiti ǐs j-osios būsenos i

‘
k-

-a
‘
ja

‘
būsena

‘
per n laiko tarpu

‘
– n žingsniu

‘
. Pažymėkime ta

‘
tikimybe

‘

pjk(n) = P
(
X(n) = k|X(0) = j

)
,

o ju
‘
matrica

‘
π(n) =‖ pjk(n) ‖ .
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Visus perėjimus ǐs j-osios būsenos i
‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
per n1 + n2 laiko tarpu

‘
suskaidysime i

‘
klases: 1) sistema ǐs j-osios būsenos per pirmuosius n1 laiko

tarpu
‘

pereina i
‘

pirma
‘
ja

‘
būsena

‘
, o per n2 laiko tarpu

‘
ǐs pirmosios būsenos

pereina i
‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
; 2) per n1 laiko tarpu

‘
sistema ǐs j-osios būsenos pereina

i
‘

antra
‘
ja

‘
būsena

‘
, o per n2 laiko tarpu

‘
ǐs antrosios būsenos pereina i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
ir t. t. Iš pilnosios tikimybės formulės ir grandinės homogenǐskumo

ǐsplaukia

(3) pjk(n1 + n2) =
∑
m

pjm(n1)pmk(n2);

čia sumuojama pagal visas būsenas. Iš šiu
‘
lygybiu

‘
, prisimine

‘
matricu

‘
daugy-

bos apibrėžima
‘
, gausime

π(n1 + n2) = π(n1)π(n2).

Taigi
π(2) = π2(1) = π2, π(3) = π(2)π = π3, ...

Vadinasi,
π(n) = πn (n = 1, 2, ...).

(3) formulė teisinga ir tada, kai n1 ≥ 0, n2 ≥ 0, jei laikome

pjk(0) =
{ 1, kai j = k,

0, kai j 6= k.

Žinodami perėjimo ir pradines tikimybes, nesunkiai galime rasti tikimybe
‘

pk(n) = P (X(n) = k), kad sistema laiko momentu n bus k-ojoje būsenoje.
Samprotaudami taip pat, kaip ir (3) formulės i

‘
rodyme, gauname

pk(n1 + n2) =
∑
j

pj(n1)pjk(n2).

Atskiru atveju
pk(n) =

∑
j

p0
jpjk(n).

Šios formulės teisingos, kai n1 ≥ 0, n2 ≥ 0, n ≥ 0.
Žinodami pradines ir perėjimo tikimybes, galime rasti ir Markovo gran-

dinės baigtiniamačius pasiskirstymus. Pasirinkime laiko momentus 0 ≤ n1 <
< ... < nm ir būsenas k1, ..., km. Apskaičiuokime tikimybe

‘
P{X(n1) =

= k1, ..., X(nm) = km}. Iš grandinės apibrėžimo ǐsplaukia

P{X(n1) = k1, ..., X(nm) = km|X(n1) = k1, ..., X(nm−1) = km−1} =

= pkm−1km
(nm − nm−1).



234 Atsitiktiniu
‘
dydžiu
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Iš čia

P{X(n1) = k1, ..., X(nm) = km} = P{X(n1) = k1, ..., X(nm−1) =

= km−1}pkm−1km
(nm − nm−1).

Analogǐskai

P{X(n1) = k1, ..., X(nm−1) = km−1} =

P{X(n1) = k1, ..., X(nm−2) = km−2}pkm−2km−1(nm−1 − nm−2).

Samprotaudami taip pat ir toliau, gausime

(4)
P{X(n1) = k1, X(n2) = k2, ..., X(nm) = km} =

= pk1(n1)pk1k2(n2 − n1)...pkm−1km(nm − nm−1).

Markovo grandiniu
‘
teorijoje svarbu atsakyti i

‘
šitoki

‘
klausima

‘
. Sakykime,

duoti neneigiami skaičiai p0
k, tenkinantys (2) sa

‘
lyga

‘
, ir stochastinė matrica

‖ pjk ‖. Kyla klausimas, ar egzistuoja homogeninė Markovo grandinė, ku-
rios pradinės tikimybės yra skaičiai p0

k ir perėjimo tikimybės – skaičiai pjk.
I
‘
ši
‘
klausima

‘
galima atsakyti teigiamai. Imkime baigtiniamačius pasiskirsty-

mus, nusakytus (4) lygybėmis. Nesunku suvokti, kad jie tenkina (1) sa
‘
lyga

‘
ir yra suderinti (žr. V.10 skyreli

‘
). Todėl ǐs Kolmogorovo teoremos ǐsplaukia

atitinkamos Markovo grandinės egzistavimas.
Analogǐski rezultatai teisingi ir nehomogeninėms grandinėms.

16. MARKOVO GRANDINIU
‘

BŪSENU
‘

KLASIFIKACIJA

Nagrinėsime homogenines Markovo grandines. Šios rūšies procesu
‘

evoliuci-
jai tirti praverčia grandiniu

‘
būsenu

‘
klasifikacija, pagri

‘
sta galimybe ǐs vienos

būsenos patekti i
‘
kita

‘
. Susipažinsime su Kolmogorovo pasiūlyta klasifikacija.

Sakoma, kad k-oji būsena yra pasiekiama ǐs j-osios būsenos, jei kuriam
nors sveikajam teigiamam n tikimybė ǐs j-osios būsenos patekti i

‘
k-a

‘
ja

‘
per n

laiko tarpu
‘
yra teigiama: pjk(n) > 0.

Jei k-oji būsena yra pasiekiama ǐs j-osios būsenos, o l-oji – ǐs k-osios, tai l-
-oji būsena taip pat pasiekiama ǐs j-osios. Tai lengva i

‘
rodyti. Pagal apibrėžima

‘
egzistuoja tokie du natūralieji skaičiai n1 ir n2, kad pjk(n1) > 0, pkl(n2) > 0.
Iš 15 skyrelio (3) formulės gauname

pjl(n1 + n2) =
∑
m

pjm(n1)pml(n2) ≥ pjk(n1)pkl(n2) > 0.

j-oji būsena vadinama neesmine, jei galima rasti būsena
‘
, kuri būtu

‘
pasiekiama ǐs j-osios būsenos, tačiau j-oji būsena būtu

‘
ǐs jos nepasiekiama, ki-

taip tariant, jei egzistuoja tokie k ir n, kad pjk(n) > 0, bet pkj(m) = 0 visiems
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m. Visos būsenos, kurios nėra neesminės, vadinamos esminėmis. Esmine
‘

būsena
‘
galima apibrėžti ir šitaip: j-oji būsena yra esminė, jei ji pasiekiama

ǐs kiekvienos būsenos, kuri yra pasiekiama ǐs j-osios.
Dvi esminės būsenos vadinamos susisiekiančiomis, jei kiekviena ǐs ju

‘
yra

pasiekiama ǐs kitos.
Atkreipsime dėmesi

‘
: jei j-oji ir k-oji, taip pat k-oji ir l-oji būsenos yra

susisiekiančios, tai j-oji ir l-oji būsenos yra susisiekiančios.
1 p a v y z d y s. Imkime homogenine

‘
grandine

‘
su perėjimo matrica∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
1

3

2

3
0 0

1

2

1

2
0 0 0

0 0 0 1 0
2

3
0

1

3
0 0

0 0 0
1

4

3

4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

30 paveiksle būsenos simbolǐskai pažymėtos skrituliukais su numeriais. Perėjimai
ǐs būsenos i

‘
būsena

‘
(per viena

‘
laiko tarpa

‘
) su teigiamomis tikimybėmis nurodyti

rodyklėmis. Ties rodyklėmis nurodytos perėjimo tikimybės. Šioje grandinėje penk-
toji būsena yra neesminė, visos kitos – esminės; kiekvienos dvi ǐs ju

‘
(ir kiekviena

pati su savimi) yra susisiekiančios.

30 pav.

Suklasifikuosime visas grandinės būsenas. Pirmiausia surinkime visas
neesmines būsenas ir ju

‘
klase

‘
pažymėkime K0. Toliau klasifikuosime šitaip.

Imkime kuria
‘

nors būsena
‘

ir surinkime visas su ja susisiekiančias būsenas.
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dydžiu

‘
sekos. Atsitiktiniai procesai

Aǐsku, kiekvienos dvi ǐs tu
‘
būsenu

‘
bus ir tarp save

‘
s susisiekiančios. Taip visas

esmines būsenas bus galima suskirstyti i
‘
klases, neturinčias bendru

‘
elementu

‘
.

Pažymėkime tas klases K1,K2, .... Jei procesas pateko i
‘

kuria
‘

nors esmine
‘

būsena
‘
, tai jis su teigiama tikimybe pasiliks toje klasėje, kuriai priklauso

minėtoji būsena.
j-oji būsena su sa

‘
lyga pjj = 1 vadinama absorbuojančia

‘
ja. Ji viena sudaro

klase
‘
, kuria

‘
taip pat natūralu pavadinti absorbuojančia

‘
ja.

Grandinė, sudaryta ǐs vienos klasės esminiu
‘
susisiekiančiu

‘
būsenu

‘
, vadi-

nama nesuskaidoma. Jei grandinė yra sudaryta ǐs daugiau kaip vienos klasės
būsenu

‘
, tai ji vadinama suskaidoma.

2 p a v y z d y s. 1 pavyzdyje nagrinėtos grandinės būsenas galima suskirstyti
i
‘
dvi klases: viena klasė yra sudaryta ǐs neesminės būsenos {5}, o kita klasė – ǐs

visu
‘
esminiu

‘
susisiekiančiu

‘
būsenu

‘
{1, 2, 3, 4}. Grandinė yra suskaidoma.

Pravartu grandinės būsenas pernumeruoti taip, kad pradžioje eitu
‘
klasės

K0 būsenos, po to klasės K1 būsenos ir t. t. Tada perėjimo matrica bus 31
paveiksle nurodyto pavidalo. Jame pomatriciai, užbrūkšniuoti dvieju

‘
krypčiu

‘
linijomis, yra stochastiniai; kiekviena

‘
ǐs ju

‘
atitinka nesuskaidoma Markovo

grandinė. Pomatriciai, pažymėti 0, yra sudaryti vien tik ǐs nuliu
‘
. Jei grandinė

nėra baigtinė, tai kai kurios, o gal ir visos, klasės gali būti begalinės. Tada ir
atitinkami pomatriciai bus begaliniai.

31 pav.

Te
‘
sime toliau būsenu

‘
klasifikacija

‘
, tačiau jau kitu aspektu. Tuo tikslu

tikimybe
‘
, kad sistema, ǐsėjusi ǐs k-osios būsenos, per n laiko tarpu

‘
pirma

‘
karta

‘
gri

‘
š atgal i

‘
ta

‘
būsena

‘
, žymėsime vk(n):

vk(n) = P
(
X(n) = k, X(n− 1) 6= k, ...,X(1) 6= k|X(0) = k

)
.
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Raide Vk žymėsime tikimybe
‘
, kad sistema, ǐsėjusi ǐs k-osios būsenos, kada

nors gri
‘
š i

‘
ja

‘
,

Vk = vk(1) + vk(2) + ...

Dabar klasifikuosime būsenas, atsižvelgdami i
‘

gri
‘
žtamumo savybes. k-

-a
‘
ja

‘
būsena

‘
vadinsime rekurentine, arba gri

‘
žtama

‘
ja, kai Vk = 1, ir tranzien-

tine, arba negri
‘
žtama

‘
ja, kai Vk < 1. Charakterizuosime būsenu

‘
gri

‘
žtamuma

‘
tikimybiu

‘
pkk(n) terminais.

Lema. Jei realiu
‘
ju
‘

skaičiu
‘

eilutė

(1)
∞∑
k=1

ak

konverguoja ir jos suma lygi a, tai laipsninė eilutė

(2)
∞∑
k=1

akx
k

konverguoja, kai |x| < 1, ir jos suma konverguoja i
‘
a, kai x ↗ 1. Jei

ak ≥ 0 ir (2) eilutės suma konverguoja i
‘
a < ∞, kai x ↗ 1, tai ir (1)

eilutė konverguoja i
‘
a.

Ši lema yra atskiras Abelio lemos atvejis; jos i
‘
rodyma

‘
galima rasti mate-

matinės analizės kursuose.

1 teorema. k-oji būsena yra gri
‘
žtama tada ir tik tada, kai eilutė

Pk =
∞∑
n=1

pkk(n)

diverguoja. Jei k-oji būsena yra negri
‘
žtama, tai

(3) Vk =
Pk

1 + Pk
.

I
‘
r o d y m a s. Nagrinėsime funkcijas

Pk(x) =
∞∑
n=1

pkk(n)xn,

Vk(x) =
∞∑
n=1

vk(n)xn.
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Kai |x| < 1, abi eilutės konverguoja absoliučiai. Pagal pilnosios tikimybės
formule

‘

pkk(n) = vk(1)pkk(n− 1) + vk(2)pkk(n− 2) + ...+

+ vk(n− 1)pkk(1) + vk(n).

Padaugine
‘
abi lygybės puses ǐs xn ir susumave

‘
pagal n, gausime

Pk(x) = xvk(1)
(
1 + Pk(x)

)
+ x2vk(2)

(
1 + Pk(x)

)
+ ... =

=
(
1 + Pk(x)

)
Vk(x).

Iš čia

(4) Vk(x) =
Pk(x)

1 + Pk(x)
, Pk(x) =

Vk(x)
1− Vk(x)

.

Iš šiu
‘
formuliu

‘
ǐsplaukia teoremos teiginys.

Jei eilutė Pk diverguoja, tai Pk(x) →∞, kai x↗ 1. Tada Vk(x) → 1, kai
x↗ 1. Iš Abelio lemos ǐsplaukia, kad Vk = 1.

Jei Vk = 1, tai vėl pagal Abelio lema
‘
Vk(x) → 1, kai x ↗ 1. Tada eilutė

P diverguoja.
Jei eilutė Pk konverguoja, tai ǐs (4) gauname (3). ut
Iš toliau i

‘
rodomos teoremos labiau paaǐskės gri

‘
žtamu

‘
ir negri

‘
žtamu

‘
būsenu

‘
sa

‘
voka.

2 teorema. Jei k-oji būsena yra gri
‘
žtamoji, tai sistema, kurios evoliucija

‘
nusako Markovo grandinė, ǐsėjusi ǐs k-osios būsenos, su tikimybe 1 gri

‘
š per

be galo daug žingsniu
‘

be galo daug kartu
‘

i
‘
k-a

‘
ja
‘

būsena
‘
. Jei ta būsena yra

negri
‘
žtamoji, tai sistema su tikimybe 1 gri

‘
š per be galo daug žingsniu

‘
baigtini

‘
skaičiu

‘
kartu

‘
i
‘

ta
‘

būsena
‘
, kitaip tariant, po kurio nors baigtinio žingsniu

‘
skaičiaus ji niekada jau nebegri

‘
š i

‘
k-a

‘
ja
‘

būsena
‘
.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime ξm skaičiu

‘
žingsniu

‘
iki m-ojo gri

‘
žimo i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
. Jei per be galo daug žingsniu

‘
gauname mažiau kaip m gri

‘
žimu

‘
, tai

laikome ξm = ∞. I
‘
vykis {ξm < ∞} reǐskia, kad sistema ne mažiau kaip m

kartu
‘
gri

‘
žta i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
. Pažymėkime V = Vk = P (ξ1 <∞).

Tarkime, kad i
‘
vyko i

‘
vykis {ξ1 < ∞}. Vadinasi, sistema per kuri

‘
nors

baigtini
‘

žingsniu
‘

skaičiu
‘
ξ1 gri

‘
žo i

‘
pradine

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
. Po to jos tolesnė

evoliucija vyksta pagal tuos pačius dėsnius, lyg ji prasidėtu
‘

vėl ǐs naujo.
Taigi i

‘
vykio {ξ2 <∞} tikimybė su sa

‘
lyga {ξ1 <∞} bus taip pat lygi V :

P (ξ2 <∞|ξ1 <∞) = V.

Jei ξ1 = ∞, tai ir ξ2 = ∞. Todėl

P (ξ2 <∞) = P (ξ2 <∞|ξ1 <∞) · P (ξ1 <∞) = V 2.
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Visai taip pat bet kuriam m = 3, 4, ...

P (ξm <∞|ξm−1 <∞) = V, P (ξm <∞) = V m.

Jei k-oji būsena yra negri
‘
žtama, tai

∞∑
m=1

P (ξm <∞) =
∞∑
m=1

V m <∞,

nes pagal negri
‘
žtamos būsenos apibrėžima

‘
V < 1. Iš Borelio-Kantelio lemos

ǐsplaukia, kad su tikimybe 1 gali i
‘
vykti tik baigtinis i

‘
vykiu

‘
{ξm <∞} skaičius,

kitaip tariant, su tikimybe 1 sistema tik baigtini
‘

skaičiu
‘

kartu
‘

gri
‘
š i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
.

Jei k-oji būsena yra gri
‘
žtama, tai P (ξm < ∞) = 1 kiekvienam m.

Pažymėkime η skaičiu
‘

gri
‘
žimu

‘
per be galo daug žingsniu

‘
. I

‘
vykis {η ≥ m}

yra tapatus i
‘
vykiui {ξm <∞} ir

{η = ∞} =
∞⋂
m=1

{ξm <∞}.

Todėl

P (η = ∞) = lim
m→∞

P (ξm <∞) = 1. ut

Jei k-oji būsena yra negri
‘
žtama, tai ǐs 1 teoremos ǐsplaukia, kad pkk(n) →

→ 0, kai n→∞. Būsenos, turinčios tokias savybes, yra vadinamos nulinėmis,
o visos kitos būsenos – nenulinėmis. Iš teoremos ǐsplaukia, kad negri

‘
žtamos

būsenos yra nulinės, bet ne kiekviena nulinė būsena yra negri
‘
žtama, o

nenulinės būsenos – gri
‘
žtamos (atvirkštinis teiginys ir čia ne visada teisin-

gas).

3 p a v y z d y s. Nagrinėkime dalelės klaidžiojima
‘
sveikaisiais tiesės taškais,

nusakyta
‘
šitaip. Dalelė sveikaisiais laiko momentais arba su tikimybe 1/2 lieka savo

vietoje, arba su ta pačia tikimybe pasislenka i
‘
dešinėje pusėje esanti

‘
gretima

‘
taška

‘
su sveika

‘
ja koordinate. Čia vk(1) = 1/2 ir vk(n) = 0, kai n > 1. Todėl Vk = 1/2 < 1.

Vadinasi, visos būsenos yra negri
‘
žtamos. Jos yra taip pat ir nulinės.

Tarkime, kad pkk(n) > 0 ir pkk(m) > 0. Iš 15 skyrelio (3) formulės
gauname, kad tada ir pkk(n + m) > 0. Todėl ǐs grandinės homogenǐskumo
ǐsplaukia, kad visi n, kuriems pkk(n) > 0, turi būti pavidalo n = ds (s =
= 1, 2, ...). Tarp skaičiu

‘
n su sa

‘
lyga pkk(n) > 0 (jei tokie n egzistuoja) dalikliu

‘
d yra didžiausias dk. Jis vadinamas būsenos periodu. Jei periodas dk > 1, tai
k-oji būsena vadinama periodine.

4 p a v y z d y s. 15.2 pavyzdyje, kai 0 < p < 1, visos būsenos yra periodinės
su periodu 2.
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3 teorema. Jei nesuskaidomoje Markovo grandinėje bent viena būsena
yra gri

‘
žtama, tai ir visos – gri

‘
žtamos, jei bent viena – nulinė, tai ir visos –

nulinės, jei bent viena – periodinė su periodu d, tai ir visos – periodinės su
periodu d.

I
‘
r o d y m a s. Imkime bet kurias dvi esmines susisiekiančias būsenas,

sakykime, j-a
‘
ja

‘
ir k-a

‘
ja

‘
. Iš susisiekiančiu

‘
būsenu

‘
apibrėžimo ǐsplaukia, jog

egzistuoja tokie natūralieji skaičiai n1 ir n2, kad

α = pjk(n1) > 0, β = pkj(n2) > 0.

Kiekvienam natūraliajam skaičiui n ǐs pilnosios tikimybės formulės gauname

(5)
pjj(n1 + n2 + n) =

∑
l,m

pjl(n1)plm(n)pmj(n2) ≥

≥ pjk(n1)pkk(n)pkj(n2) = αβpkk(n).

Visai taip pat i
‘
rodoma nelygybė

pkk(n1 + n2 + n) ≥ αβpjj(n).

Iš tu
‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia pirmieji du teoremos teiginiai: jei j-oji būsena yra

nulinė, tai tokia yra ir k-oji; jei j-oji būsena yra gri
‘
žtamoji, tai tokia yra ir

k-oji.
Tarkime, kad j-oji būsena yra periodinė su periodu dj . Vadinasi, jei

pjj(n) > 0, tai dj |n. Kadangi

pjj(n1 + n2) =
∑
l

pji(n1)plj(n2) ≥ pjk(n1)pkj(n2) = αβ > 0,

tai dj |(n1 +n2). Parodysime, kad visi n su sa
‘
lyga pkk(n) > 0 dalijasi ǐs dj . Iš

(5) turime, kad tokiems n teisinga nelygybė pjj(n1 + n2 + n) > 0. Vadinasi,
dj |(n1+n2+n). Todėl dj |n. Vadinasi, k-oji būsena yra periodinė. Jos periodas
yra dk ≤ dj . Analogǐskai i

‘
rodome, kad dj ≤ dk. Taigi dk = dj . ut

Jei nesuskaidomos grandinės visos būsenos yra periodinės su periodu d >
> 1, tai ir pati grandinė vadinama periodine. Panagrinėsime tokios grandinės
struktūra

‘
.

4 teorema. Periodinės grandinės su periodu d būsenas galima suskaidyti
i
‘
viena kitos nedengiančias klases L0, L1, ..., Ld−1, turinčias savybe

‘
: grandinė

per viena
‘

laiko tarpa
‘

su tikimybe 1 pereina ǐs klasės Lk i
‘

klase
‘
Lk+1 (k =

= 0, 1, ..., d− 1); čia simbolǐskai pažymėta Ld = L0.

I
‘
r o d y m a s. Imkime kuria

‘
nors fiksuota

‘
būsena

‘
, sakykime, pirma

‘
ja

‘
.

j-a
‘
ja

‘
būsena

‘
priskirsime klasei Lk (k = 0, 1, ..., d− 1), jei egzistuoja sveikasis

teigiamas skaičius m su sa
‘
lyga p1j(md + k) > 0. I

‘
rodysime, kad būsenos
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gali priklausyti tik skirtingoms klasėms. Pakanka i
‘
rodyti: jei j-oji būsena

priklauso klasei Lk ir kuriam nors r teisinga nelygybė p1j(r) > 0, tai r ≡
≡ kmod d. Pastebėsime, jog egzistuoja toks skaičius s, kad pj1(s) > 0. Ka-
dangi

p11(md+ k + s) =
∑
l

p1l(md+ k)pl1(s) ≥ p1j(md+ k)pj1(s),

tai pagal klasės L apibrėžima
‘
p11(md+ k + s) > 0. Be to,

p11(r + s) =
∑
l

p1l(r)pl1(s) ≥ p1j(r)pj1(s) > 0.

Vadinasi, d|(md+ k + s) ir d|(r + s), taigi k ≡ rmod d.
Kadangi ǐs pirmosios būsenos galima patekti i

‘
bet kuria

‘
būsena

‘
su

teigiama tikimybe, tai kiekviena būsena priklauso kuriai nors ǐs klasiu
‘

L0, L1, ..., Ld−1.
Reikia dar i

‘
rodyti, kad per viena

‘
laiko tarpa

‘
su tikimybe 1 grandinė ǐs

klasės Lk pereina i
‘

klase
‘
Lk+1. Parodysime, kad pjl = 0, jei j-oji būsena

priklauso Lk, o l-oji nepriklauso Lk+1. Tarkime, kad yra priešingai. Tada ǐs
nelygybės p1j(md+ k) > 0 gautume

p1l(md+ k + 1) =
∑
r

p1r(md+ k)prl ≥ p1j(md+ k)pjl > 0.

Išeitu
‘
, kad l-oji būsena priklauso Lk+1. Gautas prieštaravimas i

‘
rodo mūsu

‘
teigini

‘
. Iš jo ǐsplaukia: jei j-oji būsena priklauso Lk, tai

(6)
∑

pjl = 1;

čia sumuojama pagal visas l-a
‘
sias būsenas ǐs klasės Lk+1. ut

Klasės Lk vadinamos ciklinėmis.
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Periodinės grandinės matrica yra tokio pavidalo, kaip ir 32 paveiksle. Toje
matricoje neužbrūkšniuoti pomatriciai yra sudaryti ǐs nuliu

‘
, o užbrūkšniuoti

pomatriciai – ǐs nenuliniu
‘
elementu

‘
.

32 pav.

Periodine
‘
grandine

‘
su periodu d galima suskaidyti i

‘
d nauju

‘
grandiniu

‘
.

k-osios grandinės būsenos bus k-osios ciklinės klasės Lk būsenos. Perėjimo
tikimybės bus pjl(d). Iš (6) ǐsplaukia, kad perėjimo matrica bus stochastinė.
Naujosios grandinės jau neturės poklasiu

‘
.

17. MARKOVO GRANDINIU
‘

ERGODINĖS TEOREMOS

Imkime grandine
‘
su perėjimo matrica

π =

∥∥∥∥∥∥∥
2
3
1
3

1
3
2
3

∥∥∥∥∥∥∥ .
Šia

‘
grandine

‘
nagrinėjome 15.1 pavyzdyje. Perėjimo per du laiko tarpus ma-

trica bus

π2 =

∥∥∥∥∥∥∥
5
9
4
9

4
9
5
9

∥∥∥∥∥∥∥ ,
per tris laiko tarpus

π3 =

∥∥∥∥∥∥∥
14
27
13
27

13
27
14
27

∥∥∥∥∥∥∥ .
Matematinės indukcijos metodu galima i

‘
rodyti, kad
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πn =

∥∥∥∥∥∥∥
1
2

+
1

2 · 3n
1
2
− 1

2 · 3n

1
2
− 1

2 · 3n
1
2

+
1

2 · 3n

∥∥∥∥∥∥∥ .
Matome, kad perėjimo tikimybės pjk(n) → 1/2, kai n → ∞. Vadinasi,
tikimybė sistemai patekti i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
praktǐskai nepriklauso nuo to, kokioje

būsenoje ji buvo tolimoje praeityje. Peršasi mintis, kad analogǐskas teiginys
gali būti teisingas ir kitokioms Markovo grandinėms. Tokiu atveju ribos

p∗k = lim
n→∞

pjk(n)

vadinamos ribinėmis tikimybėmis, o grandinės, turinčios tokia
‘
savybe

‘
, – er-

godinėmis1.
Imkime bet kuria

‘
homogenine

‘
Markovo grandine

‘
su perėjimo matrica

‖ pjk ‖ ir perėjimo per n laiko tarpu
‘

matrica ‖ pjk(n) ‖. Kiekvienam n
apibrėšime ergodǐskumo koeficienta

‘

ρ(n) = 1− 1
2

sup
j,k

∑
l

|pjl(n)− pkl(n)|.

Panagrinėsime jo savybes. Iš lygybiu
‘∑

l

pjl(n) = 1,
∑
l

pkl(n) = 1

visiems j ir k gauname ∑
l

(
pjl(n)− pkl(n)

)
= 0,

arba ∑
l

+(
pjl(n)− pkl(n)

)
+
∑
l

−(
pjl(n)− pkl(n)

)
= 0;

čia + prie sumavimo ženklo reǐskia sumavima
‘
pagal tuos l, kuriems tas skir-

tumas yra teigiamas, o – pagal tuos l, kuriems jis yra neigiamas. Todėl∑
l

+(
pjl(n)− pkl(n)

)
=

1
2

∑
l

∣∣pjl(n)− pkl(n)
∣∣

ir

(1) ρ(n) = 1− sup
j,k

∑
l

+(
pjl(n)− pkl(n)

)
.

1 Iš graiku
‘
kalbos žodžiu

‘
ε̌ργoν – darbas, òδóζ – kelias.
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Aǐsku, kad 0 ≤ ρ(n) ≤ 1.
Ergodǐskumo koeficientas gali būti ir lygus 0. Imkime grandine

‘
su dviem

būsenomis ir perėjimo per n laiko tarpu
‘

tikimybėmis, nusakytomis šitaip:
p11(n) = 1, p12(n) = 0, p21(n) = 0, p22(n) = 1, kai n yra lyginis, bei
p11(n) = 0, p12(n) = 1, p21(n) = 1, p22(n) = 0, kai n – nelyginis. Tada

|p11(n)− p21(n)|+ |p12(n)− p22(n)| = 2

visiems n ir ρ(n) = 0.

1 teorema. Jei kuriam nors n0 ergodǐskumo koeficientas ρ(n0) > 0, tai
egzistuoja ribos

p∗k = lim
n→∞

pjk(n) (j = 1, 2, ...; k = 1, 2, ...),

nepriklausančios nuo indekso j, be to,

sup
j
|pjk(n)− p∗k| ≤ Ce−Dn;

čia
C =

1
1− ρ(n0)

, D =
1
n0

ln
1

1− ρ(n0)
.

I
‘
r o d y m a s. Pažymėkime

rk(n) = inf
j
pjk(n), Rk(n) = sup

j
pjk(n).

Teisingos nelygybės

rk(n+ 1) = inf
j
pjk(n+ 1) = inf

j

∑
l

pjlplk(n) ≥

≥ rk(n) inf
j

∑
l

pjl = rk(n),

Rk(n+ 1) = sup
j
pjk(n+ 1) = sup

j

∑
l

pjlplk(n) ≤

≤ Rk(n) sup
j

∑
l

pjl = Rk(n).

Iš (1) lygybės gauname

Rk(n0)− rk(n0) = sup
m
pmk(n0)− inf

s
psk(n0) =

= sup
m,s

(
pmk(n0)− psk(n0)

)
≤

≤ sup
m,s

∑
j

+(
pmj(n0)− psj(n0)

)
= 1− ρ(n0)
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ir
Rk(n0 + n)− rk(n0 + n) = sup

m,s

(
pmk(n0 + n)− psk(n0 + n)

)
=

= sup
m,s

∑
j

(
pmj(n0)− psj(n0)

)
pjk(n) ≤

≤ sup
m,s

{
Rk(n)

∑
j

+(
pmj(n0)− psj(n0)

)
+

+ rk(n)
∑
j

−(
pmj(n0)− psj(n0)

)}
=

= sup
m,s

(
Rk(n)− rk(n)

)∑
j

+(
pmj(n0)− psj(n0)

)
=

=
(
1− ρ(n0)

)(
Rk(n)− rk(n)

)
.

Pakartotinai pritaike
‘
tas formules, gauname

(2) Rk(vn0)− rk(vn0) ≤
(
1− ρ(n0)

)v (v = 1, 2, ...).

Matėme, kad seka rk(n) (n = 1, 2, ...) nemažėja, o seka Rk(n) (n = 1, 2, ...)
nedidėja, be to, rk(n) ≤ Rk(n). Iš (2) ir teoremos sa

‘
lygu

‘
ǐsplaukia, kad abi

sekos turi ribas ir tos ribos sutampa

lim
n→∞

rk(n) = lim
n→∞

Rk(n) = p∗k.

Aǐsku,
|pjk(n)− p∗k| ≤ Rk(n)− rk(n) ≤

(
1− ρ(n0)

)n/n0−1
. ut

Išvada. Jei grandinė turi tik baigtini
‘
būsenu

‘
skaičiu

‘
ir ǐspildomos 1 teo-

remos sa
‘
lygos, tai ribinės tikimybės tenkina lygybes

p∗k =
∑

p∗jpjk,
∑
k

p∗k = 1.

I
‘
r o d y m a s. Pakanka lygybėse

plk(n+ 1) =
∑
j

plj(n)pjk,
∑
k

plk(n) = 1

pereiti prie ribos, kai n→∞. ut
Išvada teisinga ir tada, kai būsenu

‘
skaičius yra skaitus, tik i

‘
rodymas daug

sudėtingesnis.

2 teorema. Jei ǐspildomos 1 teoremos sa
‘
lygos, tai egzistuoja ribos
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lim
n→∞

pk(n) = p∗k (k = 1, 2, ...),

be to,
|pk(n)− p∗k| ≤ Ce−Dn;

čia p∗k ir C,D turi tas pačias reikšmes.
I
‘
r o d y m a s. Iš 1 teoremos i

‘
rodyme gautu

‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia

|pk(n)− p∗k| =
∣∣∣∑
j

p0
jpjk(n)− p∗k

∣∣∣ ≤∑
j

p0
j |pjk(n)− p∗k| ≤

≤
∑
j

p0
j |Rk(n)− rk(n)| = Rk(n)− rk(n) ≤ Ce−Dn. ut

Tikimybiu
‘
pasiskirstymas p∗k(k = 1, 2, ...) su sa

‘
lyga

p∗k =
∑
j

p∗jpjk

yra vadinamas stacionariuoju. Jo prasmė šitokia. Jei kuriam nors n0 turime
pk(n0) = p∗k (k = 1, 2, ...), tai tikimybės pk(n), kad laiko momentu n sistema
pateks i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
, visiems n ≥ n0 yra tos pačios ir lygios pk(n) = p∗k. Tai

ǐsplaukia ǐs 15 skyrelio (3) formulės.
Iš (1) gauname

sup
k

inf
j
pjk(n0) = ρ(n0).

Vadinasi, ρ(n0) > 0, jei grandinė yra baigtinė ir visos perėjimo tikimybės
pjk(n0) yra teigiamos. Tuo atveju teisingos abi teoremos ir ǐsvada.

Baigdami ši
‘
skyreli

‘
, be i

‘
rodymo paminėsime dar keleta

‘
teiginiu

‘
.

3 teorema. Bet kuriems j ir k egzistuoja nepriklausančios nuo j teigia-
mos ribos

p∗k = lim
n→∞

pjk(n) (j = 1, 2, ...; k = 1, 2, ...)

tada ir tik tada, kai grandinė yra nesuskaidoma bei neperiodinė ir egzistuoja
būsena, gri

‘
žimo i

‘
kuria

‘
laikas turi (baigtini

‘
) vidurki

‘
. Skaičiai p∗k yra vienin-

teliai lygčiu
‘

sistemos

∞∑
k=1

p∗k = 1,

p∗k =
∞∑
j=1

p∗jpjk (k = 1, 2, ...)

sprendiniai, jei nagrinėsime tik sekas, ǐs kuriu
‘
sudarytos eilutės konverguoja

absoliučiai.
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Jei grandinė yra baigtinė, tai būtinos ir pakankamos sa
‘
lygos suprastėja:

grandinė turi būti nesuskaidoma ir neperiodinė.
Jei grandinė yra periodinė su periodu d, tai bet kurioms j-ajai ir k-ajai

būsenoms ǐs tos pačios klasės (žr. 16.4 teorema
‘
) pjk(n) = 0, kai n 6= md. Jei

n = md, tai ǐs 3 ir 16.4 teoremu
‘
ǐsplaukia, jog egzistuoja riba

lim
m→∞

pjk(md) = p∗k > 0,

nepriklausanti nuo j.
Tarkime, kad turime baigtine

‘
grandine

‘
. Kaip matėme 16 skyrelyje, jos

būsenas galima suskirstyti i
‘

klases: neesminiu
‘

būsenu
‘

klase
‘
K0 ir keleta

‘
esminiu

‘
būsenu

‘
klasiu

‘
K1, ...,Kr. Suprantama, klasė K0 gali būti tuščia, gali

nebūti ir klasiu
‘
K1, ...,Kr. Panagrinėsime tikimybiu

‘
pjk(n) asimptotika

‘
ir

tokioms grandinėms. Pakanka tirti tik atveji
‘
, kai klasė K0 yra netuščia, o

esminiu
‘
būsenu

‘
yra tik viena klasė K1. Iš 2 teoremos ǐsplaukia, kad pjk(n)

turi teigiamas ribas, kai j-oji ir k-oji būsenos priklauso K1. Galima būtu
‘

i
‘
rodyti, kad pjk(n) turi riba

‘
, lygia

‘
0, kai j-oji ir k-oji būsenos priklauso K0,

ir teigiama
‘
riba

‘
, kai j-oji būsena priklauso klasei K0, o k-oji būsena priklauso

klasei k1. Ribos nepriklauso nuo j.
Šiu

‘
rezultatu

‘
i
‘
rodyma

‘
galima rasti, pvz., [3] knygoje.

18. TOLYDAUS LAIKO MARKOVO GRANDINĖS.
MARKOVO PROCESAI. MARTINGALAI

Kita
‘
svarbia

‘
atsitiktiniu

‘
procesu

‘
klase

‘
sudaro tolydaus laiko Markovo gran-

dinės. Jos skiriasi nuo 15 skyrelyje apibrėžtu
‘
procesu

‘
tik tuo, kad parametru

‘
aibė T yra baigtinis arba begalinis realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalas. Apibrėšime juos

tiksliau. Turime atsitiktini
‘
procesa

‘
{Ω,A, P,X(t), t ∈ T}, i

‘
gyjanti

‘
reikšmes

ǐs mačios erdvės {Γ, E}. Laikysime, kad T yra jau nusakyto pobūdžio, o
būsenu

‘
erdvė Γ – baigtinė arba skaiti. Ir šiuo atveju būsenas žymėsime

tiesiog natūraliaisiais skaičiais. Sakysime, kad procesas yra tolydaus laiko
Markovo grandinė, jei bet kuriam natūraliajam skaičiui n, bet kuriems
t0 < t1 < ... < tn−1 < s < t ǐs T ir bet kuriems k, j0, j1, ..., jn−1, j teisingos
lygybės

P
(
X(t) = k|X(t0) = j0, X(t1) = j1, ..., X(tn−1) = jn−1, X(s) = j

)
=

= P
(
X(t) = k|X(s) = j

)
.

Ir čia galime kalbėti apie fizine
‘
sistema

‘
, kurios būsena laiko momentu t

yra X(t). Tada P
(
X(t) = k|X(s) = j

)
yra tikimybė sistemai patekti i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
laiko momentu t, jei laiko momentu s ji buvo j-ojoje būsenoje. Jei ta

tikimybė priklauso tik nuo t − s, tai grandinė vadinama homogenine. Tada
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galima kalbėti apie perėjimo tikimybe
‘
pjk(t) ǐs j-osios būsenos i

‘
k-a

‘
ja

‘
per laiko

tarpa
‘
t. Toliau tik tokias grandines ir nagrinėsime. Laikysime T = [0,∞).

Pažymėsime p0
k = pk(0) tikimybe

‘
, kad sistema pradiniu momentu bus

k-ojoje būsenoje, o pk(t) tikimybe
‘
, kad ji pateks i

‘
k-a

‘
ja

‘
būsena

‘
momentu t.

Kaip ir 15 skyrelyje, i
‘
rodomos formulės

(1)

pjk(s+ t) =
∑
l

pjl(s)plk(t),

pk(s+ t) =
∑
l

pl(s)plk(t),

pk(t) =
∑
l

p0
l plk(t).

Jos teisingos, kai s ≥ 0, t ≥ 0, jei susitarsime laikyti

pjk(0) =
{ 1, kai j = k,

0, kai j 6= k.

Tolydaus laiko grandiniu
‘
egzistavimo klausimai sprendžiami analogǐskai

atvejui, kai laikas diskretus.
Kai ǐspildomos gana bendros sa

‘
lygos, perėjimo tikimybės tenkina tam

tikras diferencialines lygtis. Tarkime, kad grandinė turi tik baigtini
‘
būsenu

‘
skaičiu

‘
ir perėjimo tikimybės tenkina sa

‘
lygas

(2)
1− pkk(∆t) = λk∆t+ o(∆t),

pjk(∆t) = λjk∆t+ o(∆t).

Antroji sa
‘
lyga rodo, kad tikimybė pereiti ǐs j-osios būsenos i

‘
k-a

‘
ja

‘
, kai j

ir k skirtingi, per nedideli
‘
laiko tarpa

‘
∆t yra proporcinga to laikotarpio il-

giui aukštesnės eilės nykstamo dydžio tikslumu. Pirmoji sa
‘
lyga reǐskia, kad

tikimybė ǐseiti ǐs k-osios būsenos i
‘
kuria

‘
nors kita

‘
būsena

‘
per maža

‘
laiko tarpa

‘
∆t yra proporcinga to laikotarpio ilgiui aukštesnės eilės nykstamo dydžio tiks-
lumu. λk galima vadinti ǐsėjimo ǐs k-osios būsenos, o λjk – perėjimo ǐs j-osios
būsenos i

‘
k-a

‘
ja

‘
tankiais, arba intensyvumais.

Iš (1) formulės

pjk(t+ ∆t) =
∑
l

pjl(∆t)plk(t).

Pasinaudoje
‘
(2) sa

‘
lygomis, gauname

pjk(t+ ∆t) =
(
1− λj∆t+ o(∆t)

)
pjk(t)+

+
∑
l 6=j

(
λjl∆t+ o(∆t)

)
plk(t).
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Iš čia

pjk(t+ ∆t)− pjk(t)
∆t

= −λjpjk(t) +
∑
l 6=j

(
λjl + o(1)

)
plk(t).

Kai ∆t→ 0, dešinioji pusė turi riba
‘
. Todėl riba

‘
turi ir kairioji pusė. Gauname

diferencialine
‘
lygti

‘

p′jk(t) = −pjk(t)λj +
∑
l 6=j

λjlplk(t).

Ji vadinama tiesiogine Kolmogorovo–Felerio diferencialine lygtimi.
Vėl pasinaudoje

‘
(1) lygybe, gauname

pjk(t+ ∆t) =
∑
l

pjl(t)plk(∆t).

Iš šios lygybės ir (2) sa
‘
lygu

‘
analogǐskai gauname lygti

‘

p′jk(t) = −pjk(t)λk +
∑
l 6=k

pjl(t)λlk,

vadinama
‘
atvirkštine Kolmogorovo–Felerio diferencialine lygtimi.

Jei tenkinamos papildomos sa
‘
lygos, abi tos lygtys teisingos ir tada, kai

būsenu
‘

skaičius yra begalinis. Pavyzdžiui, tiesioginiu
‘

lygčiu
‘

i
‘
rodymas yra

teisingas ir tada, kai būsenu
‘

yra be galo daug, jei (2) sa
‘
lygose liekamu

‘
ju

‘
nariu

‘
i
‘
vertinimai o(∆t) yra tolygūs k atžvilgiu ir fiksuotam k dydžiai λjk yra

tolygiai aprėžti.
Galime gauti diferencialines lygtis ir tikimybėms pk(t):

(3) p′k(t) =
∑
l

pl(t)λlk (k = 1, 2, ...).

Ir tolydžiojo laiko grandinėms i
‘
vesime ergodǐskumo koeficiento sa

‘
voka

‘
. Jis

apibrėžiamas analogǐskai:

ρ(t) = 1− 1
2

sup
j,k

∑
l

|pjl(t)− pkl(t)|.

Jei kuriam nors t0 > 0 ergodǐskumo koeficientas ρ(t0) > 0, tai, kaip ir
17 skyrelyje, galime i

‘
rodyti ergodǐskumo teorema

‘
: egzistuoja ribos p∗k(k =

= 1, 2, ...)
lim
t→∞

pjk(t) = p∗k,

lim
t→∞

pk(t) = p∗k,
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be to,
|pjk(t)− p∗k| ≤ Ce−Dt,

|pk(t)− p∗k| ≤ Ce−Dt;

čia
C =

1
1− ρ(t0)

, D =
1
t0

ln
1

1− ρ(t0)
.

Jei teisingos ka
‘
tik minėtos sa

‘
lygos ir būsenu

‘
skaičius yra baigtinis, tai

ribinės tikimybės p∗k visiems t tenkina lygybe
‘

(4) p∗k =
∑
j

p∗jpjk(t) (k = 1, 2, ...).

Vėl galime kalbėti apie stacionaru
‘
ji
‘
pasiskirstyma

‘
. Apskritai, kai laikas yra

tolydus, tikimybiu
‘
pasiskirstyma

‘
p∗k(k = 1, 2, ...), tenkinanti

‘
(4) sa

‘
lyga

‘
, vadin-

sime stacionariuoju.
Stacionariosioms tikimybėms p∗k = pk(t) (3) diferencialinės lygtys virsta

šitokiomis:

(5)
∑
l

p∗l λlk = 0 (k = 1, 2, ...),

nes tada p′k(t) = 0.
Markovo grandinės yra tik specialūs atvejai daug bendresniu

‘
Markovo

procesu
‘
. Kalbant ne visai griežtai, tai yra procesai X(t), kiekvienam t tu-

rintys savybe
‘
: jei žinoma atsitiktinio proceso reikšmė X(t) laiko momentu

t, tai proceso eiga po laiko momento t nepriklausys nuo jo eigos iki to mo-
mento. Kitaip tariant, tikimybė bet kurio i

‘
vykio, susijusio su būsima pro-

ceso eiga, kai jo dabartinė būklė tiksliai žinoma, nepasikeis, atsižvelgus i
‘

papildoma
‘
informacija

‘
apie proceso praeiti

‘
. Vaizdžiai kalbant, procesas neturi

”atminties”.
Knygos apimtis neleidžia plačiau nagrinėti tu

‘
procesu

‘
. Todėl susipažinsi-

me tik su kai kuriomis sa
‘
vokomis.

Pirmiausia apibrėšime Markovo procesa
‘
.

Imkime tikimybine
‘
erdve

‘
{Ω,A, P}, aibe

‘
T ⊂ R ir būsenu

‘
erdve

‘
{Γ, E}.

Tarkime, kad duotas procesas {X(t), t ∈ T}, i
‘
gyjantis reikšmes ǐs Γ. Pažymė-

kime AT mažiausia
‘
σ algebra

‘
, kuriai priklauso visi i

‘
vykiai {X(s) ∈ E}, E ∈

∈ E , s ∈ T ,

AT = σ{X(s), s ∈ T} = σ
{
{X(s) ∈ E}, s ∈ T, E ∈ E

}
.

Analogǐskai apibrėžiamos σ algebros

AT∩(−∞,t] = σ{X(s), s ∈ T, s ≤ t},
AT∩[t,∞) = σ{X(s), s ∈ T, s ≥ t}
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(reikia tik parametru
‘
aibe

‘
T pakeisti kitomis). Atsitiktinis procesas {X(t), t ∈

∈ T} vadinamas Markovo procesu, jei bet kuriems s, t ∈ T, s < t, ir bet ku-
rioms A ∈ AT∩[t,∞) beveik visur tikimybinio mato P prasme

P (A|AT∩(−∞,s]) = P
(
A|X(s)

)
.

Ši
‘
apibrėžima

‘
galima pakeisti jam ekvivalenčiu. Procesas X(t) yra Mar-

kovo procesas, jei bet kuriam natūraliajam n, bet kuriems t1, t2, ..., tn, t ∈ T
su sa

‘
lyga t1 < t2 < ... < tn < t ir bet kuriai aibei E ∈ E

P
(
X(t) ∈ E|X(t1), X(t2), ..., X(tn)

)
= P

(
X(t) ∈ E|X(tn)

)
beveik visur mato P prasme.

Yra ir daugiau ekvivalenčiu
‘
Markovo proceso apibrėžimu

‘
.

Kintamu
‘
ju

‘
s, t ∈ T, x ∈ Γ, E ∈ E funkcija p(s, x, t, E) yra vadinama

Markovo proceso perėjimo funkcija, jei ji tenkina sa
‘
lygas:

1) visiems s, t ∈ T, x ∈ Γ funkcija p(s, x, t, ·) yra tikimybinis matas σ
algebroje E ;

2) visiems s, t ∈ T, E ∈ E funkcija p(s, ·, t, E) yra (A, E) mati;
3) visiems s ∈ T, x ∈ Γ, E ∈ E funkcija p(s, x, s, E) yra aibės E indika-

torius
p(s, x, s, E) = 1E(x);

4) visiems s, t ∈ T, E ∈ E beveik visur mato P atžvilgiu

p
(
s,X(s), t, E

)
= p
(
X(t) ∈ E|X(s)

)
.

Vaizdžiai kalbant, p(s, x, t, E) yra tikimybė, kad procesas laiko momentu
t pateks i

‘
būsenu

‘
aibe

‘
E, jei laiko momentu s ≤ t jis buvo būsenoje x. Todėl

perėjimo funkcija vadinama ir perėjimo tikimybe.
Kiekvienas Markovo procesas su būsenu

‘
erdve {Rk,Bk} turi perėjimo

funkcija
‘
. Ji egzistuoja ir tada, kai būsenu

‘
erdvė yra separabili pilna metrinė

erdvė su atitinkama Borelio aibiu
‘
σ algebra. Šiuo atveju perėjimo funkcija

turi dar ir šitokia
‘
savybe

‘
:

5) visiems s, t, u ∈ T, s ≤ u ≤ t, E ∈ E beveik visur mato Ps atžvilgiu
teisinga lygybė

p(s, x, t, E) =
∫
Rk

p(u, y, t, E)p(s, x, u, dy);

čia Ps yra lygybės Ps(E) = P (X(s) ∈ E) nusakytas matas σ algebroje E .
Ši savybė paprastai vadinama Čepmeno1–Kolmogorovo lygtimi.

1 Douglas George Chapman (g. 1920 m.) – amerikiečiu
‘
matematikas.
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Tarkime, kad T yra viena ǐs aibiu
‘
R, [0,∞), (0,±1,±2, ...) arba {0, 1,

2, ...}. Markovo procesas {X(t), t ∈ T} vadinamas homogeniniu, jei bet
kuriems s, t, u ∈ T, s ≤ t, x ∈ Γ, E ∈ E

p(s+ u, x, t+ u,E) = p(s, x, t, E).

Tada funkcijos p(s, x, t, E) reikšmės priklauso tik nuo skirtumo t− s, x ir E.
Todėl galima žymėti p(0, x, t, E) = p(t, x, E). Ši funkcija paprastai ir vadi-
nama homogeninio Markovo proceso perėjimo funkcija.

Nesunku suvokti, kad Markovo grandinės yra specialūs Markovo procesu
‘

atvejai.
Paminėsime dar viena

‘
pavyzdi

‘
.

Imkime seka
‘

nepriklausomu
‘

vienodai pasiskirsčiusiu
‘

atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

Y1, Y2, ..., i
‘
gyjančiu

‘
tik sveika

‘
sias reikšmes. Pažymėkime X(n) = Y1+ ...+Yn,

X(0) = 0. Sumos X(n) (n = 0, 1, ...) sudaro diskrečiojo laiko homogenine
‘

Markovo grandine
‘
. Jei atsisakytume reikalavimo, kad atsitiktiniai dydžiai Yk

i
‘
gyja tik sveika

‘
sias reikšmes, ju

‘
sumos X(n)(n = 0, 1, ...) sudarytu

‘
bendresni

‘
diskrečiojo laiko Markovo procesa

‘
. Dar bendresni

‘
Markovo procesa

‘
gautume,

atsisake
‘
reikalavimo, kad dydžiai Yk yra vienodai pasiskirste

‘
.

Be Markovo procesu
‘
pastaruoju metu svarbu

‘
vaidmeni

‘
procesu

‘
teorijoje

vaidina martingalai, i
‘
vesti 1929 m. Dubo1.

Tarkime, kad {Ω,A, P} yra tikimybinė erdvė T – netuščia realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė ir {At, t ∈ T} – σ algebru

‘
sistema, tenkinanti sa

‘
lygas As ⊂ At ⊂ A

visiems s, t ∈ T, s ≤ t. Realusis atsitiktinis procesas {X(t), t ∈ T} yra
vadinamas martingalu σ algebru

‘
sistemos {At} atžvilgiu, jei

1) kiekvienam t ∈ T atsitiktinis dydis X(t) yra integruojamas ir At ma-
tus;

2) visiems s, t ∈ T, s ≤ t, beveik visur

X(s) = M
(
X(t)|As

)
.

Antra
‘
ja

‘
sa

‘
lyga

‘
galima užrašyti ir kitu ekvivalenčiu pavidalu: visiems s, t ∈

∈ T, s ≤ t, ir visoms aibėms A ∈ As∫
A

X(s, ω)P (dω) =
∫
A

X(t, ω)P (dω).

Jei antrojoje sa
‘
lygoje lygybės ženkla

‘
pakeistume ženklu ≤, gautume sub-

martingala
‘
, o jei pakeistume ženklu ≥, gautume supermartingala

‘
.

Jei At = σ{X(s), s ≤ t} yra mažiausia σ algebra, kurios atžvilgiu
visi X(t), s, t ∈ T, s ≤ t, yra matūs, tai martingalai tos σ algebru

‘
sistemos atžvilgiu tiesiog vadinami martingalais. Galima būtu

‘
i
‘
rodyti, kad

1 Joseph Leo Doob (g. 1910 m.) – amerikiečiu
‘
matematikas.
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kiekvienas martingalas σ algebru
‘
sistemos {At, t ∈ T} atžvilgiu yra martin-

galas pastara
‘
ja prasme. Tas pats tinka ir submartingalams bei supermartin-

galams.
Paminėsime paprasta

‘
pavyzdi

‘
, kuriuo remiantis buvo i

‘
vesta martingalo

sa
‘
voka.

Tarkime, kad {Yn} yra seka nepriklausomu
‘

integruojamu
‘

atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

su sa
‘
lygomis MYn = 0. Pažymėkime ju

‘
dalines sumas X(n) =

= Y1 + ...+ Yn. Iš sa
‘
lyginiu

‘
vidurkiu

‘
savybiu

‘
ǐsplaukia, kad beveik visur

M
(
X(n+ 1)|Y1, ..., Yn

)
= M

(
X(n) + Yn+1|Y1, ..., Yn

)
=

= X(n) +M(Yn+1|Y1, ..., Yn) = Xn +M(Yn+1) = X(n).

Nesunku suvokti, kad sa
‘
lyginius vidurkius Y1, ..., Yn atžvilgiu galime pakeisti

sa
‘
lyginiais vidurkiais X(1), ..., X(n) atžvilgiu.

Matome, kad seka X(n) (n = 1, 2, ...) yra martingalas.

19. BRAUNO IR PUASONO PROCESAI

Susipažinsime su dviem specialiais Markovo procesais: Brauno ir Puasono. Tai
– palyginti gana paprasti procesai, bet labai plačiai taikomi praktikoje. Jie
turėjo nemažai reikšmės bendrajai atsitiktiniu

‘
procesu

‘
raidai. Tiems proce-

sams apibrėžti i
‘
vesime keleta

‘
bendresniu

‘
sa

‘
voku

‘
.

Atsitiktinis procesas {X(t), t ∈ T ⊂ R}, i
‘
gyjantis reikšmes ǐs R, yra

vadinamas procesu su nepriklausomais pokyčiais, jei bet kuriems tk ∈ T (k =
= 1, ..., n), t1 < ... < tn, atsitiktiniai dydžiai

X(tn)−X(tn−1), X(tn−1)−X(tn−2), ..., X(t2)−X(t1)

yra nepriklausomi.
Procesas su nepriklausomais pokyčiais yra vadinamas homogeniniu, jei

bet kuriems t1, t2, t1 + t, t2 + t ∈ T atsitiktiniai dydžiai

X(t2)−X(t1), X(t2 + t)−X(t1 + t)

yra vienodai pasiskirste
‘
, kitaip tariant, jei atsitiktinio dydžio X(t2)−X(t1)

pasiskirstymas priklauso tik nuo intervalo t2 − t1 ilgio, bet ne nuo pačiu
‘

t1 ir t2.
Procesas su nepriklausomais pokyčiais yra Markovo procesas. Jei kiekvie-

nam t ∈ T atsitiktinis dydis yra integruojamas, tai {X(t) −MX(t), t ∈ T}
yra martingalas. Galima i

‘
rodyti, kad toks procesas egzistuoja.

(Vienamačiu) Brauno procesu vadinamas homogeninis procesas su nepri-
klausomais pokyčiais {W (t), t ∈ [0,∞)}, kuriam P (W (0) = 0) = 1 ir bet
kuriems s, t, 0 ≤ s < t, pokytis W (t)−W (s) yra pasiskirste

‘
s pagal normalu

‘
ji
‘

dėsni
‘
N(0, t− s).
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Šio proceso tyrimai turi ilgoka
‘
istorija

‘
. 1827 m. R. Braunas1, stebėdamas

pro mikroskopa
‘

mažytes kietas daleles skystyje, pamatė, kad jos labai ne-
taisyklingai juda. Panašiai juda mažytės dulkelės ore. To proceso mechaniz-
mo ǐsaǐskinimas buvo vienas ǐs didžiausiu

‘
statistinės mechanikos bei kinetinės

teorijos laimėjimu
‘
. Paaǐskėjo, kad netaisyklinga

‘
daleliu

‘
judėjima

‘
sukelia

aplinkos molekuliu
‘
bombardavimas. Brauno judėjimo teorijos matematinius

pagrindus 1923 m. padėjo N. Vyneris2, todėl šis procesas dažnai vadinamas jo
vardu. Vėliau tas procesas buvo plačiai pritaikytas i

‘
vairiose srityse: kvantu

‘
mechanikoje, statistikoje, radiotechnikoje ir t. t. Tik čia dažniausiai tenka
kalbėti ne apie vienamati

‘
, o trimati

‘
procesa

‘
, kuris nuo apibrėžtojo skiriasi

tik tuo, kad W (t) i
‘
gyja reikšmes erdvėje R3, o jo komponentai yra nepriklau-

somi vienamačiai Brauno procesai.
Brauno procesa

‘
{W (t), 0 ≤ t < ∞} galima nusakyti ir kaip homogenini

‘
Markovo procesa

‘
su perėjimo funkcija

p(t, x, E) =
∫
E

ϕ(t, x, y)dy,

kai ϕ(t, x, y) yra parabolinės diferencialinės lygties

(1)
∂ϕ

∂t
=

1
2
∂2ϕ

∂x2

fundamentalusis sprendinys. Jis lygus

ϕ(t, x, y) =
1√
2πt

exp
(
− (y − x)2

2t

)
.

(1) lygtis yra specialus atvejis lygčiu
‘
, kurias tenkina gana plačios Markovo

procesu
‘
klasės perėjimo funkcijos.

Brauno procesas nėra toks paprastas, kaip gali atrodyti. Galima i
‘
rodyti,

kad su tikimybe 1 Brauno proceso trajektorijos yra tolydžios, bet visuose
taškuose nediferencijuojamos funkcijos.

Panagrinėsime kiek detaliau kita
‘

– Puasono procesa
‘
. Taip vadinsime

homogenini
‘

tolydaus laiko procesa
‘
{X(t), t ∈ [0,∞)} su nepriklausomais

pokyčiais, jei X(t)−X(0) yra pasiskirste
‘
s pagal Puasono dėsni

‘
su parametru

λt. Čia λ yra teigiamas skaičius; jis vadinamas proceso intensyvumu. Dėl
paprastumo laikysime P (X(0) = 0) = 1.

Tokio proceso egzistavimas ǐsplaukia ǐs Kolmogorovo teoremos, nes poky-
čio nepriklausomumas ir proceso homogenǐskumas bei pokyčio pasiskirstymas
pagal Puasono dėsni

‘
indukuoja suderintus baigtiniamačius pasiskirstymus.

1 Robert Brown (1773–1858) – anglu
‘
botanikas.

2 Norbert Wiener (1894–1964) – amerikiečiu
‘
matematikas.
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Puasono procesas gerai atitinka daugeli
‘
realiu

‘
procesu

‘
. Paminėsime keleta

‘
pavyzdžiu

‘
. Skaičius radioaktyviosios medžiagos atomu

‘
, suskilusiu

‘
per laiko-

tarpi
‘
(0, t], yra atsitiktinis procesas, kurio matematinis modelis gali būti Pua-

sono procesas. Duota sudėtinga radiotechninė schema ǐs vienodu
‘

detaliu
‘
.

Skaičius detaliu
‘
, kurios sugenda per laikotarpi

‘
(0, t], taip pat dažnai ap-

rašomas Puasono procesu. Taip pat galima aprašyti matematǐskai telefono
skambučiu

‘
geležinkelio stoties informacinėje per ilgio t laikotarpi

‘
, sakysime,

maždaug tuo pačiu darbo dienos metu (i
‘
vairiu paros metu, aǐsku, skambučiu

‘
skaičius bus skirtingai pasiskirste

‘
s – nakti

‘
ju

‘
bus mažiau).

Puasono procesa
‘
galime gauti pagal šitokia

‘
schema

‘
.

Sakykime, tiriame atsitiktini
‘
i
‘
vyki

‘
A – stebime jo i

‘
vykimus laiko inter-

vale (0,∞). Pažymėkime X(t) to i
‘
vykio i

‘
vykimu

‘
skaičiu

‘
laikotarpiu (0, t]. Tai

gali būti, pavyzdžiui, skaičius suskilusiu
‘
radioaktyviosios medžiagos atomu

‘
,

sugedusiu
‘
radiotechninės schemos detaliu

‘
, telefono skambučiu

‘
ir pan. Vadi-

nasi, X(t) i
‘
gis tik sveika

‘
sias neneigiamas reikšmes. Susitarsime laikyti

P (X(0) = 0) = 1. Pareikalausime, kad būtu
‘
tenkinamos sa

‘
lygos.

1. Procesas turi būti su nepriklausomais pokyčiais, t. y. i
‘
vykio A i

‘
vy-

kimu
‘

skaičiai per i
‘
vairius vienas kito nedengiančius laiko tarpus turi būti

nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai.
2. Jis turi būti homogeninis, t. y. tikimybė, kad i

‘
vykis A i

‘
vyks kuri

‘
nors

skaičiu
‘
kartu

‘
, turi priklausyti tik nuo stebėjimo trukmės.

3. Kai t→ 0,

P
(
X(t) > 1

)
= o(t);

tai reǐskia, kad per trumpa
‘
laiko tarpa

‘
i
‘
vykis A praktǐskai negali i

‘
vykti dau-

giau kaip viena
‘
karta

‘
.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad ši sa

‘
lyga Puasono proceso atveju ǐsplaukia ǐs jo

apibrėžimo. Turime

P
(
X(t) > 1

)
= e−λt

∞∑
k=2

(λt)k

k!
<

< e−λt
(λt)2

2

∞∑
k=2

(λt)k−2

(k − 2)!
= (λt)2/2 = o(t).

4. Visiems t > 0 turi būti teisinga nelygybė

0 < P
(
X(t) > 0

)
< 1.

Tiesa
‘
pasakius, kaip vėliau matysime, užtenka reikalauti, kad

0 < P
(
X(1) > 0

)
< 1.

Šia sa
‘
lyga atmetami atvejai, kai i

‘
vykis A su tikimybe 1 negali i

‘
vykti per joki

‘
laikotarpi

‘
arba kai jis su tikimybe 1 per bet kuri

‘
laikotarpi

‘
i
‘
vyksta be galo

daug kartu
‘
.
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I
‘
rodysime, kad visos tos sa

‘
lygos nusako Puasono procesa

‘
. Tuo tikslu reikės

i
‘
rodyti, kad

pk(t) = P
(
X(t) = k

)
=

(λt)k

k!
e−λt (k = 0, 1, ...);

čia λ yra kokia nors teigiama konstanta.
Iš užrašytu

‘
ju

‘
sa

‘
lygu

‘
ǐsplaukia, kad

(2) pk(0) =
{ 1, kai k = 0,

0, kai k ≥ 1.

Remdamiesi 4 sa
‘
lyga, pažymėkime

p0(1) = 1− P
(
X(1) > 0

)
= e−λ;

čia λ yra teigiama konstanta.
I
‘
vykis A nė karto nei

‘
vyks laikotarpiu (0, l/n], jei jis nė karto nei

‘
vyks

laikotarpiais (
0,

1
n

]
,
( 1
n
,
2
n

]
, ...,

( l − 1
n

,
l

n

]
.

Todėl ǐs 1 ir 2 sa
‘
lygu

‘
ǐsplaukia

P

(
X
( l
n

)
= 0
)

= P

( l⋂
j=1

{
X
( j
n

)
−X

(j − 1
n

)
= 0
})

=

= P l
(
X
( 1
n

)
= 0
)
.

Kai l = n,

P
(
X(1) = 0

)
= e−λ = pn0

( 1
n

)
.

Todėl

p0

( 1
n

)
= e−λ/n, p0

( l
n

)
= e−λl/n.

Vadinasi, bet kuriam neneigiamam racionaliajam skaičiui r

p0(r) = e−λr.

Tarkime, kad t yra bet kuris realusis neneigiamas skaičius, nebūtinai racio-
nalusis. Galėsime rasti du racionaliuosius skaičius r1 ir r2, tenkinančius ne-
lygybes 0 ≤ r1 ≤ t ≤ r2. Kadangi p0(t) yra nedidėjanti funkcija, tai
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p0(r1) ≥ p0(t) ≥ p0(r2),

vadinasi,

e−λr1 ≥ p0(t) ≥ e−λr2 .

Tačiau racionaliuosius skaičius r1, r2 galime parinkti kiek norima artimus
skaičiui t. Todėl visiems neneigiamiems t

(3) p0(t) = e−λt.

Tirsime pk(t), kai k ≥ 1. I
‘
vyki

‘
, kai A laikotarpiu (0, t + ∆t] i

‘
vyksta k

kartu
‘
, galima suskaidyti i

‘
k+1 atveju

‘
: laikotarpiu (0, t] jis i

‘
vyksta k kartu

‘
, o

laikotarpiu (t, t+∆t] – nė karto; laikotarpiu (0, t] tas i
‘
vykis i

‘
vyksta k−1 kartu

‘
,

o laikotarpiu (t, t+∆t] – viena
‘
karta

‘
; ...; laikotarpiu (0, t] i

‘
vykis A nei

‘
vyksta

nė karto, o laikotarpiu (t, t+ ∆t] i
‘
vyksta k kartu

‘
. Iš tikimybės adityvumo ir

proceso homogenǐskumo bei pokyčiu
‘
nepriklausomumo ǐsplaukia

pk(t+ ∆t) =
k∑
j=0

pj(t)pk−j(∆t).

Iš (3) sa
‘
lygos

pj(∆t) = o(∆t),

kai ∆t→ 0 ir j > 1. Todėl

pk(t+ ∆t) = p0(∆t)pk(t) + p1(∆t)pk−1(t) + o(∆t).

Be to, ǐs lygybės

P
(
X(∆t) = 0

)
+ P

(
X(∆t) = 1

)
+ P

(
X(∆t) > 1

)
= 1,

3 sa
‘
lygos ir (3) gauname

p1(∆t) = 1− p0(∆t) + o(∆t) = 1− e−λ∆t + o(∆t).

Vadinasi,

pk(t+ ∆t) = e−λ∆tpk(t) + (1− e−λ∆t)pk−1(t) + o(∆t).

Iš čia gauname lygybe
‘

pk(t+ ∆t)− pk(t)
∆t

=
e−λ∆t − 1

∆t
(
pk(t)− pk−1(t)

)
+ o(1).
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Toje lygybėje pereiname prie ribos, kai ∆t → 0. Kadangi dešiniosios pusės
riba egzistuoja, tai turi egzistuoti ir kairiosios. Gauname sistema

‘
diferencia-

liniu
‘
lygčiu

‘

(4)
dpk(t)
dt

= −λpk(t) + λpk−1(t) (k = 1, 2, ...).

Pakeisime

pk(t) = e−λtvk(t).

(2) pradinės sa
‘
lygos virs šitokiomis:

vk(0) =
{ 1. kai k = 0,

0, kai k ≥ 1.

(4) lygtys bus pavidalo

dvk(t)
dt

= λvk−1(t) (k = 1, 2, ...),

be to, pagal (3) bus v0(t) = 1. Iš eilės spre
‘
sdami tas lygtis, gausime

v1(t) = λt, v2(t) =
(λt)2

2!
, ..., vk(t) =

(λt)k

k!
.

Vadinasi,

pk(t) =
(λt)k

k!
e−λt (k = 1, 2, ...).

Nesunku suvokti, kad Puasono procesa
‘

galima traktuoti kaip tolygaus
laiko homogenini

‘
Markovo procesa

‘
{X(t), 0 ≤ t < ∞} su būsenu

‘
aibe

{0, 1, ...} ir perėjimo tikimybėmis

pjk(t) = P
(
X(t0 + t) = k|X(t0) = j

)
=

=
P
(
X(t0) = j,X(t0 + t)−X(t0) = k − j

)
P
(
X(t0) = j

) =

= P
(
X(t0 + t)−X(t0) = k − j

)
=

(λt)k−j

(k − j)!
e−λt,

kai k ≥ j, ir pij(t) = 0, kai k < j.
Paminėsime dar viena

‘
Puasono proceso konstravimo būda

‘
. Sakykime,

duota seka nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
ξ1, ξ2, ..., turinčiu

‘
ta

‘
pati

‘
eks-

ponentini
‘
pasiskirstyma

‘
(žr. II.5.9 pvz.) su tankio funkcija
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q(x) =
{ 0, kai x ≤ 0,
λe−λx, kai x > 0;

čia λ – teigiama konstanta. Konstruosime procesa
‘
{X(t), 0 ≤ t <∞}. Imame

X(0) = 0. PažymėkimeX(t) skaičiu
‘
tašku

‘
su koordinatėmis τ1 = ξ1, τ2 = ξ1+

+ξ2, ..., τk = ξ1 + ...+ ξk, ... intervale (0, t]. Parodysime, kad {X(t), 0 ≤ t <
<∞} yra Puasono procesas.

Apskaičiuosime tikimybe
‘
pk(t) = P (X(t) = k). Realiesiems u imkime

integrala
‘

(5)
∫ ∞

0

eiux−λxdx =
1

λ− iu
.

Vadinasi, kiekvieno ǐs atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
ξk charakteristinė funkcija

fξk
(u) =

λ

λ− iu
,

o sumos τk charakteristinė funkcija

fτk
(u) = fkξ1(u) =

λk

(λ− iu)k
.

Diferencijuodami (5) lygybe
‘
k − 1 kartu

‘
pagal parametra

‘
λ, gauname∫ ∞

0

xk−1eiux−λxdx =
(k − 1)!
(λ− iu)k

.

Todėl sumos τk tankio funkcija

qτk
(u) =


0, kai x ≤ 0,
λkxk−1

(k − 1)!
e−λx, kai x > 0.

Intervale (0, t] turime k nagrinėjamu
‘
tašku

‘
tada ir tik tada, kai τk ≤ t ir

τk+1 = τk + ξk+1 > t. Todėl

pk(t) = P (τk ≤ t, τk + ξk+1 > t) = P (τk ≤ t, ξk+1 > t− τk).

Tačiau dydžiai τk ir ξk+1 yra nepriklausomi. Vadinasi,

pk(t) =
∫ t

0

∫ ∞

t−x
qτk

(x)q(y)dxdy =

=
λk

(k − 1)!

∫ t

0

xk−1e−λxdx

∫ ∞

t−x
λe−λydy =

=
λk

(k − 1)!
e−λt

∫ t

0

xk−1dx =
(λt)k

k!
e−λt.
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Nesunku patikrinti, kad procesas {X(t), 0 ≤ t <∞} yra homogeninis ir
turi nepriklausomus pokyčius. Vadinasi, jis yra Puasono procesas.

20. DAUGINIMOSI IR NYKIMO PROCESAS

Šiek tiek apibendrinsime praeitame skyrelyje aprašyta
‘
ja

‘
schema

‘
. Sakykime,

turime automatine
‘
telefono stoti

‘
, kuria

‘
jungia su abonentais daugybė liniju

‘
.

Kartkartėmis abonentai naudojasi telefonu. Užimtu
‘

liniju
‘

skaičius nuolat
keičiasi. Svarbu žinoti ne tik kiek abonentu

‘
naudojasi telefonu per kuri

‘
nors

laiko tarpa
‘
, bet ir kiek liniju

‘
yra užimtos konkrečiu momentu. Panašiai yra

ir kitose masinio aptarnavimo sistemose: geležinkelio, aviacijos, autobusu
‘
ir

t. t. bilietu
‘
kasose, parduotuvėse ir pan. Čia kreipiasi vis nauji klientai, jie

aptarnaujami, o laukiančiu
‘
eilėse klientu

‘
skaičius nuolat kinta.

Panašūs klausimai ǐskyla ir biologijoje, nagrinėjant kurios nors populiaci-
jos didumo kitima

‘
: gimsta nauji individai, kiti miršta.

Tokiems procesams aprašyti dažnai tinka dauginimosi ir nykimo proce-
sas, kuri

‘
dabar nagrinėsime. Kalbėsime apie signalus, kurie atsiranda arba

ǐsnyksta. Pažymėsime X(t) signalu
‘

skaičiu
‘

laiko momentu t. Tarsime, kad
signalu

‘
skaičius nėra ribotas (idealizacija!). Vadinasi, kalbėsime apie atsitiktini

‘
procesa

‘
{X(t), 0 ≤ t <∞}, kurio būsenu

‘
aibė yra {0, 1, 2, ...}. Reikalausime,

kad būtu
‘
tenkinamos šitokios sa

‘
lygos.

1. Procesas turi būti su nepriklausomais pokyčiais.
2. Jis turi būti homogeninis.
3. Jei momentu t yra k signalu

‘
, tai tikimybė naujam signalui atsirasti ir

nė vienam neǐsnykti laikotarpiu (t, t+ ∆t] yra

λk∆t+ o(∆t),

kai ∆t→ 0. Jei momentu t yra k signalu
‘
, tai tikimybė vienam ǐs ju

‘
ǐsnykti ir

neatsirasti nė vienam naujam signalui laikotarpiu (t, t+ ∆t] yra

µk∆t+ o(∆t),

kai ∆t → 0. Čia λk ir µk yra neneigiami skaičiai. Tikimybė, kad laikotarpiu
(t, t + ∆t] atsiras ne mažiau kaip k nauju

‘
signalu

‘
ir ǐsnyks ne mažiau kaip l

signalu
‘
, yra o(∆t), kai k + l ≥ 2 ir ∆t→ 0.

Turime tolydaus laiko homogenine
‘

Markovo grandine
‘

su būsenu
‘

aibe
{0, 1, ...}. Perėjimo tikimybės pjk(t) tenkina sa

‘
lygas (plg. 18 skyrelio (2)

sa
‘
lygas)

pjk(∆t) = o(∆t), kai |j − k| ≥ 2,

pk,k+1(∆t) = λk∆t+ o(∆t), kai k = 0, 1, ...,

pk,k−1(∆t) = µk∆t+ o(∆t), kai k = 1, 2, ...,

pkk(∆t) = 1− (λk + µk)∆t+ o(∆t), kai k = 0, 1, ...;
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čia visur ∆t→ 0;µ0 = 0. Be to, reikalausime, kad būtu
‘
pjk(0) = 0, kai j 6= k,

ir pkk(0) = 1. Gauname tiesioginiu
‘
diferencialiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘

p′0k(t) = −λ0p0k(t) + λ0p1k(t) (k = 0, 1, ...),

p′jk(t) = µkpj−1,k(t)− (λj + µj)pjk(t) + λkpj+1,k(t)

(j = 1, 2, ...; k = 0, 1, ...)

ir atvirkštiniu
‘

p′j0(t) = −λ0pj0(t) + µ1pj1(t) (j = 0, 1, ...),

p′jk(t) = λk−1pj,k−1(t)− (λk + µk)pjk(t) + µk+1pj,k+1(t)

(j = 0, 1, ...; k = 1, 2, ...).

Pažymėje
‘
pk(t) tikimybe

‘
, kad laiko momentu t bus k signalu

‘
, turime diferen-

cialiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘

p′0(t) = −λ0p0(t) + µ1p1(t),

p′k(t) = λk−1pk−1(t)− (λk + µk)pk(t) + µk+1pk+1(t)

(k = 1, 2, ...).

Procesui apibrėžti dar reikia pradiniu
‘
tikimybiu

‘
pk(0).

Bendruoju atveju tas lygčiu
‘

sistemas sunkoka ǐsspre
‘
sti. Tačiau to ir

nereikia, kai mums rūpi tikimybiu
‘
pjk(t) ir pk(t) kitimo pobūdis dideliems

t. Galima i
‘
rodyti, kad egzistuoja ribos

lim
t→∞

pjk(t) = p∗k (j = 0, 1, ...; k = 0, 1, ...),

nepriklausančios nuo j ir tenkinančios lygtis

− λ0p
∗
0 + µ1p

∗
1 = 0,

λk−1p
∗
k−1 − (λk + µk)p∗k + µk+1p

∗
k+1 (k = 1, 2, ...).

Iš čia indukcijos metodu gauname

µkp
∗
k = λk−1p

∗
k−1 (k = 1, 2, ...).

Jei µk > 0 visiems k = 1, 2, ..., tai

p∗k = p∗0
λ0

µ1
· λ1

µ2
· · · λk−1

µk
(k = 1, 2, ...).

Seka {p∗k} nusako stacionaru
‘
ji
‘

pasiskirstyma
‘
, kai visu

‘
p∗k suma lygi 1. Jei

eilutė
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(1)
∞∑
n=1

λ0λ1...λn−1

µ1µ2...µn

konverguoja, tai

p∗k =

λ0λ1...λk−1

µ1µ2...µk

1 +
∞∑
n=1

λ0λ1...λn−1

µ1µ2...µn

(k = 1, 2, ...).

Jei (1) eilutė diverguoja, tai būtinai p∗k = 0. Tada ribinis stacionarusis pa-
siskirstymas neegzistuoja.

Panagrinėsime specialu
‘

dauginimosi ir nykimo procesa
‘
, kuris svarbus

masinio aptarnavimo teorijoje. Sakykime, turime sistema
‘
, kuri vienu metu

gali aptarnautim klientu
‘
. Tarkime, jog sistemoje ǐs viso yram liniju

‘
ir klienta

‘
gali aptarnauti bet kuri laisva linija. Jei visos linijos užimtos, tai klientas lieka
neaptarnautas ir jis ǐs aptarnavimo sistemos ǐskrenta (eiliu

‘
nėra).

Mums rūpi užimtu
‘
liniju

‘
skaičius, kuri

‘
laiko momentu t žymėsime X(t).

Taigi būsenu
‘
aibė yra {0, 1, ...,m}. Laikysime, kad procesas tenkina daugini-

mosi ir nykimo proceso sa
‘
lygas su λk = λ0 > 0 (k = 1, 2, ...,m − 1), λk =

= 0 (n = m,m+ 1, ...), µk = kµ (k = 1, ...,m), µ > 0, µk = 0 (k = m+ 1, ...).
Šiuo atveju ribinis stacionarusis pasiskirstymas egzistuoja ir ribinės tiki-
mybės yra

p∗k =

1
k!

(λ
µ

)k
m∑
n=0

1
n!

(λ
µ

)n (k = 0, 1, ...,m).

Tos formulės vadinamos ju
‘
autoriaus – vieno ǐs masinio aptarnavimo teorijos

pionieriu
‘
– Erlango1 vardu.

1 Agner Krarup Erlang (1878–1929) – danu
‘
mokslininkas.


