
VII SKYRIUS. LIEKAMOJO NARIO
I
↪
VERTINIMAS

1. ESENO NELYGYBĖ

Ribinės teoremos praverčia taikymams, kai atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪

sumu
↪
pasiskirstymo dėsniai aproksimuojami ribiniais skirstiniais. Ta-

čiau reikia žinoti paklaida
↪
, kuri tada padaroma. Tam reikia mokėti

i
↪
vertinti konvergavimo i

↪
ribini

↪
dėsni

↪
greiti

↪
. Taikomi du metodai: pa-

siskirstymo funkciju
↪
kompoziciju

↪
(sa

↪
sūku

↪
) ir charakteristiniu

↪
funkciju

↪
.

Susipažinsime su antruoju.
Iš charakteristiniu

↪
funkciju

↪
tolydumo ǐsplaukia, kad pasiskirstymo

funkcijos mažai skiriasi viena nuo kitos, jei mažai skiriasi ju
↪
charak-

teristinės funkcijos. Mums bus reikalingos kiekybinės šio teiginio
ǐsraǐskos. Tam pravers G. Eseno (Carl-Gustav Esseen — švedu

↪
mate-

matikas) nelygybė, i
↪
rodyta 1944 metais. Pateiksime 1965 metu

↪
jos

patobulinta
↪
varianta

↪
.

1 lema. Realiesiems t∫ ∞

−∞
eitx 1− cosx

x2
dx =

{
0, |t| > 1,
π(1− |t|), |t| ≤ 1.

I
↪

r o d y m a s . Tiriama
↪
ji
↪

integrala
↪
pažymėkime I. Kadangi

pointegralinės funkcijos antras dauginamasis yra lyginė funkcija, tai

I =
∫ ∞

0

(
eitx + e−itx

)1− cosx

x2
dx = 2

∫ ∞

0

1− cos x

x2
cos txdx.

Tačiau
(1− cos x) cos tx = cos tx− cos x · cos tx =

= cos tx− cos(t− 1)x + cos(t + 1)x
2

.



VII SKYRIUS. LIEKAMOJO NARIO I↪VERTINIMAS 151

Todėl ǐs VI.2.2 lemos

I = −2
∫ ∞

0

1− cos tx

x2
dx +

∫ ∞

0

1− cos(t− 1)x
x2

dx+

+
∫ ∞

0

1− cos(t + 1)x
x2

dx = −π|t|+ π

2
|t− 1|+ π

2
|t + 1|. ¤

2 lema. Visiems realiesiems x

| sin x| ≤ |x|.

I
↪
r o d y m a s . Visiems realiesiems x

∣∣eix − 1
∣∣ ≤ |x|.

Menamosios dalies koeficientas absoliučiuoju didumu neviršija viso
kompleksinio skaičiaus modulio. Todėl teisinga i

↪
rodomoji nelygybė.

Pateiksime dar viena
↪
paprasta

↪
tos nelygybės i

↪
rodyma

↪
. Turime

| sinx| =
∣∣∣∣
∫ x

0

cos ydy

∣∣∣∣ ≤
∫ |x|

0

dy = |x|. ¤

Mums prireiks baigtinės variacijos funkcijos sa
↪
vokos. Ja

↪
galima

i
↪
vairiai apibrėžti. Vienas ǐs apibrėžimu

↪
yra labai paprastas — tai re-

aliosios funkcijos, kurios yra dvieju
↪
nemažėjančiu

↪
funkciju

↪
skirtumai.

1 (Petrovo) teorema. Tarkime, kad F yra nemažėjanti aprėžta,
o G – baigtinės variacijos funkcija, abi apibrėžtos tiesėje R ir tenk-
inančios sa

↪
lyga

↪
F (−∞) = G(−∞). Pažymėkime ju

↪
Furjė transfor-

macijas

f(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdF (x), g(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdG(x).

Tada bet kuriam T > 0 ir kiekvienam b > 1/(2π)

sup
x
|F (x)−G(x)| ≤ bε(T ) + bT sup

x

∫

|y|≤c(b)/T

|G(x + y)−G(x)|dy;
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čia:

ε(T ) =
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)
t

∣∣∣dt,

c(b) yra teigiama, priklausanti tik nuo b, konstanta, kuria
↪
galima

laikyti lygties ∫ c(b)/4

0

sin2 u

u2
du =

π

4
+

1
8b

šaknimi.

I
↪
r o d y m a s . Pagal VI.2.2 lema

↪
kiekvienai realiajai konstantai

a

p(x) :=
T

π

1− cos(Tx− a)
(Tx− a)2

yra tankio funkcija (kai Tx−a = 0, funkcija nusakoma ǐs tolydumo).
Apskaičiuosime jos charakteristine

↪
funkcija

↪
. Pagal 1 lema

↪

h(t) :=
∫ ∞

−∞
eitxp(x)dx = eiat/T 1

π

∫ ∞

−∞
eity/T 1− cos y

y2
dy =

=





(
1− |t|

T

)
eiat/T , kai |t| ≤ T ,

0, kai |t| > T .

Iš 2 lemos

(1) p(x) =
T

2π

(
sin Tx−a

2
Tx−a

2

)2

≤ T

2π
.

Teigiamiems a pažymėkime

γ = γ(a) : =
∫ 2a/T

0

p(x)dx =
T

π

∫ 2a/T

0

1− cos(Tx− a)
(Tx− a)2

dx =

=
1
π

∫ a/2

−a/2

1− cos 2y

2y2
dy =

2
π

∫ a/2

0

sin2 y

y2
dy.
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Pastebėsime, kad γ(a) ↗ 1, kai a →∞, nes

lim
a→∞

∫ 2a/T

0

p(x)dx = lim
a→∞

1
π

∫ a/2

−a/2

1− cos 2y

2y2
dy = 1.

Kadangi F yra nemažėjanti, tai pagal (1)

(2)

F (x)−G(x) =
(
F (x)−G(x)

) · 1
γ

∫ x+2a/T

x

p(u− x)du ≤

≤ 1
γ

∫ x+2aT

x

(
F (u)−G(x)

)
p(u− x)du =

=
1
γ

∫ x+2a/T

x

(
F (u)−G(u)

)
p(u− x)du+

+
1
γ

∫ x+2a/T

x

(
G(u)−G(x)

)
p(u− x)du ≤

≤ 1
γ

∫ x+2a/T

x

(
F (u)−G(u)

)
p(u− x)du+

+
T

2πγ

∫ 2a/T

0

|G(x + y)−G(x)|dy.

Analogǐskai

(3)

F (x)−G(x) ≥ 1
γ

∫ x

x−2a/T

(
F (u)−G(x)

)
p(x− u)du ≥

≥ 1
γ

∫ x

x−2a/T

(
F (u)−G(u)

)
p(x− u)du−

− T

2πγ

∫ 0

−2a/T

|G(x + y)−G(x)|dy.

I
↪
vertinsime (2) ir (3) dešiniu

↪
ju

↪
pusiu

↪
pirmuosius narius. Pažymė-

kime

F1(x) =
∫ ∞

−∞
F (x− z)p(z)dz, F2(x) =

∫ ∞

−∞
F (x + z)p(z)dz
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ir analogǐskai

G1(x) =
∫ ∞

−∞
G(x− z)p(z)dz, G2(x) =

∫ ∞

−∞
G(x + z)p(z)dz.

Turime

F1(x) =
∫ ∞

−∞
F (u)p(x− u)du, F2(x) =

∫ ∞

−∞
F (u)p(u− x)du

ir ∫ ∞

−∞
eitxdFk(x) = f(t)hk(t) (k = 1, 2);

čia h1(t) = h(t), h2(t) = h(−t). Visǐskai analogǐskai
∫ ∞

−∞
eitxdGk(x) = g(t)hk(t) (k = 1, 2).

Kadangi h(t) = 0, kai |t| > T , pagal apvertimo formule
↪

Fk(x)− Fk(y) =
1
2π

∫ T

−T

e−itx − e−ity

−it
f(t)hk(t)dt

ir

Gk(x)−Gk(y) =
1
2π

∫ T

−T

e−itx − e−ity

−it
g(t)hk(t)dt

bet kuriems x ir y (funkcijos Fk ir Gk yra tolydžios). Pirmoji for-
mulė yra i

↪
rodoma tikimybiu

↪
teorijos kurse. Tačiau tokia formulė yra

teisinga ne tik pasiskirstymo funkcijoms, bet ir ju
↪

tiesinėms kom-
binacijoms. Nemažėjanti aprėžta funkcija skiriasi nuo pasiskirstymo
funkcijos tik pastoviu dauginamuoju bei adicine konstanta, o baigtinės
variacijos funkcijos yra dvieju

↪
aprėžtu

↪
nemažėjančiu

↪
funkciju

↪
skirtu-

mas.
Galime laikyti ε(T ) < ∞, nes priešingu atveju i

↪
rodomoji teorema

būtu
↪
triviali. Pagal Rymano–Lebego teorema

↪

lim
y→−∞

∫ T

−T

f(t)− g(t)
−it

hk(t)e−itydt = 0.
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Iš lygybės F (−∞) = G(−∞) ǐsplaukia, kad Fk(−∞) = Gk(−∞) (k =
1, 2). Kai y → −∞, gauname

Fk(x)−Gk(x) =
1
2π

∫ T

−T

f(t)− g(t)
−it

hk(t)e−itxdt (k = 1, 2).

Kadangi |h(t)| ≤ 1 visiems t, tai
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

(
F (u)−G(u)

)
p(x− u)du

∣∣∣∣ ≤
ε(T )
2π

ir ∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

(
F (u)−G(u)

)
p(u− x)du

∣∣∣∣ ≤
ε(T )
2π

visiems x.
Pažymėkime

∆ = sup
x
|F (x)−G(x)|.

Tada ∣∣∣∣
∫ x+2a/T

x

(
F (u)−G(u)

)
p(u− x)du

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

(
F (u)−G(u)

)
p(u− x)du

∣∣∣∣+

+ ∆
∫ x

−∞
p(u− x)du + ∆

∫ ∞

x+2a/T

p(u− x)du ≤

≤ ε(T )
2π

+ ∆
(

1−
∫ 2a/T

0

p(u)du

)
=

=
ε(T )
2π

+ ∆(1− γ)

ir analogǐskai
∣∣∣∣
∫ x

x−2a/T

(
F (u)−G(u)

)
p(x− u)du

∣∣∣∣ ≤
ε(T )
2π

+ ∆(1− γ).
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Iš (2) ir (3) ǐsplaukia

F (x)−G(x) ≤ ε(T )
2πγ

+ ∆
( 1

γ
− 1

)
+

T

2πγ

∫ 2a/T

0

|G(x + y)−G(x)|dy

ir

F (x)−G(x) ≥ −ε(T )
2πγ

−∆
( 1

γ
−1

)
− T

2πγ

∫ 0

−2a/T

|G(x+y)−G(x)|dy.

Iš pastaru
↪
ju

↪
dvieju

↪
nelygybiu

↪
gauname

∆ ≤ ε(T )
2πγ

+ ∆
(

1
γ
− 1

)
+

T

2πγ
Ψ

(
2a

T

)
;

čia
Ψ(v) = sup

x

∫

|y|≤v

|G(x + y)−G(x)|dy.

Kadangi γ(a) ↗ 1, kai a → ∞, tai galime rasti toki
↪
pakankamai

dideli
↪
a, kad būtu

↪
γ > 1

2 . Spre
↪
sdami gauta

↪
ja

↪
nelygybe

↪
, randame

∆ ≤ ε(T )
2π(2γ − 1)

+
T

2π(2γ − 1)
Ψ

(2a

T

)
.

Tarkime, kad b > 1
2π . Apibrėžkime skaičiu

↪
γ ǐs lygybės

2π(2γ − 1) =
1
b
.

Aǐsku, 1
2 < γ < 1. Tada mūsu

↪
i
↪
rodytoje nelygybėje a galime laikyti

lygties

2γ(a)− 1 =
1

2πb
,

tai yra ∫ a/2

0

sin2 u

u2
du =

π

4
+

1
8b

,

sprendiniu. ¤
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1 ǐsvada. Tarkime, kad funkcija G tenkina Lipšico sa
↪
lyga

↪

|G(x)−G(y)| ≤ K|x− y|α

visiems x ir y, o K ir α yra teigiamos konstantos, be to, α ≤ 1. Tada

∆ ≤ bε(T ) + 2bK
(
c(b)

)1+α 1
(1 + α)Tα

.

I
↪
r o d y m a s . Šiuo atveju

Ψ(v) ≤ K

∫

|y|≤v

|y|αdy = 2K
v1+α

1 + α
. ¤

2 ǐsvada. Tarkime, G yra diferencijuojama funkcija ir

sup
x
|G′(x)| ≤ C;

čia C yra konstanta. Tada

∆ ≤ bε(T ) + bc2(b)
C

T
.

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 1 ǐsvados. ¤

Galima i
↪
rodyti dar ir tokia

↪
teorema

↪
.

2 teorema. Tarkime, kad F yra nemažėjanti,o G — baigtinės
variacijos funkcijos, apibrėžtos visoje skaičiu

↪
tiesėje ir turinčios savy-

bes:

1o. F (−∞) = G(−∞), F (∞) = G(∞);
2o. F yra grynai trūki funkcija; F ir G gali turėti trūkius tik

taškuose xk (k = 0,±1, . . . ; xk+1 > xk); egzistuoja konstanta L > 0
su sa

↪
lyga inf(xk+1 − xk) ≥ L;

3o. visur, ǐsskyrus taškus xk, funkcija G turi ǐsvestine
↪
ir |G′(x)| ≤

A; A – konstanta;
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4o.
∫∞
−∞

∣∣F (x)−G(x)
∣∣dx < ∞.

Pažymėkime f ir g funkciju
↪
F ir G Furjė transformacijas. Tada

kiekvienam c > 1
2π galima rasti dvi konstantas c1 ir c2, priklausančias

tik nuo c, kad

∆ ≤ cε(T ) +
c1A

T
,

jei tik TL ≥ c2. ∆ ir ε(T ) reikšmės tos pačios kaip ir 1 teoremoje.

2. KONVERGAVIMO I
↪
NORMALU

↪
JI

↪
DĖSNI

↪
GREITIS

Jei sumuojami nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai turi trečiuosius
momentus ir tenkina Liapunovo sa

↪
lyga

↪
, tai ju

↪
tinkamai normuotos

sumos turi asimptotini
↪
normalu

↪
ji
↪
pasiskirstyma

↪
. Galime rasti konver-

gavimo greičio i
↪
verti

↪
. Pradžioje i

↪
rodysime keleta

↪
pagalbiniu

↪
teiginiu

↪
.

1 lema. Visiems kompleksiniams z

∣∣ez − 1
∣∣ ≤ |z|e|z|.

I
↪
r o d y m a s . Iš laipsninės eilutės

ez =
∞∑

k=0

zk

k!

gauname

∣∣ez − 1
∣∣ ≤

∞∑

k=1

|z|k
k!

≤ |z|
∞∑

k=0

|z|k
k!

= |z|e|z|. ¤

2 lema. Jei atsitiktinis dydis X turi r-a
↪
ji
↪
momenta

↪
ir r ≥ 1, tai

|MX|r ≤ M |X|r.



VII SKYRIUS. LIEKAMOJO NARIO I↪VERTINIMAS 159

I
↪

r o d y m a s . Imkime funkcija
↪
h(x) = xr, kai x ≥ 0. Jos

ǐsvestinė h′(x) = rxr−1 yra nemažėjanti funkcija. Pagal baigtiniu
↪

pokyčiu
↪
teorema

↪

h(x)− h(x0) = (x− x0)h′(ξ);

čia ξ telpa tarp x0 ir x. Teisinga nelygybė

h(x)− h(x0) ≥ (x− x0)h′(x0).

Iš tikru
↪
ju

↪
, kai x ≥ x0, tai imame mažiausia

↪
h′(x) reikšme

↪
h′(x0), o

kai x < x0, tai didžiausia
↪
h′(x0). Vadinasi,

xr − xr
0 ≥ rxr−1

0 (x− x0),

kai x0 ir x yra neneigiami. Iš čia ǐsplaukia

|X(ω)|r ≥ Mr|X|+ rMr−1|X|(|X(ω)| −M |X|).

Todėl

M |X|r =
∫

Ω

|X(ω)|rP (dω) ≥

≥ Mr|X|+ rMr−1|X|
∫

Ω

(|X(ω)| −M |X|)P (dω) = Mr|X|. ¤

1 ǐsvada. M |X| ≤ (
M |X|r)1/r

, r ≥ 1.

I
↪
r o d y m a s . Taikome 2 lema

↪
dydžiui |X|. ¤

2 ǐsvada. Jei 1 ≤ m ≤ k, tai

(
M |X|m)1/m ≤ (

M |X|k)1/k
.

I
↪
r o d y m a s . 1 ǐsvadoje vietoje X imame |X|m ir r = k/m. ¤
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3 ǐsvada. Jei egzistuoja minimi momentai, tai

M |X| ≤ (
M |X|2)1/2 ≤ (

M |X|3)1/3
.

Toliau tirsime nepriklausomus atsitiktinius dydžius X1, X2, . . .
Tarkime, kad jie turi trečiuosius momentus. Nesiaurindami ben-
drumo, ju

↪
vidurkius laikysime MXk = 0. Pažymėkime

σ2
k = DXk = MX2

k , B2
n =

n∑

k=1

σ2
k.

Tegul Bn > 0. Tada

βk = M |Xk|3, Ln =
1

B3
n

n∑

k=1

βk.

Iš 2 lemos 2 ǐsvados ǐsplaukia

σk ≤ β
1/3
k .

Pažymėkime fk — dydžio Xk charakteristine
↪
funkcija

↪
, o Φn ir ϕn —

normuotos sumos

Zn =
1

Bn

n∑

k=1

(
Xk −MXk

)
=

1
Bn

n∑

k=1

Xk

pasiskirstymo bei charakteristines funkcijas. Iš centrinės ribinės teo-
remos turime: jei Ln → 0, kai n →∞, tai Φn(x) → Φ(x). I

↪
vertinsime

konvergavimo greiti
↪
.

3 lema. Kai
|t| ≤ 1

2L
1/3
n

,

teisingas i
↪
vertis

∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2
∣∣∣ ≤ Ln|t|3e−t2/2.



VII SKYRIUS. LIEKAMOJO NARIO I↪VERTINIMAS 161

I
↪
r o d y m a s . Nulinio taško aplinkoje teisinga lygybė

fk(t) = 1− 1
2
σ2

k +
θ

6
βk|t|3, |θ| ≤ 1.

Iš čia

fk

( t

Bn

)
= 1− σ2

kt2

2B2
n

+
θβk|t|3
6B3

n

= 1 + rk(t).

Iš lemos sa
↪
lygu

↪

(1)
σk|t|
Bn

≤ β
1/3
k |t|
Bn

≤ L1/3
n |t| ≤ 1

2
.

Kadangi

|rk(t)| ≤ β
2/3
k t2

2B2
n

+
βk|t|3
6B3

n

=
1
2

(
β

1/3
k |t|
Bn

)2(
1 +

β
1/3
k |t|
3Bn

)
,

tai pagal (1)

(2) |rk(t)| ≤ 1
2

(
β

1/3
k |t|
Bn

)3/2(1
2

1/2)(
1 +

1
6

)
=

7
12
√

2

(
β

1/3
k |t|
Bn

)3/2

ir

(3) |rk(t)| ≤ 7
12
√

2

(1
2

)3/2

=
7
48

.

Pagal I.3.2 lema
↪
ir (3)

ln fk

( t

Bn

)
= rk(t) + θ|rk|2.

Todėl pagal (2)

ln fk

( t

Bn

)
= − σ2

k

2B2
n

+
θβk|t|3
6B3

n

+ θ
49βk|t|3
288B3

n

=

= −σ2
kt2

2B2
n

+
2θβk|t|3

5B3
n

.
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Iš čia

ln ϕn(t) =
n∑

k=1

ln fk

( t

Bn

)
= − t2

2
+ θ

2
5
Ln|t|3.

Pagaliau pagal 1 lema
↪∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2

∣∣∣ = e−t2/2
∣∣∣e2/5θLn|t|3 − 1

∣∣∣ ≤

≤ e−t2/2 2
5
Ln|t|3e2/5Ln|t|3 ≤

≤ e−t2/2Ln|t|3 · 2
5
e2/5(1/2)3 ≤

≤ Ln|t|3e−t2/2. ¤
4 lema. Kai

|t| ≤ 1
4Ln

,

tai ∣∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2

∣∣∣∣ ≤ 2e−t2/3.

I
↪
r o d y m a s . Atsitiktinio dydžio Zk = Xk−Yk, kai Xk ir Yk yra

nepriklausomi ir turi ta
↪
pačia

↪
pasiskirstymo funkcija

↪
, charakteristinė

funkcija yra |fk(t)|2, o dispersija 2σ2
k. Be to,

M |Zk|3 = M |Xk − Yk|3 ≤

≤ M |Xk|3 + 3MX2
k ·M |Yk|+ 3M |Xk| ·MY 2

k + M |Yk|3 ≤

≤ βk + 3β
2/3
k · β1/3

k + 3β
1/3
k · β2/3

k + βk = 8βk.

Todėl
|fk(t)|2 = 1− σ2

kt2 +
θ

6
8βk|t|3 ≤

≤ 1− σ2
kt2 +

4
3
βk|t|3 ≤

≤ exp
{
− σ2

kt2 +
4
3
βk|t|3

}
.
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Kadangi

|t| ≤ 1
4Ln

,

tai

∣∣∣ϕn(t)
∣∣∣
2

=
n∏

k=1

∣∣∣∣fk

( t

Bn

)∣∣∣∣
2

≤ exp
{
− t2 +

4
3
Ln|t|3

}
≤

≤ exp
{
− t2 +

4
3
t2 · 1

4

}
= exp

{
− 2t2

3

}
.

Vadinasi,

∣∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2

∣∣∣∣ ≤ e−t2/3 + e−t2/2 ≤ 2e−t2/3. ¤

1 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai Xk turi tre-
čiuosius momentus ir MXk = 0, tai

sup
x

∣∣Φn(x)− Φ(x)
∣∣ ≤ CLn;

čia C yra absoliuti konstanta.

I
↪
r o d y m a s . Pastebėje

↪
, kad

∣∣Φ′(x)
∣∣ ≤ 1√

2π
,

taikysime Eseno nelygybe
↪
(Petrovo teoremos 2 ǐsvada

↪
) su

b =
1
π

, T =
1

4Ln
.

Gausime

∆n := sup
x

∣∣Φn(x)−Φ(x)
∣∣ ≤ 1

π

∫

|t|≤(4Ln)−1

∣∣∣∣
ϕn(t)− e−t2/2

t

∣∣∣∣dt+c1Ln.
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Laikysime Ln < 2−3/2, nes priešingu atveju teorema yra triviali.
Tada

1

L
1/3
n

<
1

4Ln

ir

∆n =
1
π

(
I1 + I2

)
+ c1Ln;

čia

I1 =
∫

|t|≤(2L
1/3
n )−1

∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2
∣∣∣dt

t
,

I2 =
∫

(2L
1/3
n )−1<|t|≤(4Ln)−1

∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2
∣∣∣dt

t
.

Pirma
↪
ji
↪
integrala

↪
i
↪
vertinsime remdamiesi 3 lema

I1 ≤ Ln

∫

|t|≤(2L
1/3
n )−1

t2e−t2/2dt ≤

≤ Ln

∫ ∞

−∞
t2e−t2/2dt ≤ c2Ln,

o antra
↪
ji
↪
– 4 lema

I2 ≤ 2
∫

|t|≥(2L
1/3
n )−1

e−t2/3 dt

|t| ≤

≤ 2
∫

|t|≥(2L
1/3
n )−1

( |t|
1
2L

−1/3
n

)3

e−t2/3 dt

|t| ≤

≤ 16Ln

∫ ∞

−∞
t2e−t2/3dt ≤ c3Ln. ¤

Suformuluosime šios teoremos atskira
↪
atveji

↪
, kai sumuojamieji at-

sitiktiniai dydžiai yra vienodai pasiskirste
↪
.
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2 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai X1, X2, . . . yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste

↪
ir turi trečiuosius momentus. Pa-

žymėkime MXk = a, DXk = σ2, β = M |Xk − a|3. Tarkime, σ > 0.
Tada

sup
x

∣∣Φn(x)− Φ(x)
∣∣ ≤ C1β

σ3
√

n
;

čia C1 – absoliuti konstanta.

Nesunku i
↪
sitikinti, kad 1 ir 2 teoremose negalima pagerinti liekamo-

jo nario eilės. Imkime seka
↪
nepriklausomu

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
X1, X2,

. . ., kuriu
↪
kiekvienas i

↪
gyja dvi reikšmes: 1 ir −1 su tikimybėmis 1/2.

Tada MXk = 0, DXk = 1, M |Xk|3 = 1. Kai n yra lyginis, tai
tikimybė

P
( n∑

k=1

Xk = 0
)

=
(

n
n
2

)(1
2

)n

.

Pasinaudoje
↪
Stirlingo formule, galime gauti, kad ši tikimybė yra

2√
2πn

(
1 + o(1)

)
.

Todėl funkcija Φn(x) taške x = 0 turi trūki
↪
, kuris lygus tai tikimybei.

Nulinio taško aplinkoje funkcijos Φn(x) negalima aproksimuoti jokia
tolydžia funkcija su tikslumu, didesniu už puse

↪
to trūkio.

Iš šio pavyzdžio taip pat gauname, kad konstantos

C ≥ C1 ≥ 1√
2π

= 0.39894 . . .

Kyla klausimas, kokios yra geriausios C ir C1 reikšmės. G. Ese-
nas rado ju

↪
i
↪
verti

↪
ǐs apačios. Jis nagrinėjo seka

↪
nepriklausomu

↪
vie-

nodai pasiskirsčiusiu
↪

atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪
, kuriu

↪
kiekvienas i

↪
gyja dvi

reikšmes:
1
2

√
10− 2 su tikimybe

1
2

√
10− 1,

1
2

√
10− 1 su tikimybe − 1

2

√
10 + 2.

I
↪
rodė, kad

C ≥ C1 ≥ 3 +
√

10
6
√

2π
= 0.40973 . . .
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Taikymams svarbesnis yra i
↪
vertis ǐs viršaus. Gana tikslu

↪
i
↪
verti

↪
1972 metais gavo P. van Bekas (Paul van Beek) [1]. Po kiek laiko
maskvietis M. Šiganovas ji

↪
šiek tiek pagerino, parode

↪
s, kad

C ≤ 0.7915, C1 ≤ 0.7655.

Galimi i
↪
vairūs 1 teoremos apibendrinimai. Tarkime, dydžiai Xk

turi 2 + δ eilės momentus

(4) M |Xk −MXk|2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1.

Pažymėkime

Ln(δ) = B−2−δ
n

n∑

k=1

M |Xk −MXk|2+δ.

Iš Liapunovo teoremos žinome: jei Ln(δ) → 0, kai n → ∞, tai
Φn(x) → Φ(x). Ir šiuo atveju galima i

↪
vertinti konvergavimo greiti

↪
.

3 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dysžiai Xk tenkina
(4) sa

↪
lyga

↪
, tai

|Φn(x)− Φ(x)| ≤ C2Ln(δ);

čia C2 yra absoliuti konstanta.

I
↪
rodyma

↪
žr. [14, 15].

Atskiru atveju, kai dydžiai Xk yra vienodai pasiskirste
↪
, pagal

3 teorema
↪

konvergavimo greičio i
↪
vertis Bn−δ/2. Galima nurodyti

būtinas ir pakankamas sa
↪
lygas, kad būtu

↪
teisingas toks i

↪
vertis.

4 (Ibragimovo) teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai
X1, X2, . . . yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

↪
, turi dispersijas.

Pažymėkime ju
↪
pasiskirstymo funkcija

↪
F . I

↪
vertis

Φn(x)− Φ(x) = Bn−δ/2, 0 < δ ≤ 1,

yra teisingas tada ir tik tada, kai
∫

|x|>z

x2dF (x) = Bz−δ.
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I
↪
rodyma

↪
galima rasti [6].

Normuotu
↪
sumu

↪
pasiskirstymai konverguoja i

↪
normalu

↪
ji
↪
ir tada,

kai neegzistuoja aukštesniu
↪

už antra
↪
ja

↪
eiliu

↪
momentai, tačiau yra

tenkinama Lindebergo sa
↪
lyga. Ir šiuo atveju galima i

↪
vertinti kon-

vergavimo greiti
↪
.

5 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra nepriklausomi,
MXk = 0, MX2

k < ∞, Fk yra dydžio Xk pasiskirstymo funkcija,

Bn =
( n∑

k=1

MX2
k

)1/2

,

Λn(ε) = B−2
n

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

x2dFk(x),

ln(ε) = B−3
n

n∑

k=1

∫

|x|<εBn

|x|3dFk(x).

Tada bet kuriam fiksuotam ε > 0

sup
x
|Φn(x)− Φ(x)| ≤ C3

(
Λn(ε) + ln(ε)

)
;

čia C3 yra konstanta.

I
↪
rodymo žr. [14, 15].

3. KONVERGAVIMO GREIČIO
I
↪
VERČIO PATIKSLINIMAS

Kai atsitiktiniai dydžiai Xk yra vienodai pasiskirste
↪
ir turi trečiuo-

sius momentus, 2 skyrelyje gautus i
↪
verčius galima patikslinti. Tarki-

me, kad

MXk = 0, DXk = σ2 > 0, MX3
k = α3, M |Xk|3 = β.
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Kiekvieno tu
↪
dydžiu

↪
pasikirstymo funkcija

↪
žymėsime F , o charakteris-

tine
↪
funkcija

↪
f .

Iš 2.2 teoremos ǐsplaukia

Φn(x)− Φ(x) =
B√
n

.

Iš pradžiu
↪
tirsime negardelǐskus atsitiktinius dydžius.

1 lema. Kai |t| ≤ K
√

n, K — pakankamai maža konstanta,
teisingas i

↪
vertis

∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2 − α3(it)3

6σ3
√

n
e−t2/2

∣∣∣ ≤ K1

( |t|3√
n

δ
( t√

n

)
+

t4

n

)
e−t2/4;

čia K1 — konstanta, δ(u) → 0, kai u → 0.

I
↪
r o d y m a s . Kadangi egzistuoja trečiasis momentas, tai

f(t) = 1− 1
2
σ2t2 +

θ

6
β|t|3, |θ| ≤ 1.

Teisingas ir kitas i
↪
vertis nulinio taško aplinkoje

f(t) = 1− 1
2
σ2t2 +

1
6
α3(it)3 + |t|3δ1(t);

čia δ1(t) → 0, kai t → 0, ir |δ1(t)| ≤ K2, kai |t| ≤ K3. Toliau turime

f
( t

σ
√

n

)
= 1 + rn(t),

rn(t) = − t2

2n
+

θβ|t|3
6σ3n3/2

,

rn(t) = − t2

2n
+

α3(it)3

6σ3n3/2
+

|t|3
σ3n3/2

δ1

( t

σ
√

n

)
.

Iš pirmosios ǐsraǐskos gauname

∣∣rn(t)
∣∣ ≤ t2

2n

(
1 +

β|t|
3σ3

√
n

)
≤ t2

2n

(
1 +

Kβ

3σ3

)
.
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Iš čia |rn(t)| ≤ 1/2, kai K yra pakankamai mažas. Todėl

ln ϕn(t) = n ln f
( t

σ
√

n

)
= nrn(t) + θn|rn(t)|2 =

= − t2

2
+

α3(it)3

6σ3
√

n
+

|t|3
σ3
√

n
δ1

( t

σ
√

n

)
+ θ

t4

4n

(
1 +

Kβ

3σ3

)2

=

= − t2

2
+

α3(it)3

6σ3
√

n
+ t2ρn(t),

ρn(t) =
|t|

σ3
√

n
δ1

( t

σ
√

n

)
+ θ

t2

4n

(
1 +

Kβ

3σ3

)2

.

Mums pravers funkcijos ρn(t) i
↪
vertis

|ρn(t)| ≤ K

σ3

∣∣∣δ1

( t

σ
√

n

)∣∣∣ +
K2

4

(
1 +

Kβ

3σ3

)2

≤ 1
4
,

kai K yra pakankamai mažas. Todėl

∣∣∣∣ϕn(t)− exp
(
− t2

2
+

α3(it)3

6σ3
√

n

)∣∣∣∣ = e−t2/2

∣∣∣∣et2ρn(t) − 1
∣∣∣∣ ≤

≤ t2
∣∣ρn(t)

∣∣e−t2/2+t2|ρn(t)| ≤ t2|ρn(t)|e−t2/4.

Toliau

∣∣∣∣ exp
(

α3(it)3

6σ3
√

n

)
− 1− α3(it)3

6σ3
√

n

∣∣∣∣ ≤
1
2

(
α3t

3

6σ3
√

n

)2

≤ β2t6

72σ6n
.
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Pagaliau gauname

∣∣∣∣ϕn(t)− e−t2/2 − α3(it)3

6σ3
√

n
e−t2/2

∣∣∣∣ ≤

≤ t2|ρn(t)|e−t2/4 +
βt6

72σ6n
e−t2/2 ≤

≤
( |t|

σ3
√

n
δ1

( t

σ
√

n

)
+

t2

4n

(
1 +

Kβ

3σ3

)2
)

t2e−t2/4 +
β2t6

72σ6n
e−t2/2 ≤

≤ K1

( |t|3√
n

δ
( t√

n

)
+

t4

n

)
e−t2/4. ¤

2 lema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra negardelǐski, tai kiekvie-
nam ω > 0 galime rasti tokia

↪
funkcija

↪
λ(n), λ(n) →∞, kai n →∞,

kad ∫ λ(n)

ω

|fn(t)|
t

dt = o
(
e−
√

n/2
)
.

I
↪
r o d y m a s . Kadangi pasiskirstymas yra negardelǐskas, tai

|f(t)| < 1, kai t 6= 0. Pažymėkime i
↪
vertinama

↪
ji
↪
integrala

↪

I(y) =
∫ y

ω

|fn(t)|
t

dt

ir
h(y) = max

ω≤t≤y
|f(t)|.

Pastaroji funkcija yra nemažėjanti. Trivialiu būdu turime

I(y) ≤ hn(y) ln
y

ω
.

Jei
lim sup

t→∞
|f(t)| < 1
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(Kramero sa
↪
lyga), tai galima rasti tokia

↪
teigiama

↪
konstanta

↪
c, kad

|f(t)| ≤ e−c, kai t ≥ ω. Paėme
↪
λ(n) = n, gauname

I(λ(n)) ≤ e−cn ln
n

ω
= o(e−

√
n/2).

Tarkime dabar, kad

lim sup
t→∞

|f(t)| = 1.

Jei h(n) > 1 − 1/
√

n, tai λ(n) apibrėžkime ǐs lygties h(λ(n)) = 1 −
1/
√

n. Pastaruoju atveju λ(n) < n. Ir čia gauname

I(λ(n)) ≤
(
1− 1√

n

)n

ln
n

ω
.

Abiem atvejais

I(λ(n)) ≤ e−
√

n ln
n

ω
= o

(
e−
√

n/2
)
. ¤

1 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra negardelǐski, tai toly-
giai x aťzvilgiu

Φn(x) = Φ(x) +
α3(1− x2)
6σ3

√
2πn

e−x2/2 + o
( 1√

n

)
.

I
↪
r o d y m a s . Pažymėkime

G(x) = Φ(x) +
α3(1− x2)
6σ3

√
2πn

e−x2/2.

Lengva patikrinti, kad visiems x funkcijos G(x) ǐsvestinė absoliučiuoju
didumu yra aprėžta absoliučios konstantos.

Apskaičiuosime funkcijos G(x) Furjė transformacija
↪

g(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdG(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eitx−x2/2

(
1 +

α3(−3x + x3)
6σ3

√
n

)
dx.
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Standartinio normaliojo dėsnio charakteristinė funkcija yra

e−t2/2 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eitx−x2/2dx.

Integralas konverguoja tolygiai t atžvilgiu. Diferencijuojame pagal t

−te−t2/2 =
i√
2π

∫ ∞

−∞
xeitx−x2/2dx.

Ir šis integralas konverguoja tolygiai t atžvilgiu. Diferencijuojame
lygybe

↪
dar karta

↪
. Gauname

(t2 − 1)e−t2/2 =
i2√
2π

∫ ∞

−∞
x2eitx−x2/2dx.

Analogǐskai

(−t3 + 3t)e−t2/2 =
i3√
2π

∫ ∞

−∞
x3eitx−x2/2dx.

Todėl
g(t) = e−t2/2 − 3α3

6iσ3
√

n

(
− te−t2/2

)
+

+
α3

6iσ3
√

n

(− t3 + 3t
)
e−t2/2 =

= e−t2/2 +
α3(it)3

6σ3
√

n
e−t2/2.

Taikysime Eseno nelygybe
↪
. Tam parenkame T1 = K

√
n (čia K

yra ǐs 1 lemos ) ir T ≥ T1 ir gauname

∆ := sup
x
|Φn(x)−G(x)| ≤ C

T
+ C1

∫ T

−T

|ϕn(t)− g(t)|dt

|t| .

Integrala
↪
skaidome i

↪
du

∆ ≤ C

T
+ C1

( ∫

|t|≤T1

+
∫

T1<|t|≤T

|ϕn(t)− g(t)|dt

|t|
)

=

=
C

T
+ C1(I1 + I2).
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Iš 1 lemos

I1 ≤ K1

∫

|t|≤T1

(
t2√
n

δ
( t√

n

)
+
|t|3
n

)
e−t2/4dt =

=
B√
n

( ∫

|t|≤n1/4
t2δ

( t√
n

)
e−t2/4dt +

∫ ∞

n1/4
t2e−t2/4dt

)
+

+
B

n

∫ ∞

0

t3e−t2/4dt =

=
B√
n

(
o(1)

∫ ∞

0

t2e−t2/4dt +
1

n1/4

∫ ∞

0

t3e−t2/4dt +
1√
n

)
=

=
B√
n
· o(1).

Lieka i
↪
vertinti I2:

I2 ≤
∫

T1<|t|≤T

∣∣∣ϕn(t)
t

∣∣∣dt +
∫

T1<|t|≤T

∣∣∣g(t)
t

∣∣∣dt =

= B

∫ T

T1

∣∣∣fn
( t

σ
√

n

)∣∣∣dt

t
+ B

∫ T

T1

|g(t)|dt

t
=

= B

∫ T
σ
√

n

T1
σ
√

n

∣∣fn(t)
∣∣dt

t
+ B

∫ ∞

T1

(
1 +

Bt3√
n

)
e−t2/2

t
dt.

Pasinaudosime 2 lema. Paėme
↪
ω = K/σ, randame λ(n) ir parenkame

T = σλ(n)
√

n. Jei pasirodytu
↪
, kad pastarasis reǐskinys yra mažesnis

už T1, tai imtume T = T1. Tada ǐs karto teorema būtu
↪
i
↪
rodyta. Todėl

to atvejo galime nenagrinėti. Priešingu atveju gauname

I2 = B

∫ λ(n)

K/σ

∣∣fn(t)
∣∣dt

t
+ Be−T 2

1 /4

∫ ∞

T1

t2e−t2/4dt =

= o
(
e−
√

n/2
)

+ Be−T 2
1 /4 =

o(1)√
n

. ¤
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Jei dydžiai yra gardelǐski, 1 teorema nėra teisinga. Kaip matėme
ǐs pavyzdžio 2 skyrelyje, tada liekamasis narys negali būti o(n−1/2),
nes Φn turi eilės 1/

√
n trūkius. Todėl 1 teoremos rezultata

↪
reikės

modifikuoti. Pažymėkime κ(x) periodine
↪
su periodu 1 funkcija

↪
, kuri

intervale (0,1] yra lygi 1/2− x, t.y

κ(x) = −x− [−x]− 1
2
.

Teisinga tokia teorema.

2 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai X1, X2, . . . yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste

↪
, gardelǐski, i

↪
gyja reikšmes ǐs arit-

metinės progresijos a + kh (k = 0,±1,±2, . . .) su didžiausiu pa-
siskirstymo žingsniu h. Jei jie turi baigtinius trečiuosius momentus,
tai tolygiai x aťzvilgiu

Φn(x) = Φ(x)+

+
1

σ
√

2πn

(
α3(1− x2)

6σ3
+ hκ

(σx
√

n− an

h

))
e−x2/2 + o

( 1√
n

)
.

Pagal iki šiol nagrinėtas teoremas konvergavimo greičio i
↪
verčiai

yra tolygūs argumento x atžvilgiu. Juos galima patikslinti atsižvelgus
i
↪
x. Jei atsitiktinis dydis X1 turi trečia

↪
ji
↪
momenta

↪
, tai jo pasiskirsty-

mo funkcija, kaip nesunku i
↪
rodyti, yra B|x|−3, kai x → −∞, ir

1 − F (x) = Bx−3, kai x → ∞. Vadinasi, dideliems x galime gauti
geresnius konvergavimo i

↪
verčius.

3 teorema. Jei X1, X2, . . . yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
↪

atsitiktiniai dydžiai, turi
↪

trečiuosius absoliučius momentus β, ir
DX1 = σ2 > 0, tai

|Φn(x)− Φ(x)| ≤ Aβ

σ3
√

n(1 + |x|3) ;

čia A yra absoliuti konstanta.

Jei tiriamieji atsitiktiniai dydžiai turi daugiau momentu
↪
, tai gali-

me rasti dar tikslesniu
↪
formuliu

↪
.
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4 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai X1, X2, . . . yra nepriklau-
somi, vienodai pasiskirste

↪
, turi r ≥ 3 momentu

↪
, ju

↪
charakteristinė

funkcija f(t) turi savybe
↪

lim sup
|t|→∞

|f(t)| < 1,

tai egzistuoja tokie polinomai Qν(x) (ν = 1, 2, . . . , r − 2), kad

Φn(x) = Φ(x) +
r−2∑
ν=1

Qν(x)
nν/2

e−x2/2 + o

(
1

nr/2−1(1 + |x|)k

)

tolygiai x aťzvilgiu.

Esama ir dar bendresniu
↪
teoremu

↪
, kurias galima gauti ir tuo atveju,

kai dydžiai nėra vienodai pasiskirste
↪
. Panašūs i

↪
verčiai i

↪
rodomi ir

lokaliosioms teoremoms. Visu
↪

šiu
↪

teoremu
↪

i
↪
rodymus galima rasti

[6,14,15].


