VII SKYRIUS. LIEKAMOJO NARIO
IVERTINIMAS

1. ESENO NELYGYBE

Ribinés teoremos pravercia taikymams, kai atsitiktiniu dydziu
sumuy pasiskirstymo désniai aproksimuojami ribiniais skirstiniais. Ta-
¢iau reikia zinoti paklaida, kuri tada padaroma. Tam reikia mokéti
ivertinti konvergavimo i ribini désni greiti. Taikomi du metodai: pa-
siskirstymo funkciju kompoziciju (sasiku) ir charakteristiniu funkciju.
Susipazinsime su antruoju.

I8 charakteristiniy funkcijy tolydumo iSplaukia, kad pasiskirstymo
funkcijos mazai skiriasi viena nuo kitos, jei mazai skiriasi ju charak-
teristinés funkcijos. Mums bus reikalingos kiekybinés sio teiginio
israiskos. Tam pravers G. Eseno (Carl-Gustav Esseen — $vedy mate-
matikas) nelygybe, irodyta 1944 metais. Pateiksime 1965 metu jos
patobulinta varianta.

1 lema. Realiesiems t

/oo eml—cosxdx: 0, lt] > 1,
LT I, <)

Irtodymas . Tiriamaji integrala pazymékime /. Kadangi
pointegralinés funkcijos antras dauginamasis yra lyginé funkcija, tai

I= h (eit” + e_im) mdl‘ =2 T lzcosw cos txdz.

0 z? 0 z?
Taciau
(1 — cosz)costx = costx — cosx - costx =
cos(t — 1)z + cos(t + 1)z
5 .

= costxr —
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Todeél is VI.2.2 lemos

1:72/“3170(2)stxdx+/°°1fcos(2tfl):ndx+
0 x 0 x

1 —cos(t+1)z T T
+/ LoeosCA DTy 4 D — 1)+ Tl 1). O
0 X 2 2

2 lema. Visiems realiesiems

[sinz| < |x|.

Irodymas. Visiems realiesiems x
e — 1| < |af.

Menamosios dalies koeficientas absoliu¢iuoju didumu nevirsija viso
kompleksinio skai¢iaus modulio. Todél teisinga irodomoji nelygybe.
Pateiksime dar viena paprasta tos nelygybés irodyma. Turime

@ ||
|sinz| = ‘/ cosydy‘ §/ dy = |z|. O
0 0

Mums prireiks baigtinés variacijos funkcijos savokos. Ja galima
ivairiai apibrézti. Vienas i§ apibrézimu yra labai paprastas — tai re-
aliosios funkcijos, kurios yra dvieju nemazéjanciy funkeijy skirtumai.

1 (Petrovo) teorema. Tarkime, kad F yra nemaZéjanti aprézta,
o G — baigtinés variacijos funkcija, abi apibréztos tieséje R ir tenk-
inancios salygq F(—o0) = G(—00). Pazymékime ju Furjé transfor-
macijas

oo oo

£(t) = / AP (), g(t) = / ¢t G (z).

—00 — 00

Tada bet kuriam T > 0 ir kiekvienam b > 1/(2m)

x

sup |[F(z) — G(x)| < be(T) + bT sup / G +y) — G(z)|dy:
z ly|<ce(b)/T



-7
c(b) yra teigiama, priklausanti tik nuo b, konstanta, kurig galima

laikyti lygties
c®)/4 gin? m 1
du=—+ —
/0 2 M ity

Saknimi.
Irodymas. Pagal VI.2.2 lema kiekvienai realiajai konstantai

T1—cos(Tx —a)

p(z) = 7 (Tz—a)?

yra tankio funkcija (kai Tz —a = 0, funkcija nusakoma i§ tolydumo).
Apskaiciuosime jos charakteristine funkcija. Pagal 1 lema,

RO ) 1 [ . 1—
h(t) — eztmp(x)dm _ ezat/Tﬁ ezty/T COSydy _
—0 T ) y?

(1 — %)ei“t/T, kai |¢t| < T,

0, kai |t| > T.

15 2 lemos
T [sin Lz=a 2 T
1 = — 72 < .

Teigiamiems a pazymékime

2a/T T [*¥T 1= cos(Tz — a)

1 (%2 1—cos2y 2 (Y2 gsin%y
== ——dy == —dy.
T J—a/2 2y ™ Jo Y
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Pastebésime, kad v(a) " 1, kai a — oo, nes

) R -
Kadangi F' yra nemazéjanti, tai pagal (1)
z+2a/T
F(z) - G(z) = (F(z) — G(x)) - %/ p(u — z)du <
x+2aT
<> [ (P - Ga)ptu— aydu =
z+2a/T
= %/ (F(u) — G(w)p(u — x)du+
(2) 1 z+2a/T
+ 5 / (G(u) — G(z))p(u — z)du <
z+2a/T
< %/ (F(u) — G(w)p(u — x)du+
T ’ 2a/T o o p
"5 s Gz +y) — G(x)|dy.
Analogiskai
1 x
F(z) - G(x) > 5 /xza/T (F(u) — G(2))p(z — u)du >
1 x
3) >/ g (0 = Gl = =
T [0

- — Gz +y) — G(z)|dy.
377 L, 16+ 0) = Gla)

Ivertinsime (2) ir (3) desiniyju pusiy pirmuosius narius. Pazymeé-
kime

Fi(z) = /OO F(x — 2)p(2)dz, Fy(z)= /OO F(x + z)p(z)dz

— 00 — 00
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ir analogiskai

Gi(x) = /jo Gz — 2)p(z)dz, Ga(x)= /jo G(z + z)p(z)dz.
Turime

Fi(z) = /_OO Fu)p(x —u)du, Fy(z)= /_OO F(u)p(u — z)du
| eran = ot v=1,2;

¢ia hi(t) = h(t), ho(t) = h(—t). Visiskai analogiskai

/ T 4G () = gOhe(t) (k= 1,2).

Kadangi h(t) = 0, kai [t| > T', pagal apvertimo formule

T _—ite _ —it
Fi(w) = Fi(y) = % /_ : % FOhy(t)dt

Gule) = Galy) = o |

o —it

T .
e ztz_e ity

g(t)hy(t)dt

bet kuriems z ir y (funkcijos Fy ir Gy yra tolydzios). Pirmoji for-
mulé yra irodoma tikimybiy teorijos kurse. Taciau tokia formulé yra
teisinga ne tik pasiskirstymo funkcijoms, bet ir ju tiesinéms kom-
binacijoms. Nemazéjanti aprézta funkcija skiriasi nuo pasiskirstymo
funkcijos tik pastoviu dauginamuoju bei adicine konstanta, o baigtinés
variacijos funkcijos yra dvieju apréztu nemazéjanciu funkeijy skirtu-

mas.

Galime laikyti €(T") < oo, nes priesingu atveju irodomoji teorema

bty triviali. Pagal Rymano-Lebego teorema

. T —g() ity gy _
lim /7T Thk(t)e Ydt = 0.

Yy——00
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Islygybés F(—o0) = G(—o0) isplaukia, kad Fj(—00) = Gi(—o0) (k =
1,2). Kai y — —o0, gauname

T — .
Fi(z) — Gilz) = % /_T %itg(’f)hk(t)eﬂmdt (k= 1,2).

Kadangi |h(t)| < 1 visiems ¢, tai

[ P - Gt - wa| < 0
[ @ - c@)pta— o] < LD
" Pazymerime
A= sup |F(z) — G(x)].
Tada t2a/T
/ (F(u) — G(u))p(u — z)du| <
< ’/_OO (F(u) — G(u))p(u — z)du|+
’ u—x)du+ A h u—x)du
waf puminrn [ s
2a/T
< gg?+A(1/O p(U)dU> =
=2 A7)
ir analogiskai
[ (F) - G —wau] < S+ a0 -)
z—2a/T m
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Is (2) ir (3) isplaukia

F(z) - G(a) < 20

1 T 2a/T
,E+A(f—1)+—/o Gz +y) — G(a)ldy

27y

ir

Fl)—G) >~ 2 _a(Lor) - % /_2 66 Gy

I8 pastaruju dviejuy nelygybiu gauname

e(T) 1 T 2a
A<y A=)+ — w22,
= 2my © <7 >+27w (T)

x

W (v) :sup/< G(o +y) — G(z)|dy.

Kadangi v(a) " 1, kai a — oo, tai galime rasti toki pakankamai
dideli a, kad buty v > % Spresdami gautaja nelygybe, randame

e(T) T 2a
As 2m(2y — 1) + 2m(2y — 1)\I’(T)‘

Tarkime, kad b > i Apibrézkime skaiciu v i§ lygybés
1
2r(2y—1) = 3

Aisku, % < v < 1. Tada misu irodytoje nelygybéje a galime laikyti
lygties

1
27(0’) —1= Tﬂ_ba
tai yra
/“/2 Sinzudu_ z_i_ 1
0 u? 4 8’

sprendiniu. [
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1 iSvada. Tarkime, kad funkcija G tenkina LipSico salyga
G(z) = G(y)| < K|z —y|*

visiems x iry, o K ir a yra teigiamos konstantos, be to, a < 1. Tada

1+« 1
A < be(T) + 20K (c(b —_—
< bel(T) + 20K () gy
Irodymas. Siuo atveju
UlJra
U(v) < K ly|“dy = 2K . O
ly|<v 1+a

2 iSvada. Tarkime, G yra diferencijuojama funkcija ir

sup |G’ (z)| < C;
¢ia C yra konstanta. Tada

A < be(T) + ch(b)%.

Irodym as isplaukia is 1 iSvados. OJ
Galima jrodyti dar ir tokia teorema.

2 teorema. Tarkime, kad F yra nemazéjanti,o G — baigtinés
variacijos funkcijos, apibréztos visoje skaiciy tieséje ir turinéios savy-
bes:

1°. F(-o0) =G(—0), F(o0)=G(0);

2°. F yra grynai truaki funkcijo; F ir G gali turéti trakius tik
taskuose xy, (k= 0,=%1,...; xpr1 > zk); egzistuoja konstanta L > 0
su salyga inf (g1 — xg) > L;

3°. visur, i§skyrus taskus xy, funkcija G turi isvestine ir |G’ ()| <
A; A - konstanta;
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20 2 |F(2) - Gz)|de < .

Pazymékime f ir g funkciju F ir G Furjé transformacijas. Tada

kiekvienam c > 17T galima rasti dvi konstantas cq ir ca, priklausancias
tik nuo ¢, kad

5=
ClA

A< T
<ece(T) + T

jgei tik TL > co. A ir e(T) reik§més tos pacios kaip ir 1 teoremoje.

2. KONVERGAVIMO I NORMALUJI DESNI GREITIS
Jei sumuojami nepriklausomi atsitiktiniai dydziai turi trec¢iuosius
momentus ir tenkina Liapunovo salyga, tai ju tinkamai normuotos
sumos turi asimptotini normaluji pasiskirstyma. Galime rasti konver-
gavimo greicio iverti. Pradzioje irodysime keleta pagalbiniu teiginiu.

1 lema. Visiems kompleksiniams z

le* —1| < |z|el?l.

Irodymas. IS laipsnineés eilutés

k

2z
eZ:E —
k!

k=0

gauname

TS S o~ 120
le 1’§Z 1 §|Z|Z o =|z|e”. O
k=1 k=0

2 lema. Jei atsitiktinis dydis X turi r-ajs momenta ir r > 1, tai

IMX|" < MIX]".
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Itrodymas. Imkime funkcija h(xz) = 2", kai z > 0. Jos
isvestine h/(z) = ra"~! yra nemazéjanti funkcija. Pagal baigtiniu
poky¢iu teorema
h(x) = h(xo) = (& — 20)h'(£);
Cia & telpa tarp zq ir x. Teisinga nelygybé

h(z) — h(xg) > (v — x0)R (x0).

Is tikruju, kai > xg, tai imame maziausia h'(z) reiksme h'(zg), o
kai z < x¢, tal didziausia h'(zo). Vadinasi,

x" — ol > rah Tz — x),
kai x¢ ir « yra neneigiami. IS ¢ia iSplaukia
X (@) > M7IX] 4+ M X (X ()] - MIX]).
Todél

MIX|" = /Q X (@) P(dw) >

> 37|+ ] [ (@) - MIX) Plde) = 21X, O
Q

1 isvada. M|X| < (M|X[")"", r>1.
Irodymas. Taikome 2 lema dydziui |X|. O

2 isvada. Jei 1 < m <k, tai

(M|x ™)™ < (xR

Irodymas. 1isvadoje vietoje X imame | X|™ ir r = k/m. O
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3 isvada. Jei egzistuoja minimi momentai, tai
MIX| < (MIx2) < ()

Toliau tirsime nepriklausomus atsitiktinius dydzius Xi, Xo,...
Tarkime, kad jie turi treciuosius momentus. Nesiaurindami ben-
drumo, ju vidurkius laikysime M X}, = 0. Pazymékime

op = DX, = MX}, B.=> o}
k=1
Tegul B, > 0. Tada
= MIXifP, Ly = — .
Br = M| X", n—ﬁz:Blv
n k=1

I8 2 lemos 2 isvados iSplaukia

1/3

o < ﬁk/ .

Pazymékime f, — dydzio X}, charakteristine funkcija, o ®,, ir ¢, —
normuotos sumos

1 & 1 «
Zn:B—nI;(Xk—MX,C) :E;Xk

pasiskirstymo bei charakteristines funkcijas. IS centrinés ribinés teo-
remos turime: jei L, — 0, kain — oo, tai ®,,(z) — ®(z). Ivertinsime
konvergavimo greiti.

3 lema. Ka: 1
It < —73
oLl

teisingas jvertis

() — e 12 < L |t3e /2,
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Irodymas. Nulinio tasko aplinkoje teisinga lygybe

1 0 .
felt) =1— 02 + gﬁk\tﬁ, 16| < 1.

2
Is cia 22 o5 4]
t ot k|t
— ) =1- -k =1 t).
f’“(Bn) 252 * 63 +ri(t)
I8 lemos salygu
1/3
okt i |t 1/3 1
1 —— < L0 < =,

Kadangi

2/3 1/3 2 1/3
(o) < B Bl ~5( - ) (e ; Y)
— 2 b

2B2 ' 6B3 B, 3B,

tai pagal (1)

(2) |ri(t)| < ;( ;/3It|>3/2 (11/2> (1 N 1) ) 7(@1/3'“

B, 2

12v/2\ B,

ir

T IN32 T
(3) o< 550) =%

Pagal 1.3.2 lema ir (3)

In fi(5-) = rae) + Ol

Todél pagal (2)

tN  or 0Bt A96tP
1”’“(37) = o "o T Vassmr
_opt? | 200t

2Bz " 5B3

161

>3/2



- t 22 .
In on(t) = Zlnfk(B—) = —5 + 0Ll
k=1 n

Pagaliau pagal 1 lema

on(t) — e—tz/Q‘ _ e—t2/2’e2/50Ln|t|3 —1l<

< €7t2/22L |t‘362/5Ln\t|3 <

— 5 n —
_$2 2 3

< e t?/2], |t|3 L Ze2/5(1/2)° <

— n 5 —

< LptPe/2. O

4 lema. Kai 1
t] < —
[t < 4rL,’
tas

on(t) — et /2| < 267 t/3,

Irodymas. Atsitiktinio dydzio Z; = Xy — Y, kai Xy, ir Yy, yra
nepriklausomi ir turi ta pacia pasiskirstymo funkcija, charakteristiné
funkcija yra | fx(t)|?, o dispersija 207. Be to,

M|Zy P = M| Xy, = Yi|* <
< M|Xp|* +3MXE - M|Yy| +3M|Xy| - MYZ + M|Y3|* <

< B +362° . 5% 1383 B 4 By = 8.

Todél 0
lfr®)]? =1—0pt? + 685k|t|3 <

4
<1-—oit?+ §6k|t|3 <

4
< eXp{ —opt® + §5k|t|3}~
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Kadangi

< —
‘|—4Ln7

tai

Vadinasi,

642/2 < 642/3 +€7t2/2 < 2642/3' 0

Pn (t) -

1 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydziai Xy ture tre-

cruosius momentus ir M Xy, = 0, tas

sup |(I>n(x) — fI)(a?)‘ < CLy;

¢ia C yra absoliuti konstanta.

Irodymas. Pastebéje, kad

1
P (7)] < —,
2@ < =
taikysime Eseno nelygybe (Petrovo teoremos 2 igvada) su
1 1
b=—, T= .
7’ 4L,
Gausime
1 t)—e /2
A, = sup |, (z) — P(z)| < 7/ enlt) — € dt+ciLy,
@ T Jl<@L,) - t
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Laikysime L, < 273/2) nes priesingu atveju teorema yra triviali.
Tada

1 < 1
LY3 AL,
ir
1
An = ;(Il + 12) + Can;
Cia

n(t) - e_t2/2 %7

Il = / (p
t]<(2Ly/*)—1

I = (t) - e 2|2

P

’
/<2L1/3>1<|tS(4Ln>1 !

Pirmaji integrala, ivertinsime remdamiesi 3 lema

I < Ln/ 2e=t/2q1 <
t|<(2Ly/%)—1

< Ln/ 2¢=/2dt < ¢y,

— 00

o antraji — 4 lema

I < 2/ s
jt]>(2LY/%)-1 ]

3
<2/ ( |t] ) e—tz/sﬂ
T Jzenyt o\ t] ~

o0
< 16Ln/ 2t /3dt < ¢3L,. O

— 00

Suformuluosime Sios teoremos atskira atveji, kai sumuojamieji at-
sitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirste.
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2 teorema. Tuarkime, kad atsitiktiniai dydZiai Xy, Xo,... yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste ir turi trecivosius momentus. Pa-
symékime M Xy = a, DX}, = 02, 8 = M|Xy — al]3. Tarkime, o > 0.
Tada

C\8
a3y/n’

sup |®,,(z) — ®(x)| <
x
¢ta Cy — absoliuti konstanta.
Nesunku isitikinti, kad 1 ir 2 teoremose negalima pagerinti liekamo-
jo nario eilés. Imkime seka nepriklausomu atsitiktiniuy dydziu X7, X,

..., kuriu kiekvienas igyja dvi reiksmes: 1 ir —1 su tikimybémis 1/2.
Tada MX; = 0, DX;, = 1, M|Xg|?> = 1. Kai n yra lyginis, tai

tikimybeé .
P(Y Xk =0) = (Z) (%)n
k=1 2

Pasinaudoje Stirlingo formule, galime gauti, kad &i tikimybé yra

2
1+o0(1)).
Todél funkcija ®,,(z) taske x = 0 turi triki, kuris lygus tai tikimybei.
Nulinio tasko aplinkoje funkcijos ®,,(z) negalima aproksimuoti jokia
tolydzia funkcija su tikslumu, didesniu uz puse to trikio.
Is sio pavyzdzio taip pat gauname, kad konstantos

1
c>C > Jn 0.39894...
Kyla klausimas, kokios yra geriausios C' ir Cj reikdmés. G. Ese-
nas rado ju iverti i§ apacios. Jis nagrinéjo seka nepriklausomu vie-
nodai pasiskirs¢iusiu atsitiktiniu dydziu, kuriu kiekvienas igyja dvi
reikSmes: 1 1

5\/ﬁ— 2 su tikimybe 5”‘ 1,

1

1
5 10 —1 su tikimybe — 5\/ 10 4 2.

Irodé, kad
3++v10

c>c > 2tV
=T Tevar

=0.40973...
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Taikymams svarbesnis yra ivertis i§ virSaus. Gana tiksly iverti
1972 metais gavo P. van Bekas (Paul van Beek) [1]. Po kiek laiko
maskvietis M. Siganovas ji Siek tiek pagerino, parodes, kad

C <0.7915, Ch <0.7655.

Galimi jvairtis 1 teoremos apibendrinimai. Tarkime, dydziai Xy
turi 2 + 0 eilés momentus

(4) M|X — MX|**° <00, 0<d<1.
Pazymékime
Ln(0) = B>y " M| Xy — MX,[*™.
k=1

Is Liapunovo teoremos zZinome: jei L,(d) — 0, kai n — oo, tai
D, (z) — ®(z). Ir Siuo atveju galima ivertinti konvergavimo greitj.

3 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dysziai Xy tenkina
(4) salyga, tai
|[@n () — ®(x)] < CoLn(0);

¢ia Cy yra absoliuti konstanta.
Irodyma, 7r. [14, 15].

Atskiru atveju, kai dydziai X yra vienodai pasiskirste, pagal
3 teorema konvergavimo greicio ivertis Bn~=%/2. Galima nurodyti
butinas ir pakankamas salygas, kad bty teisingas toks ivertis.

4 (Ibragimovo) teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai
X1, Xo,... yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, turi dispersijas.
Pazymékime ju pasiskirstymo funkcija F. [vertis

&, (z) —®(x) =Bn %% 0<d6<1,

yra teisingas tada ir tik tada, kai

/ 22dF(z) = B27°.
|z|>z
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Irodyma galima rasti [6].

Normuoty sumu pasiskirstymai konverguoja i normalyji ir tada,
kai neegzistuoja aukstesniu uz antraja eiliu momentai, taciau yra
tenkinama Lindebergo salyga. Ir Siuo atveju galima jvertinti kon-
vergavimo greiti.

5 teorema. Jei atsitiktiniai dydziai Xy yra nepriklausomi,
MX;, =0, MX,? < oo, Fj yra dydzio Xy pasiskirstymo funkcija,

n 1/2
B, = (ZMX%) ,
k=1

A,(e)=B;? z":/ 2dFy(z),

k=1 |z|>eBn

z|<eB,

la(e) = B;?’Z/ |z]3dFy (z).
k=1"I
Tada bet kuriam fiksuotam € > 0
sup |@n () = @(2)] < Cs(An(e) +lu(e) );

¢ia C5 yra konstanta.
Irodymo zr. [14, 15].
3. KONVERGAVIMO GREICIO
IVERCIO PATIKSLINIMAS

Kai atsitiktiniai dydziai X} yra vienodai pasiskirste ir turi treciuo-
sius momentus, 2 skyrelyje gautus ivercius galima patikslinti. Tarki-
me, kad

MX; =0, DXy =0 >0, MX} = as, M|X[* = .
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Kiekvieno tu dydziy pasikirstymo funkcija zymésime F', o charakteris-
tine funkcija f.
18 2.2 teoremos iSplaukia

b, (z) — P(x) = 7

I8 pradziu tirsime negardeliskus atsitiktinius dydzius.

1 lema. Kai |t| < Ky/n, K — pakankamai maZa konstanta,
teisingas jvertis

— .t)g ) |lf|3 t t4 _ 42
(1) — 22 as(it)” t/2‘<K st U —t%/4,
onlt) —e 6ody/n = 1(\/ﬁ (\/ﬁ)Jrn)e ’

¢ia K1 — konstanta, 6(u) — 0, kai u — 0.

Irodymas. Kadangi egzistuoja treCiasis momentas, tai

1
fit)y=1- 50—%2 + gﬁ|t|3, 6] < 1.

Teisingas ir kitas ivertis nulinio tasko aplinkoje
L oo 1 - \3 3
f)y=1- F0 60‘3(”) + |76 (t);
¢ia d1(t) — 0, kai t — 0, ir |01(t)] < Ko, kai [t| < K3. Toliau turime

f( ! ):1+rn(t)7

[oRVAL

0
2n  6g3n3/2’

() = t2 N as(it)? N It|? 5( t )

“2n ' 609032 T o332 \oyn/)

1§ pirmosios israiskos gauname

2 Bt 2 K@
|Tn(t)’ = 2n<1 + 303\/5) = 2n<1 + 303>'
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Is ¢ia |r,(t)] < 1/2, kai K yra pakankamai mazas. Todél

Inp,(t) = nlnf(%) = nrp(t) + On|r,(t)> =

2 as(it)® P t 4 KB\’
= 5 b—(1+-2) =
> " 63 yn o 1(0\/6) T\ T 33

_ n ag(it)®
2 603yn

_ s () e (14 KBY
pn(t)io?’\/ﬁél(a n)+94n 1+3O'3 '

Mums pravers funkcijos p, (t) ivertis

+t2pn(t),

o< 5o (o)l (1 53) <4

kai K yra pakankamai mazas. Todél

t2 Otg(it)g 2
W () — - —+ =et/?
nt) — exp < 2 603/n ¢

et2pn(t) . 1‘ S
< 2|pa(t)]e /2Ol < 2], (1) e/,

Toliau

as(it)? as(it)3
eXp<6;i(”\/)ﬁ> -1 622\/)5

1/ aszt3 \?  p%S
< — < .
~ 2\ 603y/n/) T T20%n
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Pagaliau gauname

\3
o t2/2 _ a(it) s\W)” /2| <«

onlt) = 603y/n -
<tp (t)|e_t2/4 + Ltﬁe_tQ/Q <
- " 7206n -

It t t2( KB\2\ 5 _y24  B*S 2
< —(1 —) t / 12 <
< <o3\f ( f) + + 353 e + oo 79951 <

t)° t tt —t2/4
<K (L - .
< K; <\/ﬁ5<\/ﬁ> + o O

2 lema. Jei atsitiktiniai dydziai Xy yra negardeliski, tai kiekvie-
nam w > 0 galime rasti tokia funkcija A(n), A(n) — oo, kai n — oo,

e A () )
/w Tt = (‘ﬁ/).

Irodymas. Kadangi pasiskirstymas yra negardeliskas, tai
|f(#)] <1, kai t # 0. Pazymékime ivertinamaji integrala,

1) = [0

t
ir
h(y) = .
(y) = max |/(t)]
Pastaroji funkcija yra nemazéjanti. Trivialiu budu turime

I(y) < " (y)m 2L

w

Jei
limsup |f(¢)| < 1
t—o0o
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(Kramero salyga), tai galima rasti tokia teigiama konstanta ¢, kad
|f(®)] < e ¢ kai t > w. Paéme A(n) = n, gauname

IAn) < e~ In Y = o(e=V/2).
w
Tarkime dabar, kad

limsup | f(¢)] = 1.

t—o0

Jei h(n) > 1 —1/y/n, tai A(n) apibrézkime is lygties h(A(n)) =1 —
1/4/n. Pastaruoju atveju A(n) < n. Ir ¢ia gauname

10m) < (1- %)nlng.

Abiem atvejais

< o~V n_ —vn/2
I(A(n)) <e lnw o(e ) O

1 teorema. Je: atsitiktiniai dydzZiar Xy yra negardeliski, tai toly-
gias x atZvilgiu
az(1—a2) 2, 1
D, (x) =d(x 761/4—0(—).
(z) (z) 603v/2mn vn

Irodymas. Pazymékime

ag(l —a?) _ 2/2
G(z) =0(x) + ———Le ¥ /=,
() (z) 603v/2mn ¢

Lengva patikrinti, kad visiems z funkcijos G(z) i8vestiné absoliu¢iuoju
didumu yra aprézta absoliuc¢ios konstantos.
Apskai¢iuosime funkcijos G(z) Furjé transformacija

oo 1 o az(—3z + %)
1) = ztmd = ite—x* /2 1 \ToL L) dar.
o) = [ _etic@ == [ p 2l s,
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Standartinio normaliojo désnio charakteristiné funkcija yra

—t2/2 _ 1 /OO ite—x2/2
e = — e dx.
V2T ) —so

Integralas konverguoja tolygiai ¢t atzvilgiu. Diferencijuojame pagal ¢

- o]

2 1 ; 2

_te—t /2 _ / xeltr—z /2d.13
V2T J oo

Ir sis integralas konverguoja tolygiai ¢ atzvilgiu. Diferencijuojame

lygybe dar karta. Gauname

(t* — 1)e—t2/2 — 2 itv—a?/2 g,

i? o
— x
L
Analogiskai

2 i3 & : 2
(8 a2 = L [T pgita=atrrgy,
V2T J_so

Todél

3
g(t) = e t/2 _ 61'0?3/75 ( — te‘tz/g)-l-

a3 3 —t2/2 _
B (_ 343t =
* ity (=" +3t)e

— o t°/2 043(“)3642/2
603\/n '
Taikysime Eseno nelygybe. Tam parenkame T} = K/n (¢ia K
yra i§ 1 lemos ) ir T > T} ir gauname

T
A=) -G < 7+ [l - a0y,

Integrala skaidome i du

C dt
Agwl(/ +f |¢n<t>—g<t>|) -
T [t<Ty  JTi<|t|<T |t]

C
= T +C1(Il +I2)
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IS 1 lemos

|t‘ —t2/4
[1§K1/ ((5 76 /dt:
<t \V1 (\f)

B ) ~ °
= — 26 t /4dt+/ 27 /4dt)+

\/ﬁ(/t|<n1/4 ( ) nl/4
- E/Oo et =

n Jo

1 oo 2 1
1 126~ /4qt / et/ dt+ — | =
(0( )/0 + nl/a € + vn

-o(1).

Sl Sls

Lieka ivertinti Is:

IQS/ enlt) / ‘@’dt:

Ty <|t|<T Ty <|t|<T
RN T dt

-5 Uy GRIT +B/T1 905 =

T 2
v dt Bt3\ e t/?
=B "(t)|— + B 14+ — dt.
/7}|f()‘t+ /Tl(+x/ﬁ> t

Pasinaudosime 2 lema. Paéme w = K /o, randame A(n) ir parenkame
T = oA(n)y/n. Jei pasirodytu, kad pastarasis reiskinys yra mazesnis
uz 11, tai imtume 7" = T3. Tada i§ karto teorema butu irodyta. Todél
to atvejo galime nenagrinéti. Priesingu atveju gauname

A(n) o
I,=B | (¢ | Ly e /4/ 12/t =
K/o T

— —ﬁm) 124 _ o)
0(6 + Be = . O
vn
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Jei dydziai yra gardeliski, 1 teorema néra teisinga. Kaip matéme
i§ pavyzdzio 2 skyrelyje, tada liekamasis narys negali buti o(n_l/ ),
nes ®,, turi eilés 1/y/n trikius. Todél 1 teoremos rezultata, reikés
modifikuoti. Pazymékime s(z) periodine su periodu 1 funkcija, kuri
intervale (0,1] yra lygi 1/2 — z, t.y

w(x) = —x — [—z] — %

Teisinga tokia teorema.

2 teorema. Tuarkime, kad atsitiktiniai dydZiai Xq, Xo,... yra
nepriklausomi, vienodai pasiskirste, gardeliski, igyja reiksmes is arit-
metinés progresijos a + kh (k = 0,+1,£2,...) su didZiausiu pa-
siskirstymo Zingsniu h. Jei jie turi baigtinius treciuosius momentus,
tai tolygiai x atZvilgiu

D, (x) = D(z)+
as(l—a? ory/n—any\\ _,2
+a 127m< 3(203 ) +h%(7h ))e m-i—o(%).

Pagal iki §iol nagrinétas teoremas konvergavimo greicio iverciai
yra tolyglis argumento x atzvilgiu. Juos galima patikslinti atsizvelgus
iz. Jei atsitiktinis dydis X; turi treciaji momenta, tai jo pasiskirsty-
mo funkcija, kaip nesunku irodyti, yra Blz|™3, kai # — —oo, ir
1 — F(x) = Bx3, kai * — oo. Vadinasi, dideliems x galime gauti
geresnius konvergavimo jvercius.

3 teorema. Jei X1, Xo, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktinias dydZiai, tury treciuosius absoliuc¢ius momentus (B, ir
DX, = o2 > 0, tai

|y () — @(z)] < C}m;

dia A yra absoliuti konstanta.

Jei tiriamieji atsitiktiniai dydziai turi daugiau momenty, tai gali-
me rasti dar tikslesniu formuliy.
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4 teorema. Jei atsitiktiniai dydzZiai X1, Xo, ... yra nepriklau-
somi, vienodai pasiskirste, turi r > 3 momentu, ju charakteristiné
funkcija f(t) turi savybe

limsup |f(¢)] < 1,

[t|—o0

tai egzistuoja tokie polinomai Q,(z) (v =1,2,...,r —2), kad

r—2
Qu(x) _,2 !
B, (z) = D(x) + Y ny(/?e /2+0<nr/2—1(1+|m|)k)
v=1

tolygiai x atzvilgiu.

Esama ir dar bendresniu teoremuy, kurias galima gauti ir tuo atveju,
kai dydziai néra vienodai pasiskirste. PanaSts iverc¢iai irodomi ir
lokaliosioms teoremoms. Visu 8iu teoremu irodymus galima rasti
[6,14,15].



