VI SKYRIUS. LOKALIOSIOS
TEOREMOS

1. GARDELISKUJU ATSITIKTINIU DYDZIU
LOKALIOSIOS TEOREMOS

Iki 8iol nagrinéjome vadinamasias integralines (dar kitaip globalia-
sias) ribines teoremas. Toliau tirsime lokaliasias teoremas. Apie jas
jau buvo kalbama ir pagrindiniame tikimybiu teorijos kurse.

Prisiminsime kai kurias savokas. Atsitiktinis dydis X yra vadina-
mas diskreciuoju, jei egzistuoja baigtiné arba skaiti aibé tasky A su
salyga, kad P(X € A) = 1.

Tas dydis vadinamas gardeliskuoju, jei aibé A yra aritmetiné pro-
gresija a+kh (k= 0,4+1,£2,...); ¢ia a yra bet kuris realusis skaicius,
h > 0. Skaic¢ius h yra vadinamas pasiskirstymo Zingsniu. Jei bet
kuriems a; ir h; > h

P(X € {ay +khy, k=0,+1,42,..}) <1,

tai zingsnis h vadinamas didZiausiuoju.
Sias savokas galima nusakyti charakteristiniu funkeiju terminais.

1 teorema. Atsitiktinis dydis X su charakteristine funkcija f yra
gardeliskas tada ir tik tada, kai kuriam nors tg # 0 turime | f(to)| = 1.
Siuo atveju 27 /|to| yra pasiskirstymo Zingsnis. Pasiskirstymo Zingsnis
h yra didZiausias tada ir tik tada, kai | f(t)| < 1 srityje 0 < [t| < 27 /h,
o|f(2r/h)| = 1.

Pastaba. Plg I1.1 teoremos irodyma ir pastaba prie jo.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, kad atsitiktinis dydis
su tikimybe 1 igyja reikdmes i$ aritmetinés progresijos a + kh (k =



VI SKYRIUS. LOKALIOSIOS TEOREMOS 139

0+1,+2,...). Pazymékime P(X = a + kh) = pi. Tada atsitiktinio
dydzio charakteristiné funkcija

f(t) _ eiat Zpkeithk-
k
I8 ¢ia matome, kad

f(271'/h) _ e27ria/h Zpk’ — eQﬂ'ia/h’
k

[f2m/h)] = 1.
Pakankamumas. Lygybé |f(t9)] = 1 reiskia, kad kuriam
nors a € R _
f(t()) — eztga7
tai yra,
| eeeapE -1,

— 00

/_00 costo(z — a)dF(z) = 1.

Cia F yra atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija. Pastaroji
lygybé galima tik tada, kai F' didéjimo taskai yra pavidalo a+ 27k /t.
Teiginys apie pasiskirstymo zingsni akivaizdus.
Didziausias Zzingsnis. Tarkime, 0 < |tg] < 27/h,
bet |f(to)] = 1. I8 irodytu teiginiy isplaukia, kad 27/|to| yra pa-
siskirstymo zingsnis. Taciau 27/|tg| > h, o tai priestarauja h maksi-
malumui. O

Nagrinésime vienodai pasiskirsc¢iusius nepriklausomus atsitiktinius
dydzius X1, Xo,.... Tarkime, kad jie gardeliski ir igyja reikSmes i$
aritmetinés progresijos a + kh (k = 0,+1,£2,...). Tegul jie turi dis-
persijas DX}, = 02 > 0. Vidurkius zZymésime M X}, = A. Atsitiktiniu
dydziy suma S, = X; + ... + X, igis reikSmes pavidalo an + kh.
Pazymékime dar

(a — A)n + hk
a\/n '

wW = Wpk =
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1948 m. B. Gnedenka irodé tokia lokaliaja teorema.
2 teorema. Tarkime, kad teisingos anksciau isvardytos salygos.

Tada
o

\/ﬁ 1 2 9
—Y_P(S, = na+ hk) — ——e" /2 0,

h ( ) V2
kai n — oo, tolygiai k (k = 0,£1,42,...) ativilgiu tada ir tik tada,
kai h yra didZiausias pasiskirstymo Zingsnis.

Irodymas. Pakankamum as. Tarkime, kad
h yra didziausias pasiskirstymo zingsnis. Pazymékime f dydziu Xy
charakteristine funkcija. Jei P, (k) = P(S, = an+ kh), tai sumos Sy,
charakteristine funkcija galime parasyti pavidalu

f"(t) — eiant an(k‘)eihkt.
2
I8 ¢ia Furjé koeficientas

7/h )
P, (k) = 2£ / Fr(p)eent it =
T J—xn/h

h mov/n/h

fn(( u )exp<f(an+kh)u>du.

- 210N/ 1 ) o m/n ovn ovn

Jei pazymeétume

() = f(#) exp ( - ;é%)

tai normuotos sumos

S, —nA
oy/n

charakteristiné funkcija butu lygi ¢"(¢). Todeél

1 wo/n/h )
(2) L\/ﬁpn(k) ——— / " (He M dt.
h 2w —noy/n/h

(1)
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Kadangi (1) normuotoji suma yra asimptotiskai pasiskirsé¢iusi pa-
gal standartini normaluji désni, tai

(3) P(t) — et/

tolygiai, kai |t| < T, T— bet kuris fiksuotas skaicius.
Funkeija f(t) exp(—iAt) yra atsitiktinio dydzio X,,, — A charak-
teristine funkcija. Sio dydzio vidurkis yra 0, o dispersija o2. Todeél

, 1
ft)e 4t =1 - 502752 + o(t?).
Kadangi visiems realiesiems x teisinga nelygybé 1 + x < €%, tai
. 1
|f(t)eﬂAt| <1- 1aztz < 670%2/4’

kai || <4, & > 0 — pakankamai mazas fiksuotas skaicius. I3 ¢ia
(4) " ()] < e,

kai |t| < dov/n.

Kadangi h yra didziausias pasiskirstymo zingsnis, tai pagal 1 teo-

rema, galima rasti toki ¢ > 0, kad |f(¢)] < e™¢, kai § < [t| < «/h.
Vadinasi,

() " (t)] < e™,

kai dov/n < [t| < wo/n/h.
Atsizvelge i (3), (4), (5) ivercius, (2) integrala suskaidysime i kelis

J—\}{EPn(k) 1 < /|t = (gon(t)—e*tz/2)e*“wczw+

T o

oo
+ / e—t2/2—itwdt . / e—t2/2—itwdt+
—0o0 [t|>T

+/ (pn(t)e_itwdt—l—/ (pn(t>€_itwdt —
T<|t|<do/n do/n<|t|<mov/n/h

=L +1+ I3+ 14+ Is.
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Pirmas integralas pagal (3) konverguoja nulin, kai n — co. Antra-
sis (pakanka prisiminti, kam lygi normaliojo désnio charakteristiné
funkcija)

Treciaji integrala ivertiname

o0 —T2/2
13| < i/ e dt < L/ te=t"/2dt = <
27 Jig>1 ' Jr T

Pagal (4)

1 [~ 2e~T%/4
Ll<— | tettar="__
] < WT/T ¢ T

Pagaliau pagal (5)

e—CTL

|I5| < - (%—6)0\/5.

Todél oy/nh~ P, (k) nuo (2r)~ /2 exp(—w?/2) skiriasi kiek norima
mazu dydziu, jei tik T ir n yra pakankamai dideli.

2. Butinum as. Tarkime, kad lokaliosios teoremos teiginys
teisingas, o atsitiktinis dydis X; igyja reikSmes i§ aritmetinés progre-
sijos a + kh (k = 0,+1,+2,...). Irodysime, kad h yra didziausias
pasiskirstymo zingsnis.

Atkreipsime démesi, kad pasiskirstymo zingsnis h yra didziausias
tada ir tik tada, kai visoms reikéméms a + kh ir a + jh, kurias atsi-
tiktinis dydis X; igyja su teigiamomis tikimybénmis, skirtumu & — j
didziausiasis bendrasis daliklis d yra 1. Tarkime, taip néra, t.y., d > 1.
Pazymékime k — j = ry;d; ¢ia ry; yra sveikieji skaiciai. Tada

(a+kh) — (a+ hj) = (k— j)h = r;dh.

I8 ¢ia matome, kad visos X; reikSmes, igyjamos su teigiamomis tiki-
mybémis, yra aritmetinéje progresijoje

a,a+ dh,a =+ 2dh,...,
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kurios vardiklis dh > h.

Atvirksciai, jei tas X; reikSmes, kurias jis igyja su teigiamomis
tikimybémis, galétume parasyti pavidalu a + rph', b’ > h, o i bty
sveikieji skaiciai, tai gautume, kad h' = dh su naturaliuoju d > 1,

(a+rgh’) = (a+rj)h' = (ry —rj)h

ir bendrasis didziausias daliklis blitu ne mazesnis uz d > 1.

Todél, jei h néra didziausias pasiskirstymo zingsnis, tai ty X;
reikSmiu a+ kh, kurias jis igyja su teigiamomis tikimybémis, didziau-
sias bendrasis daliklis d > 1. Atstumas tarp dvieju tokiu reiksmiuy,
igyjamu su teigiamomis tikimybémis,

[(an 4+ kh) — (an + jh)| = |k — j|h > dh.

Tai priestarauja lokaliajai teoremai, teigianciai, kad P, (k) > 0 visiems
k. O
Esama lokaliujy teoremuy, kai ribinis désnis yra stabilusis (zr. [6]).
Kyla klausimas, ar 2 teoremos teiginys teisingas, kai dydziai X,
néra vienodai pasikirste. Esama ir tokiu teoremu, taciau jos nurodo
tik pakankamas salygas.

2. TANKIU LOKALIOJI TEOREMA

Tarkime, kad normuotos atsitiktiniu dydziy sumos turi tanki, o
ju ribinis pasiskirstymas yra normalusis. Kyla klausimas, ar tu sumu
tikimybiniai tankiai konverguoja i normaliojo pasiskirstymo désnio
tanki. Cia, matyt, reikia papildomy salygu. Juk i§ F,, konvergavimo
i ® be papildomu salygu dar neisplaukia, kad isvestinés F),, jei jos
egzistuoja, konverguoja i 9.

Irodysime viena i§ paprastesniu tokio tipo teoremu. Mums reikés
keliu pagalbiniu teiginiy.

1 lema. Realiesiems t

°° sintx
dxr = msgnt.
e T
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Si lygybe irodoma matematinés analizés kursuose.

2 lema. Visiems realiesiems t

11— t
/ P 4w = 7.
X

— 00

Irodymas. Pakanka irodyti ta lygybe, kai ¢t = 1. Lygybés

o0 1 _ . o0 1 x
/ &dm = / — (/ sin udu) dx
0 T o ¥ 0

desinéje puséje keiciame integravimo tvarka

/ooilizosxd:c:/Oo</ood—;c)sinudu:/oo Sinudu:I
0 T 0 u L 0 u 2

pagal 1 lema. [J

3 lema. Jei g yra aprézta ir integruojama Lebego prasme funkcija
visoje realiuju skaiciy tieséje,

(1) v = [ " et g(a)dn

yra visiems t neneigiama, tai ir ¥ yra integruojama Lebego prasme
realiujy skaiciy tieséje.

Itodymas. Nesunku jrodyti, kad ¢ yra tolydi (irodymas yra
panasus i charakteristinés funkcijos tolydumo jrodyma). Paéme bet
kuri teigiama y, i§ (1), sukeite integravimo tvarka, gauname

y o0 ;
P(t)dt = 2/ g(x) smyxy dx.
—y oo

Pasirinke teigiama 7', dar karta integruojame ka tik gauta lygybe

2) /OgT( ’ w(t)dt>dy - 2/00 g(m)wdm

—y oo T
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Kairiojoje puséje keiciame integravimo tvarka ir remiames salyga,
kad v yra neneigiama funkcija. Gauname

(3) /OZT (/i w(t)dt) dy =

Jei K yra konstanta, aprézianti funkcija g, tai pagal 2 lema (2) ly-
gybés desinéje integralas

2T T
w@@TwmﬁzT/ (t)d.
2T -T

> 1— 2T ® 1 2T
(4) / %W—ELEMSK/A—ELimz%ﬂc
— 00

2 2
oo T T

Pasinaudoje (3) ir (4) nelygybémis, i§ (2) gauname

T
/ Y(t)dt < 27 K.
-T
Lieka remtis integralo savybémis. [

Mums prireiks vadinamosios apvertimo teoremos (Zr., pvz., [8],
antraji leidima, p. 192). Jei F' yra pasiskirstymo funkcija, f — jos
charakteristiné funkcja, a ir b — bet kurie realieji skaiciai, tai

Fb+0)+F(®b) F(a+0)+ F(a)

2 2
1 [T g—iat _ ,—ibt
= lim —/ & )t

T it

4 lema. Jei charakteristiné funkcija f yra integruojama Lebego
prasme visoje tieséje R, tai ja atitinkanti pasiskirstymo funkcija F
turi aprézta ir tolydzia isvestine ir visiems x € R

F'(2) ! /00 e 1T f(t)dt.

:% N

Irodymas. Kadangi f yra integruojama funkcija, tai egzistuoja
Lebego integralas
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1 0 —ixt _ efi(a:%»h)t

ft)dt,

o ) it
nes pointegralinés funkcijos modulis

‘ 1— efiht

——f()] < 1F W) Al

Todél pagal apvertimo teorema

Flx+h+0)+F(x+h) Fx+0)—F(z)

2 2

1 00 p—iwt _ e—i(ac—i—h)t

(5)

f(t)dt,

T ) it

nes apvertimo formulés desinés puseés integrala pagal Lebego teorema
galima uzrasyti tuo pavidalu. Be to, pagal ta pacia teorema galima
pereiti prie ribos po integralo zenklu, kai h — 0. Gauname, kad
F(z +0) — F(z) = 0. Vadinasi, funkcija F' yra tolydi kiekviename
taske z € R. Dabar (5) formule uzrasome pavidalu

F(t)dt.

Fla+h) ~F) _ 1 /“ emint — il
h T or ith

— 00

Tuo paciu budu jrodome, kad galime pereiti prie ribos po integralo
zenklu, kai h — 0. Gauname

Fl(2) = — / T et gy hm 1 e g =
2 ) W0 ith N
1 (o9}

—ixt
= — t)dt.
o (0
F’ tolyduma irodome vél taip pat. Peréje prie ribos, kai h — 0, po
integralo zenklu lygybéje

F'(z+h) — F'(z) = % [ e~ (Mt _ 1) F(t)dt,
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gauname, kad F'(x +h) — F'(x) —» 0, kai h — 0. O

Mums prireiks dar ir tokio teiginio. Tarkime, X ir Y yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai, X — absoliuciai tolydus su tankio funkci-
ja p(z), o Y pasiskirstymo funkcija yra F(y). Tada suma X +Y yra
aboliuciai tolydus atsitiktinis dydis ir jo tankio funkcija lygi

| vl war).
Taciau gali atsitikti, kad suma yra absoliuciai tolydi ir tada, kai né

vienas i§ démenu néra toks. (zr. [8], p. 197).

1 (Gnedenkos) teorema. Jei nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai X1, Xo, ... turi vidurkius a, dispersijas o2 > 0 ir,
pradedant kuriuo nors ng, normuotos sumos

X1t ..+ Xy —na
B ov/n

Zn

turi tankj p,(x), tai

() > —

xTr) —

pTL \/ﬂ I

kat n — o0, tolygiai x atzvilgiu tada ir tik tada, jei egzistuoja natura-
lusis ny, kuriam pn, (x) yra apréztas.

P astaba. ISmisu pastabos iSplaukia: jei egzistuoja tankis
Dng, tal egzistuoja ir tankis p,, kai n > ng.

Irodymas. Salygos butinumas yra akivaizdus. Irodinésime
jos pakankamuma. Pirmiausia irodysime, kad atsitiktinio dydzio Z,
charakteristiné funkcija yra integruojama visoje tieséje R, kai n >
277,1.

Pazymékime f dydziu X charakteristines funkcijas ir

iat

olt) = f(%) exp( - 00).

Tada sumos Z, charakteristiné funkcija yra ¢"(t). Imkime kita
atsitiktini dydi Z/,, nepriklausoma nuo Z,,, bet taip pat pasiskirsciusi.
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Atsitiktinio dydzio Z,, — Z!, charakteristiné funkcija yra |¢"(t)|?, o
tankis g,, yra apréztas. Kadangi

wmw=/é%MM%

tai pagal 3 lema ||, taigi ir |f|?"*, yra integruojamos ties¢je R.
Is nelygybes |f(¢)| < 1 isplaukia, kad |f|™?, vadinasi, ir ¢, yra inte-
gruojamos, kai n > 2n;.

Kai n > 2n;, pagal 4 lema

1 Oo—imn
pale) =5 [ e B

Kaip ir 1.2 teoremos irodyme, suskaidysime §i integrala i kelis:

_i nop  —t2/2\ —itx
pn(m)_%(/'w(@ (1) — 1) e d ¢

(o9}
6) + / et/ 2—ite gy / e—t2/2—itwdt+
—o0 [t|>T

—I—/ Lp"(t)e_m”dt—l—/ @"(t)e_“zdt> =
T<|t|<§o+/n do/n<|t|

=L+ L+ I3+ 14+ Is;

cia: T yra teigiamas fiksuotas skaicius, § — pakankamai mazas teigia-
mas skaiCius, kuri parinksime véliau.

Samprotaudami visai taip pat kaip ir 1.1 teoremos irodyme, gau-
name, kad I; — 0, kai n — oo, tolygiai = atzvilgiu,

—z2/2 —T2/2 9e—T%/4

e e
, s] < ; |I4\ST

Ver

Lieka ivertinti I5.
I$ funkcijos |f|?™* integruojamumo isplaukia, kad egzistuoja § > 0
su salyga |f(t)| <n <1, kai |t| > . Todél

Iy =
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n

dt <

1 t
15| < */ f(i)
21 Jjssoym I Nov/n

<o movifen) [ (pwPmd o,
[t]|>6

kai n — oo. I§ (6) isplaukia, kad p,(z) ir (27)~ /2 exp(—x2/2) kiek
norima mazai skiriasi, kai T" ir n pakankamai dideli. [J

Buvo nagrinétos tankiu lokaliosios teoremos, kai ribinis désnis yra
stabilusis (zr. [6]).

Esama teoremu ir nevienodai pasiskirs¢iusiems atsitiktiniams dy-
dziams.



