
V. SKYRIUS. STABILIEJI DĖSNIAI

STABILIU
↪
JU

↪
DĖSNIU

↪
SA

↪
VOKA

Sakysime, kad pasiskirstymo dėsnis yra stabilus, jei bet kuriems
teigiamiems a1, a2 ir realiesiems b1, b2 galime rasti teigiama

↪
skaičiu

↪
a

ir realu
↪
ji
↪
skaičiu

↪
b su sa

↪
lyga, kad

(1) F (a1x + b1) ∗ F (a2x + b2) = F (ax + b)

visiems realiesiems x. Čia ∗ reǐskia funkciju
↪

sa
↪
sūka

↪
. To dėsnio

charakteristine
↪
funkcija

↪
taip pat vadinsime taip pat stabilia

↪
ja. Perra-

šysime (1) lygybe
↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
terminais:

e−itb1/a1f
( t

a1

)
· e−itb2/a2f

( t

a2

)
= e−itb/af

( t

a

)
.

Vadinasi, bet kuriems teigiamiems α1 ir α2 egzistuoja realusis skaičius
β ir teigiamas skaičius α su sa

↪
lyga

(2) f(α1t)f(α2t) = eiβtf(αt).

Nesunku suvokti, kad ǐs čia galima gauti (1). Todėl stabilu
↪
ji
↪
dėsni

↪
galime apibrėžti ir charakteristiniu

↪
funkciju

↪
terminais, naudodamiesi

(2) lygybe.

P a v y z d ž i a i . 1. Išsigime
↪
s dėsnis su charakteristine funkcija

eiat.

2. Normalusis dėsnis su charakteristine funkcija

eiat− 1
2 σ2t2 .
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1 teorema. Stabilieji dėsniai priklauso klasei N.

I
↪
r o d y m a s . (2) formulėje imkime

αt = u, a =
α1

α
, a1 =

α2

α
.

Gausime

f(u) = e−iuβ/αf(au)f(a1u) = f(au)fa(u);

čia
fa(u) = e−iuβ/αf(a1u)

yra charakteristinė funkcija. Lieka pasinaudoti IV.1.4 lema. ¤

Iš šios teoremos ǐsplaukia, kad stabilūs desniai yra ir neaprėžtai
dalūs, nes tokie yra N klasės dėsniai.

2 teorema. Tarkime, X1, X2, . . . yra vienodai pasiskirste
↪
, neprik-

lausomi atsitiktiniai dydžiai,

Sn = X1 + . . . + Xn.

Normuotu
↪
sumu

↪
(Sn−bn)/an su parinktomis konstantomis an > 0, bn

skirstiniu
↪
ribiniu

↪
dėsniu

↪
klasė silpno konvergavimo prasme sutampa

su stabiliu
↪
ju

↪
dėsniu

↪
klase.

I
↪

r o d y m a s . 1. Tarkime, kad F yra stabili pasiskirstymo
funkcija, f — ja

↪
atitinkanti charakteristinė funkcija. Sakykime, dy-

džiai Xk pasiskirste
↪
pagal F . Tada sumos Sn charakteristinė funkcija

yra fn(t). Pagal stabilumo apibrėžima
↪
egzistuoja teigiami skaičiai an

ir realieji bn su sa
↪
lyga

fn(t) = eibntf(ant).

Normuotos sumos (Sn − bn)/an charakteristinė funkcija yra

e−itbn/anfn
( t

an

)
= f(t).
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Taigi ribinis dėsnis yra stabilus.

2. Tarkime, kad normuotos sumos (Sn−bn)/an ribinė pasiskirsty-
mo funkcija yra F . Ja

↪
galime laikyti neǐssigimusia, nes ǐssigime

↪
s

dėsnis yra stabilus. Pažymėkime f charakteristine
↪
funkcija

↪
, atitinkan-

čia
↪
F . Tarkime, g yra kiekvieno ǐs atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
Xk charakte-

ristinė funkcija. Tada

(3) e−itbn/angn
( t

an

)
→ f(t)

visiems t ∈ R.
I
↪
rodysime, kad an →∞. Tarkime, kad taip nėra. Tada egzistuoja

natūraliu
↪
ju

↪
skaičiu

↪
seka nk (k = 1, 2, . . .) su sa

↪
lyga ank

→ a, kai
k → ∞, o a yra baigtinis skaičius. Galime rasti toki

↪
δ > 0, kad

f(at) 6= 0, kai |t| ≤ δ. Iš (3) ǐsplaukia

|g(t)| =
∣∣f(at) + εk

∣∣1/nk ;

čia εk → 0. Kai δ > 0 yra pakankamai mažas ir |t| ≤ δ, gauname

|g(t)| ≡ 1.

Iš IV.1.3 lemos
|g(2t)| ≡ 1,

kai |t| ≤ δ. Taip samprotaudami ir toliau, gauname

|g(t)| ≡ 1

visiems t ∈ R. Tačiau tada ir |f(t)| ≡ 1. Tai prieštarauja prielaidai,
kad ribinis dėsnis yra neǐssigime

↪
s.

Kadangi an →∞, tai ǐs g(t) tolydumo ǐsplaukia

g
( t

an

)
→ 1

tolygiai visiems t ǐs bet kurio fiksuoto baigtinio intervalo. Vadinasi,
atsitiktiniai dydžiai Xk/an (k = 1, . . . , n) yra nykstami. Todėl f
priklauso klasei N. Iš IV.1.2 lemos ǐsplaukia, kad

an+1

an
→ 1,
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kai n →∞.
Tarkime, kad c1 ir c2 yra bet kurie teigiami skaičiai, d1 ir d2 —

bet kurie realieji skaičiai. Egzistuoja tokia sveiku
↪
ju

↪
teigiamu

↪
skaičiu

↪
seka mn (n = 1, 2, . . .), kad

amn

an
→ c1

c2
.

Iš tikru
↪
ju

↪
kiekvienam natūraliajam skaičiui n pažymėkime mn di-

džiausia
↪
k su sa

↪
lyga

ak

an
≤ c1

c2
.

Tada
amn

an
≤ c1

c2
<

amn+1

an
.

Iš čia ǐsplaukia norimas teiginys.
Pažymėkime

αn = anc1, βn =
1

αn

(
anbn + amn

bmn
+ and1 + amn

d2

)
.

Tada

an

αn

(
1
an

n∑

k=1

Xk − bn − d1

)
+

amn

αn

(
1

amn

n+mn∑

k=n+1

Xk − bmn − d2

)
=

=
1

αn

n+mn∑

k=1

Xk − βn.

Pagal I.2.1 teorema
↪
kairiosios pusės pirmo ir antro dėmenu

↪
pasiskirs-

tymo funkcijos konverguoja i
↪

F (c1x + d1) ir F (c2x + d2). Todėl
dešinėje esantis reǐskinys turi ribine

↪
pasiskirstymo funkcija

↪

F (c1x + d1) ∗ F (c2x + d2).

Antra vertus, dešiniosios pusės pasiskirstymo funkcija pagal ta
↪
pačia

↪
I.2.1 teorema

↪
gali konverguoti tik i

↪
F (ax + b) su tam tikrais

a ir b. ¤
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2. STABILIU
↪
JU

↪
DĖSNIU

↪
CHARAKTERISTINIU

↪
FUNKCIJU

↪
KANONINĖ IŠRAIŠKA

Dabar jau esame pasirenge
↪
rasti stabiliu

↪
ju

↪
dėsniu

↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
kanonine

↪
ǐsraǐska

↪
. Mums pravers paprastas teiginys ǐs mate-

matinės analizės.

Lema. Jei monotonǐska funkcija w(x) yra apibrėžta visiems re-
aliesiems x ir tenkina funkcine

↪
lygti

↪

w(x1 + x2) = w(x1) + w(x2),

tai ji yra pavidalo w(x) = Ax su konstanta A.

I
↪
r o d y m a s . Iš pradžiu

↪
gauname w(0) = w(0+0) = 2w(0). Iš čia

w(0) = 0. Iš lygybės w(x+(−x)) = w(0) = 0 turime w(−x) = −w(x).
Jei p yra sveikasis skaičius, tai, pavartoje

↪
matematine

↪
indukcija

↪
, gau-

name w(px) = pw(x). Iš čia turime qw(x/q) = w(x) visiems sveikie-
siems q. Pagaliau gauname, kad w(xp/q) = p/qw(x) visiems sveikie-
siems p, q. Iš čia visiems racionaliesiems skaičiams r gauname w(r) =
rw(1). Pažymėje

↪
A = w(1), turime w(r) = Ar.

Parodysime, kad ir visiems realiesiems skaičiams teisinga ta ly-
gybė. Jei x yra bet kuris realusis skaičius, visada galime rasti du
kiek norima artimus jam racionaliuosius skaičius r1, r2 su sa

↪
lygomis

r1 < x < r2. Jei funkcija w yra nemažėjanti, tai w(r1) ≤ w(x) ≤
w(r2), t. y. Ar1 ≤ w(x) ≤ Ar2; kai w yra nedidėjanti, tai Ar1 ≥
w(x) ≥ Ar2. Abiem atvejais leisdami racionaliesiems skaičiams r1

artėti i
↪
x ǐs kairės, o racionaliesiems r2 — ǐs dešinės, pirmuoju atveju

gauname Ax ≤ w(x) ≤ Ax, antruoju — Ax ≥ w(x) ≥ Ax. Vadinasi,
w(x) = Ax. ¤

1 teorema. Neaprėžtai dali charakteristinė funkcija yra stabili
tada ir tik tada, kai jos Levi spektrinė funkcija L(x) ir neneigiama
konstanta σ2 Levi formulėje tenkina viena

↪
ǐs tokiu

↪
sa

↪
lygu

↪
:

1o L(x) ≡ 0,

2o σ2 = 0,

L(x) = c1
|x|α , kai x < 0,
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L(x) = − c2
xα , kai x > 0,

ir 0 < α < 2, c1 ≥ 0, c2 ≥ 0, c1 + c2 > 0.

P a s t a b a . Skaičius α yra vadinamas stabiliojo dėsnio rodikliu.

I
↪
r o d y m a s . Pagal stabilios charakteristinės funkcijos apibrėži-

ma
↪
bet kuriems teigiamiems a1 ir a2 galime rasti toki

↪
teigiama

↪
a ir

realu
↪
b, kad

(1) f(a1t)f(a2t) = eibtf(at).

Pagal Levi formule
↪

ln f(t) = iΓt− 1
2
σ2t2 +

∫

R,x 6=0

u(x, t)dL(x);

čia
u(x, t) = eitx − 1− itx

1 + x2
.

Iš čia taip pat

ln f(at) = iΓat− 1
2
σ2a2t2 +

∫

R,x 6=0

u(x, at)dL(x).

Kaip ir i
↪
rodydami IV.2 skyrelio teorema

↪
, pakeite

↪
ax = y, gauname

ln f(at) = iΓat− 1
2
σ2a2t2 +

∫

R,y 6=0

u
(y

a
, at

)
dL

(y

a

)
=

= iΓat− 1
2
σ2a2t2 +

∫

R,y 6=0

u(y, t)dL
(y

a

)
;

čia dėl trumpumo pažymėjome

Γa = Γa + (1− a2)
∫

R,y 6=0

y3

(a2 + y2)(1 + y2)
dL

(y

a

)
.

Lygiai taip pat

ln f(a1t) = iΓa1t−
1
2
σ2a2

1t
2 +

∫

R,y 6=0

u(y, t)dL
( y

a1

)
,

ln f(a2t) = iΓa2t−
1
2
σ2a2

2t
2 +

∫

R,y 6=0

u(y, t)dL
( y

a2

)
.
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I
↪
state

↪
šiuos reǐskinius i

↪
(1) ir pasinaudoje

↪
neaprėžtai daliu

↪
dėsniu

↪
ǐsraǐskos Levi formule vienatimi, gauname

σ2(a2 − a2
1 − a2

2) = 0,(2)

L
(y

a

)
= L

( y

a1

)
+ L

( y

a2

)
.(3)

Spre
↪
sime (3) funkcine

↪
lygti

↪
. Tirsime ja

↪
, kai y < 0. Tarkime, L(y)

nėra tapatingai lygi nuliui, kai y < 0. Imkime

m(x) = L
(− ex

)
, −∞ < x < ∞.

Iš (3) ǐsplaukia, jog kiekvieniem dviem realiesiems skaičiams λ1 ir λ2

galima rasti λ = λ(λ1, λ2) su sa
↪
lyga

m(x + λ) = m(x + λ1) + m(x + λ2).

Iš čia bet kuriems realiesiems λ1, . . . , λn gauname

m(x + λ) = m(x + λ1) + . . . + m(x + λn)

su tam tikru λ. Atskiru atveju, kai λ1 = λ2 = . . . = λn = 0,

m
(
x + λ(n)

)
= nm(x).

Perrašykime šia
↪
lygybe

↪

1
n

m(x) = m
(
x− λ(n)

)
.

Pažymėje
↪

λ
( 1

n

)
= −λ(n),

gausime
1
n

m(x) = m
(
x + λ

( 1
n

))
.

Paėme
↪
bet kuri

↪
racionalu

↪
ji
↪
skaičiu

↪
p/q ir pažymėje

↪

λ
(p

q

)
= λ(p) + λ

(1
q

)
,
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gausime

p

q
m(x) = pm

(
x + λ

(1
q

))
= m

(
x + λ

(1
q

+ λ(p)
))

=

= m
(
x + λ

(p

q

))
.(4)

Kadangi funkcija L(u) nemažėja intervale (−∞, 0), tai funkcija m(x)
nedidėja visoje realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiesėje (−∞,∞). Todėl funkcija

λ(p/q), apibrėžta racionaliu
↪
ju

↪
skaičiu

↪
aibėje, yra nedidėjanti. Vadi-

nasi, visiems v egzistuoja ribos

λ(v − 0) = lim
p
q→v−0

λ
(p

q

)
, λ(v + 0) = lim

p
q→v+0

λ
(p

q

)
.

Iš (4) gauname, kad visiems v > 0

λ(v − 0) = λ(v + 0) = λ(v).

Kadangi funkcija m(x) yra tolydi ǐs kairės visiems x, tai ǐs (4) ǐsplau-
kia taip pat, kad visiems v > 0 funkcija m(x) tenkina lygti

↪

vm(x) = m
(
x + λ(v)

)
,

kurioje λ(v) yra nedidėjanti tolydi funkcija. Iš čia lengva gauti, kad
λ(v) perbėga visa

↪
realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiese

↪
, kai v kinta nuo 0 iki ∞.

Pagal mūsu
↪
prielaida

↪
L(x) nėra tapatingai lygi 0, kai x < 0. Todėl

ir m(x) nėra tapatingai lygi 0. Nesiaurindami bendrumo, galime
laikyti m(0) 6= 0 (priešingu atveju galėtume pastumti koordinačiu

↪
pradžia

↪
). Imkime

m1(x) =
m(x)
m(0)

.

Tarkime, x1 ir x2 yra bet kurie skaičiai. Parinkime v1 ir v2 taip, kad

λ(v1) = x1, λ(v2) = x2.

Tada ǐs lygybiu
↪

v1m(0) = m(x1), v2m(0) = m(x2), v2m(x1) = m(x1 + x2)
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funkcijai m1(x) gausime funkcine
↪
lygti

↪

m1(x1 + x2) = m1(x1) m1(x2).

Kadangi m1(x) yra nedidėjanti funkcija, tapatingai nelygi 0, tai ǐs
funkcinės lygties ǐsplaukia m1(x) 6= 0 visiems x. Imkime m2(x) =
ln m1(x). Funkcija m2(x) yra monotonǐska ir tenkina lygti

↪

m2(x1 + x2) = m2(x1) + m2(x2).

Iš skyrelio pradžioje i
↪
rodytos lemos ǐsplaukia, kad vienintelis mono-

tonǐskas tos lygties sprendinys yra m2(x) = αx su konstanta α.
Kadangi L(−∞) = 0, tai ǐs čia randame

m1(x) = m1(0)e−αx, α > 0,

L(x) =
c1

|x|α , c1 > 0, α > 0, x < 0.

Kadangi integralas

∫ 0

−1

x2dL(x) = c1α

∫ 1

0

x1−αdx

turi konverguoti, tai α < 2. Galutinai gauname

(5) L(x) =
c1

|x|α , c1 ≥ 0, 0 < α < 2.

Analogǐskai galima gauti

(6) L(x) = − c2

xα′ , c2 ≥ 0, 0 < α′ < 2, x > 0.

Paėme
↪
(3) lygybėje a1 = a2 = 1 ir pasinaudoje

↪
(5), (6), gausime

(7) aα = 2, aα′ = 2.

Todėl α = α′. Paėme
↪
(2) lygybėje a1 = a2 = 1, randame, kad

σ2(a2 − 2) = 0.
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Jei funkcija L(x) bent vienoje pusašėje nelygi nuliui, tai pagal (7)
a2 6= 2. Vadinasi, σ = 0. Antra vertus, jei σ 6= 0, tai a2 = 2, taigi
L(x) ≡ 0.

Taigi Levi formulėje arba

L(x) =
c1

|x|α , x < 0, L(x) = − c2

xα
, x > 0,

c1 ≥ 0, c2 ≥ 0, c1 + c2 > 0, 0 < α < 2, σ = 0,

arba
L(x) ≡ 0.

Sa
↪
lygos pakankamumas yra trivialus. ¤

Stabiliu
↪
ju

↪
dėsniu

↪
charakteristines funkcijas galima ir kitaip užra-

šyti. Tam reikės integralus ju
↪
kanoninėje ǐsraǐskoje ǐsreikšti elemen-

tariosiomis funkcijomis.

2 teorema. Funkcija f yra stabili charakteristinė funkcija tada
ir tik tada, kai ji yra pavidalo

f(t) = exp
{
iγt− c|t|α(

1− iβω(t, α) · signt
)}

;

čia α, β, γ, c yra realios konstantos, c ≥ 0, 0 < α ≤ 2, −1 ≤ β ≤ 1,
ir

ω(t, α) =





tan π
2 α, kai α 6= 1,

2
π ln |t|, kai α = 1.

P a s t a b a. Kai α = 1 ir t = 0, paskutini
↪
f ǐsraǐskos nari

↪
laikome

lygiu 0.

I
↪
r o d y m a s . Naudosimės 1 teoremoje rasta funkcijos L(x)

ǐsraǐska.
1. Tarkime, 0 < α < 1. Integralas

∫

R,x6=0

x

1 + x2
dL(x)
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yra baigtinis. Todėl

ln f(t) = iγ′t + αc1

∫ 0

−∞

(
eitx− 1

) dx

|x|1+α
+ αc2

∫ ∞

0

(
eitx− 1

) dx

x1+α
.

Tegul t > 0. Pakeite
↪
kintamuosius, gausime

ln f(t) = iγ′t+αtα
(

c1

∫ ∞

0

(
e−ix−1

) dx

x1+α
+c2

∫ ∞

0

(
eix−1

) dx

x1+α

)
.

Funkcija

(8)
eix − 1
x1+α

yra analizinė kompleksinėje plokštumoje, perpjautoje pagal neigiama
↪

pusaše
↪
. Imkime du integravimo kelius (žr. 1 brėž.). Tarkime, 0 <

r < R. Kontūras K bus
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0 r RI1

I4

I2
I3

iR

ir

1 br.

realiosios ašies atkarpa nuo r iki R. Kitas kontūras bus sudarytas ǐs
triju

↪
daliu

↪
K1 ∪K2 ∪K3; čia K1 — apskritimo su centru koordinačiu

↪
pradžioje ir spinduliu r lankas nuo realiosios iki menamosios ašies,
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K2 — menamosios ašies atkarpa nuo ir iki iR, K3 — apskritimo su
centru koordinačiu

↪
pradžioje ir spinduliu R lankas nuo menamosios

iki realiosios ašies. Pagal Koši teorema
↪
(8) funkcijos integralas abiem

kontūrais bus tas pats. Kai r → 0, integralas kontūru K2 konverguos
i
↪
nuli

↪
. Kai R →∞, integralas kontūru K3 taip pat konverguos i

↪
nuli

↪
.

Atitinkamai pakeite
↪
integravimo kintama

↪
ji
↪
, gausime

∫ ∞

0

(
eix − 1

) dx

x1+α
=

∫ i∞

0

(
eix − 1

) dx

x1+α
= e−iαπ/2G(α);

čia

G(α) =
∫ ∞

0

(
e−x − 1

) dx

x1+α
< 0.

Analogǐskai ∫ ∞

0

(
e−ix − 1

) dx

x1+α
= eiαπ/2G(α).

Todėl, kai t > 0,

ln f(t) = iγ′t + αG(α)tα
(
(c1 + c2) cos

π

2
α + i(c1 − c2) sin

π

2
α
)

=

= iγ′t− ctα
(
1− iβ tan

π

2
α
)
;

čia
c = −αG(α)(c1 + c2) cos

π

2
α ≥ 0,

β =
c1 − c2

c1 + c2
, |β| ≤ 1.

Kai t < 0,

ln f(t) = ln f(−t) = −iγ′(−t)− c(−tα)
(
1− iβ tan

π

2
α
)

=

= iγ′t− c|t|α
(
1− iβ tan

π

2
α
)
.

Vadinasi, visiems t

ln f(t) = iγ′t− c|t|α
(
1− iβ tan

π

2
α · sgnt

)
.
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2. Tarkime 1 < α < 2. Levi formule
↪
dabar perrašysime pavidalu

ln f(t) = iγ′′t + c1α

∫ 0

−∞

(
eitx − 1− itx

) dx

|x|1+α
+

+ c2α

∫ ∞

0

(
eitx − 1− itx

) dx

x1+α
.

Kai t > 0, randame

ln f(t) = iγ′′t + αtα
( ∫ ∞

0

(
e−ix − 1 + ix

) dx

x1+α
+

+ c2

∫ ∞

0

(
eix − 1− ix

) dx

x1+α

)
.

Integruodami funkcija
↪

e−ix − 1 + ix

x1+α

tuo pačiu kontūru kaip ir anksčiau, gausime
∫ ∞

0

(
e−ix − 1 + ix

) dx

x1+α
= e−iαπ/2H(α),

∫ ∞

0

(
eix − 1− ix

) dx

x1+α
= eiαπ/2H(α);

čia
H(α) =

∫ ∞

0

(
e−x − 1 + x

) dx

x1+α
> 0.

Samprotaudami taip pat kaip ir anksčiau, gausime visiems t

ln f(t) = iγ′′t− c|t|α(
1− iβ tan

π

2
α · sgnt

)
,

c = −αH(α)(c1 + c2) cos
π

2
α ≥ 0,

β =
c1 − c2

c1 + c2
, |β| ≤ 1.
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3. Dabar tirsime atveji
↪
α = 1. Iš pradžiu

↪
imsime t > 0. Kadangi

∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx =

π

2
,

tai
∫ ∞

0

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
dx

x2
=

=
∫ ∞

0

cos tx− 1
x2

dx + i

∫ ∞

0

(
sin tx− xt

1 + x2

)dx

x2
=

= −π

2
t + it lim

ε→0

( ∫ ∞

ε

sin tx

x2
dx− t

∫ ∞

ε

dx

x(1 + x2)

)
=

= −π

2
t + it lim

ε→0

(
− t

∫ εt

ε

sin x

x2
dx+

+ t

∫ ∞

ε

( sin x

x2
− 1

x(1 + x2)

))
dx =

= −π

2
t + it

∫ ∞

0

(
sin x

x2
− 1

x(1 + x2)

)
dx− it lim

ε→0

∫ εt

ε

dx

x
=

= −π

2
t− it ln t + itΓ,

kai

Γ =
∫ ∞

0

(
sin x

x2
− 1

x(1 + x2)

)
dx.

Samprotaudami kaip ir anksčiau, galutinai gausime visiems t

ln f(t) = iγ′t− c|t|
(
1− iβ

2
π

ln |t| · sgnt
)
;

čia
c = (c1 + c2)

π

2
, β =

c1 − c2

c1 + c2
, |β| ≤ 1. ¤
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3. NORMAVIMO KONSTANTOS. TRAUKOS SRITYS

Priminsime lėtai kintančiu
↪
funkciju

↪
sa

↪
vokas.

Apibrėžta visiems x ≥ 0 teigiama funkcija h(x) yra vadinama lėtai
kintančia, jei visiems t > 0

h(tx)
h(x)

→ 1,

kai x →∞.

P a v y z d ž i a i. 1. h(x) = | ln x|α, α ∈ R.

2. h(x) = exp
{√

ln x
}
.

Analogǐskai apibrėžiamos ir natūraliojo argumento lėtai kintančios
funkcijos. Funkcija h(n) > 0 vadinama lėtai kintančia, jei visiems
natūraliesiems k

h(kn)
h(n)

→ 1,

kai n →∞.

Tegul X1, X2, . . . yra vienodai pasiskirste
↪

nepriklausomi atsitik-
tiniai dydžiai, Sn = X1 + . . . + Xn, F– dydžiu

↪
Xk pasiskirstymo

funkcija, f — ju
↪
charakteristinė funkcija.

1 teorema. Jei normuotos sumos

Sn − bn

an
,

an > 0, pasiskirstymo funkcija konverguoja i
↪

neǐssigimusi
↪

stabilu
↪
ji
↪

dėsni
↪
su rodikliu α, tai

an = n1/αh(n);

čia h(n) yra lėtai kintanti funkcija.

I
↪
r o d y m a s . Normuotos sumos charakteristinė funkcija yra

fn

(
t

an

)
e−itbn/an .
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Iš teoremos sa
↪
lygu

↪

(1)
∣∣∣∣fn

(
t

an

)∣∣∣∣ = e−c|t|α(
1 + o(1)

)
;

čia liekamasis narys konverguoja nulin tolygiai, kai t priklauso bet
kuriam fiksuotam baigtiniam intervalui. Tarkime, kad k yra bet kuris
natūralusis skaičius. Tada

(2)
∣∣∣∣fkn

(
t

akn

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣fn

(
t

an

an

akn

)∣∣∣∣
k

= e−c|t|α(
1 + o(1)

)

Parodysime dabar, kad seka an/akn (n = 1, 2, . . .) yra aprėžta. Tarki-
me, kad yra ne taip. Tada būtu

↪
galima rasti seka

↪
{nj} su sa

↪
lyga

aknj

anj

→ 0,

kai nj →∞. I
↪
state

↪
i
↪
(2) n = nj , t = aknj /anj , gautume

∣∣∣∣fknj

(
1

anj

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣fnj

(
aknj

anj

1
aknj

)∣∣∣∣
k

.

Kairėje reǐskinys konverguotu
↪

pagal (1) i
↪

e−kc, o dešinėje — i
↪

1.
Gautume neteisinga

↪
lygybe

↪
e−kc = 1. Vadinasi, seka

{
an/akn

}
yra

aprėžta.
Iš (1) ir (2) gauname

e−c|t|α(
1 + o(1)

)
= e−ck|t|α(an/akn)α(

1 + o(1)
)
.

Pastaroji lygybė yra teisinga tik tada, kai

lim
n→∞

k
( an

akn

)α

= 1,

tai yra,
lim

n→∞
akn

an
= k1/α.
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Pažymėje
↪

an = n1/αh(n),

gauname

lim
n→∞

(kn)1/αh(kn)
n1/αh(n)

= k1/α.

Iš čia

lim
n→∞

h(kn)
h(n)

= 1. ¤

Baigdami kalbėti apie stabiliuosius dėsnius, paminėsime, kad egzis-
tuoja atskiru

↪
dėmenu

↪
ir ribinės pasiskirstymo funkcijos ryšys. Nusa-

kysime ji
↪
. Mums pravers naujas terminas.

Jei, parinkus normuojančias konstantas an ir bn, normuotu
↪
sumu

↪
(Sn−bn)/an pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i

↪
pasiskirsty-

mo funkcija
↪

G, tai sakome, kad funkcija F priklauso funkcijos G
traukos sričiai. Iš 1.2 teoremos ǐsplaukia, kad tik stabilūs dėsniai turi
traukos sritis.

2 teorema. Pasiskirstymo dėsnis F priklauso stabilaus dėsnio su
rodikliu α, 0 < α < 2, traukos sričiai tada ir tik tada, kai

F (x) =





c1+o(1)
|x|α h(|x|), x < 0,

1− c2+o(1)
xα h(x), x > 0

ir |x| → ∞. Čia h(x) yra lėtai kintanti funkcija, o c1 ir c2 —
neneigiamos konstantos, c1 + c2 > 0.

Ši teorema neapima normaliojo dėsnio. Suformuluosime atskira
↪

teorema
↪
.

3 teorema. Pasiskirstymo funkcija F priklauso normaliojo dėsnio
traukos sričiai tada ir tik tada, kai tenkinama viena ǐs sa

↪
lygu

↪
:

1o F turi baigtine
↪
dispersija

↪
;

2o kai x > 0,

1− F (x) + F (−x) =
h(x)
x2

;

čia h yra lėtai kintanti funkcija.

Šiu
↪
teoremu

↪
i
↪
rodymus galima rasti knygose [5], [6].


