V. SKYRIUS. STABILIEJI DESNIAI

STABILIUJU DESNIU SAVOKA

Sakysime, kad pasiskirstymo désnis yra stabilus, jei bet kuriems
teigiamiems aj, ag ir realiesiems by, by galime rasti teigiama skaiciu a
ir realuji skaiciu b su salyga, kad

(1) F(ayx + b1) * F(agx + b)) = F(ax + b)

visiems realiesiems x. Cia * reiskia funkciju sasiika. To désnio
charakteristine funkcija taip pat vadinsime taip pat stabiliqja. Perra-
Sysime (1) lygybe charakteristiniu funkciju terminais:

efitbl/alf(ail> .efitbz/azf(aiQ) _ efitb/af<£).

Vadinasi, bet kuriems teigiamiems «; ir ay egzistuoja realusis skaic¢ius
B ir teigiamas skaicius a su salyga

(2) Flaat) flast) = e f(at).

Nesunku suvokti, kad i$ ¢ia galima gauti (1). Todél stabiluji désni
galime apibrézti ir charakteristiniu funkcijy terminais, naudodamiesi
(2) lygybe.

Pavyzdziai. 1. ISsigimes désnis su charakteristine funkcija

eiat .

2. Normalusis désnis su charakteristine funkcija

eiatf %02152
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1 teorema. Stabilieji désniai priklauso klasei N.

Irodymas. (2) formuléje imkime

at = 0= 2L, 0= 22
Gausime
Fu) = =71 f(au) faru) = f(au)fa(u);
Cia

fa(u) = e‘wﬁ/“f(alu)

yra charakteristiné funkcija. Lieka pasinaudoti IV.1.4 lema. 0O

Is Sios teoremos iSplaukia, kad stabilus desniai yra ir neapréztai
daliis, nes tokie yra IN klasés désniai.

2 teorema. Tarkime, X1, Xs, ... yra vienodai pasiskirste, neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai,

Spn=X1+...+ X,.

Normuoty sumuy (S, —by,)/an su parinktomis konstantomis a, > 0, by,
skirstiniy ribiniy désniu klasé silpno konvergavimo prasme sutampa
su stabiliujy désniu klase.

Irodymas. 1. Tarkime, kad F' yra stabili pasiskirstymo
funkcija, f — ja atitinkanti charakteristiné funkcija. Sakykime, dy-
dziai X}, pasiskirste pagal F'. Tada sumos S,, charakteristiné funkcija
yra f"(t). Pagal stabilumo apibrézima egzistuoja teigiami skaiciai a,,
ir realieji b,, su salyga

Fr(t) = et fant).

Normuotos sumos (S, — by,)/a, charakteristiné funkcija yra

e—itbn/anf’fb(i) = f(t).

27
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Taigi ribinis désnis yra stabilus.

2. Tarkime, kad normuotos sumos (S, —by,)/ay, ribiné pasiskirsty-
mo funkcija yra F. Ja galime laikyti neiSsigimusia, nes issigimes
désnis yra stabilus. Pazymékime f charakteristine funkcija, atitinkan-
¢ia F'. Tarkime, g yra kiekvieno i§ atsitiktiniu dydziy Xj charakte-
ristiné funkcija. Tada

—1 Apn M 3
3) e itfengr (=

Qn

)=

visiems ¢ € R.

Irodysime, kad a,, — co. Tarkime, kad taip néra. Tada egzistuoja
natiiraliyju skaiciu seka ny (k = 1,2,...) su salyga a,, — a, kai
k — 00, 0 a yra baigtinis skai¢ius. Galime rasti toki § > 0, kad
f(at) #0, kai |t| < 4. Is (3) isplaukia

l9()] = | f(at) +ex]/™;

¢ia e, — 0. Kai 6 > 0 yra pakankamai mazas ir |t| < §, gauname

lg(t)| = 1.

18 IV.1.3 lemos
l9(2t)| =1,

kai |¢| < . Taip samprotaudami ir toliau, gauname
lg(t)[ =1

visiems ¢ € R. Taciau tada ir |f(¢)| = 1. Tai priestarauja prielaidai,
kad ribinis désnis yra neiSsigimes.
Kadangi a,, — oo, tai i§ ¢g(t) tolydumo isplaukia

t
g(—) —1
Qn
tolygiai visiems t i§ bet kurio fiksuoto baigtinio intervalo. Vadinasi,

atsitiktiniai dydziai Xy/a, (k = 1,...,n) yra nykstami. Todeél f
priklauso klasei N. 1§ IV.1.2 lemos isplaukia, kad

Ap+1
Qp

— 1,



124

kai n — oo.

Tarkime, kad c¢; ir ¢y yra bet kurie teigiami skaiciai, dy ir do —
bet kurie realieji skaiciai. Egzistuoja tokia sveikuju teigiamu skaiciu
seka m,, (n=1,2,...), kad

am

n

C1

G C2

Is tikryju kiekvienam natiraliajam skaiciui n pazymékime m,, di-
dziausia k su salyga
ag C1
=<
Qnp C2
Tada
am, < c1 < amn-&-l.

[£2% C2 Qp
I ¢ia iSplaukia norimas teiginys.
Pazymékime

1
Qp = ApCy, ﬂn = ?(anbn + amnbmn + andi + amnd2)~
n

Tada

a 1 n a 1 n—+my
”(Zxk—bn—d1)+m"( > Xk—bmn—dz):
Qpn \ n P On \ Am, [

n+mn

1

Pagal 1.2.1 teorema kairiosios pusés pirmo ir antro démenu pasiskirs-
tymo funkcijos konverguoja i F'(ciz + dy) ir F(cox + d2). Todél
desinéje esantis reiskinys turi ribine pasiskirstymo funkcija

F(Cll‘ + dl) * F(CQ$ + dg)
Antra vertus, desiniosios pusés pasiskirstymo funkcija pagal ta pacia

I.2.1 teorema gali konverguoti tik i F(ax + b) su tam tikrais
airdb. O
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2. STABILIUJU DESNIU CHARAKTERISTINIU
FUNKCIJU KANONINE ISRAISKA

Dabar jau esame pasirenge rasti stabiliyju désniy charakteristiniu
funkciju kanonine israiska. Mums pravers paprastas teiginys i§ mate-
matinés analizés.

Lema. Jei monotoniska funkcija w(x) yra apibrézta visiems re-
aliesiems x ir tenkina funkcine lygt;

w(zy + x2) = w(zr) + w(xs),
tai ji yra pavidalo w(x) = Ax su konstanta A.

Irodymas. I pradziu gauname w(0) = w(040) = 2w(0). I§ ¢ia
w(0) = 0. I8 lygybeés w(z+(—z)) = w(0) = 0 turime w(—z) = —w(z).
Jei p yra sveikasis skaicius, tai, pavartoje matematine indukcija, gau-
name w(px) = pw(x). 1§ ¢ia turime quw(xz/q) = w(x) visiems sveikie-
siems ¢. Pagaliau gauname, kad w(xp/q) = p/qw(x) visiems sveikie-
siems p, ¢. I8 ¢ia visiems racionaliesiems skai¢iams r gauname w(r) =
rw(1). Pazyméje A = w(1), turime w(r) = Ar.

Parodysime, kad ir visiems realiesiems skai¢iams teisinga ta ly-
gybé. Jei x yra bet kuris realusis skai¢ius, visada galime rasti du
kiek norima artimus jam racionaliuosius skai¢ius 7,72 su salygomis
r1 < x < ro. Jei funkcija w yra nemazéjanti, tai w(r;) < w(x) <
w(ry), t. y. Ary < w(z) < Arg; kai w yra nedidéjanti, tai Arqy >
w(x) > Are. Abiem atvejais leisdami racionaliesiems skai¢iams rq
artéti i = i kaires, o racionaliesiems ry — i$ deSinés, pirmuoju atveju
gauname Az < w(x) < Az, antruoju — Az > w(z) > Az. Vadinasi,
w(z) =Az. O

1 teorema. Neapréztai dali charakteristiné funkcija yra stabili
tada ir tik tada, kai jos Levi spektriné funkcija L(x) ir neneigiama
konstanta o Levi formuléje tenkina vienq is tokiu salygu:

1° L(z) =0,
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L(z) = —£, kai z > 0,
r0<a<2,¢,2>0,c02>0,c1+co>0.
P astaba. Skai¢ius o yra vadinamas stabiliojo désnio rodikliu.

Irodymas. Pagal stabilios charakteristinés funkcijos apibrézi-
ma, bet kuriems teigiamiems a; ir ap galime rasti toki teigiama a ir

realu b, kad
(1) flart) f(ast) = e f(at).

Pagal Levi formule

1
In f(t) = il't — —o?t> + / u(z, t)dL(x);
2 R,z#0

itx

ite
11— —-.
1+ 22

u(z,t) =e
I§ ¢ia taip pat
1
In f(at) = iTat — —o%a*t* + / u(z, at)dL(x).
2 R,xz#0
Kaip ir irodydami IV.2 skyrelio teorema, pakeite ax = y, gauname
1
In f(at) = ilat — 502a2t2 +/

[ (st -

1
=it — —02a®t® + / u(y,t)dL(g);
2 R,y#0 a

¢ia dél trumpumo pazymeéjome
3

Fazra+(1—a2)/ Y dL(y).

Ry0 (@ +y2)(1+y?) a

Lygiai taip pat
1
In f(at) = ilq,t — iaza%tQ + / u(y,t)dL(—)7
R,y#0

1
In f(agt) = ilq,t — iazath + / u(y,t)dL(i)
R,y#0
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Istate Siuos reigkinius i (1) ir pasinaudoje neapréztai daliy désniy
iSraiskos Levi formule vienatimi, gauname

(2) o*(a® — af —a3) =0,

o (2)-1(2)1(2)

Spresime (3) funkcine lygti. Tirsime ja, kai y < 0. Tarkime, L(y)
néra tapatingai lygi nuliui, kai y < 0. Imkime

m(z) =L(—€"), —oo <z < o0.

Is (3) isplaukia, jog kiekvieniem dviem realiesiems skai¢iams A ir Ag
galima rasti A = A(A1, A2) su salyga

m(x + A) =m(z+ A1) + m(z + A2).
Is ¢ia bet kuriems realiesiems Aq, ..., A\, gauname
m(x+AN)=m(z+)+...+m(z+ \,)
su tam tikru A. Atskiru atveju, kai Ay = Ao =... =\, =0,
m(z + A(n)) = nm(z).

Perrasykime $ia lygybe
Pazymeéje
gausime

%m(m) = m(m—&—)\(%)).

Paéme bet kuri racionalyji skai¢iu p/q ir pazymeéje

/\(g) = Ap) + /\(3)7
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gausime
gm(x) = pm(m + A(é)) = m(m + )\(é + A(p))) =
(4) :m<x+>\(§>).

Kadangi funkcija L(u) nemazéja intervale (—oo,0), tai funkcija m(x)
nedidéja visoje realiuju skaiGiu tieséje (—o0,00). Todeél funkcija
A(p/q), apibrézta racionaliyju skaic¢iy aibéje, yra nedidéjanti. Vadi-
nasi, visiems v egzistuoja ribos

Av—0)= lim )\(g), Av+0)= lim )\(I—)).

L—v—0 L—v+0 q
Is (4) gauname, kad visiems v > 0
A(v —0) = A(v+0) = A(v).

Kadangi funkcija m(x) yra tolydi is kairés visiems z, tai i$ (4) isplau-
kia taip pat, kad visiems v > 0 funkcija m(z) tenkina lygti

vm(z) = m(z + A(v)),

kurioje A(v) yra nedidéjanti tolydi funkcija. I8 ¢ia lengva gauti, kad

A(v) perbéga visa realiyju skaiciy tiese, kai v kinta nuo 0 iki cc.
Pagal miisy prielaida L(z) néra tapatingai lygi 0, kai z < 0. Todeél

ir m(x) néra tapatingai lygi 0. Nesiaurindami bendrumo, galime

laikyti m(0) # 0 (priesingu atveju galétume pastumti koordinaciy

pradzia). Imkime

m(z)

m(0)

Tarkime, x; ir x5 yra bet kurie skaic¢iai. Parinkime vy ir v taip, kad

my(z) =

/\(1)1) =T, )\(’Uz) = T2.
Tada i§ lygybiu

vym(0) = m(x1), wvam(0) =m(xzz2), wvom(z1)=m(x1 + x2)
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funkcijai my (z) gausime funkcine lygti
ml(xl + 332) = m1(331) ml(ﬂi‘g).
Kadangi mi(z) yra nedidéjanti funkcija, tapatingai nelygi 0, tai i$
funkecinés lygties iSplaukia mq(z) # 0 visiems z. Imkime mq(x) =
Inmy(x). Funkcija ma(z) yra monotoniska ir tenkina lygti
mQ(zl + 1172) = m2(:1:1) + mQ(JCQ).

Is skyrelio pradzioje irodytos lemos iSplaukia, kad vienintelis mono-
toniskas tos lygties sprendinys yra mo(z) = ax su konstanta c.
Kadangi L(—oc0) = 0, tai i§ ¢ia randame

mi(x) =m1(0)e”*, a >0,

o
|

0 1
/ 22dL(z) = cla/ 1%z
—1 0

turi konverguoti, tai a < 2. Galutinai gauname

L(z) =

Kadangi integralas

c1 >0, a>0, x <O0.

(5) L(ac):c—1 c1>0, 0<a<?2.

x|
Analogiskai galima gauti

(6) L) =2, ¢,>0,0<a <2, a>0.
xa

Paéme (3) lygybéje a; = ag = 1 ir pasinaudoje (5), (6), gausime
(7) a® =2, a* =2.
Todél a = o'. Paéme (2) lygybéje a1 = ag = 1, randame, kad

o?(a? —2) = 0.
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Jei funkcija L(z) bent vienoje pusaséje nelygi nuliui, tai pagal (7)
a? # 2. Vadinasi, 0 = 0. Antra vertus, jei o # 0, tai a? = 2, taigi
L(z) =0.
Taigi Levi formuléje arba
L) = =, <0, L(x) = ——2, >0,
x

el

c120,c220,c1+c2>0,0<a<2, 0=0,

arba
L(z) = 0.

Salygos pakankamumas yra trivialus. [

Stabiliyju désniu charakteristines funkcijas galima ir kitaip uzra-
Syti. Tam reikés integralus ju kanoninéje israiskoje isreiksti elemen-
tariosiomis funkcijomis.

2 teorema. Funkcija f yra stabili charakteristiné funkcija tada
ir tik tada, kai 31 yra pavidalo

f(t) = exp {int — c[t|*(1 — iBw(t, ) - signt) };

dia a, 8,7, c yra realios konstantos, ¢ > 0, 0 < a <2, -1 <3< 1,

ir
tan S, kai o # 1,

w(t,a) =
2nt), kaia=1.

Pastaba. Kaia=1irt =0, paskutini f iSraiskos narj laikome
lygiu 0.
Itodymas. Naudosimés 1 teoremoje rasta funkcijos L(z)

iSraiska.
1. Tarkime, 0 < a < 1. Integralas

x
——dL(z
-/R,x;aéo 1 +l‘2 ( )
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yra baigtinis. Todél

0

) dx RV dz
ite ite
(e —1)r|1+a +a02/0 (e —1) ita

Tegul t > 0. Pakeite kintamuosius, gausime

. « > —ixT da = i dx
Inf(t) =iyt+at (Cl/o (e _1)W+02/0 (e _1)$1+a>'

Funkcija

In f(t) = iyt + ac /

—00

e — 1
(8) Tolta

yra analiziné kompleksinéje plokStumoje, perpjautoje pagal neigiama
pusase. Imkime du integravimo kelius (zr. 1 bréz.). Tarkime, 0 <
r < R. Kontiras K bus

iR
I3 I
i
Iy
0 r I R
1 br.

realiosios aSies atkarpa nuo r iki R. Kitas kontiiras bus sudarytas is
triju daliy K; U Ky U K3; ¢ia K1 — apskritimo su centru koordinaciy
pradzioje ir spinduliu r lankas nuo realiosios iki menamosios asies,
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K5 — menamosios asies atkarpa nuo ér iki +R, K3 — apskritimo su
centru koordinaciu pradzioje ir spinduliu R lankas nuo menamosios
iki realiosios asies. Pagal Kosi teorema (8) funkcijos integralas abiem
konturais bus tas pats. Kai r — 0, integralas konturu K» konverguos
inuli. Kai R — oo, integralas konttiru K3 taip pat konverguos i nulj.
Atitinkamai pakeite integravimo kintamaji, gausime

* T dx o0 i dx —iam
/0 (e —1)W:/O (e —1)x1+a:e /QG(oz);

I dx

Analogiskai

0o
A (e—ix _ 1) mclifa — eicwr/QG(a).

Todeél, kai t > 0,

In f(t) = i7"t + aG(a)t* ((c1 + c2) cos goz +i(c1 — o) sin ga) =

=iyt —ct*(1 —iftan ga);

cia -
¢ = —aG(a)(c + ¢2) cos 5@ >0,
€1 —C2
= .18 < 1.
B=922 i<
Kait <0,

In f(t) = In F(—1) = —in/ (—t) — c(fta)<1 — iBtan ga> -

=in't — c|t|® (1 —iBtan ga).
Vadinasi, visiems ¢

In f(t) =iyt — c|t|* (1 — i tan ga . sgnt).
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2. Tarkime 1 < v < 2. Levi formule dabar perrasysime pavidalu

0
; d
In f(t) = iv"t + cloz/ (" —1— itx)m%—i—

— 00
Rl dx
t .
+CQC¥A (esz].*ltx)m.

Kai t > 0, randame
In f(t) ="t + ot® h (e7™ -1+ z‘x)d—er
= o rlto

+62/0 (e —l—zx)xHa).

Integruodami funkcija

e — 1 +ix
xl-&-a

tuo paciu konttru kaip ir anks¢iau, gausime

. . dx e
/0 (e ZJ”—1—i—wc)gcl+a = e 2 [ (),

/0 (elz_l_lx)xilfa :eiOéﬂ'/QH(a);

e d
H(a)z/o (e_r—l—&—x)xl%>0

Samprotaudami taip pat kaip ir anks¢iau, gausime visiems ¢
- 1 [e] - ™
In f(t) =iyt — c[t|* (1 — i tan §a~sgnt),

¢ = —aH(a)(er + ¢2) cos ga >0,

€1 — C2

Cl+62
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3. Dabar tirsime atveji a = 1. IS pradziu imsime ¢ > 0. Kadangi

/Oolfcosx T
=g
0 X 2

“ ite itr '\ dx
_1_7 _ =
/0 (e 1+x2>x2
/Oocost:r—ld +,/°°<. . xt )dx
= —  —dr+i sinty — —— | — =
0 22 0 1+ 22/ 22
Wt—i—'tl' /oo sintaﬁd t/‘x’ dx
= ——t+itlim ——dx — — | =
2 e—o\ J. a2 . x(l+22)
™ . et singz
= ——t+ditlim | —t 3 dx+
2 e—0 c €T
* ssinx 1
+t ( — ) dx =
/E x? x(1+ 22) )
ﬂ-t—i— ,t/oo sinz 1 d i et dx
=——t+1 — x — it lim — =
2 0 x? z(1 4 2?) =0 ), =

- —gt—itlntwLitF,

* /sinx 1
r— _ .
/o < 2 x<1+x2>>d”"

Samprotaudami kaip ir anksc¢iau, galutinai gausime visiems ¢

tai

kai

2
o ! _ _ . = . .
In f(t) =it — |t| (1 zﬂﬂ In |¢] sgnt),

€1 — C2

Vs
c=(c1+c)=, B , |pI<1. O

[\]

Cl+62
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3. NORMAVIMO KONSTANTOS. TRAUKOS SRITYS

Priminsime létai kintanciu funkciju savokas.
Apibrézta visiems x > 0 teigiama funkcija h(z) yra vadinama létai
kintancia, jei visiems ¢t > 0

kai x — oo.
Pavyzdziai 1. h(z)=|lnz|* aeR.
2. h(z) = exp {VInz}.

Analogiskai apibréziamos ir nattraliojo argumento létai kintancios
funkcijos. Funkcija h(n) > 0 vadinama létai kintancia, jei visiems
naturaliesiems &

h(kn) Y
h(n)
kai n — oo.
Tegul X3, Xo,... yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitik-

tiniai dydziai, S, = X1 + ... + X,,, F— dydziu X}, pasiskirstymo
funkcija, f — ju charakteristiné funkcija.

1 teorema. Jei normuotos sumos

S, — by,
ay

an > 0, pasiskirstymo funkcija konverguoja i neissigimuss stabiluji
désng su rodikliu o, tai

p = nl/o‘h(n);
¢ia h(n) yra létai kintanti funkcija.

Irodymas. Normuotos sumos charakteristiné funkcija yra

fn <t> efitb”/an )
Gnp
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IS teoremos salygu

(1)

m (t) ‘ =e M (14 0(1));

an

Cia liekamasis narys konverguoja nulin tolygiai, kai ¢ priklauso bet
kuriam fiksuotam baigtiniam intervalui. Tarkime, kad k yra bet kuris
naturalusis skaic¢ius. Tada

nf 1 nf t an
)
Akn Ap Akn
Parodysime dabar, kad seka a,, /ak, (n = 1,2,...) yra aprézta. Tarki-
me, kad yra ne taip. Tada butu galima rasti seka {n;} su salyga

k

(2) = e " (14 0(1))

ak’ﬂj
Qn

— 0,

J

kai n; — co. Istate i (2) n = ny, t = agn,/an,, gautume

)
anj anj aknj

Kairéje reiskinys konverguotu pagal (1) i e *¢, o desinéje — i 1.
Gautume neteisinga lygybe e %¢ = 1. Vadinasi, seka {an /a;m} yra
aprezta.

Is (1) ir (2) gauname

k

e—cltl® (1 + 0(1)) — e CckIt[% (an/akn)® (1 + 0(1)).

Pastaroji lygybé yra teisinga tik tada, kai

lim k(”—”)a —1,

tai yra, "
. k
lim —2 = g/,
n—0o0 (A
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Pazymeéje
an = n*’*h(n),
gauname
(k) Voh(kn)
lim ——%— L = g/,
nL»H;o nl/ah(n)
IS cia Wik
m 200 g
we i)

Baigdami kalbéti apie stabiliuosius désnius, paminésime, kad egzis-
tuoja atskiry démeny ir ribinés pasiskirstymo funkcijos rysys. Nusa-
kysime ji. Mums pravers naujas terminas.

Jei, parinkus normuojancias konstantas a,, ir b,, normuoty sumu
(Sn—bn)/an pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i pasiskirsty-
mo funkcija G, tai sakome, kad funkcija F' priklauso funkcijos G
traukos sriciai. 18 1.2 teoremos iSplaukia, kad tik stabiltus désniai turi
traukos sritis.

2 teorema. Pasiskirstymo désnis F' priklauso stabilaus désnio su
rodikliv o, 0 < a < 2, traukos sriciai tada ir tik tada, kai

atoMpz), <0,

Bl

F(z) =
1-— %Z(l)h(m), z>0

ir |x| — oco. Cia h(x) yra létai kintanti funkcija, o c¢i ir co —
neneigiamos konstantos, c; + co > 0.

Si teorema neapima normaliojo désnio. Suformuluosime atskira
teorema.

3 teorema. Pasiskirstymo funkcija F' priklauso normaliojo désnio
traukos sriciai tada ir tik tada, kai tenkinama viena is salygy:
1° F turi baigtine dispersija;
2° kai x > 0,
h(z)

;
)

1—F(x)+ F(—z) =
¢ia h yra létai kintanti funkcija.

Siy teoremu jrodymus galima rasti knygose [5], [6].



