
IV SKYRIUS. NORMUOTOS SUMOS

KLASĖ N

Gri
↪̌
sime prie atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
sumavimo teorijos klasikiniu

↪
už-

daviniu
↪
— normuotu

↪
sumu

↪
ribiniu

↪
pasiskirstymo dėsniu

↪
nagrinėjimo.

Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F priklauso klasei N, jei
egzistuoja tokia nepriklausomu

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
seka Xk (k =

1, 2, . . .), tokia teigiamu
↪
skaičiu

↪
seka an (n = 1, 2, . . .) ir tokia realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
seka bn (n = 1, 2, . . .), kad

(1)
1
an

n∑

k=1

Xk − bn

ribinė pasiskirstymo funkcija būtu
↪
F ir kiekvienam teigiamam ε

(2) max
1≤k≤n

P
( 1

an

∣∣Xk

∣∣ ≥ ε
)
→ 0.

Literatūroje galima rasti ir kitokiu
↪
tos klasės žymėjimu

↪
.

Dydžiai
Xk

an
(k = 1, . . . , n; n = 1, 2, . . .)

yra nykstami. Todėl klasės N dėsniai yra neaprėžtai dalūs. Mūsu
↪
ar-

timiausias tikslas – rasti tu
↪
dėsniu

↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
kanonine

↪
ǐsraǐska

↪
. Iš pradžiu

↪
i
↪
rodysime keleta

↪
pagalbiniu

↪
teiginiu

↪
.

1 lema. Jei atsitiktiniu
↪
dydžiu

↪
sekos Xn (n = 1, 2, . . .) pasiskirs-

tymo funkcijos silpnai konverguoja i
↪
pasiskirstymo funkcija

↪
F , o kita

atsitiktiniu
↪
dydžiu

↪
seka Yn (n = 1, 2, . . .) konverguoja pagal tikimybe

↪
i
↪

0: P (|Yn| ≥ ε) → 0, tai sumos Xn + Yn pasiskirstymo funkcijos
silpnai konverguoja i

↪
F .
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I
↪
r o d y m a s . Tai ǐs esmės yra I.5.3 lema. Pakanka joje paimti

X ′
n −Xn = Yn. ¤

2 lema. Tarkime, kad {an} yra teigiamu
↪
, {bn}— realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
,

o {Xn} — nepriklausomu
↪

atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪

sekos. Jei yra tenki-
nama (2) sa

↪
lyga ir (1) sumu

↪
pasiskirstymo dėsniai silpnai konverguoja

i
↪
neǐssigimusi

↪
dėsni

↪
, tai

an →∞,
an+1

an
→ 1.

I
↪
r o d y m a s . Pažymėkime atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
Xk charakteristines

funkcijas fk. Tada (1) sumos charakteristinė funkcija

φn(t) = e−ibnt
n∏

k=1

fk

( t

an

)
.

Jei f yra (1) sumos ribinio dėsnio charakteristinė funkcija, tai

φn(t) → f(t).

Tarkime, kad an 9∞. Tada ǐs sekos {an} galima ǐsskirti aprėžta
↪

poseki
↪

{
anm

}
, konverguojanti

↪
i
↪
baigtine

↪
riba

↪
a, kai m →∞. Imkime

fiksuota
↪
t. Pažymėkime tm = anmt. Tada tm → at, kai m → ∞. Iš

(2) sa
↪
lygos ir III.1.3 lemos

max
1≤k≤n

∣∣∣fk

( t

an

)
− 1

∣∣∣ → 0,

kai n →∞. Todėl bet kuriam k

∣∣fk(t)
∣∣ =

∣∣∣∣fk

(
tm
anm

)∣∣∣∣ → 1,

kai m →∞. Iš čia ǐsplaukia
∣∣fk(t)

∣∣ ≡ 1

ir
|f(t)| ≡ 1.
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Vadinasi, ribinė funkcija būtu
↪
ǐssigimusi. Gautume prieštara

↪
. Todėl

an →∞.
Iš (2) ir 1 lemos ǐsplaukia, kad sumos

1
an+1

n∑

k=1

Xk − bn+1 =
1

an+1

n+1∑

k=1

Xk − bn+1 − Xn+1

an+1

pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja i
↪
F . Pažymėje

↪
(1) sumos

pasiskirstymo funkcija
↪
Fn , gautume

P

(
1

an+1

n∑

k=1

Xn − bn+1 < x

)
= Fn(αnx + βn);

čia αn = an+1/an, βn = an+1/an · bn+1 − bn. Iš I.2.1 teoremos
ǐsplaukia

an+1

an
→ 1. ¤

3 lema. Kiekvienai charakteristinei funkcijai f

1− |f(2t)|2 ≤ 4(1− |f(t)|2).

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs I.2.1 lemos, nes |f |2 yra charakteristinė

funkcija. ¤

4 lema. Pasiskirstymo funkcija F su charakteristine funkcija f
priklauso klasei N tada ir tik tada, kai kiekvienam α ∈ (0, 1) egzis-
tuoja charakteristinė funkcija fα su sa

↪
lyga

(3) f(t) = f(αt)fα(t).

Be to, fα yra neaprėžtai dali.

I
↪

r o d y m a s . P a k a n k a m u m a s . Tarkime, kad
(3) sa

↪
lyga yra tenkinama. Parodysime, kad visoms realiosioms argu-

mento reikšmėms f nevirsta 0. Jei būtu
↪
f(2T ) = 0 ir f(t) 6= 0, kai

0 ≤ t < 2T , tai
fα(2T ) = 0



IV SKYRIUS. NORMUOTOS SUMOS 109

ir

(4) 1 = 1− |fα(2T )|2 ≤ 4(1− |fα(T )|2)

pagal 3 lema
↪
. Antra vertus, ǐs f tolydumo ǐsplaukia

fα(T ) =
f(T )
f(αT )

→ 1,

kai α → 1. Todėl (4) nebūtu
↪

teisinga visiems α, pakankamai ar-
timiems 1. Vadinasi, f negali virsti 0.

Tarkime, kad (3) sa
↪
lyga yra tenkinama. Imkime nepriklausomus

atsitiktinius dydžius X1, . . . , Xn su charakteristinėmis funkcijomis

φk(t) = f k−1
k

(kt) =
f(kt)

f((k − 1)t)
(k = 1, . . . , n).

Sumos (X1 + . . . + Xn)/n charakteristinė funkcija lygi

n∏

k=1

φk

( t

n

)
= f(t).

Kadangi f yra tolydi, tai

max
k

∣∣∣φk

( t

n

)
− 1

∣∣∣ → 0,

kai n →∞, vadinasi, visiems ε > 0

max
k

P
(|Xk| ≥ εn

) → 0.

Todėl F priklauso klasei N.

B ū t i n u m a s . Tarkime, kad X1, X2, . . . yra nepriklau-
somi atsitiktiniai dydžiai, an > 0, bn (n = 1, 2, . . .) — konstantos
su sa

↪
lyga, kad (1) sumu

↪
pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja

i
↪
F ir tenkinama (2) sa

↪
lyga. Galime sakyti, kad F yra neǐssigimusi

pasiskirstymo funkcija, nes tokioms funkcijoms (3) sa
↪
lyga yra tenki-

nama su ǐssigimusia charakteristine funkcija fα.
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Pažymėkime fk dydžio Xk charakteristine
↪

funkcija
↪
. Tada nor-

muotos sumos charakteristinė funkcija

gn(t) = e−ibnt
n∏

k=1

fk

( t

an

)
→ f(t).

Be to, f nevirsta 0, nes ji yra neaprėžtai dali. Pagal 2 lema
↪

an →∞, ,
an+1

an
→ 1.

Todėl kiekvienam teigiamam α < 1 egzistuoja sveiku
↪
ju

↪
skaičiu

↪
seka

{mn} su sa
↪
lygomis

mn →∞, n−mn →∞,
amn

an
→ α.

Perrašysime gn pavidalu

gn(t) = g(1)
n (t)g(2)

n (t);

čia

g(1)
n (t) = e−iαbmn t

mn∏

k=1

fk

(
amn

an

t

amn

)
,

g(2)
n (t) = e−it(bn−bmnα)

n∏

k=mn+1

fk

( t

an

)
.

Kadangi gn(t) → f(t), tai ǐs mn savybiu
↪

ǐsplaukia, kad g
(1)
n (t) →

f(αt). Todėl g
(2)
n (t) konverguoja i

↪
tolydžia

↪
funkcija

↪

fα(t) =
f(t)
f(αt)

.

Iš charakteristiniu
↪

funkciju
↪

ribiniu
↪

teoremu
↪

gauname, kad fα yra
charakteristinė funkcija.

Funkcija fα yra neaprėžtai dali, kadangi ji yra nepriklausomu
↪

nykstamu
↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
sumu

↪
ribinė charakteristinė funkcija. ¤
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2. KLASĖS N CHARAKTERISTINIU
↪

FUNKCIJU
↪

KANONINĖ IŠRAIŠKA

Dabar N klasės charakteristines funkcijas jau galėsime apibūdinti
ju

↪
Levi spektrinėmis funkcijomis. Mums dar reikia kai ka

↪
prisiminti

apie ǐskila
↪
sias funkcijas. Jei kuriame nors intervale funkcija H turi

savybe
↪
: visiems x ir y

1
2
(
H(x) + H(y)

) ≤ H
(x + y

2

)
,

tai sakome, jog ji yra ǐskila (ǐs viršaus). Tokia funkcija yra tolydi,
kiekviename taške turi ǐsvestines ǐs kairės ir dešinės, kurios yra ne-
didėjančios funkcijos.

Teorema. Neaprėžtai dali pasiskirstymo funkcija priklauso klasei
N tada ir tik tada, kai jos charakteristinės funkcijos Levi spektrinė
funkija L kiekviename taške x 6= 0 yra tolydi, turi ǐsvestine

↪
ǐs kairės

ir dešinės ir funkcija xL′(x) yra nedidėjanti; čia L′ reǐskia ǐsvestine
↪

ǐs kairės arba ǐs dešinės.

I
↪
r o d y m a s . 1. Naudosimės 1.4 lema. Tarkime, kad tiriamoji

funkcija yra ǐsreikšta Levi kanonine forma

f(t) = exp
{

iγt− 1
2
σ2t2 +

∫ ∞

−∞,x6=0

u(x, t)dL(x)
}

;

čia
u(x, t) = eitx − 1− itx

1 + x2
.

Kiekvienam α ∈ (0, 1) tirsime santyki
↪
f(t)/f(αt). Turime

f(αt) = exp
{

iαγt− 1
2
σ2α2t2 +

∫ ∞

−∞,x 6=0

u(x, αt)dL(x)
}

.

Kintama
↪
ji
↪
x keičiame i

↪
x/α:

f(αt) = exp
{

iαγt− 1
2
σ2α2t2 +

∫ ∞

−∞,x6=0

u
(x

α
, αt

)
dL

(x

α

)}
.
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Pointegralinei funkcijai suteiksime reikiama
↪
pavidala

↪
. Kadangi

u
(x

α
, αt

)
− u(x, t) = (1− α2)

itx3

(1 + x2)(α2 + x2)
,

tai
∫ ∞

−∞,x 6=0

(
u
(x

α
, αt

)
− u(x, t)

)
dL

(x

α

)
=

= (1− α2)it
∫ ∞

−∞,x6=0

x3

(1 + x2)(α2 + x2)
dL

(x

α

)
=

= α(1− α2)it
∫ ∞

−∞,y 6=0

y3

(1 + y2)(α2 + y2)
dL(y) = ic1t

ir

f(αt) = exp
{

iγ1t− 1
2
α2σ2t2 +

∫ ∞

−∞,x6=0

u(x, t)dL
(x

α

)}
;

čia γ1 = γα + c1. Gauname

f(t)
f(αt)

= exp
{

i(γ − γ1)t− 1
2
σ2(1− α2)t2+

+
∫ ∞

−∞,x6=0

u(x, t)d
(

L(x)− L
(x

α

))}
.

Jei f yra N klasės funkcija, tai

f(t)
f(αt)

pagal 1.4 lema
↪
yra neaprėžtai dali charakteristinė funkcija. Todėl ǐs

Levi kanoninės ǐsraǐskos ǐsplaukia, kad

L(x)− L
(x

α

)
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nemažėja pustiesėse x < 0 ir x > 0. Vadinasi, bet kuriems x1 ir
x2, x1 < x2, x1x2 > 0,

(5) L(x1)− L
(x1

α

)
≤ L(x2)− L

(x2

α

)
.

Atvirkščiai, ǐs (5) bet kuriems x1, x2, x1 < x2, x1x2 > 0, ir bet
kuriems α ∈ (0, 1) ǐsplaukia, kad funkcija L(x)−L(x/α) nemažėja ir
todėl fα(t) = f(t)/f(αt) yra charakteristinė funkcija.

Taigi (5) yra būtina ir pakankama sa
↪
lyga, kad funkcija f , kurios

spektrinė funkcija L, priklausytu
↪
klasei N.

2. Charakterizuosime funkcijas, tenkinančias (5) sa
↪
lyga

↪
. Pažymė-

kime

J(x) = −
∫ ∞

ex

dL(u) = L
(
ex

)
(−∞ < x < ∞).

Tarkime, kad (5) nelygybė tenkinama. Paėme joje x1 = ex−h, x2 =
ex, h > 0, α = e−h, gausime nelygybe

↪

J(x− h)− J(x) ≤ J(x)− J(x + h),

arba

J(x) ≥ 1
2

(
J(x + h) + J(x− h)

)
.

Todėl funkcija J yra ǐskila i
↪
viršu

↪
. Iš čia ǐsplaukia, kad J yra tolydi,

turi ǐsvestines ǐs kairės ir dešinės, kurios nedidėja. Kadangi

J ′(x) = exL′
(
ex

)
,

tai funkcija xL′(x) nedidėja, kai x > 0.

Tirdami funkcija
↪

J1(x) =
∫ −ex

−∞
dL(u) = L(−ex), (−∞ < x < ∞),

lygiai taip pat gauname, kad xL′(x) nedidėja, kai x < 0.
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3. Atvirkščiai, jei funkcija L bet kuriame taške x 6= 0 turi ǐsvestine
↪

ǐs kairės ir ǐs dešinės ir funkcija xL′(x) nedidėja, tai bet kuriam α ∈
(0, 1)

x

α
L′

(x

α

)
≤ xL′(x), jei x > 0,

x

α
L′

(x

α

)
≥ xL′(x), jei x < 0.

Jei x1 < x2, x1x2 > 0, tai

L
(x2

α

)
− L

(x1

α

)
=

∫ x2

x1

dL
(u

α

)
=

=
1
α

∫ x2

x1

L′
(u

α

)
du ≤

∫ x2

x1

L′(u)du = L(x2)− L(x1).

Todėl (5) sa
↪
lyga yra tenkinama. ¤

Iš i
↪
rodytosios teoremos turime, kad normalusis ir ǐssigime

↪
s dėsniai

priklauso klasei N, nes L ≡ 0. Tuo tarpu Puasono dėsnis tai klasei
nepriklauso, nes jo Levi spektrinė funkcija turi trūkio taška

↪
, kuris

nėra 0.

3. NORMUOTU
↪

SUMU
↪

PASISKIRSTYMU
↪

KONVERGAVIMAS I
↪
NORMALU

↪
JI

↪
DĖSNI

↪

Iš i
↪
vairiu

↪
galimu

↪
teoremu

↪
mes i

↪
rodysime tik keleta

↪
ju

↪
apie konver-

gavima
↪
i
↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
.

Kaip ir anksčiau, X1, X2, . . . laikysime nepriklausomais atsitik-
tiniais dydžiais. Ju

↪
pasiskirstymo funkcijas žymėsime F1, F2, . . .,

Sn = X1 + . . . + Xn,

Mn(a) =
n∑

k=1

∫

|x|<a

xdFk(x),

Dn(a) =
n∑

k=1

( ∫

|x|<a

x2dFk(x)−
(∫

|x|<a

xdFk(x)
)2

)
.
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1 teorema. Tarkime, an (n = 1, 2, . . .) yra teigiamu
↪
skaičiu

↪
seka.

Kiekvienam fiksuotam ε > 0

max
1≤k≤n

P
(|Xk| ≥ εan

) → 0

ir

P

(
Sn

an
< x

)
→ Φ(x)

tada ir tik tada, kai teisingos sa
↪
lygos:

n∑

k=1

∫

|x|≥εan

dFk(x) → 0 kiekvienam fiksuotam ε > 0,(1)

1
a2

n

Dn(an) → 1,(2)

1
an

Mn(an) → 0.(3)

I
↪
r o d y m a s . Ši teorema yra III.5.1 ir III.5.2 teoremu

↪
ǐsvada.¤

P a s ta b a . Pastara
↪
sias dvi sa

↪
lygas pagal III.5.1 teorema

↪
galime

parašyti pavidalu

1
a2

n

Dn(εan) → 1,(4)

1
an

Mn(εan) → 0

kiekvienam fiksuotam ε > 0.

Lema. Tarkime, kad hn(x) yra seka realiu
↪
ju

↪
funkciju

↪
, apibrėžtu

↪
nulinio taško aplinkoje. Jei kiekvienam fiksuotam ε > 0 seka hn(ε) →
h, kai n →∞, tai egzistuoja seka skaičiu

↪
εn su sa

↪
lygomis: εn → 0 ir

hn(εn) → h, kai n →∞.
I
↪

r o d y m a s . Galime laikyti, kad h = 0, hn(εn) ≥ 0, nes
priešingu atveju galėtume nagrinėti funkciju

↪
sekos gn(ε) = |hn(ε)−h|

konvergavima
↪
.
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Pažymėkime
zn(ε) = max

k≥n
hk(ε).

Aǐsku, kad zn(ε) → 0, kai n → ∞. Egzistuoja didėjanti skaičiu
↪
seka

{nm} su sa
↪
lyga

zn

(
2−m

)
< 2−m, kai n ≥ nm (m = 1, 2, . . .).

Imkime

εn = 2−m+1, kai nm−1 ≤ n < nm (n0 = 1).

Tada

max
nm−1≤n<nm

zn(εn) ≤ znm−1

(
2−m+1

) ≤ 2−m+1 → 0,

kai m →∞. Iš čia ir zn(ε) apibrėžimo ǐsplaukia lemos teiginys. ¤

2 teorema. Konstantu
↪

sekos an > 0, bn (n = 1, 2, . . .) su
sa

↪
lygomis

(5) max
1≤k≤n

P
(|Xk| ≥ εan

) → 0

kiekvienam fiksuotam ε > 0,

(6) sup
x

∣∣∣∣P
(

Sn

an
− bn < x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ → 0

egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja konstantu
↪

seka cn (n =
1, 2, . . .) su sa

↪
lygomis

cn →∞,(7)
n∑

k=1

P (|Xk| ≥ cn) → 0,(8)

1
c2
n

Dn(cn) →∞.(9)
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Kai šios sa
↪
lygos yra tenkinamos, tai galima imti

a2
n = Dn(cn),(10)

bn =
1
an

Mn(cn).

I
↪
r o d y m a s . B ū t i n u m a s . Tarkime, kad egzistuoja sekos

an > 0 ir bn, tenkinančios (5) ir (6) sa
↪
lygas. Iš 1.2 lemos ǐsplaukia

an →∞,
an+1

an
→ 1.

Iš 1 teoremos ir pastabos prie jos ǐsplaukia, kad teisingos (1) ir (4)
sa

↪
lygos. Parodysime, kad egzistuoja seka teigiamu

↪
skaičiu

↪
εn su

sa
↪
lygomis εn → 0, εnan →∞,

n∑

k=1

P (|Xk| ≥ εan) → 0,

1
a2

nD(εnan)
→ 1.

Tačiau tai ǐsplaukia ǐs lemos. Dabar pakanka paimti cn = εnan.
Gauname, kad cn →∞ ir teisingos (7) bei (8) sa

↪
lygos.

P a k a n k a m u m a s . Tarkime, kad egzistuoja neaprėžtai
didėjanti seka cn (n = 1, 2, . . .) su sa

↪
lygomis (8) ir (9). Apibrėžkime

an (10) lygybe. Iš (9) ǐsplaukia cn = o(an). Todėl kiekvienam fik-
suotam ε > 0 ir visiems pakankamai dideliems n teisinga nelygybė

n∑

k=1

P (|Xk| ≥ cn) ≥
n∑

k=1

P (|Xk| ≥ εan).

Iš (8) gauname
n∑

k=1

P (|Xk| ≥ εan) → 0

kiekvienam fiksuotam ε > 0.
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Kai n yra pakankamai didelis, tai cn < εan. Tada

Dn(εan)−Dn(cn) =

=
n∑

k=1

{ ∫

cn≤|x|<εan

x2dFk(x)−
( ∫

|x|<εan

xdFk(x)
)2

+

+
( ∫

|x|<cn

xdFk(x)
)2}

=

=
n∑

k=1

{ ∫

cn≤|x|<εan

x2dFk(x)−

−
( ∫

|x|<εan

xdFk(x) +
∫

|x|<cn

xdFk(x)
)
·
∫

cn≤|x|<εan

xdFk(x)
}
≤

≤
n∑

k=1

{
ε2a2

n

∫

|x|≥cn

dFk(x)+

+ 2
∫

|x|<εan

|x|dFk(x) ·
∣∣∣∣
∫

cn≤|x|<εan

xdFk(x)
∣∣∣∣
}
≤

≤
n∑

k=1

{
ε2a2

n

∫

|x|≥cn

dFk(x) + 2εan · εan

∫

|x|≥cn

dFk(x)
}

=

= 3ε2a2
n

n∑

k=1

∫

|x|≥cn

dFk(x) = o(a2
n),

kai n →∞. Todėl

1
a2

n

Dn(εan) =
1
a2

n

Dn(cn) +
1
a2

n

(
Dn(εan)−Dn(cn)

)
= 1 + o(1)

kiekvienam ε > 0, kai n →∞. Teoremos teiginys ǐsplaukia ǐs III.5.4
teoremos, jei Xnk = Xk/an. ¤
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3 teorema. Tarkime, kad dydžiai Xk turi dispersijas. Pažymėki-
me DXk = σ2

k, MXk = αk, Bn = (σ2
1+. . . σ2

n)1/2. Sakykime, Bn > 0
(vadinasi, bent vienas ǐs Xk, k ≤ n, yra neǐssigime

↪
s). Atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
normuotos sumos

(11)
1

Bn

n∑

k=1

(Xk − αk)

pasiskirstymo funkcija konverguoja i
↪
standartini

↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
Φ ir

(12)
1

B2
n

max
1≤k≤n

σ2
k → 0

tada ir tik tada, kai kiekvienam fiksuotam ε > 0

Λn(ε) =
1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x−αk|≥εBn

(x− αk)2dFk(x) → 0

(Lindebergo sa
↪
lyga).

P a s t a b a . Palyginkite su I.5.2 teorema.

I
↪
r o d y m a s . Galime laikyti αk = 0 (k = 1, 2, . . .), nes priešingu

atveju galėtume tirti atsitiktinius dydžius Xk − αk.
B ū t i n u m a s . Tarkime, kad (11) normuotu

↪
sumu

↪
dėsniai

konverguoja i
↪
standartini

↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
ir teisinga (12) sa

↪
lyga. Iš

Čebyšovo-Bjenemė nelygybės gauname

max
1≤k≤n

P (|Xk| ≥ εBn) ≤ max
1≤k≤n

σ2
k

ε2B2
n

→ 0.

Vadinasi, yra tenkinama nykstamumo sa
↪
lyga. Iš 1 teoremos ir pasta-

bos prie teoremos i
↪
rodymo gauname

Dn(εBn)
B2

n

→ 1.

Atėme
↪
ši
↪
reǐskini

↪
ǐs 1, turime

Λn(ε) → 0.
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P a k a n k a m u m a s . Kai 1 ≤ k ≤ n,

σ2
k =

∫

|x|<εBn

x2dFk(x) +
∫

|x|≥εBn

x2dFk(x) ≤

≤ ε2B2
n + Λn(ε)B2

n.

Todėl
1

B2
n

max
1≤k≤n

σ2
k ≤ ε2 + Λn(ε).

Iš čia ǐsplaukia (12). Tada

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

dFk(x) ≤ 1
ε2B2

n

∑

k=1

∫

|x|≥εBn

x2dFk(x) =
Λn(ε)

ε2
→ 0,

1
B2

n

n∑

k=1

∫

|x|<Bn

x2dFk(x) =
1

B2
n

(
B2

n −
n∑

k=1

∫

|x|≥Bn

x2dFk(x)
)

=

= 1− Λn(1) → 1,

1
Bn

∑

k=1

∣∣∣∣
∫

|x|<Bn

xdFk(x)
∣∣∣∣ =

1
Bn

n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

|x|≥Bn

xdFk(x)
∣∣∣∣ ≤

≤ 1
B2

n

n∑

k=1

∫

|x|≥Bn

x2dFk(x) = Λn(1) → 0.

Vadinasi, yra tenkinamos 1 teoremos sa
↪
lygos. Todėl (11) sumu

↪
pa-

siskirstymo funkcijos konverguoja i
↪
Φ. ¤


