IV SKYRIUS. NORMUOTOS SUMOS

KLASE N

Grisime prie atsitiktiniy dydziu sumavimo teorijos klasikiniy uz-
daviniu — normuoty sumy ribiniy pasiskirstymo désniy nagrinéjimo.

Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei N, jei
egzistuoja tokia nepriklausomu atsitiktiniu dydziu seka X (k =
1,2,...), tokia teigiamu skai¢iy seka a,, (n = 1,2,...) ir tokia realiujy
skaiciu seka b, (n=1,2,...), kad

n

1
1 75 _
(1) an 2 X — by

=1

ribiné pasiskirstymo funkcija butuy F' ir kiekvienam teigiamam e

1
(2) max P(—’Xk‘ > 5) — 0.
1<k<n \ay
Literatuiroje galima rasti ir kitokiu tos klasés zymeéjimu.
Dydziai
X
ZEk=1,...m n=12,.)
a7l
yra nykstami. Todél klasés N désniai yra neapréztai dalis. Misuy ar-
timiausias tikslas — rasti tu désniy charakteristiniy funkciju kanonine
iSraiska. IS pradziu irodysime keleta pagalbiniu teiginiu.

1 lema. Jei atsitiktiniu dydziu sekos X, (n =1,2,...) pasiskirs-
tymo funkcijos silpnai konverguoja § pasiskirstymo funkcija F, o kita
atsitiktiniy dydZiu seka Y, (n =1,2,...) konverguoja pagal tikimybe
i 0: P(|Yn| = ¢) — 0, tai sumos X, + Y, pasiskirstymo funkcijos
silpnai konverguoja § F.
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Irodymas. Taii$ esmés yra I.5.3 lema. Pakanka joje paimti
X' - X,=Y, O

2 lema. Tarkime, kad {a,} yra teigiamu, {b,} — realiuju skaiciy,
o {X,} — nepriklausomu atsitiktiniy dydZiy sekos. Jei yra tenki-
nama (2) salyga ir (1) sumy pasiskirstymo désniai silpnai konverguoja
i neissigimuss désng, tai

a
n+1 1.

Ay, — 00,
an

Irtodymas. Pazymékime atsitiktiniu dydziu X} charakteristines
funkcijas f. Tada (1) sumos charakteristiné funkcija

n
; t
_ —ibnt
o) =e " T 5 ().
k=1
Jei f yra (1) sumos ribinio désnio charakteristiné funkcija, tai

Pn(t) = f(1).

Tarkime, kad a,, - co. Tada i§ sekos {a,} galima isskirti aprézta
poseki {anm }, konverguojanti i baigtine riba a, kai m — oco. Imkime
fiksuota t. Pazymékime t,, = ay, t. Tada t,, — at, kai m — oco. I8
(2) salygos ir I11.1.3 lemos

max
1<k<n

fk(i) 1| ~o,

kai n — oo. Todél bet kuriam k

tm
fk( )‘ — 1,
an,,

|fr(®)| =1

| fi(t)| =

kai m — oo. IS cia iSplaukia

ir
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Vadinasi, ribiné funkcija buty iSsigimusi. Gautume priestara. Todél
Gy — 00.
Is (2) ir 1 lemos isplaukia, kad sumos

n

+1
1 1 X Xpt1
E Xk - bn+1 - § Xk - bn+1 - nt
Gp41 1 Gn41 h—1 Gp41

pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja i F. Pazyméje (1) sumos
pasiskirstymo funkcija F,, , gautume

1 n
P( ZXn —bpy1 < a:) = Fp(anz + Bn);

a
n+1 b—1
Ga an = apy1/an, Pn = ant1/an - bpy1 — by I8 1.2.1 teoremos
isplaukia
a
Sntl 1O
G

3 lema. Kiekvienai charakteristinet funkcijai f
L—[f(20)]* <41 —[f(®)?).

Irodym as iSplaukia i§ 1.2.1 lemos, nes |f|? yra charakteristiné
funkcija. O

4 lema. Pasiskirstymo funkcija F su charakteristine funkcija f
priklauso klasei N tada ir tik tada, kai kiekvienam « € (0,1) egzis-
tuoja charakteristiné funkcija fo, su salyga

(3) f(t) = flat)fa(t).
Be to, f, yra neapréztai dali.

Irodymas. Pakankamumas. Tarkime, kad
(3) salyga yra tenkinama. Parodysime, kad visoms realiosioms argu-
mento reiksméms f nevirsta 0. Jei buty f(27) = 0 ir f(¢) # 0, kai
0<t<2T, tai

fa(2T) =0



IV SKYRIUS. NORMUOTOS SUMOS 109
ir
(4) L=1—fa(2T)]* <4(1 = |fa(T)[*)
pagal 3 lema. Antra vertus, i$ f tolydumo isplaukia

I
Jd)

kai @« — 1. Todél (4) nebutu teisinga visiems «, pakankamai ar-
timiems 1. Vadinasi, f negali virsti 0.

Tarkime, kad (3) salyga yra tenkinama. Imkime nepriklausomus
atsitiktinius dydzius Xi, ..., X, su charakteristinémis funkcijomis

f(kt)
f((k=1)1)

Sumos (X7 + ...+ X,,)/n charakteristiné funkcija lygi

[Len(L) = ro.
k=1

Kadangi f yra tolydi, tai

fa(T) =

Or(t) = froa (kt) = (k=1,...,n).

t
max ‘gbk (7) - 1‘ — 0,
k n
kai n — oo, vadinasi, visiems € > 0

m]?XP(|Xk| >en) — 0.

Todél F priklauso klasei N.

Batinumas. Tarkime, kad X;,Xs,... yra nepriklau-
somi atsitiktiniai dydziai, a, > 0, b, (n = 1,2,...) — konstantos
su salyga, kad (1) sumu pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja
i F ir tenkinama (2) salyga. Galime sakyti, kad F yra neissigimusi
pasiskirstymo funkcija, nes tokioms funkcijoms (3) salyga yra tenki-
nama su iSsigimusia charakteristine funkcija f.
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Pazymékime fi dydzio Xj charakteristine funkcija. Tada nor-
muotos sumos charakteristiné funkcija

gn(t) = =0t H (=) = f).
k=1 n

Be to, f nevirsta 0, nes ji yra neapréztai dali. Pagal 2 lema

anJrl
a, — o0, ,— — 1.
Qnp

Todél kiekvienam teigiamam o < 1 egzistuoja sveikuju skaiciu seka
{m.} su salygomis

My — 00, N — My — 00, — a.

Qnp

Perrasysime g,, pavidalu

gn(t) = g,sll)(t)gg) (t);

Mn

—1 — a - t
ORI | I G
QA

k=m,+1

m
(1) t) = —’I,Oébnlnt amn
9n () e kl_llfk)( an a >7

Kadangi g,(t) — f(t), tai i3 m,, savybiu iSplaukia, kad g,(Ll)(t) —

f(at). Todél g,(?)(t) konverguoja i tolydzia funkcija

ft)
flat)’

I8 charakteristiniy funkciju ribiniy teoremu gauname, kad f, yra
charakteristiné funkcija.

Funkcija f, yra neapréztai dali, kadangi ji yra nepriklausomu
nykstamu atsitiktiniu dydziu sumu ribiné charakteristiné funkcija. O

fa(t) =
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2. KLASES N CHARAKTERISTINIU FUNKCIJU
KANONINE ISRAISKA

Dabar N klasés charakteristines funkcijas jau galésime apibudinti
ju Levi spektrinémis funkcijomis. Mums dar reikia kai ka prisiminti
apie i8kilasias funkcijas. Jei kuriame nors intervale funkcija H turi
savybe: visiems z ir y

(H(@) + Hy) < 7(TY),

N | =

tai sakome, jog ji yra iskila (i virsaus). Tokia funkcija yra tolydi,
kiekviename taSke turi iSvestines i§ kairés ir desinés, kurios yra ne-
didéjancios funkcijos.

Teorema. Neapréztai dali pasiskirstymo funkcija priklauso klasei
N tada ir tik tada, kai jos charakteristinés funkcijos Levi spektriné
funkija L kiekviename taske x # 0 yra tolydi, turi isvestine i$ kairés
ir desinés ir funkcija xL'(z) yra nedidéjanti; éia L' reiskia isvestine
S kairés arba is desinés.

Irodymas. 1. Naudosimés 1.4 lema. Tarkime, kad tiriamoji
funkcija yra isreiksta Levi kanonine forma

oo

f(t) =exp {i’yt — %0’2752 +/

—00,z#0

u(x,t)dL(x)};

it
1+ 22
Kiekvienam a € (0, 1) tirsime santyki f(t)/f(at). Turime

u(z,t) = e — 1

oo

1
flat) = exp {iowt - 502052152 + /

—00,x#0

u(z, at)dL () }

Kintamaji x keic¢iame i z/a:

1 oo
f(at) = exp {ia’yt — —o2a?t® + / u(f, at)dL(E) }
2 00,240 « «
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Pointegralinei funkcijai suteiksime reikiama pavidala. Kadangi

itx

T+ +a%)

u(g,at) —u(z,t) = (1-a?)

tai
[ (1Goor) ~t0)n(3) =
= (1 —a?)it /0;#0 (1 +$2):Z£12 +x2)dL(§) -

oo 3
=a(l— a2)zt/ dL(y) =icit
—o00,y#0 (1 + y2)(0é2 + y2)

ir
o0

1 T
f(at) =exp {i’ylt — —a?c%? —|—/ u(x, t)dL| — };
2 00,20 (a)

¢ia 1 = ya + ¢1. Gauname

ff(gt)) = exp {i(’y —m)t - %UQ(1 - a®)t*+

i T
t)d| L(x) — L — .
* /;oo7w7é0 U(x, ) ( (x) (Oé)) }
Jei f yra N klasés funkcija, tai

ft)
flat)

pagal 1.4 lema yra neapreéztai dali charakteristiné funkcija. Todél i§
Levi kanoninés israiskos isplaukia, kad

Lz) — L(f)

(67
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nemazeja pustiesese x < 0 ir x > 0. Vadinasi, bet kuriems z; ir
To, 1 < To, X1To > 0,

T T2
(5) L(zy) — L(E) < L(xa) — L(;).
Atvirksciai, is (5) bet kuriems x1, x2, o1 < x2,z129 > 0, ir bet
kuriems « € (0, 1) isplaukia, kad funkcija L(z) — L(x/a) nemazéja ir
todel fo(t) = f(t)/f(at) yra charakteristiné funkcija.
Taigi (5) yra butina ir pakankama salyga, kad funkcija f, kurios
spektriné funkcija L, priklausytu klasei N.

2. Charakterizuosime funkcijas, tenkinancias (5) salyga. Pazymeé-
kime

J(x) = 7/00 dL(u) = L(e®) (—o0 <z < o0).

x

z—h
)

Tarkime, kad (5) nelygybé tenkinama. Paéme joje z1 = e To =

e®, h >0, a=e " gausime nelygybe
J(@—h)—J(x) < J(@x)—J(x+h),

arba
J(z) > %(J(:c +h)+ (@ h)).

Todél funkcija J yra iskila i virsy. I8 ¢ia iSplaukia, kad J yra tolydi,
turi iSvestines i kairés ir desinés, kurios nedidéja. Kadangi

J'(z) =€e"L'(e"),

tai funkcija zL'(z) nedidéja, kai = > 0.
Tirdami funkcija
Ji(z) = / dL(u) = L(—€®), (—o0o <z < 00),

— 00

lygiai taip pat gauname, kad xL'(z) nedidéja, kai x < 0.
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3. Atvirksciai, jei funkcija L bet kuriame taske x # 0 turi iSvestine
i§ kairés ir i§ desinés ir funkcija L'(z) nedidéja, tai bet kuriam o €
(0,1)
EL’<£> <axzL'(z), jeix >0,
a \«

EL'(E) > zL/(z), jei z <O0.
a \a

Jei 1 < x9, 2129 > 0, tai
T2
() e = a(s) -
« « - «

_1 /:2 L’(%)du < /;2 L'(u)du = L(w2) — L(z1).

@ 1 1
Todél (5) salyga yra tenkinama. [

I8 irodytosios teoremos turime, kad normalusis ir iSsigimes désniai
priklauso klasei N, nes L = 0. Tuo tarpu Puasono désnis tai klasei
nepriklauso, nes jo Levi spektriné funkcija turi trukio taska, kuris
nera 0.

3. NORMUOTU SUMU PASISKIRSTYMU
KONVERGAVIMAS I NORMALUJI DESNI

I8 ivairiy galimu teoremu mes irodysime tik keleta ju apie konver-
gavima i normaluji désni.

Kaip ir anks¢iau, X;, Xs,... laikysime nepriklausomais atsitik-
tiniais dydziais. Ju pasiskirstymo funkcijas zymésime Fy, Fb,...,

S, =X1 +...+X,,

My (a) = / zdFy (),

=1 "lz|<a

Dy(a) = kZ: (/z|<ax2dFk(x) _ (/I|<axdFk(x))2).
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1 teorema. Tarkime, a, (n =1,2,...) yra teigiamy skaiciy seka.
Kiekvienam fiksuotam € > 0

max P(|Xk| > 5an) —0
1<k<n

(5 <2) a0

an

tada ir tik tada, kai teisingos salygos:

(1) Z/ dFy(xz) — 0 kiekvienam fiksuotam ¢ > 0,

k=1 |z|>ean

) G%Dn(an) ey

n

(3) * n(an) — 0.

%

Irodymas. Si teorema yra I11.5.1 ir I11.5.2 teoremy iSvada.[]

P astaba. Pastarasias dvi salygas pagal II1.5.1 teorema galime
parasyti pavidalu

1
(4) aan(E(ln) — 1,

n

1
—M,(ea,) — 0

kiekvienam fiksuotam & > 0.

Lema. Tarkime, kad hy,(z) yra seka realiujy funkciju, apibréity
nulinio tasko aplinkoje. Jei kiekvienam fiksuotam e > 0 seka hy,(g) —
h, kai n — 00, tai egzistuoja seka skaiciy €, su salygomis: €, — 0 ir
hn(en) — h, kai n — co.

Itodymas. Galime laikyti, kad h = 0, hy(e,) > 0, nes
priesingu atveju galétume nagrinéti funkciju sekos g, (¢) = |hy () — h|
konvergavima.
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Pazymékime

zn(e) = max hi(e).

Aigku, kad z,(¢) — 0, kai n — oco. Egzistuoja didéjanti skaiciu seka
{nm} su salyga

zn(27m) <27 kai n>n, (Mm=12...).
Imkime

en=2""T1  kai ng,_1 <n<ng, (ng =1).
Tada

< 2—m+1 < 2—m+1 O
nT?L*iIISaf<n’IYL Zn (En) - anil( ) - - ’

kai m — oo. I8 ¢ia ir z,(e) apibrézimo iSplaukia lemos teiginys. O

2 teorema. Konstanty sekos an, > 0, b, (n = 1,2,...) su
salygomis
>
(5) 11%1]?%(HP(|X;€| >eap) — 0

kiekvienam fiksuotam € > 0,

(6) Sup‘P(Sn — by < :v) —®(x)| >0

x a”I’L

egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja konstantu seka ¢, (n =
1,2,...) su salygomis

(7) Cn, — 00,
®) " (X > ) — 0,
k=1

) C%Dn(cn) - .
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Kai sios salygos yra tenkinamos, tai galima imti

(10) ai ::l)n(cn)7
b, = iMn(cn)

n

Irodymas. Batinumas. Tarkime, kad egzistuoja sekos
an > 0 ir by, tenkinancios (5) ir (6) salygas. I§ 1.2 lemos isplaukia

An41
ap — 00, — 1.

Qn

Is 1 teoremos ir pastabos prie jos isplaukia, kad teisingos (1) ir (4)
salygos. Parodysime, kad egzistuoja seka teigiamu skaiCiy e, su
salygomis €, — 0, epa, — 00,

ZP(|X;J > ea,) — 0,

n

k=1
1
— — 1.
a2D(enan)
Taciau tai iSplaukia i§ lemos. Dabar pakanka paimti ¢, = e,a,.

Gauname, kad ¢, — oo ir teisingos (7) bei (8) salygos.

Pakankamumas . Tarkime, kad egzistuoja neapréztai
didéjanti seka ¢, (n =1,2,...) su salygomis (8) ir (9). Apibrézkime
an (10) lygybe. Is (9) isplaukia ¢, = o(a,). Todél kiekvienam fik-
suotam € > 0 ir visiems pakankamai dideliems n teisinga nelygybé

> P(IXk| = cn) =Y P(1Xk| > can).

k=1 k=1

Is (8) gauname

NE

P(|Xk| > ean) — 0

~
Il

1

kiekvienam fiksuotam & > 0.
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Kai n yra pakankamai didelis, tai ¢, < €a,,. Tada

Dn(san) - Dn(cn) =

- g { /cngwg% 2 dFy(x) — </x< :ch,c(gc))QJr
(. rancn) } -
= Xn: { /Cn<|x<mn 22 dFy(x)—

k=1

- (/ xdFy(x) +/ mdFk(x))/ xdFk(a:)} <
|z|<ean |z|<cn en<lz|<ean

<y {e [ dn+
k=1 [z]>en

JE

dFk(x)} =

+ 2/ |z|dFy(x) - ‘/ xdFy(x)
|z|<eay cp <|z|<ean

< Z {EQai/ dFy(x) + 2¢eay, -Ean/
k=1 |z|>cn

|z[>en

n

= 3¢%a? Z/ dFy,(z) = o(a?),
k=1 II‘ZCTL

kai n — oo. Todél

Q%Dn(gan) = G%Dn(cn) + aiz (Dn(gan) - Dn(cn)) =1+ 0(1)

kiekvienam € > 0, kai n — oo. Teoremos teiginys isplaukia i§ I11.5.4
teoremos, jei X, = Xi/a,. O
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3 teorema. Tarkime, kad dydziai Xy, turi dispersijas. PaZyméki-
me DXy = 02, MXy = ay, B, = (63+...02)Y2. Sakykime, B,, > 0
(vadinasi, bent vienas i§ Xy, k < n, yra neissigimes). Atsitiktiniu
dydziy normuotos sumos

(1) B (X - )

k=1
pasiskirstymo funkcija konverguoja ¢ standarting normalyji désng ® ir
1

12 — 2
(12) Bz 2%, %~ 0

tada ir tik tada, kai kiekvienam fiksuotam € > 0

1 n
An(E) - ﬁ Z /|1’ak>sB (x - ak)QdFk(x) -0

" k=1
(Lindebergo salyga).
P astaba. Palyginkite su I.5.2 teorema.

Irodymas. Galime laikyti ax = 0 (k = 1,2,...), nes priesingu
atveju galétume tirti atsitiktinius dydzius Xg — ay.

Biatinumas. Tarkime, kad (11) normuotu sumu désniai
konverguoja i standartini normalyji désni ir teisinga (12) salyga. I3
Cebysovo-Bjenemé nelygybés gauname

2

P(|Xi| > eB,) <
x PO 2 eBn) < max 5 ps

Vadinasi, yra tenkinama nykstamumo salyga. Is 1 teoremos ir pasta-
bos prie teoremos irodymo gauname

D, (¢By) _
Bz

Atéme §i reiskini i§ 1, turime

An(e) — 0.
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Pakankamumas. Kail<k<n,

op =

/ 22 dFy(x) —|—/ 2?dFy(z) <
|z|<eBn |z|>eB
<e?B? + A, (e)B?

Todél
1

B2 [max. of < ¥+ A, (e).
Is ¢ia isplaukia (12). Tada

dFy(
Z /ac|>eB k

22 dFy,(x) <32 — / xQdFk(a:)> =
= JizI<B., A ,;1 j@|> B
=1-A,(1)—1,
1 n
xdFy(x)| = — / xdFy(x)| <
|z|< B B &= | Jjz1>B,

1 < / )
< = x*dFy(z) = Ap(1) — 0.
B ; jo]> B

Vadinasi, yra tenkinamos 1 teoremos salygos. Todél (11) sumu pa-
siskirstymo funkcijos konverguoja i . O



