
III SKYRIUS. NYKSTAMIEJI
ATSITIKTINIAI DYDŽIAI

1. NYKSTAMU
↪
JU

↪
ATSITIKTINIU

↪
DYDŽIU

↪
SA

↪
VOKA

Tirsime atsitiktiniu
↪
dydžiu

↪
seriju

↪
seka

↪

Xn1, Xn2, . . . .Xnkn
(n = 1, 2, . . .).

Kiekvienoje serijoje atsitiktiniai dydžiai yra nepriklausomi. Imkime
seka

↪
konstantu

↪
An ir sudarykime sumas

Sn = Xn1 + . . . + Xnkn
−An.

Kyla du uždaviniai.
1. Rasti visus galimus sumu

↪
Sn ribinius pasiskirstymo dėsnius.

2. Rasti sa
↪
lygas, kad sumu

↪
pasiskirstymo dėsniai konverguotu

↪
i
↪

kuri
↪
nors konkretu

↪
dėsni

↪
.

Pirmasis uždavinys bendruoju atveju yra trivialus. Kiekviena pa-
siskirstymo funkcija gali būti ribinė. Iš tikru

↪
ju

↪
. Tarkime, kad F yra

bet kuri pasiskirstymo funkcija. Imkime atsitiktinius dydžius: Xn1,
pasiskirsčiusi

↪
pagal dėsni

↪
F , o kitus Xnk, lygius 0 su tikimybe 1, ir

An = 0. Tada suma Sn yra pasiskirsčiusi pagal dėsni
↪
F . Vadinasi,

sumu
↪
Sn skirstiniai turi ribini

↪
dėsni

↪
F .

Todėl ateityje i
↪
vesime kai kuriuos natūralius apribojimus. Na-

grinėsime tam tikras atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪

sekas, atitinkančias prak-
tikoje pasitaikančius uždavinius. Paprastai i

↪
vedamos papildomos sa

↪
-

lygos, kad atskiro dėmens vaidmuo sumoje būtu
↪
nežymus. Nusakysi-

me tai tiksliau.
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Sakysime, kad dydžiai Xnk (k = 1, . . . , kn; n = 1, 2, . . .) yra toly-
giai nykstami (arba tiesiog nykstami), jei kiekvienam fiksuotam ε

max
1≤k≤kn

P (|Xnk| ≥ ε) → 0,

kai n →∞.
Atsitiktinio dydžio Xnk pasiskirstymo funkcija

↪
, charakteristine

↪
funkcija

↪
ir mediana

↪
žymėsime atitinkamai Fnk, fnk, µnk.

1 lema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami, tai

max
1≤k≤kn

|µnk| → 0,

kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . Priminsime, kad atsitiktinio dydžio Xnk mediana

(žr. I.1 skyreli
↪
) yra skaičius µ su sa

↪
lygomis

P (Xnk ≥ µ) ≥ 1
2
, P (Xnk ≤ µ) ≥ 1

2
.

Pagal nykstamumo apibrėžima
↪
kiekvienam ε > 0 galima rasti toki

↪
nε, kad

max
k

P (|Xnk| ≥ ε) <
1
2
,

t.y.

min
k

P (|Xnk| < ε) ≥ 1
2
,

kai n ≥ nε. Todėl
max

k
|µnk| < ε,

kai n ≥ nε. ¤

2 lema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami, tai bet kuriems
teigiamiems h ir τ

max
k

∫

|x|<τ

|x|hdFnk(x) → 0,
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kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . Kai τ > 0, 0 < ε < τ , rašome

∫

|x|<τ

|x|hdFnk(x) =
∫

|x|<ε

+
∫

ε≤|x|<τ

≤ εh + τh

∫

|x|≥ε

dFnk(x).

Iš čia

max
k

∫

|x|<τ

|x|hdFnk(x) ≤ εh + τh max
k

∫

|x|≥ε

dFnk(x).

Parinke
↪
ε pakankamai maža

↪
, o n pakankamai dideli

↪
, ǐs nykstamumo

apibrėžimo gauname, kad dešinėje esanti
↪
dydi

↪
galime padaryti kiek

norime maža
↪
. ¤

3 lema. Teiginiai:

1o dydžiai Xnk yra nykstami,

2o max
k
|fnk(t)− 1| → 0, kai n →∞,

tolygiai t aťzvilgiu kiekviename baigtiniame intervale,

3o

max
k

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dFnk(x) → 0, kai n →∞,

yra ekvivalentūs.

I
↪
r o d y m a s . I

↪
rodinėsime lema

↪
pagal schema

↪
1o ⇒ 2o ⇒ 3o ⇒

1o.

1. Kai |t| ≤ T < ∞,

max
k
|fnk(t)− 1| ≤ max

k
|
∫

|x|<ε

(
eitx − 1

)
dFnk(x)|+

+ max
k
|
∫

|x|≥ε

(
eitx − 1

)
dFnk(x)| ≤

≤ Tε + 2 max
k

∫

|x|≥ε

dFnk(x).
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Jei teisingas 1o teiginys, tai dešinėje esantis reǐskinys tampa kiek
norima mažas, parinkus n pakankamai dideli

↪
, o ε pakankamai maža

↪
.

2. Pasinaudoje
↪
lygybėmis

∫ ∞

0

e−t
(
1− fnk(t)

)
dt =

∫ ∞

0

e−t

( ∫ ∞

−∞

(
1− eitx

)
dFnk(x)

)
dt =

=
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

0

e−t
(
1− eitx

)
dt

)
dFnk(x),

ir ∫ ∞

0

e−t
(
1− eitx

)
dt = −

∫ ∞

0

(
1− eitx

)
de−t =

= −
(
1− eitx

)
e−t

∣∣∣
∞

0
+

∫ ∞

0

e−td
(
1− eitx

)
=

= −ix

∫ ∞

0

et(ix−1)dt = − ix

ix− 1
et(ix−1)

∣∣∣
∞

0
=

=
ix

ix− 1
=

x2 − ix

x2 + 1
,

gauname
∫ ∞

0

e−t
(
1− fnk(t)

)
dt =

∫ ∞

−∞

x2 − ix

x2 + 1
dFnk(x).

Imdami realia
↪
sias dalis, gauname

∫ ∞

0

e−t
(
1− Refnk(t)

)
dt =

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dFnk(x).

Iš čia

max
k

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dFnk(x) ≤ max

k

∫ ∞

0

e−t|fnk(t)− 1|dt ≤

≤
∫ T

0

max
k
|fnk(t)− 1|dt + 2

∫ ∞

T

e−tdt.
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Jei teisingas 2o teiginys, tai dešinioji pusė gali būti kiek norima maža,
kai n ir T pakankamai dideli.

3. Funkcija
x2

1 + x2
=

1
1 + x−2

didėja, kai x2 didėja. Todėl

max
k

∫

|x|≥ε

dFnk(x) ≤ 1 + ε2

ε2
max

k

∫

|x|≥ε

x2

1 + x2
dFnk(x).

Kai n →∞, tai dešinioji pusė konverguoja nulin; vadinasi, ir kairioji
pusė konverguoja nulin. ¤

2. CENTRAVIMAS IR SIMETRINIMAS

Toliau τ visur reikš bet kuri
↪
fiksuota

↪
teigiama

↪
skaičiu

↪
. Kiekvienai

pasiskirstymo funkcijai F (x) priskirsime skaičiu
↪

a :=
∫

|x|<τ

xdF (x).

Mums ne karta
↪
pravers lygybė

∫

|y|<τ

(y − a)dF (y) = a−
∫

|y|<τ

adF (y) =

= a

(
1−

∫

|y|<τ

dF (y)
)

= a

∫

|y|≥τ

dF (y).(1)

Žymėsime X? := X−a ir to dydžio pasiskirstymo bei charakteristine
↪

funkcijas

F ?(x) := F (x + a), f?(t) :=
∫ ∞

−∞
eitxdF ?(x) = e−iatf(t).

Analogǐskai funkcijai Fnk priskirsime skaičiu
↪

ank, atsitiktini
↪

dydi
↪

X?
nk := Xnk − ank bei funkcijas F ?

nk, f?
nk.
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Teisinga nelygybė |a| < τ ir analogǐskos nelygybės dydžiams su
indeksais.

1 lema. Bet kuriai pasiskirstymo funkcijai F ir bet kuriam teigia-
mam T galima rasti teigiama

↪
skaičiu

↪
c1 = c1(a, T, τ) su sa

↪
lyga

c1 max
|t|≤T

|f?(t)− 1| ≤
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x).

I
↪
r o d y m a s . Teisinga lygybė

f?(t)− 1 =
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1

)
dF ?(x).

Suskaide
↪
integravimo sriti

↪
i
↪
dvi: |x + a| ≥ τ ir |x + a| < τ , pritaike

↪
pirmoje srityje trivialu

↪
i
↪
verti

↪

|eitx − 1| ≤ 2,

o antrojoje i
↪
verti

↪

eitx − 1 = itx +
θ

2
t2x2, |θ| ≤ 1,

gauname

|f?(t)− 1| ≤ 2
∫

|x+a|≥τ

dF ?(x)+

+ |t|
∣∣∣∣
∫

|x+a|<τ

xdF ?(x)
∣∣∣∣ +

t2

2

∫

|x+a|<τ

x2dF ?(x).

Pasinaudoje
↪
(1) lygybe, turime
∫

|x+a|<τ

xdF ?(x) =
∫

|y|<τ

(y − a)dF (y) =

= a

∫

|y|≥τ

dF (y) = a

∫

|x+a|≥τ

dF ?(x).
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Todėl

|f?(t)− 1| ≤ (2 + |at|)
∫

|x+a|≥τ

dF ?(x) +
t2

2

∫

|x+a|<τ

x2dF ?(x).

I
↪
vertinsime tuos integralus. Kadangi funkcija x2(1 + x2)−1 =

(1+x−2)−1, kaip jau esame pastebėje
↪
, yra nemažėjanti, kai x2 didėja,

tai pirmasis integralas
∫

|x+a|≥τ

dF ?(x) ≤ 1 + (τ − |a|)2
(τ − |a|)2

∫

|x+a|≥τ

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤

≤ 1 + (τ − |a|)2
(τ − |a|)2

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x),

o antrasis
∫

|x+a|<τ

x2dF ?(x) ≤ (1 + (τ + |a|)2
∫

|x+a|<τ

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤

≤ (
1 + (τ + |a|)2)

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x).

Iš šiu
↪
nelygybiu

↪
ǐsplaukia

max
|t|≤T

|f?(t)− 1| ≤

≤
{

(2 + |a|T )
1 + (τ − |a|)2

(τ − |a|)2 +

T 2

2
(
1 + (τ + |a|)2)

} ∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x). ¤

Tarkime, kad µ yra atsitiktinio dydžio X su pasiskirstymo funkcija
F mediana. Pažymėkime

X̂ = X − µ, F̂ (x) = P (X̂ < x) = F (x + µ).

Tarkime, kad X̃ = X − Y ; čia X ir Y yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste

↪
atsitiktiniai dydžiai. Atsitiktinio dydžio X̃ pasiskirstymo

funkcija
↪
žymėsime F̃ .
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2 lema. Teisinga nelygybė

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x) ≤ 2

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̃ (x).

I
↪
r o d y m a s . Turime lygybe

↪

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x) =

∫ ∞

0

x2

1 + x2
d
(
1− P (X − µ ≥ x)

)
+

+
∫ 0

−∞

x2

1 + x2
dP (X − µ < x) = −

∫ ∞

0

x2

1 + x2
dP

(|X − µ| ≥ x
)
.

Integruojame dalimis

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x) = − x2

1 + x2
P

(|X − µ| ≥ x
)∣∣∣∣
∞

0

+

+
∫ ∞

0

P
(|X − µ| ≥ x

)
d

x2

1 + x2
=

∫ ∞

0

P
(|X − µ| ≥ x

)
d

x2

1 + x2
.

Tarkime, kad Y yra taip pat pasiskirste
↪
s kaip ir X, be to, X ir Y –

nepriklausomi. Kai x > 0, teisingos nelygybės

P
(|X − Y | ≥ x

)
= P

(
X − Y ≥ x

)
+ P

(
X − Y ≤ −x

) ≥

≥ P
(
X − µ ≥ x, Y − µ ≤ 0

)
+ P

(
X − µ ≤ −x, Y − µ ≥ 0

)
=

= P
(
X − µ ≥ x

)
P (Y ≤ µ) + P (X − µ ≤ −x)P (Y ≥ µ) ≥

≥ 1
2
P

(|X − µ| ≥ x
)
.

Todėl

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x) ≤ 2

∫ ∞

0

P
(|X − Y | ≥ x

)
d

x2

1 + x2
.
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Vėl integruojame dalimis

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
F̂ (x) ≤ 2P

(|X − Y | ≥ x
) x2

1 + x2

∣∣∣∣
∞

0

−

− 2
∫ ∞

0

x2

1 + x2
dP

(|X − Y | ≥ x
)

=

= −2
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
d
(
1− F̃ (x) + F̃ (−x + 0)

)
=

= 2
∫ ∞

0

x2

1 + x2
dF̃ (x)− 2

∫ ∞

0

x2

1 + x2
dF̃ (−x) =

= 2
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̃ (x). ¤

3 lema. Jei µ yra atsitiktinio dydžio su pasiskirstymo funkcija F

mediana ir |µ| < τ , tai egzistuoja teigiamas skaičius c2 = c2(µ, τ),
tenkinantis sa

↪
lyga

↪

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤ c2

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x).

I
↪
r o d y m a s . Turime

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x) =

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x + a− µ) =

=
∫ ∞

−∞

(x + µ− a)2

1 + (x + µ− a)2
dF̂ (x) ≤

≤
∫

|x+µ|<τ

(x + µ− a)2dF̂ (x) +
∫

|x+µ|≥τ

dF̂ (x).

Pirmam integralui i
↪
vertinti pavartosime nelygybe

↪

(x + µ− a)2 ≤ x2 + 2x(µ− a) + 2(µ− a)2 = x2 + 2(µ− a)(x + µ + a).
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Gausime
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤

∫

|x+µ|<τ

x2dF̂ (x)+

+ 2(µ− a)
∫

|x+µ|<τ

(x + µ− a)dF̂ (x) +
∫

|x+µ|≥τ

dF̂ (x).

Iš (1) lygybės
∫

|x+µ|<τ

(x + µ− a)dF̂ (x) =
∫

|x|<τ

(x− a)dF (x) = a

∫

|x+µ|≥τ

dF̂ (x).

Vadinasi,
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤

∫

|x+µ|<τ

x2dF̂ (x)+

+
(
2a(µ− a) + 1

) ∫

|x+µ|≥τ

dF̂ (x) ≤

≤ (
1 + (|µ|+ τ)2

) ∫

|x+µ|<τ

x2

1 + x2
dF̂ (x)+

+
(
2τ(|µ|+ τ) + 1

)1 + (τ − |µ|)2
(τ − |µ|)2

∫

|x+µ|≥τ

x2

1 + x2
dF̂ (x) ≤

≤
{(

1 + (|µ|+ τ)2
)
+

+
(
2τ(|µ|+ τ) + 1

)1 + (τ − |µ|)2
(τ − |µ|)2

} ∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x) =

= c2(µ, τ)
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̂ (x). ¤

4 lema. Jei µ yra atsitiktinio dydžio su pasiskirstymo funkcija
F ir charakteristine funkcija f , mediana µ ir |µ| < τ , tai egzistuoja
teigiamas skaičius c3 = c3(µ, T, τ) su sa

↪
lyga

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ?(x) ≤ c3

∫ T

0

(
1− |f(t)|2)dt.
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Jei f(t) 6= 0, kai |t| ≤ T , tai nelygybės antrojoje pusėje 1 − |f(t)|2
galima pakeisti dydžiu 2| ln |f(t)||.

I
↪
r o d y m a s . Atsitiktinio dydžio X̃ charakteristinė funkcija

yra

|f(t)|2 =
∫ ∞

−∞
eitxdF̃ (x) =

∫ ∞

−∞
cos txdF̃ (x).

Iš čia ǐsplaukia

∫ T

0

(
1− |f(t)|2)dt =

∫ T

0

( ∫ ∞

−∞
(1− cos tx)dF̃ (x)

)
dt =

=
∫ ∞

−∞

( ∫ T

0

(1− cos tx)dt
)
dF̃ (x) = T

∫ ∞

−∞

(
1− sin Tx

Tx

)
dF̃ (x).

Kadangi pagal II.2.2 lema
↪

inf
x

(
1− sinTx

Tx

)
1 + x2

x2
≥ c(T ),

tai ∫ T

0

(
1− |f(t)|2)dt ≥ Tc(T )

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF̃ (x).

Iš čia ir ǐs 2 ir 3 lemu
↪
gauname i

↪
rodomosios lemos i

↪
verti

↪
.

Žinome, kad visiems realiesiems y teisinga nelygybė 1 + y ≤ ey.
Paėme

↪
bet kuri

↪
teigiama

↪
u ir pažymėje

↪
y = ln u, gauname nelygybe

↪
1 − u ≤ − ln u. Šios nelygybės pakanka paskutiniam lemos teiginiui
i
↪
rodyti. ¤

3. NYKSTAMU
↪
JU

↪
ATSITIKTINIU

↪
DYDŽIU

↪
SUMU

↪
RIBINIAI DĖSNIAI

Gri
↪̌
sime prie nykstamu

↪
ju

↪
dydžiu

↪
.

1 lema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami, tai tokie yra
ir dydžiai X∗

nk.
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I
↪
r o d y m a s . Iš 1.2 lemos (kai h = 1)

max
k
|ank| ≤ max

k

∫

|x|<τ

|x|dFnk(x) → 0,

kai n →∞. Todėl atsitiktiniams dydžiams X∗
nk

max
k

P (|X∗
nk| ≥ ε) = max

k
P (|Xnk − ank| ≥ ε) ≤ max

k
P (|Xnk| ≥ ε/2),

kai n yra pakankamai didelis. ¤

Išvada. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami, tai

max
k
|f∗nk(t)− 1| → 0,

kai n →∞, tolygiai t aťzvilgiu kiekviename baigtiniame t intervale.

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 1 ir 1.3 lemu

↪
. ¤

2 lema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk yra nykstami, tai bet kuriems
baigtiniams T ir visiems pakankamai dideliems n logaritmas ln fnk(t)
yra baigtinis, kai |t| ≤ T , be to,

ln fnk(t) = fnk(t)− 1 + θnk|fnk(t)− 1|2;

čia |θnk| ≤ 1. Analogǐskas teiginys yra teisingas ir charakteristinėms
funkcijoms f∗nk.

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 1.3 lemos ir nelygybės | ln(1+ z)− z| ≤

|z|2, teisingos, kai kompleksinis skaičius z tenkina nelygybe
↪
|z| ≤

1/2. ¤

3 lema. Egzistuoja du teigiami skaičiai c′ = c′(T, τ) ir c′′ =
c′′(T, τ) su sa

↪
lygomis

c′ max
|t|≤T

∣∣f∗nk(t)− 1
∣∣ ≤

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ c′′

∫ T

0

∣∣ ln |fnk(t)|∣∣dt

visiems pakankamai dideliems n.
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I
↪
r o d y m a s . Iš 1.2 lemos

|ank| =
∣∣
∫

|x|<τ

xdFnk(x)
∣∣ ≤

∫

|x|<τ

|x|dFnk(x) → 0

tolygiai k atžvilgiu, 1 ≤ k ≤ kn. Vadinasi,

|ank| < τ/2,

kai n yra pakankamai didelis. Iš 2.1 lemos, kai c′ = c1(τ/2, T, τ),
gauname

c′ max
|t|≤T

∣∣f∗nk(t)− 1
∣∣ ≤

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x).

Iš nykstamumo ir 1.1 lemos ǐsplaukia

|µXnk| < τ/2

bet kuriam τ > 0, kai n yra pakankamai didelis. Pasinaudosime 2.4
lema, imdami c′′ = c2(τ/2, T, τ). Gausime

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ c′′

∫ T

0

∣∣ ln |fnk(t)|∣∣dt. ¤

4 (aprėžtumo) lema. Jei

kn∏

k=1

∣∣fnk(t)
∣∣ → ∣∣f(t)|

ir f yra charakteristinė funkcija, tai egzistuoja teigiama konstanta c
su sa

↪
lyga

kn∑

k=1

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ c

pakankamai dideliems n.
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I
↪
r o d y m a s . Tarkime, |f(t)| > 0, kai |t| ≤ T . Pagal 1 lemos

ǐsvada
↪
pakankamai dideliems n funkcijos ln fnk(t) yra apibrėžtos ir

baigtinės srityje |t| ≤ T . Kadangi

kn∏

k=1

∣∣fnk(t)
∣∣2 → |f(t)|2,

čia |f(t)|2 yra charakteristinė funkcija, tai konvergavimas yra tolygus
kiekviename baigtiniame t reikšmiu

↪
intervale. Todėl

kn∑

k=1

ln
∣∣fnk(t)

∣∣ → ln |f(t)|

tolygiai srityje |t| ≤ T . Pagal 3 lema
↪

kn∑

k=1

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ −c′′

∫ T

0

kn∑

k=1

ln
∣∣fnk(t)

∣∣dt.

Dešinioji šios nelygybės pusė turi baigtine
↪
riba

↪
, lygia

↪

−c′′
∫ T

0

ln
∣∣f(t)

∣∣dt. ¤

5 (palyginimo) lema. Jei egzistuoja teigiama konstanta c su
sa

↪
lyga

kn∑

k=1

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ c

visiems pakankamai dideliems n, tai

kn∑

k=1

{
ln f∗nk(t)− (

f∗nk(t)− 1
)} → 0

visiems t.

I
↪
r o d y m a s . Tarkime, kad t yra bet kuris fiksuotas realusis

skaičius. Iš 1 lemos ǐsvados

max
k

∣∣f∗nk(t)− 1
∣∣ → 0,
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o ǐs 2 lemos

ln f∗nk(t) = f∗nk(t)− 1 + θnk

∣∣f∗nk(t)− 1
∣∣2, |θnk| ≤ 1,

kai n yra pakankamai didelis. Pagal 3 lema
↪

∑

k

∣∣f∗nk(t)− 1
∣∣ ≤ 1

c′
∑

k

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤ c

c′
,

kai n yr pakankamai didelis. Vadinasi,
∣∣∣∣
∑

k

{
ln f∗nk(t)−(

f∗nk(t)−1
)}∣∣∣∣ ≤

∑

k

∣∣f∗nk(t)−1
∣∣2 ≤ c

c′
max

k
|f∗nk(t)−1|.

Iš čia ǐsplaukia lemos teiginys. ¤

Susitarsime toliau vartoti tokius žymenis:

Ψn(x) =
kn∑

k=1

∫

(−∞,x)

y2

1 + y2
dF ∗nk(y),

αn =
kn∑

k=1

(
ank +

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x)

)
,

ψn =
(
αn,Ψn

)

(žr. II.2 skyreli
↪
).

6 lema. Jei nepriklausomu
↪
nykstamu

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
sumu

↪
Sn

pasiskirstymo funkcijos konverguoja i
↪
ribini

↪
dėsni

↪
su charakteristine

funkcija f , tai f yra neaprėžtai dali, be to,

eψn(t) → f(t),
kn∑

k=1

{
ln f∗nk(t)−

(
f∗nk(t)− 1

)}
= ln

kn∏

k=1

fnk(t)− ψn(t).

I
↪

r o d y m a s . Pažymėkime ribine
↪

pasiskirstymo funkcija
↪
F .

Remiantis charakteristiniu
↪
funkciju

↪
savybėmis,

kn∏

k=1

fnk(t) → f(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdF (x).
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Iš 4 ir 5 lemu
↪
ǐsplaukia, kad kiekvienam t

(1)
∑

k

{
ln f∗nk(t)− (

f∗nk(t)− 1
)} → 0

Pastebėje
↪
, kad

f∗nk(t) = e−ianktfnk(t),

gauname

ln f∗nk(t)− (
f∗nk(t)− 1

)
=

= ln f∗nk(t)−
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1

)
dF ∗nk(x) =

= ln fnk(t)− iankt− it

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x)−

−
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
dF ∗nk(x).

Todėl
∑

k

{
ln f∗nk(t)− (

f∗nk(t)− 1
)}

= ln
∏

k

fnk(t)− ψn(t).

Iš 4 lemos
Ψn(x) ≤ c < ∞

pakankamai dideliems n. Be to, funkcija Ψn yra nemažėjanti, tolydi
ǐs kairės ir Ψn(−∞) = 0. Vadinasi, pagal II.2.1 lema

↪
eψn(t) yra

neaprėžtai dali charakteristinė funkcija. Iš (1) ǐsplaukia

eψn(t) → f(t)

kiekvienam t. Pagal II.1.3 teorema
↪
charakteristinė funkcija f yra

neaprėžtai dali. ¤

1 teorema. Nepriklausomu
↪
kiekvienoje serijoje ir nykstamu

↪
atsi-

tiktiniu
↪
dydžiu

↪
sumu

↪
ribiniu

↪
skirstiniu

↪
klasė sutampa su neaprėžtai

daliu
↪
dėsniu

↪
klase.
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I
↪
r o d y m a s . 1. Tarkime, kad F yra bet kuri neaprėžtai dali

pasiskirstymo funkcija, o f – jos charakteristinė funkcija. Tada bet
kuriam n

fn(t) =
(
f(t)

)1/n = exp
{
n−1 ln f(t)

}

yra taip pat charakteristinė funkcija. Vadinasi,

f(t) = lim
n→∞

n∏

k=1

fnk(t);

čia fnk(t) = fn(t) (k = 1, . . . , n). Todėl sumu
↪

n∑

k=1

Xnk,

pasiskirstymo funkcijos, kai Xnk yra atsitiktinis dydis su charakte-
ristine funkcija fnk, konverguoja i

↪
F . Dydžiai Xnk yra nykstami,

nes (
f(t)

)1/n → 1

tolygiai t atžvilgiu kiekviename baigtiniame intervale. Galime pasi-
naudoti 1.3 lema.

2. Tarkime, kad Xnk (k = 1, . . . , kn; n = 1, . . . , n) yra nykstami ir
nepriklausomi kiekvienoje serijoje dydžiai ir

P

( kn∑

k=1

< x

)
→ F (x)

kiekviename pasiskirstymo funkcijos F tolydumo taške. Iš 6 lemos
ǐsplaukia, kad F yra neaprėžtai dali. ¤

Gali pasitaikyti, kad atsitiktiniu
↪
dydžiu

↪
sumu

↪

Sn =
kn∑

k=1

Xnk
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pasiskirstymai neturi ribinio dėsnio, tačiau egzistuoja seka konstantu
↪

bn (n = 1, 2, . . .), kad Sn − bn turi ribini
↪
pasiskirstyma

↪
. Pastarosios

sumos charakteristinė funkcija yra

e−ibnt
kn∏

k=1

fnk(t).

Ji tik dauginamuoju exp(−ibnt) skiriasi nuo anksčiau tirtos sumos
charakteristinės funkcijos. Jei ψn yra neaprėžtai dalios charakter-
istinės funkcijos logaritmas, tai ir −ibnt+ψn(t) turi ta

↪
pačia

↪
savybe

↪
.

Peržvelge
↪
1 teoremos i

↪
rodyma

↪
, galime lengvai i

↪
sitiktinti, kad teisinga

tokia teorema.

2 teorema. Tarkime, kad Xnk yra nykstami, kiekvienoje serijoje
nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. Sumu

↪
Sn − bn su konstantomis

bn ribiniu
↪
dėsniu

↪
klasė sutampa su neaprėžtai daliu

↪
dėsniu

↪
klase.

Nykstamu
↪
dydžiu

↪
schema

↪
galime apibendrinti. Tarkime,

Xnk (k = 1, . . . , kn; 1 n = 1, 2, . . .)

yra atsitiktiniai dydžiai. Jei egzistuoja konstantos

lnk (k = 1, . . . , kn; n = 1, 2, . . .),

kad

(2) max
1≤k≤kn

P
(∣∣Xnk − lnk

∣∣ ≥ ε
) → 0

kiekvienam fiksuotam ε, tai tokius dydžius vadiname asimptotǐskai
pastoviais.

Kitais žodžiais, atsitiktiniai dydžiai Xnk yra asimptotǐskai pas-
tovūs, jei egzistuoja konstantos lnk su sa

↪
lyga, kad atsitiktiniai dydžiai

Xnk − lnk yra nykstami.
Remiantis asimptotǐsko pastovumo apibrėžimu,

min
1≤k≤kn

P
(∣∣Xnk − lnk

∣∣ < ε
)

>
1
2
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bet kuriam ε ir pakankamai dideliems n. Todėl ǐs medianos apibrėži-
mo ǐsplaukia ∣∣µXnk − lnk

∣∣ < ε

visiems pakankamai dideliems n. Todėl, jei (2) sa
↪
lyga yra teisinga

kokiems nors lnk, tai ji bus teisinga ir lnk pakeitus dydžiais µXnk.
Aǐsku, kad 1 ir 2 teoremose nykstamumo sa

↪
lyga

↪
galime pakeisti

asimptotǐsko pastovumo sa
↪
lyga.

4. KOVERGAVIMO I
↪
KONKRETU

↪
DĖSNI

↪
KRITERIJUS

Kaip ir anksčiau, tirsime seka
↪
seriju

↪
nykstamu

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
Xnk (k = 1, . . . , kn; n = 1, 2, . . .). Dydžius kiekvienoje serijoje
laikysime nepriklausomais. n-osios serijos nariu

↪
suma

↪
žymėsime Sn.

Tu
↪
dydžiu

↪
pasiskirstymo funkcijas žymėsime Fnk, o charakteristines

funkcijas fnk. Vartosime 3 skyrelyje i
↪
vestus žymenis Ψn, ψn, αn,

(α, Ψ).

1 teorema. Sumu
↪
Sn pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja

i
↪
neaprėžtai dalia

↪
pasiskirstymo funkcija

↪
su charakteristine funkcija

(1) f = e(α,Ψ)

tada ir tik tada, kai Ψn pilnai konverguoja i
↪
Ψ, o αn konverguoja i

↪
α, kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . 1. Tarkime, kad tiriamu

↪
ju

↪
sumu

↪
pasiskirstymo

dėsniai silpnai konverguoja i
↪
ribini

↪
pasiskirstyma

↪
su (1) charakteris-

tine funkcija. Iš 3.6 lemos ǐsplaukia

eψn(t) → f(t) = eψ(t), ψ = (α, Ψ).

3.6 lemoje buvo apibrėžtos ir funkcijos ψn = (αn,Ψn). Todėl

ψn(t) → ψ(t).

Pagal II.2.2 teorema
↪
Ψn pilnai konverguoja i

↪
Ψ, o αn → α.
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2. Tarkime, kad Ψn pilnai konverguoja i
↪
Ψ, αn — i

↪
α. Tada pagal

II.2.2 teorema
↪

ψn → ψ.

Kadangi Ψn pilnai konverguoja i
↪
Ψ, tai

Ψn(∞) =
∑

k

∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dFnk(x) → Ψ(∞) < ∞.

Pasinaudoje
↪
3.5 lema ir 3.6 lemos lygybe

∑

k

{
ln f∗nk(t)− (

f∗nk(t)− 1
)}

= ln
∏

k

fnk(t)− ψn(t),

gauname

ln
∏

k

fnk(t)− ψn(t) → 0,

∏

k

fnk(t) → eψ(t) = f(t)

kiekvienam t. Iš čia ǐsplaukia sa
↪
lygos pakankamumas. ¤

Šia
↪
teorema

↪
nesunku apibendrinti.

2 teorema. Tarkime, bn (n = 1, 2, . . .) yra konstantu
↪
seka. Sumu

↪
Sn− bn pasiskirstymai silpnai konverguoja i

↪
neaprėžtai dalu

↪
dėsni

↪
su

charakteristine funkcija f = e(α,Ψ) tada ir tik tada, kai Ψn pilnai
konverguoja i

↪
Ψ, o αn − bn → α.

Iš pastarosios ǐsplaukia dar viena teorema.

3 teorema. Konstantu
↪

seka bn (n = 1, 2, . . .) su sa
↪
lyga, kad

sumu
↪

Sn − bn pasiskirstymai silpnai konverguotu
↪

i
↪

neaprėžtai dalu
↪

ribini
↪
dėsni

↪
, egzistuoja tada ir tik tada, kai Ψn(x) pilnai konverguoja

i
↪
aprėžta

↪
nemažėjančia

↪
funkcija

↪
Ψ(x).

Jei Sn − bn skirstiniai silpnai konverguoja i
↪
ribini

↪
skirstini

↪
, tai

bn = αn − α + o(1); čia α yra bet kuris realusis skaičius.
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1, 2 ir 3 teoremose nykstamumo sa
↪
lyga

↪
galima pakeisti asimpto-

tinio pastovumo sa
↪
lyga. Tada funkcijas Fnk(x) reikia pakeisti funkci-

jomis Fnk(x + µnk); čia µnk yra dydžio Xnk mediana. Be to, sumas
Sn reikia pakeisti sumomis

Sn −
kn∑

k=1

µnk.

1 ir 2 teoremu
↪

sa
↪
lygas galime ir kitaip suformuluoti. Naujosios

formuluotės kartais patogesnės taikymams. Kai ε > 0, žymėsime
sutrumpinimus:

Mnk(ε) =
∫

|x|<ε

xdFnk(x), Mn(ε) =
kn∑

k=1

Mnk(ε),

Dnk(ε) =
∫

|x|<ε

x2dFnk(x)−M2
nk(ε), Dn(ε) =

kn∑

k=1

Dnk(ε).

4 teorema. Sumu
↪
Sn pasiskirstymai silpnai konverguoja i

↪
neap-

rėžtai dalu
↪
pasiskirstyma

↪
su charakteristine funkcija f = exp{(α, Ψ)}

tada ir tik tada, kai

kn∑

k=1

Fnk(x) →
∫

(−∞,x)

1 + y2

y2
dΨ(y), jei x < 0,

(2)
kn∑

k=1

(
1− Fnk(x)

) →
∫

[x,∞)

1 + y2

y2
dΨ(y), jei x > 0,

kiekviename funkcijos Ψ tolydumo taške;

lim
ε→0

lim sup
n→∞

Dn(ε) = lim
ε→0

lim inf
n→∞

Dn(ε) = Ψ(+0)−Ψ(0);(3)

Mn(τ) → α +
∫

|x|<τ

xdΨ(x)−
∫

|x|≥τ

1
x

dΨ(x)(4)

kiekvienam fiksuotam τ > 0 su sa
↪
lyga, kad ±τ yra funkcijos Ψ toly-

dumo taškai.
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I
↪
r o d y m a s . Pagal 1 teorema

↪
mums reikės i

↪
rodyti, kad (2),

(3) ir (4) sa
↪
lygos kartu yra ekvivalenčios sa

↪
lygoms:

Ψn pilnai konverguoja i
↪

Ψ,(5)
αn → α.(6)

1. Iš pradžiu
↪

parodysime, kad (5) sa
↪
lyga yra ekvivalenti dviem

sa
↪
lygoms — (7) ir (8) kartu:

∑

k

F ∗nk(x) →
∫

(−∞,x)

1 + y2

y2
dΨ(y), kai x < 0,

(7)
∑

k

(
1− F ∗nk(x)

) →
∫

[x,∞)

1 + y2

y2
dΨ(y), kai x > 0,

kiekviename funkcijos Ψ tolydumo taške;

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∑

k

∫

|x|<ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) =

= lim
ε→0

lim inf
n→∞

∑

k

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) =(8)

= Ψ(+0)−Ψ(0).

Tas ekvivalentumas ǐsplaukia ǐs Helio teoremos, pastebėjus, kad

∑

k

F ∗nk(x) =
∫

(−∞,x)

1 + y2

y2
dΨn(y), kai x < 0,

∑

k

(
1− F ∗nk(x)

)
=

∫

[x,∞)

1 + y2

y2
dΨn(y, ), kai x > 0,

∑

k

∫

|x|<ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) =

∫

|x|<ε

dΨn(x).

2. Parodysime, kad (2) ir (7) sa
↪
lygos yra ekvivalenčios. Pažymėki-

me
an = max

k
|ank|.
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Iš nykstamumo sa
↪
lygos ir 1.2 lemos

(9) an ≤ max
k

∫

|x|<τ

|x|dFnk(x) → 0

kiekvienam τ > 0. Be to,

Fnk(x) ≤ F ∗nk(x + an) ≤ Fnk(x + 2an).

Todėl (7) sa
↪
lyga yra ekvivalenti analogǐskai sa

↪
lygai, kurioje F ∗nk yra

pakeista funkcija Fnk, t. y. (2) sa
↪
lygai.

Tuo pačiu parodėme, kad (5) sa
↪
lyga yra ekvivalenti (2) ir (8)

sa
↪
lygai kartu.

3. Tarkime, kad (2) sa
↪
lyga teisinga. Panagrinėsime

∑

k

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x)−Dn(ε) = Vn −Wn;

čia

Vn =
∑

k

∫

|x|<ε

(x− ank)2dFnk(x)−Dn(ε),

Wn =
∑

k

∫

|x|<ε

(x− ank)2dFnk(x)−
∑

k

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x),

0 < ε < τ .
Iš pradžiu

↪
i
↪
vertinsime Vn. Pakėle

↪
pointegralini

↪
dvinari

↪
kvadratu

ir i
↪
state

↪
Dn(ε) ǐsraǐska

↪
, gauname

Vn =
∑

k

{
a2

nk

∫

|x|<ε

dFnk(x)− 2ank

∫

|x|<ε

xdFnk(x)+

+
( ∫

|x|<ε

xdFnk(x)
)2

}
.



III SKYRIUS. NYKSTAMIEJI ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 91

Pirmasis integralas lygus 1 − P (|Xnk| ≥ ε). Prisimine
↪
ank ǐsraǐska

↪
,

rasime

Vn =
∑

k

{(
ank −

∫

|x|<ε

xdFnk(x)
)2

− a2
nkP

(∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
)} ≤

≤
∑

k

( ∫

ε≤|x|<τ

xdFnk(x)
)2

≤

≤ τ
∑

k

∫

|x|<τ

|x|dFnk(x) ·
∫

|x|≥ε

dFnk(x) ≤

≤ τan

∑

k

P
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
)
.

Jei tenkinama (2) sa
↪
lyga, tai suma yra aprėžta. Iš nykstamumo

sa
↪
lygos ǐsplaukia an → 0. Vadinasi, Vn → 0.
Tirsime Wn. Pertvarkome

Wn =
∑

k

{ ∫

|x|<ε

(x− ank)2dFnk(x)−

−
∫

|x−ank|<ε

(x− ank)2dFnk(x)
}

=

=
∑

k

{ ∫

|x|<ε,|x−ank|≥ε

(x− ank)2dFnk(x)−

−
∫

|x−ank|<ε,|x|≥ε

(x− ank)2dFnk(x)
}

.

Pakankamai dideliems n ǐs (9) gauname an < ε/2. Todėl

∣∣Wn

∣∣ ≤ 2
∑

k

∫

ε/2<|x|≤2ε

(
x− ank

)2
dFnk(x) ≤

≤ 18ε2
∑

k

P
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε/2
)
.
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Kadangi (2) sa
↪
lyga teisinga, tai Wn → 0, kai n → ∞, vadinasi, ir

Vn −Wn → 0, kai n →∞, t. y.

∑

k

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x)−Dn(ε) → 0,

kai n →∞. Todėl, kai (2) teisinga, (3) sa
↪
lyga yra ekvivalenti tokiai

lim
ε→0

lim sup
n→∞

∫

|x|<ε

x2fF ∗nk(x)) = lim
ε→0

lim inf
n→∞

∫

|x|<ε

x2fF ∗nk(x) =

= Ψ(+0)−Ψ(0).(10)

Kadangi teisingos nelygybės

1
1 + ε2

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x) ≤
∫

|x|<ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≤

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x),

tai (10) sa
↪
lyga ekvivalenti (8) sa

↪
lygai.

Vadinasi, esant (2) teisingai, (3) ir (8) sa
↪
lygos yra ekvivalenčios.

Surašysime gautu
↪
ekvivalentumu

↪
schema

↪

(5) ⇐⇒ (7)&(8), (2) ⇐⇒ (7), (2)&(3) ⇐⇒ (2)&(8)

Iš čia matome, kad (2)&(3) ⇐⇒ (5).

4. Tarkime, kad (2) ir (3) sa
↪
lygos teisingos. Parodysime, kad tada

(4) ir (6) sa
↪
lygos yra ekvivalenčios. Tam savo ruožtu pakanka i

↪
rodyti,

kad

(11)
∑

k

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x) →

∫

|x|>τ

dΨ(x)
x

−
∫

|x|<τ

xdΨ(x)

kiekvienam fiksuotam teigiamam τ su sa
↪
lyga, kad ±τ yra funkcijos

Ψ tolydumo taškai. Pasinaudosime lygybe
∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x) =

∫

|x|<τ

xdF ∗nk(x)−

−
∫

|x|<τ

x3

1 + x2
dF ∗nk(x) +

∫

|x|≥τ

x

1 + x2
dF ∗nk(x).
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Iš (5) sa
↪
lygos, ekvivalenčios (2) ir (3) sa

↪
lygoms, ir Helio teoremos

gauname
∑

k

∫

|x|<τ

x3

1 + x2
dF ∗nk(x) →

∫

|x|<τ

xdΨ(x),

∑

k

∫

|x|≥τ

x

1 + x2
dF ∗nk(x) →

∫

|x|≥τ

dΨ(x)
x

.

Lieka i
↪
rodyti, kad

∑

k

∫

|x|<τ

xdF ∗nk(x) → 0.

Sumuojamasis integralas lygus
∫

|x−ank|<τ

(x− ank)dFnk =
∫

|x|<τ

−
∫

|x|<τ,|x−ank|≥τ

+

+
∫

|x|≥τ,|x−ank|<τ

.

Pirmasis integralas, kaip jau esame mate
↪
, yra lygus

ankP
(|Xnk| ≥ τ

)
.

Antrasis integralas absoliučiuoju didumu

≤ (τ + ank)
∫

τ−ank≤|x|<τ

dFnk(x) ≤ (τ + an)P (τ − an ≤ |Xnk| < τ).

Trečiojo integralo absoliutusis didumas

≤ τ

∫

τ≤|x|≤τ+an

dFnk(x) = τP (τ ≤ |Xnk| < τ + an).

Todėl ∣∣∣∣
∑

k

∫

|x|<τ

xdF ∗nk(x)
∣∣∣∣ ≤ an

∑

k

P (|Xnk| ≥ τ)+

+ (τ + an)
∑

k

P (τ − an ≤ |Xnk| < τ)+

+ τ
∑

k

P (τ ≤ |Xnk| < τ + an).
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Iš (2) ir (9) ǐsplaukia, kad nelygybės dešinioji pusė konverguoja
nulin. ¤

5 teorema. Tarkime, bn (n = 1, 2, . . .) yra konstantu
↪
seka. Sumu

↪
Sn − bn pasiskirstymai silpnai koverguoja i

↪
neaprėžtai dalu

↪
dėsni

↪
su

charakteristine funkcija exp{(α, Ψ)} tada ir tik tada, kai tenkinamos
4 teoremos (2), (3) sa

↪
lygos ir sa

↪
lyga

Mn(τ)− bn → α +
∫

|x|<τ

xdΨ(x)−
∫

|x|≥τ

dΨ(x)
x

bet kuriam fiksuotam τ > 0, kai ±τ yra funkcijos Ψ tolydumo taškai.

I
↪

r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 2 teoremos ir tokiu
↪

faktu
↪
, gautu

↪
4

teoremos i
↪
rodyme: a) (2) ir (3) sa

↪
lygos yra ekvivalenčios (5) sa

↪
lygai;

b) jei tenkinamos (2) ir (3) sa
↪
lygos, tai teisingas (11) teiginys. ¤

Iki šiol vartojome neaprėžtai daliu
↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
Levi-

Chinčino kanonine
↪
ǐsraǐska

↪
. Panagrinėsime dabar Levi kanonine

↪
ǐs-

raǐska
↪
.

6 teorema. Konstantu
↪

seka bn (n = 1, 2, . . .) su sa
↪
lyga, kad

Sn−bn skirstiniai silpnai konverguotu
↪
i
↪
neaprėžtai dalu

↪
pasiskirstymo

dėsni
↪
, užrašyta

↪
Levi kanonine formule su funkcija L ir konstanta σ2,

egzistuoja tada ir tik tada, kai tenkinamos sa
↪
lygos

kn∑

k=1

Fnk(x) → L(x), kai x < 0,

kn∑

k=1

(
Fnk(x)− 1

) → L(x), kai x > 0,

kiekviename funkcijos L tolydumo taške ir

lim
ε→0

lim sup
n→∞

Dn(ε) = lim
ε→0

lim inf
n→∞

Dn(ε) = σ2.

Ši teorema ǐsplaukia ǐs 5 teoremos ir ryšiu
↪
tarp L ir Ψ.
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5. KONVERGAVIMO I
↪
NORMALU

↪
JI

↪
DĖSNI

↪
SA

↪
LYGOS

Tirsime vėl seka
↪
seriju

↪
nykstamu

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
, kurie yra

nepriklausomi kiekvienoje serijoje. Vartosime tuos pačius žymenis,
kaip ir 4 skyrelyje.

Normaliojo dėsnio su vidurkiu a ir dispersija σ2 charakteristinės
funkcijos Levi-Chinčino kanoninėje formulėje

α = a,

(1) Ψ(x) =

{ 0, kai x ≤ 0,

σ2, kai x > 0.

Konvergavimo i
↪

normalu
↪
ji
↪

dėsni
↪

būtinas ir pakankamas sa
↪
lygas

galime gauti ǐs 4.4 teoremos. Tik jas šiuo specialiu atveju galima
gerokai suprastinti. Tačiau 4.4 teoremos i

↪
rodymas yra gana ilgas.

Jei mums rūpėtu
↪

tik normalusis atvejis, galėtumėme apseiti be tos
teoremos, o pasiremti tik 4.1 teorema. Iš jos ǐsplaukia sumu

↪
Sn pa-

siskirstymo funkciju
↪
konvergavimo i

↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
su vidurkiu a ir

dispersija σ2 būtinos ir pakankamos sa
↪
lygos:

Ψn(x) pilnai konverguoja i
↪
Ψ(x),(2)

αn → a,(3)

kai n →∞. Iš šio rezultato gausime tokia
↪
teorema

↪
.

1 teorema. Dydžiai Xnk yra nykstami ir sumu
↪
Sn pasiskirstymai

konverguoja i
↪
normalu

↪
ji
↪
pasiskirstyma

↪
N (a, σ2) tada ir tik tada, kai

kiekvienam ε > 0 yra teisingos sa
↪
lygos

∑

k

P (|Xnk| ≥ ε) → 0,(4)

Dn(ε) → σ2,(5)

Mn(ε) → a,(6)
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kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . P a k a n k a m u m a s. Tarkime, kad tenkinamos

(4), (5), (6) sa
↪
lygos. Iš (4) ǐsplaukia

max
k

P (|Xnk| ≥ ε) ≤
∑

k

P (|Xnk| ≥ ε) → 0

kiekvienam ε, kai n →∞. Vadinasi, dydžiai Xnk yra nykstami.
Mums lieka i

↪
rodyti, jog (2), (3) teisingos.

Pradėsime nuo (2) sa
↪
lygos.

Iš pradžiu
↪
i
↪
rodysime, kad kiekvienam ε > 0

(7) In(ε) =
∑

k

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x) → σ2.

Panagrinėsime du reǐskinius

U1 =
∑

k

{ ∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x)−

−
∫

|x|<ε

(
x− ank

)2
dFnk(x)

}
,(8)

U2 =
∑

k

∫

|x|<ε

(
x− ank

)2
dFnk(x)−Dn(ε).(9)

Parodysime, kad U1 → 0, U2 → 0, kai n → ∞. Tada ǐs (5) ǐsplauks
(7).

Perrašysime pirma
↪
ji
↪
reǐskini

↪

U1 =
∑

k

{ ∫

|x−ank|<ε

(x−ank)2dFnk(x)−
∫

|x|<ε

(
x−ank

)2
dFnk(x)

}
.

Intervalas |x − ank| < ε yra sa
↪
junga dvieju

↪
nepersidengiančiu

↪
aibiu

↪
:{

x : |x − ank| < ε, |x| < ε
}

ir
{
x : |x − ank| < ε, |x| ≥ ε

}
.

Panašiai galime ǐsreikšti ir sriti
↪

{
x : |x| < ε

}
kaip sa

↪
junga

↪
dvieju

↪
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nepersidengiančiu
↪
aibiu

↪

{|x| < ε, |x− ank| < ε
}

ir
{
x : |x| < ε, |x−

ank| ≥ ε
}
. Todėl

U1 =
∑

k

{ ∫
|x−ank|<ε
|x|≥ε

(
x− ank

)2
dFnk(x)−

−
∫

|x|<ε
|x−ank≥ε

(
x− ank

)2
dFnk(x)

}
.

Kadangi dydžiai Xnk yra nykstami, tai pagal 1.2 lema
↪

(10) max
k
|ank| ≤ max

k

∫

|x|<τ

|x|dFnk(x) → 0,

kai n →∞. Kai n yra pakankamai didelis, tai visiems k

{
x : |x− ank| < ε, |x| ≥ ε

} ⊂ {
x : ε ≤ |x| < 2ε

}
,

{
x : |x| < ε, |x− ank| ≥ ε

} ⊂ {
x :

ε

2
≤ |x| < ε

}
.

Iš čia ir (4) ǐsplaukia

U1 ≤
∫

ε
2≤|x|<ε

(
x− ank

)2
dFnk(x) ≤ 9ε2

∑

k

P
(
|Xnk| ≥ ε

2

)
→ 0

kiekvienam ε > 0.
Pereisime prie U2. Pakėle

↪
pointegralini

↪
reǐskini

↪
kvadratu ir i

↪
state

↪
Dn(ε) ǐsraǐska

↪
, gauname

U2 =
∑

k

{
− 2ank

∫

|x|<ε

xdFnk(x) + a2
nk

∫

|x|<ε

dFnk(x)+

+
( ∫

|x|<ε

xdFnk(x)
)2}

=

=
∑

k

{(
ank −

∫

|x|<ε

xdFnk(x)
)2

− a2
nk + a2

nk

∫

|x|<ε

dFnk(x)
}

.
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Tarkime, kad ε < τ . Tada

|U2| =
∣∣∣∣
∑

k

{( ∫

ε≤|x|<τ

xdFnk(x)
)2

− a2
nk

∫

|x|≥ε

dFnk(x)
}∣∣∣∣ ≤

≤ τ2
∑

k

∫

|x|≥ε

dFnk(x) + max
k

a2
nk

∑

k

P
(|Xnk| ≥ ε

) → 0

pagal (4). Atvejis ε ≥ τ tiriamas analogǐskai. Todėl (7) sa
↪
lyga yra

teisinga.
Pažymėkime

(11) Hn(ε) =
∑

k

∫

|x|<ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x).

Parodysime, kad bet kuriam ε > 0

(12) Hn(ε) → σ2.

Tarkime, kad 0 < δ < ε. Tada

1
1 + δ2

∑

k

∫

|x|<δ

x2dF ∗nk(x) ≤ Hn(ε) ≤
∑

k

∫

|x|<ε

x2dF ∗nk(x).

Pasinaudoje
↪
(7) formule, gauname

σ2

1 + δ2
≤ lim inf Hn(ε) ≤ lim supHn(ε) ≤ σ2.

Pereikime prie ribos, kai δ ↘ 0. Gausime (12).
Dabar i

↪
rodysime, kad kiekvienam ε > 0

(13)
∑

k

∫

|x|≥ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) → 0.

Pastaroji suma yra ne didesnė už suma
↪

∑

k

∫

|x|≥ε

dF ∗nk(x) =
∑

k

P
(|Xnk − ank| ≥ ε

)
.
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Kiekvienam ε ir visiems pakankamai dideliems n

max
k
|ank| < ε

2
.

Todėl
∑

k

P
(|Xnk − ank ≥ ε

) ≤
∑

k

P
(|Xnk ≥ ε

2
) → 0.

(13) sa
↪
lyga i

↪
rodyta.

Iš (11), (12), (13) ir (1) ǐsplaukia (2). Lieka gauti (3). I
↪
rodysime,

kad

(14)
∑

k

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x) → 0.

Pastara
↪
ji
↪
reǐskini

↪
perrašysime

∑

k

∫

|x|<τ

xdF ∗nk(x)−
∑

k

∫

|x|<τ

x3

1 + x2
dF ∗nk(x)+

+
∑

k

∫

|x|≥τ

x

1 + x2
dF ∗nk(x) = I1 − I2 + I3.

Parodysime, kad I1 → 0, I2 → 0, I3 → 0. Iš čia ǐsplauks (14). Pagal
(2) ir Helio teorema

↪

I2 =
∫

|x|<τ

xdΨn(x) →
∫

|x|<τ

xdΨ(x) = 0,

I3 =
∫

|x|>τ

1
x

dΨn(x) →
∫

|x|>τ

1
x

dΨ(x) = 0.

Lieka ǐstirti I1. Kadangi

I1 =
∑

k

∫

|x|<τ

xdFnk(x + ank) =
∑

k

∫

|−ank|<τ

dFnk(x) =

=
∑

k

{ ∫
|x−ank|<τ

|x|<τ

+
∫
|x−ank|≥τ

|x|<τ

}
(x− ank)dFnk(x),
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tai

I1 =
∑

k

{ ∫

|x|<τ

−
∫

|x|<τ
|x−ank≥τ

+
∫

|x|≥τ
|x−ank|<τ

}
(x− ank)dFnk(x).

Iš (4) ir (10)

|I1| ≤
∣∣∣∣
∑

k

∫

|x|<τ

(x− ank)dFnk(x)
∣∣∣∣+

+
∑

k

∫
|x|<τ

|x−ank|≥τ

|Ix− ank|dFnk(x)+

+
∑

k

∫
|x|≥τ

|x−ank|<τ

|x− ank|dFnk(x) ≤
∣∣∣∣
∑

k

ank

∫

|x|≥τ

dFnk(x)
∣∣∣∣+

+ 2τ
∑

k

P
(
|Xnk| ≥ τ

2

)
+ τ

∑

k

P (|Xnk| ≥ τ) → 0.

Taigi (14) i
↪
rodėme. Iš čia ir (6) ǐsplaukia (3).

B ū t i n u m a s . Tarkime, kad dydžiai Xnk yra nykstami
ir ju

↪
sumu

↪
Sn pasiskirstymai konverguoja i

↪
normalu

↪
ji
↪
pasiskirstyma

↪
N (a, σ2). Reikia i

↪
rodyti, kad tada teisingos (3), (4), (5) sa

↪
lygos.

Kaip sakėme skyrelio pradžioje, tada teisingi teiginiai (2) ir (3).
Pasinaudoje

↪
(1), gauname

∑

k

∫

|x|≥ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) =

=
∑

k

{ ∫ ∞

−∞
−

∫

(−∞,−ε)

−
∫

ε,∞)

}
x2

1 + x2
dF ∗nk(x) →

→ σ2 − σ2 − 0 = 0.

Funkcija x2/(1 + x2) didėja, kai x2 didėja. Todėl

∫

|x|≥ε

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) ≥ ε2

1 + ε2

∫

|x|≥ε

dF ∗nk(x)
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ir kiekvienam ε > 0

(15)
∑

k

∫

|x|≥ε

dF ∗nk(x) → 0.

Kadangi visiems ε > 0 ir k, kai n yra pakankamai didelis,

{
x : |x| ≥ ε

} ⊂
{

x :
∣∣x− a− nk

∣∣ ≥ ε

2

}
,

tai pagal (15)

∑

k

P (|Xnk| ≥ ε) ≤
∑

k

P
(
|Xnk − ank| ≥ ε

2

)
=

=
∑

k

∫

|x|≥ ε
2

dF ∗nk(x) → 0

Taigi (5) sa
↪
lyga i

↪
rodyta.

I
↪
rodinėdami pakankamuma

↪
, radome, kad ǐs (4) ǐsplaukia U1 → 0

ir U2 → 0. Todėl (5) sa
↪
lyga bus i

↪
rodyta, i

↪
rodžius (7). Iš (2) ǐsplaukia,

kad (12) sa
↪
lyga teisinga.

Kai δ > 0, δ < ε, gauname

0 ≤ In(ε)−Hn(ε) =
∑

k

∫

|x|<ε

x4

1 + x2
dF ∗nk(x) =

=
∑

k

{ ∫

|x|<δ

+
∫

δ≤|x|<ε

}
x4

1 + x2
dF ∗nk(x).

Iš čia

0 ≤ In(ε)−Hn(ε) ≤

≤ δ2
∑

k

∫

|x|<δ

x2

1 + x2
dF ∗nk(x) + ε4

∑

k

∫

|x|≥δ

dF ∗nk(x).

Kaip matėme, ǐs (4) ǐsplaukia (15). Todėl, perėje
↪

prie ribos, kai
n →∞, turime

0 ≤ lim inf
(
In(ε)−Hn(ε)

) ≤ lim sup
(
In(ε)−Hn(ε)

) ≤ δ2σ2.
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Pereiname prie ribos, kai δ ↘ 0. Gauname

0 ≤ lim inf
(
In(ε)−Hn(ε)

) ≤ lim sup
(
In(ε)−Hn(ε)

) ≤ 0.

Prisimine
↪
(12), matome, kad (7) teisinga. Iš čia ǐsplaukia (5).

Lieka i
↪
rodyti (6). Iš (3) matome, kad (6) sa

↪
lyga bus i

↪
rodyta,

i
↪
rodžius

∑

k

∫ ∞

−∞

x

1 + x2
dF ∗nk(x) → 0.

Tačiau šis teiginys, kaip matėme i
↪
rodydami pakankamuma

↪
, ǐsplaukia

ǐs (2) ir jau mūsu
↪
i
↪
rodyto (4) teiginio. ¤

I
↪
rodyta

↪
ja

↪
teorema

↪
galima ir kitaip suformuluoti. Jai i

↪
rodyti mums

pravers paprasta lema.

1 lema. Tarkime, 0 < δ < ε. Tada

∣∣Dn(ε)−Dn(δ)
∣∣ ≤ ε(2ε + δ)

∑

k

P
(|Xnk| ≥ δ

)
.

I
↪
r o d y m a s . Lygybės

Dnk(ε)−Dnk(δ) =
∫

δ≤|x|<ε

x2dFnk(x)−

− (
Mnk(ε)−Mnk(δ)

) · (Mnk(ε)−Mnk(δ)
)

pirmasis narys yra ne didesnis už

ε2

∫

|x|≥δ

dFnk(x) = ε2P
(|Xnk| ≥ δ

)
,

o antrasis absoliučiuoju didumu neviršija
∣∣∣∣
∫

δ≤|x|<ε

xdFnk(x)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

|x|≤ε

xdFnk(x) +
∫

|x|≤δ

xdFnk(x)
∣∣∣∣ ≤

≤ εP
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ δ
)
(ε + δ).
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Sudėje
↪
abu i

↪
verčius ir susumave

↪
pagal k, gauname lemos nelygybe

↪
.

¤

2 teorema. Dydžiai Xnk yra nykstami ir sumu
↪
Sn pasiskirstymo

dėsniai silpnai konverguoja i
↪
N (a, σ2) tada ir tik tada, kai kiekvienam

ε > 0 teisinga (3) sa
↪
lyga ir bent vienam τ > 0 sa

↪
lygos

(16) Dn(τ) → σ2,

(17) Mn(τ) → a.

I
↪
r o d y m a s . Šiu

↪
sa

↪
lygu

↪
būtinumas ǐsplaukia ǐs 1 teoremos.

Todėl pakanka i
↪
rodyti, kad ǐs (1) sa

↪
lygos bet kuriam ε > 0 ir bent

vienam τ > 0 ǐs (16) ir (17) sa
↪
lygu

↪
ǐsplaukia, jog (4) ir (5) sa

↪
lygos

teisingos visiems ε > 0.
Tarkime, 0 < ε ≤ τ . Pagal 1 lema

↪

∣∣Dn(τ)−Dn(ε)
∣∣ ≤ τ(2τ + ε)

∑

k

P
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
) → 0.

Sukeite
↪
ε ir τ vietomis, toki

↪
pat rezultata

↪
gautume ir tada, kai 0 <

τ ≤ ε.
Analogǐskai i

↪
rodome

∣∣Mn(τ)−Mn(ε)
∣∣ ≤

∑

k

∫

min(ε,τ)≤|x|<max(ε,τ)

|x|dFnk(x) ≤

≤ max(ε, τ)
∑

k

P
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ min(ε, τ)
) → 0. ¤

3 teorema. Tarkime, kad sumu
↪
Sn pasikirstymo dėsniai konver-

guoja i
↪

neǐssigimusi
↪

ribini
↪

dėsni
↪
. Ribinis dėsnis yra normalusis ir

dydžiai Xnk nykstami tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0 teisinga
(3) sa

↪
lyga.

I
↪
r o d y m a s . Pakanka i

↪
rodyti, kad ǐs šios sa

↪
lygos ir sumu

↪
Sn

pasiskirstymu
↪
konvergavimo i

↪
neǐssigimusi

↪
ribini

↪
dėsni

↪
ǐsplaukia, jog

ribinis dėsnis yra normalusis, nes dydžiu
↪
nykstamumas yra akivaiz-

dus.
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Kadangi nykstamu
↪

dydžiu
↪

suma konverguoja i
↪

ribini
↪

dėsni
↪
, tai

ǐs 4.5 teoremos ǐsplaukia, kad Levi spektrinė funkcija L(x) = 0, kai
x 6= 0. Ribinis dėsnis yra neaprėžtai dalus, neǐssigime

↪
s. Todėl jis yra

normalusis. ¤

4 teorema. Dydžiai Xnk yra nykstami ir egzistuoja konstantu
↪

seka bn (n = 1, 2, . . . , ) su sa
↪
lyga, kad sumu

↪
Sn − bn pasiskirstymai

konverguoja i
↪
N (0, 1), tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0 teisinga

(1) sa
↪
lyga ir kuriam nors τ > 0

Dn(τ) → 1.

Jei tos sa
↪
lygos yra tenkinamos, tai

bn = Mn(H) + o(1);

čia H yra bet kuris teigiamas skaičius. Šia
↪
lygybe

↪
tenkina visos gali-

mos konstantos bn.

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 4.6 ir šio skyrelio 2 teoremu

↪
. ¤

P a s t a b a . Ši teorema yra teisinga, kai joje žodžius ”kuriam
nors τ > 0” pakeičiame žodžiais ”kiekvienam τ > 0”.

Pastarosiose teoremose (3) sa
↪
lyga

↪
galima suformuluoti ir kitaip.

Tačiau ǐs pradžiu
↪
i
↪
rodysime paprasta

↪
nelygybe

↪
.

2 lema. Jei skaičiai ck (k = 1, . . . , n) tenkina nelygybes 0 ≤ ck ≤
1, tai

1−
n∑

k=1

ck ≤
n∏

k=1

(1− ck).

I
↪
r o d y m a s . Kai n = 1, ši nelygybė yra triviali. Tarkime, kad

ji teisinga, kai turime n skaičiu
↪
. Tada

1−
n+1∑

k=1

ck ≤
n∏

k=1

(1− ck)− cn+1 ≤
n∏

k=1

(1− ck)· (1− cn+1). ¤
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P a s t a b a. (1) sa
↪
lyga yra ekvivalenti sa

↪
lygai

P
(
max

k

∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
) → 0.

I
↪
r o d y m a s . Pažymėkime

pnk = P
(∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
)
.

Tada
P

(
max

k

∣∣Xnk

∣∣ ≥ ε
)

= 1− P
(
max

k

∣∣Xnk

∣∣ < ε
)

=

= 1−
∏

k

P
(∣∣Xnk

∣∣ < ε
)

= 1−
∏

k

(1− pnk).

Mūsu
↪
teiginys ǐsplaukia ǐs nelygybiu

↪

1− exp
{−

∑

k

pnk

} ≤ 1−
∏

k

(1− pnk) ≤
∑

k

pnk.

Pirmoji ǐs ju
↪
gaunama ǐs nelygybės

1− pnk ≤ e−pnk ,

o antroji — ǐs 2 lemos. ¤


