IIT SKYRIUS. NYKSTAMIEJI
ATSITIKTINIAI DYDZIAI

1. NYKSTAMUJU ATSITIKTINIU DYDZIU SAVOKA
Tirsime atsitiktiniu dydziu seriju seka

Xn17Xn27~-~-Xnk, (n:1,2,)
Kiekvienoje serijoje atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi. Imkime
seka konstantu A,, ir sudarykime sumas

Sp=Xn1+ ...+ Xnk, — An.

Kyla du uzdaviniai.

1. Rasti visus galimus sumu 5, ribinius pasiskirstymo désnius.

2. Rasti salygas, kad sumu pasiskirstymo désniai konverguoty i
kuri nors konkretu désni.

Pirmasis uzdavinys bendruoju atveju yra trivialus. Kiekviena pa-
siskirstymo funkcija gali buti ribiné. IS tikryju. Tarkime, kad F' yra
bet kuri pasiskirstymo funkcija. Imkime atsitiktinius dydzius: X1,
pasiskirsciusi pagal désni F', o kitus X, lygius 0 su tikimybe 1, ir
A, = 0. Tada suma S,, yra pasiskirsciusi pagal désni F'. Vadinasi,
sumu S, skirstiniai turi ribini désnj F'.

Todél ateityje ivesime kai kuriuos natiiralius apribojimus. Na-
grinésime tam tikras atsitiktiniy dydziu sekas, atitinkancias prak-
tikoje pasitaikancius uzdavinius. Paprastai ivedamos papildomos sa-
lygos, kad atskiro démens vaidmuo sumoje buitu nezymus. Nusakysi-
me tai tiksliau.
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Sakysime, kad dydziai X, (k=1,...,kn; n=1,2,...) yra toly-
giai nykstami (arba tiesiog nykstamsi), jei kiekvienam fiksuotam &

max P(|X,x| >¢) — 0,
1<k<kn,

kai n — oo.
Atsitiktinio dydzio X, pasiskirstymo funkcija, charakteristine
funkcija ir mediana zymesime atitinkamai Fyr, fok, tnk-

1 lema. Jei atsitiktiniai dydziai X, yra nykstami, tai

| Inax lttnk| — 0,

kai n — oo.

Irodymas. Priminsime, kad atsitiktinio dydzio X, mediana
(zr. 1.1 skyreli) yra skaic¢ius p su salygomis
1

P(Xnk:ZM)Zg, P(Xne < p) >

DN | =

Pagal nykstamumo apibrézima kiekvienam ¢ > 0 galima rasti toki
ne, kad

b

N =

m]?XP(|Xnk| >e) <

t.y.

)

N |

mkinP(|Xnk| <eg)>

kai n > n.. Todél
m]?X ltnk| < e,

kain >n.. O

2 lema. Jei atsitiktiniai dydZiai X,x yra nykstamsi, tai bet kuriems
teigiamiems h ir T

max/ |z|"dFpi(z) — 0,
k lz|<T
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kai n — oo.

Irodymas. Kai7>0, 0<e <7, raSome

/ |z|hank(ar):/ +/ gsh+7h/ dF, ().
lz|<T |z|<e e<lz|<T |z|>e

IS cia

max/ |z dFk(z) < e+ 17 max/ AP, (x).
B lal<r P Jlelze

Parinke € pakankamai maza, o n pakankamai dideli, i§ nykstamumo
apibrézimo gauname, kad desinéje esanti dydi galime padaryti kiek
norime maza. 0O

3 lema. Teiginiai:

1°  dydzZiai X yra nykstami,

20 max | frk(t) — 1] — 0, kai n — oo,

tolygiai t atzvilgiu kiekviename baigtiniame intervale,

30

e8] 31‘2
max/ ———dF,;(z) = 0, kai n — oo,
ko oo 1422

yra ekvivalentus.

Irodymas. Irodinésime lema pagal schema 1° = 2° = 3° =
1°.

1. Kai [t| < T < oo,

max | frr(t) — 1] < max| (eim — 1)ank(x)|+
k k lx|<e
+ max | (em” — l)ank(x)| <
koo Jla|ze

<Te+2 max/ dFi(x).

|z|>e
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Jei teisingas 1° teiginys, tai deSinéje esantis reiSkinys tampa kiek
norima mazas, parinkus n pakankamai dideli, o € pakankamai maza.

2. Pasinaudoje lygybémis

/OOO e_t(l—fnk(t))dt:/ooo e—t(/‘” (1_em)ank(x)>dt:

— 0o

:/ (/ e_t(l — eim)dt) dF,(x),
—00 0

/ e_t(l — eit’”)dt = —/ (1 — e””’)de_t =

0 0

—(1 — eit“)e_t‘o +/0 e_td(l — eim) =

— i /OO Gtlie—1) gy — _ i et(ia:—l)’oo _
0 x—1 0

ir

THA x? — iz

ir—1  a241’

gauname
/OO (1 = far(t))dt /OO v it (z)
e —fn = ———dF(z).
0 g —00 z? +1 g
Imdami realiasias dalis, gauname

/O e‘t(l—Refnk(t))dt:/ T AF ().

—eo 1tz

IS cia

e o] 1.2 0
Inkax/_oo Wank(x) < m’?x/o et frr(t) — 1]dt <

T
< / m;;ix|fnk(t) —1ldt + 2/ e tdt.
0

9]
T
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Jei teisingas 2° teiginys, tai deSinioji pusé gali buti kiek norima maza,
kai n ir T' pakankamai dideli.

3. Funkcija

x? 1

1+22 1422
didéja, kai 22 didéja. Todél

1+ g2 22
max dF,1(x) < max/ ——dF,.(z).
b /|x|ze R jolze 1+ 22 )

Kai n — oo, tai deSinioji pusé konverguoja nulin; vadinasi, ir kairioji
pusé konverguoja nulin. [J

2. CENTRAVIMAS IR SIMETRINIMAS

Toliau 7 visur reiks bet kuri fiksuota teigiama skaiciu. Kiekvienai
pasiskirstymo funkcijai F'(x) priskirsime skai¢iy

a:= /WT vdF(z).

Mums ne karta pravers lygybé
[ w-adpw =a- [ air@) -
lyl<T lyl<r

(1) - a(l - /y<7 dF(y)> - a/|y>T dF(y).

Zymésime X* := X —a ir to dydzio pasiskirstymo bei charakteristine
funkcijas

F*(z):=F(x+a), f*(t):= /fo AR (2) = e f(t).

Analogiskai funkcijai Fy priskirsime skai¢iu ang, atsitiktini dydi
X} = Xpk — ang bei funkcijas ., fr..
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Teisinga nelygybé |a| < 7 ir analogiskos nelygybés dydziams su
indeksais.

1 lema. Bet kuriai pasiskirstymo funkcijai F' ir bet kuriam teigia-
mam T galima rasti teigiama skaiciy ¢1 = c1(a, T, T) su salyga

o'} :1;2
(1) —1| < F*(x).
crmax (0 -11< [ TP

Irodymas. Teisinga lygybé

£ 1= / T (6 1) dF (@),

— 00

Suskaide integravimo sriti i dvi: |z +a| > 7 ir |z + a| < T, pritaike
pirmoje srityje trivialy iverti

‘eitl’ - 1| < 27
o antrojoje iverti
it 0
eMtr 1 = jtr + §t2x27 0] <1,

gauname

TAUREEL Y e

|z+al|>T

+ |t‘/ 2dF*(z)
|z4a|<T

Pasinaudoje (1) lygybe, turime

/|9L’+a|<7' vl (@) = /|y<'r(y —a)dF(y) =

- a/|y|>T dF(y) = a/lm+a|>TdF*(x).

2

t
+ 7/ 22 dF*(x).
2 |z+a|<T
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Todél

If*@t) —1| < (2+|at|)/ dF*(:v)+t2/+ . 2 dF*(z).

lzta|>T

Ivertinsime tuos integralus. Kadangi funkcija x2(1 + 2%)~! =
(14+272)~1, kaip jau esame pastebéje, yra nemazéjanti, kai 22 didéja,
tal pirmasis integralas

1 _ 2 2
[ ar@elIoll [ e <
|z+a|>T (T - |a|) |z+a|>T I+

1 _ 2 e s} 2
S +(T |a|) / < dF*(.’L'),
(r—la))? Jooo 1422

0 antrasis

1.2

22dF*(z) < (14 (7 4+ |a|)2/ T aF ) <
~/|ac+a|<7— |z+al<T 1+ 22

oo 2
2 €L *
< (14 (r+ al) )/m AR @),
I8 Siu nelygybiu isplaukia

) -1 <

max (1) — 1] <
1+ (17— |a])?

s{@+lan = s
T? 9 < g2 .

Tarkime, kad p yra atsitiktinio dydzio X su pasiskirstymo funkcija
F mediana. Pazymékime

X=X-—pu, F@)=PX<z)=F(x+p).

Tarkime, kad X = X —Y; éla X ir Y yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo
funkcija Zymésime F.
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2 lema. Teisinga nelygybé

/w v dF(x)§2/Oo TR,

oo L+ 22 oo L+ 22

Irodymas. Turime lygybe

oo 502 R o0 11;’2
——dF(x) = ——d(1-P(X —pu>
/oo1+x2 ) /0 Tyl - P —pz o)

0 £E2 [e’e) {,C2
——dP(X — =— ——dP(|X — u| > z).
[ P —p<a) == [ dP(X — > 2)

Integruojame dalimis

oo

+
0

o a2 22
/ dF(z) = P(X -l > 2)

o 14+ 22 1+ 22

2

" 2
1+ 22

o [P0 iz g = [T PO -z )

x
1422

Tarkime, kad Y yra taip pat pasiskirstes kaip ir X, be to, X ir ¥ —
nepriklausomi. Kai z > 0, teisingos nelygybés

P(X-Y|>2)=P(X-Y >2)+P(X -V < —z)

v

ZP(X—;LZ:C,Y—MSO)—FP(X—ug—:z:,Y—uEO):

=P(X-—p>2)PY Sp)+P(X —p< —2)P(Y > p) >

1
> 5P(|X — | > ).

Todél

2

T

o] £E2 . o] T
dF(z) <2 P(IX -Y|>uz)d
0 1+

oo L2
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Vél integruojame dalimis

oo

o g2 2
—F <2P(|X =-Y]| > R
/,OOsz (1) < 2P(X - V|2 0) 1y

0

[ee] 1’2
—2/0 mdP(IX—YI >z) =

- —2/_0; - fod(l — F(z)+ F(—z + 0)) -

[ee) :172 _ o0 ‘,1:2 ~
= 2/ ——dF(x) — 2/ ——dF(-x) =
o 1+ a2 o 1+ 22

[ee] .]32 ~
=2 ——=dF(z). O
[ i

3 lema. Jei p yra atsitiktinio dydzio su pasiskirstymo funkcija F
mediana ir || < T, tai egzistuoja teigiamas skaicius co = co(u,7),
tenkinantis salyga

oo xQ oo .13'2 R
dF* < ——dF(x).
| rmire e e

Irodymas. Turime

o0 x2 o0 (E2 .
* _ o _
/_OO 71+x2dF (z) /m71+x2dF(x+a 1)

_/°° (z+ p—a)?

B _001+($+M—a)2

—CL2A£C AIE.
</$+Ml<7(x+u Pab@)+ [ db)

o+l 2T

Pirmam integralui ivertinti pavartosime nelygybe

(x+p—a)® <a®+2z(p—a)+2(n—a)’ =2" +2(p—a)(@+p+a)
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Gausime
/DQ v dF*(z) < / 22dF (z)+
—o0 1+ 22 - lz+pl<T
+2(u—a)/ (x+u—a)dF(:c)+/ dF(z).
|o+p|<T |w+p|>T

Is (1) lygybeés

/mm(”f + 1 —a)dF(x) = /m«(x ~a)dF(x) = a /WIZT dF (z)

Vadinasi,

/OO v dF*(:c)g/ 22dF (x)+

2
—00 1+=z |z+pl<T

+ (2a(p —a) + 1) / dF (z) <

|z+p|>T

2

< (14 (Iul +7)2)/ dB @)+

2
jatul<r 1@

< {(1 + (|l +T)2)+

+ (27 (|l +7) + 1)W}/Z 1_T_x2df7’(x) =

[e'e] 1’2 .
= CQ(u,T)/ dF(z). O

oo L+ 22

4 lema. Jei p yra atsitiktinio dydzZio su pasiskirstymo funkcija
F ir charakteristine funkcija f, mediana p ir |u| < 7, tai egzistuoja
teigiamas skaicius cz = c3(u, T, T) su salyga

) T
/ v’ dF*(x)Sc;;/O (1= |£(£)]2)dt.

oo L+ 22
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Jei f(t) # 0, kai |t| < T, tai nelygybés antrojoje puséje 1 — |f(t)|?
galima pakeisti dydziu 2| 1n|f(t)]].

Irodymas. Atsitiktinio dydzio X charakteristiné funkcija
yra

lF))? = /OO eitxdﬁ’(x) = /OO cOS txdF(x).

—0o0 — 00
18 ¢ia isplaukia

/OT (1—f@®))*)dt = /OT (/OO (1— costx)dﬁ(a:))dt —

— 00

:/Oo (/{)T(l—costx)dt)dﬁ‘(a:) :T/jo (1- Si;gx)dﬁ(x)-

— 00 oo

Kadangi pagal I1.2.2 lema,

: 2
wr (1= ) = e,

T Tx sz

tai
o 2

T , " ~
/0 (1 [ ()] )dt > Tc(T)/_OO T +x2dF(:v).
I8 ¢ia ir i§ 2 ir 3 lemy gauname irodomosios lemos iverti.

Zinome, kad visiems realiesiems y teisinga nelygybé 1 4+ y < e¥.
Paéme bet kuri teigiama w ir pazyméje y = Inu, gauname nelygybe
1 —u < —Inu. Sios nelygybés pakanka paskutiniam lemos teiginiui
irodyti. O

3. NYKSTAMUJU ATSITIKTINIU DYDZIU
SUMU RIBINIAI DESNIAI
Grisime prie nykstamuju dydziy.

1 lema. Jei atsitiktiniai dydziar X,x yra nykstamsi, tai tokie yra
ir dydZiai X, .
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Irodymas. I§ 1.2 lemos (kai h = 1)

max |ang| < max/ |z|dFpk(z) — 0,
k k lz|<T

kai n — oo. Todél atsitiktiniams dydziams X,

mkaxP(\X:;k| >e)= m]?XPUXnk —ank| >¢) < ml?xP(|Xnk\ >¢e/2),

kai n yra pakankamai didelis. O
Isvada. Jei atsitiktiniai dydziai X, yra nykstami, tas

max | f7,(1) = 1 =0,

kai n — oo, tolygiai t atzvilgiu kiekviename baigtiniame t intervale.
IrodymasiSplaukia is 1 ir 1.3 lemu. O

2 lema. Jei atsitiktiniai dydZiai X,x yra nykstami, tai bet kuriems
baigtiniams T ir visiems pakankamai dideliems n logaritmas In fpx(t)
yra baigtinis, kai [t| < T, be to,

lnfnk(t) = fnk(t) -1+ enk‘fnk:a) - 1|2;

¢ia |0nk| < 1. Analogiskas teiginys yra teisingas ir charakteristinéms
funkcijoms f,.

Irodym as isplaukia i§ 1.3 lemos ir nelygybeés |In(1+ z) — z|
|z|2, teisingos, kai kompleksinis skai¢ius z tenkina nelygybe |z|
1/2. O

<
<

3 lema. Egzistuoja du teigiami skaiciai ¢ = J/(T,7) ir ¢’
(T, 1) su salygomis

. e} .%'2 . T
4 lftlllg)Ti|fnk(t) -1 < /_oo Wank(x) < C”/O | In | frure (8)] |t

visiems pakankamai dideliems n.
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Irodymas. I$1.2 lemos

el = | 2dFi (o) g/ (2[dFy(z) — 0

lz|<T |z|<T
tolygiai k atzvilgiu, 1 < k < k,,. Vadinasi,
lank] < 7/2,

kai n yra pakankamai didelis. I$ 2.1 lemos, kai ¢ = ¢1(7/2,T, 1),
gauname

[eS) 2
* L *
C, ‘Itr‘lg);’fnk(t) - 1| S [Oo 1 +£L'2ank(I)

I8 nykstamumo ir 1.1 lemos isplaukia
|,ank| < 7/2

bet kuriam 7 > 0, kai n yra pakankamai didelis. Pasinaudosime 2.4
lema, imdami ¢ = ¢o(7/2,T, 7). Gausime

(o) LC2 " T
——dF}; < In|fuk(t)||dt. O
| s << [ il

4 (apréztumo) lema. Jei

kn
H ’fnk(t)| - |f(t)|
k=1

ir f yra charakteristiné funkcija, tai egzistuoja teigiama konstanta c

su salyga
kn

o] 1’2 .
Z/ 12 dF),(z) <c
k=1" ">

pakankamai dideliems n.
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Irodymas. Tarkime, |f(t)] > 0, kai |¢| < T. Pagal 1 lemos

isvada pakankamai dideliems n funkcijos In f,;(t) yra apibréztos ir
baigtinés srityje |¢| < T. Kadangi

kn
H‘fnk H‘f(t)|2a

¢ia |f(t)|? yra charakteristiné funkcija, tai konvergavimas yra tolygus
kiekviename baigtiniame ¢ reikSmiu intervale. Todél

Fn
Do |fur(®)] = In|f(2)]

k=1

tolygiai srityje |t| < T. Pagal 3 lema

Z/ 1+ 2czF*( /Zln|fnk )|dt.

Desinioji sios nelygybeés pusé turi baigtine riba, lygia

T
—c /0 In | f(t)|dt.

5 (palyginimo) lema. Jei egzistuoja teigiama konstanta ¢ su

salyga
kn [e’e] :L,2
kZ_l/_oo T @) <c

visiems pakankamai dideliems n, tai

kr
Y AW = (fa® = 1)} =0
k=1

vistems t.

Itodymas. Tarkime, kad ¢ yra bet kuris fiksuotas realusis
skai¢ius. IS 1 lemos isvados

max | (1) 1] = 0,



82

0 i8 2 lemos
* * * 2
In fr(8) = frp(®) = L4 One| frn(8) — 1|7, |0i] < 1,

kai n yra pakankamai didelis. Pagal 3 lema

Z|fnk —1!<—Z/ 1+x2dF*() =

kai n yr pakankamai didelis. Vadinasi,
c *
‘Z{lnfnk fnk ‘ Z|fnk S gml?‘x|fnk(t)_l|'

I$ cia isplaukia lemos teiginys. [

Susitarsime toliau vartoti tokius Zymenis:

Z/M)Hde*()
i T
z(ank+/ L)),

k=1
= (On; \I/n)

(zr. 11.2 skyreli).

6 lema. Jei nepriklausomy nykstamuy atsitiktiniy dydziy sumy S,
pasiskirstymo funkcijos konverguoja ¢ ribing désni su charakteristine
funkcija f, tai f yra neapréztai dali, be to,

O — f(8),

kn

Z{lnfnk (fnk( )} lannk n(t)-

k=1
Irody mas . Pazymékime ribine pasiskirstymo funkcija F.
Remiantis charakteristiniy funkcijy savybémis,

kn e’}
H Fare(t) = / et AF (z).

— 00
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Is 4 ir 5 lemuy iSplaukia, kad kiekvienam ¢
M) S {mrnw- @ -1)}—o
k

Pastebéje, kad
wk(t) = €71 g (8),

gauname
In fr(t) = (far(t) —1) =
—tn i) - [ (€ - D) -
‘ R R .
= ln fnk(t) — Zankt — 1t - mank(l')_
_ > ite 1 _ itx *
/_Oo (6 1 1+£C2) Fnk($>
Todél

S { S = (i = 1)} = [T far®) = wnl0).
k

k

IS 4 lemos
U, (z) <e< oo

pakankamai dideliems n. Be to, funkcija ¥,, yra nemazéjanti, tolydi
i§ kairés ir W, (—oo) = 0. Vadinasi, pagal 11.2.1 lema e¥~(*) yra
neapréztai dali charakteristiné funkcija. I8 (1) isplaukia

e — f(t)

kiekvienam ¢. Pagal I1.1.3 teorema charakteristiné funkcija f yra
neapréztai dali. [

1 teorema. Nepriklausomy kiekvienoje serijoje ir nykstamuy atsi-
tiktiniu dydZiv sumy ribiniu skirstiniy klasé sutampa su neapréztai
daliy désniy klase.
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Itodymas. 1. Tarkime, kad F' yra bet kuri neapréztai dali
pasiskirstymo funkcija, o f — jos charakteristiné funkcija. Tada bet
kuriam n

Fal®) = ()" = exp{n~"In (1)}

yra taip pat charakteristiné funkcija. Vadinasi,
Fy = lim JT fur(®);
k=1
Ga for(t) = fn(®) (k=1,...,n). Todél sumu

n
Z Xnka
k=1

pasiskirstymo funkcijos, kai X, yra atsitiktinis dydis su charakte-
ristine funkcija f,x, konverguoja i F. Dydziai X,; yra nykstami,
nes

1/n

(f(t)) — 1

tolygiai t atzvilgiu kiekviename baigtiniame intervale. Galime pasi-
naudoti 1.3 lema.

2. Tarkime, kad X, (k=1,...,ky;n=1,...,n) yra nykstami ir
nepriklausomi kiekvienoje serijoje dydziai ir

P(é <x> — F(x)

kiekviename pasiskirstymo funkcijos F' tolydumo taske. IS 6 lemos
isplaukia, kad F' yra neapréztai dali. [

Gali pasitaikyti, kad atsitiktiniu dydziu sumu

krn
Sn = Z Xnk
k=1
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pasiskirstymai neturi ribinio désnio, taciau egzistuoja seka konstantu
b, (n=1,2,...), kad S,, — b,, turi ribinj pasiskirstyma. Pastarosios
sumos charakteristiné funkcija yra

kn
e—’ibnt H fnk} (t) .
k=1

Ji tik dauginamuoju exp(—ib,t) skiriasi nuo ankséiau tirtos sumos
charakteristinés funkcijos. Jei 1, yra neapréztai dalios charakter-
istinés funkcijos logaritmas, tai ir —ib, ¢ + 1, (¢t) turi ta pacia savybe.
Perzvelge 1 teoremos irodyma, galime lengvai isitiktinti, kad teisinga
tokia teorema.

2 teorema. Tarkime, kad X, yra nykstami, kiekvienoje serijoje
nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai. Sumy S, — b, su konstantomis
by, ribiniu désniy klasé sutampa su neapréztai daliu désniy klase.

Nykstamu dydziy schema galime apibendrinti. Tarkime,
Xk (k=1,...kp;1n=1,2,...)
yra atsitiktiniai dydziai. Jei egzistuoja konstantos
e (K=1,...kp; n=1,2,...),
kad

(2)  max P(|Xuk — lux| >€) =0

kiekvienam fiksuotam ¢, tai tokius dydzius vadiname asimptotiskai
pastoviais.

Kitais zodziais, atsitiktiniai dydziai X,; yra asimptotiskai pas-
tovis, jei egzistuoja konstantos [, su salyga, kad atsitiktiniai dydziai
Xk — lnk yra nykstami.

Remiantis asimptotisko pastovumo apibrézimu,

1Srrkligr}€nP(|Xnk — k| <€) >

DN =
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bet kuriam ¢ ir pakankamai dideliems n. Todél i§ medianos apibrézi-
mo iSplaukia
Xk — lnk| <
visiems pakankamai dideliems n. Todél, jei (2) salyga yra teisinga
kokiems nors [k, tai ji bus teisinga ir l,; pakeitus dydziais uX,x.
Aisku, kad 1 ir 2 teoremose nykstamumo salyga galime pakeisti
asimptotisko pastovumo salyga.

4. KOVERGAVIMO I KONKRETU DESNI KRITERIJUS

Kaip ir anksciau, tirsime seka seriju nykstamu atsitiktiniu dydziu
Xk (K = 1,...,ky; n = 1,2,...). Dydzius kiekvienoje serijoje
laikysime nepriklausomais. m-osios serijos nariy suma zymeésime S,,.
Tu dydziu pasiskirstymo funkcijas zymésime F),j, o charakteristines

funkcijas f,r. Vartosime 3 skyrelyje ivestus zymenis ¥, ¥, on,
(a, U).

1 teorema. Sumuy S, pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja
1 neapréztai dalia pasiskirstymo funkcija su charakteristine funkcija

(1) f=ele?)

tada ir tik tada, kai V,, pilnai konverguoja i ¥, o o, konverguoja ¢
a, kai n — oo.

Itrodymas. 1. Tarkime, kad tiriamujuy sumu pasiskirstymo

désniai silpnai konverguoja i ribinj pasiskirstyma su (1) charakteris-
tine funkcija. I$ 3.6 lemos isplaukia

e f(t) = 0, = (a, 1),
3.6 lemoje buvo apibréztos ir funkcijos ¥, = (an, ¥,,). Todél
Pn(t) — ¥(1).

Pagal I1.2.2 teorema ¥, pilnai konverguoja i ¥, o o, — a.
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2. Tarkime, kad ¥, pilnai konverguojai ¥, o, — i . Tada pagal
11.2.2 teorema

Kadangi ¥,, pilnai konverguoja i U, tai
[e'e] 1’2
Pasinaudoje 3.5 lema ir 3.6 lemos lygybe
> A fn® = (fx® = 1)} =] far®) = va(),
k k

gauname

In [T for(8) = ¢u(t) — 0,
k
T fur(t) — ¥ = f(2)
k

kiekvienam ¢. IS ¢ia iSplaukia salygos pakankamumas. [
Sia, teorema nesunku apibendrinti.

2 teorema. Tarkime, b, (n=1,2,...) yra konstanty seka. Sumy
Sn — by, pasiskirstymai silpnai konverquoja § neapréztai daly désng su
charakteristine funkcija f = e(®Y) tada ir tik tada, kai U, pilnai
konverguoja 1 ¥, o ay, — by, — o

1§ pastarosios iSplaukia dar viena teorema.

3 teorema. Konstanty seka b, (n = 1,2,...) su salyga, kad
sumuy S, — by, pasiskirstymai silpnai konverguoty i neapréztai daly
ribing désni, egzistuoja tada ir tik tada, kai U, (z) pilnai konverguoja
i apréztaq nemazéjancia funkcija ¥ (x).

Jei Sy, — by, skirstiniai silpnai konverguoja § ribing skirsting, tai
by, = a, —a+o(1); éia o yra bet kuris realusis skaicius.
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1, 2 ir 3 teoremose nykstamumo salyga galima pakeisti asimpto-
tinio pastovumo salyga. Tada funkcijas Fy;(z) reikia pakeisti funkci-
jomis Fpp(x + png); €ia i yra dydzio X, mediana. Be to, sumas
Sy, reikia pakeisti sumomis

kn
Sn - Z Mnk-
k=1

1 ir 2 teoremu salygas galime ir kitaip suformuluoti. Naujosios
formuluotés kartais patogesnés taikymams. Kai € > 0, Zymésime
sutrumpinimus:

kn
M) = / | xdFn(x), M,(e) = ZMnk(a),
z|<e k=1

kn
Dyi(e) = / ‘ 2?dF(z) — M2(e), Dn(e) = Duk(e).
xr|<e k

=1

4 teorema. Sumy S, pasiskirstymai silpnai konverguoja i neap-
réztai daly pasiskirstyma su charakteristine funkcija f = exp{(a, ¥)}
tada ir tik tada, kai

k

n 1 2
ZFnk(a:) —>/ +2y d¥(y), jei x<0,
k=1 (—o0,z) Yy

kn

2
Z( — Fup(x)) —>/[ ) ! —|—2y d¥(y), jei x>0,

k=1 Yy

kiekviename funkcijos ¥ tolydumo taske;

(3) lim lim sup Dy, (¢) = lim liminf D,,(¢) = ¥(4+0) — ¥(0);

e—0 500 e—0 n—oo

) Mn(T)—>a+/ xd\Il(x)—/ L w2

|z|<T z|>r L

kiekvienam fiksuotam T > 0 su salyga, kad £7 yra funkcijos ¥ toly-
dumo taskai.
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Irodymas. Pagal 1 teorema mums reikés jrodyti, kad (2),
(3) ir (4) salygos kartu yra ekvivalenéios salygoms:
(5) V¥, pilnai konverguoja i W,
(6) oy — Q.

1. I8 pradziu parodysime, kad (5) salyga yra ekvivalenti dviem
salygoms — (7) ir (8) kartu:

1 2
Z k() —>/ +2y d¥(y), kai x <0,
k (—oco0,z) Y

(7)

2
Y- ;;k(x))e/ Hj’ dU(y), kai = >0,

& [z,00) Yy

kiekviename funkcijos ¥ tolydumo taske;

2
x
lim lim su / ——dF) (z) =
e—0 n—»oop; |z|<e 1+ 22 ()

o a?
® = lImininf) i

= U(4+0) — ¥(0).

dFy(x) =

Tas ekvivalentumas iSplaukia i§ Helio teoremos, pastebéjus, kad

1 2
ZF:;/C(Z‘) = / Lzyd‘ljn(y)a kai =z < 07
k (—oco,z) Y

2
Y- ;;k(x))z/ HTyd\I!n(y,), kai x>0,

& [z,00) Y
S s (@
T _dF(x :/ A, ().
L Y lz|<e 1+ 22 g lz|<e

2. Parodysime, kad (2) ir (7) salygos yra ekvivalencios. Pazymeéki-
me
ap = max |ank].
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Is nykstamumo salygos ir 1.2 lemos
(9) an, < mkax/ |x|dFpk(z) — 0
|z|<T

kiekvienam 7 > 0. Be to,
For(z) < Fl(x+an) < For(z + 2ay).

Todél (7) salyga yra ekvivalenti analogiskai salygai, kurioje F¥, yra
pakeista funkcija F,j, t. y. (2) salygai.

Tuo paciu parodéme, kad (5) salyga yra ekvivalenti (2) ir (8)
salygai kartu.

3. Tarkime, kad (2) salyga teisinga. Panagrinésime

Z/ 22dF (2) — Dp(e) = Vi — Wi
P |z|<e

Cia
V, = Z/ (2 — ank)*dFup(z) — Dy(e),
r Jlzl<e
W, = Z/ (z — ank)?dFpi(x) — / 22dF, (),
L Y lzl<e & |z|<e
O<e<rT.

I8 pradziy ivertinsime V;,. Pakéle pointegralini dvinari kvadratu
ir istate D, () iSraiska, gauname

V, = Z {aik/ dF(x) — 2ank/ xdFp(x)+
L |z|<e

|z|<e
+ (/WE a:ank(a:))z}.
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Pirmasis integralas lygus 1 — P(|X,x| > ¢). Prisimine a, iSraiska,
rasime

V= zk: { <ank — /w<smank(x)>2 — a2, P(| Xnk| > a)} <

< Xk: </€<z|<T xank(x))Q <
= Tz/ﬂ« lwldFn () /z|>e FFose) =

<rTa, ZP(|Xnk‘ > 5).
k

Jei tenkinama (2) salyga, tai suma yra aprézta. I§ nykstamumo
salygos iSplaukia a,, — 0. Vadinasi, V;, — 0.
Tirsime W,,. Pertvarkome

Wy, = Z { /z|<6 @ — ank)*dFp(z)—

: /Iacank|<a(aC - a"’“)Qank(x)} =
B ; { /'L‘|<E,a;—a”k28(x — Q) dFpi(z)—

- / (x — ank)Zank(x)}.
|[z—ank|<e,|z|>e

Pakankamai dideliems n i§ (9) gauname a,, < £/2. Todél

|W ‘ < ZZ/ x fank)zank(:zz) <

/2<|x|<2¢

<182 ) " P(|Xp| > 2/2).
k
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Kadangi (2) salyga teisinga, tai W,, — 0, kai n — oo, vadinasi, ir
V=W, —0 kain — oo, t. y.

S [ aam - pae o,
kY lzl<e
kai n — oco. Todél, kai (2) teisinga, (3) salyga yra ekvivalenti tokiai

lim limsup/ 22 fF* (x)) = lim lim inf/ 22 fEY (z) =
e—=0 500 lz|<e e—0 n—oo |z|<e

(10)= U (+0) — W(0).

Kadangi teisingos nelygybes

1 9 / x? / 9
— 2 dFY () < ——dF (x) < 2 dF, (x),
1 +82 /z<a nk( ) = | <e 1+{,C2 nk( ) = o] <e nk( )

tai (10) salyga ekvivalenti (8) salygai.
Vadinasi, esant (2) teisingai, (3) ir (8) salygos yra ekvivalencios.
SuraSysime gautu ekvivalentumuy schema

() = (N&(®), (2) < (1), 2)&B) = (2)&(8)
Is ¢ia matome, kad (2)&(3) < (5).

4. Tarkime, kad (2) ir (3) salygos teisingos. Parodysime, kad tada
(4) ir (6) salygos yra ekvivalenc¢ios. Tam savo ruoztu pakanka irodyti,
kad

Y | e - /ld‘I’x(w) [, v

kiekvienam fiksuotam teigiamam 7 su salyga, kad £7 yra funkcijos
¥ tolydumo taskai. Pasinaudosime lygybe

> xz * *
[t = [ sirie-

/ xf‘dF*()_'_/ Ld*()
|z|<T 1+ 22 el |z|>T 1+ 22 kA
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Is (5) salygos, ekvivalencios (2) ir (3) salygoms, ir Helio teoremos
gauname

.I‘B
S rrmttae - [ adve),

2
A lz|<T 1+z |z|<T

x . d¥(x)

R
le|>r T

Lieka irodyti, kad
> / 2dF, (z) — 0.
L Jlzl<T

Sumuojamasis integralas lygus

/ (I - ank)ank = / *\/ +
|o—ank|<T |z|<T |z|<T|z—ank|>T
4 / .

|2|>7,|e—ank|<T

Pirmasis integralas, kaip jau esame mate, yra lygus
ankP(‘XnH > 7').

Antrasis integralas absoliu¢iuoju didumu
<(r+ ank.)/ dFi(z) < (T4 an)P(1 — ap, < | Xpk| < 7).
T—ank<|z|<T
Treciojo integralo absoliutusis didumas
< T/ dFui(x) = TP(1 < | Xnk| < 7+ ay).
7<|z|<T+an

Todél

Z/ 2dF (2)

e i<t

+(T+an) Y P(r—an <[ Xkl <7)+
k

<an Y P(IXok| > 7)+
k

+ TZP(T <Xkl < T4 an).
k



94

Is (2) ir (9) isplaukia, kad nelygybés desinioji pusé konverguoja
nulin. I

5 teorema. Tarkime, b, (n=1,2,...) yra konstanty seka. Sumy
Sn — by pasiskirstymai silpnai koverguoja i neapréztai daly désni su
charakteristine funkcija exp{(a, ¥)} tada ir tik tada, kai tenkinamos
4 teoremos (2), (3) salygos ir salyga

M) = et /m|<T wdit(a) - /|sz d\px(x)

bet kuriam fiksuotam 7 > 0, kai £7 yra funkcijos U tolydumo taskai.

Irodym a s iSplaukia i§ 2 teoremos ir tokiy fakty, gautu 4
teoremos irodyme: a) (2) ir (3) salygos yra ekvivalencios (5) salygai;
b) jei tenkinamos (2) ir (3) salygos, tai teisingas (11) teiginys. O

Iki Siol vartojome neapréztai daliu charakteristiniu funkciju Levi-
Chin¢ino kanonine iSraiSka. Panagrinésime dabar Levi kanonine is-
raiska.

6 teorema. Konstanty seka b, (n = 1,2,...) su salyga, kad
Sy, — by, skirstiniai silpnai konverguoty § neapréztai daly pasiskirstymo
désnj, uzradyta Levi kanonine formule su funkcija L ir konstanta o,
egzistuoja tada ir tik tada, kai tenkinamos salygos

kn
> Fu(z) - L(z), kai <0,
k=1

kn

Z (Fnk(x) - 1) — L(z), kai x>0,
k=1

kiekviename funkcijos L tolydumo taske ir

lim lim sup D,,(¢) = lim liminf D,,(¢) = o?.

e—0 noo e—0 n—oo

Si teorema isplaukia i§ 5 teoremos ir rysiy tarp L ir .
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5. KONVERGAVIMO I NORMALUJI DESNI SALYGOS

Tirsime vél seka seriju nykstamu atsitiktiniu dydziu, kurie yra
nepriklausomi kiekvienoje serijoje. Vartosime tuos pacius zZymenis,
kaip ir 4 skyrelyje.

Normaliojo désnio su vidurkiu a ir dispersija o charakteristinés
funkcijos Levi-Chin¢ino kanoninéje formuléje

a=a,

0, kai x <0,
(1) U(z) = {

o2, kai z > 0.

Konvergavimo i normaluji désni butinas ir pakankamas salygas
galime gauti i§ 4.4 teoremos. Tik jas Siuo specialiu atveju galima
gerokai suprastinti. Taciau 4.4 teoremos irodymas yra gana ilgas.
Jei mums riipéty tik normalusis atvejis, galétuméme apseiti be tos
teoremos, o pasiremti tik 4.1 teorema. IS jos iSplaukia sumu S, pa-
siskirstymo funkciju konvergavimo i normaluji désni su vidurkiu a ir
dispersija o2 biitinos ir pakankamos salygos:

(2) U, (z) pilnai konverguoja i ¥(x),
3) an — a,
kai n — oco. IS Sio rezultato gausime tokia teorema,.
1 teorema. DydzZiai X, yra nykstami ir sumy Sy, pasiskirstymai

konverguoja § normalyjj pasiskirstyma N (a,c?) tada ir tik tada, kai
kiekvienam € > 0 yra teisingos salygos

(4) > P(|Xuk| =€) = 0,
k

() Dy(e) — o,

(6) Mn(e) — a,
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kai n — oo.

Irodymas. Pakankamum as. Tarkime, kad tenkinamos
(4), (5), (6) salygos. Is (4) isplaukia

> < >
max P(|X,| > €) < EijﬂXnkl >¢e)—0

kiekvienam ¢, kai n — oo. Vadinasi, dydziai X, yra nykstami.
Mums lieka jrodyti, jog (2), (3) teisingos.
Pradésime nuo (2) salygos.
I8 pradziu irodysime, kad kiekvienam ¢ > 0

7 I,(e) = 22dF, (x) — o2,
(7) (©) ;/l o)

Panagrinésime du reigkinius

U= g { /m|<E w?dFyy (x)—

(8) _ /WE (2 — an) ank(x)},
(9) U= / (= ank) *dFp(z) — Do(e).
& |z|<e

Parodysime, kad U; — 0, Us — 0, kai n — oco. Tada i§ (5) iSplauks

(7).

Perrasysime pirmaji reiskini

v =3 { /lxank|<€(:z:—ank)2ank(a:)—/|x|<6 (z—ank)Qank(x)}.

k

Intervalas |z — anr| < € yra sajunga dvieju nepersidengianéiu aibiu:
{z |z —aw| < e |z| <e}ir{z:|z—aw <e [z >cl}
Panasiai galime iSreiksti ir sriti {x Dz < E} kaip sajunga dvieju
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nepersidengianciu aibiu {|z| < e, |z — ani| <e} ir {z: |z] <e, |z —
ank| > 5}. Todél

hi=2 { /I_a"kks (v = ane) AP ()=

k |z|>e
2
_ / o (e aw) ank(m)}.
lze—apE>¢€
Kadangi dydziai X, yra nykstami, tai pagal 1.2 lema
(10) max |an| < max/ |z|dFy(x) — 0,
k k lz|<T

kai n — oo. Kai n yra pakankamai didelis, tai visiems k

{z: |z —aw| <e, |z]>e} C {a:

{z: |z|<e, |z —amw| >e} C {a:
I8 ¢ia ir (4) isplaukia

U, < / (2 — ang) 2dFpp(z) < 922 ZP(|XM| > f) —0
s<lz|<e & 2

kiekvienam & > 0.

Pereisime prie U;. Pakéle pointegralini reiskini kvadratu ir istate
D,,(¢) israiska, gauname

Uy, = Z { — 2ank/ xdFpi(x) + aik/ dF(x)+
|z|<e

& |z|<e

#(frtmen) } -
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Tarkime, kad € < 7. Tada

S{( L mieue) s [ omuco)|

k

|Ua| =

STQZ/ ank(x)—&—m}?,xaikZPﬂXnH >e)—0
|z|>e &

pagal (4). Atvejis ¢ > 7 tirlamas analogiskai. Todél (7) salyga yra
teisinga.
Pazymékime

£U2
11 Hy(e) = T qEr
(11) (e) Z/| o(a).

z|<e 1+ 22
Parodysime, kad bet kuriam ¢ > 0
(12) H,(¢) — o

Tarkime, kad 0 < § < e. Tada

22dF7 (z) < Hy(e / v2dF ().
1+52 Z/||<5 Xk: |z|<e

Pasinaudoje (7) formule, gauname

2

# < liminf H,(g) < limsup H,(¢) < o>

Pereikime prie ribos, kai § \, 0. Gausime (12).
Dabar irodysime, kad kiekvienam & > 0

2

Pastaroji suma yra ne didesné uz suma

Z/m|>€d k(@ ZP Xk — ang| > €).
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Kiekvienam ¢ ir visiems pakankamai dideliems n
€
max |ank| < =.
k 2
Todél

ZP(ank — Qpk > 6) < Z (‘Xnk ;) — 0.
k

k

(13) salyga irodyta.
Is (11), (12), (13) ir (1) isplaukia (2). Lieka gauti (3). Irodysime,
kad

(14) Z/ o 2dF*()Ho.

Pastaraji reiskinj perrasysime

3
§ E z *
/|m<7_ xd nk /m<T 1 +x72dF7Lk(x)+

x *
+ Z/z|>7— md nk(x) = Il — 12 +I3.

Parodysime, kad I; — 0, I — 0, I3 — 0. IS ¢ia isplauks (14). Pagal
(2) ir Helio teorema

I, = / xd¥,(x) — xd¥(z) =0,
lz|<T || <7
1 1
I = / Law, (2) - Liw(z) =o.
|z|>T |z|>T
Lieka istirti I;. Kadangi

h= Z/w<‘r mank(x—’_ank Z/l Ank|<T ank( )

é { /I apgl<r /I,ank‘z, }(UC — ank)dFnk(T),

|z|<T |z|<T
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tai

11=;{/T|<T—/ e +/ . }(m—ank)ank(x).

le—an,>T |2 —apnpl<T

I (4) ir (10)

|| < (z — ank)dFui () |+

|z|<T

+Z/ i audF ()

r—a >T
nk

30 [ e ol

|z —appl<T

|z|>T

+QT;P(|XM| >7) H;pqu >7) =0,

Taigi (14) irodéme. IS ¢ia ir (6) iSplaukia (3).

Butinumas. Tarkime, kad dydziai X, yra nykstami
ir ju sumuy 5,, pasiskirstymai konverguoja i normaluji pasiskirstyma
N(a,0?). Reikia irodyti, kad tada teisingos (3), (4), (5) salygos.

Kaip sakéme skyrelio pradzioje, tada teisingi teiginiai (2) ir (3).
Pasinaudoje (1), gauname

Z $2
i * ==
/m|>s 1 x2d nk(x)

_Z{/ /Oo,;/m)}H FdF(x) =

—g2—g2-0=0.

Funkcija 22 /(1 + 2?) didéja, kai 22 didéja. Todél

72 dF 62 dF
*(x) > e
/|1:>s 1+ 22 nk( ) =1 3e2 /|1:>€ nk( )
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ir kiekvienam € > 0
(15) > / dF*,(z) — 0.
L lwl=e

Kadangi visiems € > 0 ir k, kai n yra pakankamai didelis,
€
{z:|z] =€} C {x: |z —a—nk| > 5}7

tai pagal (15)

Taigi (5) salyga irodyta.

Irodinédami pakankamuma, radome, kad i§ (4) isplaukia U; — 0
ir Uy — 0. Todél (5) salyga bus jrodyta, jrodzius (7). Is (2) isplaukia,
kad (12) salyga teisinga.

Kai § > 0, § < e, gauname

rt N
VShE-HE@ =D [ ) =

>{/ ——
—~ U Jiaj<s  Jogiajee J 1+

0<I,(e) — Hy(e) <
2
< / ARt (z) + £ / dF*, (2).

Kaip matéme, i§ (4) isplaukia (15). Todél, peréje prie ribos, kai
n — oo, turime

0 < liminf (I,(e) — Hy(g)) < limsup (I, () — Hn(e)) < 6%0°.
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Pereiname prie ribos, kai § \, 0. Gauname
0 <liminf (I,(e) — Hy(e)) < limsup (I,,(¢) — Hn(g)) < 0.

Prisimine (12), matome, kad (7) teisinga. I§ ¢ia isplaukia (5).
Lieka irodyti (6). IS (3) matome, kad (6) salyga bus irodyta,
irodzius

<z
———dF}.(z) — 0.
zk:/-oo L2

Taciau 8is teiginys, kaip matéme jrodydami pakankamuma, isplaukia
i§ (2) ir jau musu irodyto (4) teiginio. O

Irodytaja teorema galima ir kitaip suformuluoti. Jai irodyti mums
pravers paprasta lema.

1 lema. Tarkime, 0 < <e. Tada

|Dn(e) = Du(6)] < (26 +0) Y P(IXnk| > 9).
k

Irodymas. Lygybés

an(é‘) — an((S) = / :Ezank(fE)f
o<|z|<e
— (M () = My (6)) - (M () — My (6))

pirmasis narys yra ne didesnis uz
2 2
[ dPula) = P(1Xon| 2 9)
|z|>6
o antrasis absoliu¢iuoju didumu nevirsija

‘/ zdFi(x) ‘/ xank(x)—l—/ xdFyp ()
s<|al<e jo|<e ja|<6

< eP(|Xnk| = 6) (e +0).

<
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Sudéje abu ivercius ir susumave pagal k, gauname lemos nelygybe.
O

2 teorema. DydZiai X,y yra nykstamsi ir sumuy S, pasiskirstymo
désniai silpnai konverguoja i N (a,0?) tada ir tik tada, kai kiekvienam
e > 0 teisinga (3) salyga ir bent vienam 7 > 0 salygos

(16) D, (1) — o2,

(17) M, (1) — a.

Irtodymas. Siusalygu butinumas iplaukia i5 1 teoremos.
Todél pakanka jrodyti, kad i§ (1) salygos bet kuriam € > 0 ir bent
vienam 7 > 0 i§ (16) ir (17) salygu iSplaukia, jog (4) ir (5) salygos
teisingos visiems ¢ > 0.

Tarkime, 0 < ¢ < 7. Pagal 1 lema

D7) = Du(e)| < 727 +6) Y P(| Xk =€) — 0.
k

Sukeite € ir 7 vietomis, toki pat rezultata gautume ir tada, kai 0 <
T<e.
Analogiskai jrodome

) -0 < Y [aldF () <
k

min(e,7)<|z|<max(e,T)

< max(e, T) ZP(’X"’“’ > min(e, 7)) — 0. O
k

3 teorema. Turkime, kad sumy S, pasikirstymo désniai konver-
guoja | neissigimusi ribing désng. Ribinis désnis yra normalusis ir
dydziai X,y nykstami tada ir tik tada, kai kiekvienam € > 0 teisinga
(3) salyga.

Irodymas . Pakanka irodyti, kad i§ Sios salygos ir sumu S,
pasiskirstymu konvergavimo i neisigimusi ribini désni iSplaukia, jog
ribinis désnis yra normalusis, nes dydziu nykstamumas yra akivaiz-
dus.
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Kadangi nykstamu dydziu suma konverguoja i ribini desni, tai
i§ 4.5 teoremos iSplaukia, kad Levi spektriné funkcija L(xz) = 0, kai
x # 0. Ribinis désnis yra neapréztai dalus, neissigimes. Todél jis yra
normalusis. [

4 teorema. Dydziai X, yra nykstami ir egzistuoja konstanty
seka b, (n =1,2,...,) su salyga, kad sumy S, — b, pasiskirstymai

konverguoja § N(0,1), tada ir tik tada, kai kickvienam e > 0 teisinga
(1) salyga ir kuriam nors 7 > 0

D,(r) — 1.
Jei tos salygos yra tenkinamos, tai
bn = Mn(H) + o(1);

¢ia H yra bet kuris teigiamas skaicius. S'iq lygybe tenkina visos gali-
mos konstantos b,,.

Irodym a s iSplaukia i§ 4.6 ir §io skyrelio 2 teoremu. [

Pastaba. Siteorema yra teisinga, kai joje zodzius "kuriam
nors T > 07 pakeiciame zodziais “kiekvienam T > 0”.

Pastarosiose teoremose (3) salyga galima suformuluoti ir kitaip.
Taciau i§ pradziu irodysime paprasta nelygybe.

2 lema. Jei skaiciai ¢, (k=1,...,n) tenkina nelygybes 0 < ¢ <
1, tai
n n
1-— ch S H(l - Ck).
k=1 k=1

Irodymas. Kain=1, si nelygybé yra triviali. Tarkime, kad
ji teisinga, kai turime n skaiciy. Tada

n+1

n n
1-> e <[J0-a) —enpn <[]0 =) (1= nyr). O
k k=1 k=1

=1
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Pastaba. (1) salyge yra ekvivalenti salygai

P(mlgx |Xnk’ > 5) — 0.

Irodymas. Pazymékime
Pnk = P(|Xnk| > 5)~

Tada
P(m}:;mx|Xnk| > 5) =1 fP(ml?x|Xnk| < 5) =

=1- HP(]Xnk] <e)=1- H(1 — Dnk)-

k k

Miisu teiginys isplaukia i$ nelygybiu

1 —exp{ —ank} <1 —H(l — pnk) < ank-
% * %

Pirmoji i§ ju gaunama is nelygybeés
1- Pnk < e—pnk7

o antroji — i§ 2 lemos. [
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