
I SKYRIUS. I
↪
VADAS

1. PASISKIRSTYMO DĖSNIAI
IR CHARAKTERISTINĖS FUNKCIJOS

Iš pradžiu
↪
priminsime atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcijos

ir charakteristinės funkcijos sa
↪
vokas. Atsitiktinio dydžio X reikšmiu

↪
pasiskirstyma

↪
apibūdina jo pasiskirstymo funkcija, arba skirstinys,

F (x) = P (X < x). Ji, aǐsku, apibrėžta visiems realiesiems x ∈ R. Su
atsitiktiniu dydžiu siejama ir jo charakteristinė funkcija

f(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdF (x),

taip pat apibrėžta visiems realiesiems t. Čia integralas suprantamas
Lebego–Styltjeso (Henri Leon Lebesgue, 1875–1941; Thomas Jean
Stieltjes, 1856–1894) prasme.

Išvardysime kai kurias charakteristiniu
↪
funkciju

↪
savybes.

1. f(0) = 1.
2. Visiems realiesiems t teisinga nelygybė |f(t)| ≤ 1.
3. f(t) yra tolygiai tolydi visoje realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiesėje.

4. Jei funkcija F turi k-a
↪
ji
↪
momenta

↪
, tai charakteristinė funkcija

turi k tolydžiu
↪
ǐsvestiniu

↪
, be to, tas momentas yra lygus

MXk = i−kf (k)(0).

Atvirkščias teiginys ne visada teisingas. Tačiau: jei f(t) turi k-a
↪
ja

↪
ǐsvestine

↪
taške t = 0, tai visi momentai iki k-osios eilės egzistuoja,

kai k yra lyginis, ir iki (k − 1)-osios eilės, kai k yra nelyginis. (Šio
teiginio i

↪
rodyma

↪
galima rasti knygoje [12], 22 p.)
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5. Jei atsitiktinis dydis X turi s momentu
↪
, tai

f(t) =
s−1∑

k=0

(it)k

k!
MXk + θ

|t|s
s!

M |Xs|, |θ| ≤ 1,

ir

f(t) =
s∑

k=0

(it)k

k!
MXk + o(|t|s),

kai t → 0.
6. Jei f(t) yra atsitiktinio dydžio X charakteristinė funkcija, o a ir

b – konstantos, tai atsitiktinio dydžio aX + b charakteristinė funkcija
yra eibtf(at).

7. Jei atsitiktiniai dydžiai X1, . . . , Xn yra nepriklausomi, o f1(t),
. . . , fn(t) – ju

↪
charakteristinės funkcijos, tai sumos X1 + . . . + Xn

charakteristinė funkcija yra sandauga f1(t) . . . fn(t).
8. Tarp pasiskirstymo funkciju

↪
ir charakteristiniu

↪
funkciju

↪
yra

abipusǐskai vienareikšmė atitiktis.
9. Jei pasiskirstymo funkciju

↪
seka F1(x), F2(x), . . . silpnai konver-

guoja i
↪
kuria

↪
nors pasiskirstymo funkcija

↪
F (x) (kitaip tariant, konver-

guoja i
↪
F (x) jos tolydumo taškuose), tai atitinkamu

↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
seka f1(t), f2(t), . . . konverguoja i

↪
F (x) atitinkančia

↪
charak-

teristine
↪
funkcija

↪
. Tas konvergavimas yra tolygus kiekviename baig-

tiniame intervale.
10. Jei charakteristiniu

↪
funkciju

↪
seka f1(t), f2(t), . . . visiems t kon-

verguoja i
↪
kuria

↪
nors funkcija

↪
f(t), tolydžia

↪
taške t = 0, tai f(t) yra

charakteristinė funkcija; negana to, tada atitinkamu
↪

pasiskirstymo
funkciju

↪
seka silpnai konverguoja i

↪
f(t) atitinkančia

↪
pasiskirstymo

funkcija
↪
.

11. Jei charakteristiniu
↪
funkciju

↪
seka f1(t), f2(t), . . . konverguoja

i
↪
charakteristine

↪
funkcija

↪
f(t) ir realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
seka t1, t2, . . . kon-

verguoja i
↪
baigtini

↪
skaičiu

↪
t, tai fn(tn) konverguoja i

↪
f(t).

Mums ne karta
↪
teks naudotis Helio (Eduard Helly, 1888–1943) bei

Helio–Brėjaus (Bray) teoremomis.

1. (Helio kompaktǐskumo teorema.) Jei Hn (n = 1, 2, . . .) yra seka
funkciju

↪
, apibrėžtu

↪
realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiesėje, nemažėjančiu

↪
ir aprėžtu

↪
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viena konstanta, tai ǐs tos sekos galima ǐsskirti poseki
↪
, konverguojanti

↪
i
↪
kuria

↪
nors nemažėjančia

↪
funkcija

↪
pastarosios tolydumo taškuose.

2. (Helio–Brėjaus teorema.) Jei H,H1, H2, . . . yra apibrėžtos
realiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiesėje, nemažėjančios ir aprėžtos ta pačia konstanta,

be to, seka Hn silpnai konverguoja i
↪
funkcija

↪
H, tai kiekvienai toly-

džiai funkcijai g, tenkinančiai sa
↪
lyga

↪
g(±∞) = 0,

∫ ∞

−∞
g(x)dHn(x) →

∫ ∞

−∞
g(x)dH(x),

kai n → ∞. Jei, be to, Hn(−∞) → H(−∞), Hn(∞) → H(∞) (t.y.
seka Hn pilnai konverguoja i

↪
H), tai kiekvienai tolydžiai aprėžtai

funkcijai g yra teisingas perėjimas prie ribos po integralo ženklu.
Helio–Brėjaus teoremos antrojo teiginio i

↪
rodyma

↪
galima rasti,

pvz., [7], 172–175 p. Pirmojo teiginio i
↪
rodymas nedaug skiriasi nuo

jo. Ji
↪
galima rasti, pvz., knygoje [12].

Atsitiktinio dydžio X pasiskirstyma
↪
, be pasiskirstymo ir charak-

teristinės funkciju
↪
, nusako taip pat jo indukuotas tikimybinis matas.

Tarkime, jog mūsu
↪
tikimybinė erdvė yra

{
Ω,A, P

}
. Kiekvienai Bore-

lio (Emil Borel, 1871–1956) aibei B ⊂ R pažymėkime PX(B) =
P (X ∈ B) = P (X−1(B)). Tarp pasiskirstymo funkciju

↪
, charakteris-

tiniu
↪
funkciju

↪
ir indukuotu

↪
tikimybiniu

↪
matu

↪
yra abipusǐskai viena-

reikšmė atitiktis. Iš to trejeto kiekvienas nusako ta
↪
pačia

↪
matematine

↪
sa

↪
voka

↪
, kuri kartais vadinama atsitiktinio dydžio X dėsniu, arba

skirstiniu, ir žymima (X) (nuo lotynu
↪
kalbos žodžio lex – dėsnis).

Jei L(X) yra atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo dėsnis, o a ir b
– realieji skaičiai, tai visi dėsniai L(aX + b) sudaro dėsniu

↪
tipa

↪
.

Atsitiktini
↪
dydi

↪
X su sa

↪
lyga P (X = a) = 1 vadiname ǐssigimu-

siuoju, o jo pasiskirstymo dėsni
↪
ir charakteristine

↪
funkcija

↪
– ǐssigimu-

siais. Tas dėsnis i
↪
eina i

↪
kiekviena

↪
pasiskirstymo tipa

↪
. O visi ǐssigimu-

sieji dėsniai sudaro viena
↪
tipa

↪
.

1 teorema. Charakteristinė funkcija yra ǐssigimusi tada ir tik
tada, kai jos modulis lygus 1 dviem argumento reikšmėms h 6= 0 ir
αh 6= 0, kuriu

↪
santykis α yra iracionalusis skaičius. Atskiru atveju

charakteristinė funkcija f yra ǐssigimusi, jei |f(t)| = 1 kuriame nors
neǐssigimusiame intervale.
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I
↪
r o d y m a s . Išsigimusio dėsnio L(a) charakteristinė funkcija

f(t) = eiat, t.y. |f(t)| = 1. Sa
↪
lyga yra būtina.

I
↪
rodysime jos pakankamuma

↪
. Jei |f(h)| = 1, tai egzistuoja baig-

tinis skaičius a su sa
↪
lyga f(h) = eiah. Todėl

∫ ∞

−∞
eih(x−a)dF (x) = 1.

Iš čia ∫ ∞

−∞

(
1− cosh(x− a)

)
dF (x) = 0.

Kadangi pointegralinė funkcija yra neneigiama, tai funkcijos F didė-
jimo taškuose x∗ turi būti cos h(x∗ − a) = 1. Todėl skirtingiems
didėjimo taškams x∗1 ir x∗2 skirtumas x∗1 − x∗2 turi būti 2π/h kartoti-
nis. Pakeite

↪
h skaičiumi αh, gauname, kad ir x∗1 − x∗2 yra 2π/(αh)

kartotinis. Tačiau tai yra negalima, jei α yra iracionalus. Vadinasi,
gali būti tik vienas didėjimo taškas.

Iš čia taip pat ǐsplaukia atskiras atvejis. ¤

P a s t a b a . Jei |f(h)| = 1 kuriam nors h 6= 0, tai

f(t) =
∞∑

k=0

pkeitxk , t ∈ R;

čia pk ≥ 0 ir
∞∑

k=0

pk = 1, xk = a +
2π

h
k.

Atvirkščias teiginys yra taip pat teisingas.

2. TIPU
↪

KONVERGAVIMAS

Iš pasiskirstymo ir charakteristiniu
↪

funkciju
↪

ryšiu
↪

galime teigti:
jei L(Xn) → (X), tai bet kuriems a 6= 0, b gauname L(aXn + b) →
L(aX + b), nes ǐs fn → f ǐsplaukia, kad

eibtfn(at) → eibtf(at)
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visiems t ∈ R. Todėl galime sakyti, kad dėsniu
↪
sekos konvergavimas

i
↪
dėsni

↪
yra ǐs esmės tipu

↪
sekos konvergavimas i

↪
tipa

↪
. Negana to, jei

žinoma dėsniu
↪

seka L(Xn), kuri gali būti ir nekonverguojanti, tai,
keisdami koordinačiu

↪
pradžia

↪
arba masteli

↪
kartu su n, galbūt galime

gauti konverguojančia
↪
seka

↪
L(anXn + bn). Tas praverčia, kai tiriame

nepriklausomu
↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
sumas. Atitinkamai normuodami

ir centruodami tas sumas, galime rasti ribinius dėsnius. Tuo mes
užsiimsime vėliau, o dabar pamėginsime atsakyti i

↪
toki

↪
klausima

↪
.

Tarkime, žinoma dėsniu
↪
seka L(Xn). Imkime L(anXn + bn) pavidalo

konverguojančias sekas. Ar ju
↪
ribiniai dėsniai priklauso tam pačiam

tipui? I
↪

tai atsakys Chinčino (Aleksandr Chinčin, 1894–1959) teo-
rema apie tipu

↪
konvergavima

↪
.

1 lema. Jei f yra charakteristinė funkcija, tai bet kuriam realia-
jam t

1− Ref(2t) ≤ 4(1− Ref(t)).

I
↪
r o d y m a s . Pažymėkime F pasiskirstymo funkcija

↪
, atitinkančia

↪
f . Teisinga nelygybė

1− cos 2y = 2 sin2 y = 2(1− cos y)(1 + cos y) ≤
≤ 4(1− cos y).

Imkime lygybės

1− f(t) =
∫ ∞

−∞
(1− eitx)dF (x)

abieju
↪
pusiu

↪
realia

↪
sias dalis

1− Ref(t) =
∫ ∞

−∞
(1− cos tx)dF (x).

Todėl
1− Ref(2t) =

∫ ∞

−∞
(1− cos 2tx)dF (x) ≤

≤ 4
∫ ∞

−∞
(1− cos tx)dF (x) =

= 4(1− Ref(t)). ¤
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2 lema. Bet kuriems realiesiems t, h ir bet kuriai charakteristinei
funkcijai f

|f(t)− f(t + h)|2 ≤ 2(1− Ref(h)).

I
↪

r o d y m a s . Iš Koši (Augustin Louis Cauchy, 1789–1857)
nelygybės

|f(t)− f(t + h)|2 =
∣∣
∫ ∞

−∞
eitx(1− eihx)dF (x)

∣∣2 ≤

≤
∫ ∞

−∞
dF (x)

∫ ∞

−∞
|1− eihx|2dF (x) =

=
∫ ∞

−∞
|1− eihx|2dF (x).

Tačiau

|1− eiy|2 =
(
1− cos y

)2 + sin2 y = 2(1− cos y).

Todėl

|f(t)− f(t + h)|2 ≤ 2
∫ ∞

−∞
(1− coshx)dF (x) = 2(1− Ref(h)). ¤

3 lema. Jei charakteristiniu
↪

funkciju
↪

seka fn(t) konverguoja i
↪

1 intervale (−T, T ), tai ji konverguoja i
↪

1 ir visoje realiu
↪
ju

↪
skaičiu

↪
tiesėje.

I
↪
r o d y m a s . Iš nelygybės

|fn(t)− fn(2t)|2 ≤ 2|1− Refn(t)|

ǐsplaukia, kad fn(2t) → 1, kai |t| < T . Vadinasi, fn(t) → 1, kai
|t| < 2T. Lieka pavartoti indukcija

↪
. ¤

1 (Chinčino) teorema. Tarkime, kad Xn(n = 1, 2, . . .) ir X yra
atsitiktiniai dydžiai, an ir bn – realieji skaičiai. Jei L(Xn) konver-
guoja i

↪
neǐssigimusi

↪
dėsni

↪
L(X) ir L(anXn+bn) taip pat konverguoja

i
↪
neǐssigimusi

↪
dėsni

↪
L(X∗), tada dėsniai L(X) ir L(X∗) priklauso
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tam pačiam tipui. Negana to, L(X∗) = L(aX + b), jei |an| → |a|; jei
an > 0, tai an → a, bn → b.

Tačiau kiekvienam baigtiniam b ir kiekvienai sekai dėsniu
↪
L(Xn)

egzistuoja skaičiai an 6= 0 ir bn su sa
↪
lyga L(anXn + bn) → (b).

Vadinasi, turint seka
↪
dėsniu

↪
ir pakeitus pradžia

↪
, masteli

↪
bei orien-

tacija
↪
, riboje galima gauti ne daugiau kaip viena

↪
ǐssigimusi

↪
tipa

↪
. Tai

parodo, kad ǐssigime
↪
s tipas gali būti traktuojamas kaip kiekvieno tipo

”ǐssigimusioji dalis”.

I
↪
r o d y m a s . I

↪
rodysime pirma

↪
ja

↪
teoremos dali

↪
.

Pažymėkime dydžiu
↪
X, X∗, Xn, X∗

n := anXn +bn charakteristines
funkcijas atitinkamai f, f∗, fn, f∗n. Teisinga lygybė

f∗n(t) = eibntfn(ant).

Iš sekos an visada galime ǐsskirti konverguojanti
↪

poseki
↪

ank
; jo

riba a gali būti baigtinis skaičius arba ±∞.
Jei būtu

↪
a = 0, tai ǐs charakteristiniu

↪
funkciju

↪
tolygaus konver-

gavimo kiekviename baigtiniame intervale gautume

|f∗(t)| = lim
nk→∞

|f∗nk
(t)| = lim

nk→∞
|fnk

(ank
t)| = |f(0)| = 1.

Pagal 1.1 teorema
↪
ǐs čia ǐsplauktu

↪
, kad f∗ yra ǐssigimusi, o tai priešta-

rautu
↪
mūsu

↪
prielaidai.

Tarkime dabar, kad ank
→ ±∞. Tada

|f(t)| = lim
nk→∞

|fnk
(t)| = lim

nk→∞

∣∣∣∣f∗nk

(
t

ank

)∣∣∣∣ = |f∗(0)| = 1.

Išeitu
↪
, kad f yra ǐssigimusi. Tas vėl prieštarautu

↪
mūsu

↪
prielaidai.

Vadinasi, ank
→ a, kuris yra baigtinis ir nelygus 0.

Antra vertus, visiems t, pakankamai artimiems 0, tolydžios funkci-
jos f(at) ir f∗(t) nelygios 0, nes jos lygios 1, kai t = 0. Todėl

eibnk
t =

eibnk
tfnk

(ank
t)

fnk
(ank

t)
→ f∗(t)

f(at)
6= 0,
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kai nk →∞. Pagal 3 lema
↪
ta riba egzistuoja ir visiems t ∈ R. Todėl

egzistuoja riba

bnk
→ b =

1
it

ln
f∗(t)
f(at)

.

Vadinasi,
f∗(t) = eibtf(at).

Lieka i
↪
rodyti, kad |an| → |a|. Tarkime, kad konverguojantiems

posekio ank
posekiams anr → a′ ir ans → a′′. Tada bnr → b′, bns →

b′′. Gauname
eib′tf(a′t) = eib′′tf(a′′t).

Pakeitus a′t skaičiumi t ir a′′/a′ skaičiumi c, kiekvienam t galioja
|f(t)|2 = |f(ct)|2. Skaičiu

↪
c galime parinkti taip, kad |c| ≤ 1. Paro-

dysime, kad |c| = 1. Jei būtu
↪
|c| < 1, tai, pakartotinai keisdami t

skaičiumi |ct|, gautume

|f(t)|2 = |f(ct)|2 = . . . = lim |f(cnt)|2 = 1.

Iš čia ǐsplauktu
↪
, kad f yra ǐssigimusi, o to negali būti.

Lieka i
↪
rodyti antra

↪
ji
↪

teigini
↪
. Paėme

↪
skaičius cn tokius didelius,

kad būtu
↪

P (|Xn| ≥ cn) <
1
n
→ 0,

gautume

P

( |Xn|
ncn

≥ 1
n

)
<

1
n
→ 0.

Iš karto ǐsplaukia, kad

L
(

Xn

ncn

)
→ L(0),

ǐs čia

L
(

b +
Xn

ncn

)
→ L(b). ¤

Pastebėsime, kad apsiriboje
↪
tik ”teigiamais” tipais, būtume gave

↪
an → a, bn → b. Tai paliekame panagrinėti patiems skaitytojams.
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3. BERNULIO EKSPERIMENTAI

Pirmosios ribinės teoremos buvo rastos nagrinėjant Bernulio eks-
perimentus. Tarkime, turime nepriklausomu

↪
vienodu

↪
eksperimentu

↪
se-ka

↪
. Atlikus kiekviena

↪
eksperimenta

↪
, gali i

↪
vykti kuris nors i

↪
vykis

su tikimybe p arba nei
↪
vykti su tikimybe q = 1 − p. Pažymėkime

Sn i
↪
vykio i

↪
vykimu

↪
skaičiu

↪
, atlikus n eksperimentu

↪
. Trivialumams

ǐsvengti tarkime, jog 0 < p < 1. Nagrinėkime atsitiktinius dydžius
Xk, nusakytus taip: Xk = 1, jei i

↪
vykis i

↪
vyksta, ir Xk = 0, jei jis

nei
↪
vyksta. Tada

Sn =
n∑

k=1

Xk (n = 1, 2, · · ·);

čia Xk yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
↪
atsitiktiniai dydžiai.

Kadangi MXk = p, MX2
k = p, tai DXk = p− p2 = pq ir

MSn =
n∑

k=1

MXk = np,

DSn =
n∑

k=1

DXk = npq.

Pirmoji tikimybiu
↪

teorijos ribinė teorema buvo paskelbta 1713
metais. Ji teigia, jog Sn/n konverguoja pagal tikimybe

↪
i
↪

p, t.y.
kiekvienam ε > 0

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0,

kai n tolsta i
↪
begalybe

↪
. Jos i

↪
rodyma

↪
rado J. Bernulis (Jacob Bernoulli,

1654–1705), tirdamas tikimybes

P (Sn = k) =
(

n

k

)
pkqn−k (k = 1, 2, · · · , n).

Tikslindami ta
↪
analize

↪
, A. de Muavras (Abraham de Moivre, 1667

–1754) atveju p = 1/2, o vėliau P. S. Laplasas (Pierre Simon Laplace,
1749–1827) bendru atveju gavo, kad

P

(
Sn − np√

npq

)
→ 1√

2π

∫ x

−∞
exp

(
− y2

2

)
dy, −∞ ≤ x ≤ ∞.
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Pastarojoje formulėje konvergavimo greitis, kai tikimybė p maža,
yra lėtas. S. D. Puasonas (Simeone Denis Poisson, 1781–1840) modi-
fikavo Bernulio schema

↪
, leisdamas tikimybei p = pn priklausyti nuo

bandymu
↪
skaičiaus n, tačiau taip, kad npn → λ > 0. Pažymėje

↪
Xnk

ir Snn vietoje Xk ir Sn, matome, kad Puasono atvejis atitinka seka
↪

sumu
↪

Snn =
n∑

k=1

Xnk, (n = 1, 2, . . .).

Čia kiekvienam n dėmenys Xnk yra nepriklausomi ir vienodai pasis-
kirste

↪
,

P (Xnk = 1) =
λ

n
+ o

( 1
n

)
.

Nagrinėdamas šias binomines tikimybes, S. D. Puasonas i
↪
rodė, kad

P (Snn = k) → λk

k!
e−λ, (k = 0, 1, 2, . . .).

Tokiu būdu buvo rasti trys pagrindiniai pasiskirstymo dėsniai.

1o. Išsigime
↪
s dėsnis L(0), kuri

↪
atitinkanti pasiskirstymo funkcija

turi tik viena
↪
didėjimo taška

↪
x = 0 ir kurio charakteristinė funkcija

tapatingai lygi 1.

2o. Normalusis dėsnis N (0, 1) su pasiskirstymo funkcija

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp

(
− y2

2

)
dy

ir charakteristine funkcija

ϕ(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
itz − z2

2

)
dz = exp

(
− t2

2

)
.

3o. Puasono dėsnis P(λ), kurio pasiskirstymo funkcija yra

F (x) = e−λ

[x]∑

k=0

λk

k!
,
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o charakteristinė funkcija

f(t) = e−λ
∞∑

k=0

eitk λk

k!
= eλ

(
eit−1

)
;

čia [x] reǐskia skaičiaus x sveika
↪
ja

↪
dali

↪
, t. y. didžiausia

↪
sveika

↪
skaičiu

↪
,

neviršijanti
↪
x.

P. S. Laplasas ir S. D. Puasonas savo dėsnius i
↪
rodė gana kruopš-

čiais skaičiavimais. Charakteristiniu
↪

funkciju
↪

metodu jie gaunami
labai paprastai.

1 lema. Kiekvienam sveikam neneigiamam n ir kiekvienam re-
aliajam y

eiy =
n∑

k=0

(iy)k

k!
+ θ

|y|n+1

(n + 1)!
|θ| ≤ 1.

Lema buvo i
↪
rodyta pagrindiniame tikimybiu

↪
teorijos kurse ([7],

antrojo leidimo 181–182 p.).

2 lema. Jei z yra kompleksinis skaičius, |z| ≤ 1/2, tai

| ln(1 + z)− z| ≤ |z|2.

Ir ši lema buvo i
↪
rodyta pagrindiniame tikimybiu

↪
teorijos kurse

([7], antrojo leidimo 205 p.)

1 teorema. Bernulio schemos atveju

L
(

Sn −MSn

n

)
→ L(0),

kai n →∞.

I
↪

r o d y m a s . Taikysime charakteristiniu
↪

funkciju
↪

metoda
↪
.

Tarkime, kad |t| ≤ T ; čia T yra bet kuris fiksuotas teigiamas skaičius.
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Iš 1 ir 2 lemu
↪
gauname

M exp
(

it
Sn − np

n

)
=

n∏

k=1

M exp
(

it
Xk − p

n

)
=

=

(
p exp

(
itq

n

)
+ q exp

(
− itp

n

))n

=

=

(
p

(
1 +

itq

n
+ θ

T 2q2

2n2

)
+ q

(
1− itp

n
+ θ

T 2p2

2n2

))n

=

=
(

1 +
B

n2

)n

→ 1. ¤

Čia ir toliau visur θ reǐskia dydi
↪
, ne visada ta

↪
pati

↪
, tačiau moduliu

neviršijanti
↪
1, o B – dydi

↪
, kuris moduliu neviršija konstantos.

2 teorema. Bernulio schemos atveju

L
(

Sn −MSn√
DSn

)
→ N (0, 1),

kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . Kaip ir 1 teoremos i

↪
rodyme, taikysime charakteris-

tiniu
↪
funkciju

↪
metoda

↪
.

M exp
(

it
Sn − np√

npq

)
=

n∏

k=1

M exp
(

it
Xk − p√

npq

)
=

=
(

p exp
(

itq√
npq

+ q exp
( −itp√

npq

))n

=

=

(
p

(
1 +

itq√
npq

− t2q

2np
+ θ

T 3q3/2

6n3/2p3/2

)
+

+ q

(
1− itp√

npq
− t2p

2nq
+ θ

T 3p3/2

n3/2q3/2

))n

=

=
(

1− t2

2n
+

BT 3

n3/2

)n

→ exp
(
− t2

2

)
. ¤
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3 teorema. Bernulio schemos atveju

L(Snn) → P(λ),

kai n →∞.

I
↪
r o d y m a s . Vėl vartojame charakteristines funkcijas:

M exp(itSnn) =
n∏

k=1

M exp(itXnk) =

=
(
pn exp(it) + qn

)n =

=
(

1 +
λ

n

(
exp(it)− 1

)
+ o

( 1
n

))n

→

→ exp
(
λ
(
eit − 1

))
. ¤

Remiantis šiomis trimis ribinėmis teoremomis, buvo ǐsskirti trys
pirmieji ribiniu

↪
dėsniu

↪
tipai.

1o. Išsigime
↪
s tipas ǐssigimusiu

↪
dėsniu

↪
L(a) su charakteristine funk-

cija f(t) = eiat.

2o. Normalusis tipas normaliu
↪
ju

↪
dėsniu

↪
N (a, σ2) su charakteris-

tine funkcija

f(t) = exp
(

iat− 1
2
σ2t2

)
;

3o. Puasono tipas Puasono dėsniu
↪
P(λ, a, b) su charakteristine

funkcija
f(t) = exp

(
iat + λ

(
eibt − 1

))
.

Mūsu
↪
i
↪
rodyta

↪
sias teoremas galima apibendrinti, pasinaudojus teo-

rema apie tipu
↪
konvergavima

↪
.
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4. PIRMIEJI BENDRESNI REZULTATAI

Po pirmu
↪
ju

↪
teoremu

↪
apie Bernulio eksperimentus ilga

↪
laika

↪
, net iki

1935 metu
↪
, buvo apsiribojama dar gana specialiais ribiniais dėsniais:

konvergavimu i
↪
L(0) (kada teisingas didžiu

↪
ju

↪
skaičiu

↪
dėsnis) ir kon-

vergavimu i
↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
N (0, 1). Klasikine

↪
problema

↪
galima for-

muluoti taip.
Tarkime,

Sn =
n∑

k=1

Xk

yra nepriklausomu
↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
Xk suma. Reikia rasti sa

↪
lygas,

kada

L
(

Sn −MSn

n

)
→ L(0), L

(
Sn −MSn

DSn

)
→ N (0, 1).

Pirmuoju atveju turi egzistuoti dėmenu
↪

Xk vidurkiai, antruoju –
dispersijos. Kad suprastintume užrašyma

↪
, dėmenis centruosime ju

↪
vidurkiais. Centruotu

↪
dydžiu

↪
vidurkiai yra 0, o dispersijos sutampa

su pirmykščiu
↪
dydžiu

↪
dispersijomis. Todėl šiame skyrelyje laikysime

MXk = 0, MSn = 0. Žymėsime

fk(t) = MeitXk , σ2
k = DXk, B2

n = DSn.

Taip pat susitarsime atmesti trivialu
↪

atveji
↪
, kai visi dėmenys yra

ǐssigime
↪
.

Iš pradžiu
↪
panagrinėsime atveji

↪
, kai dėmenys yra nepriklausomi ir

vienodai pasiskirste
↪
.

1 teorema. Jei dėmenys yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste
↪
,

turi vidurkius, tai

L
(

Sn

n

)
→ L(0).

I
↪
r o d y m a s . Jei f yra dėmenu

↪
charakteristinė funkcija, tai

Sn/n charakteristinė funkcija pagal 3.1 ir 3.2 lemas

M exp
(

it
Sn

n

)
=

(
f
( t

n

))n

=

=
(

1 + o
( t

n

))n

→ 1. ¤
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2 teorema. Jei dėmenys yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste
↪

ir turi dispersijas, tai

L
(

Sn

Bn

)
→ N (0, 1).

I
↪
r o d y m a s . Kadangi B2

n = nσ2
1 > 0, tai vėl pagal 3.1 ir 3.2

lemas

M exp
(

it
Sn

Bn

)
=

(
f
( t

Bn

))n

=
(

1− σ2
1

2B2
n

t2 + o
( σ2

1

B2
n

t2
))n

=

=
(

1− t2

2n
+ o

( t2

n

))n

→ exp
(
− t2

2

)
. ¤

Atsisakysime prielaidos, kad atsitiktiniai dydžiai yra vienodai pa-
siskirste

↪
. Iš pradžiu

↪
panagrinėsime paprasta

↪
atveji

↪
.

3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai Xk yra nepriklau-
somi, turi antruosius momentus ir

1
n2

n∑

k=1

MX2
k → 0.

Tada

L
(

Sn

n

)
→ L(0).

I
↪

r o d y m a s . Pagrindiniame tikimybiu
↪

teorijos kurse šia
↪

teorema
↪
i
↪
rodėme, pasinaudoje

↪
Bjenemė–Čebyšovo (Jules Bienaymé,

1796–1878; Pafnutij Čebyšov, 1821–1894) nelygybe. Dabar i
↪
rodysime

ja
↪
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
metodu. Turime

fk(t) = 1 + θ
1
2
t2MX2

k , |θ| ≤ 1.
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Iš čia, jei |t| ≤ T ,

n∑

k=1

ln fk

( t

n

)
= B

T 2

n2

n∑

k=1

M |Xk|2 → 0,

kai n →∞. ¤.

Išvada. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra nepriklausomi, aprėžti ir
centruoti vidurkiais, tai

L
(

Sn

n

)
→ L(0),

kai n →∞.

4 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra nepriklausomi, turi
trečiuosius momentus ir

1
B3

n

n∑

k=1

M |Xk|3 → 0,

tai

L
(

Sn

Bn

)
→ N (0, 1).

I
↪
r o d y m a s . Kadangi

fk(t) = 1− t2

2
σ2

k +
θ

6
t3M |Xk|3,

tai
n∑

k=1

ln fk

(
t

Bn

)
= − t2

2
+ B

T 3

B3
n

n∑

k=1

M |Xk|3 → − t2

2
. ¤

Išvada. Jei atsitiktiniai dydžiai Xk yra nepriklausomi, aprėžti ir
Bn →∞, tai

L
(

Sn

Bn

)
→ N (0, 1).
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I
↪
r o d y m a s . Jei |Xk| ≤ c, tai

1
B3

n

n∑

k=1

M |Xk|3 ≤ c

B3
n

n∑

k=1

MX2
k =

c

Bn
→ 0. ¤

Tarkime, kad turime seka
↪

seriju
↪

atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪

Xnk (k =
1, . . . , n; n = 1, 2, . . .) ir dydžiai kiekvienoje serijoje yra nepriklau-
somi. Pažymėkime

Snn =
n∑

k=1

Xnk, Bnn =
n∑

k=1

DXkn.

Tegul dydžiai yra centruoti vidurkiais. Teisingos teoremos.
5 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk turi antruosius momen-

tus ir
1
n2

n∑

k=1

MX2
nk → 0,

tai

L
(

Snn

n

)
→ L(0).

I
↪
r o d y m a s toks pat kaip ir 3 teoremos, tik reikia indeksus k

pakeisti dvigubais indeksais nk. ¤

6 teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai Xnk turi trečiuosius momen-
tus ir

1
B3

nn

n∑

k=1

M |Xnk|3 → 0,

tai

L
(

Snn

Bnn

)
→ N (0, 1).

I
↪
r o d y m a s toks pat kaip ir 4 teoremos. ¤
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5. KLASIKINĖ RIBINĖ TEOREMA

4 skyrelio teoremose buvo reikalaujama, kad egzistuotu
↪
momentai

aukštesnės eilės, negu reikia patiems teiginiams formuluoti. Mėginsi-
me susilpninti tuos reikalavimus.

Iš pradžiu
↪
i
↪
rodysime keleta

↪
pagalbiniu

↪
teiginiu

↪
.

1 lema. Jei dydžiai Xn konverguoja i
↪

X pagal tikimybe
↪
, tai ju

↪
atitinkamos pasiskirstymo funkcijos FXn konverguoja i

↪
dydžio X pa-

siskirstymo funkcija
↪
FX jos tolydumo taškuose.

I
↪
r o d y m a s . Bet kuriems realiesiems x, x′

{X < x′} = {Xn < x, X < x′} ∪ {Xn ≥ x, X < x′} ⊂
⊂ {Xn < x} ∪ {Xn > x, X < x′},

todėl

P (X < x′) ≤ FXn
(x) ≤ FXn

(x) + P (Xn ≥ x, X < x′).

Kadangi Xn → X pagal tikimybe
↪
, tai, kai x′ < x,

P (Xn ≥ x, X < x′) ≤ P (|Xn −X| ≤ x− x′) → 0,

vadinasi,
FX(x′) ≤ lim inf FXn(x),

kai x′ < x. Analogǐskai, sukeite
↪
vietomis X ir Xn, x ir x′, gautume

lim sup FXn(x) ≤ FX(x′′),

kai x < x′′. Todėl, kai x′ < x < x′′,

FX(x′) ≤ lim inf FXn(x) ≤ lim sup FXn(x) ≤ FX(x′′).

Jei x yra F tolydumo taškas, tai, leide
↪
x′ ↑ x ir x′′ ↓ x, gauname

FX(x) = lim FXn(x). ¤
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2 lema. Jei Xn − X ′
n konverguoja pagal tikimybe

↪
i
↪
0 ir FX′

n
(x)

konverguoja i
↪

FX(x) pastarosios tolydumo taškuose, tai ir FXn
(x)

konverguoja i
↪
FX(x) jos tolydumo taškuose.

I
↪
r o d y m a s . I

↪
rodoma taip pat kaip ir 1 lema

↪
, tik imama X ′

n

vietoje X ir x′, x′′ laikoma funkcijos FX tolydumo taškais. ¤

3 lema. Jei Xn−X ′
n konverguoja pagal tikimybe

↪
i
↪
0 arba P (Xn 6=

X ′
n) → 0 ir L(Xn) → L(X), tai ir L(X ′

n) → L(X).

I
↪
r o d y m a s ǐsplaukia ǐs 2 lemos. ¤

Mums prireiks dar kai kuriu
↪
žiniu

↪
. Sakysime, kad atsitiktinis dy-

dis X yra simetrǐskas (nulio atžvilgiu), jei P (X ≤ x) = P (X ≥
−x) visiems x, t.y. F (x + 0) = 1 − F (−x). Su tokiais dydžiais
kartais patogiau operuoti. Ju

↪
charakteristinės funkcijos yra realios.

Kiekvienam atsitiktiniam dydžiui X galima priskirti vadinama
↪
ji
↪
si-

metrizuota
↪
atsitiktini

↪
dydi

↪
Xs = X −X ′; čia X ′ yra nepriklausomas

nuo X atsitiktinis dydis, tačiau turi
↪
s ta

↪
pati

↪
pasiskirstyma

↪
.

4 lema. Jei f yra atsitiktinio dydžio X charakteristinė funkcija,
tai simetrizuoto dydžio Xs charakteristinė funkcija yra |f |2.

I
↪
r o d y m a s . Turime

fX−X′(t) = fX(t)f−X′(t) = f(t)f̄(t) = |f(t)|2. ¤

Atsitiktinius dydžius dažnai tenka centruoti. Tam tinka atsitik-
tinio dydžio vidurkis. Tačiau jis ne visada egzistuoja. Todėl varto-
jama mediana, kuri visada egzistuoja. Visada galima rasti bent viena

↪
baigtini

↪
skaičiu

↪
µX su sa

↪
lyga

P (X ≤ µX) ≥ 1
2
, P (X ≥ µX) ≥ 1

2
.

5 lema. Kiekvienam ε > 0 teisinga nelygybė

1
2
P (X − µX ≥ ε) ≤ P (Xs ≥ ε)
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ir
1
2
P (|X − µX| ≥ ε) ≤ P (|Xs| ≥ ε).

I
↪

r o d y m a s . Kadangi Xs = X − X ′ (čia X ir X ′ yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

↪
), tai mediana

↪
µ = µX atitinka

lygi mediana µ = µX ′ ir

P (Xs ≥ ε) = P ((X − µ)− (X ′ − µ) ≥ ε) ≥
≥ P (X − µ ≥ ε, X ′ − µ ≤ 0) =
= P (X − µ ≥ ε) P (X ′ − µ ≤ 0) ≥
≥ 1

2
P (X − µ ≥ ε).

Tai i
↪
rodo pirma

↪
ja

↪
nelygybe

↪
. Pakeiskime joje X dydžiu −X. Iš abieju

↪
nelygybiu

↪
ǐsplauktu

↪
antroji lemos nelygybė. ¤

1 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai turi pirmuosius
momentus, kurie lygūs 0. Teisingas teiginys:

(2) L
(

Sn

n

)
→ L(0)

tada ir tik tada, kai

n∑

k=1

∫

|x|≥n

dFk(x) → 0,(3)

1
n

n∑

k=1

∫

|x|<n

xdFk(x) → 0,(4)

1
n2

n∑

k=1

( ∫

|x|<n

x2dFk(x)−
( ∫

|x|<n

xdFk(x)
)2

)
→ 0.(5)

I
↪
r o d y m a s . Pažymėkime

Xnk =
{

Xk, jei |Xk| < n,
0, jei |Xk| ≥ n;
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Snn =
n∑

k=1

Xnk.

Tada (3), (4), (5) sa
↪
lygas galime perrašyti

n∑

k=1

P
(|Xnk| ≥ n

) → 0,(6)

1
n

n∑

k=1

M |Xnk|0̈0,(7)

1
n2

n∑

k=1

DXnk → 0,(8)

kai n →∞.
1o. P a k a n k a m u m a s . Tarkime, kad teiginiai (6), (7), (8)

teisingi. Pagal (8) ǐs 4.5 teoremos gauname

L
(

Snn −MSnn

n

)
→ L(0).

Iš (7) sa
↪
lygos ǐsplaukia, kad

1
n

MSnn → 0.

Pagal 3 lema
↪

L
(

Snn

n

)
→ L(0).

Iš (6) sa
↪
lygos gauname, kad

P

(
Snn

n
6= Sn

n

)
→ 0.

Pagal 3 lema
↪
(2) teiginys yra teisingas.

2o. B ū t i n u m a s . Tarkime, (2) teiginys teisingas. I
↪
rodysime,

kad tada teisingi (6), (7) ir (8) teiginiai.
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Teiginys (2) yra ekvivalentus teiginiui, kad Sn/n konverguoja i
↪
0

pagal tikimybe
↪
, arba teiginiui, kad

ϕn(t) =
n∏

k=1

f
( t

n

)
→ 1

tolygiai kiekviename baigtiniame intervale. Tarkime, n yra pakan-
kamai didelis, kad ln |ϕn(t)| būtu

↪
aprėžtas intervale [−T, T ]. Iš 5 ir 7

lemu
↪
gauname

1
2

n∑

k=1

P

(∣∣∣∣
Xk − µXk

n

∣∣∣∣ ≥
1
T

)
≤

n∑

k=1

P

(∣∣∣∣
Xs

k

n

∣∣∣∣ ≥
1
T

)
≤

≤ − 7
T

∫ T

0

ln |ϕn(t)|2dt → 0.

Kadangi
Xn

n
=

Sn

n
− n− 1

n

Sn−1

n− 1

konverguoja pagal tikimybe
↪

i
↪

0, tai µXn/n → 0. Todėl ǐs mūsu
↪

i
↪
rodyto sa

↪
ryšio, kai T > 1, ǐsplaukia (6). Iš čia ǐsplaukia L(Snn/n) →

L(0). Pagal 7 lemos pirma
↪
ja

↪
nelygybe

↪

2
n∑

k=1

D

(
Xnk

n

)
=

n∑

k=1

D

(
Xs

nk

n

)
≤ −3 ln |ϕn(1)|2 → 0.

Vadinasi, (8) teiginys teisingas. Pagal 4.3 teorema
↪

Snn −MSnn

n

konverguoja i
↪
0 pagal tikimybe

↪
. Todėl

MSnn

n
=

Snn

n
− Snn −MSnn

n
→ 0.

(7) teiginys taip pat teisingas. ¤
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Atkreipsime dėmesi
↪
, kad nereikalavome vidurkio egzistavimo ir

centravimo.

Panagrinėsime normalu
↪
ji
↪
ribini

↪
dėsni

↪
.

6 lema. Teisingos nelygybės

1− cos y ≤ y2

2
, kai y ∈ R,

1− cos y ≥ 11
24

y2, kai |y| ≤ 1,

1− sin y

y
>

1
7
, kai |y| ≥ 1.

I
↪
r o d y m a s . Imkime nelygybe

↪

∣∣eiy − 1− iy
∣∣ ≤ y2

2
.

Reǐskinio po modulio ženklu realioji dalis taip pat tenkina ta
↪
nelygy-

be
↪
: ∣∣ cos y − 1

∣∣ ≤ y2

2
.

Iš alternuojančiu
↪
eilčiu

↪
savybiu

↪
ǐsplaukia

1− cos y = 1−
(
1− y2

2!
+

y4

4!
− . . .

)
≥

≥ y2

2

(
1− y2

12

)
≥ 11

24
y2,

kai |y| ≤ 1.
I
↪
rodysime trečia

↪
ja

↪
nelygybe

↪
. Pažymėkime h(y) = 1− sin y/y. Kai

|y| ≥ 7/6,

h(y) > 1− 1
7
6

=
1
7
.

Tarkime, kad 1 ≤ |y| < 7/6. Turime

h(y) =
∞∑

k=1

(−1)k−1 y2k

(2k + 1)!
.
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Ši eilutė yra alternuojanti. Todėl

h(y) >
y2

6

(
1− y2

20

)
>

1
6

(
1−

(
7
6

)2

20

)
>

1
6

(
1− 1

7

)
=

1
7
.

¤
P a s t a b a . Buvo galima buvo parodyti, kad h(y) > 1− sin y =

0.158... > 1/7, kai |y| ≥ 1.
7 lema. Jei F yra pasiskirstymo funkcija, o f – ja

↪
atintinkanti

charakteristinė funkcija, tai teigiamiems u

∫

|x|<1/u

x2dF (x) ≤ 3
u2

(
1− Ref(u)

)
,

∫

|x|≥1/u

dF (x) ≤ 7
u

∫ u

0

(
1− Ref(t)

)
dt.

Jei u yra pakankamai artimas 0, tai antrojoje nelygybėje 1− Ref(t)
galime pakeisti − lnRef(t).

I
↪
r o d y m a s . Turime

(1) 1− Ref(t) =
∫ ∞

−∞
(1− cos tx)dF (x).

Kadangi pointegralinė funkcija yra neneigiama, tai pagal 6 lemos 2
nelygybe

↪
gauname

1− Ref(u) ≥
∫

|x|<1/u

(1− costx)dF (x)) ≥

≥ 11u2

24

∫

|x|<1/u

x2dF (x).

Pirmoji nelygybė i
↪
rodyta.
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Antrajai i
↪
rodyti integruojame (1) abi puses pagal t nuo 0 iki u ir

dalijame ǐs u ir pritaikome 6 lemos trečia
↪
ja

↪
nelygybe

↪
:

1
u

∫ u

0

(
1− Ref(t)

)
dt =

∫ ∞

−∞

(
1− sin ux

ux

)
dF (x) ≥

≥
∫

|x|≥1/u

(
1− sin ux

ux

)
dF (x) ≥

≥ 1
7

∫

|x|≥1/u

dF (x).

Iš žinomos nelygybės 1 + v ≤ ev, teisingos visiems realiesiems v,
gauname 1 − a ≤ − ln a, kai a > 0. Todėl mūsu

↪
i
↪
rodomos lemos

teiginys yra teisingas. ¤

Tarkime, kad X1, X2, . . . yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai,
kuriu

↪
pasiskirstymo funkcijos yra F1, F2, . . ., charakteristinės funkci-

jos f1, f2, . . . Sakykime, kad atsitiktiniai dydžiai yra centruoti vidur-
kiais (o pastarieji egzistuoja). Dispersijas (kai jos egzistuoja) žymėsi-
me σ2

1 , σ2
2 , . . ., o ju

↪
suma

↪

B2
n =

n∑

k=1

σ2
k.

Pačiu
↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
suma

↪
žymėsime

Sn =
n∑

k=1

Xk.

2 teorema.

(6) L
( Sn

Bn

)
→ N (0, 1)

ir

(7) max
k≤n

σk

Bn
→ 0
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tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

(8) Λn(ε) =
1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

x2dFk(x) → 0

Pakankamuma
↪
i
↪
rodė V. Lindebergas (Jarl Waldemar Lindeberg,

1876–1932), būtinuma
↪
– V. Feleris (William Feller, 1906–1970). Pir-

ma
↪
ja

↪
dali

↪
jau nagrinėjome pagrindiniame tikimybiu

↪
teorijos kurse.

I
↪
r o d y m a s . 1o. P a k a n k a m u m a s . Tarkime, kad

teisinga (8) sa
↪
lyga. Egzistuoja tokia pakankamai lėtai mažėjanti seka

εn ↓ 0, kad
1
ε2

n

Λn(εn) → 0

ir tuo labiau
1
εn

Λn(εn) → 0, Λn(εn) → 0.

Šiam teiginiui i
↪
rodyti pakanka nagrinėti tokia

↪
seka

↪
nk ↑ ∞, kad

Λn

(1
k

)
<

1
k3

,

kai n ≥ nk, o po to

εn =
1
k

,

kai nk ≤ n < nk+1.
Gausime nelygybe

↪

max
k≤n

σ2
k

B2
n

≤ max
k≤n

1
B2

n

∫

|x|≥εnBn

x2dFk(x) + ε2
n ≤

≤ Λn(εn) + ε2
n → 0.

Pažymėkime Xnk = Xk arba 0 priklausomai nuo to, ar |Xk| <
εnBn, ar |Xk| ≥ εnBn. Kadangi

P

(
Snn

Bn
6= Sn

Bn

)
≤

n∑

k=1

P (Xnk 6= Xk) =



I SKYRIUS. I↪VADAS 33

=
n∑

k=1

∫

|x|≥εnBn

dFk(x) ≤ 1
ε2
n

Λn(εn) → 0,

tai pagal 3 lema
↪
pakanka i

↪
rodyti, kad

L
(

Snn

Bn

)
→ N (0, 1).

Kadangi Xk yra centruoti vidurkiais, tai

|MXnk| =
∣∣∣∣
∫

|x|<εnBn

xdFk(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

|x|≥εnBn

xdFk(x)
∣∣∣∣ ≤

≤ 1
εnBn

∫

|x|≥εnBn

x2dFk(x).

Todėl
1

Bn

n∑

k=1

|MXnk| ≤ Λn(εn)
εn

→ 0.

Pažymėje
↪
B2

nn = DSnn, gauname

1− B2
nn

B2
n

=
1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x|≥εnBn

x2dFk(x) +
1

B2
n

( n∑

k=1

|MXnk|
)2

≤

≤ Λn(εn) +
Λ2

n(εn)
ε2
n

→ 0.

Todėl pakanka parodyti, kad

L
(

Snn −MSnn

Bnn

)
→ N (0, 1).

‘ Tačiau tai ǐsplaukia ǐs teiginiu
↪

1
B3

nn

n∑

k=1

M |Xnk −MXnk|3 =
2εnBn

B3
nn

n∑

k=1

M
(
Xnk −MXnk

)2 ≤

= 2εn
Bn

Bnn
→ 0.



34

2o. B ū t i n u m a s . Tarkime, teiginiai (7) ir (8) teisingi. Turime

fk

(
t

Bn

)
= 1− θk

T 2

2
σ2

k

B2
n

.

Iš čia pagal (8)

max
k≤n

∣∣∣∣fk

(
t

Bn

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,

n∑

k=1

∣∣∣∣fk

(
t

Bn

)
− 1

∣∣∣∣
2

→ 0.

Todėl pakankamai dideliems n egzistuoja ln fk(t/Bn) ir

M exp
(

it
Sn

Bn

)
=

n∏

k=1

fk

(
t

Bn

)
→ exp

(
− t2

2

)

galima parašyti pavidalu

n∑

k=1

ln fk

(
t

Bn

)
→ − t2

2
.

Kadangi ln z = z − 1 + θ|z − 1|2, |θ| ≤ 1, kai |z − 1| ≤ 1/2, tai

∣∣∣∣
t2

2
−

n∑

k=1

(
1− fk

(
t

Bn

))∣∣∣∣ → 0.

Pereidami prie realiu
↪
ju

↪
daliu

↪
, gauname

t2

2
−

n∑

k=1

∫

|x|<εBn

(
1− cos

tx

Bn

)
dFk(x) =

=
n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

(
1− cos

tx

Bn

)
dFk(x) + o(1).
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Kadangi pagal 7 lema
↪

n∑

k=1

∫

|x|<εBn

(
1− cos

tx

Bn

)
dFk(x) ≤ t2

2B2
n

n∑

k=1

∫

|x|<εBn

x2dFk(x) =

=
t2

2B2
n

(
B2

n −
n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

x2dFk(x)

)
=

=
t2

2
(
1− Λn(ε)

)

ir

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

(
1− cos

tx

Bn

)
dFk(x) ≤ 2

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

dFk(x) ≤

≤ 2
ε2B2

n

n∑

k=1

∫

|x|≥εBn

x2dFk(x) ≤ 2
ε2

,

tai
t2

2
Λn(ε) ≤ 2

ε2
+ o(1).

Imdami formulėje

0 ≤ Λn(ε) ≤ 2
t2

(
2
ε2

+ o(1)
)

,

ǐs pradžiu
↪
n → ∞, o po to t → ∞, gauname, kad Λn(ε) → 0. O tai

ir reikėjo i
↪
rodyti. ¤

6. APRĖŽTU
↪
JU

↪
DISPERSIJU

↪
ATVEJIS

Dar daugiau apibendrinsime gauta
↪
sias ribines teoremas. Meto-

diniais sumetimais ǐs pradžiu
↪
panagrinėsime specialia

↪
atsitiktiniu

↪
dy-

džiu
↪
klase

↪
. Iš čia paaǐskės, kaip reikia elgtis bendresniais atvejais.

Nagrinėsime seka
↪
seriju

↪
atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪

Xn1, . . . , Xnkn (n = 1, 2, . . .),
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laikydami kiekvienos serijos atsitiktinius dydžius nepriklausomais.
Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai tenkina sa

↪
lyga

↪
(A):

1o. Jie turi dispersijas DXnk.

2o. MXnk = 0.

3o. maxk≤kn DXnk → 0, kai n →∞.

4o.
∑n

k=1 DXnk ≤ c; čia c – baigtinė konstanta.

Antroji ǐs tu
↪
sa

↪
lygu

↪
nėra esminė. Vietoje dydžiu

↪
Xnk galėtume

nagrinėti dydžius Xnk −MXnk.
Susitarsime dydžiu

↪
Xnk pasiskirstymo funkcijas žymėti Fnk, o

charakteristines funkcijas — fnk.
Sumos

Sn = Xn1 + . . . + Xnkn

charakteristinė funkcija yra fn1(t) . . . fnkn(t). Jei tos funkcijos nevirs-
ta nuliu, tai galima kalbėti apie šio reǐskinio logaritma

↪
. Sandauga virs

suma. Kai teisinga sa
↪
lyga (A) ir n pakankamai didelis, tai ǐs tikru

↪
ju

↪
yra galima. Pažymėkime

τn(t) =
∑

k

(
fnk(t)− 1

)
.

1 (palyginimo) lema. Jei teisinga sa
↪
lyga (A), tai ln fnk(t)

visiems t egzistuoja ir yra baigtinis, kai n ≥ nt; be to,

kn∑

k=1

ln fnk(t)− τn(t) → 0

kiekvienam fiksuotam t, kai n →∞.

P a s t a b a . Užuot tyre
↪

logaritmu
↪

suma
↪
, galime nagrinėti

paprastesne
↪
suma

↪
τn(t). Iš čia ir lemos pavadinimas.

I
↪
r o d y m a s . Kadangi atsitiktiniu

↪
dydžiu

↪
Xnk vidurkiai yra 0,

tai
fnk(t) = 1− θnk

2
t2DXnk, |θnk| ≤ 1.
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Todėl

max
k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ ≤ t2

2
max

k
DXnk → 0,

kai n →∞, ir

∑

k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ ≤ t2

2

∑

k

DXnk ≤ ct2

2
.

Pakankamai dideliems n ≥ nt

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ ≤ 1

2
.

Vadinasi, ln fnk(t) egzistuoja ir yra baigtinis. Be to, ǐs nelygybės

| ln(1 + z)− z| ≤ |z|2,

teisingos, kai kompleksinis skaičius z tenkina nelygybe
↪
|z| ≤ 1/2,

ǐsplaukia

ln fnk(t) = ln
(
1 +

(
fnk(t)− 1

))
=

= fnk(t)− 1 + θ′nk

∣∣fnk(t)− 1
∣∣2, |θ′nk| ≤ 1.

Iš čia ∣∣∣
∑

k

ln fnk(t)− τn(t)
∣∣∣ ≤

∑

k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣2 ≤

≤ max
k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ ·

∑

k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ ≤

≤ ct2

2
max

k

∣∣fnk(t)− 1
∣∣ → 0,

kai n →∞. ¤

Parašysime funkcija
↪
τn(t) kitu pavidalu. Kadangi MXnk = 0, tai

τn(t) =
∑

k

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1

)
dFnk(x) =
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=
∑

k

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

)
dFnk(x).

Pažymėkime

Kn(x) =
∑

k

∫ x

−∞
y2dFnk(y).

Iš sa
↪
lygos (A) ǐsplaukia, kad Kn yra apibrėžta visiems x ∈ R, nemažė-

janti, tolydi ǐs kairės ir

Kn(−∞) = 0, Kn(∞) ≤ c < ∞.

Dabar funkcija
↪
τn(t) galėsime parašyti pavidalu

τn(t) =
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

) 1
x2

dKn(x).

Pointegralinis reǐskinys taške x = 0 nėra apibrėžtas. Susitarsime, kad
jis tame taške lygus

lim
x→0

eitx − 1− itx

x2
= − t2

2
.

Tada pointegralinis reǐskinys yra tolydi funkcija visoje tiesėje.
Toliau raidėmis K ir τ su indeksais arba be ju

↪
susitarsime žymėti

funkcijas

τ(t) =
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

) 1
x2

dK(x);

čia K(x) yra tolydi ǐs kairės, nemažėjanti funkcija, K(−∞) = 0,
K(∞) ≤ c. Visada τ(0) = 0.

2 lema. Funkcija τ(t) yra tolydi, du kartus diferencijuojama. Jos
ǐsvestinės

τ ′(t) = i

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1

) 1
x

dK(x),

τ ′′(t) = −
∫ ∞

−∞
eitxdK(x).
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I
↪
r o d y m a s . Mums pravers Lebego (Henri Leon Lebesgue,

1875–1941) teorema apie perėjima
↪
prie ribos po integralo ženklu ir

nelygybės
∣∣eiu − 1

∣∣ ≤ |u|, ∣∣eiu − 1− iu
∣∣ ≤ u2

2
,

teisingos visiems realiesiems u. Imkime

τ(t + h)− τ(t) =
∫ ∞

−∞

(
eitx

(
eihx − 1

)− ihx
) 1

x2
dK(x).

Pointegralinės funkcijos pirmasis dauginamasis moduliu

≤
∣∣eitxihx− ihx

∣∣ +
1
2
h2x2 =

=
∣∣eitx − 1

∣∣|hx|+ 1
2
h2x2 ≤ |hx||tx|+ 1

2
h2x2.

Iš Lebego teoremos ǐsplaukia, kad τ(t + h) − τ(t) → 0, kai h → 0.
Tirkime dabar

τ(t + h)− τ(t)
h

=
∫ ∞

−∞

(
eitx eihx − 1

h
− ix

) 1
x2

dK(x).

Pointegralinė funkcija moduliu ≤ |t| + |h|/2. Remdamiesi Lebego
teorema, vėl galime pereiti prie ribos po integralo ženklu. Gausime,
kad egzistuoja funkcijos τ ǐsvestinė ir kad ji lygi

τ ′(t) = i

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1

) 1
x

dK(x).

Vėl imkime

τ ′(t + h)− τ ′(t)
h

= i

∫ ∞

−∞
eitx eihx − 1

h

1
x

dK(x).

Pointegralinė funkcija moduliu ≤ 1. Todėl egzistuoja antroji ǐsvestinė

τ ′′(t) = −
∫ ∞

−∞
eitxdK(x). ¤
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Mums dar prireiks specialaus tipo charakteristiniu
↪
funkciju

↪
. Jei

atsitiktinis dydis pasiskirste
↪
s pagal Puasono dėsni

↪
, t.y. i

↪
gyja reikšmes

k = 0, 1, . . . ir k i
↪
gyja su tikimybe λke−λ/k!, tai jo charakteristinė

funkcija, kaip žinome, yra

eλ(eit−1).

Dydžio aX + b charakteristinė funkcija yra

exp
{

ibt + λ
(
eiat − 1

)}
.

Ji vadinama apibendrintojo Puasono dėsnio charakteristine funkcija.
Visos tos funkcijos priklauso vienam tipui.

3 lema. Kiekviena funkcija eτ yra charakteristinė. Ja
↪
atitinka

↪
s

atsitiktinis dydis turi antra
↪
ji
↪
momenta

↪
. To dydžio vidurkis lygus 0, o

dispersija lygi K(∞) = −τ ′′(0).

I
↪
r o d y m a s. Imkime intervala

↪
[−N, N). Suskaidykime ji

↪
taškais

−N = xn0 < xn1 < . . . < xnkn = N.

Pažymėkime

λnk =
1

x2
nk

(
K(xnk)−K(xn,k−1)

)
, bnk = −λnkxnk, ank = xnk

ir sudarykime reǐskinius

exp
{ ∑

k

[
itbnk + λnk

(
eitank − 1

)]}
.

Kiekvienas toks reǐskinys yra Puasono tipo charakteristiniu
↪
funkciju

↪
sandauga, taigi charakteristinė funkcija. Kai n →∞, jis konverguoja
i
↪

exp
{ ∫

[−N,N)

eitx − 1− itx

x2
dK(x)

}
.

Pastaroji funkcija yra tolydi taške t = 0, todėl ji yra charakteristinė.
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Imkime dabar N → ∞. Riba bus eτ . Tai vėl bus charakteristinė
funkcija, nes ji yra tolydi taške t = 0.

Lengva suskaičiuoti, kad
(
eτ(t)

)′∣∣
t=0

= eτ(t)τ ′(t) |t=0= 0,

{
eτ(t)

}′′∣∣
t=0

=
[
eτ(t)(τ ′(t))2 + eτ(t)τ ′′(t)

]
t=0

=

= −
∫ ∞

−∞
dK(x) = −K(∞). ¤

4 (vienaties) lema. Funkcija τ vienareikšmǐskai nusako K, ir
atvirkščiai.

I
↪
r o d y m a s . Kadangi

−τ ′′(t) =
∫ ∞

−∞
eitxdK(x), K(−∞) = 0, K(∞) < ∞

ir K tik pastoviu daugikliu skiriasi nuo pasiskirstymo funkcijos, tai ǐs
charakteristiniu

↪
funkciju

↪
savybiu

↪
ǐsplaukia, jog −τ ′′(t) vienareikšmǐs-

kai nusako K. Atvirkščias teiginys yra trivialus. ¤

5 lema. Kiekviena funkcija eτ yra atsitiktiniu
↪
dydžiu

↪
, tenkinančiu

↪
sa

↪
lyga

↪
(A), ribinio dėsnio charakteristinė funkcija.

I
↪

r o d y m a s . Tarkime, Xnk(k = 1, . . . , n) yra vienodai
pasiskirste

↪
nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, kuriu

↪
charakteristinė

funkcija yra eτ/n. Kadangi funkcija
↪
τ/n atitinka K/n, tai DXnk =

K(∞)/n ir MXnk = 0. Sumos Sn = Xn1 + . . .+Xnn charakteristinė
funkcija yra eτ . Sa

↪
lyga (A) yra tenkinama. ¤

6 (konvergavimo) lema. Tarkime, sa
↪
lyga (A) yra tenkinama.

Jei funkcijos Kn silpnai konverguoja i
↪

K, tai τn → τ . Atvirkščiai,
jei τn → ln f , tai Kn silpnai konverguoja i

↪
K.

I
↪
r o d y m a s . Pirmasis teiginys ǐsplaukia ǐs Helio–Brėjaus teore-

mos. I
↪
rodysime atvirkščia

↪
teigini

↪
. Kadangi dydžiai Kn(∞) yra toly-

giai aprėžti, tai ǐs kompaktǐskumo teoremos ǐsplaukia, jog egzistuoja
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seka Knk
, silpnai konverguojanti i

↪
kuria

↪
nors funkcija

↪
K su sa

↪
lyga

K(∞) ≤ c. Todėl τnk
→ τ = ln f . Iš vienaties lemos gauname, kad

τ = ln f vienareikšmǐskai nusako K. Vadinasi, Kn turi silpnai kon-
verguoti i

↪
K. Jei taip nebūtu

↪
, tai ǐs Kn būtu

↪
galima ǐsskirti poseki

↪
,

konverguojanti
↪
i
↪
K∗, kuris nesutaptu

↪
su K. ¤

Iš šiu
↪
lemu

↪
ǐsplaukia tokia ribinė teorema.

1 teorema. Tarkime, atsitiktiniai dydžiai Xnk tenkina sa
↪
lyga

↪
(A). Tada sumu

↪
Sn ribiniu

↪
pasiskirstymu

↪
klasė sutampa su klase

dėsniu
↪
, kuriu

↪
charakteristinė funkcija yra pavidalo

eτ = exp

{∫ ∞

−∞

(
eitu − 1− itu

) 1
u2

dK(u)

}
;

čia K yra tolydi ǐs kairės, nemažėjanti funkcija, K(−∞) = 0, K(∞)
≤ c < ∞.

Sumos Sn pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja i
↪
pasiskirsty-

mo funkcija
↪
, atitinkančia

↪
charakteristine

↪
funkcija

↪
eτ su K, tada ir tik

tada, kai

Kn(u) =
kn∑

k=1

∫

(−∞,u)

y2dFnk(y)

silpnai konverguoja i
↪
K. Jei sa

↪
lyga

↪

kn∑

k=1

DXnk ≤ c < ∞

pakeistume sa
↪
lyga

kn∑

k=1

DXnk → DX < ∞,

tai Kn silpna
↪
konvergavima

↪
i
↪
K reiktu

↪
pakeisti pilnuoju Kn konver-

gavimu i
↪
K.

I
↪
r o d y m a s . Pirmasis teiginys ǐsplaukia ǐs 5, palyginimo ir

konvergavimo lemu
↪
.
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Iš čia ir ǐs konvergavimo lemos ǐsplaukia antrasis teiginys. Spe-
cialusis atvejis gaunamas ǐs

Kn(∞) =
kn∑

k=1

DXnk
→ DX = K(∞). ¤

Praplėsime i
↪
rodyta

↪
ja

↪
teorema

↪
. Iki šiol darėme prielaida

↪
, kad

MXnk = 0. Tačiau lengva jos atsisakyti. Pažymėkime

ank = MXnk,

F̂nk(x) = Fnk(x + ank),

f̂nk(t) = e−itankfnk(t).

Tada i
↪
rodytieji rezultatai tinka taip pat, tik reikia Fnk ir fnk vi-

sur pakeisti funkcijomis F̂nk, f̂nk. Gauname ribiniu
↪
dėsniu

↪
klase

↪
su

charakteristinėmis funkcijomis

(1) exp

{
iat +

∫ ∞

−∞

(
eitu − 1− itu

) 1
u2

dK(u)

}
= eτ .

Ribinio dėsnio vidurkis yra a. Funkcija τ vienareikšmǐskai nusako a
ir K, ir atvirkščiai. Konvergavimo lemoje sa

↪
lyga

↪
”Kn silpnai konver-

guoja i
↪
K” reikia papildyti sa

↪
lyga ”an → a”. Ta

↪
pati

↪
reikia padaryti

ribinėje teoremoje: imti

an =
kn∑

k=1

ank

ir Fnk pakeisti funkcija F̂nk. Gausime tokia
↪
teorema

↪
.

2 teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai Xnk tenkina
sa

↪
lyga

↪
(A) be 2o teiginio, tai sumu

↪
Sn ribiniu

↪
pasiskirstymu

↪
klasė su-

tampa su klase dėsniu
↪
, kuriu

↪
charakteristinės funkcijos yra (1) pavi-

dalo; čia K yra nemažėjanti, tolydi ǐs kairės funkcija, K(−∞) =
0,K(∞) ≤ c < ∞.



44

Sumos Sn pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja i
↪
dėsni

↪
su

charakteristine funkcija (1) tada ir tik tada, kai

Kn(u) =
kn∑

k=1

∫

(−∞,u)

y2dFnk(y + ank)

silpnai konverguoja i
↪
K,

kn∑

k=1

ank → a.

Jei sa
↪
lyga

↪
kn∑

k=1

DXnk ≤ c < ∞

pakeistume sa
↪
lyga

kn∑

k=1

DXnk → DX < ∞,

tai silpna
↪
ji
↪
Kn konvergavima

↪
i
↪
K reiktu

↪
pakeisti pilnuoju Kn konver-

gavimu i
↪
K. ¤

Panagrinėsime pora
↪
atskiru

↪
atveju

↪
.

K o n v e r g a v i m a s i
↪

n o r m a l u
↪
j i

↪
d ė s n i

↪
.

Normalu
↪
ji
↪
dėsni

↪
N (0, 1) atitinka funkcija

K(x) =
{

0, kai x ≤ 0,
1, kai x > 0.

3 teorema (konvergavimo i
↪

normalu
↪
ji
↪

dėsni
↪

kriterijus).
Tarkime, Xn1, . . . , Xnkn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, turi

↪
dispersijas, MXnk = 0,

kn∑

k=1

DXnkn = 1
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kiekvienam n. Jei šios sa
↪
lygos yra tenkinamos, tai Sn pasiskirstymo

dėsniai konverguoja i
↪

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du,

(2) max
k

DXnk → 0

tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

(3) Λn(ε) =
kn∑

k=1

∫

|x|≥ε

x2dFnk(x) → 0.

I
↪
r o d y m a s . Standartini

↪
normalu

↪
ji
↪
dėsni

↪
N (0, 1), kaip matėme,

atitinka funkcija

K(u) =
{

0, kai u ≤ 0,
1, kai u > 0,

ir funkcija τ(t) = −t2/2. Jei dydžiai Xnk tenkina sa
↪
lyga

↪
(A), tai

sumu
↪
Sn pasiskirstymo dėsniai konverguoja i

↪
N (′,∞) tada ir tik tada,

kai

Kn(u) =
kn∑

k=1

∫

(−∞,u)

y2dFnk(y) → K(u),

kitaip tariant, teisinga (3) sa
↪
lyga.

1. Tarkime, kad dydžiai Xnk tenkina teoremos sa
↪
lyga

↪
(A) ir (3).

Tada

max
k

DXnk = max
k

∫ ∞

−∞
y2dFnk(y) ≤

≤ ε2 + max
k

∫

|x|≥ε

y2dFnk(y) ≤ ε2 + Λn(ε).

Vadinasi, tenkinama (2) sa
↪
lyga, kartu dydžiai Xnk tenkina sa

↪
lyga

↪
(A). Iš 1 teoremos ǐsplaukia, kad Sn ribinis dėsnis yra N (0, 1).
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2. Tarkime, dydžiai Xnk tenkina teoremos sa
↪
lygas bei (2). Jei

Sn pasiskirstymo dėsniai konverguoja i
↪
N (0, 1), tai pagal 1 teorema

↪
teisinga (3) sa

↪
lyga. ¤

K o n v e r g a v i m a s i
↪

P u a s o n o d ė s n i
↪
. Puasono

dėsni
↪
atitinka

τ(t) = iλt + λ
(
eit − 1− it

)
= λ

(
eit − 1

)

su

K(u) =
{

0, kai u ≤ 1,
λ, kai u > 1.

Iš 2 teoremos ǐsplaukia tokia teorema.

4 teorema (konvergavimo i
↪
Puasono dėsni

↪
kriterijus). Tar-

kime, Xnk (k = 1, . . . , kn) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, turi
↪

dispersijas, ir

max
k

DXnk → 0,

kn∑

k=1

DXnk → λ.

Tada sumu
↪
Sn pasiskirstymo dėsniai konverguoja i

↪
Puasono dėsni

↪
su

parametru λ tada ir tik tada, kai kiekvienam ε > 0

kn∑

k=1

∫

|x−1|≥ε

x2dFnk(x + ank) → 0,

kai n →∞; čia ank = MXnk.

Nagrinėjome specialia
↪

atsitiktiniu
↪

dydžiu
↪

klase
↪
, kai tenkinama

sa
↪
lyga (A). Bendruoju atveju dispersijos gali ir neegzistuoti, gali

nebūti ir vidurkiu
↪
. Tačiau ir tada galima elgtis panašiai, tik bus

papildomu
↪
sunkumu

↪
. Užuot centrave

↪
atsitiktinius dydžius vidurkiais,

centruojame juos vadinamaisiais nupjautiniais vidurkiais. Anksčiau
apibrėžtos funkcijos Kn gali neturėti savybės Kn(∞) ≤ c < ∞. Todėl
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nebus galima taikyti Helio teoremos. Dėl tos priežasties jas teks
pakeisti funkcijomis

Ψn(x) =
kn∑

k=1

∫

(−∞,x)

y2

1 + y2
dF̂nk(y);

čia F̂nk bus pasiskirstymo funkcija atsitiktinio dydžio Xnk, centruoto
nupjautiniais vidurkiais. Gausime ribinius dėsnius, kuriu

↪
charakte-

ristinės funkcijos bus sudėtingesnės.
Ši bendresnė teorija buvo sukurta daugelio matematiku

↪
pastan-

gomis. Minėtinos A. Kolmogorovo (Andrej Kolmogorov, 1903–1987),
P. Levi (Paul Lévy, 1886–1971), B. de Finečio (Bruno de Finetti),
G. Bavlio, A. Chinčino, J. Marcinkievičiaus (Józef Marcinkiewicz,
1910–1940), B. Gnedenkos (Boris Gnedenko, 1912–1996), V. Dioblino
(Waldemar Doeblin) pavardės. Galutine

↪
forma

↪
rezultatams suteikė

B. Gnedenka.


