I SKYRIUS. IVADAS

1. PASISKIRSTYMO DESNIAI
IR CHARAKTERISTINES FUNKCIJOS

I8 pradziy priminsime atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos
ir charakteristinés funkcijos savokas. Atsitiktinio dydzio X reiksmiu
pasiskirstyma apibtuidina jo pasiskirstymo funkcija, arba skirstinys,
F(z) = P(X < ). Ji, aisku, apibrézta visiems realiesiems z € R. Su
atsitiktiniu dydziu siejama ir jo charakteristiné funkcija

fo = [ emar)

taip pat apibrézta visiems realiesiems ¢. Cia integralas suprantamas
Lebego—Styltjeso (Henri Leon Lebesgue, 1875-1941; Thomas Jean
Stieltjes, 1856-1894) prasme.

Isvardysime kai kurias charakteristiniu funkciju savybes.

1. f(0)=1.

2. Visiems realiesiems ¢ teisinga nelygybe |f(¢)| < 1.

3. f(t) yra tolygiai tolydi visoje realiuju skaiciu tieséje.

4. Jei funkcija F' turi k-aji momenta, tai charakteristiné funkcija
turi k tolydziu iSvestiniu, be to, tas momentas yra lygus

MXF =i~k f®(0).

Atvirkscias teiginys ne visada teisingas. Taciau: jei f(t) turi k-aja
isvestine taske ¢ = 0, tai visi momentai iki k-osios eilés egzistuoja,
kai k yra lyginis, ir iki (k — 1)-osios eilés, kai k yra nelyginis. (Sio
teiginio irodyma galima rasti knygoje [12], 22 p.)



5. Jei atsitiktinis dydis X turi s momentu, tai

S GO vk 4 0l vy, o<1

ir

kait — 0.

6. Jei f(t) yra atsitiktinio dydzio X charakteristiné funkcija, o a ir
b — konstantos, tai atsitiktinio dydzio aX + b charakteristiné funkcija
yra et f(at).

7. Jei atsitiktiniai dydziai Xq,..., X, yra nepriklausomi, o f1(¢),

.oy fu(t) — ju charakteristinés funkcijos, tai sumos X7 + ... + X,
charakteristiné funkcija yra sandauga fi(t)... fn(¢).

8. Tarp pasiskirstymo funkciju ir charakteristiniu funkciju yra
abipusiskai vienareik§meé atitiktis.

9. Jei pasiskirstymo funkciju seka Fy(z), Fa(z), ... silpnai konver-
guoja i kuria nors pasiskirstymo funkcija F'(z) (kitaip tariant, konver-
guoja i F'(x) jos tolydumo taskuose), tai atitinkamu charakteristiniy
funkciju seka f1(t), fa(t), ... konverguoja i F(x) atitinkancia charak-
teristine funkcija. Tas konvergavimas yra tolygus kiekviename baig-
tiniame intervale.

10. Jei charakteristiniy funkciju seka fi(t), f2(t), ... visiems ¢ kon-
verguoja i kuria nors funkcija f(t), tolydzia taske ¢t = 0, tai f(¢) yra
charakteristiné funkcija; negana to, tada atitinkamuy pasiskirstymo
funkciju seka silpnai konverguoja i f(t) atitinkancia pasiskirstymo
funkcija.

11. Jei charakteristiniu funkciju seka f1(t), f2(t), ... konverguoja
i charakteristine funkcija f(t) ir realiuju skai¢iu seka t1, %o, ... kon-
verguoja i baigtinj skaiciu ¢, tai f,(t,) konverguoja i f(t).

Mums ne karta teks naudotis Helio (Eduard Helly, 1888-1943) bei
Helio—Bréjaus (Bray) teoremomis.

1. (Helio kompaktiskumo teorema.) Jei H, (n =1,2,...) yra seka
funkciju, apibréztu realiyju skaiciy tieséje, nemazéjanciu ir aprezty
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viena konstanta, tai i$ tos sekos galima iSskirti poseki, konverguojanti
i kuria nors nemazéjancia, funkcija pastarosios tolydumo taskuose.

2. (Helio—Bréjaus teorema.) Jei H, Hq, Hs,... yra apibréztos
realiyju skaiciu tieséje, nemazéjancios ir apréztos ta pacia konstanta,
be to, seka H,, silpnai konverguoja i funkcija H, tai kiekvienai toly-
dziai funkcijai g, tenkinanciai salyga g(£oo) = 0,

o0 o0
| st @ ~ [ g@anta),
— 00 — o0
kai n — oo. Jei, be to, H,(—00) — H(—00), Hy(o00) — H(o0) (t.y.
seka H, pilnai konverguoja i H), tai kiekvienai tolydziai apréztai
funkcijai g yra teisingas peréjimas prie ribos po integralo zenklu.
Helio—Bréjaus teoremos antrojo teiginio irodyma galima rasti,
pvz., [7], 172-175 p. Pirmojo teiginio jirodymas nedaug skiriasi nuo
jo. Ji galima rasti, pvz., knygoje [12].

Atsitiktinio dydzio X pasiskirstyma, be pasiskirstymo ir charak-
teristines funkciju, nusako taip pat jo indukuotas tikimybinis matas.
Tarkime, jog musu tikimybiné erdvé yra {Q, A, P}. Kiekvienai Bore-
lio (Emil Borel, 1871-1956) aibei B C R pazymékime Px(B) =
P(X € B) = P(X~Y(B)). Tarp pasiskirstymo funkciju, charakteris-
tiniu funkciju ir indukuotu tikimybiniu matu yra abipusiskai viena-
reiksme atitiktis. IS to trejeto kiekvienas nusako ta pacia matematine
savoka, kuri kartais vadinama atsitiktinio dydzio X désniu, arba
skirstiniu, ir Zymima (X)) (nuo lotynu kalbos zodzio lex — désnis).

Jei £(X) yra atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo désnis, o a ir b
— realieji skaiCiai, tai visi désniai £(aX + b) sudaro désniy tipa.

Atsitiktini dydi X su salyga P(X = a) = 1 vadiname issigimu-
stuoju, o jo pasiskirstymo désni ir charakteristine funkcija — issigimu-
siass. Tas désnis ieina i kiekviena pasiskirstymo tipa. O visi i§sigimu-
sieji désniai sudaro viena tipa.

1 teorema. Charakteristiné funkcija yra issigimusi tada ir tik
tada, kai jos modulis lygus 1 dviem argumento reiksméms h # 0 ir
ah # 0, kuriy santykis o yra iracionalusis skaicius. Atskiru atveju
charakteristiné funkcija f yra issigimusi, jei |f(t)| = 1 kuriame nors
neissigimusiame intervale.
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Irodymas. Issigimusio désnio £(a) charakteristiné funkcija
f(t) = e ty. |f(t)] = 1. Salyga yra biitina.

Irodysime jos pakankamuma. Jei |f(h)| = 1, tai egzistuoja baig-
tinis skaicius a su salyga f(h) = e’**. Todél

0 .
/ eMe=gp(z) = 1.
—o0

/OO (1 —cosh(z —a))dF(z) = 0.

— 00
Kadangi pointegraliné funkcija yra neneigiama, tai funkcijos F' didé-
jimo taskuose x* turi biuti cosh(x* —a) = 1. Todél skirtingiems
didéjimo taskams x7 ir a3 skirtumas z} — 3 turi biti 27 /h kartoti-
nis. Pakeite h skai¢iumi ah, gauname, kad ir xf — a3 yra 27 /(ah)
kartotinis. Taciau tai yra negalima, jei o yra iracionalus. Vadinasi,
gali buti tik vienas didéjimo taskas.
Is ¢ia taip pat iSplaukia atskiras atvejis. [

Pastaba. Jei |f(h)| =1 kuriam nors h # 0, tai
e .
FO) =) pee™™, teR;
k=0
Cia p, > 0 ir

> 2T
Zpk =1, o :a+7k.
k=0

Atvirkscias teiginys yra taip pat teisingas.
2. TIPU KONVERGAVIMAS
I8 pasiskirstymo ir charakteristiniy funkciju rysiu galime teigti:
jei L(X,,) — (X), tai bet kuriems a # 0, b gauname L(aX, +b) —
L(aX +b), nes i§ f, — [ isplaukia, kad

eibtfn (at) — eibtf(at)
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visiems ¢ € R. Todél galime sakyti, kad désniy sekos konvergavimas
i désni yra iS esmes tipu sekos konvergavimas i tipa. Negana to, jei
zinoma désniy seka £(X,,), kuri gali biti ir nekonverguojanti, tai,
keisdami koordinaciu pradzia arba masteli kartu su n, galbtit galime
gauti konverguojancia seka £(a, X, +b,). Tas pravercia, kai tiriame
nepriklausomu atsitiktiniu dydziy sumas. Atitinkamai normuodami
ir centruodami tas sumas, galime rasti ribinius désnius. Tuo mes
uzsiimsime véliau, o dabar paméginsime atsakyti i toki klausima.
Tarkime, zinoma désniu seka £(X,,). Imkime £(a, X, + b,) pavidalo
konverguojancias sekas. Ar ju ribiniai désniai priklauso tam paciam
tipui? I tai atsakys Chinc¢ino (Aleksandr Chinéin, 1894-1959) teo-
rema apie tipu konvergavima,.

1 lema. Jei f yra charakteristiné funkcija, tai bet kuriam realia-
jam t
1 —Ref(2t) < 4(1 — Ref(t)).
Irodymas. Pazymékime F pasiskirstymo funkcija, atitinkancia
f. Teisinga nelygybé

1 —cos2y = 2sin?y = 2(1 — cos y)(1 4 cosy) <
< 4(1 — cosy).

Imkime lygybés

1_fay:/m(1_ammF@)

— 00

abieju pusiu realiasias dalis

1—Ref(t) = /00 (1 — costx)dF(x).

— 0o

Todél

1 —Ref(2t) = /00 (1 —cos2tx)dF(x) <

—0o0

< 4/OO (1 —costa)dF(z) =

—00

= 4(1 - Ref(t)). O
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2 lema. Bet kuriems realiesiems t, h ir bet kuriai charakteristinei
funkcijai f
[F(t) = f(t+h)[* <2(1 = Ref(h)).
Irodymas. I$Kosi (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857)

nelygybés
F() = fE+R)P=] [ 1 —ehm)dr@)| <
o0

< /_OO dF(z) /oo 11— ™ [dF (z) =

= /OO |1 — e |2dF(z).
Taciau
1—e¥?=(1- cosy)2 +sin? y = 2(1 — cos y).
Todél
1F(t) — f(t+h)? < 2/00 (1 — cos ha)dF(z) = 2(1 — Ref(h)). O

3 lema. Jei charakteristiniy funkcijy seka fn(t) konverquoja §
1 intervale (=T,T), tai ji konverguoja § 1 ir visoje realiujy skaiciy
tieséje.

Irodymas. IS nelygybés
|fn(t) - fn(2t)‘2 < 2|1 - Refn(t”

isplaukia, kad f,(2t) — 1, kai |¢| < T. Vadinasi, f,(t) — 1, kai
|t| < 2T. Lieka pavartoti indukcija. O

1 (Chinéino) teorema. Tarkime, kad X,(n =1,2,...) ir X yra
atsitiktiniai dydZiai, a, ir b, — realieji skaiciai. Jei L(X,) konver-
guoja i neissigimusg désng L(X) ir L(an X, +by) taip pat konverguoja
i neigsigimusi désni L(X*), tada désniai L(X) ir L(X*) priklauso
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tam paciam tipui. Negana to, L(X*) = L(aX + ), jei |an| — |a|; jei
an >0, tai a, — a, b, — b.

Taciau kiekvienam baigtiniam b ir kiekvienai sekai désniy L£(X,,)
egzistuoja skaiéiai a, # 0 ir by, su salyga L(an X, + by) — (b).

Vadinasi, turint seka désniu ir pakeitus pradzia, masteli bei orien-
tacija, riboje galima gauti ne daugiau kaip viena issigimusi tipa. Tai
parodo, kad iSsigimes tipas gali buiti traktuojamas kaip kiekvieno tipo
”issigimusioji dalis”.

Irodymas. Irodysime pirmaja teoremos dali.
Pazymékime dydziu X, X*, X,,, X}} := a, X,, +b,, charakteristines
funkcijas atitinkamai f, f*, f,, fr. Teisinga lygybé

Fa(t) = e fulant).
I8 sekos a,, visada galime iSskirti konverguojanti poseki a,; jo
riba a gali buti baigtinis skai¢ius arba +oo.
Jei butu a = 0, tai i§ charakteristiniu funkciju tolygaus konver-

gavimo kiekviename baigtiniame intervale gautume

=1.

@1 =l | (O] = T [fa (0n,2)] = |£(0)

np—00

Pagal 1.1 teorema is ¢ia iSplauktu, kad f* yra iSsigimusi, o tai priesta-
rautu misy prielaidai.
Tarkime dabar, kad a,, — £oo. Tada

()= -

Qn,,

Ol = Tim_|f, ()] = Tim

Nk k— 00

Iseity, kad f yra iSsigimusi. Tas vél prieStarauty misy prielaidai.
Vadinasi, a,, — @, kuris yra baigtinis ir nelygus 0.

Antra vertus, visiems ¢, pakankamai artimiems 0, tolydzios funkci-
jos f(at) ir f*(¢) nelygios 0, nes jos lygios 1, kai t = 0. Todeél

t_ 6ib"’“tfnk (an,t) . f @)
fry (ant) f(at)

"k

eib

# 0,
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kai ny — 0o. Pagal 3 lema ta riba egzistuoja ir visiems ¢ € R. Todél
egzistuoja riba

1 *(t
e L, 10

bn it f(at)’

Vadinasi, _
fr(t) = e f(at).

Lieka irodyti, kad |a,| — |a|. Tarkime, kad konverguojantiems
posekio an, posekiams a,, — a’ ir a,, — a”. Tada b,, — V', b, —
b"”. Gauname

eib’tf(a/t) _ eib”tf(aut).
Pakeitus o't skaiciumi ¢ ir a”/a’ skai¢iumi ¢, kiekvienam ¢ galioja
|f(#)]? = |f(ct)|>. Skaiciu ¢ galime parinkti taip, kad |c| < 1. Paro-
dysime, kad |¢| = 1. Jei butu |¢| < 1, tai, pakartotinai keisdami ¢
skai¢iumi |ct|, gautume

FOP = [f(@)? = ... = lm |f(c"0)]> = 1.

I8 cia isplauktuy, kad f yra iSsigimusi, o to negali buti.
Lieka irodyti antraji teigini. Paéme skaicius ¢, tokius didelius,
kad butu )
P(‘Xn| Z Cn) < E - 07

gautume

Is karto isplaukia, kad

£<b+ X") — L(b). O

ney,

Pastebésime, kad apsiriboje tik ”teigiamais” tipais, butume gave
an, — a, b, — b. Tai paliekame panagrinéti patiems skaitytojams.
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3. BERNULIO EKSPERIMENTAI

Pirmosios ribinés teoremos buvo rastos nagrinéjant Bernulio eks-
perimentus. Tarkime, turime nepriklausomu vienoduy eksperimentu
se-ka. Atlikus kiekviena eksperimenta, gali ivykti kuris nors ivykis
su tikimybe p arba neivykti su tikimybe ¢ = 1 — p. Pazymeékime
Sy, ivykio ivykimu skai¢iy, atlikus n eksperimentuy. Trivialumams
iSvengti tarkime, jog 0 < p < 1. Nagrinékime atsitiktinius dydzius
X, nusakytus taip: X = 1, jei ivykis ivyksta, ir X; = 0, jei jis
neivyksta. Tada

n
Sn:ZXk (n:1727)7
k=1

¢ia X}, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai.
Kadangi M Xy, =p, MX}? =p, tai DX, =p—p* =pq ir

MS, = ZMXk = np,
k=1

DS, = ZDXk = npyq.
k=1

Pirmoji tikimybiu teorijos ribiné teorema buvo paskelbta 1713
metais. Ji teigia, jog S,/n konverguoja pagal tikimybe i p, t.y.

kiekvienam £ > 0 5
(5 e) o

n
kai n tolsta i begalybe. Jos irodyma rado J. Bernulis (Jacob Bernoulli,
1654-1705), tirdamas tikimybes

k

Tikslindami ta analize, A. de Muavras (Abraham de Moivre, 1667
—1754) atveju p = 1/2, o véliau P. S. Laplasas (Pierre Simon Laplace,
1749-1827) bendru atveju gavo, kad

n - 1 I 2
P(S np)_) / exp(—y>dy, —o0 <2 < o0
V/1pq 27 J oo 2

P(S, = k) = (”);;kq"—k (k=1,2,---,n).
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Pastarojoje formuléje konvergavimo greitis, kai tikimybé p maza,
yra létas. S. D. Puasonas (Simeone Denis Poisson, 1781-1840) modi-
fikavo Bernulio schema, leisdamas tikimybei p = p,, priklausyti nuo
bandymu skai¢iaus n, taciau taip, kad np, — A > 0. Pazyméje X,
ir Sy, vietoje Xj ir S, matome, kad Puasono atvejis atitinka seka
sumu

Sun = Xun, (n=12,...).
k=1

Cia kiekvienam n démenys X,,; yra nepriklausomi ir vienodai pasis-
kirste,
A 1
P(Xpp=1) =2 +0<—).
n n
Nagrinédamas Sias binomines tikimybes, S. D. Puasonas irodé, kad
e
P(Spn =k) — ﬁe* , (k=0,1,2,...).
Tokiu bidu buvo rasti trys pagrindiniai pasiskirstymo désniai.
1°. Issigimes désnis L£(0), kuri atitinkanti pasiskirstymo funkcija
turi tik viena didéjimo taska z = 0 ir kurio charakteristiné funkcija
tapatingai lygi 1.

2°. Normalusis désnis N'(0,1) su pasiskirstymo funkcija

b(x) = \/12?/_; exp ( - y;)dy

ir charakteristine funkcija

2 t2

o(t) = J%/_o;exp (itz— %)dz:exp(— 5)

3°. Puasono désnis P(A), kurio pasiskirstymo funkcija yra

(=] /\k

— oA -

F(z)=e kg R
=0
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o charakteristiné funkcija
o0
) )\k it
_ A itk N A(eft-1),
=72 e =

Cia [z] reiskia skai¢iaus x sveikaja dali, t. y. didziausia sveika skaiciu,
nevirsijanti x.

P. S. Laplasas ir S. D. Puasonas savo désnius irodé gana kruops-
Ciais skai¢iavimais. Charakteristiniuy funkciju metodu jie gaunami
labai paprastai.

1 lema. Kiekvienam sveikam neneigiamam n ir kiekvienam re-
aliajam y
‘n-&-l

=3 (1y) 4o |y

0] < 1.
24l (n+1)!

Lema buvo jrodyta pagrindiniame tikimybiu teorijos kurse ([7],
antrojo leidimo 181-182 p.).

2 lema. Jei z yra kompleksinis skaicius, |z| < 1/2, tai

|In(1+ 2) — 2| < |2~

Ir §i lema buvo irodyta pagrindiniame tikimybiu teorijos kurse
([7], antrojo leidimo 205 p.)

1 teorema. Bernulio schemos atveju

o= M5 ),
(P52~ 0

kai n — oo.

Irodymas . Taikysime charakteristiniy funkciju metoda.
Tarkime, kad |¢| < T'; ¢ia T yra bet kuris fiksuotas teigiamas skaicius.
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Is 1 ir 2 lemu gauname

M exp (zt ) H M exp ( p)
:<pexp(2tq>—|—qexp<—2tp>> =
n n
242 2.2\ \ "
= 1+Zt—q+9T +q 1—@+9Tp -
2n2
B n
:<1+2) —1. O
n

Cia ir toliau visur @ reiskia dydj, ne visada ta pati, taciau moduliu
nevirsijanti 1, o B — dydi, kuris moduliu nevirsija konstantos.

2 teorema. Bernulio schemos atveju

Sy — MS,,
ﬁ(Jm%>ﬁN@m

kai n — oo.

Irodymas. Kaipir 1 teoremos irodyme, taikysime charakteris-
tiniy funkciju metoda.

—-bp
M exp (zt ) M exp ( ) =
VT H VT
et o (22)
= X _— X =
npq npq
th th T3 3/2
= 1 -1 i -1
<p< - Vipqg - 2np G 2p3/2 *

itp #2p T3p3/2 " B
npq  2ng n3/2q3/2 B

2 BT*\" 12
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3 teorema. Bernulio schemos atveju
L(Spn) — P(A),
kain — oo.

Irodymas. Vél vartojame charakteristines funkcijas:

Remiantis Siomis trimis ribinémis teoremomis, buvo isskirti trys
pirmieji ribiniu désniy tipai.

1°. Issigimes tipas iSsigimusiu désniu £(a) su charakteristine funk-
cija f(t) = e't.

2°. Normalusis tipas normaliuju désniu N (a,0?) su charakteris-
tine funkcija

f(t) =exp (iat - ;02152);

3°. Puasono tipas Puasono désniu P(\,a,b) su charakteristine
funkcija

f(t) =exp (iat + (e — 1))

Miisu irodytasias teoremas galima apibendrinti, pasinaudojus teo-
rema apie tipu konvergavima.
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4. PIRMIEJI BENDRESNI REZULTATAI

Po pirmuju teoremuy apie Bernulio eksperimentus ilga laika, net iki
1935 metu, buvo apsiribojama dar gana specialiais ribiniais désniais:
konvergavimu i £(0) (kada teisingas didziuju skaic¢iu désnis) ir kon-
vergavimu | normaluji désni A (0,1). Klasikine problema galima for-
muluoti taip.

Tarkime,

6oy,
k=1

yra nepriklausomu atsitiktiniu dydziu X suma. Reikia rasti salygas,

kada
Sp — MS, Sp —MS,

Pirmuoju atveju turi egzistuoti démenu Xj vidurkiai, antruoju —
dispersijos. Kad suprastintume uzraSyma, démenis centruosime ju
vidurkiais. Centruoty dydziu vidurkiai yra 0, o dispersijos sutampa
su pirmyksciu dydziu dispersijomis. Todél siame skyrelyje laikysime
MX;,, =0, MS, =0. Zymeésime
fu(t) = M o2 = DX}, B

Taip pat susitarsime atmesti trivialu atveji, kai visi démenys yra
iSsigime.

Is pradziy panagrinésime atveji, kai démenys yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirste.

2_DS,.

n

1 teorema. Jei démenys yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste,
turi vidurkius, tai
S,
L (n) — £(0).
n

Itrodymas. Jei f yra démenu charakteristiné funkcija, tai
Sn/n charakteristiné funkcija pagal 3.1 ir 3.2 lemas

Afem)(ﬁf?) j (f(;))n::
-—@+4;D ~1. O
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2 teorema. Jei démenys yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste
ir turi dispersijas, tai

c(é”) — N0, 1).

n

Irodymas. Kadangi B2 = no? > 0, tai vél pagal 3.1 ir 3.2
lemas

M exp (nf}:) _ (f(énz)n

Atsisakysime prielaidos, kad atsitiktiniai dydziai yra vienodai pa-
siskirste. IS pradziu panagrinésime paprasta atveji.

3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydzZiai Xy yra nepriklau-
somsi, turi antruosius momentus ir

1 n
— > MX} 0.
k=1

c (ST:L) — £(0).

Irodymas . Pagrindiniame tikimybiu teorijos kurse §ia
teorema irodéme, pasinaudoje Bjenemeé-Cebysovo (Jules Bienaymé,
1796-1878; Pafnutij Cebysov, 1821-1894) nelygybe. Dabar irodysime
ja charakteristiniy funkciju metodu. Turime

Tada

frt) =1+ G%tQMX,g, 0] < 1.
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IS cia, jei |t| < T,
> ofi(L) = B S M —0
n —_ = _— —
k=1 A it ' 7

kain — oco. [O.

Isvada. Jei atsitiktiniai dydziat Xi yra nepriklausoms, aprézti ir

centruoti vidurkiais, tai
Sn,

kai n — oo.

4 teorema. Jei atsitiktiniai dydZiai Xy, yra nepriklausoms, turi
treciuosius momentus ir

1 n
ﬁ ZM|Xk|3 — 0,
k=1

n

tar

Irodymas. Kadangi

t2 2 4 3 3
fk(t) =1- 5O—k+6t M|Xk| ;

tai

n

anlnf f t2+BTSZM|X K g
—_— = —— —_— —_— — .
] "\ B, 2 B3 F 2

n k=1

Isvada. Jei atsitiktiniai dydziar Xi yra nepriklausoms, aprézti ir
B,, — o0, tai
L Sn N(0,1)
Zn) o )
B )

n
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Irodymas. Jei | Xg| < e tai

Tarkime, kad turime seka seriju atsitiktiniu dydziu X, (k
1,...,n;n = 1,2,...) ir dydziai kiekvienoje serijoje yra nepriklau-
somi. Pazymékime

n n
Snn = ZXnk7 Bnn = Z Dan~
k=1 k=1

Tegul dydziai yra centruoti vidurkiais. Teisingos teoremos.
5 teorema. Jei atsitiktiniai dydziai X, turi antruosius momen-
tus ir

1 n
—~ > MXZ, -0,
k=1

tas

Irodymas toks pat kaip ir 3 teoremos, tik reikia indeksus k
pakeisti dvigubais indeksais nk. [

6 teorema. Jei atsitiktiniai dydziai X, turi treciuosius momen-

tus r

1 n
B > MIXui* =0,

nn k=1

tas

Snn
£<Bnn> — N(0,1).

Irodymas toks pat kaip ir 4 teoremos. [
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5. KLASIKINE RIBINE TEOREMA

4 skyrelio teoremose buvo reikalaujama, kad egzistuotu momentai
aukstesnés eilés, negu reikia patiems teiginiams formuluoti. Méginsi-
me susilpninti tuos reikalavimus.

Is pradziu irodysime keleta pagalbiniu teiginiu.

1 lema. Jei dydziai X,, konverguoja 1 X pagal tikimybe, tai ju

atitinkamos pasiskirstymo funkcijos Fx, konverguoja i dydzio X pa-
siskirstymo funkcijo Fx jos tolydumo taskuose.

Irodymas. Bet kuriems realiesiems x, '

{X<2}={Xp<z, X<2}Uu{X,>z, X<2'} C
c{X,<z}u{X, >z X <1’}

todeél
P(X <2') < Fx, () < Fx, (z)+ P(X, >z, X <2a).
Kadangi X,, — X pagal tikimybe, tai, kai 2’ < z,
P(X,>z, X <2 )<P(X,-X|<z-2")—0,

vadinasi,
Fx(2') <liminf Fx, (),

kai ' < z. Analogiskai, sukeite vietomis X ir X,,,  ir 2/, gautume
limsup Fx, (z) < Fx (2"),
kai x < 2”. Todeél, kai 2’ < z < x”,
Fx(2') <liminf Fy, (z) < limsup Fx,, (z) < Fx(z").
Jei z yra F tolydumo taskas, tai, leide 2’ T x ir 2" | x, gauname

Fx(z) =lim Fx, (x). O
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2 lema. Jei X, — X konverguoja pagal tikimybe i 0 ir Fx/ (x)
konverguoja i Fx(x) pastarosios tolydumo taskuose, tai ir Fx, (x)
konverguoja § Fx(x) jos tolydumo taskuose.

Irodymas. Irodoma taip pat kaip ir 1 lema, tik imama X/,
vietoje X ir 2/, " laikoma funkcijos F'xy tolydumo taskais. [

3 lema. Jei X, — X, konverguoja pagal tikimybe 40 arba P(X,, #
XY = 0 ir £(Xn) — L(X), tai ir LX) — L(X).

Irodymas iSplaukia i$ 2 lemos. [J

Mums prireiks dar kai kuriy ziniu. Sakysime, kad atsitiktinis dy-
dis X yra simetriskas (nulio atzvilgiu), jei P(X < z) = P(X >
—z) visiems z, t.y. F(x +0) = 1 — F(—x). Su tokiais dydziais
kartais patogiau operuoti. Ju charakteristinés funkcijos yra realios.
Kiekvienam atsitiktiniam dydziui X galima priskirti vadinamaji si-
metrizuotq atsitiktini dydi X* = X — X’; ¢ia X’ yra nepriklausomas
nuo X atsitiktinis dydis, taciau turis ta pati pasiskirstyma.

4 lema. Jei f yra atsitiktinio dydzio X charakteristiné funkcija,
tai simetrizuoto dydzio X° charakteristiné funkcija yra | f|*.

Irodymas. Turime

fx—x(t) = fx(O) f-x(t) = fFOF &) = [fB))P. D

Atsitiktinius dydzius daznai tenka centruoti. Tam tinka atsitik-
tinio dydzio vidurkis. Taciau jis ne visada egzistuoja. Todél varto-
jama mediana, kuri visada egzistuoja. Visada galima rasti bent viena
baigtinj skaic¢iu pX su salyga

1
P(X < puX) 2 5, P(X 2 pX) >
5 lema. Kiekvienam € > 0 teisinga nelygybé

%P(X—,uX >¢e) < P(X*>¢)
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i
1
SPUX = pX| 2 2) < P(X*] > o)

Irodymas. Kadangi X* = X — X’ (¢ia X ir X’ yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste), tai mediana p = pX atitinka
lygi mediana p = puX' ir

PX*2e)=P(X—p)— (X" —p)z¢e) 2
>P(X—p>e, X' —p<0)=
=P(X —p>e) P(X' —p<0)>
> CP(X —p> o)

Tai jrodo pirmaja nelygybe. Pakeiskime joje X dydziu —X. IS abieju
nelygybiu iSplauktu antroji lemos nelygybée. 0O

1 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydzZiai turi pirmuosius
momentus, kurie lygus 0. Teisingas teiginys:

@) £(%) ~ o

n

tada ir tik tada, kai

CHED S RO

k=1
(4) 711,; /lmlmxdFk(w) 0,
(5) ;é (/Wn 22dFy(x) — (/|x<n :L’dFk(z))2) 0.

Irodymas. Pazymékime

v = 4 Xk Jel [ X[ <,
"0, el [ Xk > n;
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Snn = i Xnk-
k=1

Tada (3), (4), (5) salygas galime perrasyti

P(\Xnk| > n) — 0,

—
D
=

[

k=1
1 & ..
(7) ~ > M|X )00,
k=1
1 n
(8) ﬁ DX’VI]C i Oa
k=1

kai n — oo.
1°. Pakankamumas. Tarkime, kad teiginiai (6), (7), (8)
teisingi. Pagal (8) i$ 4.5 teoremos gauname

nn*M nn
L‘(S S,
n

) . £(0),
Is (7) salygos isplaukia, kad

1

—MS,,,, — 0.

n

Pagal 3 lema,

Is (6) salygos gauname, kad

n n
Pagal 3 lema (2) teiginys yra teisingas.

2°.Butinumas. Tarkime, (2) teiginys teisingas. Irodysime,
kad tada teisingi (6), (7) ir (8) teiginiai.
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Teiginys (2) yra ekvivalentus teiginiui, kad S, /n konverguoja i 0
pagal tikimybe, arba teiginiui, kad

()

tolygiai kiekviename baigtiniame intervale. Tarkime, n yra pakan-
kamai didelis, kad In |, ()| biitu apréztas intervale [-T,T]. I8 5 ir 7

lemu gauname
1 = 1
< P > — 1 <
r) <= )

(e

< / In o (1) [2dt — 0.

X

Kadangi
Xn Sn n—1 Sn—l

n n n n—1

konverguoja pagal tikimybe i 0, tai uX,/n — 0. Todél is misy
irodyto sarysio, kai T > 1, i3plaukia (6). I8 ¢ia isplaukia £(S,,/n) —
L£(0). Pagal 7 lemos pirmaja nelygybe

2;§:1D( ) ZD( >< —3In|p,(1)]* = 0.

Vadinasi, (8) teiginys teisingas. Pagal 4.3 teorema

Snn - MSnn
n

konverguoja i 0 pagal tikimybe. Todél

- = 5 0.
n n n

(7) teiginys taip pat teisingas. [
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Atkreipsime démesj, kad nereikalavome vidurkio egzistavimo ir
centravimo.

Panagrinésime normaluyji ribini désni.

6 lema. Teisingos nelygybés

2
1fcosy§%, kai y € R,

11
1- Ccosy Z ﬂy2a kai |y| S 17

siny

1
1 > = kai ly| > 1.

Irodymas. Imkime nelygybe
2
W1 -yl < =
|e zy| <3
Reiskinio po modulio Zenklu realioji dalis taip pat tenkina ta nelygy-

be:
¢ 2

Yy
|cosy — 1] < 5

I8 alternuojanciu eil¢iu savybiu iSplaukia

2 4

B vy
17cosy—1f(1f§+ﬂf...>2
2 2
y( y) 11 5
>7 (1-L ) > =
=7 12) = 24Y>

kai |y| < 1.
Irodysime treciaja nelygybe. Pazymékime h(y) = 1 —siny/y. Kai
lyl = 7/6,

1 1
6

Tarkime, kad 1 < |y| < 7/6. Turime

2k

M) = DD Gy

k=1
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Si eiluté yra alternuojanti. Todél

=5 (1-5)-4(- G - b= -4

P astaba. Buvo galima buvo parodyti, kad h(y) > 1 —siny =
0.158... > 1/7, kai |y| > 1.

7 lema. Jei F yra pasiskirstymo funkcija, o f — ja atintinkanti
charakteristiné funkcija, tai teigiamiems u

/| " 22dF(z) < %(1 — Ref(u)),

7 u
dF(z) < = —Ref(t))dt.
‘Aﬂzl/u (@) = u/o (1 f(t))dt

Jei u yra pakankamai artimas 0, tai antrojoje nelygybéje 1 — Ref(t)
galime pakeisti —InRef(t).
Irodymas. Turime
o
(1) 1—Ref(t) = / (1 — costx)dF(x).
Kadangi pointegraliné funkcija yra neneigiama, tai pagal 6 lemos 2

nelygybe gauname

1 —Ref(u) > / (1 — costz)dF(z)) >

|z|<1/u

1142
> 4 / z2dF (z).
24 |z|<1/u

Pirmoji nelygybé irodyta.
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Antrajai irodyti integruojame (1) abi puses pagal ¢ nuo 0 iki u ir
dalijame i§ u ir pritaikome 6 lemos treciaja nelygybe:

1/0u (lfRef(t))dt:/Oo (1- Sm“x)dF(x) >

U oo uT

sin ux
> 1-— dF(z) >

1
> f/ dF (z).
7 Jja|>1/u

I8 zinomos nelygybés 1 + v < eV, teisingos visiems realiesiems v,
gauname 1 —a < —Ina, kai @ > 0. Todél misu jrodomos lemos
teiginys yra teisingas. [

Tarkime, kad X1, Xo,... yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai,
kuriy pasiskirstymo funkcijos yra Fi, Fy, ..., charakteristinés funkci-
jos f1, fa,... Sakykime, kad atsitiktiniai dydziai yra centruoti vidur-
kiais (o pastarieji egzistuoja). Dispersijas (kai jos egzistuoja) zymési-
me 07,03,..., 0 ju suma

n
2 _ 2 : 2
Bn = O
k=1
Paciy atsitiktiniy dydziu suma zymésime

B
k=1

2 teorema.

(6) E(Z—Z) — N(0,1)
(7) max —- — 0
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tada ir tik tada, kai kiekvienam € > 0

1 n
(8) A(e) = = / 22dFy(z) — 0
BYQL ,; |z|>eB,,

Pakankamuma irodé V. Lindebergas (Jarl Waldemar Lindeberg,
1876-1932), butinuma — V. Feleris (William Feller, 1906-1970). Pir-
maja dali jau nagrinéjome pagrindiniame tikimybiu teorijos kurse.

Irodymas. 1°°Pakankamumas. Tarkime, kad
teisinga (8) salyga. Egzistuoja tokia pakankamai létai mazéjanti seka
en 10, kad

1
ir tuo labiau 1
E—An(an) — 0, Ay(en) — 0.

Siam teiginiui irodyti pakanka nagrinéti tokia seka ny T oo, kad
1 1
()<t
kai n > ng, o po to
1
En = Ev
kai ngp <n < ngq1.
Gausime nelygybe

o2

1
k 2 2
max — < max — zodFy () +e2 <
k<n B2 = k<n B2 /|m>€n3 k() n=
Pazymékime X, = X} arba 0 priklausomai nuo to, ar |Xj| <

enBn, ar | Xy| > e, B,. Kadangi

Son . Sn -
P( B, 7 Bn> = kZ:1P(Xm # X&)
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= Z/ dFy,(z) < %An(gn) -0,
k=1"lz1>enB €

n

tai pagal 3 lema pakanka irodyti, kad

L(E‘) — N(0,1).

Kadangi X yra centruoti vidurkiais, tai
= ‘ / xdFy(x)
|$\28n B,

S l’zdFk(I).
enBn »/m|>6an

<

‘13|<57LB7L
1

Todél

En

1 < An(en
B—Z\MX,M < Anlen) g
" k=1

Pazyméje B2, = DS, gauname

B2 1 <& AN ’
nn 2
_ = dF; — MX, <
A2 (e,
< Ap(en) + % — 0.

n

Todél pakanka parodyti, kad

Snn - MSnn
£<B> — N(0,1).

nn

‘ Tac¢iau tai iSplaukia i teiginiu

1 & 26,85 -
Bom 2 MKk = MXuf* = EBS S M(Xur — MX)* <
nn g1 nno =1

n

= 2¢e, — 0.

nn
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2°.Butinumas. Tarkime, teiginiai (7) ir (8) teisingi

Is ¢ia pagal (8)

Todél pakankamai dideliems n egzistuoja In f(t/B,) ir

S - t
M exp (ztBn> = kl;[l fr <Bn> — exp

galima parasSyti pavidalu

n 2
t t
> 1 LI R
nfk(Bn> 2
k=1

. Turime

Kadangi Inz = 2z — 1+ 0]z — 1|?, |0] < 1, kai |z — 1] < 1/2, tai

Pereidami prie realiyju daliy, gauname

2?2 & / ( tx )
— — 1 —cos— |dFy(x) =
2 Z |z|<eBp Bn ( )

k=1

k=1 n

(o n(i) -

= zn: /lean (1 — cos ;x)dFk(JU) +o(1).
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Kadangi pagal 7 lema

- tx 2 &
1 —cos )dFk(x) < —5 / 22 dFy(x) =
,;/z|<53n< By, 2 %Z |z|<eB
2

ir

1—cos — |dFg(z) <2 / dFy(z) <
Z/lmlzeBn ( Bn> 2 |e|><B.,

k=1 k=1

2 Z/ 22dFy(z) < %,

<
— 212
€ Bn k=1 |z|>eB, €

tai

Imdami formuléje

0< Ap(e) < ;(:2 + 0(1)>,

i§ pradziy n — oo, 0 po to t — oo, gauname, kad A,(g) — 0. O tai
ir reikéjo irodyti. [
6. APREZTUJU DISPERSIJU ATVEJIS
Dar daugiau apibendrinsime gautasias ribines teoremas. Meto-
diniais sumetimais i§ pradziu panagrinésime specialia atsitiktiniu dy-
dziu klase. IS ¢ia paaiskés, kaip reikia elgtis bendresniais atvejais.

Nagrinésime seka seriju atsitiktiniu dydziu

an,...,Xnkn (n:1,2,...),
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laikydami kiekvienos serijos atsitiktinius dydzius nepriklausomais.
Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai tenkina salyga (A):

1°. Jie turi dispersijas DX, k.

2°. M X, =0.

3°. maxyp<g, DX, — 0, kai n — oo.

4°. 37 DX, < ¢ Cia ¢ — baigtiné konstanta.

Antroji i8 tu salygu néra esminé. Vietoje dydziu X,; galétume
nagrinéti dydzius X, — M X k.
Susitarsime dydziu X, pasiskirstymo funkcijas zyméti F,r, o
charakteristines funkcijas — fx.
Sumos
Sn: 7L1+--~+Xnkn,

charakteristiné funkcija yra fn1(t) ... fak, (£). Jei tos funkcijos nevirs-
ta nuliu, tai galima kalbéti apie Sio reiskinio logaritma. Sandauga virs
suma. Kai teisinga salyga (A) ir n pakankamai didelis, tai i$ tikruju
yra galima. Pazymékime

T(t) =Y (far(t) = 1).
k
1 (palyginimo) lema. Jei teisinga salyga (A), tai ln fri(t)
visiems t egzistuoja ir yra baigtinis, kai n > ng; be to,

kn
> In fuk(t) = Talt) — 0
k=1

kiekvienam fiksuotam t, kai n — oo.

P astaba. Uzuot tyre logaritmuy suma, galime nagrinéti
paprastesne suma 7, (t). I8 ¢ia ir lemos pavadinimas.

Irodymas. Kadangi atsitiktiniu dydziu X, vidurkiai yra 0,

tai 0
fnk(t) =1- %thDXnkv ‘enk| < 1.
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Todeél )
t
— < — —
m]iiX‘fnk;(t) 1‘ <3 m]?XDXnk 0,

kai n — oo, ir

Z’f’nk _1‘<*ZDXnk<£
k

Pakankamai dideliems n > n;

Vadinasi, In f,x(t) egzistuoja ir yra baigtinis. Be to, i§ nelygybeés
[In(1 +2) — 2| < [z,

teisingos, kai kompleksinis skai¢ius z tenkina nelygybe |z| < 1/2,
isplaukia

I fur(8) =D (14 (fur(®) = 1)) =
— fon(t) = 14 0| far(t) = 1) 0L, < L.

S f®) = m®)] < 3 [Fnt) 1
k k

< max | fuk (1) — 1] zkj | k() — 1] <

2
< %m}gﬂfnk(t) — 1| — 0,

kain — oco. O

Parasysime funkcija 7, () kitu pavidalu. Kadangi M X,,;, = 0, tai

Tt Z / (e —1)dF,(z) =
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= Z /00 (e — 1 —itx)dF,k(z).

k — 00
Pazymékime

K, (x) = ’ 2dF(y).
zk:/_ooy k(Y

I8 salygos (A) isplaukia, kad K, yra apibrézta visiems z € R, nemazé-
janti, tolydi i$ kairés ir

Kp(—00) =0, Kp(o0)<c<oo.

Dabar funkcija 7,(¢) galésime parasyti pavidalu

To(t) = /OO (e —1— ztm)%dKn(a:)

—00

Pointegralinis reiskinys taske z = 0 néra apibréztas. Susitarsime, kad
jis tame taske lygus

Tada pointegralinis reiskinys yra tolydi funkcija visoje tieséje.
Toliau raidémis K ir 7 su indeksais arba be ju susitarsime zyméti
funkcijas
< 1
T(t) = / (e —1— ite) — dK (z);
o x
¢la K(x) yra tolydi i§ kairés, nemazéjanti funkcija, K(—o0) = 0,
K (o0) < ¢. Visada 7(0) = 0.

2 lema. Funkcija 7(t) yra tolydi, du kartus diferencijuojama. Jos
1Svestines
’ * i 1
t)y=1i 1) =dK
() =1 / (e >x (2),

— 00

7(t) = — / et i (z),

— 00
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Itodymas. Mums pravers Lebego (Henri Leon Lebesgue,
1875-1941) teorema apie peréjima prie ribos po integralo zenklu ir

nelygybés

u2

|ei“ — 1| < |ul, |ei“ -1 —iu| < =

teisingos visiems realiesiems u. Imkime

T(t+h)—7(t) = /OO (ei” (e —1) — zhx) %dl{(m)

— 00

Pointegralinés funkcijos pirmasis dauginamasis moduliu
itw; : Lo o
< }e thx — zhx} + §h =
itw Lo o Lo o
=le —1||h1’|+§h1’ §|hx\|t:ﬂ|+§hx .

Is Lebego teoremos isplaukia, kad 7(¢t + h) — 7(¢t) — 0, kai h — 0.
Tirkime dabar

M _ /Oo (eitzeihxi_l —zm)%dK(x)

Pointegraliné funkcija moduliu < [¢| 4+ |h|/2. Remdamiesi Lebego
teorema, vél galime pereiti prie ribos po integralo zenklu. Gausime,
kad egzistuoja funkcijos 7 isvestiné ir kad ji lygi

Rl 1
T'(t) = z/ (e —1)=dK ().
Vel imkime
"t+h) — (1 oo the _ 11
T(*‘z/'r()zi/;oamehde@u
Pointegraliné funkcija moduliu < 1. Todél egzistuoja antroji iSvestiné

M@:f/mwwm@.m

— 00
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Mums dar prireiks specialaus tipo charakteristiniuy funkcijy. Jei
atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal Puasono désni, t.y. igyja reikSmes
k =0,1,...1ir k igyja su tikimybe A\*e~*/k!, tai jo charakteristiné
funkcija, kaip zinome, yra

e)x(e“’ -1) ]

Dydzio aX + b charakteristiné funkcija yra
exp {ibt + )\(ei“t — 1) }

Ji vadinama apibendrintojo Puasono désnio charakteristine funkcija.
Visos tos funkcijos priklauso vienam tipui.

3 lema. Kiekviena funkcija €™ yra charakteristiné. Ja atitinkas
atsitiktinis dydis turi antraji momentq. To dydzio vidurkis lygus 0, o
dispersija lygi K(co0) = —7"(0).

Irodymas. Imkime intervala [-N, N). Suskaidykime ji taskais

—N=z,0 <Zp1 <...<Tpp, =N.

Pazymekime
1
)\nk = J?T (K(xnk) - K(xn,k—l)>a bnk = *)\nkxnka Ank = Tnk
nk

ir sudarykime reiskinius
exp { 3 [itba + A (e = 1)] |-
k

Kiekvienas toks reiskinys yra Puasono tipo charakteristiniy funkciju
sandauga, taigi charakteristiné funkcija. Kai n — oo, jis konverguoja

etr — 1 —jtx
exp / ———dK(z }
{ [-N,N) x2 @)

Pastaroji funkcija yra tolydi taske ¢ = 0, todél ji yra charakteristiné.
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Imkime dabar N — oo. Riba bus e”. Tai vél bus charakteristiné
funkcija, nes ji yra tolydi taske ¢t = 0.
Lengva suskaic¢iuoti, kad

(eT(t))/|t:0 _ e‘r(t),r/(t) |t:O: 0,

{eT(t)}//’t:O _ [e-r(t) (T’(t))Q + e'r(t)T//(t)]t:O =

:7/ dK(z) = —-K(c0). O
4 (vienaties) lema. Funkcija T vienareiksmiskai nusako K, ir
atvirksciai.

Irodymas. Kadangi

(oo}

—7"(t) = / e dK (), K(—00)=0, K(c0)< o0
— o0

ir K tik pastoviu daugikliu skiriasi nuo pasiskirstymo funkcijos, tai is

charakteristiniu funkciju savybiu isplaukia, jog —7"(t) vienareiksmis-

kai nusako K. Atvirkscias teiginys yra trivialus. [

5 lema. Kiekviena funkcija €™ yra atsitiktiniy dydziu, tenkinanciy
salyga (A), ribinio désnio charakteristiné funkcija.

Itrodymas . Tarkime, X,x,(k = 1,...,n) yra vienodai
pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, kuriy charakteristiné
funkcija yra e™/". Kadangi funkcija 7/n atitinka K/n, tai DX, =
K(oo)/nir MXp, = 0. Sumos S,, = X1 +. ..+ X, charakteristiné
funkcija yra e”. Salyga (A) yra tenkinama. O

6 (konvergavimo) lema. Tarkime, salyga (A) yra tenkinama.
Jei funkcijos K, silpnai konverguoja ¢ K, tai 7, — 7. Atvirksciai,
jei T, — In f, tai K, silpnai konverguoja | K.

Irodymas. Pirmasis teiginys iSplaukia i§ Helio-Bréjaus teore-
mos. Irodysime atvirkscia teiginj. Kadangi dydziai K, (co) yra toly-
giai aprézti, tai i kompaktiskumo teoremos isplaukia, jog egzistuoja
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seka K, , silpnai konverguojanti i kuria nors funkcija K su salyga
K(0) < ¢. Todél 7,,, — 7 =1In f. IS vienaties lemos gauname, kad
7 = In f vienareikSmiskai nusako K. Vadinasi, K,, turi silpnai kon-
verguoti i K. Jei taip nebtity, tai i§ K,, butu galima isskirti poseki,
konverguojanti i K*, kuris nesutapty su K. 0O

I8 siu lemu isplaukia tokia ribiné teorema.

1 teorema. Tarkime, atsitiktiniai dydziai X, tenkina salyga
(A). Tada sumy Sy ribiniu pasiskirstymy klasé sutampa su klase
désniy, kuriy charakteristiné funkcija yra pavidalo

e’ =exp { / (e”" —-1- itu) ulsz(u)};

— 0o

¢ia K yra tolydi i§ kairés, nemazéjanti funkcija, K(—o0) = 0, K(00)
< c < o0.

Sumos Sy, pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja § pasiskirsty-
mo funkcija, atitinkanciq charakteristine funkcija e” su K, tada ir tik
tada, kai

kn
Ko =Y /( )deFnk(y)
k=1 {7oou

silpnai konverguoja § K. Jei salyga

k’!l
ZDXnk <c<oo
k=1

pakeistume salyga
k

Z DX, — DX < oo,

k=1
tai Ky, silpna konvergavima § K reikty pakeisti pilnuoju K,, konver-
gavimu | K.

Irodymas . Pirmasis teiginys iSplaukia i§ 5, palyginimo ir
konvergavimo lemu.
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I8 ¢ia ir i8 konvergavimo lemos iSplaukia antrasis teiginys. Spe-
cialusis atvejis gaunamas i3

kn
Kn(00) =Y DX,, — DX =K(cc). O
k=1

Praplésime irodytaja teorema. Iki Siol daréme prielaida, kad
M X, = 0. Taciau lengva jos atsisakyti. Pazymékime

Unk = MXnkv

Fnk(-r) = Fnk(-r + ank)7
Frn() = €7 o (b).

Tada irodytieji rezultatai tinka taip pat, tik reikia Fpg ir fpr vi-
sur pakeisti funkcijomis Fi, fnx- Gauname ribiniy désniy klase su
charakteristinémis funkcijomis

(1) exp {iat + /00 (e —1— ztu)UIQdK(u)} =e'.

— 00

Ribinio désnio vidurkis yra a. Funkcija 7 vienareiksmiskai nusako a
ir K, ir atvirksciai. Konvergavimo lemoje salyga ” K, silpnai konver-
guoja i K7 reikia papildyti salyga "a, — a”. Ta pati reikia padaryti
ribinéje teoremoje: imti

kr
ap = § Ank
k=1

ir Fy, pakeisti funkcija F,x. Gausime tokia teorema,.

2 teorema. Jei nepriklausoms atsitiktiniar dydzZiai X,y tenkina
salyga (A) be 2° teiginio, tai sumuy S, ribiniy pasiskirstymy klasé su-
tampa su klase désniy, kuriy charakteristinés funkcijos yra (1) pavi-
dalo; ¢ia K yra nemaZéjanti, tolydi i§ kairés funkcija, K(—o00) =
0, K(0) < ¢ < 0.
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Sumos Sy, pasiskirstymo funkcija silpnai konverguoja § désng su
charakteristine funkcija (1) tada ir tik tada, kai

kn
K =3 [ R )

silpnai konverguoja § K,

kn
E Ank — a.
k=1

Jei salyga
kn
Z DX, <c< oo
k=1
pakeistume salyga
kn
> DX — DX < o,
k=1

tar silpnagi K, konvergavima 1 K reiktu pakeisti pilnuoju K,, konver-
gavimu ¢ K. [

Panagrinésime pora atskiru atveju.
Konvergavimas 1 mnormaluyji désni.
Normaluji désni N(0,1) atitinka funkcija

0, kaixz <O,
1, kaizxz>0.

K(z) = {

3 teorema (konvergavimo i normaluji désni kriterijus).
Tarkime, Xp1,..., Xnk, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turg
dispersijas, M X, =0,

kn
> DXy, =1
k=1
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kiekvienam n. Jei Sios salygos yra tenkinamos, tai S, pasiskirstymo
désniai konverguoja §

O(x) = e 2y,

vl

(2) max DX, — 0

tada ir tik tada, kai kiekvienam € > 0
kn

3) M) =Y / 22dF () — 0.

k=1 |z|>e

Irodymas. Standartini normaluji désnj NV(0, 1), kaip matéme,

atitinka funkcija
0, kaiwu <0,
K(u) = { 1, kaiu>0,

ir funkeija 7(t) = —t2/2. Jei dydziai X, tenkina salyga (A), tai
sumy S, pasiskirstymo désniai konverguoja i N'(7, 00) tada ir tik tada,

kai
Z/ y2dF(y) — K(u),
00,u)

kitaip tariant, teisinga (3) salyga.

1. Tarkime, kad dydziai X, tenkina teoremos salyga (A) ir (3).
Tada

* oy
m]?x DX, = ml?x/_ooy ank(y) <

<+ m]ixx/ Y2dFr(y) < e® 4+ Ay (o).
|z|>e

Vadinasi, tenkinama (2) salyga, kartu dydziai X, tenkina salyga
(A). I8 1 teoremos igplaukia, kad S,, ribinis désnis yra N(0,1).
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2. Tarkime, dydziai X, tenkina teoremos salygas bei (2). Jei
Sy, pasiskirstymo désniai konverguoja i A(0,1), tai pagal 1 teorema,
teisinga (3) salyga. O

Konvergavimas i Puasono désni. Puasono
désnj atitinka

T(t) = ixt + A" —1—it) = A(e" — 1)

su
0, kaiu<1,
K(u) = {)\, kai u > 1.

I8 2 teoremos iSplaukia tokia teorema.

4 teorema (konvergavimo i Puasono désni kriterijus). Tar-
kime, X, (k= 1,..., k) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turg
dispersijas, ir

kn
max DXng — 0, ;DXM — A

Tada sumuy Sy, pasiskirstymo désniai konverguoja ¢ Puasono désng su
parametru A\ tada ir tik tada, kai kiekvienam e > 0

kn

/ xQank(x + ank) — 0,
=1 lz—1|>e

kai n — oo, ¢ia anr = M X,k

Nagrinéjome specialia atsitiktiniu dydziu klase, kai tenkinama
salyga (A). Bendruoju atveju dispersijos gali ir neegzistuoti, gali
nebiiti ir vidurkiu. Taciau ir tada galima elgtis panasiai, tik bus
papildomu sunkumuy. Uzuot centrave atsitiktinius dydzius vidurkiais,
centruojame juos vadinamaisiais nupjautiniais vidurkiais. Ankséiau
apibréztos funkcijos K, gali neturéti savybés K, (00) < ¢ < oo. Todél
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nebus galima taikyti Helio teoremos. Dél tos priezasties jas teks
pakeisti funkcijomis

kn 2
y N
‘Ijn(x) = / ank’(y);
; (—o0,x) 1+ y2

¢ia E,), bus pasiskirstymo funkcija atsitiktinio dydzio X,x, centruoto
nupjautiniais vidurkiais. Gausime ribinius désnius, kuriy charakte-
ristinés funkcijos bus sudétingesnés.

Si bendresné teorija buvo sukurta daugelio matematiky pastan-
gomis. Minétinos A. Kolmogorovo (Andrej Kolmogorov, 1903-1987),
P. Levi (Paul Lévy, 1886-1971), B. de Finec¢io (Bruno de Finetti),
G. Bavlio, A. Chin¢ino, J. Marcinkieviciaus (Jézef Marcinkiewicz,
1910-1940), B. Gnedenkos (Boris Gnedenko, 1912-1996), V. Dioblino
(Waldemar Doeblin) pavardés. Galutine forma rezultatams suteiké
B. Gnedenka.



