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Recenzentai: prof. A. Račkauskas, doc. A. Plikusas

Matematikos ir Informatikos fakulteto Tarybos rekomenduota leidybai
2005 m. Lapkričio 15 d.

1



2

TURINYS

I
‘
VADAS 3
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I
‘
vadas

1. Dažnai atsiduriame situacijose, kuomet turime priimti vienoki
‘
ar kitoki

‘
spren-

dima
‘
, o informacijos apie aplinkybes trūksta. Tuomet, norėdami i

‘
vertinti sprendi-

mo pasekmes, turime gretinti i
‘
vairias galimybes. Atsižvelge

‘
i
‘
ju

‘
šansus ir svarba

‘
,

vienaip ar kitaip nusprendžiame. Taigi, susiduriame su atsitiktiniu
‘
, ar mums

nežinomu
‘
, i

‘
vykiu

‘
galimybiu

‘
analize. Paprastas pavyzdys galėtu

‘
būti toks: kǐsenėje

1 litas, o greta jaunas giminaitis, kuriam labai reikia ledu
‘
. Artėjam prie ledu

‘
par-

davėjo, kuris turi keleta
‘
rūšiu

‘
ir skirtingu

‘
kainu

‘
ledu

‘
. Ar galiu mažajam giminaičiui

pažadėti ledu
‘
- jam jau dabar, nepriėjus iki pardavėjo, šis klausimas labai svarbus?

Taigi, turiu i
‘
vertinti šansus, ar pardavėjas turės ledu

‘
, kuriu

‘
kaina neviršija 1 lito.

Sprendima
‘
galiu paremti turima patirtimi apie i

‘
varias ledu

‘
kainas. Pvz, jei žinau,

kad 7 pardavėjai ǐs 10 turi ledu
‘
nebrangesniu

‘
už lita

‘
, tai galiu pasikliauti laimingu

atsitiktinumu (daug šansu
‘
, kad pinigu

‘
pakaks) ir suteikti daug vilčiu

‘
savo gimi-

naičiui. Tačiau, tai tik spėjimas. Tuo tarpu ledu
‘
pardavėjui kainos yra žinomos,

jis turi pilna
‘
informacija

‘
ir nėra jokio reikalo spėlioti.

Vertindami ir lygindami i
‘
vairiu

‘
ivykiu

‘
šansus, mes sakome, kad vieni i

‘
vykiai turi

daugiau šansu
‘
, kiti mažiau. Žodžiai ”daugiau” ar ”mažiau” yra skirti kiekiams

lyginti, t.y., kiekiams, kurie atitinka skaičius. Lygindami i
‘
vairiu

‘
i
‘
vykiu

‘
šansus

mes nejučiomis operuojame su jais, kaip su skaičiais: didesnes galimybes atitinka
didesni skaičiai. Sakome, vieno i

‘
vykio tikimybė yra didesnė nei kito. Susieje

‘
i
‘
vykiu

‘
tikimybes su skaičiais, atsiduriame matematikos mokslo srityje, t.y., nuo

šiol i
‘
vykiu

‘
tikimybėms tirti galėsime vartoti matematine

‘
kalba

‘
. Pasirodo, kad

egzistuoja universalūs dėsningumai, kuriems paklūsta daugelis reǐskiniu
‘
, kuriuos

vadiname atsitiktiniais. Šiuos dėsningumus tiria tikimybiu
‘
teorija, nesvarbu, kur

jie atsiskleidžia: demografijoje, draudimo uždaviniuose, genetikoje, duju
‘
kinetinėje

teorijoje, kvantu
‘
mechanikoje, ekonomikoje, informatikoje ir kt.

2. Tikimybiu
‘
teorijos gimimas siejamas su dvieju

‘
ǐskiliu

‘
prancūzu

‘
: Blezo Paskalio

(1623-1662) ir Pjero Ferma (1601-1665) vardais. Yra ǐslike
‘
keletas ju

‘
laǐsku

‘
, kuri-

uose gvildenami lošimo kauliukais (šešios akutės) uždaviniai. Paskalis mini, kad
uždavinius jam pateikė ponas De Mere. Mokslo istorijoje šie uždaviniai ir ju

‘
sprendimas ženklina naujo mokslo pradžia

‘
.

1. Pora
‘
kauliuku

‘
metame K kartu

‘
. Nagrinėjame du galimus variantus: (a) bent

viena
‘

karta
‘

ǐskrito šešetuku
‘

pora; (b) nė karto neǐskrito šešetuku
‘

pora. Koki
‘

mažiausia
‘
metimu

‘
skaičiu

‘
K atlikus, variantas (a) turi daugiau šansu

‘
nei (b)?

2. Du žaidėjai i
‘

žaidimo banka
‘

i
‘
neša po 32 pistolius. Pirmasis laimėje

‘
s tris

partijas pasiima ǐs banko 64 pistolius. Kaip pasidalinti banka
‘
, jei tenka žaidima

‘
nutraukti nespėjus nei vienam ǐslošti triju

‘
partiju

‘
?

Paskalis ir Ferma ǐssprendė šiuos uždavinius, nesinaudodami tikimybės sa
‘
voka,

nes jos dar nebuvo.
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Tikimybės (atsitiktinio i
‘
vykio galimybės skaitinės ǐsraǐskos) sa

‘
voka gimė po pir-

mu
‘
ju

‘
statistiniu

‘
tyrimu

‘
. Tai buvo demografiniai tyrimai, anuo metu vadinti ”poli-

tine aritmetika”. Džonas Grauntas (1620-1675) norėjo nustatyti Londono gyven-
toju

‘
amžiaus struktūra

‘
. Aǐsku, visu

‘
gyventoju

‘
suskaičiuoti jam nebūtu

‘
pavyke

‘
(i
‘
sivaizduokite tu

‘
laiku

‘
didmiesti

‘
su rūmais ir lūšnomis, kuomet apie piliečio pasa

‘
ar asmens koda

‘
nebuvo sapnuota). Todėl jis griebėsi (gal vienintelio) pasieki-

amo informacijos šaltinio: mirčiu
‘
registro (nusikalstamuma

‘
reikia kontroliuoti, o

žmogaus mirtis buvo svarbus i
‘
vykis). Surinke

‘
s Londono gyventoju

‘
mirčiu

‘
duome-

nis (229250 per 20 metu
‘
) jis skaičiavo i

‘
vairiu

‘
amžiaus grupiu

‘
dali

‘
. Pavyzdžiui,

vaiku
‘
(iki 6 metu

‘
) mirčiu

‘
buvo registruota 71124. Jis pateikė skaičiu

‘
: santykini

‘
dažni

‘
71124/229250 ≈ 1/3, kuris gali būti panaudotas nustatant kokia

‘
dali

‘
Lon-

dono gyventoju
‘

sudaro tokio amžiaus vaikai. Tiesa, duomenys apie Londono
mirusiu

‘
ju

‘
amžiu

‘
nebuvo tikslūs (kaip i

‘
vertinti amžiu

‘
žmogaus, kurio artimieji

neraštingi ir pan.). Be to, miesto populiacija sparčiai kito ir pritaikytas metodas
nebuvo adekvatus. Ieškodamas tiksliu

‘
duomenu

‘
, kuriuos garantuotu

‘
griežta regis-

tracija, bei miesto su menka gyventoju
‘
migracija (kad ǐsvados, paremtos mirčiu

‘
reg-

istru, tikrai atskleistu
‘
populiacijos struktūra

‘
), kitas anglu

‘
mokslininkas Edmundas

Halis (1656-1742) vietoj Londono pasirinko Vokietijos miesta
‘
Breslau (dabar Vro-

clavas). Pasinaudodamas Breslau mirčiu
‘

registro knygomis, jis galėjo nustatyti
populiacijos amžiaus struktūra

‘
ir, pvz., amžiu

‘
, kurio sulaukti yra lygiai tiek pat

šansu
‘
, kaip ir mirti nesulaukus (dabar vadiname gyvenimo trukmės mediana).

Savo tyrimus Halis naudojo pensiju
‘
(rentu

‘
) dydžiui nustatyti.

Šveicaras Jakobas Bernulis (1654-1705) jau naudoja i
‘
vykio tikimybės sa

‘
voka

‘
ir

susieja ja
‘
su statistiniu dažniu. Pvz. Metame kauliuka

‘
N kartu

‘
ir suskaičiuojame

kiek kartu
‘

ǐskrito šešios akys. Pavadinkime gauta
‘

skaičiu
‘

M . Atlike
‘

daugybe
‘

kauliuko metimo eksperimentu
‘
, pamatytume, kad santykis (statistinis šešiukės

dažnis) M/N ≈ 1/6. Skaičius 1/6 rodo, kiek šansu
‘
turi šešiukė ǐskristi kiekvieno

metimo metu (šešiukės pasirodymo tikimybė). Bernulio nustatytas principas dabar
vadinamas didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsniu (fenomenas atsiskleidžia, kai skaičius N yra

pakankamai didelis). Atrodo, jo atskleidimas ir tikimybės savokos susiformavimas
vyko kartu.
Iš Bernulio rezultatu

‘
ǐsplaukia, kad tikra

‘
ja

‘
tikimybe

‘
nustatyti padeda statistinio

dažnio skaičiavimas. Paklaida
‘
, mūsu

‘
atveju

‘
, (M/N) − (1/6) tyrė De Muavras

(1667-1754), Laplasas (1746-1827), Puasonas (1781-1841) ir Gausas (1777-1855).
Jie nustatė, kad daugeliu atveju galima stebėti reǐskini

‘
, kai paklaida, mūsu

‘
atveju

skaičiai ((M/N)− (1/6))
√

N , paklūsta tam tikram visǐskai naujos prigimties dės-
ningumui. Ši

‘
dėsninguma

‘
vadiname Gauso tikimybiniu skirstiniu, o reǐskini

‘
- cen-

trine ribine teorema.
Tikimybinius skirstinius pradėta naudoti aprašant biologijos, kvantu

‘
mechanikos,

genetikos ir kt. reǐskinius. Nuo Halio laiku
‘
tikimybės taikomos draudos matem-

atikoje ir demografijoje. Tikimybiu
‘
teorija ir statistikos mokslas gimė kartu ir yra
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artimiausi mokslai.
Mūsu

‘
universitete tikimybiu

‘
skaičiavimo kursa

‘
i
‘
vedė vilnietis Zigmantas Revkov-

skis 1831 metu
‘
rudeni

‘
. Tikimybiu

‘
teorija suklestėjo Lietuvoje XX amžiaus antro-

joje pusėje, profesoriaus Jono Kubiliaus ir jo bendradarbiu
‘
darbuose. Pasaulyje

ši mokslininku
‘
grupė (B. Grigelionis, J. Kubilius, V. Statulevičius ir ju

‘
mokiniai)

žinoma ”Vilniaus tikimybiu
‘
mokyklos” vardu.

I. TIKIMYBĖ IR JOS SAVYBĖS

1. Kombinatorinės tikimybės

PVZ. 1.1 Žaidimu
‘

kauliukas turi 6 sieneles. Ant sieneliu
‘

pažymėti akučiu
‘

skaičiai: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Metus kauliuka
‘
, galimybės bet kuriam akučiu

‘
skaičiui at-

siversti yra lygios. Konkretaus skaičiaus atsivertima
‘

vadiname elementariuoju
i
‘
vykiu. Juos žymime ω1, ω2, . . . , ω6. Atsivertus 3 akutėms, sakome, kad i

‘
vyko el-

ementarusis i
‘
vykis ω3. Visu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
{ω1, ω2, . . . , ω6} vadiname

elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve ir žymime Ω. Kauliuko metima

‘
vadiname statistiniu

eksperimentu. Statistinio eksperimento rezultato - ǐskritusiu
‘

akučiu
‘

skaičiaus -
nežinome ǐs anksto. Statistinio eksperimento rezultatas (baigtis) yra elementarusis
i
‘
vykis. Keletas elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
sudaro sudėtini

‘
i
‘
vyki

‘
. Nagrinėkime sudėtini

‘
i
‘
vyki

‘
A = {ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
skaičius yra lyginis}.

I
‘
vyki

‘
A sudaro elementarieji i

‘
vykiai ω2, ω4, ω6. Žymime A = {ω2, ω4, ω6}. Ele-

mentarieji i
‘
vykiai ω2, ω4, ω6 yra vadinami palankiais i

‘
vykiui A.

Santykis
i‘vykiuiApalankiu‘ elementariu‘ju‘ i‘vykiu‘ skaičius

visu‘ elementariu‘ju‘ i‘vykiu‘ skaičius
= |A|

|Ω|

atspindi i
‘
vykio A galimybe

‘
(šansus) i

‘
vykti. Juo didesnė santykio |A|

|Ω| reikšmė,

tuo daugiau šansu
‘
, kad A i

‘
vyks. Ši

‘
santyki

‘
žymime P (A) ir vadiname i

‘
vykio A

tikimybe. Mūsu
‘
nagrinėto i

‘
vykio ”ǐskrito lyginis akučiu

‘
skaičius” tikimybė P (A) =

3

6
= 1

2
.

APB 1.1. Nagrinėkime eksperimenta
‘
, kuri

‘
atlikus, galimos n skirtingos baigtys

ω1, . . . , ωn. Aibe
‘

Ω = {ω1, . . . , ωn} vadiname elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve, o jos
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elementus - elementariaisiais i
‘
vykiais. Bet kuri

‘
poaibi

‘
A ⊂ Ω vadiname i

‘
vykiu. Ši

‘
poaibi

‘
sudarančius elementariuosius i

‘
vykius vadiname palankiais i

‘
vykiui A. Aǐsku,

kad bet kuriu
‘
poaibiu

‘
A,B ⊂ Ω sankirta C = A ∩ B ir sa

‘
junga D = A ∪ B taip

pat yra i
‘
vykiai (aibės Ω poaibiai). Jei A ∩ B = ∅, tai i

‘
vykius A ir B vadiname

nesutaikomais. Aibe
‘

Ω vadiname būtinuoju i
‘
vykiu, o ∅ yra vadinama negalimu

i
‘
vykiu. I

‘
vykis C = Ω \A yra vadinamas priešingu i

‘
vykiui A ir yra žymimas A.

APB 1.2. Klasikine i
‘
vykio A tikimybe vadiname i

‘
vykiui A palankiu

‘
elementariu

‘
-

ju
‘
i
‘
vykiu

‘
skaičiaus |A| ir visu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
skaičiaus |Ω| santyki

‘
. Žymime

P (A) = |A|
|Ω| .

Iš šio apibrėžimo ǐsplaukia lygybės P (Ω) = 1 ir P (∅) = 0.

Klasikinės tikimybės apibrėžimas taikomas tiems statistiniams eksprimentams
modeliuoti, kuriu

‘
visos baigtys yra vienodai tikėtinos.

PVZ 1.2. Kubelio 5 sienos nudažytos juodai ir viena baltai. Mus domina kokios
spalvos siena atsivers mestas kubelis. Galimos dvi baigtys ω1-”atsivertė juoda
siena” ir ω2-”atsivertė balta siena”. Šio statistinio eksperimento rezultatus aprašo
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvė Ω = {ω1, ω2}. Tačiau klasikinio tikimybės apibrėžimo

taikyti negalime, nes elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
šansai nėra lygūs (juoda sienelė turi 5

kartus daugiau šansu
‘
atsiversti, nei balta sienelė).

PVZ 1.3. Maǐse 40 vienodu
‘

rutuliu
‘
, ant kuriu

‘
užrašyti skaičiai 1, 2, . . . , 40.

Nežiūrėdami i
‘
skaičius, atsitiktinai traukiame rutuli

‘
. Kokia tikimybė, kad ǐstrauk-

to rutulio skaičius dalosi ǐs 3?
Statistinio eksperimento modelis yra elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvė Ω = {ω1, . . . ,

ω40}. I
‘
vykiu

‘
tikimybėms skaičiuoti galime taikyti klasikini

‘
tikimybės apibrėžima

‘
,

nes visi rutuliai turi vienodus šansus būti ǐstraukti. I
‘
vykiui A - ”rutulio skaičius

dalosi ǐs 3” palankūs yra elementarieji i
‘
vykiai ω3, ω6, ω9, . . . , ω39, t.y.,

A = {ω3, ω6, ω9, . . . , ω39}. Palankiu
‘
i
‘
vykiu

‘
skaičius |A| = 13. Todėl P (A) = 13

40
.

PVZ 1.4. Du kartus metame kauliuka
‘
. Kokia tikimybė, kad ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
suma yra 8?
Eksperimento rezultata

‘
, kai pirmuoju metimu ǐskrito i−akučiu

‘
, o antruoju meti-

mu ǐskrito j−akučiu
‘
, patogu žymėti (i, j). Turime 36 skirtingas poras (i, j), 1 ≤

i, j ≤ 6, kurias vadinsime elementariaisiais i
‘
vykiais. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibė

Ω = {(i, j), 1 ≤ i, j ≤ 6}. Mus dominanti
‘
i
‘
vyki

‘
A-”ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
suma yra 8”

sudaro elementarieji i
‘
vykiai

A = {(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)}.
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Todėl P (A) = 5

36
.

PVZ 1.5. Tris kartus metame kauliuka
‘
. Kuri akučiu

‘
suma labiau tikėtina: 9 ar

10? Šio uždavinio atsakyma
‘
žinojo italas Galilėjus dar prieš 1642 m.

Ši
‘
karta

‘
eksperimento rezultatas (elementarusis i

‘
vykis) yra skaičiu

‘
trejetas (i, j, k),

kur 1 ≤ i, j, k ≤ 6. Elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvė (visu

‘
tokiu

‘
skaičiu

‘
trejetu

‘
aibė) turi

63 = 216 nariu
‘
. Nesunkiai suskaičiuojame, kad i

‘
vykiui A-”ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
suma

yra 9”- palankiu
‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
yra 25. I

‘
vykiui B-”ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
suma

yra 10”- palankiu
‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
yra 27. I

‘
vykio A tikimybė P (A) = 25

216

yra mažesnė už i
‘
vykio B tikimybe

‘
P (B) = 27

216
.

APB 1.3. Tikimybiu
‘
sudėties taisyklė. Nagrinėkime koki

‘
nors statistinio eksper-

imento modeli
‘
su elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve Ω = {ω1, . . . , ωn}. Tarsime, kad visu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
šansai yra vienodi, t.y., galime taikyti klasikini

‘
tikimybės

apibrėžima
‘
. Nagrinėkime nesutaikomu

‘
i
‘
vykiu

‘
A,B ⊂ Ω sa

‘
jungos tikimybe

‘
. Ka-

dangi A ∩B = ∅, tai sa
‘
jungos elementu

‘
skaičius |A ∪B| = |A|+ |B|. Todėl

(1.1) P (A ∪B) = |A ∪B|
|Ω| = |A|+ |B|

|Ω| = |A|
|Ω| + |B|

|Ω| = P (A) + P (B).

I
‘
vykius A1, A2, . . . , Ak ⊂ Ω vadiname poromis nesutaikomais, jei Ai ∩ Aj = ∅

visiems i 6= j. Nesutaikomu
‘
i
‘
vykiu

‘
sa

‘
jungos tikimybė

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak) = |A1 ∪ · · · ∪Ak|
|Ω| = |A1|+ · · ·+ |Ak|

|Ω|

= |A1|
|Ω| + · · ·+ |Ak|

|Ω| = P (A1) + · · ·+ P (Ak).(1.2)

PVZ 1.6. Iš 36 kortu
‘
malkos atsitiktinai traukiame 3 kortas. Kokia tikimybė,

kad tarp ǐstrauktu
‘
kortu

‘
bus tik vienas tūzas?

Galime sudaryti statistinio eksperimento modeli
‘
tokiu būdu. Laikome, kad kiek-

vienas kortu
‘
trejetas turi vienodas galimybes buti ǐstrauktas ir todėl yra taikytinas

klasikinis tikimybės apibrėžimas. Registruojame ǐstrauktu
‘
3 kortu

‘
aibe

‘
. Kiekviena

tokia aibė yra elementarusis i
‘
vykis. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
skaičius n yra skaičius

būdu
‘

sudaryti 3 kortu
‘

aibe
‘
. Tai deriniu

‘
skaičius n =

(
36
3

)
= 36!

33!3!
. I

‘
vyki

‘
A-

”ǐstrauktu
‘

kortu
‘

aibėje yra vienintelis tūzas”-ǐsskaidome i
‘

nesutaikomus i
‘
vykius

A = A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4. Čia i
‘
vykiai

A1 -”ǐstrauktu
‘
kortu

‘
aibėje yra vienintelis tūzas, jis čirvu

‘
”;

A2 -”ǐstrauktu
‘
kortu

‘
aibėje yra vienintelis tūzas, jis giliu

‘
”;

A3 -”ǐstrauktu
‘
kortu

‘
aibėje yra vienintelis tūzas, jis piku

‘
”;

A4 -”ǐstrauktu
‘
kortu

‘
aibėje yra vienintelis tūzas, jis bubnu

‘
”.
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Suskaičiuosime i
‘
vykiu

‘
Ai tikimybes. I

‘
vykiui A1 palankiu

‘
baigčiu

‘
skaičius gali

būti suskaičiuotas taip. Atmete
‘
ǐs kortu

‘
malkos keturis tūzus gauname 32 kortu

‘
rinkini

‘
. Imame bet kurias dvi šio rinkinio kortas ir prie ju

‘
prijungiame čirvu

‘
tūza

‘
. Tokiu būdu gauname visus kortu

‘
trejetus su vieninteliu čirvu

‘
tūzu. Minėtas

dvi kortas parinkti turime
(
32
2

)
= 32!

30!2!
variantu

‘
. Todėl i

‘
vykiui A1 palankiu

‘

baigčiu
‘

(elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
) skaičius |A1| =

(
32
2

)
. Aǐsku, toki

‘
pati

‘
palankiu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
skaičiu

‘
turi ir i

‘
vykiai A2, A3, A4. Kadangi i

‘
vykiai A1, . . . , A4

yra poromis nesutaikomi, tai ǐs (1.2) formulės gauname

P (A) = P (A1) + · · ·+ P (A4) = 4

(
32
2

)
(
36
3

) = 31 · 16

35 · 17 · 5 .

APB 1.4. Priešingo i
‘
vykio tikimybė Nagrinėkime koki

‘
nors statistinio eksperi-

mento modeli
‘
su elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve Ω = {ω1, . . . , ωn}. Tarsime, kad visu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
šsansai yra vienodi, t.y., galime taikyti klasikini

‘
tikimybės

apibrėžima
‘
. Nagrinėkime i

‘
vyki

‘
A ⊂ Ω ir jam priešinga

‘
i
‘
vyki

‘
A = Ω \ A. Šie

i
‘
vykiai yra nesutaikomi ir todėl ǐs (1.1) formulės ǐsplaukia P (A∪A) = P (A)+P (A).
Kadangi A∪A = Ω, tai P (A∪A) = 1. Iš čia gauname priešingo i

‘
vykio tikimybės

formule
‘

(1.3) P (A) = 1− P (A).

PVZ 1.7. Iš 36 kortu
‘
malkos traukiame 3 kortas. Kokia tikimybė, kad tarp ju

‘
bus bent vienas tūzas?
Naudosime ta

‘
pati

‘
statistinio eksperimento modeli

‘
, kaip ir PVZ 1.6. Pažy-

mėkime i
‘
vyki

‘
A-”tarp 3 ǐstrauktu

‘
kortu

‘
yra bent vienas tūzas” ir jam priešinga

‘
i
‘
vyki

‘
A-”tarp 3 ǐstrauktu

‘
kortu

‘
tūzu

‘
nėra”. I

‘
vykiui A palankūs tie kortu

‘
trejetai,

kuriuose nėra nei vieno tūzo. Išmete
‘
ǐs kortu

‘
malkos 4 tūzus ir sudare

‘
bet koki

‘
triju

‘
kortu

‘
rinkini

‘
ǐs likusiu

‘
32 kortu

‘
aibės, gauname kortu

‘
trejeta

‘
, palanku

‘
i
‘
vykiui

A. Matome, kad i
‘
vykis A turi

(
32
3

)
palankius trejetus. Todėl

P (A) =

(
32
3

)
n

=

(
32
3

)
(
36
3

) = 32 · 31 · 30

36 · 35 · 34
.

Mus dominančiai tikimybei gauti taikome (1.3) formule
‘

P (A) = 1− P (A) = 1− 32 · 31 · 30

36 · 35 · 34
.

PVZ 1.8. Hipergeometrinės tikimybės. Gaminiu
‘
partija

‘
sudaro N vienetu

‘
. Dalis

gaminiu
‘
yra netinkami vartoti. Norime i

‘
vertinti nežinoma

‘
blogu

‘
gaminiu

‘
skaičiu

‘
.
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Pažymėkime ji
‘
M . Patikrinti visus gaminius negalime, nes tai per daug resursu

‘
reikalaujanti procedūra. Atsitiktinai parenkame n gaminiu

‘
grupe

‘
tikrinimui taip,

kad visi partijos gaminiai turi vienodus šansus būti ǐsrinktais i
‘
tikrinimo grupe

‘
.

Tarp n grupės gaminiu
‘
radome m netinkamu

‘
. Ka

‘
galime pasakyti apie skaičiu

‘
M?

Pradžioje nagrinėkime klausima
‘
kokia yra i

‘
vykio Am-”tarp n atsitiktinai parinktu

‘
gaminiu

‘
pasitaikė m blogu

‘
”- tikimybė. Sudarome statistinio eksperimento modeli

‘
,

kurio elementariosios baigtys yra visi galimi gaminiu
‘
rinkiniai po n vienetu

‘
. Ele-

mentariuju
‘
i
‘
vykiu

‘
aibė turi

(
N
n

)
elementu

‘
. I

‘
vykiui Am palankius elementariuosius

i
‘
vykius atitinka tie rinkiniai po n elementu

‘
, kuriuose lygiai m gaminiu

‘
yra blogi.

Palanku
‘

rinkini
‘

galime ǐsskaidyti i
‘

dvi dalis: n − m geru
‘

gaminiu
‘

ir m blogu
‘

gaminiu
‘
. Pirma dali

‘
galime sudaryti

(
N−M
n−m

)
būdu

‘
. Tiek yra būdu

‘
sudaryti n−m

gaminiu
‘
grupe

‘
ǐs gerosios gaminiu

‘
partijos dalies, turinčios N−M gaminiu

‘
. Antra

‘
dali

‘
galime sudaryti

(
M
m

)
būdu

‘
. Tiek yra būdu

‘
sudaryti m gaminiu

‘
grupe

‘
ǐs blogu

‘
ju

‘
partijos gaminiu

‘
aibės, turinčios M elementu

‘
. Todėl palanku

‘
rinkini

‘
sudaryti

turime
(
N−M
n−m

)×(
M
m

)
galimybiu

‘
. Pritaike

‘
klasikini

‘
tikimybės apibrėžima

‘
, gauname

(1.4) P (Am) =

(
N−M
n−m

)
×

(
M
m

)
(

N
n

) .

Šios tikimybės yra vadinamos hipergeometrinėmis.
Norėdami i

‘
vertinti blogu

‘
partijos gaminiu

‘
skaičiu

‘
M galime samprotauti taip.

Visu
‘
pirma kai kurias M reikšmes (pvz. M < m ir M > N−n+m) atmetame, nes

jos yra nesuderinamos su eksperimento rezultatais (tikrintos grupės blogu
‘
gaminiu

‘
skaičium m). Likusios i

‘
vairios M reikšmės atitinka i

‘
vairias tikimybės P (Am)

reikšmes. Kurias M reikšmes galėtume laikyti labiau tikėtinomis? Kadangi dau-
giau šansu

‘
i
‘
vykti turi tie i

‘
vykiai, kuriu

‘
tikimybės didesnės, renkamės ta

‘
statistini

‘
modeli

‘
, kuriam tikimybė P (Am) yra didžiausia. T.y., tarp skaičiu M pasirenkame

ta
‘
, kuriam santykis

(
N−M
n−m

)
×

(
M
m

)
(

N
n

) yra didžiausias.

Pastaba. Šis skaičiaus M parinkimo motyvas (vad. maksimalaus tikėtinumo
metodas) yra ”sveiko proto argumentas”. Tai nėra nustatyto matematinio dėsnin-
gumo (kaip pvz. Niutono traukos dėsnio ar pan.) taikymas. Matematinis metodas
leidžia vertinti panašaus tipo ”masinius” reǐskinius: jei toki

‘
, ar panašu

‘
, uždavini

‘
spre

‘
stume 1000 kartu

‘
, tai minėto maksimalaus tikėtinumo metodo taikymas duotu

‘
patenkinamai tikslu

‘
atsakyma

‘
dideli

‘
skaičiu

‘
kartu

‘
. Kitas būdas matematǐskai

”pateisinti” maksimalaus tikėtinumo metoda
‘
remiasi prielaida, kad mūsu

‘
tiriama

partija buvo atsitiktinai pasirinkta ǐs daugybės i
‘
vairiu

‘
partiju

‘
su i

‘
vairiais blogu

‘
gaminiu

‘
kiekiais M . Tuomet galime kalbėti apie tikimybe

‘
, kad tiriamosios partijos

parametras M i
‘
gyja viena

‘
ar kita

‘
reikšme

‘
(t.y. buvo pasirinkta vienokia ar kitokia

partija) ir vertinti šia
‘
tikimybe

‘
, pasirėmus tyrimo rezultatu (skaičiaus m reikšme).
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Ar visuomet atsakymas (nežinomo skaičiaus M i
‘
vertis) yra N

m

n
?

2. Geometrinės tikimybės

Klasikini
‘
tikimybės apibrėžima

‘
galime taikyti tik tiems statistiniams eksperimen-

tams, kuriu
‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibė yra baigtinė, o patys elementarieji i

‘
vykiai

yra vienodai tikėtini.
Geometriniu

‘
tikimybiu

‘
uždaviniai nagrinėja statistinius eksperimentus, kuriu

‘
ele-

mentariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibė nėra nei baigtinė nei skaiti.

PVZ 2.1. Turime virve
‘
, kuria

‘
kerpame i

‘
dvi dalis. Kirpimo taškas parenka-

mas atsitiktinai ir visi taškai turi vienodas galimybes būti kirpimo taškais. Kokia
tikimybė, kad vienas virvės galas bus daugiau nei dvigubai trumpesnis už kita

‘
?

Sprendimas. Mus domina i
‘
vykio A-”vienas virvės galas daugiau nei dvigubai

trumpesnis už kita
‘
” tikimybė. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
(kirpimo tašku

‘
) aibe

‘
patogu

atvaizduoti intevalu Ω = [a, d]. Pažymėkime taškus b, d, kurie dalija virve
‘
i
‘
tris

lygias dalis a−−−−− b−−−−− c−−−−−d. Elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
, palankiu

‘
i
‘
vykiui A, aibe

‘
atitinka intervalu

‘
junginys [a, b] ∪ [c, d] ⊂ Ω. Ši aibė sudaro 2/3

visu
‘
elementariu

‘
i
‘
vykiu

‘
aibės. Galime daryti ǐsvada

‘
, kad P (A) = 2/3.

APB 2.1. Tarkime, statistinio eksperimento elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
Ω galima

atvaizduoti kreive GΩ, kurios ilgi
‘
L galima apibrėžti. Jei i

‘
vykiui A ⊂ Ω palankiu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
galima pavaizduoti kreivės dalimi GA ⊂ GΩ, kurios ilgi

‘
LA galima apibrėžti, tai (geometrine) i

‘
vykio A tikimybe vadiname skaičiu

‘
santyki

‘
LA

L
. Žymime

(2.1) P (A) = LA

L
.

PVZ 2.2. Tarkime, tiriame telefoniniu
‘
pokalbiu

‘
trukme

‘
. Apsiribosime pokalbi-

ais, trunkančiais ne ilgiau, nei 40 minučiu
‘
. Atsitiktinai pasirenkame telefonini

‘
pokalbi

‘
, kurio trukmė pakliūva i

‘
intervala

‘
(0, 40). Statistinio eksperimento rezul-

tata
‘
, t.y., atsitiktinai pasirinkto pokalbio trukmės ilgi

‘
, galime vaizduoti atkarpos

GΩ = (0, 40) tašku. Aǐsku, kad didžioji dauguma tokiu
‘
pokalbiu

‘
neviršys 5 ar 10

minučiu
‘
. Todėl labiau tikėtina, kad pokalbio trukmė (elementarusis i

‘
vykis) pak-

lius i
‘
atkarpos dali

‘
(1, 10), nei i

‘
atkarpos dali

‘
(30, 40). Šiam statistiniam eksperi-

mentui geometriniu
‘
tikimybiu

‘
modelio taikyti negalime, nes i

‘
vykio tikimybė nėra

proporcinga ji
‘
atitinkančios kreives GL dalies ilgiui.

PVZ 2.3. Du asmenys A ir B sutarė susitikti Katedros aikštėje tarp 1 ir 2
valandos popiet. Sutarė, kad bet kuris atėje

‘
s lauks 20 minučiu

‘
, bet ne ilgiau nei
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iki 2 valandos popiet. Pažymėkime tA ir tB asmenu
‘
A ir B atvykimo i

‘
katedros

aikšte
‘

laika
‘
, tA, tB ∈ [1, 2]. Tarsime, kad asmenys i

‘
Katedros aikšte

‘
atvyksta

atsitiktinai ir visi variantai (tA, tB) : tA, tB ∈ [1, 2] yra vienodai tikėtini. Kokia
tikimybė, kad asmenys susitiks?

PIEŠINYS

Sprendimas. Statistinio eksperimento rezultatas (elementarusis i
‘
vykis) yra skaičiu

‘
pora (tA, tB). Visu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
atitinka kvadratas DΩ = [1, 2]×[1, 2].

I
‘
vyki

‘
A-”asmenys susitiko” sudaro tie elementarieji

‘
i
‘
vykiai (tA, tB), kurie tenkina

sa
‘
lyga

‘
|tA − tB | < 1/3 (20 minučiu

‘
sudaro trečia

‘
dali

‘
valandos). Taigi, i

‘
vyki

‘
A

atitinka srities DΩ dalis DA = {(tA, tB) : |tA − tB | < 1/3, tA, tB ∈ [1, 2]}. Jos
plotas sudaro 5/9 srities DΩ ploto. Todėl galime daryti ǐsvada

‘
, kad P (A) = 5/9.

APB 2.2. Tarkime, statistinio eksperimento elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
Ω galima

atvaizduoti plokštumos sritimi DΩ, kurios plota
‘
Q galima apibrėžti. Jei i

‘
vykiui

A ⊂ Ω palankiu
‘

elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
galima pavaizduoti tos srities dalimi

DA ⊂ DΩ, kurios plota
‘
QA galima apibrėžti, tai (geometrine) i

‘
vykio A tikimybe

vadiname plotu
‘
santyki

‘

QA

Q
. Žymime

(2.2) P (A) = QA

Q
.

Panašiai, kai statistinio eksperimento rezultatus vaizduojame trimatės erdvės
taškais, geometrines i

‘
vykiu

‘
tikimybes atitinka tūriu

‘
santykiai.

PVZ 2.4. Duotas kvadratinis trinaris x2 + px + q = 0. Koeficientus p ir q
parenkame atsitiktinai intervale (0, 1). Kokia tikimybė, kad trinario šaknys bus
realiosios?

Sprendimas. Laikome, kad skaičiu
‘
pora (p, q) gali užimti bet kuri

‘
kvadrato

(0, 1)× (0, 1) = {(p, q) : p, q ∈ (0, 1)}
taška

‘
ir visi taškai yra vienodai tikėtini. Tuomet elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
galime

vaizduoti plokštumos sritimi DΩ = (0, 1)× (0, 1).
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I
‘
vyki

‘
A-”trinario šaknys realiosios” atitinka tos poros (p, q), kurioms yra teisinga

nelygybė p2 ≥ 4q. Todėl i
‘
vyki

‘
A atitinka sritis

DA = {(p, q) : p2 ≥ 4q, p, q ∈ (0, 1)}.

PIEŠINYS

Srities DA plotas

QA =
∫ 1

0

p2

4
dp =

p3

12

∣∣∣
1

0
=

1
12

.

Geometrine
‘
i
‘
vykio A tikimybe

‘
randame ǐs (2.2) formulės

P (A) = QA

Q
= 1

12
.

PVZ 2.5. Biufono uždavinys. Horizontalioje plokštumoje nubrėžiame lygia-
grečias tieses, taip, kad atstumas tarp gretimu

‘
tiesiu

‘
būtu

‘
2a. Adata

‘
, kurios ilgis

2l metame ant horizontaliosios plokštumos. Laikome, kad adatos vieta ir ori-
entacija yra atsitiktinės, o jos ilgis yra mažesnis už atstuma

‘
tarp tiesiu

‘
. Kokia

tikimybė, kad adata kirs kuria
‘
nors tiese

‘
?

Sprendimas. Raide x pažymėkime atstuma
‘
tarp adatos vidurio taško ir artimiau-

sios jam tiesės. Kampa
‘
tarp adatos krypties ir lygiagrečiu

‘
tiesiu

‘
krypties žymime

ϕ. Statistinio eksperimento metu registruojame skaičius x ir ϕ. Tokio eksperi-
mento baigti

‘
atitinka skaičiu

‘
pora (x, ϕ), kur x ∈ [0, a] ir ϕ ∈ (0, π] (čia mums

nesvarbu kuria
‘
tiese

‘
kerta adata). Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
atitinka plokštumos

sritis

DΩ = {(x, ϕ) : x ∈ [0, a], ϕ ∈ (0, π]}.
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PIEŠINYS

I
‘
vyki

‘
A-”adata kerta (artimiausia

‘
) tiese

‘
” atitinka skaičiu

‘
poros (x, ϕ), tenki-

nančios x ≤ l sin ϕ. Todėl i
‘
vykiui A palankiu

‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
atitinka

plokštumos sritis

DA = {(x, ϕ) : x ≤ l sin ϕ, x ∈ [0, a], ϕ ∈ (0, π]}.

Srities DΩ plotas Q = π a, o srities DA plotas

QA =
∫ π

0

l sin ϕdϕ = 2 l.

Pritaike
‘
geometriniu

‘
tikimybiu

‘
formule

‘
(2.2) gauname

(2.3) P (A) = QA

Q
= 2l

π a
.

Biufono uždavinys yra atėje
‘
s ǐs tu

‘
laiku

‘
, kai skaičius π buvo aktyviu

‘
tyrimu

‘
objek-

tas. Anuo metu dar nebuvo žinoma, kad tai i
‘
racionalusis skaičius ir buvo ieškoma

būdu
‘

ǐsspre
‘
sti kampo trisekcijos uždavini

‘
(braižomosios geometrijos uždavinys:

padalinti kampa
‘
i
‘
tris dalis naudojantis tik skriestuvu ir liniuote). Daug vėliau

Karaliaučiaus Albertinos universiteto matematikas Lindemanas nustatė, kad skai-
čius π nėra racionalusis ir todėl minėto trisekcijos uždavinio ǐsspre

‘
sti nei

‘
manoma.

Galime tikėtis, kad pakartoje
‘

daugeli
‘

kartu
‘

(N kartu
‘
) eksperimenta

‘
su adata

ir suskaičiave
‘

baigtis, kuomet adata kerta kuria
‘

nors tiese
‘
, gauto tokiu

‘
baigčiu

‘
skaičiaus M ir visu

‘
ekeprimentu

‘
skaičius N santykis M/N būtu

‘
artimas i

‘
vykio A

tikimybei (atspindėtu
‘
šio i

‘
vykio šansus). J.Kubiliaus vadovėlyje randame tokius

i
‘
vairiu laiku atliktu

‘
bandymu

‘
rezultatus

M1

N1
≈ 3.1596,

M2

N2
≈ 3.155,

M3

N3
≈ 3.13.

PVZ 2.6. Atsitiktinai pasirenkame apskritimo styga
‘
. Kokia tikimybė, jog stygos

ilgis yra didesnis už i
‘
brėžto lygiakraščio trikampio kraštine

‘
?
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1. Sprendimas. Norint gauti styga
‘
, pakanka nurodyti jos galo taškus a ir b.

Atsitiktinai pasirinke
‘
šiuos taškus, gausime atsitiktinai pasirinkta

‘
styga

‘
. Pradžioje

pasirenkame apskritimo taška
‘
a. Po to renkamės taška

‘
b. Laikysime, kad renkantis

taškus tikimybė jog taškas pateks i
‘
kuria

‘
nors fiksuota

‘
lanko dali

‘
yra proporcinga

šios dalies ilgiui. Nesvarbu kur pateko pirmasis taškas a, i
‘
vykis, jog gauta styga

yra didesnė nei i
‘
brėžto trikampio kraštinė, priklauso tik nuo to kaip toli nuo taško a

pateko antrasis taškas b. Šiuo atveju elementarusis i
‘
vykis atitinka taško b pozicija

‘
apskritimo lanke (taško a atžvilgiu).
Galime taikyti toki

‘
uždavinio modeli

‘
. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve

‘
atitinka ap-

skritimo lankas (kreivė) GΩ. I
‘
vykiui A- ”stygos ilgis yra didesnis už i

‘
brėžto ly-

giakraščio trikampio kraštine
‘
”-palankūs elementarieji i

‘
vykiai sudaro apskritimo

lanko dali
‘
, i

‘
kuria

‘
i
‘
eina taškai, nutole

‘
nuo a daugiau, nei trečdalis pilnojo lanko.

Jie sudaro lanka
‘
GA. Kadangi lanko GA ilgis yra tris kartus mažesnis už pilno

apskritimo lanko GΩ ilgi
‘
, tai geometrinė mus dominančio i

‘
vykio tikimybė yra 1/3,

žr. formule
‘
(2.1).

PIEŠINYS

2 Sprendimas. Kadangi stygos ilgis priklauso tik nuo jos atstumo iki apskritimo
centro, tai statistinio ekperimento rezultata

‘
-atsitiktinai pasirinkta

‘
styga

‘
- atitinka

skaičius x, lygus atstumui nuo pasirinktosios stygos iki apskritimo centro. Visos
galimos x reikšmės sudaro intervala

‘
[0, R], kur R žymi apskritimo spinduli

‘
. Ne-

sunku suskaičiuoti, kad stygos, kurios ilgis didesnis už i
‘
brėžto lygiakraščio trikam-

pio kraštine
‘
, atstumas x iki apskritimo centro tenkina nelygybe

‘
x < R/2.

PIEŠINYS

Galime taikyti toki
‘
uždavinio modeli

‘
. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdve

‘
atitinka inter-
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valas GΩ = [0, R]. I
‘
vykiui A- ”stygos ilgis yra didesnis už i

‘
brėžto lygiakraščio

trikampio kraštine
‘
”-palankūs elementarieji i

‘
vykiai sudaro intervala

‘
GA = [0, R/2].

Kadangi GA ilgis yra du kartus mažesnis už intervalo GΩ ilgi
‘
, tai geometrinė mus

dominančio i
‘
vykio tikimybė yra 1/2, žr. formule

‘
(2.1).

Pastaba. Skirtingi sprendimai atveda prie skirtingu
‘

atsakymu
‘
. Kur klaida?

Matematinės klaidos čia nėra, nes abu sprendimai yra matematǐskai korektǐski.
Pavyzdyje suformuluotas klausimas buvo interpretuotas dviem skirtingais būdais.
Buvo sukurti du skirtingi matematiniai modeliai. Todėl buvo ǐsspre

‘
sti du skirtingi

uždaviniai. Nenuostabu, kad atsakymai skiriasi. Matome, kad tinkamo statis-
tinio modelio (elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvės, ir kt.) pasirinkimas gali būti rimta

problema: ar tikrai pasirinktasis modelis atitinka realu
‘
uždavini

‘
. 2.6. pavyzdžio

”realus” uždavinys nebuvo tiksliai suformuluotas ir todėl tapo i
‘
manomos skirtingos

interpretacijos.

3. Tikimybiu
‘
teorijos aksiomos

3.1. Aibiu
‘
algebros ir juose apibrėžti matai

Jau nagrinėtuose statistiniu
‘
eksperimentu

‘
modeliuose eksperimentu

‘
baigtis vadi-

nome elementariaisiais i
‘
vykiais, žymėjome ω, o visu

‘
galimu

‘
baigčiu

‘
(elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
) aibe

‘
žymėjome Ω. Kai kuriuos jos poaibius A,B ⊂ Ω vadinome i

‘
vykiais.

Jei statistinio eksperimento baigtis ω pakliūva i
‘
aibe

‘
A, tai sakome, kad šio eksper-

imento metu i
‘
vyko i

‘
vykis A.

Nagrinėjant sudėtingus praktikos uždavinius, pasirodė, kad nevisuomet pasiseka
sukonstruoti toki

‘
statistinio eksperimento modeli

‘
, kuriame galime apibrėžti tiki-

mybes P (A) visiems elementaru
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvės Ω poaibiams A ⊂ Ω, žr. [Dudley].

Todėl dažnai tenka pasirinkti tam tikra
‘
aibės Ω poaibiu

‘
poklasi

‘
A ir tik aibėms A ⊂

Ω, kurios yra šio poklasio nariai, A ∈ A, apibrėžiame tikimybes P (A) (nustatome
skaičiu

‘
P (A) reikšmes).

Pavyzdžiuose, pateiktuose 1 ir 2 paskaitose, susidūrėme su i
‘
vykiu

‘
operacijomis:

nagrinėjome i
‘
vykiu

‘
A,B ⊂ Ω sa

‘
junga

‘
A ∪ B, sankirta

‘
A ∩ B, priešinga

‘
i
‘
vyki

‘
A.

Pageidautina, jog panašias operacijas galėtume apibrėžti aibiu
‘
rinkinio A elemen-

tams, t.y. tu
‘
operaciju

‘
rezultatai (gauti nauji poaibiai) priklausytu

‘
rinkiniui A.

Aibiu
‘
rinkinius, kurie tenkina šias sa

‘
lygas vadiname aibiu

‘
algebromis.

APB 3.1. Imkime bet kokia
‘
aibe

‘
Ω. Aibės Ω poaibiu

‘
rinkini

‘
A vadiname aibiu

‘
algebra, jei patenkintos tokios sa

‘
lygos:

1) Ω ∈ A;
2) A,B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A ir A ∩B ∈ A;
3) A ∈ A ⇒ A ∈ A.
Čia žymime A = Ω \A.
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PVZ 3.1. Aibiu
‘
algebra

‘
sudaro Ω poaibiu

‘
rinkinys {Ω, A, A, ∅}, kur A ⊂ Ω yra

kuri nors aibė.

PVZ 3.2 Tarkime, kad A0 yra kokia nors aibės Ω poaibiu
‘
klasė. Iš šios poaibiu

‘
klasės sukonstruosime aibiu

‘
algebra

‘
tokiu būdu: prie A0 prijungiame aibe

‘
Ω ir ∅

(jei ju
‘
ten nebuvo); taip pat prijungiame visu

‘
sistemos elementu

‘
A papildinius A.

Gauta
‘
poaibiu

‘
sistema

‘
žymėkime A1. Toliau plečiame poaibiu

‘
sistema

‘
, i

‘
traukdami

visas sa
‘
jungas A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak ir sankirtas A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak, bei šiu

‘
sa

‘
jungu

‘
ir sankirtu

‘
papildinius A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak, A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak, kur aibės Ai ∈ A1

ir k = 1, 2, . . . . Nesunku i
‘
sitikinti, kad gauta aibiu

‘
sistema yra aibiu

‘
algebra.

PVZ 3.3. Svarbia
‘
aibiu

‘
algebra

‘
sudaro realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės poaibiu

‘
klasė, gauta

aukščiau nurodytu būdu ǐs intervalu
‘
šeimos

A0 = {(−∞, x] : x ∈ R}.

PVZ 3.4. Aibiu
‘
algebra

‘
sudaro visu

‘
Ω poaibiu

‘
rinkinys.

Sudėtingesniems statistiniams eksperimentams modeliuoti prireikia subtilesniu
‘

aibiu
‘
sistemos savybiu

‘
. Todėl i

‘
vedamos aibiu

‘
σ− algebros.

APB 3.2. Aibės Ω poaibiu
‘
algebra

‘
A vadiname σ−algebra (sigma-algebra), jei

bet kuri jos elementu
‘
seka A1, A2, · · · ∈ A tenkina sa

‘
lyga

‘
: aibės ∪∞i=1Ai ir ∩∞i=1Ai

yra rinkinio A nariai, t.y.,

A1, A2, · · · ∈ A ⇒ ∪∞i=1Ai ∈ A, ∩∞i=1Ai ∈ A.

Aibiu
‘
sistemai, kuri yra σ− algebra, žymėti naudosime raide

‘
F .

3.1 ir 3.4 pavyzdžiuose pateiktos poaibiu
‘
algebros yra ir σ− algebros.

APB 3.3. Aibe
‘
Ω su jos poaibiu

‘
σ−algebra F vadiname mačia erdve ir žymime

(Ω,F). σ−algebros F elementus vadiname mačiosiomis aibėmis.
Pastaba. Jei turime mačia

‘
erdve

‘
(Ω,F), tai i

‘
vede

‘
tikimybini

‘
mata

‘
, galėsime

skaičiuoti (matuoti) ju
‘
tikimybes. Iš čia kile

‘
s pavadinimas ”mačios aibės”.

Nagrinėkime statistini
‘

eksperimenta
‘
, kurio baigčiu

‘
aibė Ω, o mus dominančiu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘
atitinka aibės Ω poaibiu

‘
σ−algebra F . Kadangi vieni i

‘
vykiai yra

labiau tikėtini už kitus, i
‘
vedame i

‘
vykiu

‘
tikėtinumo mata

‘
P : F → [0, 1], kuris

i
‘
vykiui A ∈ F priskiria skaičiu

‘
P (A). Ši

‘
skaičiu

‘
galėtume interpretuoti, kaip aibės

svori
‘
ar reitinga

‘
: labiau tikėtini i

‘
vykiai turi aukštesnius reitingus, t.y. didesnius

skaičius P (A). Tokie objektai, kaip aibiu
‘
svoriai, sutinkami ne tik statistiniu

‘
eks-

perimentu
‘

modeliuose, bet ir daugelyje kitu
‘

matematikos, fizikos sričiu
‘
. Todėl
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patogu kalbėti apie aibiu
‘

dydžio (svorio) matus apskritai. Kokias savybes jie
turėtu

‘
tenkinti?

ABP 3.4. Funkcija
‘
µ : A → [0,+∞], apibrėžta

‘
aibės Ω poaibiu

‘
algebroje A, vad-

iname baigtiniai adityviuoju matu, jei bet kurioms aibėms A,B ∈ A, neturinčioms
bendru

‘
elementu

‘
(A ∩B = ∅), yra teisinga lygybė

(3.1) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Baigtiniai adityvuji
‘
mata

‘
µ vadiname σ− adityviuoju, jei bet kuriai aibiu

‘
sekai

A1, A2, · · · ∈ A turinčiai savybe
‘

(3.2) ∪∞i=1Ai ∈ A ir Ai ∩Aj = ∅, visiems i 6= j,

teisinga lygybė

(3.3) µ(∪∞i=1Ai) =
∞∑

i=1

µ(Ai).

Tuo atveju, kai bent viena (3.3) lygybės pusė tampa +∞ (arba µ(∪∞i=1Ai) = ∞
arba eilutė

∑∞
i=1 µ(Ai) diverguoja) laikome, kad ir antrosios pusės reikšmė yra

+∞.
Jei µ(Ω) < ∞, tai σ−adityvuji

‘
mata

‘
vadiname baigtiniu (σ− adityviuoju matu).

Jei µ(Ω) = 1, tai σ−adityvuji
‘

mata
‘

vadiname tikimybiniu matu, arba tiesiog
tikimybe. Tikimybinius matus žymėsime raide P (vietoj µ).

PVZ 3.5. Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės Ω = R intervalams galime priskirti skaičius

- ju
‘

ilgius. Gautas matas yra vadinamas Lebego matu, žymimas λ([a, b]) =
b − a. Bet kuriam begaliniam intervalui (−∞, x] Lebego matas priskiria reikšme

‘
λ
(
(−∞, x]

)
= +∞.

APB 3.5. Statistiniams eksperimentams modeliuoti sukuriame matematini
‘
mo-

deli
‘
. Pasirenkame elementariu

‘
ju

‘
baigčiu

‘
aibe

‘
Ω, mus dominančiu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘F ir atitinkama
‘

tikimybini
‘

mata
‘

P : F → [0, 1]. Rinkini
‘

(Ω,F , P ) vadiname
tikimybine erdve. Čia F yra aibės Ω poaibiu

‘
σ− algebra.

Skirtingus statistinius eksperimentus atitinka skirtingos tikimybinės erdvės.

PVZ 3.6. I
‘
prastinio šešiasienio kaulelio sienos su lyginiu akučiu

‘
skaičiumi nu-

spalvintos baltai, o likusios juodai. Metame kauliuka
‘
. Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibė

Ω = {ω1, . . . , ω6}. Kadangi visos sienelės turi vienodus šansus atsiversti, tai
elementariesiems i

‘
vykiams priskiriame vienodas tikimybes: P (ωi) = 1/6 visiems

i = 1, . . . , 6.
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1 eksperimentas. Registruojame ǐskritusiu
‘
akučiu

‘
skaičiu

‘
. Ši

‘
karta

‘
visi elemen-

tarieji i
‘
vykiai svarbūs. Todėl pirmo eksperimento i

‘
vykiu

‘
σ−algebra

‘
F1 sudaro visi

Ω poaibiai. Eksperimento modelis yra tikimybinė erdvė (Ω,F1, P ).
2 eksperimentas. Registruojame ǐskritusios sienos spalva

‘
. Ši

‘
karta

‘
mums svarbu

ar ǐskrito balta spalva (akučiu
‘

skaičius lyginis) ar juoda (akučiu
‘

skaičius nely-
ginis). Todėl antro eksperimento i

‘
vykiams aprašyti pakanka σ−algebros F2 ={∅,Ω, {ω2, ω4, ω6}, {ω1, ω3, ω5}

}
. Eksperimento modelis yra tikimybinė erdvė

(Ω,F2, P ).

PVZ 3.7. Turime baigtine
‘

aibe
‘

Ω = {ω1, . . . , ωn}. Nagrinėkime aibiu
‘

rinkini
‘F , sudaryta

‘
ǐs visu

‘
Ω poaibiu

‘
, ir tikimybini

‘
mata

‘
P , kuris aibei A ⊂ Ω priskiria

tikimybe
‘

P (A) proporcinga
‘

tos aibės elementu
‘

skaičiui. Iš sa
‘
lygos P (A) = 1

ǐsplaukia lygybė P ({ωi}) = n−1 visiems i. Todėl P (A) = |A|
|Ω| = |A|

n
. Toki

‘

tikimybini
‘

mata
‘

vadiname tolygiuoju, nes visu
‘

elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
tikimybės

P ({ωi}) = 1/n yra vienodos.

PVZ 3.8. Skaičiai elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibei Ω = {ω0, ω1, ω2, . . . } tolygiojo

tikimybinio mato apibrėžti negalime (jei taip būtu
‘
, tai turėtume P ({ωi}) = p

visiems i ir todėl gautume P (Ω) =
∑∞

i=0 p = +∞). Šiuo atveju pasirenkame
neneigiamu

‘
skaičiu

‘
seka

‘
{pn}, tenkinančia

‘

∑∞
i=0 pi = 1, ir apibrėžiame P ({ωi}) =

pi. Tuomet bet kuriai aibei A ⊂ Ω galime apibrėžti tikimybe
‘
P (A) =

∑
i∈A pi.

Šiuo atveju galime nagrinėti tikimybine
‘

erdve
‘

(Ω,F , P ), kur F yra sudaryta ǐs
visu

‘
Ω poaibiu

‘
.

Du svarbūs tikimybiu
‘
rinkiniu

‘
pavyzdžiai:

1) Rinkinys {pn = λn

n!
e−λ, n = 0, 1, 2, . . . }, kur λ > 0 yra fiksuotas parametras,

apibrėžia tikimybini
‘
mata

‘
, kuri

‘
vadiname Puasono matu, žymime P(λ);

2) Rinkinys {pn = p(1−p)n, n = 0, 1, 2, . . . }, kur p ∈ (0, 1) yra fiksuotas parame-
tras, apibrėžia tikimybini

‘
mata

‘
, kuri

‘
vadiname geometriniu matu.

3.1. Tikimybinio mato savybės

Teiginys 3.1. Tarkime, P yra baigtiniai adityvusis matas, apibrėžtas aibės Ω
poaibiu

‘
algebroje A. Tuomet teisingi tokie teiginiai.

1) P (∅) = 0;
2) visiems A,B ∈ A turime P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);
3) visiems A,B ∈ A, tenkinantiems A ⊂ B, yra teisinga nelygybė P (A) ≤ P (B);
4) visiems rinkiniams A1, . . . , Ak ∈ A, tenkinantiems Ai ∩Aj = ∅, kai i 6= j, yra

teisinga lygybė

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (Ak);

5) visiems rinkiniams A1, . . . , Ak ∈ A teisinga nelygybė

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak) ≤ P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (Ak);
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6) Tarkime, P yra σ−adityvusis matas. Jei aibiu
‘
seka A1, A2, · · · ∈ A yra tokia,

kad ∪∞i=1Ai ∈ A, tai teisinga nelygybė

P
(∪∞i=1Ai

) ≤
∞∑

i=1

P (Ai).

I
‘
rodymas. 1) teiginys ǐsplaukia ǐs mato savybės (3.1) ir aibiu

‘
lygybiu

‘
Ω ∪ ∅ = Ω

ir Ω ∩ ∅ = ∅,

P (Ω) = P (Ω ∪ ∅) = P (Ω) + P (∅) ⇒ P (∅) = 0.

I
‘
rodome 2). Kadangi aibės A∩B ir B\A neturi bendru

‘
tašku

‘
, tai ǐs aibiu

‘
lygybės

B = (A ∩B) ∪ (B \A) ir (3.1) gauname

(3.4) P (B) = P (B ∩A) + P (B \A).

Kadangi aibės A ir B\A neturi bendru
‘
tašku

‘
, tai ǐs aibiu

‘
lygybės A∪B = A∪(B\A)

ir (3.1) gauname
P (A ∪B) = P (A) + P (B \A).

I
‘
state

‘
i
‘
šia

‘
lygybe

‘
skaičiaus P (B \ A) reikšme

‘
P (B \ A) = P (B) − P (B ∩ A) ǐs

(3.4), gauname lygybe
‘
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

I
‘
rodome 3) teigini

‘
. Pažymėje

‘
C = B \ A, ǐs aibiu

‘
lygybės C ∪ A = B ir (3.1)

gauname P (A) + P (C) = P (B). Kadangi P reikšmės gali būti tik neneigiamos,
tai P (C) ≥ 0. Darome ǐsvada

‘
, kad P (B) ≥ P (A).

I
‘
rodome 4) teigini

‘
. Kai k = 2 teiginys ǐsplaukia ǐs (3.1). Kai k = 3 užrašome

A1 ∪A2 ∪A3 = (A1 ∪A2)∪A3. Kadangi aibės A1 ∪A2 ir A3 neturi bendru
‘
tašku

‘
,

tai ǐs (3.1) ǐsplaukia lygybė

P ((A1 ∪A2) ∪A3) = P (A1 ∪A2) + P (A3).

Pritaike
‘

lygybe
‘

P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2) (teiginys teisingas, kai k = 2),
gauname

P (A1 ∪A2 ∪A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3).

Toliau taikome matematine
‘
indukcija

‘
. Kadangi aibės ∪k

i=1Ai ir Ak+1 neturi ben-
dru

‘
tašku

‘
, tai ǐs (3.1) gauname

P
(∪k+1

i=1 Ai

)
= P

(
(∪k

i=1Ai) ∪Ak+1

)
= P

(∪k
i=1Ai

)
+ P (Ak+1).



20

I
‘
state

‘
lygybe

‘
(indukcinė prielaida)

P
(∪k

i=1Ai

)
=

k∑

i=1

P (Ai),

gauname

P
(∪k+1

i=1 Ai

)
=

k+1∑

i=1

P (Ai).

I
‘
rodome 5) teigini

‘
. Nagrinėkime aibes

B1 = A1, B2 = A2\A1, B3 = A3\(A1∪A2), ..., Bk = Ak\(A1∪· · ·∪Ak−1).

Šios aibės neturi bendru
‘
tašku

‘
(B1∩Bj = ∅, kai i 6= j) ir ∪k

i=1Bi = ∪k
i=1Ai. Todėl

ǐs 4) teiginio ǐsplaukia lygybė

(3.5) P (∪k
i=1Ai) = P (∪k

i=1Bi) =
k∑

i=1

P (Bi).

Kadangi Bi ⊂ Ai visiems i, tai ǐs 3) teiginio turime P (Bi) ≤ P (Ai). Todėl dešinė
(3.5) lygybės pusė yra ne didesnė už suma

‘

∑k
i=1 P (Ai).

I
‘
rodome 6) teigini

‘
. Nagrinėkime aibes Bk. Kadangi Bi ∩Bj = ∅, kai i 6= j, tai ǐs

(3.3) formulės ǐsplaukia lygybė

P (∪∞i=1Bi) =
∞∑

i=1

P (Bi).

Kadangi aibės ∪∞i=1Bi ir ∪∞i=1Ai yra lygios ir Bi ⊂ Ai visiems i, tai

P (∪∞i=1Ai) = P (∪∞i=1Bi) =
∞∑

i=1

P (Bi) ≤
∞∑

i=1

P (Ai).

I
‘
rodymas baigtas.

Matematikoje kertini
‘
vaidmeni

‘
vaidina funkcijos tolydumo sa

‘
voka. Kadangi ti-

kimybinis matas P taip pat yra atvaizdis (aibėms priskiriantis skaičius), tai yra
prasminga nagrinėti jo tolyduma

‘
. Yra keletas būdu

‘
apibrėžti mato tolyduma

‘
. Čia

nagrinėjamos tolydumo sa
‘
vokos yra labai tampriai susietos su mato σ−adityvumo

savybe (3.3).
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APB 3.6. Tarkime, kad P yra baigtiniai adityvusis matas, apibrėžtas aibės Ω
poaibiu

‘
algebroje A.

1) P vadiname tolydžiuoju ”ǐs apačios”, jei bet kuriai rinkinio A elementu
‘
sekai

A1, A2, . . . tokiai, kad

(3.6) A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ir ∪∞i=1 Ai ∈ A

tikimybiu
‘
seka {P (Ai)} turi riba

‘
ir

(3.7) lim
i→∞

P (Ai) = P (∪∞i=1Ai).

2) P vadiname tolydžiuoju ”ǐs viršaus”, jei bet kuriai rinkinio A elementu
‘
sekai

A1, A2, . . . tokiai, kad

(3.8) A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · ir ∩∞i=1 Ai ∈ A

tikimybiu
‘
seka {P (Ai)} turi riba

‘
ir

(3.9) lim
i→∞

P (Ai) = P (∩∞i=1Ai).

3) P vadiname tolydžiuoju ”nulyje”, jei bet kuriai rinkinio A elementu
‘

sekai
A1, A2, . . . tokiai, kad

(3.10) A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · ir ∩∞i=1 Ai = ∅

tikimybiu
‘
seka {P (Ai)} turi riba

‘
ir

(3.11) lim
i→∞

P (Ai) = 0.

PIEŠINIAI APIBRĖŽIMAMS ILIUSTRUOTI

Teorema 3.2. Baigtiniai adityviajam matui P , apibrėžtam aibės Ω poaibiu
‘
alge-

broje A, ir tenkinančiam P (Ω) < ∞, teiginiai yra ekvivalentūs:
1) P yra σ− adityvusis matas, t.y., tenkina (3.3) sa

‘
lyga

‘
;

2) P yra tolydusis ”ǐs apačios”;
3) P yra tolydusis ”ǐs viršaus”;
4) P yra tolydusis ”nulyje”.

I
‘
rodymas. 1)⇒2). Remiantis 1) teiginiu reikia i

‘
rodyti (3.7) lygybe

‘
bet kuriai rin-

kinio A elementu
‘
sekai, tenkinančiai (3.6). Fiksuokime tokia

‘
seka

‘
ir pažymėkime
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B1 = A1 ir Bn = An \ An−1, kai n > 1. Kadangi Bi ∩ Bj = ∅ visiems i 6= j ir
An = B1 ∪ · · · ∪Bn, tai ǐs 3.1 teiginio ǐsplaukia lygybė

(3.12) P (An) = P (B1) + · · ·+ P (Bn).

Iš lygybės ∪∞i=1Ai = ∪∞i=1Bi ir 1) sa
‘
lygos (teigiančios, kad matas P tenkina (3.3))

gauname

(3.13) P
(∪∞i=1Bi

)
=

∞∑

i=1

P (Bi).

Kadangi kairė pusė lygi P (∪∞i=1Ai), o dešinė lygi, žr. (3.12),

lim
n

n∑

i=1

P (Bn) = lim
n

P (An),

tai ǐs (3.13) ǐsplaukia (3.7).

2)⇒3). Fiksuokime seka
‘
A1, A2, . . . , tenkinančia

‘
(3.8). Pažymėkime B1 = ∅ ir

Bn = A1 \ An, kai n > 1. Aibiu
‘
seka B1, B2, . . . tenkina sa

‘
lyga

‘
(3.6), nes ǐs (3.8)

ǐsplaukia Bi ⊂ Bi+1 visiems i = 1, 2, . . . ir

∪∞i=1Bi = ∪∞i=1

(
A1 \Ai

)
= A1 \

(∩∞i=1Ai

) ∈ A.

Čia naudojamės tuo faktu, kad algebros A elemento papildinys vėl yra algebros A
elementas. Pritaike

‘
2) teigini

‘
aibiu

‘
sekai {Bn}, gauname

(3.14) lim
n

P (Bn) = P
(∪∞i=1Bi

)
.

Kadangi P (Bn) = P (A1 \An) = P (A1)− P (An) ir

P
(∪∞i=1Bi

)
= P

(
A1 \ ∩∞i=1Ai

)
= P (A1)− P

(∩∞i=1Ai

)
,

tai ǐs (3.14) ǐsplaukia (3.9) lygybė.

3)⇒4) akivaizdu.

4)⇒1) Fiksuokime aibiu
‘
rinkini

‘
A1, A2, · · · ∈ A, tenkinanti

‘
(3.2). I

‘
rodysime, kad:

(i) eilutė
∑∞

i=1 P (Ai) konverguoja;
(ii) konverguojančios eilutės riba yra P (∪∞i=1Ai), t.y.,

∑∞
i=1 P (Ai) = P (∪∞i=1Ai);

Eilutė
∑∞

i=1 P (Ai) konverguoja, kai konverguoja jos daliniu
‘

sumu
‘

seka Sk =∑k
i=1 P (Ai). Kadangi ∪k

i=1Ai ⊂ ∪∞i=1Ai, tai ǐs 3.1 teiginio 3) ir 4) punktu
‘
ǐsplaukia

Sk = P (∪k
i=1Ai) ≤ P (∪∞i=1Ai) ≤ P (Ω) < ∞.
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Taigi, seka {Sk} yra aprėžta. Aǐsku, kad seka {Sk} yra monotonǐskai nemažėjanti.
Kiekviena nemažėjanti ir aprėžta ǐs viršaus seka konverguoja. Taigi, (i) teiginys
yra teisingas.
Kokia yra sekos {Sk} riba? Nagrinėkime aibes Bn = ∪∞i=nAi. Kadangi

Bn+1 ∪
(∪n

i=1Ai

)
= ∪∞i=1Ai, ir Bn+1 ∩

(∪n
i=1Ai

)
= ∅,

(paskutinė lygybė ǐsplaukia ǐs sa
‘
lygos Ai ∩Aj = ∅, kai i 6= j) tai

(3.15) P (∪∞i=1Ai) = P (Bn+1) + P
(∪n

i=1Ai

)
.

Jei i
‘
rodytume, kad skaičiu

‘
seka {P (Bn)} turi riba

‘
ir

(3.16) lim
n

P (Bn) = 0,

tai ǐs (3.15) lygybės ǐsplauktu
‘
, kad limn P

(∪n
i=1Ai

)
= P (∪∞i=1Ai). Tuomet pasi-

naudoje
‘
lygybe P

(∪n
i=1Ai

)
=

∑n
i=1 P (Ai), kuri ǐsplaukia ǐs sa

‘
lygos Ai ∩ Aj = ∅,

kai i 6= j, gautume (ii) teigini
‘
.

Lieka i
‘
rodyti (3.16). Aibiu

‘
seka B1 ⊃ B2 ⊃ B3 · · · tenkina ∩∞i=1Bi = ∅. Pritaike

‘
4) teigini

‘
aibiu

‘
sekai {Bn}, gauname (3.16).

Lygybe
‘
∩∞i=1Bi = ∅ nesunku i

‘
rodyti: ω ∈ ∩∞i=1Bi ⇒ ω ∈ B1 ⇒ ω ∈ Aj kuriam

nors Aj ⇒ ω /∈ Ai, kai i 6= j, nes Ai∩Aj = ∅ ⇒ ω /∈ Bn, kai n > j ⇒ ω /∈ ∩∞i=1Bi).
I
‘
rodymas baigtas.

3.3. I
‘
dėties - pašalinimo (rėčio) principas ir Bonferoni nelygybės

Šiame skyrelyje nagrinėsime tikimybini
‘
mata

‘
P , apibrėžta

‘
aibės Ω poaibiu

‘
alge-

broje A.
Tikimybiu

‘
uždaviniuose kartais tenka skaičiuoti i

‘
vykiu

‘
A1, A2, . . . , An sa

‘
jungos

tikimybe
‘
, t.y. tikimybe

‘
, kad i

‘
vyks bent vienas ǐs i

‘
vykiu

‘
A1, A2, . . . , An. Jei i

‘
vykiai

yra nesutaikomi (Ai ∩Aj = ∅, kai i 6= j), tai sa
‘
jungos tikimybė, žr. 3.1 teiginio 4)

punkta
‘
,

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + · · ·+ P (An).

Jei i
‘
vykiai nėra nesutaikomi, ši lygybė gali būti ir neteisinga. Ja

‘
reikia koreguoti.

Pvz., kai turime tik du i
‘
vykius, galime naudotis 3.1 teiginio 1) punkto formule

(3.17) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Didesnio i
‘
vykiu

‘
skaičiaus sa

‘
jungos tikimybei skaičiuoti naudoojame rėčio formule

‘
,

kuri yra i
‘
rodoma 3.3 teoremoje.
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Teorema 3.3. Bet kuriam aibiu
‘
rinkiniui A1, A2, . . . , An ∈ A, kur n ≥ 2, teisinga

lygybė

P
(∪n

k=1Ai) =
∑

{i1}⊂[n]

P (Ai1)−
∑

{i1,i2}⊂[n]

P (Ai1 ∩Ai2) + · · ·

+ (−1)k+1
∑

{i1,i2,...,ik}⊂[n]

P
(
Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik

)
+ · · ·

+ (−1)n+1P (Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Ain

)
.(3.18)

Čia naudojame naujus žymenis. Kaip suprasti sumos žymeni
‘

∑
{i1,i2}⊂[n] P (Ai1∩

Ai2)? Ženklu
∑
{i1,...,ik}⊂[n] žymime suma

‘
, kai sumuojama pagal visus indeksu

‘

rinkinius {i1, . . . , ik} po k elementu
‘
ǐs aibės [n] = {1, . . . , n}.

Nagrinėkime visas i
‘
manomas rinkinio A1, A2, . . . , An aibiu

‘
sankirtas Ai1∩Ai2 · · ·∩

Aik
, kuriose dalyvauja k skirtingu

‘
rinkinio elementu

‘
. Suskaičiave

‘
ju

‘
tikimybes ir

gautus skaičius sudėje
‘
, gauta

‘
suma

‘
žymime

∑
{i1,i2,...,ik}⊂[n] P (Ai1 ∩ · · · ∩ Aik

).
Tuo atveju, kai k = 1, turime

∑
{i1}⊂[n] P (Ai1) =

∑n
i=1 P (Ai).

I
‘
rodymas. Kai n = 2 lygybė (3.18) sutampa su jau i

‘
rodyta lygybe (3.17).

Toliau taikysime indukcija
‘
. Tarsime, kad (3.18) lygybė yra teisinga visiems aibiu

‘
rinkiniams B1, B2, . . . , Bk ∈ A, kur k ≤ n. Fiksuokime aibiu

‘
rinkini

‘
A1, A2, . . . ,

An+1 ∈ A. Jam i
‘
rodysime lygybe

‘
(3.18).

Iš (3.17) ǐsplaukia lygybė

P
(∪n+1

i=1 Ai

)
= P

(
(∪n

i=1Ai) ∪An+1

)

= P
(∪n

i=1Ai

)
+ P (An+1)− P

(
(∪n

i=1Ai) ∩An+1

)
.(3.19)

Pažymėkime Bi = Ai ∩An+1 ir pritaikykime formule
‘
(3.18) tikimybėms

L = P
(∪n

i=1Ai

)
, M = P

(
(∪n

i=1Ai) ∩An+1

)
= P (∪n

i=1Bi).

Kadangi tikimybės atitinka sa
‘
jungas po n aibiu

‘
, tai indukcinė prielaida ”leidžia”

taikyti (3.18) formule
‘
. Gauname lygybe

‘

M =
∑

{i1}⊂[n]

P (Bi1)−
∑

{i1,i2}⊂[n]

P (Bi1 ∩Bi2) + . . .

+ (−1)n+1P (B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn)

=
∑

{i1}⊂[n]

P (Ai1 ∩An+1)−
∑

{i1,i2}⊂[n]

P (Ai1 ∩Ai2 ∩An+1) + . . .

+ (−1)n+1P (A1 ∩A2 · · · ∩An+1).
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I
‘
state

‘
i
‘
(3.19) formule

‘
gauta

‘
M ǐsraǐska

‘
, taip pat i

‘
state

‘
(3.18) formule

‘
tikimybei

L skaičiuoti, gauname

P (∪n+1
i=1 Ai) =

∑

{i1}⊂[n+1]

P (Ai1)−
∑

{i1,i2}⊂[n+1]

P (Ai1 ∩Ai2) + · · ·

+ (−1)k+1
∑

{i1,...,ik}⊂[n+1]

P (Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik
) + · · ·

+ (−1)n+2P (A1 ∩A2 · · · ∩An+1).

Darome ǐsvada
‘
, kad formulė (3.18) yra teisinga ir rinkiniui A1, A2, . . . , An+1, tu-

rinčiam n + 1 aibe
‘
.

I
‘
rodymas baigtas.

Norėdami tiksliai suskaičiuoti aibiu
‘

sa
‘
jungos tikimybe

‘
, galime remtis formule

(3.18). Tačiau ši formulė yra sudėtinga, jos taikymas reikalauja žinoti skaičius∑
{i1,...,ik}⊂[n] P (Ai1 ∩ Ai2 · · · ∩ Aik

) visiems k = 1, 2, . . . , n. Kartais pakanka
žinoti apytiksle

‘
tikimybės P (∪n

i=1Ai) reikšme
‘
. Apytikslei reikšmei skaičiuoti gal-

ime pasinaudoti Bonferoni nelygybėmis, kurios palygina tikimybe
‘
P (∪n

i=1Ai) su
keletu pirmu

‘
ju

‘
(3.18) formulės nariu

‘
suma.

Pažymėkime

Sk =
∑

{i1}⊂[n]

P (Ai1)−
∑

{i1,i2}⊂[n]

P (Ai1 ∩Ai2) + · · ·

+ (−1)k+1
∑

{i1,i2,...,ik}⊂[n]

P
(
Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik

)
,

kur k ≤ n.

Teiginys 3.4. Tarkime 1 ≤ k ≤ n. Jei skaičius k yra lyginis, tai P (∪n
i=1Ai) ≥ Sk.

Jei skaičius k yra nelyginis, tai P (∪n
i=1Ai) ≤ Sk.

(3.4) teiginio i
‘
rodymas remiasi indukcija ir yra labai panašus i

‘
3.3 teoremos

i
‘
rodyma

‘
.

4. Sa
‘
lyginės tikimybės ir nepriklausomi i

‘
vykiai

4.1. Sa
‘
lyginės tikimybės

PVZ. 4.1. Metame kauliuka
‘
. Žinome, kad ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
skaičius yra lygi-

nis, tačiau tikslaus ǐskritusio skaičiaus nematome. Kokia tikimybė, kad ǐskritusiu
‘

akučiu
‘
skaičius yra nedidesnis nei 5?
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Tikimybinis uždavinio modelis: Ω = {ω1, . . . , ω6} - elementariu
‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
erdvė;

F- aibės Ω visu
‘
poaibiu

‘
rinkinys; P - tikimybinis matas, P ({ωi}) = 1/6, 1 ≤ i ≤ 6.

I
‘
vykis A = {ω2, ω4, ω6} -”ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
skaičius lyginis”, i

‘
vykis

B = {ω1, ω2, . . . , ω5} -”ǐskritusiu
‘
akučiu

‘
skaičius neviršija 5”.

Mus domina i
‘
vykio B tikimybė, jei žinome (papildomai), kad i

‘
vyko A. I

‘
vykus

i
‘
vykiui A, žinome, kad galimos baigtys yra {ω2, ω4, ω6}. Kadangi daugiau in-
formacijos apie eksperimento rezultata

‘
neturime, visos trys baigtys yra vienodai

tikėtinos. Tarp ju
‘
mums plankūs (t.y., priklausantys aibei B) yra ω2 ir ω4. Jie

sudaro 2/3 visu
‘
galimu

‘
baigčiu

‘
. Sakome, kad sa

‘
lyginė i

‘
vykio B tikimybė su sa

‘
lyga

(kad yra i
‘
vyke

‘
s i

‘
vykis) A yra 2/3. Žymime P (B|A) = 2/3.

Toliau laikysime, kad nagrinėjami i
‘
vykiai yra tikimybinės erdvės (Ω,F , P ) i

‘
vykiu

‘
σ−algebros F elementai.

APB. 4.1. Tarkime A,B ∈ F ir P (A) > 0. I
‘
vykio B sa

‘
lygine tikimybe su sa

‘
lyga

A vadiname santyki
‘

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
.

Komentaras. Skaičius P (B|A) atspindi kokia
‘
dali

‘
aibės A sudaro aibės B elemen-

tai (= bendri abiems aibėms elementai). Aibiu
‘

dydžius ”matuojame” pasitelke
‘

”svorio” funkcija
‘
P .

Pastabos. Teisingos lygybės:

P (Ω|A) = 1, nes P (Ω|A) = P (Ω ∩A)

P (A)
= P (A)

P (A)
= 1,

P (A|A) = 1, nes P (A|A) = P (A ∩A)

P (A)
= P (A)

P (A)
= 1.

Be to teisingos nelygybės 0 ≤ P (B|A) ≤ 1, nes P (B ∩ A) ≤ P (A). Paskutinė
nelygybė ǐsplaukia ǐs aibiu

‘
sa

‘
ryšio B ∩A ⊂ A.

Teorema 4.1. Tarkime, i
‘
vykiai A1, A2, . . . , An ∈ F yra tokie, kad P (A1 ∩ A2 ∩

· · · ∩An) > 0. Tuomet teisinga lygybė
(4.1)
P (A1∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1∩A2) · · ·P (An|A1∩ · · · ∩An−1).

I
‘
rodymas. Sa

‘
lyginės tikimybės dešinėje (4.1) pusėje yra korektǐskai apibrėžtos,

nes ǐs sa
‘
ryšiu

‘
A1 ⊃ (A1 ∩A2) ⊃ · · · ⊃ (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) ǐsplaukia

P (A1) ≥ P (A1 ∩A2) ≥ · · · ≥ P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) > 0.

Kai n = 2, ǐs sa
‘
lyginės tikimybės apibrėžimo turime

P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2|A1).
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Lygybės (4.1) i
‘
rodymas bet kuriai n reikšmei remiasi indukcija.

Tare
‘
, kad (4.1) teisinga visiems rinkiniams A1, A2, . . . , Ak ∈ F , i

‘
rodysime, kad

(4.1) teisinga ir bet kuriam rinkiniui B1, B2, . . . , Bk+1 ∈ F .
Fiksuokime rinkini

‘
B1, B2, . . . , Bk+1 ∈ F su P (∩k+1

i=1 Bi) > 0. Pažymėkime A1 =
B1 ∩B2, A2 = B3, A3 = B4, . . . , Ak = Bk+1. Teisinga lygybė

B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk+1 = A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak.

Todėl
P (∩k+1

i=1 Bi) = P (∩k
i=1Ai).

Pritaike
‘
dešinei pusei formule

‘
(4.1) gauname sandauga

‘

P (A1)P (A2|A1) · · ·P (Ak|A1 ∩ · · · ∩Ak−1).

I
‘
state

‘
aibes Bi turime

P (B1 ∩B2)P (B3|B1 ∩B2) · · ·P (Bk+1|B1 ∩B2 · · · ∩Bk).

Pakeite
‘
pirma

‘
daugikli

‘
i
‘
P (B1)P (B2|B1) (sa

‘
lyginės tikimybės apibrėžimas) galuti-

nai turime

P (∩k+1
i=1 Bi) = P (B1)P (B2|B1) · · ·P (Bk+1|B1 ∩B2 · · · ∩Bk).

Darome ǐsvada
‘
, kad rinkiniui B1, B2, . . . , Bk+1 formulė (4.1) yra teisinga.

I
‘
rodymas baigtas.

PVZ. 4.2 Piniginėje 40 monetu
‘
. Tarp ju

‘
10 padirbtos. Iš eilės traukiame 4

monetas. Traukdami moneta
‘
, laikome, kad visos tuo metu piniginėje esančios

monetos turi vienodus šansus būti ǐstrauktos. Kokia tikimybė, kad pirma ǐstraukta
moneta yra tikra, antra netikra, trečia ir ketvirta abi yra tikros?
Sprendimas. Pažymime i

‘
vykius: A1 - pirma moneta tikra, A2 - antra moneta

netikra, A3 - trečia moneta tikra, A4 - ketvirta moneta tikra. Mus dominantis
i
‘
vykis B užrašomas B = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 (visi minėti i

‘
vykiai kartu paėmus).

Turime P (A1) = 30/40. Ištraukus tikra
‘
moneta

‘
, lieka 39 monetos, tarp kuriu

‘
10

padirbtu
‘
. Todėl tikimybė, kad antroji moneta yra netikra, lygi P (A2|A1) = 10/39.

Tikimybė, kad trečioji moneta tikra, žinant, jog pirmoji buvo tikra, o antroji
padirbta, yra P (A3|A1 ∩ A2) = 29/38. Panašiai, tikimybė, kad ketvirtoji mon-
eta tikra, jei primuoju ir trečiuoju traukimu papuolė tikros monetos, o antruoju
netikra, yra P (A4|A1 ∩A2 ∩A3) = 28/37. Pritaike

‘
(4.1) formule

‘
, gauname

P (B) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩A2)P (A4|A1 ∩A2 ∩A3) = 30

40

10

39

29

38

28

37
.
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Teorema 4.2 (Pilnosios tikimybės formulė). Tarkime, i
‘
vykiai H1,H2, · · · ∈

F yra tokie, kad Hi ∩Hj = ∅ visiems i 6= j.
(i) Jei rinkinys H1, H2, . . . Hk tenkina nelygybes P (Hi) > 0 kiekvienam i =

1, . . . , k, ir H1 ∪ H2 ∪ · · · ∪ Hk = Ω, tai bet kuriam i
‘
vykiui A ∈ F teisinga ly-

gybė

(4.2) P (A) =
k∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi).

(ii) Jei skaitus rinkinys H1,H2, . . . tenkina nelygybes P (Hi) > 0 kiekvienam i, ir
∪∞i=1Hi = Ω, tai bet kuriam i

‘
vykiui A ∈ F teisinga lygybė

(4.3) P (A) =
∞∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi).

I
‘
rodymas. Iš aibiu

‘
lygybės

A = A ∩ Ω = A ∩ (∪i≥1Hi) = ∪i≥1(A ∩Hi)

ir tikimybinio mato adityvumo (σ− adityvumo) ǐsplaukia

P (A) =
∑

i≥1

P (A ∩Hi),

nes (Hi ∩ A) ∩ (Hj ∩ A) = ∅, kai i 6= j. Pritaike
‘
sa

‘
lyginės tikimybės apibrėžima

‘
P (A ∩Hi) = P (Hi)P (A|Hi), gauname

P (A) =
∑

i≥1

P (Hi)P (A|Hi).

Čia ∪i≥i žymi sa
‘
junga

‘
∪k

i=1, jei aibiu
‘
rinkinys baigtinis ir sa

‘
junga

‘
∪∞i=1 skaitaus

aibiu
‘
rinkinio atveju. Panašiai,

∑
i≥1 žymi suma

‘

∑k
i=1 jei aibiu

‘
rinkinys baigtinis

ir suma
‘

∑∞
i=1 skaitaus aibiu

‘
rinkinio atveju.

I
‘
rodymas baigtas.

PVZ 4.3. Turime 5 dėžes su vaisiais. Dvi dėžės turi po 2 obuolius ir kriauše
‘
, kitos

dvi dėžės turi po 3 obuolius ir kriauše
‘
. Penktoji dėžė turi 10 kriaušiu

‘
. Sakysime,

kad turime po dvi dėžes pirmosios ir antrosios rūšies ir viena
‘
dėže

‘
trečiosios rūšies.

Atsitiktinai parinke
‘
dėže

‘
ǐs jos atsitiktinai ǐsrinkome vaisiu

‘
. Kokia tikimybė, kad

tai obuolys?
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Laikome, kad visos penkios dėžės turi vienodus šansus būti ǐsrinktomis. Traukiant
vaisiu

‘
, visi dėžės vaisiai turi vienodas galimybes būti ǐstraukti.

Sprendimas.
Pažymėkime i

‘
vykius: Ai - ”parinkta i−tos rūšies dėžė”, i = 1, 2, 3; B - ”ǐstrauktas

vaisius yra obuolys”. I
‘
vykiu

‘
Ai tikimybės P (A1) = P (A2) = 2/5 ir P (A3) = 1/5.

Tikimybė ǐstraukti obuoli
‘

ǐs pirmos rūšies dėžės yra P (B|A1) = 2/3, tikimybė
ǐstraukti obuoli

‘
ǐs antros rūšies dėžės yra P (B|A2) = 3/4, tikimybė ǐstraukti obuoli

‘
ǐs trečios rūšies dėžės yra P (B|A3) = 0. Pritaike

‘
(4.2) formule

‘
, rašome

P (B) = P (B|A1)P (A1)+P (B|A2)P (A2)+P (B|A3)P (A3) = 2

3

2

5
+ 3

4

2

5
= 17

30
.

Teiginys 4.3 (Bejeso formulė, Thomas Bayes 1702-1761). Tarkime, i
‘
vykiai

A,B ∈ F ir P (A) > 0, P (B) > 0. Tuomet

(4.4) P (B|A) = P (B)

P (A)
P (A|B).

I
‘
rodymas. (4.4) formulė ǐsplaukia ǐs sa

‘
lyginės tikimybės apibrėžimo,

P (A|B)P (B) = P (A ∩B) = P (B|A)P (A).

I
‘
rodymas baigtas.

Teorema 4.4 (Bejeso teorema). Tarkime H1,H2, · · · ∈ F yra tokie, kad Hi ∩
Hj = ∅ visiems i 6= j ir P (Hi) > 0 kiekvienam i. Be to ∪i≥1Hi = Ω. Tuomet bet
kuriam i

‘
vykiui A ∈ F su P (A) > 0 ir bet kuriam k yra teisinga lygybė

(4.5) P (Hk|A) = P (Hk)P (A|Hk)∑
i≥1

P (Hi)P (A|Hi)
.

I
‘
rodymas. Iš (4.4) formulės ǐsplaukia

P (Hk|A) = P (Hk)

P (A)
P (A|Hk).

I
‘
state

‘
pilnos tikimybės formule

‘
P (A) =

∑
i≥1 P (Hi)P (A|Hi), gauname (4.5).

I
‘
rodymas baigtas.

PVZ 4.4. Turime penkias dėžes su rutuliais. Po dvi dėžes yra pirmos ir antros
rūšies. Viena dėžė yra trečios rūšies. Pirmos rūšies dėžėje yra 2 balti ir 3 juodi
rutuliai. Antros rūšies dėžėje yra 1 baltas ir 4 juodi rutuliai. Trečios rūšies dėžėje
yra 4 balti ir 1 juodas rutulys. Atsitiktinai parenkame viena dėže

‘
(visos penkios

dėžės vienodai tikėtinos). Iš pasirinktosios dėžės atsitiktinai traukiame rutuli
‘
(visi
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dėžės rutuliai turi vienodus šansus buti ǐstraukti). Kokia tikimybė, kad pasirinkta
dėžė buvo trečiosios rūšies, jei žinome, kad ǐstrauktas rutulys buvo baltas?

Sprendimas. Žymime i
‘
vykius: B -”ǐstrauktas rutulys yra baltas”; Ai -”buvo

pasirinkta i−tos rūšies dėžė”, i = 1, 2, 3. Mus domina tikimybė P (A3|B). Iš
Bejeso teoremos turime

P (A3|B) = P (A3)P (B|A3)

P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3)

=

1

5

4

5
2

5

2

5
+

2

5

1

5
+

1

5

4

5

= 2

5
.

4.2. Nepriklausomi i
‘
vykiai

PVZ 4.5. Artilerijos apšaudomoje srityje pažymėkime kvadrata
‘

[0, 1] × [0, 1].
Pažymėkime pirmojo šūvio, pataikiusio i

‘
kvadrata

‘
, koordinates x ir y. Tarsime,

kad visi kvadrato taškai (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] turi vienodus šansus (t.y., sviediniai
tolygiai apšaudo srities dali

‘
, kurioje yra kvadratas).

Fiksuokime skaičius 0 ≤ a < b ≤ 1 ir 0 ≤ c < d ≤ 1. Sakome, kad i
‘
vyko i

‘
vykis A,

jei šūvio koordinatė x pateko i
‘
intervala

‘
[a, b], t.y., a ≤ x ≤ b. Sakome, kad i

‘
vyko

i
‘
vykis B, jei šūvio koordinatė y pateko i

‘
intervala

‘
[c, d], t.y., c ≤ y ≤ d.

Pritaike
‘
geometriniu

‘
tikimybiu

‘
modeli

‘
, gauname

P (A) = Q([a, b]× [0, 1])

Q([0, 1]× [0, 1])
= b− a, P (B) = Q([c, d]× [0, 1])

Q([0, 1]× [0, 1])
= d− c,

P (A ∩B) = Q([a, b]× [c, d])

Q([0, 1]× [0, 1])
= (b− a)(d− c).

Tikimybės tenkina lygybe
‘
P (A ∩B) = P (A)P (B).

Toliau nagrinėsime tikimybine
‘
erdve

‘
(Ω,F , P ).

APB 4.2. I
‘
vykius A,B ∈ F vadiname nepriklausomais jei

(4.6) P (A ∩B) = P (A)P (B).

Teiginys 4.5. Tarkime A,B ∈ F . Jei P (A) > 0, tai (4.6) lygybė ekvivalenti
lygybei P (B|A) = P (B).

I
‘
rodymas. Tarkime (4.6) lygybė yra patenkinta. Iš sa

‘
lyginės tikimybės apibrėži-

mo, P (B|A) = P (A ∩B)/P (A). I
‘
state

‘
(4.6) gauname P (B|A) = P (B).

Tarkime yra teisinga lygybė P (B|A) = P (B). I
‘
state

‘
kairėn pusėn tapatybe

‘
P (B|A) = P (A ∩B)/P (A), gauname (4.6) lygybe

‘
.

I
‘
rodymas baigtas.

Iš 4.5 teiginio ǐsplaukia, jog sa
‘
lyga, kad yra i

‘
vyke

‘
s i

‘
vykis A, neturi i

‘
takos i

‘
vykio

B tikimybei, jei i
‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi.
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Teiginys 4.6. I
‘
vykiui A ∈ F yra teisingi tokie teiginiai.

(i) Jei P (A) = 0, tai bet kuriam i
‘
vykiui B ∈ F i

‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi.

(ii) Jei P (A) = 1, tai bet kuriam i
‘
vykiui B ∈ F i

‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi.

(iii) Jei i
‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi, tai i

‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi.

Čia žymime B = Ω \B i
‘
vyki

‘
, priešinga

‘
i
‘
vykiui B.

(iv) Jei i
‘
vykiai B1, B2, · · · ∈ F yra tokie, kad Bi ∩ Bj = ∅ visiems i 6= j ir

i
‘
vykiai A ir Bi yra nepriklausomi visiems i, tuomet i

‘
vykiai A ir D = ∪i≥1Bi yra

nepriklausomi.

I
‘
rodymas. (i) Kadangi (A ∩ B) ⊂ A, tai P (A ∩ B) ≤ P (A) = 0. Iš čia ǐsplaukia,

kad P (A ∩B) = 0. Taigi, P (A ∩B) = 0 = 0× P (B) = P (A)× P (B).
(ii) Iš lygybės P (A) = 1 ǐsplaukia P (A) = 0. Todėl P (B ∩A) = 0. Iš lygybiu

‘

B = B ∩ Ω = B ∩ (A ∪A) = (B ∩A) ∪ (B ∩A)

ǐsplaukia P (B) = P (B ∩A) + P (B ∩A). I
‘
state

‘
P (B ∩A) = 0, gauname

P (B ∩A) = P (B) = 1× P (B) = P (A)× P (B).

(iii) Iš aibiu
‘
lygybės A ∩B = A \ (A ∩B) ǐsplaukia

P (A ∩B) = P (A \ (A ∩B)) = P (A)− P (A ∩B).

I
‘
state

‘
P (A ∩B) = P (A)P (B) (i

‘
vykiai nepriklausomi!), gauname

P (A ∩B) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1− P (B)) = P (A)P (B).

(iv) Iš aibiu
‘
lygybės D∩A = ∪i≥1(Bi ∩A) ir to fakto, kad Bi ∩Bj = ∅, kai i 6= j,

ǐsplaukia (tikimybinio mato adityvumas!)

P (D ∩A) =
∑

i≥1

P (Bi ∩A).

Kiekvienas dėmuo P (Bi ∩ A) = P (Bi)P (A), nes i
‘
vykiai Bi ir A nepriklausomi.

Gauname

P (D ∩A) =
∑

i≥1

P (Bi)P (A) = P (A)
∑

i≥1

P (Bi) = P (A)P (D).

Paskutiniojoje lygybėje vėl pritaikėme tikimybinio mato adityvuma
‘
, t.y., lygybe

‘
P (D) =

∑
i≥1 P (Bi).

I
‘
rodymas baigtas.

Nagrinėkime i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘
U ⊂ F .



32

APB 4.3. Sakome, kad rinkinio U i
‘
vykiai nepriklausomi (rinkini

‘
U sudaro neprik-

lausomi i
‘
vykiai), jei bet kuriems U elementams A1, A2, . . . , Ak ∈ U yra teisinga

lygybė

(4.7) P (A1 ∩ · · · ∩Ak) = P (A1) · · ·P (Ak).

Pastaba. Apibrėžimas reikalauja patikrinti (4.7) lygybe
‘
visoms rinkinio U elemen-

tu
‘
grupėms (turinčioms k = 2 elementu

‘
, turinčioms k = 3 elementus, etc.).

PVZ 4.6. Tetraedras turi 4 sienas. Pirma
‘

siena
‘

nudažome raudonai, antra
‘

-
žaliai, trečia

‘
- geltonai. Ketvirta

‘
siena

‘
nuspalvinam taip, kad ji turėtu

‘
po lopinėli

‘
visu

‘
triju

‘
spalvu

‘
. Ridename nuspalvinta tetraedra

‘
plokštuma. Mus domina siena,

kuria (sustoje
‘
s) tetraedras liečia plokštuma

‘
.

Sakome, kad i
‘
vyko i

‘
vykis AR, jei ši siena turi raudonos spalvos. Panašiai apibrė-

žiame i
‘
vykius AZ ir AG. Ar i

‘
vykiai AR, AZ ir AG sudaro nepriklausomu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘
?

Sprendimas. Eksperimento modelis yra tikimybinė erdvė (Ω,F , P ), kur Ω =
{ω1, ω2, ω3, ω4}. Elementarioji baigtis ωi atitinka situacija

‘
, kai i−toji siena liečia

plokštuma
‘
. Kadangi visi variantai turi vienodus šansus, tai P (ωi) = 1/4 visiems

i. I
‘
vykiu

‘
algebra

‘
F sudaro visi aibės Ω poaibiai.

Kadangi
AR = {ω1, ω4}, AZ = {ω2, ω4}, AG = {ω3, ω4},

gauname P (AR) = P (AZ) = P (AG) = 1/2. Kita
‘
vertus,

AR ∩AZ = {ω4}, AR ∩AG = {ω4}, AZ ∩AG = {ω4}.

Todėl
P (AR ∩AZ) = P (AR ∩AG) = P (AZ ∩AG) = 1/4.

Darome ǐsvada
‘
kad,

P (AR ∩AZ) = P (AR)P (AZ), P (AR ∩AG) = P (AR)P (AG),

P (AZ ∩AG) = P (AZ)P (AG).

Taigi, bet kuria
‘
pora

‘
sudaro nepriklausomi i

‘
vykiai.

Tačiau rinkinys {AR, AZ , AG} nėra nepriklausomu
‘
aibiu

‘
rinkinys, nes

P (AR ∩AZ ∩AG) = P ({ω4}) =
1
4
6= 1

8
= P (AR)P (AZ)P (AG).

PVZ 4.7. Tikimybė, kad šaulys pataikys yra 1/3. Kokia tikimybė, kad ǐsšovus
10 kartu

‘
visi šūviai bus sėkmingi? Kokia tikimybė, kad bent vienas šūvis bus

sėkmingas? Laikome, kad skirtingu
‘
šūviu

‘
rezultatai nepriklauso vienas nuo kito.
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Sprendimas. I
‘
vyki

‘
A - ”visi 10 šūviu

‘
sėkmingi” atitinka i

‘
vykiu

‘
sankirta, A =

∩10
i=1Ai, kur Ai žymi i

‘
vyki

‘
, kad i−tasis šūvis sėkmingas. Kadangi šūviu

‘
rezultatai

nepriklausomi, tai i
‘
vykiai A1, . . . , A10 sudaro nepriklausomu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘
. Todėl

P (A) = P (∩10
i=1Ai) = P (A1)× P (A2)× · · · × P (A10) = (1/3)10.

I
‘
vykio B - ”bent vienas šūvis sėkmingas” tikimybe

‘
patogu skaičiuoti tokiu būdu.

Pradžioje randame jam priešingo i
‘
vykio B - ”visi 10 šūviu

‘
nesėkmingi” tikimybe

‘
.

Tuomet mus dominanti tikimybė P (B) = 1 − P (B). I
‘
vyki

‘
B atitinka i

‘
vykiu

‘
sankirta, B = ∩10

i=1Bi, kur Bi žymi i
‘
vyki

‘
, kad i−tasis šūvis nesėkmingas. Kadangi

šūviu
‘
rezultatai nepriklausomi, tai i

‘
vykiai B1, . . . , B10 sudaro nepriklausomu

‘
i
‘
vy-

kiu
‘
rinkini

‘
. Todėl P (B) = P (∩10

i=1Bi) = P (B1)×P (B2)×· · ·×P (B10) = (2/3)10.
Iš čia gauname P (B) = 1− (2/3)10.

5. Nepriklausomi eksperimentai. Binominė ir polinominė tikimybė.
Puasono teorema.

5.1. Nepriklausomi eksperimentai

PVZ. 5.1. Du kartus metame kauliuka
‘
. Pirmojo metimo baigčiu

‘
aibė Ω1 =

{x1, x2, . . . , x6}. Antrojo metimo baigčiu
‘

aibė Ω2 = {y1, y2, . . . , y6}. Dvieju
‘

metimu
‘

bendra
‘

rezultata
‘

aprašo baigčiu
‘

aibė Ω = {(xi, yj) : 1 ≤ i, j ≤ 6}. Ši
aibė turi 36 elementus. Elementarioji baigtis (xi, yj) atitinka rezultata

‘
, kai pir-

muoju metimu ǐskrito i, o antruoju j akučiu
‘
.

Pažymėkime i
‘
vykius: A - ”pirmuoju metimu ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
skaičius lyginis”,

B - ”antruoju metimu ǐskritusiu
‘
akučiu

‘
skaičius neviršija 3”.

I
‘
vykiui A palankios yra tos poros (xi, yj), kuriu

‘
pirmoji koordinatė xi turi lygini

‘
numeri

‘
i. Todėl A = {2, 4, 6} × Ω2 ir |A| = 3× 6 = 18.

I
‘
vykiui B palankios yra tos poros (xi, yj), kuriu

‘
antrosios koordinatės yj numeris

j ≤ 3. Todėl B = Ω1 × {1, 2, 3} ir |B| = 6× 3 = 18.
I
‘
vyki

‘
”pirmuoju metimu ǐskritusiu

‘
akučiu

‘
skaičius lyginis, o antruoju metimu

ǐskritusiu
‘
akučiu

‘
skaičius neviršija 3” atitinka poros, patekusios i

‘
sankirta

‘
A ∩B.

Šia
‘
sankirta

‘
sudaro tos poros (xi, yj), kuriu

‘
pirmoji koordinatė xi turi lygini

‘
numeri

‘
i, o antrosios koordinatės yj numeris j ≤ 3. Todėl A ∩ B = {2, 4, 6} × {1, 2, 3} ir
|A ∩B| = 3× 3 = 9.
Kadangi visos poros yra vienodai tikėtinos, tai bet kurios poros (xi, yj) pasirody-

mo tikimybė P ({(xi, yj)}) = 1/36. Iš čia randame tikimybes

P (A) = 18

36
= 1

2
, P (B) = 18

36
= 1

2
, P (A ∩B) = 9

36
= 1

4
.

Iš lygybės P (A∩B) = P (A)P (B) ǐsplaukia, kad i
‘
vykiai A ir B yra nepriklausomi.
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Ši
‘
pastebėjima

‘
galime apibendrinti. Jei C yra koks nors i

‘
vykis, kuris priklauso

tik nuo pirmojo metimo rezultato, o D yra koks nors i
‘
vykis, kuris priklauso tik

nuo antrojo metimo rezultato, tai jie yra nepriklausomi.
Tarkime C yra koks nors i

‘
vykis, kuris priklauso tik nuo pirmojo metimo rezultato.

Tuomet ji
‘
atitinkamtis Ω poaibis C ⊂ Ω gali būti užrašytas taip C = C1×Ω2, kur

poaibis C1 ⊂ Ω1 nurodo kaip mūsu
‘
i
‘
vykis priklauso nuo pirmojo metimo rezultato.

Aibė C turi |C1| × 6 elementu
‘
(poru

‘
). Todėl P (C) = |C1| × 6/36 = |C1|/6.

Tarkime D yra koks nors i
‘
vykis, kuris priklauso tik nuo antrojo metimo rezultato.

Tuomet ji
‘
atitinkamtis Ω poaibis D ⊂ Ω gali būti užrašytas taip D = Ω1×D2, kur

poaibis D2 ⊂ Ω2 nurodo kaip mūsu
‘
i
‘
vykis priklauso nuo antrojo metimo rezultato.

Aibė D turi 6× |D2| elementu
‘
(poru

‘
). Todėl P (D) = 6× |D2|/36 = |D2|/6.

I
‘
vyki

‘
C ∩ D sudaro poru

‘
aibė C1 × D2. Joje yra |C1| × |D2| elementu

‘
. Todėl

P (C ∩D) = |C1| × |D2|/36.
Gauname, kad P (C ∩D) = P (C)P (D). Taigi, i

‘
vykiai C ir D yra nepriklausomi.

Du (ar daugiau) eksperimentus (ši
‘
karta

‘
tai du kauliuo metimai), kuriu

‘
rezultatai

nepriklausomi vadiname nepriklausomais eksperimentais.
Pirmaji

‘
kauliuko metima

‘
(pirma

‘
eksperimenta

‘
) atitinka tikimybinė erdvė (Ω1, F1,

P1), kur F1 žymi visu
‘
aibės Ω1 poaibiu

‘
rinkini

‘
, o tikimybinis matas P1({xi}) = 1/6

visiems i = 1, 2, . . . , 6.
Antraji

‘
kauliuko metima

‘
(antra

‘
eksperimenta

‘
) atitinka tikimybinė erdvė (Ω2, F2,

P2), kur F2 žymi visu
‘
aibės Ω2 poaibiu

‘
rinkini

‘
, o tikimybinis matas P2({yj}) = 1/6

visiems j = 1, 2, . . . , 6.
Abu eksperimentus kartu atitinka tikimybinė erdvė (Ω,F , P ), kur Ω = Ω1 ×

Ω2, o F atitinka visu
‘
aibės Ω poaibiu

‘
rinkini

‘
. Tikimybinis matas P ({xi, yj)}) =

1/36 = P1({xi})P2({yj}) visoms poroms (xi, yj), kur 1 ≤ i, j ≤ 6. Toki
‘
tikimybini

‘
mata

‘
dar žymime P = P1 × P2 norėdami pabrėžti, kad jis gaunamas sudauginus

atitinkamu
‘
koordinačiu

‘
xi ir yj tikimybes.

Dvieju
‘
nepriklausomu

‘
eksperimentu

‘
tikimybine

‘
erdve

‘
dar žymime taip

(Ω,F , P ) = (Ω1,F1, P1)× (Ω2,F2, P2)

ir vadiname tikimybiniu
‘
erdviu

‘
sandauga.

APB 5.1 Tarkime, atliekame n statistiniu
‘
eksperimentu

‘
. Kiekvienam i = 1,. . . , n

pažymėkime i−jo eksperimento tikimybini
‘
modeli

‘
(tikimybine

‘
erdve

‘
) (Ωi,Fi, Pi).

I
‘
veskime tikimybine

‘
erdve

‘
(Ω,F , P ), kur

Ω = Ω1 × Ω2 × · · · × Ωn

žymi aibe
‘

vektoriu
‘

ω = (ω1, . . . , ωn) su ωi ∈ Ωi visiems i = 1, . . . , n. Aibės Ω
poaibiu

‘
rinkinys F yra pati mažiausia σ− algebra, kuriai priklauso visos aibės

(5.1) B = B1 ×B2 × · · · ×Bn,
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čia kiekvienam i = 1, . . . , n aibė Bi yra koks nors aibės Ωi poaibis, priklausantis
rinkiniui Fi. Žymime

F = F1 ×F2 × · · · × Fn.

Tikimybinis matas P , apibrėžtas aibėms ǐs F , tenkina lygybe
‘

P (B) = P1(B1)× P2(B2)× · · · × Pn(Bn),

visoms aibėms B, aprašytoms formule (5.1). Žymime

P = P1 × P2 × · · · × Pn.

Sakome, kad tikimybinė erdvė (Ω,F , P ) atitinka n nepriklausomu
‘
eksperimentu

‘
(Ωi,Fi, Pi), 1 ≤ i ≤ n modeli

‘
. Žymime

(Ω,F , P ) = (Ω1,F1, P1)× · · · × (Ωn,Fn, Pn).

5.2. Binominė tikimybė

Metame nesimetrǐska
‘

moneta
‘
. Tikimybė, kad atsivers herbas yra p. Tuomet

skaičiaus atsivertimo tikimybė 1−p. Metus taisyklinga
‘
moneta

‘
, herbo ir skaičiaus

atsivertimo šansai yra lygūs. Todėl šiuo atveju p = 1/2. Sakydami, kad moneta
nesimetrǐska, turime galvoje tokia

‘
situacija

‘
, kai tikimybė p nebūtinai lygi 1/2. Pvz.

p = 3/10.
Monetos metimas yra statistinis eksperimentas. Jo baigties ǐs anksto nežinome.

Matematinis eksperimento modelis yra tikimybinė erdvė (Ω0,F0, P0), kur baigčiu
‘

aibė Ω0 = {0, 1}. Herbo atsivertimo fakta
‘
žymi elementarioji baigtis 1, skaičiaus

atsivertimo fakta
‘

žymi elementarioji baigtis 0. Aibiu
‘

rinki
‘
F0 sudaro visi Ω0

poaibiai, F0 = {∅, {0}, {1}, Ω0}. Tikimybė P0(1) = p ir P0(0) = q. Čia vartojame
žymėjima

‘
q = 1− p.

n kartu
‘
metame ta

‘
pačia

‘
moneta

‘
. Laikome, kad statistiniu

‘
eksperimentu

‘
rezul-

tatai nepriklausomi (ankstesniu
‘

metimu
‘

rezultatai neturi i
‘
takos vėliau sekančiu

‘
metimu

‘
baigtims). Juos atitinka tikimybinės erdvės (Ωi,Fi, Pi), i = 1, . . . , n,

kurios yra lygiai tokios pačios kaip ir (Ω0,F0, P0) (šios erdvės kopijos). Visu
‘

n
eksperimentu

‘
serija

‘
atitinka matematinis modelis (Ω,F , P ), kur Ω = Ω1 × Ω2 ×

· · · × Ωn ir F = F1 ×F2 × · · · × Fn ir P = P1 × P2 × · · · × Pn, žr. APB 5.1.
Mus domina i

‘
vykis Ak- ”herbas pasirodė k kartu

‘
, o skaičius pasirodė n − k

kartu
‘
”. Atitinkantis poaibis Ak ⊂ F yra sudarytas ǐs tu

‘
elementariu

‘
ju

‘
baigčiu

‘
ω = (ω1, . . . , ωn), tarp kuriu

‘
koordinačiu

‘
vienetas pasikartoja k kartu

‘
, o nulis

pasikartoja n− k kartu
‘
. Kiekvienos tokios elementariosios baigties tikimybė

P (ω) = P1(ω1) . . . Pn(ωn) = pkqn−k,
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nes sandaugoje yra k daugikliu
‘
, kurie atitinka herbo pasirodyma

‘
(ωi = 1) ir kuriu

‘
dydis Pi(1) = p. Like n− k daugikliu

‘
atitinka skaičiaus pasirodyma

‘
(ωj = 0) ir ju

‘
dydis Pj(0) = q.
Matome, kad visos i

‘
vykiui Ak palankios elementariosios baigtys ω ∈ Ak turi

vienodas tikimybes P (ω) = pkqn−k. Todėl i
‘
vykio Ak tikimybė

P (Ak) =
∑

ω∈Ak

P (ω) = |Ak|pkqn−k.

I
‘
vykiui Ak palankias elementariasias baigtis ω = (ω1, . . . , ωn) atitinka žodžiai

001011001...01, turintys n raidžiu
‘
, naudojantys abėcėle

‘
{0, 1} ir tokie, kuriuose

raidė 1 pasikartoja lygiai k kartu
‘
, o raidė 0 pasikartoja n− k kartu

‘
. Tokiu

‘
žodžiu

‘
yra

(
n
k

)
. Taigi |Ak| =

(
n
k

)
, o tikimybė

(5.2) P (Ak) =
(

n

k

)
pkqn−k.

Ši tikimybė vadinama binomine tikimybe (turi binomini
‘
koeficienta

‘

(
n
k

)
).

5.3. Polinominė tikimybė

Turime nesimetrǐska
‘

kauleli
‘

(ǐskila
‘

briaunaini
‘
) su m sienu

‘
B1, . . . , Bm. Metus

kauleli
‘

ant plokštumos, jis nuriedėje
‘
s sustos. Sakome, kad atsivertė siena Bk,

jei sustoje
‘
s kaulelis šia siena liečia plokštuma

‘
. Pažymėkime pj tikimybe

‘
, kad at-

sivertusi siena yra Bj . Jei kaulelis nėra simetrǐskas, tikimybės p1, . . . , pm gali būti
skirtingos. Kaulelio metimo eksperimenta

‘
atitinka tikimybinis modelis (tikimybinė

erdvė) (Ω0,F0, P0). Elementariu
‘
ju

‘
baigčiu

‘
aibė Ω0 = {B1, . . . , Bm}. Tikimybi-

nis matas P0(Bi) = pi visiems i = 1, . . . , m. Skaičiu
‘
rinkinys p1, . . . , pm atitinka

kaulelio savybes (forma
‘
). Aǐsku, pi > 0 visiems i = 1, . . . , m ir p1 + · · ·+ pm = 1.

Galimu
‘
atsitiktiniu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkini

‘
F0 sudaro visi Ω0 poaibiai.

n kartu
‘

metame ta
‘

pati
‘

kauleli
‘

ir registruojame atsivertusias sienas. Laikome
kad metimu

‘
rezultatai nepriklausomi. Pažymėkime i−jo eksperimento tikimybine

‘
erdve

‘
(Ωi,Fi, Pi). Visus n eksperimentu

‘
kartu aprašo tikimybinė erdvė (Ω,F , P ),

kur Ω = Ω1 ×Ω2 × · · · ×Ωn ir F = F1 ×F2 × · · · × Fn ir P = P1 × P2 × · · · × Pn,
žr. APB 5.1.
Elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
aibe

‘
Ω sudaro vektoriai ω = (ω1, . . . , ωn), kur ωk nurodo

k−jo eksperimento metu atsivertusia
‘

kaulelio siena
‘
. Pvz., elementrioji baigtis

ω = (B1, B1, B2, B3, ...., B6) atitinka toki
‘

eksperimentu
‘

sekos rezultata
‘
, kai pir-

muoju metimu atsivertė B1, antruoju vėl B1, trečiuoju - B2, ketvirtuoju - B3, o
paskutiniam metime atsivertė B6. Tokios serijos tikimybė P (ω) = p1p1p2p3 · · · p6.
Mus domina i

‘
vykis Ak1 ..., km - ”siena B1 atsivertė k1 kartu

‘
, siena B2 atsivertė

k2 kartu
‘
, ..., siena Bm atsivertė km kartu

‘
”. Aǐsku, k1 + k2 + · · · + km = n, nes

eksperimentu
‘
skaičius yra n. Elementarusis i

‘
vykis ω = (ω1, . . . , ωn) yra palankus
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i
‘
vykiui Ak1 ..., km , jei tarp ω kordinačiu

‘
ω1, . . . , ωn simbolis B1 pasikartoja k1

kartu
‘
, simbolis B2 pasikartoja k2 kartu

‘
, ..., simbolis Bm pasikartoja km kartu

‘
.

Palankiu
‘
elementariu

‘
ju

‘
i
‘
vykiu

‘
ω skaičius yra polinominis koeficientas (kartotiniu

‘
gretiniu

‘
skaičius)

(
n

k1...km

)
. Kiekvieno tokio elementaraus i

‘
vykio tikimybė P (ω) =

pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m . Todėl i

‘
vykio Ak1 ..., km

tikimybė

P (Ak1 ..., km
) =

∑

ω∈Ak1 ..., km

P (ω) =
∑

ω∈Ak1 ..., km

pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m

= |Ak1 ..., km |pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m =

(
n

k1 . . . km

)
pk1
1 pk2

2 · · · pkm
m .(5.3)

Ja
‘
vadiname polinomine tikimybe.

5.4. Puasono teorema

Nagrinėkime binomine
‘

tikimybe
‘

P (Ak) =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k, žr 5.2 skyreli

‘
. Jei

atlikome 100 monetos metimu
‘
, o herbo atsiverimo tikimybė p = 1/10, tai tikėtinas

herbo pasirodymu
‘

skaičius galėtu
‘

būti 10. Metus moneta
‘

1000 kartu
‘
, galėtume

tikėtis, kad apytikriai 100 kartu atsivertė herbas. Apskritai, po n metimu
‘
, herbo

atsivertimu
‘
skaičius k turėtu

‘
atspindėti herbo atsivertimo šansus p ir todėl tikėtina,

kad k ≈ np.
Jei turėtume skirtingu

‘
nesimetriniu

‘
monetu

‘
rinkini

‘
su atitinkamomis p reikšmėmis

p1, p2, . . . tokiomis, kad

(5.4) lim
n

npn = λ,

tai atlike
‘
n eksperimentu

‘
su n−ta moneta, galetume tikėtis, kad apytikriai npn ≈

λ kartu
‘

atsivers herbas. Kokia tikimybė, kad n−to eksperimento metu herbas
atsivers k kartu

‘
? Tikslu

‘
atsakyma

‘
pateikia binominės tikimybės formulė (5.2).

Tačiau ja nėra lengva naudotis, nes prireikia sudėtingu
‘
skaičiavimu

‘
. Pasirodo, kad

esant patenkintai sa
‘
lygai (5.4), binomine

‘
tikimybe

‘
galime apytikriai apskaičiuoti,

panaudojant Puasono tikimybe.

Teorema 5.1. Tarkime, kad sa
‘
lyga (5.4) yra patenkinta su λ < ∞. Tuomet

visiems k = 0, 1, 2, . . . , egzistuoja riba

(5.5) lim
n

(
n

k

)
pk

n(1− pn)n−k = λk

k!
e−λ.

Pastaba. Jei λ = 0 ir k = 0, dešinei (5.5) lygybės pusei priskiriame reikšme
‘
1.

I
‘
rodymas.
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Pažymėkime an =
(
n
k

)
pk

n(1− pn)n−k ir

An = n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
, Bn = (1− pn)k, Cn = (npn)k

k!
.

Užrašykime

(5.6) an = n!

k!(n− k)!

(npn)k

nk
(1− pn)n−k = An

Bn
Cn(1− pn)n,

Tarkime, kad λ > 0. (5.5) lygybė (ir ribos egzistavimas) ǐsplaukia ǐs ribu
‘

(5.7) An → 1, Bn → 1, Cn → λk

k!
, kai n →∞

ir lygybės

(5.8) lim
n

(1− pn)n = e−λ.

Ribos (5.7) yra akivaizdžios. Lieka i
‘
rodyti (5.8) lygybe

‘
. I

‘
rodysime, pasiremdami

žinoma riba

(5.9) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Užraše
‘

(1− pn)n = (1− npn

n
)n = exp{ln(1− npn

n
)n}

= exp
{
n ln(1− npn

n
)
}

= exp
{ ln(1− npn

n
)

npn

n

npn

}
(5.10)

ir pastebėje
‘
, kad ǐs (5.9) ǐsplaukia

ln(1− npn

n
)

npn

n

→ −1

kai npn → λ ir npn

n → 0, gauname

lim
n

ln(1− npn

n
)

npn

n

npn = lim
n

ln(1− npn

n
)

npn

n

lim
n

npn = −λ.
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Kadangi funkcija y → ey yra tolydžioji, darome ǐsvada
‘
, kad dešinė (5.10) lygybės

pusė artėja i
‘
e−λ, kai n →∞. Todėl

(5.11) (1− pn)n → e−λ.

Liko i
‘
rodyti (5.5) lygybe

‘
, kai λ = 0. Kai k = 1, 2, 3, . . . dešinė (5.5) lygybės pusė

lygi 0. Norėdami i
‘
sitikinti, kad kairioji (5.5) lygybės pusė taip pat lygi 0, taikome

užraša
‘
(5.6) ir (5.7) lygybes. Ši

‘
karta

‘
Cn → 0, o (1− pn)n ≤ 1. Todėl an → 0, kai

n →∞.
Jei λ = 0 ir k = 0, tai an = (1− pn)n. Pritaike

‘
(5.11), gauname an → 1.

I
‘
rodymas baigtas.

II. ATSITIKTINIAI DYDŽIAI IR JU
‘

TIKIMYBINIAI SKIRSTINIAI

6. Atsitiktiniai dydžiai

6.1. σ−algebros

Primename σ−algebros apibrėžima
‘
. Aibės Ω poaibiu

‘
rinkini

‘
F vadiname σ−al-

gebra, jei
1) ∅, Ω ∈ F ;
2) A,B ∈ F ⇒ A ∪B ∈ F ir A ∩B ∈ F ;
3) A ∈ F ⇒ A ∈ F , čia A = Ω \A;
4) A1, A2, · · · ∈ F ⇒ ∪∞i=1Ai ∈ F ir ∩∞i=1Ai ∈ F .

Toliau nagrinėsime i
‘
vairias σ−algebras, sudarytas ǐs aibės Ω poaibiu

‘
(t.y. poaibiu

‘
rinkinius, tenkinančius 1)-4) savybes). Pati didžiausia σ−algebra yra visu

‘
Ω

poaibiu
‘

rinkinys. Visos kitos σ−algebros yra šio didelio poaibiu
‘

rinkinio dalys.
Pati mažiausia σ−algebra yra aibiu

‘
sistema {∅, Ω}. Ji i

‘
eina i

‘
bet kuria

‘
kita

‘
σ−algebra

‘
. Tarkime, F = {Fγ , γ ∈ Γ} yra kokia nors σ−algebru

‘
klasė (sistema).

Čia laikome, kad kiekvienas elementas Fγ turi savo varda
‘
(indeksa

‘
) γ, o vardai

sudėti i
‘
archyva

‘
(indeksu

‘
aibe

‘
) Γ. Tai yra patogus žymėjimas.

Teiginys 6.1. Tos aibės A, kurios priklauso kiekvienai rinkinio {Fγ , γ ∈ Γ}
σ−algebrai Fγ , sudaro σ−algebra

‘
.

Pastaba. Teiginys sako, kad sankirta F = ∩γ∈ΓFγ yra σ−algebra.
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I
‘
rodymas. Tikriname ar aibiu

‘
rinkinys F tenkina 1)-4) sa

‘
lygas.

1) Kadangi Ω yra kiekvienos σ−algebros Fγ narys, tai Ω yra ir sankirtos F narys.
2) Jei A,B ∈ F tai A,B ∈ Fγ visiems γ ∈ Γ. Tuomet kiekvienam γ turime

A∪B ∈ Fγ ir A∩B ∈ Fγ . Iš čia ǐsplaukia, kad aibės A∪B ir A∩B yra rinkinio
F nariai.
Lygiai taip pat i

‘
rodoma 3) ir 4) punktai.

I
‘
rodymas baigtas.

APB 6.1. Tarkime M yra koks nors aibės Ω poaibiu
‘

rinkinys. Nagrinėkime
aibe

‘
, sudaryta

‘
ǐs visu

‘
σ−algebru

‘
F , kurioms priklauso (visi) M elementai. Šia

‘
σ−algebru

‘
klase

‘
žymime F = {F : M ⊂ F}. Tie Ω poaibiai, kurie patenka i

‘
kiekviena klasės F σ−algebra

‘
, sudaro poaibiu

‘
rinkini

‘
∩F∈FF , kuri

‘
žymime σ(M).

Iš 6.1 teiginio ǐsplaukia, kad šis poaibiu
‘
rinkinys yra σ−algebra. Tai pati mažiausia

σ−algebra, kuriai priklauso visos rinkinio M aibės, nes σ(M) ⊂ F bet kuriai
F ∈ F. Sakome, kad σ(M) yra σ−algebra, generuota poaibiu

‘
sistemos M.

PVZ 6.1 Nepriklausomu
‘
eksperimentu

‘
tikimybiniu

‘
erdviu

‘
(Ωi,Fi, Pi), 1 ≤ i ≤ n,

sandaugos σ−algebra F1× · · · ×Fn yra mažiasia σ−algebra, kuriai priklauso visu
‘

stačiakampiu
‘
aibiu

‘
rinkinys M = {B1 × · · · × Bn : Bi ∈ Fi, i = 1, . . . , n}, žr.

APB 5.1. Taigi, F1 × · · · × Fn = σ(M).

APB 6.3. Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės R poaibiu

‘
σ−algebra

‘
, kuri yra generuota

intervalu
‘
sistemos M = {(a, b) : a, b ∈ R}, vadiname Borelio σ−algebra. Žymime

B(R). Taigi, B(R) = σ(M).
Euklido erdvės Rk poaibiu

‘
σ−algebra

‘
, kuri yra generuota stačiakampiu

‘
aibiu

‘
sistemos N = {(a1, b1)× · · · × (ak, bk) : ai, bi ∈ R, i = 1, . . . , k}, vadiname erdvės
Rk Borelio σ−algebra. Žymime B(Rk). Taigi, B(Rk) = σ(N ).

Pratimas. I
‘
rodykite, kad B(Rk) = B(R)× · · · × B(R) - sudauginta k−kartu

‘
.

I
‘
rodykite, kad σ(M0) = B(R), kur aibiu

‘
klasė M0 = {(−∞, a) : a ∈ R}.

I
‘
rodykite, kad σ(M1) = B(R), kur aibiu

‘
klasė M1 = {(−∞, a] : a ∈ R}.

Pastaba. Borelio σ−algebra B(R) yra labai svarbi aibiu
‘
klasė. Jai priklauso visi

atviri, uždari ar pusiau atviri intervalai, bet kokie skaitūs ju
‘
junginiai ir sankir-

tos. Taigi, atvirosios ir uždarosios aibės yra Borelio σ−algebros nariai. Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės poaibius, kurie priklauso Borelio σ−algebrai, vadinsime tiesiog Bore-

lio aibėmis. Borelio aibiu
‘
rinkinys B(R) nesutampa su pačia didžiausia R poaibiu

‘
σ−algebra, kuri yra sudaryta ǐs visu

‘
R poaibiu

‘
. Yra tokiu

‘
R poaibiu

‘
, kurie neprik-

lauso Borelio aibiu
‘

klasei, žr. [Dudley]. Rinkinio B(Rk) elementus vadinsime
erdvės Rk Borelio aibėmis.

6.2. Atsitiktiniai dydžiai ir mačiosios funkcijos

Tarkime (Ω1,F1) ir (Ω2,F2) yra mačios erdvės, žr. APB 3.4.
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APB 6.3. Atvaizdi
‘
f : Ω1 → Ω2, kurio kiekvienos aibės A ⊂ F2 pirmavaizdis

f−1(A) = {ω1 ∈ Ω1 : f(ω1) ∈ A} yra σ−algebros F1 elementas, vadiname
mačiuoju. Žymime f : (Ω1,F1) → (Ω2,F2). f dar vadiname mačia

‘
ja funkcija.

Matu
‘
ji
‘
atvaizdi

‘
f : (R,B(R)) → (R,B(R)) vadiname Borelio funkcija.

Pratimas. Tarkime, g : (Ω,F) → (Rk,B(Rk)) yra matusis atvaizdis. Kadangi
jo reikšmiu

‘
aibė yra Rk, tai g reikšme

‘
taške ω ∈ Ω galime žymėti g(ω) = (g1(ω),

. . . , gk(ω)). I
‘
rodykite, kad atvaizdžiai gi : Ω → R, kur i = 1, . . . , k, yra matieji.

Nagrinėkime atvaizdi
‘

gij : Ω → R2, apibrėžta
‘

taip: gij(ω) = (gi(ω), gj(ω)).
I
‘
rodykite, kad atvaizdis gij yra matusis.
Čia ir toliau, kalbėdami apie mačia

‘
ja

‘
funkcija

‘
f , apibrėžta

‘
mačioje erdvėje (Ω,F)

ir i
‘
gyjančia

‘
reikšmes Euklido erdvėje Rk, turėsime galvoje (kai tekste nėra nuro-

dyta kitaip), kad vaizdu
‘
aibės Rk σ−algebra yra Borelio aibiu

‘
klasė B(Rk).

Teiginys 6.2. Tarkime, kad f : (Ω1,F1) → (Ω2,F2) yra matusis atvaizdis. Tuo-
met aibiu

‘
rinkinys F0 = {f−1(A) : A ∈ F2} yra σ−algebra.

Pastaba. Iš mačiojo atvaizdžio apibrėžimo ǐsplaukia, kad visi aibiu
‘
rinkinio F0

nariai priklauso ir σ−algebrai F1. 6.2 teiginys sako, kad F0 ne tik yra rinkinio F1

dalis, bet ir turi σ−algebros struktūra
‘
.

I
‘
rodymas. Tikriname ar aibiu

‘
rinkinys F0 tenkina 1)-4) sa

‘
lygas.

1) Kadangi f−1(Ω2) = Ω1, tai Ω1 yra F0 elementas. Kadangi f−1(∅) = ∅, tai
yra F0 elementas.
2) Jei A,B ∈ F0 tai A = f−1(A2) ir B = f−1(B2), kuriems nors A2, B2 ∈ F2.

Kadangi F2 yra σ−algebra, tai A2 ∪B2, A2 ∩B2 ∈ F2. Todėl f−1(A2 ∪B2) ∈ F0

ir f−1(A2 ∩B2) ∈ F0. Pasirėme
‘
aibiu

‘
lygybėmis (i

‘
rodykite jas)

(6.1) f−1(A2∪B2) = f−1(A2)∪f−1(B2) f−1(A2∩B2) = f−1(A2)∩f−1(B2),

gauname

A ∪B = f−1(A2) ∪ f−1(B2) ∈ F0 ir A ∩B = f−1(A2) ∩ f−1(B2) ∈ F0.

3) Jei A ∈ F0 tai A = f−1(A2), kuriai nors aibei A2 ∈ F2. Kadangi F2 yra
σ−algebra, tai Ω2 \ A2 ∈ F2. Todėl f−1(Ω2 \ A2) ∈ F0. Pasirėme

‘
aibiu

‘
lygybe

(i
‘
rodykite ja

‘
)

f−1(Ω2 \A2) = f−1(Ω2) \ f−1(A2)

ir tapatybe Ω1 = f−1(Ω2), gauname

Ω1 \A = f−1(Ω2) \ f−1(A2) = f−1(Ω2 \A2) ∈ F0.
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4) Jei A1, A2, · · · ∈ F0 tai Ai = f−1(Bi), kuriems nors B1, B2, · · · ∈ F2. Kadangi
F2 yra σ−algebra, tai ∪iBi ∈ F0 ir ∩iBi ∈ F2. Todėl f−1(∪iBi) ∈ F0 ir
f−1(∩iBi) ∈ F0. Pasirėme

‘
aibiu

‘
lygybėmis (i

‘
rodykite jas)

(6.2) ∪if
−1(Bi) = f−1(∪iBi), ∩if

−1(Bi) = f−1(∩iBi),

gauname

∪iAi = ∪if
−1(Bi) = f−1(∪iBi) ∈ F0, ∩iAi = ∩if

−1(Bi) = f−1(∩iBi) ∈ F0.

I
‘
rodymas baigtas.

Pratimas. I
‘
rodykite teigini

‘
.

Teiginys 6.3. Turime tris mačias erdves (Ωi,Fi), i = 1, 2, 3, ir mačiuosius at-
vaizdžius f : (Ω1,F1) → (Ω2,F2) ir g : (Ω2,F2) → (Ω3,F3). Tuomet atvaizdis
h : Ω1 → Ω3, apibrėžtas taip h(ω1) = g(f(ω1)), kur ω1 ∈ Ω1, yra matusis.

Teiginys 6.4. Turime dvi mačias erdves (Ωi,Fi), i = 1, 2, ir atvaizdi
‘
f : Ω1 →

Ω2. Tarkime, kad aibės Ω2 poaibiu
‘

rinkinys M generuoja σ−algebra
‘
F2, t.y.,

F2 = σ(M). Jei f−1(A) ∈ F1 visoms aibėms A ǐs M, tai f yra matusis atvaizdis.

Pastaba. 6.4. Teiginys sako, jog norint i
‘
sitikinti, kad atvaizdis f : Ω1 → Ω2

yra matusis, nebūtina tikrinti sa
‘
lygos f−1(B) ∈ F1 visoms aibėms B ǐs F2.

Pakanka šia
‘
sa

‘
lyga

‘
patikrinti aibėms ǐs siauresnės poaibiu

‘
klasėsM, kuri generuoja

σ−algebra
‘
F2.

I
‘
rodymas. Apibrėžkime Ω2 poaibiu

‘
rinkini

‘
E , i

‘
kuri

‘
patenka aibės A ⊂ Ω2, tenk-

inančios f−1(A) ∈ F1. I
‘
rodysime, kad E yra σ−algebra.

1) Kadangi f−1(Ω2) = Ω1 ∈ F1 ir f−1(∅) = ∅ ∈ F1, tai Ω2 ir ∅ yra rinkinio E
elementai.
2) Jei A, B ∈ E tai f−1(A), f−1(B) ∈ F1. Pasirėme

‘
aibiu

‘
lygybėmis

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B) ir f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

ir tuo faktu, kad

f−1(A) ∪ f−1(B) ∈ F1 ir f−1(A) ∩ f−1(B) ∈ F1

(nes f−1(A) ir f−1(B) yra σ−algebros F1 elementai) gauname f−1(A ∪ B) ∈ F1

ir f−1(A ∩B) ∈ F1. Taigi, A ∪B, A ∩B ∈ E .
3) Jei A ∈ E tai f−1(A) ∈ F1. Tuomet ir Ω1 \ f−1(A) ∈ F1 (nes F1 yra

σ−algebra). Pasirėme
‘
aibiu

‘
lygybe

f−1(Ω2 \A) = f−1(Ω2) \ f−1(A) = Ω1 \ f−1(A) ∈ F1,
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gauname Ω2 \A ∈ E .
4) Jei A1, A2, · · · ∈ E tai f−1(Ai) ∈ F1, visiems i. Todėl ∪if

−1(Ai) ∈ F1 ir
∩if

−1(Ai) ∈ F1. Pasirėme
‘
aibiu

‘
lygybėmis (6.2), gauname

f−1(∪iAi) = ∪if
−1(Ai) ∈ F1, f−1(∩iAi) = ∩if

−1(Ai) ∈ F1.

Iš čia ǐsplaukia, kad ∪iAi ∈ E ir ∩iAi ∈ E .
Darome ǐsvada

‘
, kad aibiu

‘
rinkinys E yra σ−algebra. Kadangi M ⊂ E , tai

mažiausia σ−algebra σ(M), turinti M elementus yra nedidesnė už konkrečia
‘

σ−algebra
‘
E , kuri turi visus M elementus. Taigi, σ(M) ⊂ E . Kadangi σ(M) =

F2, tai F2 ⊂ E . Taigi kiekviena aibė A ǐs F2 patenka i
‘
E ir todėl f−1(A) ∈ F1

visoms aibėms A ǐs F2.
I
‘
rodymas baigtas.

PVZ 6.3. Tarkime, turime mačia
‘
erdve

‘
(Ω,F) ir atvaizdi

‘
f : Ω → R. Norint

sužinoti ar f yra matusis atvaizdis pakanka patikrinti ar visiems a ∈ R aibės
{w ∈ Ω : f(ω) < a} yra rinkinio F elementai, žr. Pratima

‘
po 6.2 apibrėžimo.

Žemiau pateikiame mačiu
‘
ju

‘
funkciju

‘
pavyzdžius.

PVZ 6.4. Turime mačias erdves (Ω1,F1) ir (Ω2,F2) ir bet koki
‘

atvaizdi
‘

f :
Ω1 → Ω2. Jei F1 yra visu

‘
aibės Ω1 poaibiu

‘
rinkinys, tai f yra matusis atvaizdis

nesvarbu, kokia bebūtu
‘
σ−algebra F2.

PVZ 6.5. Fiksuokime Borelio aibe
‘
A ⊂ R. Funkcija f : R→ R, apibrėžta tokiu

būdu:
f(x) = 1, kai x ∈ A ir f(x) = 0, kai x /∈ A,

yra mačioji. Ši funkcija žymima IA(x) arba I{x∈A} ir vadinama aibės A indikato-
riumi.
Patikrinkime ar f(x) = IA(x) yra Borelio funkcija (kitaip tariant ar tai mačioji

funkcija). Bet kuriai aibei B ∈ R teisingi teiginiai: jei {0, 1} ⊂ B, tai f−1(B) = R;
jei {0, 1} ∩ B = ∅, tai f−1(B) = ∅; jei {0, 1} ∩ B = {0}, tai f−1(B) = R \ A; jei
{0, 1} ∩ B = {1}, tai f−1(B) = A. Kadangi aibės R, ∅, A ir R \ A yra Borelio
aibės, gauname, kad f−1(B) yra Borelio aibė, bet kuriai Borelio aibei B. Taigi, f
yra Borelio funkcija.
Nagrinėkime mačia

‘
erdve

‘
(Ω,F) ir funkcija

‘
f : Ω → R apibrėžta

‘
tokiu būdu:

f(ω) = 1, kai ω ∈ A ir f(ω) = 0, kai ω /∈ A. Ši funkcija žymima IA(ω) arba
I{ω∈A} ir vadinama aibės A indikatoriumi. Samprotaudami kaip anksčiau galime
i
‘
sitikinti, kad funkcija ω → IA(ω) yra mačioji.
APB 6.5. Nagrinėkime mačia

‘
erdve

‘
(Ω,F) ir jos skaidini

‘
Ω = A1∪A2∪· · ·∪Ak.

Tarkime, kad aibės Ai ∈ F visiems i ir Ai∩Aj = ∅, kai i 6= j. Fiksuokime skirtingu
‘

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
c1, . . . , ck ir nagrinėkime funkcija

‘

f(ω) = c1IA1(ω) + · · ·+ ckIAk
(ω).
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Funkcijos f reikšmiu
‘
aibė C = {c1, . . . , ck} ir f−1(ci) = Ai. Bet kuriai aibei B ⊂ R

turime
f−1(B) = f−1(B ∩ C) = ∪i: ci∈BAi.

Aibė f−1(B) yra rinkinio F elementas, nes ǐsreǐskiama kitu
‘

keliu
‘
F elementu

‘
sa

‘
junga. Darome ǐsvada

‘
, kad f yra mačioji funkcija. f vadiname paprastaja

funkcija.

Pratimas. Nagrinėkime mačia
‘
sias funkcijas, apibrėžtas mačioje erdvėje (Ω,F) ir

i
‘
gyjančias realia

‘
sias reikšmes.

1) I
‘
rodykite, kad bet kuri mačioji funkcija, kurios reikšmiu

‘
aibė baigtinė, yra

paprastoji.
2) Tarkime f ir g yra paprastosios funkcijos. I

‘
rodykite, kad f + g, f − g ir

ω → af(ω) yra paprastosios funkcijos. Čia a ∈ R yra fiksuotas skaičius.
3) Tarkime, kad B1, B2, . . . , Bk yra σ−algebros F elementai, o d1, . . . , dk yra

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys. I

‘
rodykite, kad funkcija ω → d1IB1(ω) + · · · + dkIBk

(ω)
yra paprastoji.

Pastaba. Tarkime turime mačia
‘
erdve

‘
(Ω,F) ir mačiuosius atvaizdžius f, g, h1,

h2, . . . , i
‘
gyjančius realia

‘
sias reikšmes. Fiksave

‘
realiuosius skaičius a, b, nagrinėkime

atvaizdi
‘
ω → af(ω) + bg(ω). Galima parodyti, kad tai mačioji funkcija žr. [Ku-

bilius], [Dudley]. Nagrinėkime funkcija
‘
h(ω) = lim infn hn(ω). Gali būti, kad kuri

nors aibė A− := {ω : lim infn hn(ω) = +∞} arba A+ := {ω : lim infn hn(ω) =
−∞} yra netuščia. Galima parodyti, kad A+ ∈ F ir A− ∈ F ir bet kuriai Borelio
aibei B, turime h−1(B) ∈ F , žr. [Kubilius], [Dudley].
Svarbi mačiu

‘
ju

‘
funkciju

‘
klasė yra Borelio funkcijos f : R → R. I

‘
šia

‘
funkciju

‘
klase

‘
i
‘
eina tolydžiosios funkcijos, monotoninės funkcijos, žr. [Kubilius], [Dudley].

Teiginys 6.5. Turime mačia
‘
erdve

‘
(Ω,F) ir matu

‘
ji
‘
atvaizdi

‘
f : Ω → R. Galima

sukonstruoti paprastu
‘
ju

‘
funkciju

‘
seka

‘
{fn} tokia

‘
, kad kiekvienam ω ∈ Ω turime

limn fn(ω) = f(ω).

I
‘
rodymas. Išskaidykime aibe

‘
An = {ω : −n < X(ω) ≤ n} i

‘
smulkesnes dalis

An = ∪−n2≤k≤n2−1An,k, kur

An,k = {ω : k

n
< X(ω) ≤ k + 1

n
}.

Nagrinėkime paprasta
‘
ja

‘
funkcija

‘

fn(ω) =
n2−1∑

k=−n2

k + 1

n
IAn,k

(ω).

Bet kuriam ω ∈ An atsiras An,k ⊂ An toks, kad ω ∈ An,k. Tuomet

k

n
< f(ω) ≤ k + 1

n
ir fn(ω) =

k + 1
n

.
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Todėl 0 ≤ fn(ω) − f(ω) ≤ n−1. Jei ω /∈ An, tuomet fn(ω) = 0. Iš čia ǐsplaukia
nelygybė

|f(ω)− fn(ω)| ≤ n−1 + |f(ω)|IAn
(ω).

Tam, kad i
‘
sitikintumėm, jog kiekvienam ω dešinė šios nelygybės pusė artėja prie

0, kai n →∞, pakanka i
‘
rodyti, jog

(6.2) lim
n
IAn

(ω) = 0.

Fiksave
‘
ω ∈ Ω, randame skaičiu

‘
f(ω). Kai numeris n bus toks didelis, jog n >

|f(ω)|, turėsime ω /∈ An ir todėl IAn
(ω) = 0. Iš čia ǐsplaukia (6.2).

I
‘
rodymas baigtas.

APB 6.6. Tarkime (Ω,F , P ) yra tikimybinė erdvė. Bet kuri
‘
matu

‘
ji
‘
atvaizdi

‘
X :

(Ω,F) → (R,B(R)) vadiname atsitiktiniu dydžiu. Matu
‘
ji
‘
atvaizdi

‘
X : (Ω,F) →

(Rk,B(Rk)) vadiname atsitiktiniu vektoriumi.
Aǐsku, kad atsitiktinio vektoriaus X(ω) = (X1(ω), . . . , Xk(ω)) koordinatės Xi :

(Ω,F) → (R,B(R)) yra atsitiktiniai dydžiai, žr. Pratima
‘
po APB 6.3.

Pastaba. Atsitiktinio dydžio savoka skiriasi nuo mačiosios funkcijos f : (Ω,F) →
(R,B(R)) savokos tik tuo, kad kalbėdami apie atsitiktini

‘
dydi

‘
, visuomet turime

galvoje ir tikimybini
‘
mata

‘
P , apibrėžta

‘
(argumentu

‘
) aibės Ω poaibiu

‘
σ−algebroje

F .

6.3. Atsitiktinio dydžio skirstinys

Nagrinėkime tikimybine
‘

erdve
‘

(Ω,F , P ) ir atsitiktini
‘

dydi
‘

X : (Ω,F) → (R,B
(R)). Apibrėžkime funkcija

‘
PX : B(R) → [0, 1] tokiu būdu:

PX(A) = P (X−1(A)) = P ({ω : X(ω) ∈ A}), A ∈ B(R).

Taip pat naudosime žymenis PX(A) = P (X ∈ A) ir PX({a}) = PX(a) = P (X =
a), kai {a} yra aibė, turinti tik viena

‘
elementa

‘
a.

Teiginys 6.6. PX yra tikimybinis matas, apibrėžtas Borelio aibiu
‘

σ−algebroje
B(R).

I
‘
rodymas. Tikriname tikimybinio mato savybes.

1) Kadangi X−1(R) = Ω, tai PX(R) = P (Ω) = 1.
2) Kadangi X−1(∅) = ∅, tai PX(∅) = P (∅) = 0.
3) Tarkime, kad A,B ∈ B(R) ir A ∩B = ∅. Tuomet teisinga lygybė, žr. (6.1),

X−1(A ∪B) = X−1(A) ∪X−1(B).

Kadangi X−1(A)∩X−1(B) = X−1(A∩B) = X−1(∅) = ∅, tai ǐs mato P adityvumo
ǐsplaukia

P
(
X−1(A) ∪X−1(B)

)
= P

(
X−1(A)

)
+ P

(
X−1(B)

)
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Todėl yra teisingos lygybės

PX(A ∪B) = P
(
X−1(A ∪B)

)
= P

(
X−1(A) ∪X−1(B)

)
= P (A) + P (B).

4) Tarkime, kad A1, A2, · · · ∈ B(R) ir Ai ∩ Aj = ∅, kai i 6= j. Tuomet teisinga
lygybė, žr. (6.2),

X−1(∪∞i=1Ai) = ∪∞i=1X
−1(Ai).

Kadangi X−1(Ai)∩X−1(Aj) = ∅, kai i 6= j, tai ǐs mato P σ−adityvumo ǐsplaukia

P
(
∪∞i=1X

−1(Ai)
)

=
∞∑

i=1

P
(
X−1(Ai)

)
.

Todėl yra teisingos lygybės

PX(∪∞i=1Ai) = P
(
X−1(∪∞i=1Ai)

)
= P

(
∪∞i=1X

−1(Ai)
)

=
∞∑

i=1

P
(
X−1(Ai)

)
=

∞∑

i=1

P (Ai).

I
‘
rodymas baigtas.

APB 6.7. Tikimybini
‘
mata

‘
PX vadiname atsitiktinio dydžio X skirstiniu.

Pastaba. 6.6 teigini
‘
galima apibendrinti.

1. Nagrinėkime atsitiktini
‘
vektoriu

‘
X : (Ω,F) → (Rk,B(Rk)), apibrėžta

‘
tikimy-

binėje erdvėje (Ω,F , P ). Funkcija PX : B(Rk) → [0, 1], apibrėžta tokiu būdu

PX(A) = P
(
X−1(A)

)
= P

(
{ω : X(ω) ∈ A}), A ∈ B(Rk)

yra tikimybinis matas. PX vadiname atsitiktinio vektoriaus X skirstiniu.
2. Nagrinėkime matu

‘
ji
‘
atvaizdi

‘
f : (Ω1,F1) → (Ω2,F2), apibrėžta

‘
tikimybinėje

erdvėje (Ω1,F1, P ). Funkcija Pf : F2 → [0, 1], apibrėžta tokiu būdu

Pf (A) = P
(
f−1(A)

)
= P

(
{ω : f(ω) ∈ A}), A ∈ F2,

yra tikimybinis matas.

APB 6.8. Tarkime X, Y yra du atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti tikimybinėje
erdvėje (Ω,F , P ). Sakome, kad X ir Y yra lygūs beveik visur, jei

P
({ω : |X(ω)− Y (ω)| > 0}) = 0.
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Pratimas. I
‘
rodykite teigini

‘
: jei X,Y yra du atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti tikimy-

binėje erdvėje (Ω,F , P ) tokie, kad X ir Y yra lygūs beveik visur, tai PX = PY ,
t.y., PX(A) = PY (A) visoms Borelio aibėms A.

PVZ 6.6. Bernulio atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, i
‘
gyjantis tik dvi

reikšmes 0 ir 1. Turime tikimybine
‘

erdve
‘

(Ω,F , P ) ir aibe
‘

A ∈ F su tikimybe
P (A) = p. Atsitiktinis dydis X(ω) = IA(ω) turi dvi reikšmes 0 ir 1 ir skirstini

‘

(6.3) PX(1) = P (X = 1) = p, PX(0) = P (X = 0) = 1− p,

nes PX(1) = P (A) = p ir PX(0) = P (A) = 1− P (A) = 1− p. Bet kuri
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
su (6.3) skirstiniu vadiname Bernulio atsitiktiniu dydžiu. Jo skirstini

‘
vadi-

name Bernulio skirstiniu.

PVZ 6.7. Binominis atsitiktinis dydis (palyginkite skyreli
‘
5.2). Fiksuojame

natūralu
‘
ji
‘

skaičiu
‘

n ir skaičiu
‘

p ∈ [0, 1]. Atsitiktini
‘

dydi
‘

X, i
‘
gyjanti

‘
reikšmes

0, 1, . . . , n su tikimybėmis

(6.4) PX(k) = P (X = k) =
(

n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

vadiname Binominiu atsitiktiniu dydžiu. Skirstini
‘
(6.4) vadiname Binominiu skirs-

tiniu ir žymime B(n, p).

PVZ 6.8. Puasono atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis X, i
‘
gyjantis reikšmes

0, 1, 2, . . . n su tikimybėmis

(6.5) PX(k) = P (X = k) = λk

k!
e−λ, k = 1, 2, . . . .

Čia λ ≥ 0 yra fiksuotas skaičius. Skirstini
‘
(6.5) vadiname Puasono skirstiniu ir

žymime P(λ).

PVZ 6.9. Polinominis (multinominis) atsitiktinis vektorius (palyginkite skyreli
‘

5.3). Fiksuojame natūraliuosius skaičius m ir n ir skaičiu
‘
rinkini

‘
0 < p1, . . . , pm <

1, tenkinanti
‘
sa

‘
lyga

‘
p1 + · · · + pm = 1. Atsitiktinis vektorius X = (X1, . . . , Xm),

i
‘
gyjantis reikšmes k= (k1, . . . , km), kur ki yra sveikieji neneigiami skaičiai, tenki-
nantys sa

‘
lyga

‘
k1 + · · ·+ km = n, su tikimybėmis

PX(k) = P
(
X = (k1, . . . , km)

)
= P (X1 = k1, . . . , Xm = km)

=
(

n

k1, . . . , km

)
pk1
1 · · · pkm

m ,(6.6)

yra vadinamas polinominiu atsitiktiniu vektorium. Skirstini
‘
(6.6) vadiname Poli-

nominiu skirstiniu.
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Papildomos pastabos. Tarkime turime aibe
‘
Ω, jos poaibiu

‘
algebra

‘
A ir adityvia

‘
ja

‘
funkcija

‘
P ∗ : A → [0, 1]. Pažymėkime F = σ(A).

Ar galime rasti tikimybini
‘

mata
‘

P : F → [0, 1], kuris sutaptu
‘

su adityvia
‘
ja

funkcija P ∗ aibiu
‘
klasėje A ⊂ F , t.y., visoms aibėms A ∈ A būtu

‘
teisinga lygybė

P (A) = P ∗(A)?
Atsakyma

‘
pateikia Karateodorio teorema (žr. [Kubilius]): tikimybinis matas P

egzistuoja. Be to toks matas yra vienintelis, t.y., ėme
‘
bet kuriuos du tikimybinius

matus P1, P2 : F → [0, 1] tokius, kad P1(A) = P ∗(A) ir P2(A) = P ∗(A) visoms
aibėms A ∈ A, gautume lygybe

‘
P1(B) = P2(B) visoms aibėms B ∈ F .

Šia
‘

teorema
‘

galima panaudoti tikimybiniu
‘

matu
‘

lygybės klausimams spre
‘
sti ir

tikimybinėms erdvėms konstruoti.
Jei turime dvi tikimybines erdves (Ω,F , P1) ir (Ω,F , P2) ir norime nustatyti

ar P1 = P2, tai pakanka surasti nedidele
‘

Ω poaibiu
‘

algebra
‘
A, kuri generuoja

σ−algebra
‘
F ir patikrinti lygybe

‘
P1(A) = P2(A) aibėms A ∈ A.

Jei turime mačia
‘
erdve

‘
(Ω,F) ir norime sukonstruoti tikimybine

‘
erdve

‘
, pakan-

ka sukonstruoti atityvia
‘
ja

‘
funkcija

‘
P ∗ apibrėžta

‘
kurioje nors Ω poaibiu

‘
algebroje

A, kuri generuoja σ−algebra
‘
F . Tuomet Karateodorio teorema garantuos mato

P , apibrėžto σ−algebroje F egzistavima
‘
. Be to šis matas ”paveldės” adityviosios

funkcijos P ∗ sa
‘
vybes, t.y., turėsime lygybe

‘
P (A) = P ∗(A) visoms aibėms A ∈ A.

7. Pasiskirstymo funkcijos

7.1. Tikimybiniu
‘
matu

‘
pasiskirstymo funkcijos

Nagrinėkime tikimybine
‘
erdve

‘
(R,B(R), P ).

APB 7.1. Funkcija
‘
F : R→ [0, 1], apibrėžta

‘
tokiu būdu

F (x) = P
(
(−∞, x]

)
, x ∈ R,

vadiname tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija.

Teiginys 7.1. Tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija F turi tokias savybes:
1) F (x1) ≤ F (x2), kai x1 ≤ x2;
2) limx→−∞ F (x) = 0 ir limx→+∞ F (x) = 1;
3) kiekvienam x ∈ R funkcija F yra tolydi ”ǐs dešinės” ir turi riba

‘
”ǐs kairės”,

(7.1) lim
t→+0

F (x + t) = F (x) ir lim
t→−0

F (x) = P
(
(−∞, x)

)
.

I
‘
rodymas. 1) Kadangi (−∞, x1] ⊂ (−∞, x2], tai P

(
(−∞, x1]

) ≤ P (
(
(−∞, x2]

)
.
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2) Pakanka i
‘
rodyti, kad bet kuriai monotonǐskai mažėjančiai skaičiu

‘
sekai x1 >

x2 > x3 > · · · , tenkinančiai limn xn = −∞, turime limn F (xn) = 0, o bet kuriai
monotonǐskai didėjančiai skaičiu

‘
sekai y1 < y2 < y3 < · · · , tenkinančiai limn yn =

+∞, turime limn F (yn) = 1. Naudosimės 3.2 teorema. Intervalu
‘
sekos

(−∞, x1] ⊃ (−∞, x2] ⊃ (−∞, x3] · · ·

sankirta ∩∞n=1(−∞, xn] = ∅. Todėl ǐs 3.2 teoremos ǐsplaukia

0 = P
(∩∞n=1(−∞, xn]

)
= lim

n
P

(
(−∞, xn]

)
= lim

n
F (xn).

Intervalu
‘
sekos

(−∞, y1] ⊂ (−∞, y2] ⊂ (−∞, y3] · · ·
sa

‘
junga ∪∞n=1(−∞, yn] = R. Todėl ǐs 3.2 teoremos ǐsplaukia

1 = P
(∪∞n=1(−∞, yn]

)
= lim

n
P

(
(−∞, yn]

)
= lim

n
F (yn).

3) Tam kad i
‘
rodytume tolyduma

‘
”ǐs dešinės”, t.y., pirma

‘
(7.1) riba

‘
, pakanka

patikrinti, jog bet kuriai monotoninei sekai t1 ≥ t2 ≥ t3 ≥ · · · , tenkinančiai
limn tn = 0, turime limn F (x + tn) = F (x). Naudosimės 3.2 teorema. Intervalu

‘
sekos

(−∞, x + t1] ⊃ (−∞, x + t2] ⊃ (−∞, x + t3] · · ·
sankirta ∩∞n=1(−∞, x + tn] = (−∞, x]. Todėl ǐs 3.2 teoremos ǐsplaukia

F (x) = P
(∩∞n=1(−∞, x + tn]

)
= lim

n
P

(
(−∞, x + tn]

)
= lim

n
F (x + tn).

Tam kad i
‘
rodytume tolyduma

‘
”ǐs kairės” , t.y., antra

‘
(7.1) riba

‘
, pakanka patik-

rinti, jog limn F (x− tn) = P
(
(−∞, x)

)
. Kadangi intervalu

‘
sekos

(−∞, x− t1] ⊂ (−∞, x− t2] ⊂ (−∞, x− t3] · · ·

sa
‘
junga ∪∞n=1(−∞, x− tn] = (−∞, x), tai ǐs 3.2 teoremos ǐsplaukia

P
(
(−∞, x)

)
= P

(∪∞n=1(−∞, x− tn]
)

= lim
n

P
(
(−∞, x− tn]

)
= lim

n
F (x− tn).

I
‘
rodymas baigtas.

APB 7.2. Bet kuria
‘
funkcija

‘
F : R → R, turinčia

‘
7.1 teiginyje suformuluotas

savybes 1)-3), vadiname pasiskirstymo funkcija.
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Teorema 7.2. Kiekvienai pasiskirstymo funkcijai F egzistuoja vienintelis tikimy-
binis matas, apibrėžtas Borelio aibiu

‘
σ− algebroje B(R) ir toks, kad F yra mato

P pasiskirstymo funkcija.

Vietoj i
‘
rodymo. Fiksuokime pasiskirstymo funkcija

‘
F . Nagrinėkime aibiu

‘
šeima

‘
(−∞, x], x ∈ R ir joje apibrėžkime funkcija

‘
P ∗

(
(−∞, x]

)
= F (x). Funkcija

‘
P ∗

galime apibrėžti visu
‘
intervalu

‘
klasėje, kuria žymėsime A′:

P ∗
(
(y, x]

)
= F (x)− F (y), P

(
(y, x)

)
= lim

t↓0
F (x− t)− F (y),

P ∗
(
[y, x]

)
= F (x)− lim

t↓0
F (y − t) P

(
(−∞, x)

)
= lim

t↓0
F (x− t),

P
(
(x, +∞)

)
= 1− F (x), P

(
[x, +∞)

)
= 1− lim

t↓0
F (x− t).

Čia −∞ < y ≤ x < +∞. I
‘
aibiu

‘
klase

‘
A′ dar i

‘
traukiame aibes R ir ∅ ir apibrėžiame

P (R) = 1 ir P (∅) = 0. Nesunku matyti, kad ėme
‘
visas baigtinio skaičiaus aibiu

‘
ǐs

A′ sankirtas A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak ir sa
‘
jungas A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak, čia A1, . . . , Ak ∈ A′

ir k = 1, 2, . . . , gautume nauja
‘

aibiu
‘

šeima
‘
, kuri yra aibiu

‘
algebra. Šia

‘
šeima

‘
žymėkime A. Be to, bet kuri

‘
šeimos A nari

‘
B ∈ A galime ǐsreikšti nesiker-

tančiu
‘

aibiu
‘

A1, . . . , Ar ∈ A′ sa
‘
junga B = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ar. Apibrėžkime

P ∗(B) = P ∗(A1) + · · ·+ P ∗(Ar) (aibe
‘
B galime daugybe skirtingu

‘
būdu

‘
ǐsreikšti

nesikertančiu
‘
aibiu

‘
ǐs A′ sa

‘
junga, bet skaičiaus P ∗(B) reikšmė nepriklauso nuo to

kokia
‘
sa

‘
junga

‘
imsime).

Dabar jau turime adityvia
‘
ja

‘
funkcija P ∗, apibrėžta

‘
aibiu

‘
algebroje A. Kadangi

B(R) = σ(A), tai pasinaudodami Karateodorio teorema (žr. Papildomas pastabas
6 skyrelio gale ir [Kubilius]), galime sukonstruoti toki

‘
tikimybini mata

‘
P , apibrėžta

‘
Borelio aibiu

‘
σ−algebroje B(R), kuriam P (A) = P ∗(A) visoms aibėms A ǐs

A. Be to toks matas yra vienintelis (vėl Karateodorio teorema). Aǐsku, kad
F yra tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija, nes visiems x ∈ R turime
P

(
(−∞, x]

)
= P ∗

(
(−∞, x]

)
= F (x). Argumentu

‘
, pagrindžiančiu

‘
Teorema

‘
7.2,

pabaiga.

Išvada 7.3. Tarp pasiskirstymo funkciju
‘
ir tikimybiniu

‘
matu

‘
, apibrėžtu

‘
Borelio

aibiu
‘
σ− algebroje B(R), egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis, nusakyta APB

7.1. Jei turime tikimybinius matus P1, P2 ir juos atitinkančias pasiskirstymo
funkcijas F1, F2, tai P1 = P2 ⇔ F1 = F2.

7.2. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
pasiskirstymo funkcijos

Tarsime, kad čia nagrinėjami atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erd-
vėje (Ω,F , P ).
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APB 7.3. Atsitiktinio dydžio X skirstini
‘
PX atitinkančia

‘
pasiskirstymo funkcija

‘

FX(x) = PX

(
(−∞, x]

)
= P

(
{ω : X(ω) ≤ x}

)
= P (X ≤ x),

vadiname atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija.

APB 7.4. Atsitiktini
‘

dydi
‘

vadiname diskrečiuoju, jei jo reikšmiu
‘

aibė yra
baigtinė arba skaiti. Diskretu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
, kurio reikšmiu

‘
aibė yra baigtinė,

vadiname paprastuoju.
Tarkime X yra paprastasis atsitiktinis dydis su reikšmiu

‘
aibe A = {x1, . . . , xn},

kur xi 6= xj , kai i 6= j. Pažymėkime

pi = P
({ω : X(ω) = xi}

)
= P (X = xi) = PX({xi}).

Tuomet

1 = PX(A) = PX({x1}) + · · ·+ PX({xn}) = p1 + · · ·+ pn.

Bet kuriai Borelio aibei B turime

PX(B) = PX(B ∩A) =
∑

i: xi∈B

pi =
n∑

i=1

piIB(xi).

Tarkime X yra diskretusis atsitiktinis dydis su skaičia reikšmiu
‘

aibe A = {x1,
x2, . . . }, kur xi 6= xj , kai i 6= j. Tuomet, kaip ir paprastojo atsitiktinio dydžio
atveju, bet kuriai Borelio aibei B turime

PX(B) = PX(B ∩A) =
∑

i: xi∈B

pi =
∞∑

i=1

piIB(xi).

Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija

FX(x) = PX

(
(−∞, x]

)
=

∑

i: xi∈(−∞,x]

pi =
∑

i

piI{xi≤x}.

Matome, kad F (x) yra pastovi kai x kinta intervaluose tarp gretimu
‘
X reikšmiu

‘
.

Taškuose xi funkcija F yra trūki - turi pi aukščio šuoliukus.

APB 7.5. Atsitiktini
‘
dydi

‘
X, kurio pasiskirstymo funkcija yra tolydi, vadiname

tolydžiuoju. Iš 7.1 teiginio ǐsplaukia, jog tolydusis atsitiktinis dydis (a.d.) turi
savybe

‘
PX({x}) = 0 visiems x ∈ R, nes

PX({x}) = P
(
(−∞, x] \ (−∞, x)

)
= F (x)− lim

t↓0
F (x− t) = 0.
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Funkciju
‘
teorija naudoja absoliučiai tolydžiosios funkcijos sa

‘
voka

‘
, žr. [Dudley].

Mes šia
‘
savoka

‘
taikysime tik pasiskirstymo funkcijoms.

APB 7.6. Pasiskirstymo funkcija
‘
F vadiname absoliučiai tolydžia

‘
ja, jei egzis-

tuoja tokia neneigiama funkcija f , kad

(7.3) F (x) =
∫ x

−∞
f(u)du visiems x ∈ R.

Funkcija f turi būti integruojama (Lebego prasme) intervale (−∞, +∞). Jei
F yra absoliučiai tolydžioji pasiskirstymo funkcija, tuomet funkcija f , tenkinanti
(7.3) nėra vienintelė, t.y., yra daugybė tokiu

‘
funkciju

‘
. Bet kuria

‘
ju

‘
vadiname

pasiskirstymo funkcijos F tankio funkcija (tankiu). Patogiausia yra pasirinkti
tolydžia

‘
ja

‘
tankio funkcija

‘
f , jei tik tokia egzistuoja.

Iš pasiskirstymo funkcijos sa
‘
vybės limx→+∞ F (x) = 1 ǐsplaukia lygybė

(7.4)
∫ +∞

−∞
f(u)du = 1.

APB 7.7. Atsitiktini
‘
dydi

‘
vadiname absoliučiai tolydžiuoju, jei jo pasiskirstymo

funkcija yra absoliučiai tolydžioji.

APB 7.8. Tolygusis intervale [a, b] atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, kurio
pasiskirstymo funkcija turi tankio funkcija

‘

f(x) = 1

b− a
I[a,b](x). PIEŠINYS

APB 7.9. Eksponentinis atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, kurio pa-
siskirstymo funkcija turi tankio funkcija

‘
f(x) = e−x. Tokio a.d. skirstinys yra

vadinamas eksponentiniu skirstiniu.
PIEŠINYS

Pratimas. Tarkime X yra eksponentinis a.d. Raskite atsitiktinio dydžio Y =
aX tanki

‘
, kai a > 0. Atsitiktinis dydis Y yra vadinamas eksponentiniu a.d. su

parametru a−1.

APB 7.10. Standartinis normalusis atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis,
kurio pasiskirstymo funkcija

(7.5) Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

e−u2/2du.

Šio a.d. skirstini
‘
vadiname standartiniu normaliuoju skirstiniu. Tankio funkcija

f(x) = 1√
2π

e−x2/2. PIEŠINYS

Ar f yra tankio funkcija? Tai yra, ar ji tenkina (7.4) lygybe
‘
?
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Teiginys 7.4. Teisinga lygybė

(7.6)
∫ +∞

−∞
e−x2/2dx =

√
2π.

I
‘
rodymas. Pažymėkime

A =
∫ +∞

−∞
e−x2/2dx.

Tuomet

A2 =
∫ +∞

−∞
e−x2/2dx

∫ +∞

−∞
e−y2/2dy =

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dye−(x2+y2)/2.

Atlike
‘
kintamu

‘
ju

‘
keitima

‘
(x, y) ↔ (r, ϕ), kur

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ,

gauname

A2 =
∫ +∞

0

dr

∫ 2π

0

dϕe−r2/2J(r, ϕ),

kur J(r, ϕ) = r žymi kintamu
‘
ju

‘
keitimo Jakobiana

‘
. Dabar lengvai suskaičiuojame

A2 = 2π

∫ +∞

0

e−r2/2rdr = 2π.

I
‘
rodymas baigtas.

Pratimas. Tarkime, X yra standartinis normalusis a.d. I
‘
rodykite, kad atsitiktinio

dydžio Y = aX + b tankio funkcija yra

(7.7) x → 1√
2πa2

exp{−(x− b)2/2a2}. PIEŠINYS

Čia a, b yra realieji skaičiai. Atsitiktinis dydis Y vadinamas normaliuoju, o jo
skirstinys žymimas N(b, a2).

APB 7.11. Tolydžia
‘
ja

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
vadiname singuliariaja, jai ja

‘
atitinkantis tikimybinis matas PF (apibrėžtas Borelio aibiu

‘
σ−algebroje) turi tokia

‘
savybe

‘
: egzistuoja tokia Borelio aibė B, kurios Lebego matas nulis, o PF (B) = 1.

Singuliariosios pasiskirstymo funkcijos pavyzdžiu
‘
yra pateikta vadovėlyje [Kubil-

ius].
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Teiginys 7.5. Tarkime, F yra pasiskirstymo funkcija. Tuomet atsiras vienintelis
neneigiamu

‘
skaičiu

‘
trejetas pD, pA, pS ir diskrečioji pasiskirstymo funkcija FD, ab-

soliučiai tolydžioji pasiskirstymo funkcija FA ir singuliarioji pasiskirstymo funkcija
FS tokie, kad

(7.8) F (x) = pDFD(x) + pAFA(x) + pSFS(x), visiems x ∈ R.

Jei visi skaičiai pD, pA, pS > 0, tai egzistuoja tik vienintelis tokiu
‘
funkciju

‘
rinkinys

FD, FA, FS, kuris tenkina (7.8).

Šios teoremos nei
‘
rodysime. I

‘
rodyma

‘
galima rasti [Dudley].

Pastaba. Tarkime X yra absoliučiai tolydusis atsitiktinis dydis su pasiskirstymo
funkcija F ir tankio funkcija f . Tuomet bet kuriai Borelio aibei yra teisinga lygybė

(7.9) PX(B) = P (X ∈ B) =
∫ +∞

−∞
IB(x)f(x)dx.

Integralas suprantamas Lebego prasme.
Pateiksime argumentus, kurie pagrindžia (7.9) lygybe

‘
. Dešine

‘
(7.9) lygybės puse

‘
pažymėkime G(B). Galima parodyti, kad atvaizdis G : B(R) → [0, 1] yra tikimy-
binis matas. Kadangi ji

‘
atitinka ta pati pasiskirstymo funkcija, kaip ir tikimybini

‘
mata

‘
PX , šie matai sutampa, žr. 7.2 teorema

‘
. Taigi visoms Borelio aibėms B yra

teisinga lygybė P (B) = G(B), o tai ir yra (7.9) lygybė.

APB 7.12. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, . . . , Xk) pasiskirstymo funkcija
‘

FX : Rk → [0, 1] apibrėžiame tokiu būdu

FX(x) = PX
(
(−∞, x1]× · · · × (−∞, xk]

)
= P (X1 ≤ x1, . . . , Xk ≤ xk).

Čia x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk.

8. Matematinė viltis

Tarkime, 1000 kartu
‘

metame kauliuka
‘

ir registruojame pasirodžiusius akučiu
‘

skaičius X1, X2, . . . , X1000. Kiek kartu
‘

atsivertė 1 akutė? Šio skaičiaus reikšmė
priklauso nuo atsitiktiniu

‘
i
‘
vykiu

‘
sekos. Ar galime prognozuoti šio skaičiaus reikš-

me
‘
, prieš atlikdami 1000 eksperimentu

‘
?

Žinome, kad kiekviena
‘
karta

‘
metant kauleli

‘
i
‘
vykis, jog atsivertė sienelė su 1 akute

turi 1 šansa
‘
ǐs šešiu

‘
. Todėl galime tikėtis, kad 1 akutė pasirodė maždaug šeštadalyje

visu
‘
metimu

‘
, t.y., ≈ 1000/6 kartu

‘
.



55

Panašiai, kiekvienai fiksuotai i reikšmei, sienelės su i akučiu
‘
tikėtinas atsivertimu

‘
skaičius Ni yra ≈ 1000/6.
Dabar galime prognozuoti atsivertusiu

‘
akučiu

‘
suma

‘

X1 + · · ·+ X1000 = 1×N1 + 2×N2 + · · ·+ 6×N6 ≈ 1000 1 + 2 + · · ·+ 6

6
.

Tarkime, atsivertusiu
‘
akučiu

‘
skaičius Xk nurodo kiek litu

‘
bauda

‘
turiu mokėti už

k−ta
‘
eksperimenta

‘
. Kokia vidutinė eksperimento kaina? Ja

‘
galiu gauti suskaičia-

ve
‘
s sumokėtu

‘
baudu

‘
vidurki

‘

X1 + · · ·+ X1000

1000
≈ 1 + 2 + · · ·+ 6

6
.

Dešinėje esantis skaičius gali būti užrašytas x1p1 +x2p2 + · · ·+x6p6, kur x1, . . . , x6

nurodo atsitiktinio dydžio (vieno eksperimento rezultato) reikšmes, o p1, . . . , p6

nurodo tu
‘
reikšmiu

‘
tikimybes.

8.1. Paprastojo atsitiktinio dydžio matematinė viltis

Tarsime, kad šio skyrelio atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erdvėje
(Ω,F , P ).
APB 8.1. Paprastojo atsitiktinio dydžio X su reikšmiu

‘
aibe C = {x1, . . . , xk}

matematine viltimi (vidurkiu) vadiname skaičiu
‘

x1P (X = x1) + x2P (X = x2) + · · ·+ xkP (X = xk).

Žymime atsitiktinio dydžio X vidurki
‘
taip

(8.1A) EX =
k∑

i=1

xiP (X = xi) =
k∑

i=1

xipi,

kur pi = P (X = xi), kai i = 1, 2, . . . , k.

PVZ 8.1. Bernulio atsitiktini
‘
dydi

‘
X(ω) = I{ω∈A} galime užrašyti taip X(ω) =

1 · I{ω∈A} + 0 · I{ω∈A}. Čia A ∈ F . Todėl jo vidurkis EX = 1 · p + 0 · (1− p) = p,
kur p = P (A).
Atsitiktinio dydžio Y , kuris i

‘
gyja tik viena

‘
reikšme

‘
C ∈ R, t.y., Y (ω) = C visiems

ω ∈ Ω, vidurkis EY = C · P (Y = C) = C · 1 = C. Toliau toki
‘
dydi

‘
žymėsime

tiesiog Y ≡ C.

Nagrinėkime paprasta
‘
ji
‘

a.d. X ǐs APB 8.1. Pažymėje
‘

Ai = X−1(xi) galime
rašyti, žr. APB 6.5 ir 7.4,

(8.1) X(ω) = x1I{ω∈A1} + · · ·+ xkI{ω∈Ak}.
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Aibės Ai ∈ F sudaro aibės Ω skaidini
‘
Ω = A1∪A2∪· · ·∪Ak su P (Ai) = pi. Todėl

lygybe
‘
(8.1A) galime užrašyti taip

(8.2) EX = x1P (A1) + · · ·+ xkP (Ak).

Jei mes ǐsskaidytume aibes A1, . . . , Ak i
‘
mažesnes dalis (žymėkime jas B1, B2,

. . . , Bm), gautume nauja
‘
(smulkesni

‘
) aibės Ω skaidini

‘
Ω = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bm,

kur m > k. Nagrinėsime tik tokius skaidinius, kurie sudaryti ǐs mačiu
‘
ju

‘
aibiu

‘
.

Kadangi kiekviena aibė Bi yra kurios nors Aj dalis, tai šiuo atveju visiems ω ∈ Bi

turime X(ω) = xj , kai Bi ⊂ Aj . Galime rašyti

(8.3) X(ω) = y1I{ω∈B1} + · · ·+ ymI{ω∈Bm},

kur yi žymi ta
‘
reikšme

‘
xj , kuriai Bi ⊂ X−1(xj) = Aj . Kita

‘
vertus, ǐsskaide

‘
aibe

‘
Aj i

‘
nesikertančias dalis ir sudėje

‘
tu

‘
daliu

‘
tikimybes, turime gauti P (Aj). Taigi,

yra teisinga lygybė.

xjP (Aj) = xj

∑

Bi⊂Aj

P (Bi) =
∑

Bi⊂Aj

yiP (Bi)

I
‘
state

‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
(8.2), gauname

(8.4) EX = y1P (B1) + · · ·+ ymP (Bm).

Matome, kad smulkinant skaidini
‘

(pereinant nuo Ω = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak prie
Ω = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bm), paprastojo atsitiktinio dydžio X vidurkio EX ǐsraǐska
lieka panaši: sudedame sandaugas yiP (Bi), kur yi žymi X(ω) reikšme

‘
, kai ω ∈ Bi.

Šie argumentai pagrindžia toki
‘
teigini

‘
.

Teiginys 8.1. Jei X yra paprastasis atsitiktinis dydis, o B1 ∪ · · · ∪ Bm = Ω yra
toks aibės Ω skaidinys, kad kiekvienai aibei Bi reikšmė X(ω) yra ta pati visiems
ω ∈ Bi (žymėkime šia

‘
reikšme

‘
yi), tuomet teisingos lygybės (8.3) ir (8.4).

Teiginys 8.2. Tarkime X ir Y yra paprastieji atsitiktiniai dydžiai, o a, b -realieji
skaičiai. Tuomet teisinga lybybė

(8.5) E(aX + bY ) = aEX + bEY.

I
‘
rodymas. Pažymėkime atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X ir Y reikšmiu

‘
aibes X = {x1, . . . ,

xn} ir Y = {y1, . . . , yk}. Tuomet galime rašyti

(8.5A) X(ω) =
n∑

i=1

xiIAi(ω), Y (ω) =
k∑

j=1

yjIBj (ω),
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kur pažymėta
Ai = X−1({xi}) ir Bj = Y −1({yj}).

Atvaizdis ω → aX(ω) yra paprastasis atsitiktinis dydis, kuri
‘
žymime aX. Aǐsku,

aX(ω) =
n∑

i=1

axiIAi
(ω),

ir todėl

(8.6) E(aX) =
n∑

i=1

axiP (Ai) = a

n∑

i=1

xiP (Ai) = aEX.

Nagrinėkime atvaizdi
‘
Z(ω) = X(ω) + Y (ω). Jo reikšmės yra sumos xi + yj ir kai

kuriu
‘
sumu

‘
reikšmės gali sutapti. Pažymėkime Dij = Ai ∩Bj . Iš aibiu

‘
lygybės

(8.7) Ai = Ai ∩ Ω = Ai ∩
(∪k

j=1Bj

)
= ∪k

j=1(Ai ∩Bj) = ∪k
j=1Dij

gauname IAi(ω) = IDi1(ω) + · · ·+ IDik
(ω) ir todėl ǐs (8.5A) ǐsplaukia

(8.8) X(ω) =
n∑

i=1

xi

(
IDi1(ω) + · · ·+ IDik

(ω)
)

=
n∑

i=1

k∑

j=1

xiIDij (ω)

Panašia
‘
lygybe

‘
tenkina ir a.d. Y ,

(8.9) Y (ω) =
k∑

j=1

yj

(
ID1j (ω) + · · ·+ IDnj (ω)

)
=

k∑

j=1

n∑

i=1

yjIDij (ω)

Iš (8.8-9) lygybiu
‘
ǐsplaukia (pakeitus dviguboje sumoje (8.9) sumavimo tvarka

‘
),

kad

Z(ω) =
n∑

i=1

k∑

j=1

(xi + yj)IDij (ω).

Pritaike
‘
8.1 teigini

‘
, turime

EZ =
n∑

i=1

k∑

j=1

(xi + yj)P (Dij).

Išskaide
‘
i
‘
dvi sumas, gauname

EZ =
n∑

i=1

xi

(
P (Di1) + · · ·+ P (Dik)

)
+

k∑

j=1

yj

(
P (D1j) + · · ·+ P (Dnj)

)
.

Iš aibiu
‘
lygybės (8.7) ǐsplaukia P (Di1) + · · · + P (Dik) = P (Ai) ir todėl pirmoji

suma yra lygi EX. Panašiai parodome, kad antroji suma lygi EY . Gauname
EZ = EX + EY , t.y.,

E(X + Y ) = EX + EY.

Iš šios lygybės ir (8.6) ǐsplaukia lygybė (8.5).
I
‘
rodymo pabaiga.
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Išvada 8.3. Tarkime X1, X2 . . . , XN yra paprastieji atsitiktiniai dydžiai. Tuomet

(8.10) E(X1 + · · ·+ XN ) = EX1 + · · ·+ EXN .

PVZ 8.2. Nagrinėkime Binomini
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X su skirstiniu P (X = k) =(

n
k

)
pk(1− p)n−k. Šio dydžio vidurkis

EX =
n∑

k=1

kP (X = k) =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Pritaikius lygybes

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = np

(n− 1)!

(n− k)!(k − 1)!
pk−1(1− p)n−k

= np

(
n− 1
k − 1

)
pk−1(1− p)n−k,

gauname

EX = np

n∑

k=1

(
n− 1
k − 1

)
pk−1(1− p)n−k = np

n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
pr(1− p)n−1−r = np.

Paskutiniame žingsnyje pažymėjome r = k − 1 ir pritaikėme Niutono binomo
formule

‘
.

Paprastesnis šio a.d. vidurkio skaičiavimo būdas gaunamas pritaikius 8.3 ǐsvada
‘
.

Prisiminkime, jog binominis a. dydis X skaičiuoja 1−tu
‘
pasirodymo skaičiu

‘
per

n pakartotiniu
‘
eksperimentu

‘
X1, X2, . . . , Xn, kur a. dydis Xi žymi i−jo eksper-

imento rezultata
‘
. Taigi, X = X1 + · · · + Xn. Paprastojo a.d. Xi skirstinys yra

P (Xi = 1) = p ir P (Xi = 0) = 1− p. Jo vidurkis EXi = 1 · p + 0 · (1− p) = p. Iš
(8.10) formulės ǐsplaukia lygybės

EX = E(X1 + · · ·+ Xn) = EX1 + · · ·+ EXn = p + · · ·+ p = np.

Teiginys 8.4. Tarkime, X yra paprastasis atsitiktinis dydis, tuomet atvaizdis ω →
|X(ω)| yra paprastasis atsitiktinis dydis ir

(8.11) E|X| ≥ |EX|.
I
‘
rodymas. Pažymėje X reikšmiu

‘
aibe

‘
{x1, . . . , xn} ir naudodami užraša

‘
(8.1),

gauname

|X(ω)| =
n∑

i=1

|xi| IAi(ω).

Iš 8.1 teiginio ǐsplaukia E|X| =
∑n

i=1 |xi|pi, kur pi = P (Ai) = P (X = xi). Iš
nelygybės

∣∣
n∑

i=1

xipi

∣∣ ≤
n∑

i=1

|xi|pi

ǐsplaukia (8.11). I
‘
rodymas baigtas.
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Teiginys 8.5. Jei paprastieji a. dydžiai X ir Y tenkina nelygybe
‘
X(ω) ≥ Y (ω)

visiems ω, tai EX ≥ EY .

I
‘
rodymas. Kadangi X(ω)−Y (ω) = |X(ω)−Y (ω)|, tai pritaike

‘
8.2 teigini

‘
(pirmoje

lygybėje apačioje) ir 8.4 teigini
‘
(pirmoje nelygybėje apačioje) gauname,

EX −EY = E(X − Y ) = E|X − Y | ≥ |E(X − Y )| ≥ 0.

I
‘
rodymas baigtas.

8.2. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio matematinė viltis

Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X reikšmiu
‘

aibė X = {x1, x2, . . . } yra baigtinė
arba skaiti. Kai reikšmiu

‘
aibė baigtinė, turime paprasta

‘
ji
‘

atsitiktini
‘

dydi
‘
. Jo

matematinė viltis apibrėžta 8.1 skyrelyje. Čia laikysime, kad X reikšmiu
‘
aibė yra

skaiti. Tuomet

(8.12) X(ω) =
∞∑

i=1

xiIAi , kur Ai = {ω : X(ω) = xi}, i = 1, 2, . . . .

Žymėsime pi = P (Ai) = P (X = xi).
APB 8.2. Sakome, kad a.d. X yra integruojamas, jei eilutė

∑∞
i=1 xipi konver-

guoja absoliučiai, t.y.,

(8.13)
∞∑

i=1

|xi|pi < ∞.

Atsitiktinio dydžio X, tenkinančio sa
‘
lyga

‘
(8.13), matematine viltimi (vidurkiu)

vadiname skaičiu
‘

(8.14) EX =
∞∑

i=1

xipi.

Norėdami, kad (8.14) sumos reikšmė nepriklausytu
‘

nuo to kokia tvarka esame
ǐsrikiave

‘
aibės X narius, turime pareikalauti, kad konverguotu

‘
bet kuri (8.14)

eilutės perstata ir visu
‘
eilutės perstatu

‘
ribos sutaptu

‘
. Tai ekvivalentu absoliutaus

eilutės konvergavimo sa
‘
lygai (8.13), žr. [Kabaila].

Vidurkis EX priklauso tik nuo poru
‘

rinkinio {(x, P (X = x)), x ∈ X}, tačiau
nepriklauso nuo to kokia tvarka esame sunumerave

‘
X reikšmes (aibės X narius).

Jei (8.13) sa
‘
lyga nėra patenkinta, atsitiktinio dydžio X vidurkio apibrėžti negal-

ime.

PVZ 8.3. Puasono atsitiktinio dydžio X vidurkis

EX =
∞∑

k=0

kP (X = k) =
∞∑

k=1

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑

j=0

λj

j!
e−λ = λ.

Čia keitėme sumavimo indeksa
‘
j = k − 1.
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Teorema 8.6. Tarkime X ir Y yra diskretieji atsitiktiniai dydžiai, o a, b yra
realūs skaičiai.
1) Jei X ir Y yra integruojami, tai diskretusis atsitiktinis dydis Z = aX + bY

yra integruojamas ir EZ = aEX + bEY .
2) Jei X(ω) ≥ Y (ω) ≥ 0 visiems ω ∈ Ω ir X yra integruojamas, tai Y taip pat

yra integruojamas ir EX ≥ EY .
3) Jei X yra integruojamas, tai E|X| ≥ |EX|.
Toliau i

‘
rodome teoremos teiginius atskirai.

Teiginys 8.7. Tarkime ∪∞i=1Bi = Ω yra aibės Ω skaidinys, Bi ∈ F visiems i ir
Bi ∩Bj = ∅ visiems i 6= j. Atsitiktinis dydis

X(ω) =
∞∑

i=1

yiI{ω∈Bi}

yra integruojamas tada ir tik tada, kai

(8.15)
∞∑

i=1

|yi|P (Bi) < ∞.

Šiuo atveju

(8.16) EX =
∞∑

i=1

yiP (Bi).

I
‘
rodymas. Skirtingus sekos {yi} narius surinkime i

‘
aibe

‘
X = {x1, x2, . . . } tokiu

būdu. Turime x1 = y1, x2 yra pirmasis sekos y2, y3, . . . skaičius, kuris skiriasi
nuo skaičiaus x1 (tarkime x2 = yi), x3 yra pirmasis sekos yi+1, yi+2, . . . skaičius,
kuris skiriasi nuo x1 ir x2, ir t.t. Gauname atsitiktinio dydžio X reikšmiu

‘
aibe

‘
X .

Pažymėkime Aj = {ω : X(ω) = xj}. Tuomet teisinga lygybė

X(ω) =
∞∑

j=1

xjI{ω∈Aj}

Mums reikia i
‘
rodyti, kad

(8.17)
∞∑

j=1

|xj |P (Aj) < ∞ ⇔
∞∑

i=1

|yi|P (Bi) < ∞.

Aǐsku, kad aibė Aj yra junginys tu
‘

Bk, kurioms yk = xj . Aibiu
‘

rinkinys B =
{B1, B2, . . . } skyla i

‘
aibiu

‘
grupes B = B1 ∪ B2 ∪ . . . , kur grupe

‘
Bj sudaro tos
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aibės Bk, kurioms yk = xj . Grupės Bj narius žymėsime Bj1, Bj2, . . . , t.y., Bj =
{Bj1, Bj2, . . . }.
Kadangi Aj = ∪k≥1Bjk, o rinkinio B elementai tarpusavyje nesikerta, tai

P (Aj) =
∑

k≥1

P (Bjk).

Šios sumos dėmenu
‘
aibė gali būti baigtinė ar skaiti, nelygu kiek nariu

‘
turi aibiu

‘
rinkinys Bj .
I
‘
rodykime (8.17). Tarkime dešinė eilutė konverguoja, o jos suma

‘
žymėkime b.

Kairiosios eilutės konvergavimui i
‘
rodyti pakanka nustatyti, jog daliniu

‘
sumu

‘
seka

an =
n∑

j=1

|xj |P (Aj)

yra aprėžta. Parinkime skaičius nj tokius, kad

|xj |
(
P (Aj)−

nj∑

k=1

P (Bjk)
)

< 2−j .

Tuomet

an =
n∑

j=1

|xj |
( nj∑

k=1

P (Bjk)
)

+
n∑

j=1

|xj |
(
P (Aj)−

nj∑

k=1

P (Bjk)
)
.

Pirma
‘
ja

‘
suma

‘
sudaro baigtinis skaičius dėmenu

‘
|yi|P (Bi) ir todėl jos reikšmė

neviršija b. Antroji suma neviršija 2−1 + 2−2 + · · ·+ 2−n ≤ 1. Gavome an ≤ b + 1
visiems n. Taigi, seka {an} yra aprėžta.
Tarkime, kad kairioji (8.17) eilutė konverguoja ir jos suma

‘
žymėkime a. Dešinio-

sios eilutės konvergavimui i
‘
rodyti pakanka nustatyti, jog daliniu

‘
sumu

‘
seka

bn =
n∑

i=1

|yi|P (Bi)

yra aprėžta. Sugrupuokime šios sumos dėmenis taip, kad i
‘

j−ta
‘

grupe
‘

patektu
‘

tie dėmenys |yi|P (Bi), kuriems yi = xj . Kadangi skirtingu
‘
grupiu

‘
susidarys ne

daugiau, nei n, gausime

bn =
n∑

j=1

|xj |
( ∑

Bi∈Bj ,i≤n

P (Bi)
)
≤

n∑

j=1

|xj |P (Aj).
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Iš čia ǐsplaukia nelygybės bn ≤ a visiems n. Taigi, seka {bn} yra aprėžta. (8.17)
i
‘
rodymas baigtas. Iš nelygybiu

‘
bn ≤ a visiems n ǐsplaukia nelygybė

(8.17A)
+∞∑

j=1

|yj |P (Bj) ≤ a =
+∞∑

i=1

|xi|P (Ai).

Liko i
‘
rodyti (8.16) lygybe

‘
, t.y., lygybe

‘

(8.18)
∞∑

j=1

xjP (Aj) =
∞∑

i=1

yiP (Bi).

Pažymėkime kaire
‘
ir dešine

‘
suma

‘
x∗ ir y∗. Parodysime, kad kiekvienam (mažam)

skaičiui ε > 0, |x∗ − y∗| < 2ε. Iš čia ǐsplaukia, kad |x∗ − y∗| = 0, t.y., x∗ = y∗.
Fiksuokime skaičiu

‘
ε > 0. Kadangi abi (8.18) eilutės konverguoja absoliučiai,

rasime skaičiu
‘
N toki

‘
, kad

(8.19)
∑

j>N

|xj |P (Aj) < ε.

Nagrinėkime atvaizdi
‘

ϕ : N → N, kuris apibrėžtas tokiu būdu: yj = xϕ(j).
Jis skaičiui j priskiria toki

‘
i = ϕ(j), kuriam yj = xi. Išskaidome eilute

‘
y∗ =∑+∞

j=1 yjP (Bj) i
‘
dvi sumas

y∗ = ỹ + y, ỹ =
∑

j

yjI{ϕ(j)≤N}P (Bj), y =
∑

j

yjI{ϕ(j)>N}P (Bj).

Samprotaudami, kaip ir nelygybės (8.17A) i
‘
rodyme, gauname nelygybe

‘

∑

j

|yj |I{ϕ(j)>N}P (Bj) ≤
∑

i>N

|xi|P (Ai).

Pasinaudoje
‘
(8.19) nelygybe, darome ǐsvada

‘
, kad |y| ≤ ε. Jei i

‘
rodytume, kad ỹ =

x∗N , kur x∗N =
∑N

j=1 xjP (Aj), tai ǐs nelygybiu
‘
(8.19) ir |y| < ε ǐsplauktu

‘
norima

nelygybė |x∗ − y∗| < 2ε. Lieka i
‘
rodyti (8.19A). Kadandgi

∑
j: ϕ(j)=i P (Bj) =

P (Ai) ir yj = xϕ(j), tai pažymėje
‘
ỹi =

∑
j: ϕ(j)=i yjP (Bj) gauname

ỹ =
N∑

i=1

ỹi =
N∑

i=1

xi

∑

j: ϕ(j)=i

P (Bj) =
N∑

i=1

xiP (Ai).

I
‘
rodymas baigtas.
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Teiginys 8.8. Jei diskretusis atsitiktinis dydis X yra integruojamas, tai E|X| ≥
|EX|.
I
‘
rodymas. Jei X reikšmės yra x1, x2, . . . , tai a. dydžio ω → |X(ω)| reikšmės yra

|x1|, |x2|, . . . . Todėl yra teisinga lygybė

|X(ω)| =
∞∑

i=1

|xi|I{ω∈Ai},

kur aibės Ai yra apibrėžtos (8.12) formule. Dabar ǐs 8.7 teiginio ǐsplaukia

E|X| =
∞∑

i=1

|xi|P (Ai).

Kadangi
∑∞

i=1 |xi|P (Ai) ≥
∣∣∑∞

i=1 xiP (Ai)
∣∣, gauname E|X| ≥ |EX|.

I
‘
rodymas baigtas.

Teiginys 8.9. Tarkime, X ir Y yra integruojami diskretieji atsitiktiniai dydžiai,
o a, b -realieji skaičiai. Tuomet a.d. ω → aX(ω)+ bY (ω) yra integruojamas ir yra
teisinga lygybė

(8.21) E(aX + bY ) = aEX + bEY.

I
‘
rodymas. Pažymėkime atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X ir Y reikšmiu

‘
aibes X = {x1, x2,

. . . } ir Y = {y1, y2, . . . }. Tuomet galime rašyti

(8.22) X(ω) =
∞∑

i=1

xiIAi(ω), Y (ω) =
∞∑

j=1

yjIBj (ω),

kur pažymėta
Ai = X−1({xi}) ir Bj = Y −1({yj}).

Atvaizdis ω → aX(ω) yra diskretusis atsitiktinis dydis, kuri
‘
žymime aX. Aǐsku,

aX(ω) =
∞∑

i=1

axiIAi(ω).

Kadangi eilutės
∑

i xiP (Ai) ir
∑

i axiP (Ai) konverguoja ir diverguoja kartu, tai
ǐs sa

‘
lygos E|X| < ∞ ǐsplaukia E|aX| < ∞ ir turime lygybe

‘

(8.23) E(aX) =
∞∑

i=1

axiP (Ai) = a

∞∑

i=1

xiP (Ai) = aEX.
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Nagrinėkime atvaizdi
‘
Z(ω) = X(ω) + Y (ω). Iš (8.22) ǐsplaukia lygybė

Z(ω) = xi + yj , ω ∈ Dij , kur Dij = Ai ∩Bj .

Iš 8.7 teiginio ǐsplauktu
‘
, kad Z yra integruojamas, jei skaičios aibės

{|xi + yj |P (Dij), i, j ≥ 1} nariu
‘
suma būtu

‘
baigtinė. Aǐsku, pakanka i

‘
rodyti, kad

skaičios aibės B = {bij = (|xi| + |yj |)P (Dij), i, j ≥ 1} nariu
‘
suma yra baigtinė.

Kadangi visi nariai teigiami, tai sumos reikšmė (ir faktas, kad suma baigtinė)
nepriklauso nuo pasirinktos sumavimo tvarkos. Mes i

‘
rodysime, kad seka

hn =
n∑

i=1

n∑

j=1

(|xi|+ |yj |)P (Dij)

yra aprėžta. Kadangi ji monotonǐskai didėja, tai ǐs aprėžtumo ǐsplauks ir ribos
egzistavimas. Kiekvienam n turime

hn =
n∑

i=1

|xi|
( n∑

j=1

P (Dij)
)

+
n∑

j=1

|yj |
( n∑

i=1

P (Dij)
)

≤
n∑

i=1

|xi|P (Ai) +
n∑

j=1

|yj |P (Bj) ≤ a + b,

kur skaičiai a =
∑∞

i=1 |xi|P (Ai) ir b =
∑∞

j=1 |yj |P (Bj). Taigi, aibės B nariu
‘
suma

baigtinė ir todėl a. d. Z yra integruojamas.
I
‘
rodome (8.21) lygybe

‘
. Pakanka i

‘
rodyti, kad

(8.24) EZ = EX + EY,

nes (8.21) lygybe
‘
lengvai gauname ǐs (8.23) ir (8.24) lygybiu

‘
.

I
‘
rodykime (8.24). Iš 8.7 teiginio ǐsplaukia, kad integruojamo atsitiktinio dydžio Z

vidurkis yra skaičios aibės D = {dij = (xi +yj)P (Dij), i, j ≥ 1} nariu
‘
suma ir šios

sumos reikšmė nepriklauso nuo pasirinktos sumavimo tvarkos. Mūsu
‘

pasirinkta
sumavimo tvarka ǐsrikiuoja aibės D narius abieju

‘
indeksu

‘
didėjimo tvarka (imame

”auganti
‘
” stačiakampi i, j ≤ n, kur n = 1, 2, . . . ),

d11, d12, d21, d22, d13, d23, d33, d31, d32, d14, . . . .

Tuomet skaičius EZ yra sekos

z∗n =
∑

1≤i,j≤n

(xi + yj)P (Dij)



65

riba. I
‘
rodysime, kad kiekvienam (mažam) skaičiui ε > 0 galime rasti N toki

‘
, kad

(8.25) |z∗n − (EX + EY )| < 3ε, kai n ≥ N.

Fiksuokime ε > 0. Jau žinome, kad kad aibės B elementu
‘
suma (pažymėkime ja

‘
S) yra baigtinė. Todėl atsiras skaičius M1 toks, kad kai n ≥ M1,

(8.26) 0 ≤ S −
∑

i,j≤n

bij < ε.

Kadangi X ir Y integruojami, tai atsiras M2 toks, kad kai n ≥ M2,

(8.27) |x∗n −EX| < ε ir |y∗n −EY | < ε.

Čia

x∗n =
n∑

i=1

xiP (Ai), y∗n =
n∑

j=1

yjP (Bj).

Pasirinkime N = max{M1,M2} ir nagrinėkime skirtuma
‘
, kai n ≥ N ,

(x∗n + y∗n)− z∗n =
n∑

i=1

∑

j>n

xiP (Dij) +
n∑

j=1

∑

i>n

yjP (Dij).

Pritaike
‘
(8.26) nelygybe

‘
, gauname, kad dešinėje pusėje esančiu

‘
sumu

‘
absoliutinis

didumas neviršija

n∑

i=1

∑

j>n

|xi|P (Dij) +
n∑

j=1

∑

i>n

|yj |P (Dij) ≤ ε.

Todėl
|z∗n − (x∗n + y∗n)| < ε.

Galop pritaike
‘
(8.27) nelygybe

‘
, gauname (8.25) nelygybe

‘
. Iš čia ǐsplaukia (8.24).

I
‘
rodymas baigtas.

Teiginys 8.10. Jei diskretieji atsitiktiniai dyžiai X, Y yra integruojami, ir X(ω)
≥ Y (ω), tai EX ≥ EY .

I
‘
rodymas. Kadangi X(ω)−Y (ω) = |X(ω)−Y (ω)|, tai pritaike

‘
8.9 teigini

‘
(pirmoje

lygybėje apačioje) ir 8.8 teigini
‘
(pirmoje nelygybėje apačioje) gauname,

EX −EY = E(X − Y ) = E|X − Y | ≥ |E(X − Y )| ≥ 0.

I
‘
rodymas baigtas.
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Teiginys 8.11. Tarkime, X, Y yra diskretieji atsitiktiniai dydžiai tokie, kad

(8.28) X(ω) ≥ Y (ω) ≥ 0, ω ∈ Ω.

Jei X yra integruojamas, tai ir Y yra integruojamas.

I
‘
rodymas. Naudosime žymėjima

‘
(8.22). Tuomet kiekvienai indeksu

‘
porai i, j

turime
X(ω) = xi ir Y (ω) = yj , kai ω ∈ Ai ∩Bj .

Kadangi a.d. X integruojamas, ǐs 8.7 teiginio ǐsplaukia, kad skaičiu
‘
aibės {xi ×

P (Ai ∩Bj), i, j = 1, 2, . . . } nariu
‘
suma yra baigtinė. Iš (8.28) ǐsplaukia nelygybės

xi × P (Ai ∩ Bj) ≥ yj × P (Ai ∩ Bj). Taigi ir aibės {yj × P (Ai ∩ Bj), i, j =
1, 2, . . . } nariu

‘
suma yra baigtinė. Pasirėme

‘
8.7 teiginiu darome ǐsvada

‘
, kad Y

yra integruojamas.
I
‘
rodymo pabaiga.

8.3. Atsitiktinio dydžio vidurkis.
Tarsime, kad visi šio skyrelio atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erd-

vėje (Ω,F , P ).
Bet kuriam a.d. X sukonstruosime diskretu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
Xε toki

‘
, kad

(8.29) X(ω) ≤ Xε(ω) ≤ X(ω) + ε, visiems ω ∈ Ω.

Išskaidome realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
i
‘
ε ilgio intervalus

R = ∪n∈ZIn, In = ( (n− 1)ε, nε].

Čia Z = {0,±1,±2, . . . } žymi sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
. Apibrėžiame

(8.30) Xε(ω) =
∑

n∈Z
nεI{ω∈An}, An = X−1(In) = {ω : X(ω) ∈ In}.

Aǐsku, kad (8.29) nelygybės yra patenkintos.
APB 8.3. Sakome, kad atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn} tolygiai konverguoja i

‘
a.d.

X, jei kiekvienam ε > 0 galima rasti toki (dideli
‘
) skaičiu

‘
N , kad visiems n > N

(8.31) |X(ω)−Xn(ω)| < ε visiems ω ∈ Ω.
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Teorema 8.12. Tarkime, {Xn} ir {Yn} yra integruojamu
‘
diskrečiu

‘
ju

‘
a.d. sekos,

tolygiai konverguojančios i
‘
a.d. X. Tuomet skaičiu

‘
sekos {EXn} ir {EYn} kon-

verguoja ir ju
‘
ribos sutampa.

I
‘
rodymas. Iš (8.31) ǐsplaukia, kad kiekvienam ε > 0 atsiras toks N , kad visiems

n,m > N turime

|Xn(ω)−Xm(ω)| ≤ |Xn(ω)−X(ω)|+ |X(ω)−Xm(ω)| < 2ε, ∀ω ∈ Ω.

Iš 8.6 Teoremos 1) ir 3) teiginiu
‘
ǐsplaukia nelygybės

|EXn −EXm| = |E(Xn −Xm)| ≤ E|Xn −Xm| ≤ 2ε.

Gauname, kad {EXn} yra Koši seka ir todėl konverguoja. Tas pats samprotavimas
tinka ir sekai {EYn}.
Iš (8.31) ǐsplaukia, kad kiekvienam ε > 0 atsiras toks N , kad visiems n,m > N

turime

|Xn(ω)− Yn(ω)| ≤ |Xn(ω)−X(ω)|+ |X(ω)− Yn(ω)| < 2ε, ∀ω ∈ Ω.

Iš 8.6 Teoremos 1) ir 3) teiginiu
‘
ǐsplaukia nelygybės

|EXn −EYn| = |E(Xn − Yn)| ≤ E|Xn − Yn| ≤ 2ε.

Darome ǐsvada
‘
, kad seku

‘
{EXn} ir {EYn} ribos sutampa.

I
‘
rodymas baigtas.

APB 8.4. Sakome, kad a.d. X yra integruojamas, jei egzistuoja diskrečiu
‘
ju

‘
integruojamu

‘
a.d. seka {Xn}, kuri tolygiai konverguoja i

‘
X. Integruojamo a.d.

X vidurkiu (matematine viltimi) vadiname sekos {EXn} riba
‘
. Vidurki

‘
žymime

EX =
∫

X(ω)P (dω).

Pastaba. 1. Kiekvienai mažėjančiai skaičiu
‘
sekai εn ↓ 0 diskrečiu

‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xεn}, apibrėžta formule (8.30) tolygiai konverguoja i

‘
a.d. X. Tačiau

ne kiekvienam a.d. X sekos nariai Xεn bus integruojami.
2. Diskrečiajam a. d. X vidurki

‘
esame apibrėže

‘
anksčiau. Pritaike

‘
jam nauja

‘
ji
‘

apibrėžima
‘
, gauname ta

‘
pati

‘
skaičiu

‘
EX =

∑
i xiP (X = xi).

Teiginys 8.13. Atsitiktinis dydis X yra integruojamas tada ir tik tada, kai a. d.
|X| yra integruojamas.

Ta
‘
fakta

‘
, kad a.d. X yra integruojamas, žymime E|X| < ∞.
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I
‘
rodymas. Jei a.d. X yra integruojamas, tai atsiras diskrečiu

‘
ju

‘
integruojamu

‘
a.d. seka {Xn} tenkinanti (8.31). Diskretieji a.d. ω → |Xn(ω)| taip pat yra
integruojami, o ǐs nelygybiu

‘
(8.31) ir

∣∣|Xn(ω)| − |X(ω)|
∣∣ ≤ |Xn(ω)−X(ω)|

ǐsplaukia, kad seka {|Xn|} tolygiai konverguoja i
‘
|X|. Taigi, remiantis APB 8.4,

a.d. |X| yra integruojamas.
Jei a.d. |X| yra integruojamas, tai atsiras diskrečiu

‘
ju

‘
integruojamu

‘
a.d. seka

{Yn}, kuri tolygiai konverguoja i
‘
|X|. Užrašykime X(ω) = |X(ω)|I∗(ω), kur

I∗(ω) = 1, kai X(ω) > 0 ir kur I∗(ω) = −1, kai X(ω) ≤ 0. Diskretieji a.d.
Xn = YnI∗ yra integruojami (nes Yn integruojami) visiems n = 1, 2, . . . . Be to, ǐs
tapatybės

X(ω)−Xn(ω) =
(|X(ω)| − Yn(ω)

)
I∗(ω)

ǐsplaukia nelygybė |X(ω)−Xn(ω)| ≤ ∣∣|X(ω)| − Yn(ω)
∣∣. Iš šios nelygybės darome

ǐsvada
‘
, kad seka {Xn} tolygiai konverguoja i

‘
X.

I
‘
rodymas baigtas.

Teorema 8.14. Tarkime, X ir Y yra integruojami atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti
(Ω,F , P ).
1) Tarkime, a, b ∈ R. Tuomet atsitiktinis dydis Z = aX + bY yra integruojamas

ir EZ = aEX + bEY .
2) Tarkime X(ω) ≤ Y (ω) visiems ω ∈ Ω. Tuomet EX ≤ EY .
3) Teisinga nelygybė |EX| ≤ E|X|.
4) Tarkime a.d. T tenkina nelygybe

‘
|T (ω)| ≤ |X(ω)| visiems ω ∈ Ω. Tuomet T

yra integruojamas.

I
‘
rodymas. Teiginys yra teisingas diskretiesiems dydžiams, žr. 8.6 teorema

‘
.

Kadangi bet kuriu
‘

a.d. X,Y, Z vidurkiu
‘

reikšmės yra atitinkamu
‘

diskrečiu
‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
vidurkiu

‘
seku

‘
ribos, tai perėje

‘
8.6 teoremos teiginiuose prie

atitinkamu
‘

diskrečiu
‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
vidurkiu

‘
seku

‘
ribu

‘
, gausime teiginius

1)-4).

Teiginys 8.15. Tarkime, kad X yra integruojamas a.d., o aibė B ∈ F turi
tikimybe

‘
P (B) = 1. Tuomet atsitiktinis dydis ω → X(ω)I{ω∈B} yra integruojamas

ir EXIB = EX.

I
‘
rodymas. Pritaike

‘
8.14 teiginio 4) punkta

‘
, ǐs nelygybės |X(ω)I{ω∈B}| ≤ |X(ω)|

darome ǐsvada
‘
, kad atsitiktinis dydis ω → X(ω)I{ω∈B} yra integruojamas. Tuomet

integruojamas ir atsitiktinis dydis Z = X −XIB . Sudarome diskrečiu
‘
ju

‘
a.d. seka

‘
Zεn su εn ↓ 0, kuri tolygiai konverguoja i

‘
Z, žr. (8.30). Kadangi P (Z = 0) = 1, tai

visos tikimybės Pk := P (εn(k− 1) < Z ≤ εnk) lygios 0, kai k 6= 0 ir P0 = 1. Todėl
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EZεn = 0 visiems n. Iš vidurkio apibrėžimo ǐsplaukia lygybė EZ = 0. Gavome
0 = E(X −XIB) = EX −EXIB . Taigi, EXIB = EX.
I
‘
rodymas baigtas.

Pastaba. Tarkime, X yra integruojamas atsitiktinis dydis.
1. Nagrinėkime diskretu

‘
ji
‘
a.d. Xε, apibrėžta

‘
(8.30) formule. Kadangi |Xε(ω)| ≤

|X(ω)|+ε, o a.d. X +ε yra integruojamas, tai Xε taip pat integruojamas. Turime

(8.32) EXε =
∑

k∈Z
εk P(ε(k − 1) < X ≤ εk) =

∑

k∈Z
εk

(
FX(εk)− FX(ε(k − 1))

)

Dešinėje pusėje esančios sumos riba, kai ε ↓ 0, yra žymima
∫ +∞

−∞
xdFX(x).

Ėme
‘
seka

‘
εn ↓ 0, gausime diskrečiu

‘
ju

‘
a.d. seka

‘
{Xεn}, kuri tolygiai konverguoja i

‘
X. Todėl ǐs APB 8.4 ǐsplaukia lygybė

EX =
∫ +∞

−∞
xdFX(x).

2. Jei pasiskirtymo funkcija FX yra absoliučiai tolydžioji, o f yra jos tankio
funkcija, tai

FX(εk)− FX(ε(k − 1)) =
∫ εk

ε(k−1)

f(x)dx.

Šiuo atveju dešiniosios (8.32) pusės riba yra
∫ +∞
−∞ xf(x)dx. Taigi,

EX =
∫ +∞

−∞
xdFX(x) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx.

Jei a.d. X pasiskirstymo funkcija FX yra absoliučiai tolydžiosios pasiskirstymo
funkcijos FA ir diskrečiosios pasiskirstymo funkcijos FD mǐsinys, t.y., atsiras ne-
neigiami skaičiai pA ir pD, tenkinantys lygybe

‘
pA + pD = 1 tokie, kad

(8.33) FX(x) = pAFA(x) + pDFD(x),

tai

EX =
∫ +∞

−∞
xdFX(x) = pA

∫ +∞

−∞
xdFA(x) + pD

∫ +∞

−∞
xdFD(x)

= pA

∫ +∞

−∞
xfA(x)dx + pD

∑

i

xip
∗
i .

= pA

∫ +∞

−∞
xfA(x)dx +

∑

i

xipi.
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Čia fA yra pasiskirstymo funkcijos FA tankio funkcija, o skaičiai p∗i = PD({xi}) yra
tikimybės, kurias realiosios tiesės taškams {xi} priskiria diskrečia

‘
ja

‘
pasiskirstymo

funkcija
‘
FD atitinkantis tikimybinis matas (ji

‘
žymime) PD. Be to,

pi = P (X = xi) = FX(xi)− lim
t↓0

FX(xi − t) = pDp∗i .

3. Jei g : R → R yra tokia Borelio funkcija, kad a.d. ω → g(X(ω)) (ji
‘
žymime

g(X)) yra integruojamas, tai Eg(X) =
∫ +∞
−∞ g(x)dFX(x) ir, jei FX tenkina (8.33)

lygybe
‘
,

Eg(X) = pA

∫ +∞

−∞
g(x)fA(x)dx + pD

∑

i

g(xi)p∗i

= pA

∫ +∞

−∞
g(x)fA(x)dx +

∑

i

g(xi)pi.

Šiu
‘
faktu

‘
griežta

‘
i
‘
rodyma

‘
galima rasti [Kubilius], [Dudley].

PVZ 8.4 Standartinio normaliojo a. dydžio X vidurkis

EX =
∫ +∞

−∞
x

1√
2π

e−x2/2dx =
∫ +∞

0

x
1√
2π

e−x2/2dx +
∫ 0

−∞
x

1√
2π

e−x2/2dx

=
∫ +∞

0

x
1√
2π

e−x2/2dx−
∫ +∞

0

x
1√
2π

e−x2/2dx = 0.

Eksponentinio a. dydžio X vidurkis

EX =
∫ +∞

0

xe−xdx = −e−x(1 + x)
∣∣∣
∞

0
= 1.

9. Atsitiktinio dydžio momentai. Dispersija.

Jei kas paklaustu
‘

kiek žmogus uždirba Lietuvoje, tikriausiai atsakymui pateik-
tume vidutinio uždarbio dydi

‘
. Suprantama, kad toks atsakymas nedaug pasako

apie galimus uždarbius, kurie yra labai skirtingi ir priklauso nuo daugelio dalyku
‘

(specialybės, ǐssilavinimo, amžiaus, regiono ir t.t.). Panašiai, norėdami vienu
skaičiumi aprašyti atsitiktinio dydžio X reikšmes, galime naudoti vidurki

‘
EX.

Kokia charakteristika galėtu
‘

aprašyti atsitiktinio dydžio reikšmiu
‘

ǐssibarstyma
‘

apie vidurki
‘
? Kokia charakteristika galėtu

‘
aprašyti reikšmiu

‘
asimetrija

‘
? Patogūs

parametrai yra atsitiktinio dydžio momentai, kuriuos apibrėšime šiame skyrelyje.
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Tarsime, kad čia nagrinėjami atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erd-
vėje (Ω,F , P ).
Kadangi atvaizdis x → xn yra Borelio funkcija, tai atsitiktinio dydžio X laipsnis

ω → Xn(ω) taip pat yra atsitiktinis dydis, ir galima nagrinėti jo vidurki
‘
.

APB 9.1 Jei atsitiktinis dydis ω → Xn(ω) yra integruojamas (ta
‘
fakta

‘
žymime

E|X|n < ∞), tai jo vidurki
‘
EXn vadiname a.dydžio X n−tos eilės momentu.

Skaičiu
‘
E(X − EX)n vadiname n−tos eilės centriniu momentu. Vidurki

‘
E(X −

EX)2 vadiname atsitiktinio dydžio X dispersija ir žymime DX.

Atsitiktinio dydžio dispersija yra patogus jo reikšmiu
‘
ǐssibarstymo apie vidurki

‘
EX matas. 9.3 teorema teigia, kad DX = 0 tada ir tik tada, kai atsitiktinis dydis
X i

‘
gyja tik viena

‘
reikšme

‘
C = EX, t.y., P (X = C) = 1.

Vidurkis E(X−EX)3 yra interpretuojamas, kaip a. dydžio X asimetrijos matas.
Simetriniams a. dydžiams šio centrinio momento reikšmė yra 0.

Teorema 9.1 (Markovo nelygybė). Tarkime, kad Y yra integruojamas atsi-
tiktinis dydis, o skaičius A > 0. Tuomet teisinga nelygybė

(9.1) P (|Y | ≥ A) ≤ A−1E|Y |.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime atsitiktinius dydžius

X(ω) = I{ω: |Y (ω)|≥A}, Z(ω) = A−1|Y (ω)|X(ω).

Nesunku matyti, kad visiems ω ∈ Ω yra teisingos nelygybė

A−1|Y (ω)| ≥ Z(ω) ≥ X(ω).

Todėl ǐs 8.14 teoremos ǐsplaukia nelygybės

(9.2) E(A−1|Y |) ≥ EZ ≥ EX.

Kadangi EX = P (|Y | ≥ A), ǐs (9.2) nelygybiu
‘
gauname (9.1).

I
‘
rodymas baigtas.

Teorema 9.2 (Čebyševo nelygybė). Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis ir
EX2 < ∞. Tuomet bet kuriam skaičiui C > 0 teisinga nelygybė

(9.3) P (|X −EX| ≥ C) ≤ C−2DX.

I
‘
rodymas. Kadangi P (|X − EX| ≥ C) = P (|X − EX|2 ≥ C2), tai nelygybe

‘
(9.3) gauname pritaike

‘
Markovo nelygybe

‘
atsitiktiniam dydžiui Y = (X − EX)2.

I
‘
rodymas baigtas.
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Teorema 9.3. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis ir EX2 < ∞. Tuomet
teisingi tokie teiginiai.
(i) DX = EX2 − (EX)2.
(ii) Bet kuriam skaičiui c ∈ R teisinga lygybė D(cX) = c2DX.
(iii) Bet kuriam skaičiui c ∈ R teisinga lygybė D(X + c) = DX.
(iv) Jei atsiras toks skaičius c ∈ R, kad būtu

‘
teisinga lygybė P (X = c) = 1, tai

DX = 0.
(v) Jei DX = 0, tai P (X = c) = 1, kur c = EX.

I
‘
rodymas. Pažymėkime EX = a.

(i) ǐsplaukia ǐs lygybiu
‘

DX = E(X − a)2 = E(X2 − 2aX + a2) = EX2 −E2aX + Ea2

= EX2 − 2aEX + a2 = EX2 − 2a2 + a2 = EX2 − a2.

(ii) ǐsplaukia ǐs (i) ir lygybiu
‘
E(cX)2 = c2EX2 ir EcX = cEX.

(iii) ǐsplaukia ǐs lygybiu
‘

D(X + c) = E
(
(X + c)−E(X + c)

)2 = E(X −EX)2.

(iv) Jei P (X = c) = 1 tai P (X2 = c2) = 1 ir todėl EX = c ir EX2 = c2. Iš (i)
turime DX = c2 − c2 = 0.
(v) I

‘
rodysime, kad P (X 6= a) = 0. Kadangi P (X 6= a) = P (X ∈ R \ {a}), ir

R \ {a} = ∪∞n=1An, kur An = R \ [a− n−1, a + n−1], n = 1, 2, . . .

yra monotoninė aibiu
‘
seka, tai, pritaike

‘
3.2. teorema

‘
skirstiniui PX , gauname

(9.4) lim
n

P (X ∈ An) = P (R \ {a}).

Iš Čebyševo nelygybės

P (X ∈ An) = P (|X − a| > n−1) ≤ n2DX = 0.

Todėl (9.4) riba lygi 0.
I
‘
rodymas baigtas.

APB 9.2. Tarkime, X ir Y yra atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti tikimybinėje
erdvėje (Ω,F , P ). Atsitiktinio dydžio ω → (X(ω) − EX)(Y (ω) − EY ) vidurki

‘
E(X − EX)(Y − EY ) vadiname atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
X ir Y kovariacija. Žymime

cov(X,Y ) = E(X −EX)(Y −EY ).
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Teiginys 9.4. Teisingos lygybės

(i) cov(X, Y ) = EX Y −EX EY,

(ii) D(X + Y ) = DX + 2 cov(X, Y ) + DY.

I
‘
rodymas. Pažymėkime a = EX ir b = EY .

(i) ǐsplaukia ǐs lygybiu
‘

E(X − a)(Y − b) = E(XY − aY − bX + ab) = EXY − aEY − bEX + ab

= EXY − ab− ba + ab = EXY − ab.

(ii) ǐsplaukia ǐs lygybiu
‘

D(X + Y ) = E
(
X + Y −E(X + Y )

)2

= E
(
(X −EX) + (Y −EY )

)2

= E
(
(X −EX)2 + 2(X −EX)(Y −EY ) + (Y −EY )2

)

= DX + 2cov(X, Y ) + DY.

I
‘
rodymas baigtas.

APB. 9.3. Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai X ir Y turi teigiamas dispersijas.
Santyki

‘

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√

DX DY

vadiname atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
X ir Y koreliacijos koeficientu.

Koreliacijos koeficientas naudojamas kaip dydžiu
‘

(statistinės) priklausomybės
matas. Sakoma, kad du atsitiktiniai dydžiai yra priklausomi, jei ju

‘
reikšmės

susije
‘
. Pvz. metame kauliuka

‘
ir fiksuojame du parametrus: atsitiktinis dydis

X žymi atsivertusiu
‘

akučiu
‘

skaičiu
‘
; atsitiktinis dydis Y = 1, kai atsivertusiu

‘
akučiu

‘
skaičius lyginis, ir Y = 0 kai atsivertusiu

‘
akučiu

‘
skaičius nelyginis. Šiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
reikšmės yra susije

‘
. Nesunkiai randame koreliacijos koeficienta

‘
ρ(X, Y ) ≈ 0.293.
Galima i

‘
rodyti, žr. Koši-Švarco nelygybe

‘
žemiau, kad |ρ(X, Y )| ≤ 1. Didesnės

koreliacijos koeficiento reikšmės atspindi stipresne
‘

atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

reikšmiu
‘

priklausomybe
‘
.

PVZ 9.1. Puasono atsitiktinio dydžio X su skirstiniu P(λ) dispersija. Pradžioje
suskaičiuosime antra

‘
momenta

‘

EX2 =
∑

k≥0

k2P (X = k) =
∑

k≥1

k2 λk

k!
e−λ

= λ
∑

j≥0

(j + 1)
λj

j!
e−λ = λ

∑

j≥0

j
λj

j!
e−λ + λ

∑

j≥0

λj

j!
e−λ

= λ ·EX + λ · 1 = λ2 + λ.
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Čia atlikome kintamu
‘
ju

‘
keitima

‘
k = j + 1 ir vėliau pritaikėme jau i

‘
rodyta

‘
lygybe

‘
EX = λ. Dabar nesunkiai randame dispersija

‘
DX = EX2 − (EX)2 = λ.

PVZ 9.2. Standartinio normaliojo dydžio antrasis momentas ir dispersija. Pa-
žymėje

‘
standartinio normaliojo skirstinio tanki

‘
p(u) = 1√

2π
e−u2/2, galime rašyti

EX2 =
∫ +∞

−∞
u2p(u)du =

1√
2π

∫ +∞

−∞
u · ue−u2/2du

=
−1√
2π

ue−u2/2
∣∣∣
+∞

−∞
+

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−u2/2du

= 0 + 1 = 1.

Dabar nesunkiai randame DX = EX2 − (EX)2 = 1− 02 − 1.

Pratimas. Tarkime, X yra standartinis normalusis a.d. Raskite atsitiktinio
dydžio Y = aX + b vidurki

‘
ir dispersija

‘
. Raskite eksponentinio atsitiktinio dydžio

Y dispersija
‘
DY ir momentus EY k, k = 1, 2, . . . .

Pastaba. Tarkime, kad X ir Y yra atsitiktiniai dydžiai, o teigiami skaičiai p, q
tenkina lygybe

‘
1
p + 1

q = 1.
(i) Jei EX2 < ∞ ir EY 2 < ∞, tai teisinga Koši-Švarco nelygybė

E|XY | ≤ (EX2)1/2(EY 2)1/2.

(ii) Jei E|X|p < ∞ ir E|Y |q < ∞, tai teisinga Hiolderio nelygybė

E|XY | ≤ (E|X|p)1/p(E|Y |q)1/q.

I
‘
rodyma

‘
galima rasti [Dudley].

10. Nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai

Laikysime, kad šio skyrelio atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erdvėje
(Ω,F , P ).

APB 10.1. Atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra vadinami nepriklausomais, jei bet
kurioms Borelio aibėms A,B ∈ B(R) i

‘
vykiai X−1(A) = {ω : X(ω) ∈ A} ir

X−1(B) = {ω : Y (ω) ∈ B} yra nepriklausomi, t.y.

P (X−1(A) ∩ Y −1(B)) = P (X−1(A))P (Y −1(B)).
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Ta
‘
pačia

‘
lygybe

‘
galime užrašyti taip

(10.1) P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B).

Pastaba 1. Tarkime, kad X ir Y yra diskretieji atsitiktiniai dydžiai, o {x1, x2, ...}
ir {y1, y2, ...} žymi ju

‘
reikšmiu

‘
aibes. Tuomet (10.1) lygybė yra teisinga visoms

Borelio aibėms A,B tada ir tik tada, kai visoms poroms (xi, yj) yra teisinga lygybė

(10.2) P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj).

Pratimas: i
‘
rodykite 1 pastabos teigini

‘
.

Pastaba 2. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi a. d., o f, g : R→ R yra Borelio
funkcijos. Tuomet atsitiktiniai dydžiai f(X) ir g(Y ) yra nepriklausomi.
I
‘
rodymas.

P (f(X) ∈ A, g(Y ) ∈ B) = P (X ∈ f−1(A), Y ∈ g−1(B))

= P (X ∈ f−1(A))P (Y ∈ g−1(B))

= P (f(X) ∈ A)P (g(Y ) ∈ B).

PVZ 10.1. Du kartus metame kauliuka
‘
. Pirmojo metimo akučiu

‘
skaičiu

‘
žymime

X, o antrojo metimo akučiu
‘
skaičiu

‘
žymime Y . Kadangi bet kuriai porai (i, j) ∈

{1, . . . , 6} × {1, . . . , 6} turime

P (X = i, Y = j) =
1
36

=
1
6

1
6

= P (X = i)P (Y = j),

tai atsitiktiniai dydžiai X ir Y tenkina (10.2) lygybe
‘
. Taigi, X ir Y yra neprik-

lausomi atsitiktiniai dydžiai.

APB 10.1 (te
‘
sinys). Atsitiktinius dydžius X1, . . . , Xk (apibrėžtus (Ω,F , P ))

vadiname nepriklausomais, jei bet kuriam Borelio aibiu
‘
rinkiniui B1, B2, . . . , Bk ∈

B(R) i
‘
vykiai X−1

1 (B1), . . . , X−1
k (Bk) yra nepriklausomi.

PVZ 10.2. Nagrinėkime tikimybine
‘

erdve
‘

(Ω,F , P ), kur Ω = [0, 1), aibiu
‘

σ−algebra
‘
F sudaro tos Borelio aibės, kurios yra intervalo [0, 1) poaibiai. Tikimy-

binis matas P yra Lebego matas, t.y., matas, kuris intervalams [a, b] ⊂ [0, 1)
priskiria tikimybes P ([a, b]) = b− a.
Apibrėžiame atsitiktinius dydžius Xi : [0, 1) → R tokiu būdu

X1(ω) = I{2−1≤ω<1},

X2(ω) = I{2−2≤ω<2−1} + I{2−1+2−2≤ω<1},

X3(ω) = I{2−3≤ω<2−2} + I{2−2+2−3≤ω<2−1}
+ I{2−1+2−3≤ω<2−1+2−2} + I{2−1+2−2+2−3≤ω<1}.
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Nesunku patikrinti (tebus tai pratimas), kad atsitiktiniai dydžiai X1, X2, X3 yra
nepriklausomi.

PIEŠINYS

APB 10.1 (te
‘
sinys). Nagrinėkime atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
(apibrėžtu

‘
tikimybinėje

erdvėje (Ω,F , P )) rinkini
‘
{Xλ, λ ∈ Λ}. Čia Λ yra indeksu

‘
aibė. Jei bet kuriam

baigtiniam indeksu
‘
rinkiniui λ1, . . . , λk ∈ Λ atsitiktiniai dydžiai Xλ1 , . . . , Xλk

yra
nepriklausomi, tai {Xλ, λ ∈ Λ} vadiname nepriklausomu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkiniu (sistema).

PVZ 10.2 (te
‘
sinys). Fiksave

‘
ω ∈ [0, 1) nagrinėkime šio skaičiaus dvejetaini

‘
skleidini

‘
:

(10.3) ω = x12−1 + x22−2 + x32−3 + · · · ,

kur skaičiai xi ∈ {0, 1} yra dvejetainio skleidinio koeficientai. Nesunku matyti, kad
x1 = X1(ω), x2 = X2(ω), x3 = X3(ω). Dabar matome, kaip galėtume apibrėžti at-
vaizdžius ω → Xn(ω), kai n = 4, 5, 6, . . . . Xn(ω) yra skaičiaus ω dvejetainio sklei-
dinio koeficientas prie dvejeto laipsnio 2−n. Galima i

‘
rodyti, kad gauta atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {X1, X2, X3, . . . } sudaro nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
rinkini

‘
.

Tai Bernulio atsitiktiniai dydžiai su tikimybėmis P (Xi = 1) = P (Xi = 0) = 2−1.

PVZ 10.3. Tarkime ε1, ε2, . . . yra nepriklausomu
‘
Bernulio atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka ir kiekvienam i tikimybės P (εi = 1) = p ir P (εi = 0) = 1 − p. Tarsime,
kad šie atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erdvėje (Ω,F , P ). Fiksave

‘
elementaru

‘
ji
‘
i
‘
vyki

‘
ω ∈ Ω, nagrinėkime skaičiu

‘
seka

‘
ε1(ω), ε2(ω), . . . . Šios sekos

nariai yra aibės {0, 1} elementai. Nuliu
‘
skaičiu

‘
sekos pradžioje, iki pirma

‘
karta

‘
pasirodant vienetukui, žymėkime Y (ω). Jei

ε1(ω) = 0, ε2(ω) = 0, ε3(ω) = 1, ε4(ω) = 0, . . . ,

tai Y (ω) = 2. Jei ε1(ω) = 1, ε2(ω) = 0, . . . , tai Y (ω) = 0. Gauname atsitiktini
‘

dydi
‘
Y , kuris i

‘
gyja reikšmes 0, 1, 2, . . . . Jo skirstinys

P (Y = 0) = P (ε1 = 1) = p,

P (Y = 1) = P (ε1 = 0, ε2 = 1) = p(1− p), ...

P (Y = k) = P (ε1 = 0, . . . , εk = 0, εk+1 = 1) = p(1− p)k, . . . .

Atsitiktini
‘
dydi

‘
Y su skirstiniu P (Y = k) = p(1 − p)k, k = 0, 1, 2, . . . , vadiname

geometriniu. Pratimas: rasti geometrinio atsitiktinio dydžio vidurki
‘
ir dispersija

‘
.
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Teorema 10.1. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi integruojami atsitiktiniai
dydžiai (apibrėžti tikimybinėje erdvėje (Ω,F , P )). Tuomet atsitiktinis dydis Z(ω)
= X(ω)Y (ω) yra integruojamas ir

(10.4) EZ = EX EY.

I
‘
rodymas. Pradžioje teorema

‘
i
‘
rodysime diskretiesiems atsitiktiniams dydžiams

X ir Y . Juos galime užrašyti taip

X(ω) =
∑

i

xiI{ω∈Ai}, Y (ω) =
∑

j

yjI{ω∈Bj},

kur {xi} yra skirtingu
‘
a.d. X reikšmiu

‘
seka, o {yj} yra skirtingu

‘
a.d. Y reikšmiu

‘
seka ir

Ai = {ω : X(ω) = xi}, Bj = {ω : Y (ω) = yj}.
Kadangi E|X| < ∞ ir E|Y | < ∞, tai sumos

∑
i |xi|P (Ai) ir

∑
j |yj |P (Bj), jei tik

jos turi begalini
‘
skaičiu

‘
nariu

‘
, konverguoja, t.y.,

(10.5)
∑

i

|xi| P (Ai) < ∞,
∑

j

|yj | P (Bj) < ∞.

Iš čia ǐsplaukia, kad skaičiu
‘
|xiyj |P (Ai)P (Bj), kur i, j = 1, 2, . . . , suma yra

baigtinė, t.y.

(10.6)
∑

i

∑

j

|xiyj |P (Ai)P (Bj) < ∞.

Norėdami i
‘
rodyti (10.6), nagrinėkime sandauga

‘

∑

i

|xi| P (Ai)×
∑

j

|yj | P (Bj) =
∑

i

(
|xi| P (Ai)×

∑

j

|yj | P (Bj)
)

=
∑

i

∑

j

(
|xi| P (Ai)× |yj | P (Bj)

)
.

Čia pasinaudojome tuo faktu, kad
∑

i cai = c
∑

i ai. Tokiu būdu (10.6) ǐsplaukia
ǐs (10.5).
Kadangi atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai P (X = xi, Y = yj) =

P (X = xi)P (Y = yj), arba

(10.7) P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj).
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Todėl ǐs (10.6) ǐsplaukia, kad skaičiu
‘
|xiyj |P (Ai ∩ Bj), kur i, j = 1, 2, . . . , suma

yra baigtinė, t.y.,

(10.8)
∑

i

∑

j

|xiyj |P (Ai ∩Bj) < ∞.

Atsitiktini
‘
dydi

‘
Z galime užrašyti tokiu būdu

(10.9) Z(ω) =
∑

i

∑

j

xiyjI{ω∈Ai∩Bj}.

Pritaike
‘
8.7 teigini

‘
ir pasirėme

‘
nelygybe (10.8) darome ǐsvada

‘
, kad a.d. Z yra

integruojamas. Iš 8.7 teiginio taip pat ǐsplaukia, kad atsitiktinio dydžio Z vidurkis
yra

EZ =
∑

i

∑

j

xiyjP (Ai ∩Bj).

Pritaike
‘
(10.7) gauname

EZ =
∑

i

∑

j

xiyjP (Ai)P (Bj) =
∑

i

(
xiP (Ai)×

∑

j

yjP (Bj)
)

=
(∑

i

xiP (Ai)
)
×

(∑

j

yjP (Bj)
)

= EX EY.

Lieka i
‘
rodyti teorema

‘
atsisakius prielaidos, kad X ir Y yra diskretieji a.dydžiai.

Pateiksime tik i
‘
rodymo schema

‘
. Šiuo atveju konstruojame diskrečiuosius a.d. Xε

ir Yε, žr. (8.30). Kadangi visiems ω ∈ Ω yra teisingos nelygybės

(10.10) |Xε(ω)−X(ω)| < ε, |Yε(ω)− Y (ω)| < ε,

tai |Xε| ≤ |X| + ε ir todėl E|Xε| < ∞. Panašiai gauname, kad E|Yε| < ∞.
Nesunku patikrinti, kad atsitiktiniai dydžiai Xε ir Yε yra nepriklausomi. Kadangi
tai diskretieji a. dydžiai, tai jiems 10.1 teorema jau i

‘
rodyta. Taigi

(10.10) E|XεYε| < ∞ ir EXεYε = EXεEYε.

Pasirinkime seka
‘
εn ↓ 0. Tuomet Xεn(ω) → X(ω) ir Yεn(ω) → Y (ω) konverguoja

tolygiai. Iš čia gauname, kai n →∞,

(10.11) Xεn(ω)Yεn(ω) → X(ω)Y (ω)

visiems ω ∈ Ω. Perėje
‘
prie ribos (10.10), kai n →∞ ir ε = εn, gauname E|XY | <

∞ ir EXY = EXEY .
Pastaba. Šiame žingsnyje mums reiktu

‘
pareikalauti tolygiojo diskrečiu

‘
ju

‘
atsitikti-

niu
‘
dydžiu

‘
sekos {Xεn ·Yεn} konvergavimo (10.11), žr. APB 8.4. Tokio reikalavimo

galima ǐsvengti, jei ǐs anksto pakeičiame X ir Y dydžiais XA = XI{|X|<A} ir
YA = Y I{|Y |<A} ir i

‘
rodome EXAYA = EXAEYA visiems A > 0.

I
‘
rodymas baigtas.
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Teiginys 10.2. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi integruojami a.d. Tuomet

(10.12) cov(X, Y ) = 0.

I
‘
rodymas. Kadangi EXY = EXEY , tai

cov(X, Y ) = EXY −EXEY = 0.

Teiginys 10.3. Tarkime, kad X1, . . . , Xn yra nepriklausomi a.d. ir EX2
i < ∞

visiems i = 1, . . . , n. Tuomet teisinga lygybė

(10.13) D(X1 + · · ·+ Xn) = DX1 + · · ·+ DXn.

I
‘
rodymas. Teisingos lygybės

D(
n∑

i=1

X1) = E
( n∑

i=1

(Xi −EXi)
)2

= E
( n∑

i=1

(Xi −EXi)2 + 2
∑

1≤i<j≤n

(Xi −EXi)(Xj −EXj)
)

=
n∑

i=1

E(Xi −EXi)2 + 2
∑

1≤i<j≤n

E(Xi −EXi)(Xj −EXj)

=
n∑

I=1

DXi + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj).

I
‘
state

‘
lygybe

‘
, kuri ǐsplaukia ǐs 10.2 teiginio, cov(Xi, Xj) = 0, gauname (10.13).

11. Sa
‘
lyginis vidurkis.

PVZ 11.1. Tvenkinyje auga karpiai. Yra žinoma, kad turėtu
‘
būti 1000 trimečiu

‘
,

600 keturmečiu
‘
ir 800 penkiamečiu

‘
žuvu

‘
. Mus domina koks yra tvenkinio gyvos

žuvies bendras svoris. Jei žinotume koks yra žuvies vidutinis svoris m, tai ieškoma-
sis skaičius būtu

‘
2400 m. Kaip rasti svorio vidurki

‘
m? Atsitiktiniai parinke

‘
žuvi

‘
ω

(taip, kad visos žuvys ǐs Ω = {ω1, . . . , w2400} turėtu
‘
vienodus šansus būti parink-

tos), jos svori
‘
pažymėkime X(ω). Tai atsitiktinis dydis ir m = EX. Tarkime, kad

turime patikimus duomenis apie trimečiu
‘
žuvu

‘
svorio vidurki

‘
m3, keturmečiu

‘
žuvu

‘
svorio vidurki

‘
m4 ir penkiamečiu

‘
žuvu

‘
svorio vidurki

‘
m5 (tai gali būti ankstesniu

‘
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tyrimu
‘

duomenys, paremti sunaudotu
‘

pašaru
‘

kiekiu ir kt.). Tuomet galėtume
rašyti

m ≈ 1000 m3 + 600 m4 + 800m5

2400
= m3

1000
2400

+ m4
600
2400

+ m5
800
2400

.

Skaičius mi atitinka vidurkine
‘
svorio reikšme

‘
žuvu

‘
aibės Ω poaibyje Ai, sudary-

tame ǐs visu
‘
tvenkinio karpiu

‘
, kuriu

‘
amžius i− metu

‘
. Santykis 1000/24000 (ati-

tinkamai 600/2400 ir 800/2400) nurodo tikimybe
‘
, kad atsitiktinai parinkta žuvis

yra trimetė (atitinkamai keturmetė ir penkiametė).

Toliau laikysime, kad visi šio skyrelio atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimy-
binėje erdvėje (Ω,F , P ).

APB 11.1. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis, o A ∈ F turi teigiama
‘

tikimybe
‘
P (A) > 0. Be to tarsime, kad atsitiktinis dydis ω → I{ω∈A}X(ω) yra

integruojamas. Skaičiu
‘

E(X|A) = P−1(A)EIAX =
1

P (A)

∫
I{ω∈A}X(ω)P (dω)

vadiname sa
‘
lyginiu a. dydžio X vidurkiu su sa

‘
lyga A. Jei P (A) = 0, apibrėžiame

E(X|A) = 0.

Teiginys 11.1. Tarkime, X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o A1, . . . , Ak ∈
F yra toks tarpusavyje nesikertančiu

‘
aibiu

‘
rinkinys, kad Ω = A1∪· · ·∪An. Tuomet

teisingos lygybės

EX = EXIA1 + · · ·+ EXIAn = P (A1)E(X|A1) + · · ·+ P (An)E(X|An).

Tarkime, Y yra diskretusis atsitiktinis dydis su reikšmiu
‘
aibe Y = {y1, y2, . . . }.

Čia yi 6= yj , kai i 6= j. Pažymėje
‘
Ai = {ω : Y (ω) = yi}, galime rašyti

Y (ω) =
∑

i

yiI{ω∈Ai}.

Aǐsku, kad ∪iAi = Ω ir Ai ∩Aj = ∅, kai i 6= j.
Konstruosime nauja

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
Z : Ω → R, turinti

‘
tokia

‘
pačia

‘
struktūra

‘
,

kaip ir Y , t.y.,

(11.1) Z(ω) =
∑

i

ziI{ω∈Ai}.

Kadangi skaičiai zi = E(X|Ai) yra vidurkinės X reikšmės aibėse Ai, tai Z reikšmės
yra tam tikra prasme artimos a. dydžio X reikšmėms. Aǐsku, turime pareikalauti,
kad atsitiktiniai dydžiai ω → X(ω)IAi būtu

‘
integruojami.

APB 11.2. Tarkime, kad X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o Y yra
diskretusis a.d. Atsitiktini

‘
dydi

‘
Z vadiname a. dydžio X sa

‘
lyginiu vidurkiu su

sa
‘
lyga Y ir žymime E(X|Y ). Sa

‘
lyginio vidurkio reikšmes E(X|Ai) dar žymime

E(X|Ai) = E(X|Y = yi).
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Teorema 11.1. Tarkime, kad X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o Y yra
diskretusis a.d. Tuomet
(i) E

(
E(X|Y )

)
= EX;

(ii) kiekvienai Borelio funkcijai ϕ : R→ R yra teisinga lygybė

E
(
ϕ(Y )X|Y ) = ϕ(Y )E(X|Y ).

Toliau pateikiamos atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
lygybės yra teisingos beveik visur.

(iii) Jei X ir Y yra nepriklausomi a.d., tai E(X|Y ) = EX;
(iv) E(Y |Y ) = Y ;
(v) Jei X1 ir X2 yra integruojami a.d., o a, b yra realieji skaičiai, tai

E(aX1 + bX2|Y ) = aE(X1|Y ) + bE(X2|Y ).

Pastaba. Sakome, kad atsitiktiniai dydžiai W ir Z yra lygūs beveik visur, jei kuriai
nors aibei A ∈ F , kurios tikimybė P (A) = 1, yra teisinga lygybė Z(ω) = W (ω)
visiems ω ∈ A. Ekvivalentus apibrėžimas yra pateiktas APB 6.8.

I
‘
rodymas. Naudosime anksčiau i

‘
vesta

‘
žymėjima

‘
zi = E(X|Ai), kur Ai = Y −1(yi).

I
‘
rodome (i). Atsitiktinio dydžio Z = E(X|Y ), žr. (11.1), vidurkis

E
(
E(X|Y )

)
=

∑

i

ziP (Ai) =
∑

i: P (Ai)>0

P (Ai)E(X|Ai)

=
∑

i: P (Ai)>0

EIAiX = EX
( ∑

i: P (Ai)>0

IAi

)

= EXIB ,(11.2)

kur

(11.3) B = ∪i: P (Ai)>0Ai.

Kadangi aibė B = ∪i: P (Ai)=0Ai, tai

P (B) =
∑

i: P (Ai)=0

P (Ai) = 0.

Iš čia ǐsplaukia lygybė P (B) = 1. Todėl, žr. 8.15 teigini
‘
, EXIB = EX. I

‘
state

‘
šia

‘
lygybe

‘
i
‘
formule

‘
(11.2), gauname (i) lygybe

‘
.

I
‘
rodome (ii). Pažymėkime wi = E(ϕ(Y )X|Ai). Tuomet atsitiktinis dydis

(11.4) E
(
ϕ(Y )X|Y )

(ω) =
∑

i

wiI{ω∈Ai}.
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Jei P (Ai) = 0, tai wi = zi = 0. Jei P (Ai) > 0, tai ǐs lygybiu
‘
(jose naudojame ta

‘
fakta

‘
, kad visiems ω ∈ Ai turime Y (ω) = yi)

E(ϕ(Y )X|Ai) =
1

P (Ai)
EY XIAi =

1
P (Ai)

Eϕ(yi)XIAi

=
1

P (Ai)
ϕ(yi)EXIAi

= ϕ(yi)E(X|Ai)

ǐsplaukia, kad wi = ϕ(yi)zi. Dabar dešine
‘

(11.4) lygybės puse
‘

galime perrašyti
taip

(11.5)
∑

i

ϕ(yi)ziI{ω∈Ai} = ϕ
(
Y (ω)

)
E

(
X|Y )

(ω).

Iš (11.4) ir (11.5) gauname (ii).
I
‘
rodome (iii). Pakanka i

‘
rodyti lygybe

‘
E(X|Y )(ω) = EX visiems ω ∈ B, kur aibės

B, apibrėžtos (11.3), tikimybė P (B) = 1. Fiksuokime ω ∈ B. Tuomet ω ∈ Ai

kuriam nors Ai. Čia indeksas i yra toks, kad Y (ω) = yi. Iš sa
‘
lyginio vidurkio

apibrėžimo ǐsplaukia lygybės

E(X|Y )(ω) = E(X|Ai) =
1

P (Ai)
EXIAi =

1
P (Ai)

EXEIAi = EX.

Čia pasinaudojome lygybe EXIAi = EXEIAi , kuri ǐsplaukia ǐs to fakto, kad a.d.
X ir Y yra nepriklausomi (taikome 10 skyrelio 2 pastaba

‘
atvaizdžiui IAi(ω) =

g(Y (ω)), kur g(Y ) = I{Y =yi}).
Lygybė (iv) ǐsplaukia ǐs lygybiu

‘
(ii) ir (iii), jas pritaikius a. dydžiams X ≡ 1 ir

ϕ(Y ) = Y ,
E(Y |Y ) = E(Y · 1|Y ) = Y E(1|Y ) = Y.

Čia pasinaudojome tuo faktu, kad kai X ≡ 1 turi tik viena
‘
reikšme

‘
, tai jis ir bet

koks kitas a. d. Y yra nepriklausomi, ir todėl ǐs (iii) ǐsplaukia lygybė E(1|Y ) = 1.
I
‘
rodome (v).

E(aX1 + bX2|Y ) =
∑

i:P (Ai)>0

E(aX1 + bX2|Ai)

=
∑

i:P (Ai)>0

1
P (Ai)

E(aX1 + bX2)IAi

=
∑

i:P (Ai)>0

1
P (Ai)

(
aEX1IAi + bEX2IAi

)

=
∑

i:P (Ai)>0

(
aE(X1|Ai) + bE(X2|Ai)

)

= aE(X1|Y ) + bE(X2|Y )

I
‘
rodymas baigtas.
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Teiginys 11.2. Tarkime, kad a.d. X ir Borelio funkcija f tenkina sa
‘
lygas EX2 <

∞ ir Ef2(Y ) < ∞ Apibrėžkime funkcija
‘

f0(yi) = E(X|Y = yi), kai yi ∈ Y ir
f0(x) = 0, kai x ∈ R \ Y. Teisinga tokia nelygybė

E(X − f(Y ))2 ≥ E(X − f0(Y ))2.

Pastaba. Funkcija
‘
f0 žymime f0(y) = E(X|Y = y). Ji tenkina lygybe

‘
f0(Y ) =

E(X|Y ).

I
‘
rodymas. Pažymėkime a = E(X − f0(Y ))(f0(Y ) − f(Y )). Iš 11.1 Teoremos (i)

ir (ii) teiginiu
‘
ǐsplaukia lygybės

a = EE
(
(X − f0(Y ))(f0(Y )− f(Y ))

∣∣∣Y
)

= E (f0(Y )− f(Y ))E
(
X − f0(Y )

∣∣∣Y
)

= E(f0(Y )− f(Y ))
(
E(X|Y )− f0(Y )

)
= E(f0(Y )− f(Y )) · 0 = 0.

Todėl

E(X − f(Y ))2 = E(X − f0(Y ) + f0(Y )− f(Y ))2

= E(X − f0(Y ))2 + 2a + E(f0(Y )− f(Y ))2

≥ E(X − f0(Y ))2 + 2a

= E(X − f0(Y ))2.

I
‘
rodymas baigtas.

Skaičius E(X|A), kur aibė A ∈ F turi teigiama
‘
tikimybe

‘
, atspindi vidurkine

‘
X

reikšme
‘

aibėje A. Dydžio X ǐssibarstyma
‘

apie šia vidurkine
‘

reikšme
‘

atsipindi
sa

‘
lyginė dispersija.

APB 11.3. Sa
‘
lygine a. dydžio X dispersija, su sa

‘
lyga A, vadiname skaičiu

‘

D(X|A) = E(X2|A)− (E(X|A))2,

kai P (A) > 0. Jei P (A) = 0, apibrėžiame D(X|A) = 0. Jei EX2 < ∞, tai sa
‘
lygine

‘
dispersija

‘
galime apibrėžti visoms aibėms A ∈ F .

Nagrinėkime diskretu
‘
ji
‘

a.d. Y su reikšmiu
‘

aibe Y = {y1, y2, . . . } ir žymėkime
Ai = Y −1(yi). Atsitiktini

‘
dydi

‘

V (ω) =
∑

i

D(X|Ai)I{ω∈Ai}

vadiname sa
‘
lygine X dispersija su sa

‘
lyga Y ir žymime D(X|Y ).
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Teorema 11.3. Teisingos lygybės

D(X|Y ) = E(X2|Y )− (E(X|Y ))2,(11.6)

DX = D
(
E(X|Y )

)
+ E

(
D(X|Y )

)
.(11.7)

Lygybė (11.6) yra teisinga beveik visur.

I
‘
rodymas. I

‘
rodome (11.6). Pažymėkime Z = E(X|Y ), W = E(X2|Y ) ir V =

D(X|Y ). Iš sa
‘
lyginio vidurkio ir sa

‘
lyginės dispersijos apibrėžimo ǐsplaukia, kad

bet kuriai aibei Ai su P (Ai) > 0 ir bet kuriai ω ∈ Ai yra teisinga lygybė V (ω) =
W (ω) − Z2(ω). Kadangi P (∪i: P (Ai>0)Ai) = 1, darome ǐsvada

‘
, kad (11.6) yra

teisinga beveik visur.
I
‘
rodome (11.7). Iš dispersijos apibrėžimo ir 11.1 teoremos (i) teiginio turime

(11.8) DZ = EZ2 − (EZ)2 = EZ2 − (EX)2.

Iš (11.6) ir 11.1 teoremos ǐsplaukia, kad

(11.9) EV = EW −EZ2 = EX2 −EZ2.

Sudėje
‘
(11.8) ir (11.9), gauname (11.7).

I
‘
rodymas baigtas.

PVZ 11.2. Bendrovė apmoka darbuotoju
‘
dalykinius telefono pokalbius. Reikia

i
‘
vertinti mėnesio laikotarpio bendrovės telefono ǐslaidas. Pokalbiu

‘
skaičius N ir

vieno pokalbio trukmė X yra atsitiktiniai dydžiai. Yra žinoma, kad pokalbiu
‘

skaičiaus N skirstinys yra artimas Puasono skirstiniui su parametru λ = 5000, o
vidutinis pokalbio ilgis EX = 4 (minutės). Dispersija DX = 4. Viena pokalbio
minutė kainuoja 10 centu

‘
.

Raskite numatomu
‘
telefonu

‘
pokalbiu

‘
ǐslaidu

‘
kainos vidurki

‘
ir dispersija

‘
. Laikome,

kad skirtingu
‘
pokalbiu

‘
trukmės X1, X2, . . . yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai.

Sprendimas. Pažymėkime EX = a, DX = σ2. Bendras pokalbiu
‘

laikas yra
atsitiktinis dydis

SN = X1 + X2 + · · ·+ XN .

Iš 11.1 teoremos 1) punkto ǐsplaukia lygybė ESN = E(E(SN |N)). Atsitiktinio
dydžio E(SN |N) reikšmė yra bendro pokalbiu

‘
laiko vidurkis, jei žinoma, kad buvo

lygiai N pokalbiu
‘
. Aǐsku, kad

(11.10) E(SN |N) = NEX1 = Na.

Iš čia gauname

ESN = E(E(SN |N)) = E(NEX1) = EX1EN = aλ.
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Atsitiktinio dydžio SN dispersijai skaičiuoti taikysime (11.7) formule
‘

(11.11) DSN = E(D(SN |N)) + D(E(SN |N)).

Atsitiktinio dydžio D(SN |N) reikšmė yra bendro pokalbiu
‘
laiko SN dispersija, jei

žinoma, kad buvo lygiai N pokalbiu
‘
. Iš 10.3 teoremos turime D(SN |N) = DX1 +

DX2+ · · ·+DXN , čia N yra fiksuotas skaičius. Todėl D(SN |N) = NDX1 = Nσ2.
I
‘
state

‘
šia

‘
lygybe

‘
ir (11.10) i

‘
(11.11) formule

‘
, gauname

DSN = E(Nσ2) + D(Na) = σ2EN + a2DN = σ2λ + a2λ = λ(a2 + σ2).

Kai a = 4, σ2 = 4 ir λ = 5000, turime ESN = 20000, DSN = 100000. Vidutinė
kaina yra 2000 Lt, jos dispersija 1000.

12. Atsitiktinio vektoriaus pasiskirstymo funkcija

Nagrinėsime matu
‘
ji
‘

atvaizdi
‘

Y : (Ω,F) → (Rk,B(Rk)), apibrėžta
‘

tikimybinėje
erdvėje (Ω,F , P ). Atvaizdžio reikšmės yra k−mačiai vektoriai

Y (ω) = (Y1(ω), Y2(ω), . . . , Yk(ω)).

Ji
‘
vadiname atsitiktiniu vektoriumi (a.v.). Kadangi mačiojo atvaizdžio Y : Ω →

Rk kiekviena koordinatinė funkcija Yi : Ω → R yra mačioji, tai Yi, kur i = 1, . . . , k,
yra atsitiktiniai dydžiai.

Pastaba 1. Tarkime X1, . . . , Xk yra atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti tikimybinėje
erdvėje (Ω,F , P ). Tuomet atvaizdis ω → (X1(ω), . . . , Xk(ω)) yra atsitiktinis vek-
torius. Tuo lengvai i

‘
sitikinsime pasirėme

‘
6.4 teiginiu. Pažymėkime ši

‘
atvaizdi

‘
ω → X(ω). Borelio aibiu

‘
rinkiniui B1, . . . , Bk ∈ B(R) turime

X
−1

(B1 × · · · ×Bk) = X−1
1 (B1) ∩ · · · ∩X−1

k (Bk) ∈ F .

Kadangi ”stačiakampės” aibės B1 × · · · × Bk generuoja erdvės Rk Borelio aibiu
‘

σ−algebra
‘
B(Rk), tai ǐs 6.4 teiginio ǐsplaukia, kad atvaizdis ω → X(ω) yra matu-

sis, t.y., X yra atsitiktinis vektorius.

APB 12.1. Tarkime, Q yra tikimybinis matas, apibrėžtas erdvės Rk Borelio
aibiu

‘
σ−algebroje B(Rk). Funkcija

‘

x = (x1, . . . , xk) → FQ(x) = Q
(
(−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · × (−∞, xk]

)

vadiname mato Q pasiskirstymo funkcija.
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Atsitiktinio vektoriaus Y tikimybinio skirstinio PY pasiskirstymo funkcija
‘

FY (x) = PY

(
(−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · × (−∞, xk]

)

= P ({ω : Y1(ω) ≤ x1, . . . , Yk(ω) ≤ xk})
= P (Y1 ≤ x1, . . . , Yk ≤ xk).

vadiname atsitiktinio vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija.
I
‘
vesime žymeni

‘
, vektoriams x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk palyginti.

Rašysime x ≤ y, jei xi ≤ yi visiems i = 1, . . . , k.

Teiginys 12.1. Tikimybinio skirstinio Q, apibrėžto mačiojoje erdvėje
(Rk, B(Rk)), pasiskirstymo funkcija turi tokias savybes.
1) Jei x ≤ y tai FQ(x) ≤ FQ(y).
2) Egzistuoja riba

lim
x1→+∞

. . . lim
xk→+∞

FQ(x) = 1.

3) Kiekvienam i ir kiekvienam skaičiu
‘
rinkiniui x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk egzis-

tuoja riba
lim

xi→−∞
FQ(x1, . . . , xk) = 0.

4) Kiekvienai vektoriu
‘
sekai xn, tenkinančiai nelygybes x1 ≥ x2 ≥ · · · ir konver-

guojančiai i
‘
vektoriu

‘
x, egzistuoja riba

lim
n→∞

FQ(xn) = FQ(x).

Šio teiginio i
‘
rodymas yra toks pats, kaip ir 7.1 teiginio i

‘
rodymas.

Kiek sudėtingiau yra formuluoti ribos ”ǐs kairės” egzistavimo savybe
‘
daugiamačio

argumento atveju. Paprasčiausia, kai turime vektoriu
‘
seka

‘
xn = (x1n, . . . , xkn),

n = 1, 2, . . . , kuri konverguoja i
‘
vektoriu

‘
x = (x1, . . . , xk) ir kiekvienam i koor-

dinačiu
‘
xin, n = 1, 2, . . . , seka monotonǐskai didėja, t.y., xi1 < xi2 < xi3 < . . . .

Tuomet egzistuoja riba

lim
n→∞

FQ(xn) = Q
(
(−∞, x1)× (−∞, x2)× · · · × (−∞, xk)

)
.

Pastaba 2. Žinodami tikimybinio mato Q pasiskirstymo funkcijos FQ(x) reikšmes
visiems x ∈ Rk, galime (bent ǐs principo) rasti visu

‘
Borelio aibiu

‘
B ∈ B(Rk)

tikimybes, t.y., jei tikimybiniu
‘
matu

‘
Q1 ir Q2 pasiskirstymo funkcijos sutampa,

tai Q1(B) = Q2(B) visoms Borelio aibėms B ∈ B(Rk). Šio fakto i
‘
rodymas (žr.

[Kubilius], [Dudley]) remiasi tuo, kad ”stačiakampiu
‘
” aibiu

‘

(12.1A) Ax = (−∞, x1]× (−∞, x2]× · · · × (−∞, xk], x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk
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klasės generuota σ− algebra sutampa su Borelio aibiu
‘
σ− algebra B(Rk).

Pratimas. Tarkime k = 2. Patikrinkite tapatybe
‘

(12.1) Q
(
(a1, a2]× (b1, b2]

)
= FQ(b1, b2) + FQ(a1, a2)− FQ(a1, b2)− FQ(b1, a2).

APB 12.2. Tikimybini
‘
skirstini

‘
Q, apibrėžta

‘
mačiojoje erdvėje (Rk,B(Rk)), vad-

iname absoliučiai tolydžiuoju, jei atsiras tokia neneigiama integruojama funkcija
f : Rk → [0,+∞), kad visiems x ∈ Rk yra teisinga lygybė

FQ(x) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xk

−∞
f(u1, . . . , uk)du1 · · · duk.

Funkcija
‘
f vadiname tankio funkcija. Iš 12.1 teiginio 2) punkto ǐsplaukia lygybė

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, . . . , xk)dx1 · · · dxk = 1.

Atsitiktini
‘

vektoriu
‘

vadiname absoliučiai tolydžiuoju, jei jo skirstinys yra abs.
tolydusis.

Pastaba 3. Tarkime Y yra k−matis absoliučiai tolydusis atsitiktinis vektorius su
tankio funkcija f . Tarkime g : Rk → R yra mačioji funkcija tokia, kad atsitiktinis
dydis g(Y ) yra integruojamas. Tuomet

(12.2) Eg(Y ) =
∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
g(x1, . . . , xk)f(x1, . . . , xk)dx1 · · · dxk.

Pritaike
‘
šia

‘
lygybe

‘
aibės B ∈ B(Rk) indikatoriui g(x) = I{x∈B}, gauname lygybe

‘

(12.3) P{Y ∈ B} =
∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
I{x∈B}f(x1, . . . , xk)dx1 · · · dxk.

Šiu
‘
lygybiu

‘
čia nei

‘
rodysime. I

‘
rodyma

‘
galima rasti vadovėliuose [Kubilius], [Dud-

ley].

Pastaba 4. Tarkime, X = (X1, . . . , Xk) yra absoliučiai tolydusis atsitiktinis vek-
torius su tankio funkcija pX . Tarkime, kad kuriai nors atvirai aibei BX ⊂ Rk

teisinga lygybė P{X ∈ BX} = 1, o funkcija ϕ : BX → Rk yra diferencijuojama
ir jos Jakobianas (ǐsvestiniu

‘
matricos determinantas) Jϕ(x) 6= 0 visiems x ∈ BX .

Tuomet atsitiktinis vektorius Y = ϕ(X) yra absoliučiai tolydusis ir turi tanki
‘

(12.4) pY (y) = pX(ϕ−1(y))
1

J(ϕ−1(y))
, y ∈ BY ,
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ir P (Y ∈ BY ) = 1. Čia BY žymi funkcijos ϕ reikšmiu
‘
aibe

‘
, o ϕ−1 : BY → BX

žymi funkcija
‘
, kuri yra atvirkštinė funkcijai ϕ.

(12.4) formule
‘

galima i
‘
rodyti tokiu būdu. Tarkime B ⊂ BY yra atviroji aibė.

Teisingos lygybės

P (Y ∈ B) = P (X ∈ ϕ−1(B)) =
∫
I{x∈ϕ−1(B)}pX(x)dx1 · · · dxk

=
∫
I{y∈B}pX

(
ϕ−1(y)

)|Jϕ−1(y)|dy1 · · · dyk

=
∫
I{y∈B}pX

(
ϕ−1(y)

) 1
|Jϕ(ϕ−1(y))|dy1 · · · dyk.(12.5)

Čia taikėme kintamu
‘
ju

‘
keitimo daugialypiame integrale taisykle

‘
(antroji eilutė) ir

ta
‘
fakta

‘
, kad funkcijos ϕ−1 ǐsvestiniu

‘
matrica yra atvirkštinė funkcijos ϕ ǐsvestiniu

‘
matricai ir todėl ju

‘
determinantu

‘
sandauga Jϕ−1(y)·Jϕ(ϕ−1(y)) = 1, žr. [Kabaila].

Iš (12.5) lygybiu
‘

ǐsplaukia, kad stačiakampės aibės (žr. (12.1A)) Az, kur z =
(z1, . . . , zk) ∈ Rk, tikimybė

P (Y ∈ Az) = P (Y ∈ Az ∩BY ) =
∫
I{y∈Ay∩BY }pY (y)dy1 · · · dyk

=
∫ z1

−∞
· · ·

∫ zk

−∞
I{y∈BY }pY (y)dy1 · · · dyk.

Taigi, funkcija y → I{y∈BY }pY (y) yra atsitiktinio vektoriaus Y tankio funkcija.

Toliau, paprastumo dėliai, nagrinėsime tik dvimačius atsitiktinius vektorius Y =
(Y1, Y2), t.y., atveji

‘
, kai k = 2.

APB 12.3. Atsitiktinio dydžio Yi, i = 1, 2, pasiskirstymo funkcija yra vadinama
marginaliaja pasikirstymo funkcija,

FY1(x1) = P (Y1 ≤ x1) = P (Y1 ≤ x1, Y2 < +∞) = lim
t→+∞

FY (x1, t),

FY2(x2) = P (Y2 ≤ x2) = P (Y1 < +∞, Y2 ≤ x2) = lim
t→+∞

FY (t, x2).

Pastaba 5. Jei Y = (Y1, Y2) yra absoliučiai tolydusis ats. vektorius su tankio
funkcija pY (u1, u2), tai atsitiktiniai dydžiai Y1 ir Y2 yra absoliučiai tolydieji, o ju

‘
tankio funkcijos

pY1(u1) =
∫

R
pY (u1, t)dt, pY2(u2) =

∫

R
pY (t, u2)dt.
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Tai ǐsplaukia ǐs Matematinės analizės kurso Fubinio teoremos:

FY1(x1) = P (Y ∈ (−∞, x1]× (−∞, +∞))

=
∫ x1

−∞
du1

∫ +∞

−∞
du2 pY (u1, u2)

=
∫ x1

−∞
pY1(u1)du1.

Teiginys 12.2. Atsitiktiniam vektoriui Y = (Y1, Y2) teiginiai yra ekvivalentūs.
(i) Visiems x = (x1, x2) ∈ R2 teisinga lygybė FY (x1, x2) = FY1(x1)FY2(x2).
(ii) Marginalieji atsitiktiniai dydžiai Y1 ir Y2 yra nepriklausomi.
I
‘
rodymas. Tarkime, kad Y1 ir Y2 yra nepriklausomi. Tuomet

FY (x1, x2) = P (Y1 ≤ x1, Y2 ≤ x2) = P (Y1 ≤ x1)P (Y2 ≤ x2) = FY1(x1)FY2(x2).

Taigi, (ii)⇒(i).
I
‘
rodome (ii)⇒(i). Nagrinėkime stačiakampi

‘
(a1, a2] × (b1, b2] ⊂ R2. Iš lygybės

FY (x1, x2) = FY1(x1)FY2(x2) ir (12.1) formulės gauname

P (Y ∈ (a1, a2]× (b1, b2]) = FY (b1, b2) + FY (a1, a2)− FY (a1, b2)− FY (b1, a2)

=
(
FY1(a2)− FY1(a1)

)(
FY2(b2)− FY2(b1)

)

= P (Y1 ∈ (a1, a2])P (Y2 ∈ (b1, b2]).

I
‘
rodėme, kad

(12.6) P ({Y1 ∈ A} ∩ {Y2 ∈ B}) = P (Y1 ∈ A)P (Y2 ∈ B),

kai A = (a1, a2] ir B = (b1, b2] yra intervalai. Mums reikia i
‘
rodyti šia lygybe

‘
bet

kuriai Borelio aibiu
‘
porai A,B ∈ B(R).

Matome, kad vektoriaus Y skirstinys PY sutampa su skirstiniu PY1 × PY2 stačia-
kampiu

‘
aibiu

‘
(a1, a2]×(b1, b2] klasėje. Kadangi stačiakampiu

‘
aibiu

‘
klasė generuoja

Borelio aibiu
‘

σ−algebra
‘
B(R2), tai ǐs bendru

‘
mato teorijos rezultatu

‘
([Dudley],

[Kubilius]) ǐsplaukia, kad PY (D) = PY1 × PY2(D) visoms Borelio aibėms D ∈
B(R2). Ėme

‘
D = A×B, kur A,B ∈ B(R), gauname (12.6) lygybe

‘
visoms A,B ∈

B(R). Taigi, atsitiktiniai dydžiai Y1 ir Y2 yra nepriklausomi. I
‘
rodymas baigtas.

Teiginys 12.3. Tarkime, kad Y1, Y2 yra nepriklausomi absoliučiai tolydieji atsi-
tiktiniai dydžiai su tankio funkcijomis p1(u) ir p2(u). Tuomet atsitiktinis vektorius
Y = (Y1, Y2) yra absoliučiai tolydusis ir funkcija p(x1, x2) = p1(x1)p2(x2), kur
(x1, x2) ∈ R2, yra šio ats. vektoriaus tankio funkcija.
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I
‘
rodymas. Iš 12.2 teiginio ǐsplaukia lygybės

FY (x1, x2) = FY1(x1)FY2(x2) =
∫ x1

−∞
p1(u)du

∫ x2

−∞
p2(u)du

=
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
p1(u1)p2(u2)du1du2.

Paskutinėje lygybėje taikėme Fubinio teorema (žinoma
‘

ǐs Matematinės analizės
kurso). I

‘
rodymas baigtas.

Teiginys 12.4. Tarkime, kad Y = (Y1, Y2) yra absoliučiai tolydusis atsitikti-
nis vektorius su tankio funkcija pY (x1, x2) = g1(x1)g2(x2). Tuomet atsitiktiniai
dydžiai Y1 ir Y2 yra nepriklausomi ir turi tankio funkcijas p1(u) = c−1

1 |g1(u)| ir
p2(u) = c−1

2 |g2(u)|. Čia ci =
∫ +∞
−∞ |gi(u)|du, i = 1, 2.

I
‘
rodymas. Kadangi pY yra tankis, tai, pritaike

‘
Fubinio teorema

‘
, turime

1 =
∫

R2
pY (x1, x2)dx1dx2 =

∫

R2
|g1(x1)| · |g2(x2)|dx1dx2 = c1c2.

Taigi, galime rašyti pY (x1, x2) = p1(x1)p2(x2), nes c1c2 = 1. Iš čia gauname

FY1(x1) =
∫ x1

−∞
dx1

∫ +∞

−∞
dx2p1(x1)p2(x2)

=
∫ x1

−∞
p1(x1)dx1 ·

∫ +∞

−∞
p2(x2)dx2 =

∫ x1

−∞
p1(x1)dx1,

nes
∫

p2(x2)dx2 = 1. Taigi, p1 yra atsitiktinio dydžio Y1 tankio funkcija. Panašiai
i
‘
sitikiname, kad p2 yra atsitiktinio dydžio Y2 tankio funkcija. Be to yra teisinga
lygybė

FY (x1, x2) =
∫ x1

−∞
dx1

∫ x2

−∞
dx2p1(x1)p2(x2)

=
∫ x1

−∞
p1(x1)dx1 ·

∫ x2

−∞
p2(x2)dx2

= FY1(x1)FY2(x2).

Iš 12.2 teiginio ǐsplaukia, kad ats. dydžiai Y1 ir Y2 yra nepriklausomi.
I
‘
rodymas baigtas.

PVZ 12.1. Nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumos skirstinys. Tarkime Y1 ir Y2

yra nepriklausomi absoliučiai tolydieji atsitiktiniai dydžiai su tankio funkcijomis
p1 ir p2. Nagrinėkime atsitiktini

‘
dydi

‘
Z = Y1 + Y2. Jo pasiskirstymo funkcija

P (Z ≤ x) = P (Y1 + Y2 ≤ x) = P (Y ∈ Bx),
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čia žymime Y = (Y1, Y2) ir Bx = {(x1, x2) : x1 + x2 ≤ x} ⊂ R2. Iš 12.3 teiginio
ǐsplaukia, kad ats. vektorius Y turi tanki

‘
p1(x1)p2(x2). Todėl

P (Z ≤ x) = P (Y ∈ Bx) =
∫ ∫

I{(x1,x2)∈Bx}p1(x1)p2(x2)dx1dx2

=
∫ +∞

−∞
dx1p1(x1)

∫ x−x1

−∞
p2(x2)dx2

=
∫ +∞

−∞
FY2(x− x1)p1(x1)dx1.(12.7)

Antrojoje eilutėje atlike
‘
kintamu

‘
ju

‘
keitima

‘
v = x2 + x1, dv = dx2, gauname

P (Z ≤ x) =
∫ +∞

−∞
dx1p1(x1)

∫ x

−∞
p2(v − x1)dv =

∫ x

−∞
p(v)dv,

kur p(v) =
∫
R p2(v − x1)p1(x1)dx1 tinka būti atsitiktinio dydžio Z tankiu.

PVZ 12.2. Nepriklausomu
‘
normaliu

‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sumos skirstinys. Tar-

kime, Y1 ∼ N(m1, a
2) ir Y2 ∼ N(m2, b

2), t.y. Y1, Y2 yra normalieji atsitiktiniai
dydžiai su EYi = mi, DY1 = a2, EY2 = m2, DY = b2, kur m1,m2 ∈ R ir
a, b > 0. Tarsime, kad Y1 ir Y2 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. Mus
domina atsitiktinio dydžio Z = Y1 + Y2 skirstinys.
Galime rašyti Z = Z ′ + m1 + m2, kur Z ′ = Y ′

1 + Y ′
2 ir Y ′

i = Yi −mi. Anksčiau
esame apskaičiave

‘
normaliu

‘
ju

‘
dydžiu

‘
Y ′

1 ∼ N(0, a2) ir Y ′
2 ∼ N(0, b2) tankius

p1(x1) =
1

a
√

2π
e−x2

1/2a2
, p2(x2) =

1
b
√

2π
e−x2

2/2b2 .

Iš (12.7) formulės ǐsplaukia

P (Z ′ ≤ x) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
I{x1+x2≤x}p1(x1)p2(x2)dx1dx2

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
I{ay1+by2≤x}

1
2π

e−y2
1/2e−y2

2/2dy1dy2.(12.8)

Čia atlikome kintamu
‘
ju

‘
keitima

‘
(ay1, by2) = (x1, x2), kuris mums leido ”ǐssiva-

duoti” ǐs a ir b eksponentės argumente. Dabar pointegralinė funkcija yra pro-
porcinga e−r2/2, kur r2 = y2

1 +y2
2 yra taško (y1, y2) atstumo iki koordinačiu

‘
centro

kvadratas. Toliau taip ”pasuksime” koordinates (i
‘
vesime naujas koordinates nau-

dodami posūkio transformacija
‘
), kad aibė, kurioje integruojame B = {(y1, y2) :

ay1 + by2 ≤ x} turėtu
‘
paprasta

‘
užraša

‘
(naujosiose koordinatėse).



92

PIEŠINYS

Atlike
‘
kintamu

‘
ju

‘
keitima

‘

y1 = z1 cos α− z2 sin α, y2 = z1 sin α + z2 cos α,

matome, kad srities B tašku
‘
naujosios koordinatės tenkina sa

‘
ryši

‘
{(z1, z2) : z1 ≤

h}, kur h žymi atsuma
‘
nuo taško (y1, y1) = (0, 0) iki tiesės {(y1, y2) : ay1 + by2 =

x}. Nesunkiai randame h = x/
√

a2 + b2.
Kadangi šios transformacijos Jakobiano reikšmė yra 1, o z2

1 + z2
2 = r2, tai su

naujosiomis koordinatėmis (12.8) integralas atrodo taip

∫ +∞

−∞
dz2

∫ h

−∞

1
2π

e−(z2
1+z2

2)/2dz1 =
1√
2π

∫ h

−∞
e−z2

1/2dz1.

Tai yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydžio X0 tikimybė

P (X0 ≤ h) = P
(
X0 ≤ x√

a2 + b2

)
= P (cX0 ≤ x), c =

√
a2 + b2.

Matome, kad Z ′ turi tokia
‘
pačia

‘
pasiskirstymo funkcija

‘
, kaip ir cX0. Taigi, Z ′ ∼

N(0, c2). Darome ǐsvada
‘
, kad atsitiktinis dydis Z = Z ′ + m1 + m2 turi normalu

‘
ji
‘

skirstini
‘
su vidurkiu m1 + m2 ir dispersija a2 + b2, t.y., Z ∼ N(m1 + m2, a

2 + b2).

APB 12.4. Nagrinėkime atsitiktini
‘
vektoriu

‘
Y = (Y1, Y2, . . . , Yk), kurio margi-

nalieji atsitiktiniai dydžiai Y1, . . . , Yk yra integruojami. Vektoriu
‘
µ = (µ1, µ2, . . . ,

µk), kurio koordinatės yra marginaliu
‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
vidurkiai µi = EYi,

vadiname atsitiktinio vektoriaus Y vidurkiu. Žymime EY = µ.
Atsitiktinio vektoriaus dispersijos vaidmeni

‘
, tam tikra prasme, vaidina matrica

RY =‖ Rij ‖, kurios elementus sudaro marginaliu
‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
kovariaci-

jos ir dispersijos, Rij = E(Yi−EYi)(Yj −EYj). Šia
‘
matrica

‘
vadiname atsitiktinio

vektoriaus Y kovariaciju
‘
matrica.

Pastaba 6. Kovariaciju
‘

matrica yra neneigiamai apibrėžta. Ši
‘

fakta
‘

i
‘
rodysime

dvimačiam atsitiktiniam vektoriui (k = 2). Aukštesnio matavimo vektoriams
(k > 2) i

‘
rodymas yra visai toks pats. Primename, kad matrica

‘
RY vadiname

neneigiamai apibrėžta, jei bet kuriam (t1, t2) ∈ R2 yra teisinga nelygybė

(12.9) (t1, t2)
(

R11 R12

R21 R22

)(
t1
t2

)
≥ 0.

Kadangi kairioji (12.9) nelygybės pusė yra lygi sumai

t21 + t1t2R12 + t2t1R21 + t22R22 = D(t1Y1 + t2Y2),
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tai (12.9) nelygybė yra ǐsvada to fakto, kad bet kurio atsitiktinio dydžio (šiuo
atveju, tai atsitiktinis dydis t1Y1 + t2Y2) dispersija yra neneigiama.

Teiginys 12.5. Tarkime, kad atsitiktinio vektoriaus Y marginalieji atsitiktiniai
dydžiai turi antruosius momentus, t.y. EY 2

i < ∞, visiems i = 1, 2, . . . , k. Yra
teisinga nelygybė

(12.10) ||EY || ≤ E||Y ||.

Čia ||x|| = (x2
1 + · · ·+ x2

k)1/2 žymi vektoriaus x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk ilgi
‘
.

I
‘
rodymas. Nagrinėsime dvimati

‘
atsitiktini

‘
vektoriu

‘
Y = (Y1, Y2). Jei vektoriaus

Y reikšmiu
‘
aibė

{
y(1) = (y(1)

1 , y
(1)
2 ), . . . , y(n) = (yn)

1 , y
(n)
2 )

}

yra baigtinė, tai

EY1 =
n∑

j=1

y
(j)
1 pj , EY2 =

n∑

j=1

y
(j)
2 pj .

Čia pj = P(Y = y(j)) žymi reikšmės y(j) tikimybe
‘
.

Iš tapatybės

EY = (EY1,EY2) =
( n∑

j=1

y
(j)
1 pj ,

n∑

j=1

y
(j)
2 pj

)
=

n∑

j=1

(
y
(j)
1 , y

(j)
2

)
pj

ir trikampio nelygybės ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y|| ǐsplaukia nelygybė

||EY || ≤
n∑

j=1

||(y(j)
1 , y

(j)
2 )pj || =

n∑

j=1

||(y(j)
1 , y

(j)
2 )||pj .

Dešinėje pusėje gauname vidurki
‘
E||Y ||. Nelygybe

‘
(12.10) i

‘
rodėme atsitiktinam

vektoriui, kurio reikšmiu
‘
aibė yra baigtinė (paprasta

‘
jam atsitiktiniam vektoriui).

Panašiai i
‘
rodome atsitiktiniam vektoriui, kurio reikšmiu

‘
aibė yra skaiti (baigtine

‘
suma

‘
pakeis konverguojanti eilutė). Taigi, nelygybė (12.10) yra teisinga dis-

kretiesiems atsitiktiniams vektoriams (t.y. vektoriams, kuriu
‘
reikšmiu

‘
aibės yra

baigtinės arba skaičios). Iš čia ǐsplaukia, kad nelygybė (12.10) yra teisinga bet
kuriam atsitiktiniam vektoriui, kurio marginalieji atsitiktiniai dydžiai yra inte-
gruojami, nes atsitiktinio dydžio vidurki

‘
apibrėžėme, kaip ji

‘
aproksimuojančiu

‘
diskrečiu

‘
ju

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
vidurkiu

‘
riba

‘
.

PVZ 12.3. Dvimatis normalusis atsitiktinis vektorius. Tarkime, X1 ir X2 yra
nepriklausomi standartiniai normalieji atsitiktiniai dydžiai. Atsitiktini

‘
vektoriu

‘
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X = (X1, X2) vadiname normaliuoju atsitiktiniu vektoriumi. Jo kovariaciju
‘
ma-

trica RX =
(
1 0
0 1

)
. Nagrinėkime nauja

‘
atsitiktini

‘
vektoriu

‘
Y ,

(
Y1

Y2

)
= A

(
X1

X2

)
+

(
d1

d2

)
,

kuris gaunamas ǐs X atlikus tiesine
‘

transformacija
‘

A =
(
a11 a12
a21 a22

)
ir postūmi

‘
(d1, d2). Taigi,

Y1 = d1 + a11X1 + a12X2, Y2 = d2 + a21X1 + a22X2.

Iš 12.2 pavyzdžio žinome, kad Y1 ∼ N(d1, a
2
11 + a2

12) ir Y2 ∼ N(d2, a
2
21 + a2

22).
Lengvai randame atsitiktinio vektoriaus Y kovariaciju

‘
matrica

‘
RY = A ·AT , kur

T žymi transponuota
‘
matrica

‘
.

Iš 12.3 teiginio žinome, kad atsitiktinis vektorius X turi tanki
‘

pX(x1, x2) = 1
2π e−(x2

1+x2
2)/2. 4 pastaboje nurodyta, kaip apskaičiuoti atsitiktinio

vektoriaus Y tanki
‘
p. Atlike

‘
reikalingus skaičiavimus (Matematinės analizės kurso

pratimas) gauname

p(y1, y2) =
1

2π|B|1/2
exp

{−1
2
(
b11(y1−d1)2+2b12(y1−d1)(y2−d2)+b22(y2−d2)2

)}
.

Čia matrica B =
(
b11 b12
b21 b22

)
yra atvirkštinė matricai RY , o |B| žymi matricos B

determinanta
‘
.

III. RIBINĖS TEOREMOS

Analizuojant sudėtingus statistinius eksperimentus, kuriant dideliu
‘
sistemu

‘
tiki-

mybinius modelius, susiduriama su atsitiktiniais i
‘
vykiais, kurie priklauso nuo labai

didelio skaičiaus, žymėkime ji
‘
N , i

‘
vairiu

‘
veiksniu

‘
. Pvz.: atliekame N nepriklau-

somu
‘
statistiniu

‘
eksperimentu

‘
; tiriame duju

‘
, kurias sudaro N molekuliu

‘
, fizikines

savybes; vertiname draudimo kompanijos, aptarnaujančios N sandoriu
‘
, bankroto

tikimybe
‘
ir kt. Jei skaičius N yra didelis, tikslaus modelio tyrimas tampa ypač

sudėtingas. Tuomet bandoma rasti dėsningumus, kurie atsiskleidžia, kai N →
∞. Jie nebeatsižvelgia i

‘
kiekvienos individualios dalelės ar veiksnio (molekulės,
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sandorio) ypatumus, tačiau tinka sistemos būsenai aprašyti. Tokius dėsningumus
kartais vadiname asimptotiniais. Jie supaprastina modeli

‘
, tačiau atsako i

‘
rūpimus

klausimus (pvz. nustato bankroto tikimybės apytiksle
‘
reikšme

‘
, duju

‘
slėgi

‘
).

Šiu
‘
dienu

‘
matematinio griežtumo reikalavimus atitinkančiu

‘
asimptotiniu

‘
tikimy-

biniu
‘

dėsningumu
‘

tyrimu
‘

pradžia siejama su prancūzu
‘

matematiko Emil Borel
vardu.

13. Borelio-Kantelio Lema

Čia nagrinėsime tikimybinės erdvės (Ω,F , P ) mačiu
‘
ju

‘
aibiu

‘
(atsitiktiniu

‘
i
‘
vykiu

‘
)

sistema
‘
A1, A2, · · · ∈ F .

Nagrinėsime aibes

lim sup
n

An =
{
ω : ∃ natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
seka in ↑ ∞, kuriai w ∈ Ain ,∀n}

,

lim inf
n

An =
{
ω : ∃ natūralusis skaičius n, kuriam w ∈ Ai, ∀i ≥ n

}
.

Aǐsku, kad lim infn An ⊂ lim supn An.

Pastaba. Jei ω ∈ lim supn An, tai ∀n turime ω ∈ ∪k≥nAk. Pažymėje
‘

Cn =
∪k≥nAk, gauname ω ∈ ∩∞n=1Cn. Iš čia ǐsplaukia sa

‘
ryšis

lim sup
n

An ⊂ ∩∞n=1

(
∪∞k=nAk

)
.

Kita
‘
vertus, jei ω yra tokia, kad ω ∈ Cn kiekvienam n, tai ∀n atsiras in ≥ n, kuriam

ω ∈ Ain ir todėl ω ∈ lim supn An. Iš čia ǐsplaukia sa
‘
ryšis ∩∞n=1Cn ⊂ lim supn An.

Darome ǐsvada
‘
, kad

(13.1) lim sup
n

An = ∩∞n=1

(
∪∞k=nAk

)
.

Pastebėkime, kad aibiu
‘
seka C1, C2, . . . tenkina sa

‘
lyga

‘

(13.2) C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · ·

Pratimas. I
‘
rodykite, kad aibėms Dk = ∩∞n=kAn yra teisinga lygybė

(13.3) lim inf
n

An = ∪∞k=1Dk = ∪∞k=1

(
∩∞n=kAn

)

ir

(13.4) D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ · · ·
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Teiginys 13.1. Teisingos lygybės

lim inf
n

An = lim sup
n

An,(13.5)

lim sup
n

An = lim inf
n

An.(13.6)

Čia B = Ω \B žymi aibės B papildini
‘
.

I
‘
rodymas. Naudosime žinomas formules

(13.7) ∪iAi = ∩iAi, ∩iAi = ∪iAi.

Pritaike
‘
(13.3), (13.7) ir (13.1) gauname (13.5),

lim inf
n

An = ∪∞k=1Dk = ∩∞k=1Dk = ∩∞k=1∩∞n=kAn

= ∩∞k=1

(
∪∞n=kAn

)
= lim sup

n
An.

(13.6) lygybe
‘
gauname ǐs (13.5) lygybės, perėje

‘
prie aibiu

‘
papildiniu

‘
. I

‘
rodymas

baigtas.

Lema 13.2 (Borelio-Kantelio). Duota mačiu
‘
ju

‘
aibiu

‘
seka A1, A2, . . . .

(i) jei
∑

n P (An) < ∞, tai P (lim supn An) = 0.
(ii) Jei {An, n = 1, 2, . . . } yra nepriklausomu

‘
i
‘
vykiu

‘
rinkinys ir

∑
n P (An) = ∞

(eilutė diverguoja), tai P (lim supn An) = 1.
I
‘
rodymas. Pradžioje i

‘
rodome (i) teigini

‘
. Iš (13.1) lygybės, mato tolydumo ir

(13.2) ǐsplaukia lygybės

P (lim sup
n

An) = P (∩∞n=1Cn) = lim
n

P (Cn).

Kadangi

P (Cn) = P (∪∞k=nAk) ≤
∑

k≥n

P (Ak) ir
∑

k≥n

P (Ak) → 0,

kai n → ∞ (nes eilutė
∑

k P (Ak) konverguoja), tai limn P (Cn) = 0. Gavome
lygybe

‘
P (lim supn An) = 0.

I
‘
rodykime (ii) teigini

‘
. Kadangi P (lim supn An) = 1 ⇔ P (lim supn An) = 0, tai

pakaks i
‘
rodyti, kad (ii) teiginyje minimai aibiu

‘
sekai A1, A2, . . . yra teisinga lygybė

P (lim supn An) = 0. Iš (13.6) lygybės ǐsplaukia

(13.8) P (lim sup
n

An) = P (lim inf
n

An) = P (∪∞k=1D
′
k),
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kur D′
k = ∩∞n=kAn. Kadangi aibiu

‘
seka {D′

k} turi savybe
‘

(13.4), tai ǐs mato
tolydumo savybės ǐsplaukia lygybė

(13.9) P (∪∞k=1D
′
k) = lim

k→∞
P (D′

k).

Nagrinėkime aibe
‘
D′

k ir jos tikimybe
‘
P (D′

k). Bet kuriam N > k turime

(13.10) D′
k ⊂ ∩N

n=kAn ⇒ P (D′
k) ≤ P (∩N

n=kAn).

Kadangi i
‘
vykiai A1, A2, . . . yra nepriklausomi, tai

P (∩N
n=kAn) = P (Ak) · · ·P (AN ) = (1− P (Ak)) · · · (1− P (AN )).

Toliau taikome nelygybe
‘
1 + x ≤ ex, kai x = −P (An), n = k, k + 1, . . . . Gauname

(13.11) P (∩N
n=kAn) ≤ e−P (Ak) · · · e−P (AN ) = exp{−

N∑

n=k

P (An)} → 0,

kai N →∞, nes
∑N

n=k P (An) → +∞, kai N →∞. Taip yra todėl, kad neneigiamu
‘

nariu
‘
eilutė

∑
n P (An) diverguoja.

Iš (13.10) ir (13.11) ǐsplaukia lygybė P (D′
k) = 0 visiems k. Todėl (13.9) riba yra

0. Galop ǐs (13.8) gauname norima
‘
lygybe

‘
P (lim supn An) = 0. I

‘
rodymas baigtas.

14. Didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis

PVZ 14.1. I
‘
prastinio šešiasienio žaidimu

‘
kauliuko sienelės yra nudažytos arba

balta arba juoda spalva. Kiek yra baltu
‘

sieneliu
‘
, o kiek juodu

‘
nėra žinoma.

Pavadinkime nežinoma
‘
baltu

‘
sieneliu

‘
skaičiu

‘
B. Tuomet juodu

‘
sieneliu

‘
skaičius

J = 6−B. Mums reikia nuspre
‘
sti kokios yra skaičiu

‘
B ir J reikšmės, pasiremiant

kauliuko metimo eksperimentais. Kiekvieno eksperimento metu sužinome atsiver-
tusios sienelės spalva

‘
.

Tarkime atlikome N nepriklausomu
‘
eksperimentu

‘
(skirtingu

‘
eksperimentu

‘
rezul-

tatai nei
‘
takoja vienas kito). Eksperimentu

‘
rezultatus registruojame taip. Jei

i−tame eksperimente ǐskrito balta sienelė, rašome Ii = 1, o jei juoda - rašome
Ii = 0. Tuomet suma SN = I1 + · · · + IN skaičiuoja baltu

‘
sieneliu

‘
atsivertimo

skaičiu
‘
.

Galime tikėtis, kad santykis SN

N turėtu
‘
apytiksliai atitikti baltu

‘
ju

‘
sieneliu

‘
dali

‘
visu

‘

sieneliu
‘
aibėje, t.y., skaičiu

‘
B
6 (jei baltu

‘
sieneliu

‘
daug, tai jos dažniau pasirodo).

Taigi, tikėtina, jog
SN

N
≈ B

6
.
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Beje, skaičius B
6 yra lygus tikimybei i

‘
vykio, kad kauliuko metimo metu atsivertė

balta sienelė.
Toks būdas baltu

‘
ju

‘
sieneliu

‘
skaičiui B vertinti (arba baltos sienelės atsivertimo

tikimybei B
6 vertinti) yra pagri

‘
stas. Tai yra plačiai naudojamo dėsningumo, vadi-

namojo didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnio, atskiras atvejis. Didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis pagrindžia

statistinės analizės metoda
‘
, kuris tiriamo objekto savybes nustato empiriniu

‘
ekspe-

rimentu
‘
pagrindu.

Laikysime, kad šio skyrelio atsitiktiniai dydžiai yra apibrėžti tikimybinėje erdvėje
(Ω,F , P ).

APB 14.1. Tarkime X1, X2, . . . yra vienodai pasiskirsčiusiu
‘
integruojamu

‘
atsi-

tiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka. Pažymėkime Sn = X1 + X2 + · · · + Xn ir a = EX1 (aǐsku,

kad a = EXi visiems i). Jei

(14.1) ∀ε > 0 lim
n

P
(∣∣Sn

n
− a

∣∣ > ε
)

= 0,

tai sakome, kad sekai {Xn} yra teisingas silpnasis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis.

Suma Sn yra atsitiktinis dydis, taigi Sn : Ω → R. Jei

(14.2) P
({

ω : lim
n

Sn(ω)
n

= a
})

= 1,

tai sakome, kad sekai {Xn} yra teisingas stiprusis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis. Galima

i
‘
rodyti, kad aibė {ω : limn

Sn(ω)
n = a} yra mačioji ir todėl jos tikimybe

‘
galime

apibrėžti.

Abi lygybės (14.1) ir (14.2) skirtingu būdu teigia panašu
‘
dalyka

‘
: jei n reikšmė yra

didelė, tai skaičiu
‘

rinkinio {X1(ω), . . . , Xn(ω)} aritmetinis vidurkis yra artimas
neatsitiktiniam skaičiui a = EX1, nors patys rinkinio elementai yra atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
reikšmės.

Vėliau i
‘
rodysime, kad (14.2)⇒(14.1), taigi žodžiai ”silpnasis” ir ”stiprusis” yra

vartojami tinkamai.

Teorema (Čebyševo) 14.1. Tarkime, kad X1, X2, . . . yra nepriklausomu
‘
atsi-

tiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka, kuriems EX2

i < ∞ visiems i. Be to skaičiu
‘
seka {DXn} yra

aprėžta. Tuomet

(14.3) ∀ε > 0 lim
n

P
(∣∣Sn −ESn

n

∣∣ > ε
)

= 0.
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I
‘
rodymas. Pažymėkime C skaičiu

‘
sekos {DXn} viršutini

‘
ji
‘
rėži

‘
. Tuomet DXi ≤ C

visiems i. Iš Čebyševo nelygybės (9.2) ǐsplaukia

P
(∣∣Sn −ESn

n

∣∣ > ε
)
≤ 1

ε2
E

(Sn −ESn

n

)2

=
DSn

n2ε2

=
1

n2ε2

(
DX1 + · · ·+ DXn) ≤ 1

n2ε2
nC

=
C

nε2
→ 0,

kai n →∞. I
‘
rodymas baigtas.

Išvada 14.2. Tarkime, kad X1, X2, . . . yra nepriklausomu
‘
vienodai pasiskirsčiu-

siu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka ir EX2

1 < ∞. Tuomet jei teisingas silpnasis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis (14.1).

Teorema 14.3. Tarkime, kad X1, X2, . . . yra nepriklausomu
‘
vienodai pasiskirs-

čiusiu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka ir EX4

1 < ∞. Tuomet jei teisingas stiprusis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis (14.2).

Pastaba. Didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsniui apibrėžti reikalingas parametras a = EX1.

Taigi, didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsni

‘
galime apibrėžti tik integruojamu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekai. Pasirodo, kad bet kuriai nepriklausomu

‘
vienodai pasiskirsčiusiu

‘
integruoja-

mu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekai teisingas stiprusis didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis. Šio fakto

i
‘
rodymas yra sudėtingas ir jo nepateikiame. I

‘
rodymas tampa žymiai paprastes-

nis, jei pareikalaujame ketvirtojo momento egziztavimas, EX4
1 < ∞ (griežtesnis,

labiau apribojantis reikalavimas, nei integruojamumo reikalavimas E|X1| < ∞).

I
‘
rodymas. Žymėkime Yi = Xi − a, kur a = EXi ir Zn = Y1 + · · · + Yn. Tuomet

EYi = 0 ir EY 4
i < ∞. Be to (14.2) lygybė yra ekvivalenti lygybei

(14.3) P
(
{ω : ∃ lim

n

Zn(ω)
n

= 0}
)

= 1.

Fiksuokime ω ir nagrinėkime skaičiu
‘

seka
‘
{n−1Zn(ω)}. Tarkime, kad ši seka

nekonverguoja i
‘
0. Tuomet atsiras ε > 0 ir begalinė indeksu

‘
seka 1 ≤ i1 < i2 <

i3 < · · · , kuriai |i−1
k Zik

(ω)| > ε visiems i1, i2, . . . . Pastebėkime, kad nelygybė liks
teisinga, jei ε > 0 pakeistume skaičiumi r−1, kur r yra didelis natūralusis skaičius.
Toks, kad r−1 < ε. Gavome, kad

ω ∈ lim sup
n

An, kur An =
{
ω : |n−1Zn(ω)| > r−1

}
.

Pažymėkime Er = lim supn An.



100

Nagrinėkime aibe
‘

B = {ω : seka n−1Zn(ω) nekonverguoja i
‘

0}.
Galima i

‘
rodyti, kad B yra mačioji aibė (B ∈ F). Iš aibiu

‘
Er apibrėžimo ǐsplaukia

lygybė
B = ∪∞r=1Er.

Todėl

(14.4) P(B) = P (∪∞r=1Er) ≤
∞∑

r=1

P(Er).

Tikimybėms P(Er) skaičiuoti taikome Borelio-Kantelio lema
‘
. Iš eilutės konver-

gavimo

(14.5)
∞∑

n=1

P(An) < ∞

ǐsplaukia lygybė P(Er) = 0, nes Er = lim supn An. I
‘
state

‘
P(Er) = 0 i

‘
(14.4),

gauname P(B) = 0. Ši lygybė yra ekvivalenti (14.3) lygybei. Šioje vietoje i
‘
rodyma

‘
galėtume laikyti baigtu, jei būtume tikri, kad (14.5) yra teisinga.
Taigi, lieka i

‘
rodyti (14.5). Eilutės konvergavimas ǐsplaukia ǐs nelygybiu

‘

P(An) ≤ Cr4n−2, n = 1, 2, . . . ,

kur C yra tam tikra konstanta. Nelygybėms i
‘
rodyti taikome Markovo teorema

‘

P(An) = P
(∣∣Zn

n

∣∣ > r−1
)
≤ r4n−4E|Zn|4

ir ketvirtojo momento i
‘
verti

‘

(14.6) E|Zn|4 = nE|Y1|4 + 3n(n− 1)(EY 2
1 )2 ≤ Cn2,

kur žymime C = E|Y1|4 + 3(EY 2
1 )2.

(14.6) formulės nelygybė akivaizdi. (14.6) formulės lygybe
‘
patikriname tiesioginiu

skaičiavimu. Pasinaudodami tuo, kad atsitiktiniai dydžiai Y1, . . . , Yn yra vienodai
pasiskirste

‘
, nepriklausomi ir EYi = 0, gauname tapatybes

EZ4
n = E(Y1 + · · ·+ Yn)Z3

n = nEY1Z
3
n,

EY1Z
3
n = EY1(Y1 + · · ·+ Yn)Z2

n = EY 2
1 Z2

n + (n− 1)EY1Y2Z
2
n,

EY 2
1 Z2

n = EY 2
1 (Y1 + · · ·+ Yn)Zn = EY 3

1 Zn + (n− 1)EY 2
1 Y2Zn

= EY 4
1 + (n− 1)EY 2

1 Y 2
2 ,

EY1Y2Z
2
n = EY1Y2(Y1 + Y2 + · · ·+ Yn)Zn = 2EY 2

1 Y2Zn + (n− 2)EY1Y2Y3Zn

= 2EY 2
1 Y 2

2 .
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Iš šiu
‘
tapatybiu

‘
ǐsplaukia (14.6) formulės lygybė. I

‘
rodymas baigtas.

15. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seku

‘
konvergavimas

Nagrinėsime tikimybinėje erdvėje (Ω,F , P ) apibrėžtu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
rinkini

‘
X0, X1, X2, . . . .

APB 15.1. Sakome, kad atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konverguoja

i
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X0 beveik visur (su tikimybe 1), jei

P
({

ω : lim
n

Xn(ω) = X0(ω)
})

= 1.

Sakome, kad atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konverguoja i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X0 pagal tikimybe

‘
, jei

∀ε > 0 lim
n

P
({

ω : |Xn(ω)−X0(ω)| > ε
})

= 0.

Sakome, kad atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konverguoja i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X0 pagal pasiskirstyma

‘
, jei kiekvienai tolydžiajai aprėžtai funkcijai f : R→ R

yra teisinga lygybė
lim
n

Ef(Xn) = Ef(X0).

Šiuo atveju dar sakome, kad skirstiniu
‘

seka PX1 , PX2 , . . . silpnai konverguoja i
‘

skirstini
‘
PX0 .

Toliau vietoje ilgo sakinio ”atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konver-
guoja i

‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X0” vartosime žymėjima

‘
Xn → X0.

Teiginys 15.1. Jei Xn → X0 su tikimybe 1, tai Xn → X0 pagal tikimybe
‘
. Jei

Xn → X0 pagal tikimybe
‘
, tai Xn → X0 pagal pasiskirstyma

‘
.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad Xn → X0 su tikimybe 1. Tuomet i

‘
vykio

A = {ω : lim
n

Xn(ω) = X0(ω)}

tikimybė P (A) = 1.
Fiksuokime ε > 0 ir nagrinėkime aibes

An = {ω : |Xn(ω)−X0(ω)| > ε}, n = 1, 2, . . . .

Mums reikia i
‘
rodyti, kad P (An) → 0, kai n → ∞. Kadangi P (A) = 1, tai

P (An) = P (A∗n), kur A∗n = An ∩ A. Beto A∗n ⊂ Bn, kur Bn = ∪∞k=nA∗k. Todėl
P (A∗n) ≤ P (Bn) ir mums pakanka i

‘
rodyti, kad

(15.1) lim
n

P (Bn) = 0.
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Pastebėje
‘
, jog B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ · · · ir pasinaudoje

‘
mato tolydumo savybe, gau-

name
lim
n

P (Bn) = P (∩∞k=1Bk).

Dešinė šios lygybės pusė lygi 0, kai

(15.2) ∩∞k=1Bk = ∅.

Taigi, tam, kad i
‘
rodytume (15.1) lygybe

‘
, pakanka patikrinti (15.2) lygybe

‘
.

Jei rastume ω ∈ ∩∞n=1Bn tai atsirastu
‘
ir indeksu

‘
seka i1 < i2 < · · · tokia, kad

ω ∈ A∗ik
visiems k = 1, 2, . . . . Taip yra todėl, kad, žr. (13.1),

∩∞n=1Bn = ∩∞n=1

(
∪∞k=nA∗k

)
= lim sup

n
A∗n.

Taigi, jei ω ∈ ∩∞n=1Bn, tai |Xik
(ω)−X0(ω)| > ε visiems k = 1, 2, . . . . Toks ω 6∈ A.

Bet tai prieštarautu
‘
tam faktui, jog ∩∞n=1Bn ⊂ A, kuris yra teisingas, nes A∗n ⊂ A

visiems n. Darome ǐsvada
‘
, kad lygybė (15.2) yra teisinga. Todėl yra teisinga ir

(15.1) lygybė, o ǐs jos ǐsplaukia riba limn P(An) = 0. Taigi, gavome, kad Xn → X0

pagal tikimybe
‘
.

Tarkime, kad Xn → X0 pagal tikimybe
‘
. I

‘
rodysime, kad Xn → X0 pagal pasis-

kirstyma
‘
. Kiekvienam ε > 0 yra teisinga lygybė

(15.3) lim
n

P(An,ε) = 0, kur An,ε = {ω : |Xn(ω)−X0(ω)| ≥ ε}.

Fiksuokime tolydžia
‘
ja

‘
aprėžta

‘
funkcija

‘
f . Jeigu i

‘
rodytume, kad kiekvienam δ > 0

galime rasti toki
‘
skaičiu

‘
Nδ, kad visiems n ≥ Nδ yra teisinga nelygybė

(15.4) E|f(Xn)− f(X0)| ≤ δ,

tai ǐs čia ǐsplauktu
‘
, kad Ef(Xn) → Ef(X0), kai n →∞.

Fiksuokime δ > 0 ir i
‘
rodykime (15.4). Pasirinkime C > 0 toki

‘
, kad |f(x)| ≤ C

visiems x. Galime rasti toki
‘
skaičiu

‘
K > 0, kuriam

(15.5) P(DK) < δ/20C, kur DK = {ω : |X0(ω)| > K}.

Taip yra todėl, kad aibiu
‘
Dn = {ω |X0(ω)| > n} seka yra monotoninė, D1 ⊃ D2 ⊃

· · · , jos sankirta ∩∞n=1Dn = ∅, ir ǐs mato tolydumo savybės ǐsplaukia

(15.*) lim
n

P(Dn) = P(∩∞n=1Dn) = P(∅) = 0.
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Kompaktǐskame intervale {x : |x| ≤ K + 1} tolydžioji funkcija f yra tolygiai
tolydi. Todėl galime rasti toki

‘
0 < ε ≤ 1, kuriam

(15.6) |t− s| < ε ⇒ |f(t)− f(s)| < δ/10,

kai s, t ∈ [−K − 1, K +1]. Iš (15.3) ǐsplaukia, kad galime rasti toki
‘
numeri

‘
N , kad

(15.7) P (An,ε) < δ/20C, kai n > N.

Dabar esame pasiruoše
‘
i
‘
rodyti (15.4). Pažymėkime

∆n(ω) =
∣∣f(Xn(ω))− f(X0(ω))

∣∣

ir i
‘
veskime aibe

‘
G = DK ∩An,ε. Išskaidome vidurki

‘
i
‘
dvi dalis

(15.8) E|f(Xn)− f(X0)| = E∆n = E∆nIG + E∆nIG.

Pasinaudoje
‘

tapatybe G = DK ∪ An,ε ir nelygybe ∆n ≤ 2C ǐs (15.5) ir (15.7)
nelygybiu

‘
gauname

(15.9) E∆nIG ≤ 2CP (DK ∪An,ε) ≤ 2C
(
P (DK) + P(An,ε)

)
≤ δ/5,

kai n > N . Likusi vidurkio dalis

(15.10) E∆nIG ≤ δ/10,

nes

(15.11) ∆n(ω) ≤ δ/10,

kai ω ∈ G. Tam, kad tuo i
‘
sitikintume fiksuokime ω ∈ G. Kadangi ω /∈ DK , tai

|X0(ω)| ≤ K. Kadangi ω /∈ An,ε, tai ǐs nelygybiu
‘

(15.12) |Xn(ω)−X0(ω)| < ε ≤ 1

ǐsplaukia |Xn(ω)| ≤ K + 1. Skaičiams X0(ω), Xn(ω) ∈ [−K − 1,K + 1], tenki-
nantiems (15.12) galime pritaikyti nelygybe

‘
(15.6). Ja

‘
pritaike

‘
, gauname (15.11).

I
‘
state

‘
nelygybes (15.9) ir (15.10) i

‘
dešine

‘
(15.8) tapatybės puse

‘
, gauname (15.4)

nelygybe
‘
. I

‘
rodymas baigtas.

PVZ 15.1. Nagrinėkime tikimybine
‘
erdve

‘
([0, 1],B([0, 1]), λ), kur B([0, 1]) žymi

intervalo [0, 1] poaibiu
‘
Borelio σ−algebra

‘
, o λ žymi Lebego mata

‘
: λ([a, b]) = b−a,
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kai 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. Šioje tikimybinėje erdvėje apibrėžiame atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
seka

‘
,

kuria
‘
sudaro ǐs eilės ǐsrikiuoti atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
rinkiniai:

X1.1(ω) = I{0≤ω≤1},

X2.i(ω) = I{(i−1)/2≤ω≤i/2}, i = 1, 2,

. . .

Xn.i(ω) = I{(i−1)/n≤ω≤i/n}, i = 1, . . . , n,

. . . .

Nesunku matyti, kad bet kuriam ε > 0 yra teisinga lygybė λ({ω : |Xn.i(ω)| >
ε}) = n−1. Taigi mūsu

‘
seka konverguoja pagal tikimybe

‘
i
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
X0(ω) ≡

0. Kita
‘
vertus, bet kuriam ω ∈ [0, 1] ir bet kuriam n atrasime toki

‘
numeri

‘
in, kad

Xn.in(ω) = 1. Iš čia ǐsplaukia, kad mūsu
‘
seka nekonverguoja i

‘
X0 su tikimybe 1.

Pastaba. Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sekos {Xn} konvergavimas su tikimybe 1 ir konver-

gavimas pagal tikimybe
‘
yra formuluojamas tikimybinės erdvės Ω i

‘
vykiu

‘
(vienaip

ar kitaip apsprendžiančiu
‘
reikšmiu

‘
sekos {Xn(ω)} konvergavima

‘
) terminais. Kon-

vergavimas pagal pasiskirstyma
‘
nėra susietas su konkrečia tikimybine erdve ir jos

i
‘
vykiu

‘
tikimybėmis. Jis atspindi konverguojančios atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos nariu

‘
skirstiniu

‘
(pasiskirstymo funkciju

‘
) konvergavima

‘
.

Teiginys 15.2. Teiginiai (i) ir (ii) yra ekvivalentūs.
(i) Atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konverguoja pagal pasiskirstyma

‘
i
‘

atsitiktini
‘
dydi

‘
X0.

(ii) Pasiskirstymo funkciju
‘
seka Fn(x) = P(Xn ≤ x) tenkina sa

‘
lyga

‘
: jei taške

x ∈ R funkcija F0(x) = P (X0 ≤ x) yra tolydžioji, tai ∃ limn Fn(x) = F0(x).
I
‘
rodymas. I

‘
rodome (i)⇒(ii). Tarkime, kad taške x funkcija F0 yra tolydžioji, t.y.,

kiekvienam ε > 0 atsiras toks δ > 0, kad

(15.12) |x− y| ≤ δ ⇒ |F0(x)− F0(y)| < ε.

Jei i
‘
rodytume, kad bet kuriam ε > 0 yra teisingos nelygybės

(15.13) F0(x)− ε ≤ lim inf
n

Fn(x) ≤ lim sup
n

Fn(x) ≤ F0(x) + ε,

tai ǐs čia ǐsplauktu
‘

teiginys (ii), nes suskaičiave
‘

(15.13) nelygybiu
‘

kairiosios ir
dešiniosios pusiu

‘
ribas, kai ε ↓ 0, gautume

F0(x) = lim inf
n

Fn(x) = lim sup
n

Fn(x) = F0(x).

Fiksuokime ε > 0 ir i
‘
rodykime (15.13). Pasirenkame toki

‘
skaičiu

‘
δ > 0, kad būtu

‘
teisinga antroji (15.12) nelygybė. Apibrėžkime tolydžiasias funkcijas g, h : R →
[0, 1]. Funkcija

g(y) = 1, kai y ≤ x− δ ir g(y) = 0, kai y ≥ x.
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Be to g yra tiesinė intervale x − δ ≤ y ≤ x, t.y. šiame intervale jos grafikas yra
tiesė, jungianti taškus (x− δ, 1) ir (x, 0). Funkcija h(y) = g(y − δ). Iš nelygybės

I{y≤x} ≤ h(y) ≤ I{y≤x+δ}

ǐsplaukia nelygybės

Fn(x) = EI{Xn≤x} ≤ Eh(Xn), Eh(X0) ≤ EI{X0≤x+δ} = F0(x + δ).

Pasirėme
‘
teiginiu (i), gauname

(15.14) lim sup
n

Fn(x) ≤ lim sup
n

Eh(Xn) = lim
n

Eh(Xn) = Eh(X0) ≤ F0(x + δ).

Panašiai, ǐs nelygybiu
‘

I{y≤x−δ} ≤ g(y) ≤ I{y≤x}

ǐsplaukia nelygybės

Fn(x) = EI{Xn≤x} ≥ Eg(Xn), Eg(X0) ≥ EI{X0≤x−δ} = F0(x− δ).

Pasirėme
‘
teiginiu (i), gauname

(15.15) lim inf
n

Fn(x) ≥ lim inf
n

Eg(Xn) = lim
n

Eg(Xn) = Eg(X0) ≥ F0(x− δ).

Pritaike
‘
(15.12) nelygybe

‘
, gauname

(15.16) F0(x)− ε ≤ F0(x− δ) ir F0(x + δ) ≤ F0(x) + ε.

Galop, ǐs (15.14), (15.15) ir (15.16) nelygybiu
‘

ǐsplaukia (5.13). I
‘
rodėme, kad

(i)⇒(ii).

I
‘
rodysime, kad (ii)⇒(i). Fiksuokime tolydžia

‘
ja

‘
aprėžta

‘
funkcija

‘
g : R → R.

Turime i
‘
rodyti, kad kiekvienam ε > 0 atsiras toks natūralusis skaičius N , kad

visiems n ≥ N yra teisinga nelygybė

(15.17) |Eg(Xn)−Eg(X0)| < ε.

Fiksuokime ε > 0. Kadangi funkcija g yra aprėžta, rasime skaičiu
‘

C > 0,
tenkinanti

‘
|g(x)| ≤ C visiems x ∈ R. Jau žinome, kad P({ω : |X0(ω)| > n}) → 0,

kai n →∞. Todėl galime rasti toki
‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
N1, kad

P({ω : |X0(ω)| ≥ N1}) ≤ ε/10C.
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Kadangi funkcija F0 yra monotoninė (tai pasiskirstymo funkciju
‘
savybė), tai jos

trukio tašku
‘
aibė baigtinė arba skaiti. Todėl bet kuriam intervale rasime be galo

daug tašku
‘
, kuriuose F0 yra tolydžioji (tolydumo tašku

‘
). Tarkime a, b yra toly-

dumo taškai, ǐs intervalu
‘
(−∞,−N1] ir [N1,+∞). Tuomet

(15.18) P(X0 ≤ a) ≤ ε/10C ir P(X0 ≥ b) ≤ ε/10C.

Intervale [a, b] tolydžioji funkcija g yra tolygiai tolydi. Todėl galime rasti toki
‘

skaičiu
‘
δ > 0, kad bet kuriem s, t ∈ [a, b] turime

(15.19) |s− t| < δ ⇒ |g(t)− g(s)| < ε/20.

Intervala
‘
(a, b] ǐsskaidysime i

‘
baigtini

‘
skaičiu

‘
smulkesniu

‘
intervalu

‘
(yk, yk+1]

a = y0 < y1 < · · · < ym−1 < ym = b

taip, kad atstumas tarp gretimu
‘
tašku

‘
yk+1 − yk < δ/2. Kiekviename intervale

(yk, yk+1) pažymime kuri
‘
nors jam priklausanti

‘
funkcijos F0 tolydumo taška

‘
xk.

Be to pasirenkame x0 = a ir xm+1 = b. Gauname tašku
‘
rinkini

‘

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm+1 = b.

Nesunku matyti, kad |xi − xi+1| < δ. Kadangi limn Fn(xi) = F0(xi) visiems
i = 0, 1, . . . , m + 1, tai galime rasti toki

‘
natūraluji

‘
skaičiu

‘
N2, kad visiems n > N2

yra teisingos nelygybės

(15.20) |Fn(xi)− F0(xi)| < ε/10(m + 2)C, i = 0, 1, . . . , m + 1.

Dabar jau esame pasiruoše
‘
i
‘
rodyti (15.17). Išskaidykime vidurkius

Eg(Xn) = In1 + In2 + In3,

kur

In1 = Eg(Xn)I{Xn≤a}, In2 = Eg(Xn)I{Xn>b}, In3 = Eg(Xn)I{a<Xn≤b}.

Iš tapatybės

Eg(Xn)−Eg(X0) =
3∑

k=1

(Ink − I0k)

ir nelygybiu
‘

(15.21) |Ink − I0k| ≤ ε/3, k = 1, 2, 3
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ǐsplaukia nelygybė (15.17).

Lieka i
‘
rodyti nelygybes (15.21). Nagrinėkime skirtuma

‘

(15.22) |In1 − I01| ≤ |In1|+ |I01| ≤ C P(Xn ≤ a) + C P(X0 ≤ a).

Iš (15.18) ir (15.20) ǐsplaukia nelygybės F0(a) ≤ ε/10C ir

P(Xn ≤ a) = Fn(a) ≤ F0(a) +
ε

10C
≤ ε

5C
.

I
‘
state

‘
šias nelygybes i

‘
(15.22) formule

‘
, gauname nelygybe

‘
(15.21), kai k = 1. Taip

pat i
‘
rodome (15.21) nelygybe

‘
ir kai k = 2.

I
‘
rodykime (15.21) nelygybe

‘
, kai k = 3. Apibrėžkime funkcija

‘
g∗ : R→ R,

g∗(x) =
m+1∑

k=1

g(xk)I{xk−1<x≤xk}.

Pastebėkime, kad g∗(x) = 0, kai x ∈ R\ [a, b]. Intervaluose x ∈ (xk−1, xk] funkcijos
g∗ reikšmė g∗(x) = xk yra pastovi, k = 1, 2, . . . , m + 1. Iš (15.19) ir nelygybiu

‘|xk−1 − xk| < δ ǐsplaukia nelygybė |g(x)− g∗(x)| ≤ ε/20 visiems x ∈ [a, b]. Todėl

|In3 − In0| ≤ |Eg∗(Xn)−Eg∗(X0)|+ E|g(Xn)− g∗(Xn)|
+ E|g(X0)− g∗(X0)|
≤ |Eg∗(Xn)−Eg∗(X0)|+ ε/10.(15.23)

Liko i
‘
vertinti skirtuma

‘
δn = Eg∗(Xn)−Eg∗(X0). Nesunku pastebėti, kad

Eg∗(Xn) =
m+1∑

k=1

g(xk)
(
Fn(xk)− Fn(xk−1)

)

Todėl

δn =
m+1∑

k=1

g(xk)
(
Fn(xk)− Fn(xk−1)

)
−

m+1∑

k=1

g(xk)
(
F0(xk)− F0(xk−1)

)

=
m+1∑

k=1

g(xk)
(
(Fn(xk)− F0(xk))− (Fn(xk−1)− F0(xk−1))

)
.

Pritaike
‘
(15.20) nelygybes ir nelygybe

‘
|g(x)| ≤ C, gauname

|δn| ≤
m+1∑

k=1

|g(xk)| ε

5(m + 2)C
≤ ε

5
.
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Iš čia ir (15.23) nelygybės ǐsplaukia (15.21) nelygybė, kai k = 3.
I
‘
rodymas baigtas.

Pastaba. Apibrėždami konvergavima
‘
Xn → X0 pagal pasiskirstyma

‘
, reikalavome,

kad konverguotu
‘
kiekvienos tolydžiosios ir aprėžtos funkcijos vidurkiu

‘
seka

(15.24) lim
n

Ef(Xn) = Ef(X0).

Taigi, norėdami patikrinti ar Xn → X0 pagal pasiskirstyma
‘
, turime patikrinti

(15.24) lygybe
‘

visoms tolydžiosioms aprėžtoms funkcijoms. Ši
‘

darba
‘

galėtume
palengvinti, jei pavyktu

‘
surasti siauresne

‘
funkciju

‘
klase

‘
H, kuri turėtu

‘
savybe

‘
:

jei (15.24) lygybė yra teisinga visoms funkcijoms f ǐs H, tai ji teisinga visoms
tolydžiosioms aprėžtoms funkcijoms. Svarbi tokiu

‘
funkciju

‘
klasė yra trigonometri-

nės funkcijos x → sin(tx), x → cos(tx), t ∈ R. Trigonometriniu
‘
funkciju

‘
vidurkius

nagrinėsime kitoje paskaitoje.

16. Charakteringosios funkcijos

Tirsime atsitiktini
‘
dydi

‘
X, apibrėžta

‘
tikimybinėje erdvėje (Ω,F , P ).

Atvaizdžiai ω → sin tX(ω) ir ω → cos tX(ω) yra atsitiktiniai dydžiai. Na-
grinėkime funkcijas

f1(t) = E sin(tX), f2(t) = E cos(tX).

APB 16.1. Funkcija
‘

fX : R→ C, fX(t) = if1(t) + f2(t)

vadiname atsitiktinio dydžio charakteringaja funkcija. Čia i =
√−1 žymi menama

‘
vieneta

‘
.

Pastaba 1. Primename, kad kompleksinius skaičius z ∈ C galime užrašyti taip

z = a + ib = ρ cosϕ + iρ sin ϕ,

kur (a, b) ∈ R2 ir ρ =
√

a2 + b2 ≥ 0. Čia ϕ žymi kampa
‘
, kuri

‘
erdvėje R2 sudaro

abcisiu
‘
ašis su tiese jungiančia koordinačiu

‘
centra

‘
(0, 0) su tašku (a, b). Kai ρ = 1,

turime z = cos ϕ + i sin ϕ. Apibrėže
‘
kompleksinio kintamojo z ∈ C eksponentine

‘
funkcija

‘
ez : C→ C tokiu būdu

ez = 1 +
z

1!
+

z2

2!
+

z3

3!
+ · · · ,
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galime i
‘
rodyti (pasinaudodami, pvz., funkciju

‘
ϕ → sin ϕ ir ϕ → cos ϕ skleidiniais

Teiloro eilute), kad eiϕ = i sin ϕ + cos ϕ, kai ϕ ∈ R. Pasiremdami šia lygybe,
galime rašyti

fX(t) = EeitX .

Pastaba 2. Dvimati
‘
atsitiktini

‘
vektoriu

‘
Y = (Y1, Y2) galime interpretuoti, kaip

kompleksini
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
(matu

‘
ji
‘
atvaizdi

‘
, igyjanti

‘
reikšmes kompleksiniu

‘
skai-

čiu
‘
aibėje su erdvės R2 Borelio aibiu

‘
σ−algebra B(R2)), Y = Y1 + iY2. Jo vidurkis

apibrėžiamas, kaip realiosios ir menamosios daliu
‘

vidurkiu
‘

suma, EY = EY1 +
iEY2. Nesunku patikrinti, kad bet kuriam kompleksiniam skaičiui z = a + ib yra
teisinga tapatybė EzY = zEY . Kadangi kompleksinio skaičiaus modulis |Y | =
(Y 2

1 +Y 2
2 )1/2 = ||Y ||, tai ǐs 12.5 teiginio ǐsplaukia nelygybė |EY | ≤ E||Y || = E|Y |.

Pritaike
‘
šia

‘
nelygybe

‘
charakteringajai funkcijai, gauname visiems t ∈ R

|fX(t)| ≤ E|eitX | = 1.

PVZ 16.1. Tarkime, kad atsitiktinio dydžio X skirstinys yra Puasono skirstinys
P(λ). Suskaičiuosime jo charakteringa

‘
ja

‘
funkcija

‘

fX(t) = EeitX =
∞∑

k=0

eitkP(X = k) =
∞∑

k=0

eitk λk

k!
e−λ

= e−λ
∞∑

k=0

(eitλ)k

k!
= e−λez, z = eitλ.

Čia pasinaudojome tuo faktu, kad eksponentinė funkcija turi savybe
‘
(ez)n = enz,

kai z ∈ C. Gavome Puasono atsitiktinio dydžio charakteringa
‘
ja

‘
funkcija

‘

fX(t) = exp{−λ + eitλ} = exp{λ(eit − 1)}.

Teiginys 16.1. Atsitiktinio dydžio X charakteringoji funkcija fX(t) turi tokias
savybes.
(i) Funkcija fX(t) yra tolygiai tolydi, t.y., kiekvienam ε > 0 egzistuoja δ > 0 toks,

kad jei |t− s| < δ, tai |fX(t)− fX(s)| < ε.
(ii) Tarkime a, b ∈ R. Atsitiktinio dydžio aX + b charakteringoji funkcija

faX+b(t) = eitbfX(at).
(iii) Jei atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai ju

‘
sumos X + Y

charakteringoji funkcija fX+Y (t) = fX(t)fY (t).
(iv) Jei E|X|k < ∞, kuriam nors k = 1, 2, . . . , tai funkcija fX(t) yra k−kartu

‘
diferencijuojama. Jos ǐsvestinės

(16.1) f (r)(t) = irEXreitX , r = 1, 2, . . . , k,



110

yra tolydžiosios funkcijos.

Pastaba 3. Iš (16.1) lygybės ǐsplaukia lygybė EXr = i−rf (r)(0), kai r = 1, 2,
. . . , k.

I
‘
rodymas. I

‘
rodome teigini

‘
(i). Jau žinome, žr (15.*), kad P(|X| > n) → 0, kai

n → ∞. Fiksuokime ε ∈ (0, 1) ir natūralu
‘
ji
‘

skaičiu
‘

N toki
‘
, kad P(A) ≤ ε/4,

kur A = {ω : |X(ω)| > N}. Naudodamiesi 2 pastaba, eksponentinės funkcijos
savybėmis |eiϕ| = 1, kai ϕ ∈ R, ir ez1z2 = ez1ez2 , galime rašyti

|fX(t)− fX(s)| = |E(eitX − eisX)| = |E(ei(t−s)X − 1)eisX |
≤ E|(ei(t−s)X − 1)eisX | ≤ E|ei(t−s)X − 1|
= I1 + I2,(16.2)

čia pažymėta

I1 = E|ei(t−s)X − 1| I{ω∈A}, I2 = E|ei(t−s)X − 1| I{ω∈A}.

Kadangi |eiϕ − 1| ≤ |eiϕ|+ 1 = 2 visiems ϕ ∈ R, tai pirmasis dėmuo neviršija

(16.3) I1 ≤ 2EI{ω∈A} = 2P(A) ≤ ε/2.

Antra
‘
ji
‘
dėmeni

‘
I2 vertiname pasiremdami nelygybėmis

|eiϕ − 1| = |i sin ϕ + cos ϕ− 1| ≤ | sin ϕ|+ | cos ϕ− 1| ≤ |ϕ|+ ϕ2

ir tuo faktu, kad |X(ω)| ≤ N , kai ω ∈ A. Gauname

I2 ≤ E
(
|t− s||X|+ (t− s)2X2

)
I{ω∈A}

≤ |t− s|N + (t− s)2N2 ≤ ε/2,(16.4)

kai |t− s| < ε/4N < 1 ir ε < 1.
I
‘
state

‘
(16.3) ir (16.4) nelygybes i

‘
(16.2) formule

‘
, gauname

|t− s| ≤ δ ⇒ |fX(t)− fX(s)| ≤ ε,

kur δ = ε/4N .
I
‘
rodome (ii). Iš 2 Pastabos ǐsplaukia lygybės

faX+b(t) = Eeit(aX+b) = EeitbeitaX = eitbEei(ta)X = eitbfX(at).
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I
‘
rodome (iii). Iš 10.1 Teoremos ǐsplaukia lygybės

fX+Y (t) = EeitX+itY = EeitXeitY

= E
(
cos(tX) + i sin(tX)

)(
cos(tY ) + i sin(tY )

)

= i2E sin(tX) sin(tY ) + iE sin(tX) cos(tY )

+ iE cos(tX) sin(tY ) + E cos(tX) cos(tY )

= i2E sin(tX)E sin(tY ) + iE sin(tX)E cos(tY )

+ iE cos(tX)E sin(tY ) + E cos(tX)E cos(tY )

= E
(
cos(tX) + i sin(tX)

)
E

(
cos(tY ) + i sin(tY )

)

= fX(t)fY (t).

I
‘
rodome (iv). Nagrinėkime pirma

‘
ja

‘
ǐsvestine

‘
(k = 1). Iš lygybės fX(t + h) −

fX(t) = EeitX(eihX − 1) ǐsplaukia

f ′X(t) = lim
h→0

(
fX(t + h)− fX(t)

)
/h

= lim
h→0

E
(
eitX(eihX − 1)/h

)

= lim
h→0

E
(
X eitX(eihX − 1)/hX

)
.

Norėtume sukeisti vidurkio ir ribos ženklus. Kada tai galima daryti?

Intarpas.*** Nagrinėkime funkciju
‘

seka
‘

fn : [0, 1] → R. fn(x) = 0, kai x ∈
[n−1, 1], fn((2n)−1) = 2n ir fn tiesinė intervaluose [0, (2n)−1] ir [(2n)−1, n−1].
Aǐsku, kad limn fn(x) = 0 visiems x ∈ [0, 1] ir

∫ 1

0
fn(x)dx = 1. Taigi,

1 = lim
n

∫ 1

0

fn(x)dx 6=
∫ 1

0

lim
n

fn(x) dx = 0.

Sa
‘
lygas, kuriu

‘
turime pareikalauti norėdami sukeisti ribos ir vidurkio ženklus,

nurodė A.Lebegas XX a. pradžioje teoremoje ”apie mažoruota
‘

konvergavima
‘
”.

Pagrindinė sa
‘
lyga: ∃ integruojama neneigiama funkcija g tokia, kad |fn(x)| ≤ g(x)

visiems x ∈ [0, 1] ir visiems n.***

Atsitiktinis dydis eitX eihX−1
hX yra aprėžtas, nes

∣∣eitX eihX − 1
hX

∣∣ =
∣∣eihX − 1

hX

∣∣ ≤ ∣∣ sin hX

hX

∣∣ +
∣∣1− cos hX

hX

∣∣ ≤ 2.
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Todėl atsitiktinis dydis, kurio vidurki
‘
skaičiuojame, tenkina nelygybe

‘

|X eitX(eihX − 1)/hX| ≤ 2|X|.

Sakoma, kad funkcija ω → 2|X(ω)| yra atsitiktinio dydžio X eitX(eihX − 1)/hX
mažorantė. Pasiremdami fundamentaliu integralo ir mato teorijos teiginiu apie ta

‘
pačia

‘
možorante

‘
turinčiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
vidurkiu

‘
sekos konvergavima

‘
(Lebego

teorema apie mažoruota
‘
konvergavima

‘
), žr. [Dudley], [Kubilius], darome ǐsvada

‘
,

kad riba egzistuoja ir

lim
h→0

E
(
X eitX(eihX − 1)/hX

)
= E lim

h→0

(
X eitX(eihX − 1)/hX

)
.

Dešinė pusė lygi E
(
X eitX i

)
. Gavome lygybe

‘

(16.5) f ′X(t) = iEX eitX .

Tai atskiras (16.1) lygybės atvejis, kai k = 1.
Jei k ≥ 2, aukštesniu

‘
eiliu

‘
ǐsvestines f

(r)
X (t) tirsime nuosekliai taikydami aukščiau

pateikta
‘
i
‘
rodymo schema

‘
. Pvz., kai r = 2 rašysime f

(2)
X (t) = limh→0(f ′X(t + h)−

f ′X(t))/h ir i
‘
statysime f ′X(t) ǐsraǐska

‘
(16.5).

I
‘
rodymas baigtas.

Pastaba. Atsitiktinio dydžio charakteringoji funkcija priklauso tik nuo šio dydžio
tikimybinio skirstinio (skirtingu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, turinčiu

‘
vienodus tikimybinius

skirstinius, charakteringosios funkcijos sutampa). Skirtingus tikimybinius matus,
apibrėžtus realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
Borelio σ−algebroje, atitinka skirtingos charakteringo-

sios funkcijos. Be to, atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
sekos konvergavimas pagal pasiskirstyma

‘
yra ekvivalentus ju

‘
charakteringu

‘
ju

‘
funkciju

‘
sekos konvergavimui. Šiuos teiginius

suformuluosime, bet nei
‘
rodysime.

Teorema 16.1. Jei X ir Y yra atsitiktiniai dydžiai su skirstiniais PX ir PY ir
charakteringosiomis funkcijomis fX(t) ir fY (t), tai

PX = PY ⇔ fX(t) = fY (t) visiems t ∈ R.

PVZ 16.2. Tarkime X yra atsitiktinis dydis su Puasono tikimybiniu skirstiniu
P(λ1), o Y yra atsitiktinis dydis su Puasono tikimybiniu skirstiniu P(λ2). Jei
šie atsitiktiniai dydžiai yra nepriklausomi, tai ju

‘
sumos Z = X + Y tikimybinis

skirstinys yra Puasono skirstinys P(λ), kur λ = λ1 + λ2.
Tuo nesunku i

‘
sitikinti pritaikius 16.1 teorema

‘
. Charakteringoji funkcija fλ(t),

atitinkanti Puasono tikimybini
‘

skirstini
‘
P(λ), yra suskaičiuota 16.1 pavyzdyje,
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fλ(t) = eλ(eit−1). Taigi fX(t) = eλ1(e
it−1) ir fY (t) = eλ2(e

it−1). Iš 16.1 teiginio
ǐsplaukia lygybė

fZ(t) = fX+Y (t) = fX(t)fY (t) = eλ1(e
it−1)eλ2(e

it−1) = e(λ1+λ2)(e
it−1).

Kadangi atsitiktinio dydžio Z charakteringoji funkcija sutampa su charakteringa
‘
ja

‘
funkcija, atitinkančia Puasono tikimybini

‘
skirstini

‘
P(λ), tai pasirėme

‘
16.1 teo-

rema, darome ǐsvada
‘
, kad atsitiktinio dydžio Z skirstinys yra Puasono tikimybinis

skirstinys P(λ).

Teorema 16.2. Teiginiai yra ekvivalentūs.
(i) Atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka {Xn, n = 1, 2, . . . } konverguoja pagal pasiskirstyma

‘
i
‘

atsitiktini
‘
dydi

‘
X0.

(ii) Visiems t ∈ R teisinga lygybė limn fXn(t) = fX0(t).

Ar galime nuspre
‘
sti kuri funkcija f : R → C yra kokio nors atsitiktinio dydžio

charakteringoji funkcija? I
‘
ši
‘
klausima

‘
atsako S. Bochnerio teorema.

Teorema 16.3. Funkcijai f : R→ C teiginiai yra ekvivalentūs.
(i) Egzistuoja toks tikimybinis matas (apibrėžtas erdvės R Borelio aibiu

‘
σ−alge-

broje), kad ji
‘
atitinkanti charakteringoji funkcija yra f .

(ii) f yra tolydžioji, f(0) = 1 ir bet kuriam realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkiniui t1, . . . , tn ir

bet kuriam kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
rinkiniui z1, . . . , zn yra teisinga nelygybė

(16.5A)
n∑

j=1

n∑

k=1

f(tj − tk)zjzk ≥ 0.

Čia z = a− ib žymi kompleksinio skaičiaus z = a + ib jungtini
‘
skaičiu

‘
.

Funkcijos, kurioms yra teisinga (16.5A) lygybė, yra vadinamos teigiamai apibrėž-
tomis.
Šiu

‘
teoremu

‘
i
‘
rodymus galima rasti vadovėlyje [Dudley].

PVZ 16.3. Standartinio normaliojo atsitiktinio dydžio X charakteringoji funk-
cija. Atsitiktinis dydis X turi tanki

‘
p(u) = (2π)−1/2e−u2/2. Todėl jo charak-

teringoji funkcija

f(t) = E cos tX + iE sin tX =
∫ +∞

−∞
p(x) cos txdx + i

∫ +∞

−∞
p(x) sin txdx

=
∫ +∞

−∞
eitxp(x)dx =

1√
2π

∫ +∞

−∞
eitxe−x2/2dx.

Nagrinėkime kompleksinio kintamojo z = x + iy funkcijos z → e−z2/2 (kreivini
‘
)

integrala
‘
uždaru stačiakampiu kontūru CN , kurio kampu

‘
koordinatės yra (−N, 0),
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(−N,−t), (N,−t) ir (N, 0). Iš Koši teoremos ǐsplaukia, kad šio kontūro integralo
reikšmė yra 0, t.y.,

(16.6)
∫

CN

e−z2/2dz = 0.

Kita
‘
vertus, kontūras susideda ǐs stačiakampio kraštu

‘
ir todėl

∫

CN

e−z2/2dz =
∫ −N

N

e−x2/2dx + i

∫ −t

0

e−(−N+iy)2/2dy

+
∫ N

−N

e−(x−it)2/2dx + i

∫ 0

−t

e−(N+iy)2/2dy.

Kadangi kairė pusė lygi 0, žr. (16.6), tai yra teisinga lygybė

∫ N

−N

e−x2/2dx =
∫ N

−N

e−(x−it)2/2dx + i

∫ −t

0

e−(−N+iy)2/2dy

+ i

∫ 0

−t

e−(N+iy)2/2dy = I
(1)
N + I

(2)
N + I

(3)
N .(16.7)

Atskirai skaičiuojame ir vertiname integralus IN :

I
(1)
N =

∫ +N

−N

e−(x2−2itx−t2)/2dx = et2/2

∫ +N

−N

eitxe−x2/2dx,

|I(2)
N | ≤ |t| max

|y|<|t|

∣∣e−(−N+iy)2/2
∣∣ ≤ |t| e(t2−N2)/2,

Panašiai i
‘
vertiname |I(3)

N | ≤ |t| e(t2−N2)/2. Kai skaičius t ∈ R yra fiksuotas, tai ǐs
gautu

‘
i
‘
verčiu

‘
ǐsplaukia ribos

I
(2)
N → 0, I

(3)
N → 0, I

(1)
N → et2/2

∫ +∞

−∞
e−itxe−x2/2dx,

kai N →∞. I
‘
state

‘
šia ribas i

‘
(16.7), gauname lygybe

‘

∫ +∞

−∞
e−x2/2dx = et2/2

∫ +∞

−∞
eitxe−x2/2dx.

Kairė šios lygybės pusė yra lygi skaičiui
√

2π. Todėl

e−t2/2 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eitxe−x2/2dx.
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Darome ǐsvada
‘
, kad ieškomoji funkcija f(t) = e−t2/2.

17. Centrinė ribinė teorema

Tirsime atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘
, apibrėžtu

‘
tikimybinėje erdvėje (Ω,F , P ), seka

‘
X1, X2, . . . .
Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai X1, X2, . . . yra nepriklausomi vienodai pasis-

kirste
‘
ir turi baigtini

‘
pirma

‘
ji
‘
momenta

‘
, t.y., E|Xi| < ∞. Tuomet ju

‘
matematinė

viltis (vidurkis) yra apibrėžta, žymėkime a = EXi, ir sekai yra teisingas didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis, t.y., aritmetiniu

‘
vidurkiu

‘
seka n−1Sn → a, kai n →∞. Čia žymime

Sn = X1 + · · ·+ Xn. Aproksimacija

(17.1) n−1Sn ≈ a

yra labai svarbi statistiniu
‘

tyrimu
‘

ǐsvadoms pagri
‘
sti: surinke

‘
n nepriklausomu

‘
stebėjimu

‘
duomenu

‘
X1, X2, . . . , Xn imti

‘
, galime i

‘
vertinti tiriamojo parametro a

reikšme
‘
. Aǐsku

‘
, kad negalime tikėtis griežtos lygybės n−1Sn = a, nes kairėje pusėje

turime atsitiktini
‘
dydi

‘
ω → n−1Sn(ω), o dešinėje - (neatsitiktini

‘
) skaičiu

‘
. Taigi,

vertinimo paklaida n−1Sn − a yra atsitiktinis dydis, o mūsu
‘
aproksimacija (17.1)

yra tuo tikslesnė, kuo ”mažesnė” yra ši paklaida. Statistinio tyrimo rezultatu
‘

patikimumas labai priklauso nuo šios vertinimo paklaidos ir todėl didelis dėmesys
yra skiriamas atsitiktinio dydžio n−1Sn − a tikimybinio skirstinio analizei.
Vos porai dešimtmečiu

‘
prabėgus po Bernulio paskelbtu

‘
darbu

‘
, kuriuose buvo

suformuluotas didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis, De Muavras 1730 m. paskelbė atrade

‘
s

nauja
‘
dėsninguma

‘
, kuriam paklūsta vertinimo paklaida n−1Sn− a nepriklausomu

‘
Bernulio eksperimentu

‘
atveju. Vėlesni Laplaso, Gauso ir kitu

‘
matematiku

‘
ir

statistiku
‘

tyrimai atskleidė, kad De Muavro atrastas dėsningumas yra univer-
salus, t.y., jis stebimas daugybėje skirtingu

‘
statistiniu

‘
eksperimentu

‘
. Dauge-

lio žmoniu
‘

pastangomis buvo sukurta tinkama matematinė kalba jam aprašyti.
Šios kalbos elementai - atsitiktinio dydžio tikimybinis skirstinys ir pasiskirstymo
funkcija, konvergavimas pagal pasiskirstyma

‘
- yra pateikti ankstesniuose skyreli-

uose. Vartodami šias sa
‘
vokas galime suformuluoti centrine

‘
ribine

‘
teorema

‘
(toks

pavadinimas prigijo De Muavro atrasta
‘
jam reǐskiniui): atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
seka√

n
σ (n−1Sn−a) konverguoja pagal pasiskirstyma

‘
i
‘
standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
, t.y., visiems x ∈ R

(17.2) P
(√n

σ
(n−1Sn − a) ≤ x

)
→ Φ(x), kai n →∞.

Čia laikome, kad atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
Xi dispersija σ2 = DX1 > 0. Funkcija

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du
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yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija.
Centrinės ribinės teoremos formulavime yra du nepriklausomu

‘
vienodai pasis-

kirsčiusiu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos X1, X2, . . . parametrai: vidurkis a = EXi ir

dispersija σ2 = DXi. Šiuos parametrus galim apibrėžti atsitiktiniams dydžiams,
turintiems antra

‘
ji
‘

momenta
‘
, t.y., kai EX2

i < ∞. Galima i
‘
rodyti, kad antrojo

momento sa
‘
lygos (EX2

i < ∞) pakanka, kad būtu
‘
teisinga (17.2) riba.

Teorema 17.1. Tarkime, X1, X2, . . . yra nepriklausomu
‘
vienodai pasiskirsčiusiu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, turinčiu

‘
antruosius momentus, seka. Tuomet teisinga (17.2)

riba.
I
‘
rodymas. I

‘
rodysime teorema

‘
tuo atveju, kai patenkinta griežtesnė, nei antrojo

momento, sa
‘
lyga: tarsime, kad E|Xi|3 < ∞.

I
‘
veskime atsitiktinius dydžius Yi = σ−1(Xi− a). Kadangi a = EXi ir σ2 = DXi,

tai EYi = 0 ir DYi = 1. Be to, atsitiktiniai dydžiai Y1, Y2, . . . yra nepriklausomi
ir vienodai pasiskirste

‘
. Iš lygybės
√

n

σ
(n−1Sn − a) = n−1/2(Y1 + · · ·+ Yn)

ǐsplaukia, kad pakanka i
‘
rodyti atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
sekos Zn = n−1/2(Y1 + · · ·+Yn)

konvergavima
‘
pagal pasiskirstyma

‘
i
‘
standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
.

I
‘
rodyme taikysime 16.2 teorema

‘
. Pagal šia

‘
teorema

‘
, Zn konverguoja i

‘
standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
, jei charakteringu

‘
ju

‘
funkciju

‘
seka fn(t) = EeitZn konver-

guoja i
‘

standartinio normaliojo atsitiktinio dydžio charakteringa
‘
ja

‘
funkcija

‘
f(t)

visiems t ∈ R. Žinome, žr. 16.3 pvz., kad f(t) = e−t2/2. Taigi, mums reikia
i
‘
rodyti, kad

(17.3) fn(t) → e−t2/2, ∀t ∈ R.

Kadangi Y1, Y2, . . . , Yn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, tai ju
‘
sumos cha-

rakteringoji funkcija yra lygi dėmenu
‘
char. funkciju

‘
sandaugai (16.1 teiginys),

fn(t) = Ee
it

Y1√
n · · ·Ee

it Yn√
n = ψn(t), kur ψ(t) = Ee

it
Y1√

n .

Nagrinėkime nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, turinčiu

‘
ta

‘
pati

‘
standartini

‘
nor-

malu
‘
ji
‘
skirstini

‘
, rinkini

‘
V1, V2, . . . , Vn. Iš lygybės EeitVk = e−t2/2 ǐsplaukia lygybė

EeitVk/
√

n = e−t2/2n. Todėl sumos Wn = n−1/2(V1 + · · · + Vn) charakteringoji
funkcija

EeitWn = Ee
it

V1√
n · · ·Ee

it Vn√
n = ϕn(t) = e−t2/2, kur ϕ(t) = e−t2/2n.

Taigi, atsitiktinis dydis Wn turi standartini
‘

normalu
‘
ji
‘

skirstini
‘

(taikome 16.1
teorema

‘
).
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Tolesnė i
‘
rodymo eiga remsis tokia i

‘
dėja. Standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
dydi

‘
Wn galime

”ǐsskaidyti” i
‘

nepriklausomu
‘

normaliu
‘
ju

‘
dydžiu

‘
suma

‘
: Wn = V1√

N
+ · · · + Vn√

N
.

Todėl norėdami lyginti Wn ir Zn galime lyginti atitinkamas sumas V1√
N

+ · · ·+ Vn√
N

ir Y1√
N

+ · · · + Yn√
N

. Jei pasisektu
‘

i
‘
rodyti, kad dėmenys Vi√

N
ir Yi√

N
yra artimi,

gautume, kad ir sumos nedaug skiriasi. Tuo pasiremdami i
‘
rodytume (17.3).

I i
‘
rodymo žingsnis. I

‘
vertiname skirtuma

‘
δ(t) = ψ(t) − ϕ(t). Tam naudosime

eksponentinės funkcijos skleidini
‘
argumento laipsniais. Visiems natūraliesiems k

ir s ∈ R yra teisinga lygybė (žr. [Kubilius])

eis = 1 + is +
(is)2

2!
+ · · ·+ (is)k

k!
+ Rk, kur |Rk| ≤ |s|k+1

(k + 1)!
.

Pritaike
‘
šia

‘
nelygybe

‘
tuo atveju kai k = 2, gauname

ψ(t) = Ee
i t√

n
Y1 = E

(
1 + i

t√
n

Y1 + i2
t2

n
Y 2

1 + R2(Y1)
)

= 1 + i
t√
n
EY1 + i2

t2

n
EY 2

1 + ER2(Y1)

= 1− t2

n
+ R,

Gauto skleidinio liekana R tenkina nelygybes

|R| = |ER2(Y1)| ≤ E|R2(Y1)| ≤ n−3/2 |t|3
3!

E|Y1|3.

Lygiai taip pat i
‘
rodome skleidini

‘

ϕ(t) = 1− t2

n
+ R′, kur |R′| ≤ n−3/2 |t|3

3!
E|V1|3.

Palygine
‘
gautuosius skleidinius matome, kad

(17.4) |δn| ≤ n−3/2 |t|3
3!

(E|Y1|3 + E|V1|3).

II i
‘
rodymo žingsnis. Vertiname skirtuma

‘

fn(t)− e−t2/2 = ψn(t)− ϕn(t)

= δ
(
ψn−1(t) + ψn−2(t)ϕ(t) + · · ·+ ψ(t)ϕn−2(t) + ϕn−1(t)

)
.
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Iš nelygybiu
‘
|ψ(t)| ≤ 1 ir |ϕ(t)| ≤ 1 ǐsplaukia nelygybė |ψk(t)ϕn−k−1(t)| ≤ 1.

Todėl
|fn(t)− e−t2/2| ≤ n|δ|.

I
‘
state

‘
(17.4) nelygybe

‘
, gauname

|fn(t)− e−t2/2| ≤ n−1/2 |t|3
3!

(E|Y1|3 + E|V1|3).

Aǐsku, kad bet kuriam (fiksuotams skaičiui) t ∈ R dešinės pusės riba, kai n → ∞
yra lygi 0. I

‘
rodėme (17.3) riba

‘
.

I
‘
rodymas baigtas.

17.1 teorema
‘

galima apibendrinti skirtingai pasiskirsčiusiu
‘

atsitiktiniu
‘

dydžiu
‘

sekoms. Tarkime, X1, X2, . . . yra nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
, turinčiu

‘
baig-

tinius antruosius momentus (EX2
i < ∞ visiems i), seka. Sumos Sn = X1+· · ·+Xn

dispersija
‘
žymėkime B2

n = DSn.
Suomiu

‘
matematikas Lindebergas i

‘
rodė tokia

‘
teorema

‘
.

Teorema 17.2. Tarkime, Bn > 0 visiems n ir kiekvienam ε > 0 teisinga lygybė

(17.5) lim
n

1
B2

n

n∑

k=1

E(Xi −EXi)2I{|X1−EXi|>εBn} = 0.

Tuomet atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
B−1

n (Sn−ESn) seka konverguoja pagal pasiskirstyma
‘
i
‘

standartini
‘
normalu

‘
ji
‘
atsitiktini

‘
dydi

‘
, t.y.,

P
(
B−1

n (Sn −ESn) ≤ x
)
→ Φ(x), kai n →∞.

Sa
‘
lyga (17.5) vadiname Lindebergo sa

‘
lyga.
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