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Ivadas

1. Daznai atsiduriame situacijose, kuomet turime priimti vienoki ar kitoki spren-
dima, o informacijos apie aplinkybes truksta. Tuomet, norédami jvertinti sprendi-
mo pasekmes, turime gretinti ivairias galimybes. Atsizvelge i ju Sansus ir svarba,
vienaip ar kitaip nusprendziame. Taigi, susiduriame su atsitiktiniu, ar mums
nezinomu, ivykiu galimybiu analize. Paprastas pavyzdys galétu biiti toks: kiSenéje
1 litas, o greta jaunas giminaitis, kuriam labai reikia ledu. Artéjam prie ledu par-
davéjo, kuris turi keleta rusiu ir skirtingu kainu ledu. Ar galiu mazajam giminaiciui
pazadéti ledu - jam jau dabar, nepriéjus iki pardavéjo, Sis klausimas labai svarbus?
Taigi, turiu ivertinti Sansus, ar pardavéjas tures ledu, kuriu kaina nevirsija 1 lito.
Sprendima galiu paremti turima patirtimi apie ivarias ledu kainas. Pvz, jei zinau,
kad 7 pardaveéjai is 10 turi ledu nebrangesniu uz lita, tai galiu pasikliauti laimingu
atsitiktinumu (daug Sansu, kad pinigu pakaks) ir suteikti daug viléiu savo gimi-
naiciui. Taciau, tai tik spéjimas. Tuo tarpu ledu pardavéjui kainos yra zinomos,
jis turi pilna informacija ir néra jokio reikalo spélioti.

Vertindami ir lygindami ivairiu ivykiu Sansus, mes sakome, kad vieni ivykiai turi
daugiau sansu, kiti maziau. Zodziai "daugiau” ar ”maziau” yra skirti kiekiams
lyginti, t.y., kiekiams, kurie atitinka skaicius. Lygindami ivairiu ivykiu Sansus
mes nejuciomis operuojame su jais, kaip su skaiciais: didesnes galimybes atitinka
didesni skaiciai. Sakome, vieno ivykio tikimybé yra didesné nei kito. Susieje
ivykiu tikimybes su skaiciais, atsiduriame matematikos mokslo srityje, t.y., nuo
siol ivykiu tikimybéms tirti galésime vartoti matematine kalba. Pasirodo, kad
egzistuoja universaluis désningumai, kuriems paklusta daugelis reiskiniu, kuriuos
vadiname atsitiktiniais. Siuos désningumus tiria tikimybiu teorija, nesvarbu, kur
jie atsiskleidzia: demografijoje, draudimo uzdaviniuose, genetikoje, duju kinetinéje
teorijoje, kvantu mechanikoje, ekonomikoje, informatikoje ir kt.

2. Tikimybiu teorijos gimimas siejamas su dvieju iskiliu pranctzu: Blezo Paskalio
(1623-1662) ir Pjero Ferma (1601-1665) vardais. Yra islike keletas ju laisku, kuri-
uose gvildenami losimo kauliukais (SeSios akutés) uzdaviniai. Paskalis mini, kad
uzdavinius jam pateiké ponas De Mere. Mokslo istorijoje Sie uzdaviniai ir ju
sprendimas zenklina naujo mokslo pradzia.

1. Pora kauliuku metame K kartu. Nagrinéjame du galimus variantus: (a) bent
viena karta iskrito SeSetuku pora; (b) né karto neiskrito Sesetuku pora. Koki
maziausia metimu skai¢iu K atlikus, variantas (a) turi daugiau Sansu nei (b)?

2. Du zaidéjai i zaidimo banka ineSa po 32 pistolius. Pirmasis laiméjes tris
partijas pasiima i$ banko 64 pistolius. Kaip pasidalinti banka, jei tenka zaidima
nutraukti nespéjus nei vienam islosti triju partiju?

Paskalis ir Ferma iSsprendé Siuos uzdavinius, nesinaudodami tikimybés savoka,
nes jos dar nebuvo.



Tikimybés (atsitiktinio jvykio galimybeés skaitinés israiskos) savoka gimé po pir-
muju statistiniu tyrimu. Tai buvo demografiniai tyrimai, anuo metu vadinti ”poli-
tine aritmetika”. Dzonas Grauntas (1620-1675) noréjo nustatyti Londono gyven-
toju amziaus struktura. Aisku, visu gyventoju suskai¢iuoti jam nebutu pavyke
(isivaizduokite tu laiku didmiesti su rumais ir lusnomis, kuomet apie piliecio pasa
ar asmens koda nebuvo sapnuota). Todél jis griebési (gal vienintelio) pasieki-
amo informacijos Saltinio: mir¢iu registro (nusikalstamuma reikia kontroliuoti, o
zmogaus mirtis buvo svarbus ivykis). Surinkes Londono gyventoju mir¢iu duome-
nis (229250 per 20 metu) jis skai¢iavo ivairiu amziaus grupiu dali. Pavyzdziui,
vaiku (iki 6 metu) miréiu buvo registruota 71124. Jis pateiké skai¢iu: santykini
dazni 71124/229250 ~ 1/3, kuris gali buti panaudotas nustatant kokia dali Lon-
dono gyventoju sudaro tokio amziaus vaikai. Tiesa, duomenys apie Londono
mirusiuju amziu nebuvo tikslus (kaip jvertinti amziu zmogaus, kurio artimieji
nerastingi ir pan.). Be to, miesto populiacija sparciai kito ir pritaikytas metodas
nebuvo adekvatus. leSkodamas tiksliu duomenu, kuriuos garantuotu griezta regis-
tracija, bei miesto su menka gyventoju migracija (kad isvados, paremtos mir¢iu reg-
istru, tikrai atskleistu populiacijos struktura), kitas anglu mokslininkas Edmundas
Halis (1656-1742) vietoj Londono pasirinko Vokietijos miesta Breslau (dabar Vro-
clavas). Pasinaudodamas Breslau miréiu registro knygomis, jis galéjo nustatyti
populiacijos amziaus struktiira ir, pvz., amziu, kurio sulaukti yra lygiai tiek pat
sansu, kaip ir mirti nesulaukus (dabar vadiname gyvenimo trukmeés mediana).
Savo tyrimus Halis naudojo pensiju (rentu) dydziui nustatyti.

Sveicaras Jakobas Bernulis (1654-1705) jau naudoja ivykio tikimybés savoka ir
susieja ja su statistiniu dazniu. Pvz. Metame kauliuka N kartu ir suskaiciuojame
kiek kartu iskrito SeSios akys. Pavadinkime gauta skaiciu M. Atlike daugybe
kauliuko metimo eksperimentu, pamatytume, kad santykis (statistinis Sesiukés
daznis) M/N =~ 1/6. Skaicius 1/6 rodo, kiek Sansu turi Sesiukeé iskristi kiekvieno
metimo metu (Sesiukés pasirodymo tikimybé). Bernulio nustatytas principas dabar
vadinamas didziuju skaic¢iu désniu (fenomenas atsiskleidzia, kai skaic¢ius N yra
pakankamai didelis). Atrodo, jo atskleidimas ir tikimybés savokos susiformavimas
vyko kartu.

Is Bernulio rezultatu isplaukia, kad tikraja tikimybe nustatyti padeda statistinio
daznio skaic¢iavimas. Paklaida, musu atveju, (M/N) — (1/6) tyré De Muavras
(1667-1754), Laplasas (1746-1827), Puasonas (1781-1841) ir Gausas (1777-1855).
Jie nustate, kad daugeliu atveju galima stebeéti reiskini, kai paklaida, miusu atveju
skai¢iai ((M/N) — (1/6))v/N, pakliista tam tikram visiskai naujos prigimties dés-
ningumui. Sj désninguma vadiname Gauso tikimybiniu skirstiniu, o reiskinj - cen-
trine ribine teorema.

Tikimybinius skirstinius pradéta naudoti aprasant biologijos, kvantu mechanikos,
genetikos ir kt. reiskinius. Nuo Halio laiky tikimybés taikomos draudos matem-
atikoje ir demografijoje. Tikimybiu teorija ir statistikos mokslas gimé kartu ir yra



artimiausi mokslai.

Misu universitete tikimybiu skaic¢iavimo kursa ivedé vilnietis Zigmantas Revkov-
skis 1831 metu rudeni. Tikimybiu teorija suklestéjo Lietuvoje XX amziaus antro-
joje puseéje, profesoriaus Jono Kubiliaus ir jo bendradarbiu darbuose. Pasaulyje
si mokslininku grupé (B. Grigelionis, J. Kubilius, V. Statulevi¢ius ir ju mokiniai)
zinoma ” Vilniaus tikimybiu mokyklos” vardu.

I. TIKIMYBE IR JOS SAVYBES

1. Kombinatorinés tikimybés

PVZ. 1.1 Zaidimu kauliukas turi 6 sieneles. Ant sieneliu pazymeti akuciu
skaiciai: 1,2,3,4,5,6. Metus kauliuka, galimybeés bet kuriam akuciu skaiciui at-
siversti yra lygios. Konkretaus skaic¢iaus atsivertima vadiname elementariuoju
ivykiu. Juos zZymime w1,ws,...,ws. Atsivertus 3 akutéms, sakome, kad ivyko el-
ementarusis ivykis ws. Visu elementariyju ivykiu aibe {wi,ws,...,ws} vadiname
elementariuju ivykiu erdve ir zymime 2. Kauliuko metima vadiname statistiniu
eksperimentu. Statistinio eksperimento rezultato - isSkritusiu akuciu skaiciaus -
nezinome i3 anksto. Statistinio eksperimento rezultatas (baigtis) yra elementarusis
ivykis. Keletas elementariuju ivykiu sudaro sudétini ivyki. Nagrinékime sudétini
ivyki

A = {iskritusiu akuciy skai¢ius yra lyginis}.
Ivyki A sudaro elementarieji ivykiai wy,wy,ws. Zymime A = {wy,wys,ws}. Ele-
mentarieji ivykial wo, w4, wg yra vadinami palankiais ivykiui A.
Santykis

ivykiuiApalankiu elementariuju ivykiu skaicius |A]

visu elementariuju jvykiu skaicius e
T . . . . . . . . A e
atspindi ivykio A galimybe (Sansus) ivykti. Juo didesné santykio % reiksme,

tuo daugiau sansu, kad A ivyks. Si santyki zymime P(A) ir vadiname jvykio A
tikimybe. Musu nagrinéto ivykio ”iskrito lyginis akué¢iu skaic¢ius” tikimybeé P(A) =
3 1

6 2"
APB 1.1. Nagrinékime eksperimenta, kuri atlikus, galimos n skirtingos baigtys
Wi, wp. Aibe Q = {w1,...,w,} vadiname elementariuju ivykiu erdve, o jos



6

elementus - elementariaisiais ivykiais. Bet kuri poaibi A C ) vadiname ivykiu. Si
poaibi sudarancius elementariuosius ivykius vadiname palankiais ivykiui A. Aisku,
kad bet kuriu poaibiu A, B C ) sankirta C' = AN B ir sajunga D = A U B taip
pat yra ivykiai (aibés © poaibiai). Jei AN B = (), tai ivykius A ir B vadiname
nesutaikomais. Aibe Q vadiname butinuoju ivykiu, o () yra vadinama negalimu
ivykiu. Ivykis C = Q\ A yra vadinamas priesingu ivykiui A ir yra zymimas A.

APB 1.2. Klasikine jivykio A tikimybe vadiname ivykiui A palankiu elementariu-
ju ivykiu skai¢iaus |A| ir visu elementariuju ivykiu skaiciaus || santyki. Zymime
|A|

P(A) = 15

I sio apibrézimo isplaukia lygybés P(2) = 1 ir P(()) = 0.

Klasikineés tikimybeés apibrézimas taikomas tiems statistiniams eksprimentams
modeliuoti, kuriu visos baigtys yra vienodai tikétinos.

PVZ 1.2. Kubelio 5 sienos nudazytos juodai ir viena baltai. Mus domina kokios
spalvos siena atsivers mestas kubelis. Galimos dvi baigtys w;-"atsiverté juoda
siena” ir wo-"atsiverte balta siena”. Sio statistinio eksperimento rezultatus aprago
elementariuju ivykiu erdvé Q = {wy,ws}. Taciau klasikinio tikimybés apibrézimo
taikyti negalime, nes elementariuju ivykiu Sansai néra lygus (juoda sienelé turi 5
kartus daugiau Sansu atsiversti, nei balta sienelé).

PVZ 1.3. Maise 40 vienodu rutuliu, ant kuriu uzrasyti skaiciai 1,2,...,40.
Neziuredami i skaicius, atsitiktinai traukiame rutuli. Kokia tikimybe, kad istrauk-
to rutulio skaicius dalosi is 37

Statistinio eksperimento modelis yra elementariuju ivykiu erdve Q = {wq, ...,
wao}. Ivykiu tikimybéms skaiciuoti galime taikyti klasikini tikimybeés apibrézima,
nes visi rutuliai turi vienodus Sansus buti istraukti. Ivykiui A - ”rutulio skaicius
dalosi i§ 3” palankiis yra elementarieji ivykiai ws,ws,wy,...,wss, t.y.,
A = {ws,wg,wo, . ..,wsg }. Palankiy ivykiu skaicius |A| = 13. Todél P(A) = o

PVZ 1.4. Du kartus metame kauliuka. Kokia tikimybe, kad iskritusiu akuciu
suma yra 87

Eksperimento rezultata, kai pirmuoju metimu iskrito :—akuciu, o antruoju meti-
mu igkrito j—akuciu, patogu zZyméti (i, j). Turime 36 skirtingas poras (7,7), 1 <
1,7 < 6, kurias vadinsime elementariaisiais ivykiais. Elementariuyju ivykiu aibé
Q={(i,7), 1 <i,j <6}. Mus dominantj jvyki A-"iskritusiu akuc¢iu suma yra 8”
sudaro elementarieji ivykiai

A= {(256)7 (37 5)7 (474)5 (573)v (672)}'



Todél P(A) = — .
36

PVZ 1.5. Tris kartus metame kauliuka. Kuri akuc¢iy suma labiau tikétina: 9 ar
10? Sio uzdavinio atsakyma zinojo italas Galiléjus dar pries 1642 m.

Si karta eksperimento rezultatas (elementarusis ivykis) yra skaiciu trejetas (i, j, k),
kur 1 <14, j,k < 6. Elementariuju ivykiu erdveé (visu tokiu skai¢iu trejetu aibé) turi
63 = 216 nariu. Nesunkiai suskai¢iuojame, kad ivykiui A-"igkritusiu akuéiy suma
yra 9”- palankiu elementariuju ivykiu yra 25. Ivykiui B-"iskritusiu akuciu suma

yra 10”- palankiu elementariuju ivykiu yra 27. Ivykio A tikimybé P(A) = %
yra mazesné uz ivykio B tikimybe P(B) = 22T76 .

APB 1.3. Tikimybiu sudéties taisyklé. Nagrinékime koki nors statistinio eksper-
imento modelj su elementariuju ivykiu erdve Q = {w1,...,w,}. Tarsime, kad visu
elementariuju ivykiu Sansai yra vienodi, t.y., galime taikyti klasikini tikimybés
apibrézima. Nagrinékime nesutaikomu ivykiu A, B C () sajungos tikimybe. Ka-
dangi AN B = {), tai sajungos elementu skaicius |A U B| = |A| 4 |B|. Todél

|[AU B | Al + |B| A | B
1.1 P(AUB) = = = — + — =P(A)+ P(B).
(1.1) ( ) Ql <l a (4) + P(B)
Ivykius Ay, As, ..., Ax C Q vadiname poromis nesutaikomais, jei 4; N A; = ()

visiems 7 # j. Nesutaikomu ivykiu sajungos tikimybeé

AiU---UA Al 4 |A
P(A1UA2U...UAk): A1 Q) k| — | 1|+|Q|+ k|

= P(Ay)+ -+ P(Ag).

| A1 | Ak
12 = + o e +
(12) 1€2] |€2]

PVZ 1.6. Is 36 kortu malkos atsitiktinai traukiame 3 kortas. Kokia tikimybe,
kad tarp istrauktu kortu bus tik vienas tuzas?

Galime sudaryti statistinio eksperimento modeli tokiu budu. Laikome, kad kiek-
vienas kortuy trejetas turi vienodas galimybes buti isStrauktas ir todél yra taikytinas
klasikinis tikimybés apibrézimas. Registruojame istrauktu 3 kortu aibe. Kiekviena
tokia aibé yra elementarusis ivykis. Elementariuju ivykiu skaic¢ius n yra skaicius

budu sudaryti 3 kortu aibe. Tai deriniu skaicius n = (336) = %. Ivyki A-
?istraukty kortu aibéje yra vienintelis tiizas’-isskaidome i nesutaikomus jvykius
A= Al U A2 U Ag U A4. Cla ivykiai

A -7istrauktu kortu aibéje yra vienintelis tuzas, jis ¢irvy”;

Ay -7istrauktu kortu aibéje yra vienintelis ttuzas, jis giliu”;

Az -7igtrauktu kortu aibéje yra vienintelis tuzas, jis piku”;

Ay -7istrauktu kortu aibéje yra vienintelis tuzas, jis bubnu”.



Suskai¢iuosime jvykiu A; tikimybes. Ivykiui A; palankiu baig¢iu skaic¢ius gali
buti suskaic¢iuotas taip. Atmete i$ kortu malkos keturis tuzus gauname 32 kortu
rinkini. Imame bet kurias dvi Sio rinkinio kortas ir prie ju prijungiame ¢irvu
tuza. Tokiu budu gauname visus kortu trejetus su vieninteliu ¢irvu tuzu. Minétas

. . . . 2! . .. .. .
dvi kortas parinkti turime (322) = 3?(’)'2' variantu. Todél jvykiui A; palankiu
baig¢iu (elementariuju ivykiu) skaic¢ius |A;| = (322). Aisku, toki pati palankiu

elementariuju ivykiu skaiciu turi ir ivykiai Ay, A3, A4. Kadangi ivykiai Aq,..., A4
yra poromis nesutaikomi, tai i§ (1.2) formulés gauname

P(A) = P(Ay) + -+ + P(A;) = 4 E% =

APB 1.4. Priesingo ivykio tikimybé Nagrinékime koki nors statistinio eksperi-
mento modeli su elementariuju ivykiu erdve Q = {wy,...,w,}. Tarsime, kad visu
elementariuju ivykiu Ssansai yra vienodi, t.y., galime taikyti klasikini tikimybeés
apibrézima. Nagrinékime ivyki A C Q ir jam priesinga ivyki A = Q \ A. Sie
ivykiai yra nesutaikomi ir todél i§ (1.1) formulés igplaukia P(AUA) = P(A)+P(A).
Kadangi AUA = Q, tai P(AU A) = 1. I$ ¢ia gauname priesingo ivykio tikimybeés
formule

(1.3) P(A) =1- P(A).

PVZ 1.7. I8 36 kortu malkos traukiame 3 kortas. Kokia tikimybe, kad tarp ju
bus bent vienas tuzas?

Naudosime ta pati statistinio eksperimento modeli, kaip ir PVZ 1.6. Pazy-
mekime ivyki A-"tarp 3 istrauktu kortu yra bent vienas tuzas” ir jam priesinga
ivyki A-"tarp 3 istrauktu kortu tuzu néra”. Ivykiui A palankus tie kortu trejetai,
kuriuose néra nei vieno tuzo. ISmete i§ kortu malkos 4 tuzus ir sudare bet koki
triju kortu rinkinj is likusiu 32 kortu aibés, gauname kortu trejeta, palanku ivykiui
A. Matome, kad ivykis A turi (332) palankius trejetus. Todél

— (&) (%) _ 323130
P(4) = n (336) "~ 36-35-34 °

Mus dominanciai tikimybei gauti taikome (1.3) formule

P(A) =1-PA)=1- 23130
36-35-34

PVZ 1.8. Hipergeometrinés tikimybés. Gaminiu partija sudaro N vienetu. Dalis

gaminiy yra netinkami vartoti. Norime jvertinti nezinoma blogu gaminiu skaiciu.



Pazymeékime ji M. Patikrinti visus gaminius negalime, nes tai per daug resursu
reikalaujanti procedura. Atsitiktinai parenkame n gaminiu grupe tikrinimui taip,
kad visi partijos gaminiai turi vienodus Sansus biti iSrinktais i tikrinimo grupe.
Tarp n grupés gaminiu radome m netinkamu. Ka galime pasakyti apie skaic¢iu M7
Pradzioje nagrinékime klausima kokia yra ivykio A,,-"tarp n atsitiktinai parinktu
gaminiu pasitaiké m blogu”- tikimybé. Sudarome statistinio eksperimento modelj,
kurio elementariosios baigtys yra visi galimi gaminiu rinkiniai po n vienetu. Ele-
mentariuju ivykiu aibé turi (IT\Z ) elementu. Ivykiui A,, palankius elementariuosius
ivykius atitinka tie rinkiniai po n elementu, kuriuose lygiai m gaminiu yra blogi.
Palanku rinkini galime isskaidyti i dvi dalis: n — m geru gaminiu ir m blogu
gaminiu. Pirma dali galime sudaryti (IT\: :Tj\f ) budu. Tiek yra budu sudaryti n —m
gaminiu grupe i$ gerosios gaminiu partijos dalies, turin¢ios N — M gaminiu. Antra
dali galime sudaryti (]\nf ) budu. Tiek yra budu sudaryti m gaminiu grupe is bloguju
partijos gaminiu aibés, turinc¢ios M elementu. Todél palanku rinkini sudaryti
turime (N*M) X (%) galimybiu. Pritaike klasikinj tikimybés apibrézima, gauname

n—m

(1.4) pia,) = Lnom) % ()

()

Sios tikimybés yra vadinamos hipergeometrinémis.

Norédami ijvertinti blogu partijos gaminiu skaiciu M galime samprotauti taip.
Visu pirma kai kurias M reiksmes (pvz. M < m ir M > N —n+m) atmetame, nes
jos yra nesuderinamos su eksperimento rezultatais (tikrintos grupés blogu gaminiu
skai¢ium m). Likusios ivairios M reiksmés atitinka jvairias tikimybés P(A,,)
reiksSmes. Kurias M reikSmes galétume laikyti labiau tikétinomis? Kadangi dau-
giau Sansu ivykti turi tie ivykiai, kuriu tikimybeés didesnés, renkamés ta statistini
modeli, kuriam tikimybé P(A,,) yra didziausia. T.y., tarp skai¢iu M pasirenkame
(o) < ()

)

Pastaba. Sis skai¢iaus M parinkimo motyvas (vad. maksimalaus tikétinumo
metodas) yra ”sveiko proto argumentas”. Tai néra nustatyto matematinio désnin-
gumo (kaip pvz. Niutono traukos désnio ar pan.) taikymas. Matematinis metodas
leidZia vertinti panasaus tipo "masinius” reiskinius: jei toki, ar panasu, uzdavini
sprestume 1000 kartu, tai minéto maksimalaus tikétinumo metodo taikymas duotu
patenkinamai tikslu atsakyma dideli skaic¢iu kartu. Kitas buidas matematiskai
" pateisinti” maksimalaus tikétinumo metoda remiasi prielaida, kad miusu tiriama
partija buvo atsitiktinai pasirinkta i§ daugybés ivairiu partiju su ivairiais blogu
gaminiu kiekiais M. Tuomet galime kalbéti apie tikimybe, kad tiriamosios partijos
parametras M igyja viena ar kita reikSme (t.y. buvo pasirinkta vienokia ar kitokia
partija) ir vertinti $ia tikimybe, pasirémus tyrimo rezultatu (skai¢iaus m reiksme).

ta, kuriam santykis yra didziausias.
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. o [N . . m
Ar visuomet atsakymas (nezinomo skai¢iaus M ijvertis) yra N — ?
n

2. Geometrinés tikimybés

Klasikini tikimybés apibrézima galime taikyti tik tiems statistiniams eksperimen-
tams, kuriu elementariuju ivykiu aibé yra baigtiné, o patys elementarieji ivykiai
yra vienodai tiketini.

Geometriniy tikimybiu uzdaviniai nagrinéja statistinius eksperimentus, kuriu ele-
mentariuju ivykiu aibé néra nei baigtiné nei skaiti.

PVZ 2.1. Turime virve, kuria kerpame i dvi dalis. Kirpimo taskas parenka-
mas atsitiktinai ir visi taskai turi vienodas galimybes biuti kirpimo taskais. Kokia
tikimybe, kad vienas virves galas bus daugiau nei dvigubai trumpesnis uz kita?

Sprendimas. Mus domina ivykio A-"vienas virves galas daugiau nei dvigubai
trumpesnis uz kita” tikimybé. Elementariuju ivykiu (kirpimo tasku) aibe patogu
atvaizduoti intevalu Q = [a,d]. Pazymékime taskus b, d, kurie dalija virve i tris
lygias dalis a— — — — — b— — — — — c——— —— d. Elementariuju ivykiu, palankiu
ivykiui A, aibe atitinka intervalu junginys [a,b] U [c,d] C Q. Si aibé sudaro 2/3
visu elementariy ivykiu aibés. Galime daryti isvada, kad P(A) = 2/3.

APB 2.1. Tarkime, statistinio eksperimento elementariuyju ivykiu aibe €2 galima
atvaizduoti kreive Gq, kurios ilgi L galima apibrézti. Jei ivykiui A C Q) palankiu
elementariuju ivykiu aibe galima pavaizduoti kreivés dalimi G4 C Ggq, kurios ilgi
L 4 galima apibrézti, tai (geometrine) jvykio A tikimybe vadiname skai¢iu santyki

La 5 .
-5 Zymime
(2.1) P(A)= —.

PVZ 2.2. Tarkime, tiriame telefoniniu pokalbiu trukme. Apsiribosime pokalbi-
ais, trunkanciais ne ilgiau, nei 40 minuciu. Atsitiktinai pasirenkame telefoninj
pokalbi, kurio trukmé pakliuva i intervala (0,40). Statistinio eksperimento rezul-
tata, t.y., atsitiktinai pasirinkto pokalbio trukmeés ilgi, galime vaizduoti atkarpos
Gq = (0,40) tasku. Aisku, kad didzioji dauguma tokiu pokalbiu nevirsys 5 ar 10
minuc¢iu. Todél labiau tikétina, kad pokalbio trukmé (elementarusis ivykis) pak-
lius i atkarpos dali (1,10), nei i atkarpos dali (30,40). Siam statistiniam eksperi-
mentui geometriniu tikimybiu modelio taikyti negalime, nes ivykio tikimybé néra
proporcinga ji atitinkancios kreives G, dalies ilgiui.

PVZ 2.3. Du asmenys A ir B sutaré susitikti Katedros aikstéje tarp 1 ir 2
valandos popiet. Sutaré, kad bet kuris atéjes lauks 20 minuciu, bet ne ilgiau nei
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iki 2 valandos popiet. Pazymeékime t4 ir tg asmenu A ir B atvykimo i katedros
aikste laika, ta,tp € [1,2]. Tarsime, kad asmenys i Katedros aikste atvyksta
atsitiktinai ir visi variantai (t4,tp) : ta,tp € [1,2] yra vienodai tikétini. Kokia
tikimybé, kad asmenys susitiks?

PIESINYS

Sprendimas. Statistinio eksperimento rezultatas (elementarusis jvykis) yra skai¢iu
pora (ta,tp). Visu elementariuju ivykiu aibe atitinka kvadratas Dq = [1, 2] x[1, 2].
Ivyki A-"asmenys susitiko” sudaro tie elementarieji ivykiai (t4,tp), kurie tenkina
salyga |ta — tg| < 1/3 (20 minuciu sudaro trecia dali valandos). Taigi, ivyki A
atitinka srities Dq dalis Da = {(ta,tp) : |ta —ts| < 1/3, ta,tp € [1,2]}. Jos
plotas sudaro 5/9 srities Dq ploto. Todél galime daryti isvada, kad P(A) = 5/9.

APB 2.2. Tarkime, statistinio eksperimento elementariuju ivykiu aibe €2 galima
atvaizduoti plokstumos sritimi Dgq, kurios plota ) galima apibrézti. Jei ivykiui
A C ) palankiu elementariuju ivykiu aibe galima pavaizduoti tos srities dalimi
Dy C Dq, kurios plota Q4 galima apibrézti, tai (geometrine) ivykio A tikimybe

vadiname plotu santyki % . Zymime

_ Qa
(2.2) P(A) = R

Panasiai, kai statistinio eksperimento rezultatus vaizduojame trimates erdves
taskais, geometrines ivykiu tikimybes atitinka turiu santykiai.

PVZ 2.4. Duotas kvadratinis trinaris 2 + pz + ¢ = 0. Koeficientus p ir ¢
parenkame atsitiktinai intervale (0,1). Kokia tikimybé, kad trinario Saknys bus
realiosios?

Sprendimas. Laikome, kad skai¢iu pora (p, q) gali uzimti bet kuri kvadrato

(0,1) x (0,1) = {(p,q) : p,ac(0,1)}

taska ir visi taskai yra vienodai tiketini. Tuomet elementariuyju ivykiu aibe galime
vaizduoti plokstumos sritimi Do = (0,1) x (0,1).
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Ivyki A-"trinario Saknys realiosios” atitinka tos poros (p, ¢), kurioms yra teisinga
nelygybé p? > 4q. Todél ivyki A atitinka sritis

Da={(p,q): p*>4q, p,q € (0,1)}.

PIESINYS

Srities D4 plotas

1,2 31 1

p p
— —d:— = —.
@a /04p 1210~ 12

Geometrine ivykio A tikimybe randame i3 (2.2) formulés

PVZ 2.5. Biufono uzdavinys. Horizontalioje plokstumoje nubréziame lygia-
grecias tieses, taip, kad atstumas tarp gretimu tiesiu butu 2a. Adata, kurios ilgis
2l metame ant horizontaliosios ploksStumos. Laikome, kad adatos vieta ir ori-
entacija yra atsitiktinés, o jos ilgis yra mazesnis uz atstuma tarp tiesiu. Kokia
tikimybe, kad adata kirs kuria nors tiese?

Sprendimas. Raide x pazymékime atstuma tarp adatos vidurio tasko ir artimiau-
sios jam tiesés. Kampa tarp adatos krypties ir lygiagreciu tiesiu krypties Zymime
. Statistinio eksperimento metu registruojame skaicius x ir . Tokio eksperi-
mento baigti atitinka skai¢iu pora (x,¢), kur € [0,a] ir ¢ € (0,n] (¢ia mums
nesvarbu kuria tiese kerta adata). Elementariuju ivykiu aibe atitinka plokstumos
sritis

Dq ={(z,p): x€]0,a], ¢ € (0,7]}.
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PIESINYS

Ivyki A-”adata kerta (artimiausia) tiese” atitinka skai¢iu poros (z,¢), tenki-
nancios x < [sinp. Todél ivykiui A palankiu elementariuju ivykiu aibe atitinka
plokstumos sritis

Da={(z,p): x <lsinp, z €[0,a], ¢ € (0,7]}.

Srities D¢ plotas (Q = ma, o srities D 4 plotas

Qa = / [sinepdy = 21.
0
Pritaike geometriniu tikimybiu formule (2.2) gauname

Qa2
(2.3) pay= % = 2

Biufono uzdavinys yra atéjes is tu laiku, kai skaic¢ius m buvo aktyviu tyrimu objek-
tas. Anuo metu dar nebuvo zinoma, kad tai iracionalusis skai¢ius ir buvo ieskoma
budu isspresti kampo trisekcijos uzdavini (braizomosios geometrijos uzdavinys:
padalinti kampa i tris dalis naudojantis tik skriestuvu ir liniuote). Daug véliau
Karaliau¢iaus Albertinos universiteto matematikas Lindemanas nustaté, kad skai-
¢ius 7 néra racionalusis ir todél minéto trisekcijos uzdavinio iSspresti neimanoma.

Galime tikétis, kad pakartoje daugeli kartu (N kartu) eksperimenta su adata
ir suskaic¢iave baigtis, kuomet adata kerta kuria nors tiese, gauto tokiu baigciu
skai¢iaus M ir visu ekeprimentu skaic¢ius N santykis M /N butu artimas jvykio A
tikimybei (atspindétu sio ivykio Sansus). J.Kubiliaus vadovélyje randame tokius
ivairiu laiku atliktu bandymu rezultatus

M M2 Ms
N~ 31596, N~ 3.155, N 313,

PVZ 2.6. Atsitiktinai pasirenkame apskritimo styga. Kokia tikimybeé, jog stygos
ilgis yra didesnis uz ibrézto lygiakrascio trikampio krastine?
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1. Sprendimas. Norint gauti styga, pakanka nurodyti jos galo taskus a ir b.
Atsitiktinai pasirinke Siuos taskus, gausime atsitiktinai pasirinkta styga. Pradzioje
pasirenkame apskritimo taska a. Po to renkameés taska b. Laikysime, kad renkantis
taskus tikimybé jog taskas pateks i kuria nors fiksuota lanko dali yra proporcinga
Sios dalies ilgiui. Nesvarbu kur pateko pirmasis taskas a, ivykis, jog gauta styga
yra didesné nei ibrézto trikampio krastiné, priklauso tik nuo to kaip toli nuo tasko a
pateko antrasis taskas b. Siuo atveju elementarusis ivykis atitinka tasko b pozicija
apskritimo lanke (tasko a atzvilgiu).

Galime taikyti toki uzdavinio modeli. Elementariuju ivykiu erdve atitinka ap-
skritimo lankas (kreiveé) Gg. Ivykiui A- ”stygos ilgis yra didesnis uz ibrézto ly-
giakrascio trikampio krastine”-palankus elementarieji ivykiai sudaro apskritimo
lanko dali, i kuria jeina taskai, nutole nuo a daugiau, nei trecdalis pilnojo lanko.
Jie sudaro lanka G 4. Kadangi lanko G4 ilgis yra tris kartus mazesnis uz pilno
apskritimo lanko G, ilgi, tai geometriné mus dominancio jvykio tikimybé yra 1/3,
zr. formule (2.1).

PIESINYS

2 Sprendimas. Kadangi stygos ilgis priklauso tik nuo jos atstumo iki apskritimo
centro, tai statistinio ekperimento rezultata -atsitiktinai pasirinkta styga- atitinka
skaicius x, lygus atstumui nuo pasirinktosios stygos iki apskritimo centro. Visos
galimos = reiksmeés sudaro intervala [0, R], kur R Zymi apskritimo spinduli. Ne-
sunku suskaiciuoti, kad stygos, kurios ilgis didesnis uz ibrézto lygiakrascio trikam-
pio krastine, atstumas z iki apskritimo centro tenkina nelygybe x < R/2.

PIESINYS

Galime taikyti toki uzdavinio modeli. Elementariuju ivykiu erdve atitinka inter-
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valas Gg = [0, R]. Ivykiui A- ”stygos ilgis yra didesnis uz ibrézto lygiakrascio
trikampio krastine”-palankus elementarieji ivykiai sudaro intervala G4 = [0, R/2].
Kadangi G 4 ilgis yra du kartus mazesnis uz intervalo G, ilgi, tai geometriné mus
dominancio jvykio tikimybé yra 1/2, zr. formule (2.1).

Pastaba. Skirtingi sprendimai atveda prie skirtingu atsakymu. Kur klaida?
Matematinés klaidos ¢ia néra, nes abu sprendimai yra matematiskai korektiski.
Pavyzdyje suformuluotas klausimas buvo interpretuotas dviem skirtingais buidais.
Buvo sukurti du skirtingi matematiniai modeliai. Todél buvo iSspresti du skirtingi
uzdaviniai. Nenuostabu, kad atsakymai skiriasi. Matome, kad tinkamo statis-
tinio modelio (elementariuju ivykiu erdveés, ir kt.) pasirinkimas gali buti rimta
problema: ar tikrai pasirinktasis modelis atitinka realu uzdavini. 2.6. pavyzdzio
"realus” uzdavinys nebuvo tiksliai suformuluotas ir todél tapo imanomos skirtingos
interpretacijos.

3. Tikimybiu teorijos aksiomos

3.1. Aibiu algebros ir juose apibrézti matai

Jau nagrinétuose statistiniu eksperimentu modeliuose eksperimentu baigtis vadi-
nome elementariaisiais ivykiais, Zzyméjome w, o visu galimu baig¢iu (elementariuju
ivykiu) aibe zyméjome 2. Kai kuriuos jos poaibius A, B C 2 vadinome ivykiais.
Jei statistinio eksperimento baigtis w paklitiva i aibe A, tai sakome, kad $io eksper-
imento metu jvyko ivykis A.

Nagrinéjant sudétingus praktikos uzdavinius, pasirode, kad nevisuomet pasiseka
sukonstruoti toki statistinio eksperimento modeli, kuriame galime apibrézti tiki-
mybes P(A) visiems elementaruju ivykiu erdvés Q poaibiams A C Q, zr. [Dudley].
Todél daznai tenka pasirinkti tam tikra aibés () poaibiu poklasi A ir tik aibéms A C
Q, kurios yra §io poklasio nariai, A € A, apibréziame tikimybes P(A) (nustatome
skaiciu P(A) reiksmes).

Pavyzdziuose, pateiktuose 1 ir 2 paskaitose, susiduréme su ivykiu operacijomis:
nagrinéjome ivykiu A4, B C € sajunga A U B, sankirta A N B, priesinga ivyki A.
Pageidautina, jog panasias operacijas galétume apibrézti aibiu rinkinio A elemen-
tams, t.y. tu operaciju rezultatai (gauti nauji poaibiai) priklausytu rinkiniui .A.
Aibiu rinkinius, kurie tenkina Sias salygas vadiname aibiu algebromis.

APB 3.1. Imkime bet kokia aibe 2. Aibés ) poaibiu rinkini A vadiname aibiu
algebra, jei patenkintos tokios salygos:

1) Qe A

2) A, Be A = AUBe Air ANB € A;

3)Ae A = Ac A

Cia zymime A = Q\ A.
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PVZ 3.1. Aibiy algebra sudaro € poaibiu rinkinys {2, A, 4,0}, kur A C Q yra

kuri nors aibeé.

PVZ 3.2 Tarkime, kad A yra kokia nors aibés ) poaibiu klasé. I$ Sios poaibiu
klasés sukonstruosime aibiu algebra tokiu budu: prie A prijungiame aibe  ir ()
(jei ju ten nebuvo); taip pat prijungiame visu sistemos elementu A papildinius A.
Gauta poaibiu sistema zymékime A;. Toliau ple¢iame poaibiu sistema, jitraukdami
visas sajungas Ay U Ay U---U Ag ir sankirtas A; N Ay N --- N Ag, bei $iu sajungu
ir sankirtu papildinius Ay U Ay U---U A, AiNAsN---N A, kur aibés A; € Ay
ir k=1,2,.... Nesunku jsitikinti, kad gauta aibiu sistema yra aibiu algebra.

PVZ 3.3. Svarbia aibiu algebra sudaro realiuju skaiciu aibés poaibiu klasé, gauta
auksciau nurodytu budu is intervalu Seimos

Ao = {(—o00,z]: € R}.

PVZ 3.4. Aibiu algebra sudaro visu {2 poaibiu rinkinys.

Sudétingesniems statistiniams eksperimentams modeliuoti prireikia subtilesniu
aibiu sistemos savybiu. Todél ivedamos aibiuy o— algebros.

APB 3.2. Aibés ) poaibiu algebra A vadiname o—algebra (sigma-algebra), jei
bet kuri jos elementu seka A;, As, - -- € A tenkina salyga: aibés U2, A; ir N2, A;
yra rinkinio A nariai, t.y.,

AL Ag, €A = UR A €A N2 A €A

Aibiu sistemali, kuri yra o— algebra, zyméti naudosime raide F.

3.1 ir 3.4 pavyzdziuose pateiktos poaibiu algebros yra ir o — algebros.

APB 3.3. Aibe ) su jos poaibiu o—algebra F vadiname macia erdve ir zymime
(Q,F). o—algebros F elementus vadiname maciosiomis aibémis.

Pastaba. Jei turime macia erdve (€2, F), tai ivede tikimybini mata, galésime
skaic¢iuoti (matuoti) ju tikimybes. IS ¢ia kiles pavadinimas ”macios aibés”.

Nagrinékime statistini eksperimenta, kurio baig¢iu aibé €2, o mus dominanciu
ivykiu rinkinj atitinka aibés 2 poaibiu oc—algebra F. Kadangi vieni ivykiai yra
labiau tikétini uz kitus, ivedame ivykiu tikétinumo mata P : F — [0, 1], kuris
ivykiui A € F priskiria skaiciu P(A). Si skaic¢iu galétume interpretuoti, kaip aibés
svori ar reitinga: labiau tikétini ivykiai turi aukstesnius reitingus, t.y. didesnius
skaicius P(A). Tokie objektai, kaip aibiy svoriai, sutinkami ne tik statistiniu eks-
perimentu modeliuose, bet ir daugelyje kitu matematikos, fizikos sriciu. Todél
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patogu kalbéti apie aibiu dydzio (svorio) matus apskritai. Kokias savybes jie
turéty tenkinti?

ABP 3.4. Funkcija p : A — [0, +00], apibrézta aibés €2 poaibiu algebroje A, vad-
iname baigtiniai adityviuoju matu, jei bet kurioms aibéms A, B € A, neturin¢ioms
bendru elementu (AN B = (), yra teisinga lygybe

(3.1) 1(AUB) = pu(A) + pu(B).

Baigtiniai adityvuji mata p vadiname o— adityviuoju, jei bet kuriai aibiu sekai
A, Ag, -+ € A turinciai savybe

(3.2) PAie A ir A;NA; =0, visiems i # 7,

teisinga lygybe

[&.9]

(33) p(U2 1 A) = p(A).

i=1

Tuo atveju, kai bent viena (3.3) lygybés pusé tampa +oo (arba p(U2,A4;) = 0o
arba eiluté > .- p(A;) diverguoja) laikome, kad ir antrosios pusés reiksmé yra

+00.
Jei p(2) < oo, tai o—adityvuji mata vadiname baigtiniu (o— adityviuoju matu).
Jei p(Q2) = 1, tai o—adityvuji mata vadiname tikimybiniu matu, arba tiesiog

tikimybe. Tikimybinius matus zymésime raide P (vietoj p).

PVZ 3.5. Realiuju skaic¢iu aibés 2 = R intervalams galime priskirti skaic¢ius

- ju ilgius. Gautas matas yra vadinamas Lebego matu, zymimas A([a,b]) =
b — a. Bet kuriam begaliniam intervalui (—oo, x| Lebego matas priskiria reiksme
A((—o00,z]) = 4o0.

APB 3.5. Statistiniams eksperimentams modeliuoti sukuriame matematini mo-
deli. Pasirenkame elementariuju baig¢iu aibe 2, mus dominanc¢iu ivykiu rinkinj
F ir atitinkama tikimybini mata P : F — [0,1]. Rinkini (Q,F, P) vadiname
tikimybine erdve. Cia F yra aibés Q poaibiu o— algebra.

Skirtingus statistinius eksperimentus atitinka skirtingos tikimybineés erdveés.

PVZ 3.6. Iprastinio SeSiasienio kaulelio sienos su lyginiu akuc¢iu skai¢iumi nu-
spalvintos baltai, o likusios juodai. Metame kauliuka. Elementariuju ivykiu aibé
Q = {w1, ...,wg}. Kadangi visos sienelés turi vienodus Sansus atsiversti, tai
elementariesiems jvykiams priskiriame vienodas tikimybes: P(w;) = 1/6 visiems
i=1,...,6.
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1 eksperimentas. Registruojame iskritusiu akuciu skaiciu. Si karta visi elemen-
tarieji ivykiai svarbiis. Todél pirmo eksperimento ivykiu o —algebra F; sudaro visi
Q) poaibiai. Eksperimento modelis yra tikimybiné erdvé (92, F1, P).

2 eksperimentas. Registruojame iskritusios sienos spalva. Si karta mums svarbu
ar iskrito balta spalva (akuciu skaic¢ius lyginis) ar juoda (akuciu skaiCius nely-
ginis). Todél antro eksperimento ivykiams apraSyti pakanka o—algebros Fy =
{(D,Q,{wg,w4,w6},{w1,w3,w5}}. Eksperimento modelis yra tikimybiné erdve
(Q, Fs, P).

PVZ 3.7. Turime baigtine aibe Q = {w1,...,w,}. Nagrinékime aibiu rinkinj
F, sudaryta is visu §2 poaibiu, ir tikimybini mata P, kuris aibei A C  priskiria
tikimybe P(A) proporcinga tos aibés elementu skai¢iui. I3 salygos P(A4) = 1
isplaukia lygybeé P({w;}) = n~! visiems i. Todél P(A) = % = % Toki
tikimybini mata vadiname tolygiuoju, nes visu elementariuju ivykiu tikimybés

P({w;}) = 1/n yra vienodos.

PVZ 3.8. Skaiciai elementariuju ivykiu aibei Q@ = {wp,ws,ws,...} tolygiojo
tikimybinio mato apibrézti negalime (jei taip butu, tai turétume P({w;}) = p
visiems ¢ ir todeél gautume P(Q) = > 2 p = +00). Siuo atveju pasirenkame
neneigiamu skaiciu seka {p, }, tenkinanéia Y - p; = 1, ir apibréziame P({w;}) =
pi- Tuomet bet kuriai aibei A C  galime apibrézti tikimybe P(A) = >, 4 pi.
Siuo atveju galime nagrinéti tikimybine erdve (Q,F,P), kur F yra sudaryta is
visu {2 poaibiu.

Du svarbts tikimybh}l rinkiniu pavyzdziai:

1) Rinkinys {p, = % e, n=0,1,2,...}, kur A > 0 yra fiksuotas parametras,
apibrézia tikimybini Hiata, kurj vadiname Puasono matu, zymime P(\);

2) Rinkinys {p, = p(1—p)", n=0,1,2,...}, kur p € (0, 1) yra fiksuotas parame-
tras, apibrézia tikimybini mata, kuri vadiname geometriniu matu.

3.1. Tikimybinio mato savybés
Teiginys 3.1. Tarkime, P yra baigtiniai adityvusis matas, apibréztas aibés )
poaibiy algebroje A. Tuomet teisingi tokie teiginiai.

1) P(0) =0;

2) visiems A, B € A turime P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);

3) visiems A, B € A, tenkinantiems A C B, yra teisinga nelygybé P(A) < P(B);
4) visiems rinkiniams Ay, ..., Ay € A, tenkinantiems A; N A; =0, kaii # j, yra
teisinga lygybé

P(AyUAsU---UAg) = P(A) + P(As) + -+ P(Ag);
5) visiems rinkiniams Ay, ..., Ax € A teisinga nelygybé

P(A UAy U UAy) < P(A)) + P(As) + -+ P(Ay);
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6) Tarkime, P yra o—adityvusis matas. Jei aibiy seka A1, As,--- € A yra tokia,
kad U, A; € A, tai teisinga nelygybé

P(UZ,4;) < iP(Ai).

Irodymas. 1) teiginys isplaukia i§ mato savybés (3.1) ir aibiu lygybiu Q U @ = Q
irQNo=40,

P(Q) = P(QUD) = P(Q) + P() = P(0) = 0.

Irodome 2). Kadangi aibés AN B ir B\ A neturi bendru tasku, tai i$ aibiu lygybeés
B=(ANnB)U(B\A) ir (3.1) gauname

(3.4) P(B)=P(BNA)+P(B\A).

Kadangi aibés A ir B\ A neturi bendru tasku, tai i$ aibiy lygybés AUB = AU(B\ A)
ir (3.1) gauname

P(AUB)=P(A)+ P(B\ A).
Istate i sia lygybe skaiciaus P(B \ A) reiksme P(B\ A) = P(B) — P(BN A) i8
(3.4), gauname lygybe P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Irodome 3) teigini. Pazyméje C' = B\ A, i§ aibiu lygybés C U A = B ir (3.1)
gauname P(A) + P(C) = P(B). Kadangi P reiksmés gali buti tik neneigiamos,
tai P(C) > 0. Darome isvada, kad P(B) > P(A).

Irodome 4) teigini. Kai k = 2 teiginys iSplaukia is (3.1). Kai k& = 3 uzrasome
A1 UA3U A3 = (A1 UAg) U As. Kadangi aibés A1 U As ir A neturi bendruy tasku,
tai is (3.1) isplaukia lygybe

P((A1 U A2) U A3) = P(A; U As) + P(A3).
Pritaike lygybe P(A; U As) = P(A;) + P(As) (teiginys teisingas, kai k = 2),
gauname
P(A1U Ay U Az) = P(Ar) + P(A2) + P(A3).

Toliau taikome matematine indukcija. Kadangi aibés UleAi ir Ag41 neturi ben-
dru taskuy, tai is (3.1) gauname

PUFA) = P((UE A) U Apir) = P(UE_  A;) + P(Ajgr).
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Istate lygybe (indukciné prielaida)

k

P(U§:1Ai) = ZP(Ai),

=1

gauname
k+1

k+1A ZP

Irodome 5) teigini. Nagrinékime aibes
By = Ay, By=A\A;, Bz=A3\(A1UAy), .., Bp=A\(A1U---UAr_y).

Sios aibés neturi bendru tasku (BN B; = 0, kai i # j) ir UF_, B; = UF_, A;. Todél
i 4) teiginio idplaukia lygybeé

(3.5) P(Ui,4;) = P(U1B)) = ) P(By).

Kadangi B; C A; visiems i, tai i$ 3) teiginio turime P(B;) < P(A4;). Todél desiné
(3.5) lygybeés pusé yra ne didesné uz suma Zle P(A)).

Irodome 6) teigini. Nagrinékime aibes By. Kadangi B; N B; = 0, kai i # j, tai i8
(3.3) formulés isplaukia lygybé

(U2, B;) ZP

Kadangi aibés U, B; ir U2, A; yra lygios ir B; C A; visiems 1, tai

P(UR,A;) = P(UX,B;) ZP gf:PA
=1

Irodymas baigtas.

Matematikoje kertini vaidmenij vaidina funkcijos tolydumo savoka. Kadangi ti-
kimybinis matas P taip pat yra atvaizdis (aibéms priskiriantis skaicius), tai yra
prasminga nagrinéti jo tolyduma. Yra keletas budu apibrézti mato tolyduma. Cia
nagrinéjamos tolydumo savokos yra labai tampriai susietos su mato o—adityvumo
savybe (3.3).
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APB 3.6. Tarkime, kad P yra baigtiniai adityvusis matas, apibréztas aibés €2
poaibiu algebroje A.

1) P vadiname tolydziuoju ”i§ apacios”, jei bet kuriai rinkinio A elementu sekai
Al, AQ, ce tokiai, kad

(36) A1CA2CA3C"' ir U?ilAiE.A
tikimybiu seka {P(A;)} turi riba ir

2) P vadiname tolydziuoju ”i§ virsaus”, jei bet kuriai rinkinio A elementu sekai
Al, AQ, Ce tokiai, kad
(38) A1 DAy D A3 D - ir ?ilAZ'E.A

tikimybiu seka {P(A4;)} turi riba ir

1— 00

3) P vadiname tolydziuoju ”nulyje”, jei bet kuriai rinkinio A elementu sekai
Ay, Ao, ... tokiai, kad

(310) AlDAQDAgD"' ir (?OlAZ':Q)

tikimybiu seka {P(A;)} turi riba ir

(3.11) lim P(A;) = 0.

71— 00

PIESINIAI APIBREZIMAMS ILIUSTRUOTI

Teorema 3.2. Baigtiniai adityviajam matui P, apibréZtam aibés 2 poaibiy alge-
broje A, ir tenkinanciam P(Q) < oo, teiginiai yra ekvivalentus:

1) P yra o— adityvusis matas, t.y., tenkina (3.3) salyga;

2) P yra tolydusis 7i$ apacios”;

3) P yra tolydusis "is virsaus”;

4) P yra tolydusis "nulyje”.

Irodymas. 1)=2). Remiantis 1) teiginiu reikia irodyti (3.7) lygybe bet kuriai rin-
kinio A elementu sekai, tenkinanciai (3.6). Fiksuokime tokia seka ir pazymeékime
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By = Ay ir B, = A, \ Ap—1, kai n > 1. Kadangi B; N B; = () visiems i # j ir
A, =B1U---UB,, tai is 3.1 teiginio isplaukia lygybé

(3.12) P(A,)=P(B1)+---+ P(By).

Is lygybés U2, A; = U2, B; ir 1) salygos (teigiancios, kad matas P tenkina (3.3))

gauname

(3.13)

(U2, B;) ZP

Kadangi kairé puse lygi P(U2,A;), o desiné lygi, zr. (3.12),
lim >~ P(B,) = lim P(A,),

tai i§ (3.13) isplaukia (3.7).

2)=3). Fiksuokime seka A;, A, ..., tenkinancia (3.8). Pazymékime By = () ir
B, = A1\ A, kai n > 1. Aibiu seka B, Bs,... tenkina salyga (3.6), nes i§ (3.8)
iSplaukia B; C B;4+; visiems ¢ = 1,2,... ir

UR B = U2 (A1 \ Ai) = A\ (N2, 4;) € A

Cia naudojamés tuo faktu, kad algebros A elemento papildinys vél yra algebros A
elementas. Pritaike 2) teigini aibiu sekai {B,}, gauname

(3.14) lim P(B,,) = P(UX,B;).
Kadangi P(B,,) = P(4;1\ 4,) = P(A;) — P(A,) ir

P(UZ,B;) = P(A1\ N2, A;) = P(A) — P(N2 L, A;),
tai i§ (3.14) isplaukia (3.9) lygybeé.

3)=4) akivaizdu.

4)=-1) Fiksuokime aibiu rinkini A, A, --- € A, tenkinanti (3.2). Irodysime, kad:
(i) eilute Y .2, P(A;) konverguoja;

(ii) konverguojancios eilutes riba yra P(U2 | A;), t.y., > ooy P(A;) = P(U2 A));
Eilute Y 7, P(4;) konverguoja, kai konverguoja jos daliniu sumu seka Sy =
ZZ | P(4;). Kadangi UF_; A; C U2, A;, tai i§ 3.1 teiginio 3) ir 4) punktu isplaukia

Sp = P(UF_|A;) < P(U2,A;) < P(Q) < <.
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Taigi, seka {Si} yra aprézta. Aisku, kad seka {Si} yra monotoniskai nemazéjanti.
Kiekviena nemazéjanti ir aprézta i$ virsaus seka konverguoja. Taigi, (i) teiginys
yra teisingas.

Kokia yra sekos {Si} riba? Nagrinékime aibes B,, = U°, A,. Kadangi

Bny1 U (U A;) = U A, v Bpyi N (U A4;) =0,
(paskutiné lygybeé isplaukia i3 salygos A; N A; = 0, kai 7 # j) tai
(3.15) P(U214;) = P(Bpi1) + P(UiZ1 4:).
Jei jrodytume, kad skai¢iuy seka {P(B,,)} turi riba ir

(3.16) lim P(B,) =0,

tai i§ (3.15) lygybes isplauktu, kad lim,, P(U%,4;) = P(U2,A;). Tuomet pasi-
naudoje lygybe P(U?ZlAi) = >" | P(4;), kuri isplaukia i$ salygos 4; N A; = 0,
kai ¢ # j, gautume (ii) teigini.

Lieka irodyti (3.16). Aibiu seka By D By D Bs--- tenkina N2, B; = (). Pritaike
4) teigini aibiu sekai { B, }, gauname (3.16).

Lygybe N2, B; = () nesunku jrodyti: w € N2, B; = w € B; = w € A; kuriam
nors A; =>w ¢ A, kaii # j,nes AiNA; =0=w¢ B,,kain>j=wd¢ N2 B).
Irodymas baigtas.

3.3. Idéties - pasalinimo (récio) principas ir Bonferoni nelygybés

Siame skyrelyje nagrinésime tikimybini mata P, apibrézta aibés Q poaibiu alge-
broje A.

Tikimybiu uzdaviniuose kartais tenka skaic¢iuoti ivykiu Aq, As,..., A, sajungos
tikimybe, t.y. tikimybe, kad ivyks bent vienas i$ ivykiu Ay, Ao, ..., A,. Jei ivykiai
yra nesutaikomi (A4; N A; = 0, kai 7 # j), tai sajungos tikimybe, zr. 3.1 teiginio 4)
punkta,

P(AyUAU---UA,) =P(A)+---+ P(A,).

Jei ivykiai néra nesutaikomi, Si lygybeé gali biiti ir neteisinga. Ja reikia koreguoti.
Pvz., kai turime tik du ivykius, galime naudotis 3.1 teiginio 1) punkto formule

(3.17) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Didesnio ivykiu skai¢iaus sajungos tikimybei skaic¢iuoti naudoojame récio formule,
kuri yra irodoma 3.3 teoremoje.
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Teorema 3.3. Bet kuriam aibiy rinkiniui Ay, As, ..., A, € A, kurn > 2, teisinga
lygybeé

P(UpAi) = > P(Ai)— > P(A,NAy,)+
{i1}Cln] {i1,i2}Cln]
+ (—1)F+! > P(A;, N Ay - NA,) + -
{il,ig ..... zk}C[n]

(3.18) + (=) P(A, NA, N A).

Cia naudojame naujus Zymenis. Kaip suprasti sumos zZymeni > (ivsisycim © (AN

Al2>7 Zenklu Z{il,...,ik}c[n
rinkinius {i1,...,ix} po k elementu i aibés [n] = {1,...,n}.

Nagrinékime visas imanomas rinkinio Ay, Ao, ..., A, aibiu sankirtas 4;, NA;, ---N
A;, , kuriose dalyvauja k skirtingu rinkinio elementy. Suskaiciave ju tikimybes ir
gautus skaiCius sudéje, gauta suma zymime > ¢ o o P(A 0000 A).
Tuo atveju, kai k = 1, turime Z{Z Cln] P(A;)=>"" P(A).

] Zymime suma, kai sumuojama pagal visus indeksu

Irodymas. Kai n = 2 lygybé (3.18) sutampa su jau irodyta lygybe (3.17).

Toliau taikysime indukcija. Tarsime, kad (3.18) lygybé yra teisinga visiems aibiu
rinkiniams By, Bs, ..., B € A, kur kK < n. Fiksuokime aibiu rinkini A, Ao, ...,
Apt1 € A. Jam irodysime lygybe (3.18).

Is (3.17) isplaukia lygybeé

P(UIMA) = P((UZ 1 A) U Ap)
(3.19) = P(UL1Ai) + P(Aps1) — P( (U7 4i) N Anga).

Pazymékime B; = A; N A,,41 ir pritaikykime formule (3.18) tikimybéms

Kadangi tikimybeés atitinka sajungas po n aibiu, tai indukciné prielaida ”leidzia”
taikyti (3.18) formule. Gauname lygybe

M= Y PB,)- Y PB,NBy,)+...
{i1}C[n) {i1,i2}C[n]
+ (=) P(BiNnByN---NBy)
> P(Ai, NAp)— > P(A, NA,NAn) +
{i1}Cln] {i1,i2}C[n]
+ (=) P(A N Ay N Apgy).
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Istate i (3.19) formule gauta M israiska, taip pat istate (3.18) formule tikimybei
L skaic¢iuoti, gauname

{ir}Cln+1] {i1,i2}Cn+1]
+ (—1)kHt > P(A;, NAg, - NA )+
{il,,..,ik}C[n—i—l]
(1) 2P(Ay N Ag - 1) Apys).

Darome isvada, kad formulé (3.18) yra teisinga ir rinkiniui Ay, Ao, ..., Apy1, tu-
rin¢iam n + 1 aibe.
Irodymas baigtas.

Norédami tiksliai suskaic¢iuoti aibiu sajungos tikimybe, galime remtis formule
(3.18). Taciau §i formulé yra sudétinga, jos taikymas reikalauja zinoti skaicius
D tin,intcn) P(Ai M Aiy --- N A;, ) visiems k = 1,2,...,n. Kartais pakanka
zinoti apytiksle tikimybés P(U'_; A;) reik8me. Apytikslei reiksmei skaic¢iuoti gal-
ime pasinaudoti Bonferoni nelygybémis, kurios palygina tikimybe P(Ul;A;) su
keletu pirmuju (3.18) formulés nariu suma.

Pazymeékime
Se= > P(Ay)— Y P(AyNAy,)+--
{ir}Cln] {i1,i2}Cln]
+ (—1)F*? > P(A;, N A, --NA),
{il,ig,...,ik}c[n}
kur k < n.

Teiginys 3.4. Tarkime 1 < k < n. Jei skaic¢ius k yra lyginis, tai P(U_{A;) > Sk.
Jei skaicius k yra nelyginis, tai P(U}_;A;) < Sk.

(3.4) teiginio irodymas remiasi indukcija ir yra labai panasus i 3.3 teoremos
irodyma.

4. Salyginés tikimybés ir nepriklausomi ivykiai

4.1. Sqlyginés tikimybés

PVZ. 4.1. Metame kauliuka. Zinome, kad iskritusiu akuéiu skaic¢ius yra lygi-

nis, taciau tikslaus iskritusio skai¢iaus nematome. Kokia tikimybe, kad iSkritusiu
akuciu skai¢ius yra nedidesnis nei 57
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Tikimybinis uidavinio modelis: = {w1,...,ws} - elementariuju ivykiu erdvé;
F- aibés ) visu poaibiu rinkinys; P - tikimybinis matas, P({w;}) =1/6,1 < i <6.

Ivykis A = {w2,ws,we} -"iskritusiu akuciu skaicius lyginis”, ivykis
B ={w,ws,...,ws} -"iskritusiu akuciu skai¢ius nevirsija 5”.

Mus domina jvykio B tikimybeé, jei zinome (papildomai), kad ivyko A. Ivykus
ivykiui A, zinome, kad galimos baigtys yra {ws,ws,ws}. Kadangi daugiau in-
formacijos apie eksperimento rezultata neturime, visos trys baigtys yra vienodai
tikétinos. Tarp ju mums plankus (t.y., priklausantys aibei B) yra ws ir wy. Jie
sudaro 2/3 visu galimu baigéiu. Sakome, kad salyginé ivykio B tikimybé su salyga
(kad yra ivykes ivykis) A yra 2/3. Zymime P(B|A) = 2/3.

Toliau laikysime, kad nagrinéjami ivykiai yra tikimybinés erdvés (€2, F, P) ivykiu
o—algebros F elementai.

APB. 4.1. Tarkime A, B € F ir P(A) > 0. [vykio B salygine tikimybe su salyga
A vadiname santyk;
_ P(AnB)

P(B|A) = P
Komentaras. Skaicius P(B|A) atspindi kokia dali aibés A sudaro aibés B elemen-
tai (= bendri abiems aibéms elementai). Aibiu dydzius "matuojame” pasitelke
"svorio” funkcija P.
Pastabos. Teisingos lygybes:

P(QNA)  P(A)

P(QA) =1, nes P(QA) = A = P

=1,

P(ANA) _ P(A)

P(A) P4
Be to teisingos nelygybés 0 < P(B|A) < 1, nes P(BN A) < P(A). Paskutiné
nelygybé isplaukia i$ aibiu sarysio BN A C A.

Teorema 4.1. Tarkime, jvykiai Ay, As, ..., A, € F yra tokie, kad P(A1 N AN
N A,) > 0. Tuomet teisinga lygybé

(4.1)

P(AiNAyn---NA,) = P(A1)P(A3]|A1)P(A3]A1NAg) - P(Ap|A1 N N AL_1).

= 1.

P(AJA) =1, nes P(A|A) =

Irodymas. Salyginés tikimybeés desingje (4.1) puséje yra korektiskai apibréztos,
nes i$ sarysiu A; D (A1 NA3) DD (A1 NAyN---NA,) isplaukia

P(A)) > P(A1NAy) >--->P(AiNAnNn---NA,) >0.
Kai n = 2, i8 salyginés tikimybeés apibrézimo turime

P(A; N Ay) = P(A1)P(As]Ay).
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Lygybeés (4.1) irodymas bet kuriai n reikSmei remiasi indukcija.

Tare, kad (4.1) teisinga visiems rinkiniams Aq, Ao, ..., A € F, irodysime, kad
(4.1) teisinga ir bet kuriam rinkiniui By, Ba, ..., Bry1 € F.

Fiksuokime rinkini By, Bs, ..., Bri1 € F su P(ﬂ?;LllBi) > 0. Pazymékime A, =
Bl N BQ, A2 = Bg, A3 = B4, cuey Ak = Bk—|—1- Teisinga lygybe

BlﬂBgﬂ---ﬂBk_H:AlﬂAgﬂ---ﬂAk.

Todeél
P(NEt!B) = P(Nk_, 4)).

Pritaike desinei pusei formule (4.1) gauname sandauga
P(A1)P(A3|Ay) -+ P(Ak|A1 N N Ag_q).
Istate aibes B; turime
P(B1 N By)P(B3|B1 N By) -+ P(Byy1|B1 N By -+ - N By).

Pakeite pirma daugikli i P(B;1)P(Bz|B;) (salyginés tikimybés apibrézimas) galuti-
nai turime

P(ﬁfillBi) = P(B1)P(B3|B1) -+ P(Bk+1|B1 N By -+ - N By).

Darome isvada, kad rinkiniui By, Bs, ..., Bi+1 formulé (4.1) yra teisinga.
Irodymas baigtas.

PVZ. 4.2 Piniginéje 40 monetu. Tarp ju 10 padirbtos. IS eilés traukiame 4
monetas. Traukdami moneta, laikome, kad visos tuo metu piniginéje esancios
monetos turi vienodus Sansus buiti iStrauktos. Kokia tikimybeé, kad pirma istraukta
moneta yra tikra, antra netikra, trecia ir ketvirta abi yra tikros?

Sprendimas. Pazymime ivykius: A; - pirma moneta tikra, As - antra moneta
netikra, As - tre¢ia moneta tikra, A, - ketvirta moneta tikra. Mus dominantis
ivykis B uzrasomas B = A; N As N A3 N Ay (visi minéti jvykiai kartu paémus).
Turime P(A;) = 30/40. Istraukus tikra moneta, liecka 39 monetos, tarp kuriu 10
padirbtu. Todél tikimybeé, kad antroji moneta yra netikra, lygi P(As|A;) = 10/39.
Tikimybe, kad treCioji moneta tikra, zinant, jog pirmoji buvo tikra, o antroji
padirbta, yra P(As|A; N As) = 29/38. Panasiai, tikimybe, kad ketvirtoji mon-
eta tikra, jei primuoju ir treciuoju traukimu papuolé tikros monetos, o antruoju
netikra, yra P(A4]A; N Aa N Ag) = 28/37. Pritaike (4.1) formule, gauname

30 10 29 28
P(B) = P(A1) P(As] A1) P(A3| A1 N A2)P(As| A1 N Ay N Ag) = 0 =0 =2
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Teorema 4.2 (Pilnosios tikimybés formulé). Tarkime, jvykiai Hy, Ha, - €
F yra tokie, kad H; N H; = () visiems i # j.

(i) Jei rinkinys Hy, Ho,...Hy tenkina nelygybes P(H;) > 0 kiekvienam i =
1,...,k, ir HH U Hy U---U Hy = €, tai bet kuriam jvykiut A € F teisinga ly-
gybé

k
(4.2) P(A) =Y P(H;)P(A|H,).

1=1

(ii) Jei skaitus rinkinys Hy, Ha, ... tenkina nelygybes P(H;) > 0 kiekvienam i, ir
U H; = Q, tai bet kuriam jvykiui A € F teisinga lygybé

(4.3) P(A) = P(H;)P(A|H;).

Irodymas. IS aibiu lygybeés
A=ANQ=ANU;>1H;) =U;>1(AN H;)

ir tikimybinio mato adityvumo (o— adityvumo) isplaukia

P(A) = Y P(ANH),

i>1

nes (H; N A)N(H; N A) =0, kai i # j. Pritaike salyginés tikimybés apibrézima
P(ANH,;) = P(H,;)P(A|H,;), gauname

P(A) = P(H;)P(A|H;).

i>1

Cia U;>i Zymi sajunga Uk_,, jei aibiu rinkinys baigtinis ir sajunga U, skaitaus
aibiu rinkinio atveju. Panasiai, ), zZymi suma Zle jei aibiu rinkinys baigtinis
ir suma y .-, skaitaus aibiu rinkinio atveju.

Irodymas baigtas.

PVZ 4.3. Turime 5 dézes su vaisiais. Dvi dézés turi po 2 obuolius ir kriause, kitos
dvi dézés turi po 3 obuolius ir kriause. Penktoji dézé turi 10 kriausiu. Sakysime,
kad turime po dvi dézes pirmosios ir antrosios rusies ir viena déze treciosios rusies.
Atsitiktinai parinke déze i jos atsitiktinai isSrinkome vaisiu. Kokia tikimybeé, kad
tai obuolys?
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Laikome, kad visos penkios dézés turi vienodus Sansus buti iSrinktomis. Traukiant
vaisiu, visi dézes vaisiai turi vienodas galimybes buti iStraukti.

Sprendimas.

Pazymékime ivykius: A; - ”parinkta i—tos rusies dézé”, i = 1,2, 3; B - "istrauktas
vaisius yra obuolys”. Ivykiu A; tikimybés P(A;) = P(Ag) =2/5 ir P(A3) = 1/5.
Tikimybé istraukti obuolj i§ pirmos rusies dézés yra P(B|A;) = 2/3, tikimybeé
istraukti obuolj i$ antros rusies dézés yra P(B|Az) = 3/4, tikimybé istraukti obuoli
i§ trecios rusies dézeés yra P(B|As) = 0. Pritaike (4.2) formule, rasome

2 2 3 2 17
P(B) = P(B|A1)P(A1)+P(B|A2)P(A2)+P(B|A3)P(A3) = - —+ 7 — = 55
Teiginys 4.3 (Bejeso formulé, Thomas Bayes 1702-1761). Tarkime, jvykiai
A,B e Fir P(A) >0, P(B) > 0. Tuomet

P(B)
(4.4) P(BA) = 5037 P(AIB).

Irodymas. (4.4) formulé isplaukia i§ salyginés tikimybeés apibrézimo,
P(A|B)P(B) = P(AN B) = P(B|A)P(A).

Irodymas baigtas.

Teorema 4.4 (Bejeso teorema). Tarkime Hy, Ho,--- € F yra tokie, kad H; N
H; = 0 visiems i # j ir P(H;) > 0 kiekvienam i. Be to U;>1H; = Q. Tuomet bet
kuriam jvykiui A € F su P(A) > 0 ir bet kuriam k yra teisinga lygybé

P(Hy)P(AlHy)

(4.5) P(HylA) =

Irodymas. 15 (4.4) formulés iSplaukia

P(H
P(H,|A) = T2 P(A|Hy).
Istate pilnos tikimybés formule P(A) = > .., P(H;)P(A|H;), gauname (4.5).
Irodymas baigtas. -

PVZ 4.4. Turime penkias dézes su rutuliais. Po dvi dézes yra pirmos ir antros
rusies. Viena dézé yra trecios rusies. Pirmos rusies dézéje yra 2 balti ir 3 juodi
rutuliai. Antros rusies dézéje yra 1 baltas ir 4 juodi rutuliai. Trecios rusies dézéje
yra 4 balti ir 1 juodas rutulys. Atsitiktinai parenkame viena déze (visos penkios
dézés vienodai tikétinos). IS pasirinktosios dézés atsitiktinai traukiame rutulj (visi
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dézés rutuliai turi vienodus Sansus buti istraukti). Kokia tikimybé, kad pasirinkta
dézé buvo treciosios rusies, jei zinome, kad istrauktas rutulys buvo baltas?

Sprendimas. Zymime ivykius: B -”istrauktas rutulys yra baltas”; A; -"buvo
pasirinkta i—tos rusies dézé”, i = 1,2,3. Mus domina tikimybé P(As|B). IS
Bejeso teoremos turime
P(A3)P(B|A3)

P(A3|B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A32) + P(As3)P(B|As3)
1 4
_ 5% _2
ERERNE I B
5 5 + 5 5 + 5 5

4.2. Nepriklausomi ivykiai

PVZ 4.5. Artilerijos apsaudomoje srityje pazymékime kvadrata [0,1] x [0, 1].
Pazymeékime pirmojo Stuvio, pataikiusio i kvadrata, koordinates x ir y. Tarsime,
kad visi kvadrato taskai (z,y) € [0, 1] x [0, 1] turi vienodus Sansus (t.y., sviediniai
tolygiai apsaudo srities dali, kurioje yra kvadratas).

Fiksuokime skaicius 0 < a <b<1ir 0 <c¢ < d < 1. Sakome, kad ivyko ivykis A,
jei suvio koordinaté x pateko i intervala [a,b], t.y., a < x < b. Sakome, kad ivyko
ivykis B, jei suvio koordinaté y pateko i intervala [c, d], t.y., ¢ <y < d.

Pritaike geometriniu tikimybiu modeli, gauname

C QUayx0,1) C QUed x0,1)
PA) = Qoaxpa —0~% PB=Guaxpy —¢¢
 Qabl xed)
PANE) = quaxpy — ¢ -ad-o

Tikimybés tenkina lygybe P(AN B) = P(A)P(B).

Toliau nagrinésime tikimybine erdve (2, F, P).

APB 4.2. Jvykius A, B € F vadiname nepriklausomais jei
(4.6) P(ANB) = P(A)P(B).

Teiginys 4.5. Tarkime A,B € F. Jei P(A) > 0, tai (4.6) lygybé ekvivalenti
lygybei P(B|A) = P(B).

Irodymas. Tarkime (4.6) lygybé yra patenkinta. IS salyginés tikimybés apibrézi-
mo, P(B|A) = P(AN B)/P(A). Istate (4.6) gauname P(B|A) = P(B).

Tarkime yra teisinga lygybé P(B|A) = P(B). Istate kairén pusén tapatybe
P(B|A) = P(AN B)/P(A), gauname (4.6) lygybe.

Irodymas baigtas.

Is 4.5 teiginio isplaukia, jog salyga, kad yra ivykes ivykis A, neturi itakos jivykio
B tikimybei, jei ivykiai A ir B yra nepriklausomi.
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Teiginys 4.6. [vykiui A € F yra teisingi tokie teiginiai.

(i) Jei P(A) =0, tai bet kuriam jvykiui B € F jvykiai A ir B yra nepriklausomi.

(ii) Jei P(A) = 1, tai bet kuriam jvykiui B € F jvykiai A ir B yra nepriklausomi.

( i) Jei jvykiai A ir B yra nepriklausomi, tai juykiai A ir B yra nepriklausomi.
Cia Zymime B = Q\ B juyki, priesinga jvykiui B.

(iv) Jei jvykiai By, Ba,--- € F yra tokie, kad B; N B; = 0 visiems i # j ir
wykiar A ir B; yra nepriklausomi visiems i, tuomet jvykiai A ir D = U;>1B; yra
nepriklausoms.

Irodymas. (i) Kadangi (AN B) C A, tai P(AN B) < P(A) = 0. I8 ¢a isplaukia,
kad P(AN B) = 0. Taigi, P(ANB)=0=0x P(B) = P(A) x P(B).

(ii) I8 lygybés P(A) = 1 igplaukia P(A) = 0. Todél P(BN A) = 0. I8 lygybiu

B=BNQ=BN(AUA)=(BNA)U(BnNA)
igplaukia P(B) = P(BNA) + P(BN A). Istate P(BN A) = 0, gauname
P(BNA)= P(B)=1x P(B) = P(A) x P(B).
(iii) Is aibiu lygybés AN B = A\ (AN B) isplaukia
P(ANB) = P(A\ (AN B)) = P(A) — P(AN B).
Istate P(AN B) = P(A)P(B) (ivykiai nepriklausomil), gauname
P(ANB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B).

(iv) I8 aibiu lygybés DN A = U;>1(B; NA) ir to fakto, kad B;N B; =0, kai i # j,
isplaukia (tikimybinio mato adityvumas!)

P(DNA) = ZPB NA).

i>1

Kiekvienas démuo P(B; N A) = P(B;)P(A), nes ivykiai B; ir A nepriklausomi.
Gauname

P(DNA)=> P(B = P(A)> P(B;) = P(A)P(D).

i>1 i>1

Paskutiniojoje lygybeje vél pritaikéme tikimybinio mato adityvuma, t.y., lygybe

P(D) =351 P(Bi).
Irodymas baigtas.

Nagrinékime jvykiu rinkini &4 C F.
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APB 4.3. Sakome, kad rinkinio ¢/ jvykiai nepriklausomi (rinkinj / sudaro neprik-

lausomi ivykiai), jei bet kuriems U elementams Aj, As,..., A € U yra teisinga
lygybé
(4.7) P(Ain---NAg) =P(Ay)--- P(Ag).

Pastaba. Apibrézimas reikalauja patikrinti (4.7) lygybe visoms rinkinio & elemen-
tu grupéms (turin¢ioms k = 2 elementu, turin¢ioms k = 3 elementus, etc.).

PVZ 4.6. Tetraedras turi 4 sienas. Pirma siena nudazome raudonai, antra -
zaliai, trecia - geltonai. Ketvirta siena nuspalvinam taip, kad ji turétu po lopinéli
visu triju spalvu. Ridename nuspalvinta tetraedra plokstuma. Mus domina siena,
kuria (sustojes) tetraedras lie¢ia plokstuma.

Sakome, kad ivyko ivykis Ag, jei §i siena turi raudonos spalvos. Panasiai apibre-
ziame jvykius Ay ir Ag. Ar ivykiai Agr, Az ir Ag sudaro nepriklausomu ivykiu
rinkinj?

Sprendimas. Eksperimento modelis yra tikimybiné erdve (2, F, P), kur Q =
{w1,ws,ws,ws}. Elementarioji baigtis w; atitinka situacija, kai i—toji siena liecia
plokstuma. Kadangi visi variantai turi vienodus Sansus, tai P(w;) = 1/4 visiems
i. Ivykiu algebra F sudaro visi aibés () poaibiai.

Kadangi

Ar ={wi,wsa}, Az ={wz,wsi}, Ag={ws,wa},

gauname P(AR) = P(Az) = P(Ag) = 1/2. Kita vertus,
ARﬂAZ I{W4}, ARﬂAG :{W4}, AzﬂAG I{W4}.

Todeél
P(ArNAyz)=P(ArNAg)=P(AzNAg) = 1/4.

Darome isvada kad,

P(ARﬂAz) :P<AR)P(Az), P(ARﬂAg) :P(AR)P(Ag),
P(AZ N Ag> = P(Az)P<Ag>

Taigi, bet kuria pora sudaro nepriklausomi ivykiai.
Taciau rinkinys {Ag, Az, Ag} néra nepriklausomu aibiu rinkinys, nes

P(ArN Ay N Ag) = P({ws}) = i y, é — P(AR)P(A2)P(Ag).

PVZ 4.7. Tikimybé, kad saulys pataikys yra 1/3. Kokia tikimybe, kad isSovus
10 kartu visi suviai bus sékmingi? Kokia tikimybé, kad bent vienas Stuvis bus
sekmingas? Laikome, kad skirtingu Suviu rezultatai nepriklauso vienas nuo kito.
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Sprendimas. Ivyki A - 7visi 10 §uviu sékmingi” atitinka ivykiu sankirta, A =
N2, A;, kur A; Zymi ivyki, kad i—tasis §tivis sékmingas. Kadangi §tiviu rezultatai
nepriklausomi, tai ivykiai Ay, ..., Ajp sudaro nepriklausomu ivykiu rinkini. Todél
P(A) = P(NI2,A;) = P(Ay) x P(As) x -+ x P(Ayg) = (1/3)1°.

Ivykio B - "bent vienas suvis sekmingas” tikimybe patogu skaic¢iuoti tokiu budu.
Pradzioje randame jam priesingo ivykio B - ”visi 10 §uviu nesékmingi” tikimybe.
Tuomet mus dominanti tikimybé P(B) = 1 — P(B). Ivyki B atitinka ivykiu
sankirta, B = N1, B;, kur B; zymi ivyki, kad i—tasis §uvis nesékmingas. Kadangi
suviu rezultatai nepriklausomi, tai ivykiai By, ..., B1g sudaro nepriklausomu ivy-
kiu rinkini. Todél P(B) = P(N!Y, B;) = P(B;y) x P(By) x -+ x P(Byg) = (2/3).
I$ ¢ia gauname P(B) =1 — (2/3)10.

5. Nepriklausomi eksperimentai. Binominé ir polinominé tikimybé.
Puasono teorema.

5.1. Nepriklausomi eksperimentat

PVZ. 5.1. Du kartus metame kauliuka. Pirmojo metimo baigciu aibe €2; =
{z1,22,...,26}. Antrojo metimo baigéiu aibé Qo = {y1,92,...,ys}. Dvieju
metimu bendra rezultata apraso baigéiu aibé Q = {(z;,y;) : 1 < 4,7 < 6}. Si
aibé turi 36 elementus. Elementarioji baigtis (z;,y;) atitinka rezultata, kai pir-
muoju metimu iskrito ¢, o antruoju j akuciu.

Pazymeékime jvykius: A - ”pirmuoju metimu iskritusiu akuciu skaicius lyginis”,
B - 7antruoju metimu iskritusiu akuciu skai¢ius nevirsija 3”.

Ivykiui A palankios yra tos poros (z;,y;), kuriu pirmoji koordinaté z; turi lygini
numerj i. Todél A = {2,4,6} x Qs ir [A] =3 x 6 = 18.

Ivykiui B palankios yra tos poros (z;,y;), kuriu antrosios koordinatés y; numeris
j<3. Todél B=0Q x {1,2,3}ir |B| = 6 x 3 = 18.

Ivyki ”pirmuoju metimu iskritusiu akuciu skaic¢ius lyginis, o antruoju metimu
iskritusiu akuciu skaic¢ius nevirsija 3” atitinka poros, patekusios i sankirta A N B.
Sia sankirta sudaro tos poros (z;, y;), kuriu pirmoji koordinaté z; turi lyginj numerj
i, o antrosios koordinatés y; numeris j < 3. Todél AN B = {2,4,6} x {1,2,3} ir
|IANB|=3x3=09.

Kadangi visos poros yra vienodai tikétinos, tai bet kurios poros (z;,y;) pasirody-
mo tikimybé P({(x;,y;)}) = 1/36. I8 ¢ia randame tikimybes

18 1 18 1 9 1

Is lygybés P(ANB) = P(A)P(B) isplaukia, kad ivykiai A ir B yra nepriklausomi.
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Si pastebéjima galime apibendrinti. Jei C' yra koks nors ivykis, kuris priklauso
tik nuo pirmojo metimo rezultato, o D yra koks nors ivykis, kuris priklauso tik
nuo antrojo metimo rezultato, tai jie yra nepriklausomi.

Tarkime C yra koks nors ijvykis, kuris priklauso tik nuo pirmojo metimo rezultato.
Tuomet ji atitinkamtis €2 poaibis C' C Q gali buti uzrasytas taip C' = C x 2, kur
poaibis C7 C 1 nurodo kaip musu ivykis priklauso nuo pirmojo metimo rezultato.
Aibé C turi |Cy] x 6 elementy (poru). Todél P(C) = |Cy| x 6/36 = |C4]/6.

Tarkime D yra koks nors ivykis, kuris priklauso tik nuo antrojo metimo rezultato.
Tuomet ji atitinkamtis (2 poaibis D C €2 gali biiti uzrasytas taip D = 21 X Do, kur
poaibis Dy C 5 nurodo kaip musu ivykis priklauso nuo antrojo metimo rezultato.
Aibé D turi 6 x |Ds| elementu (poru). Todél P(D) = 6 x |D2|/36 = |D2|/6.

Ivyki C N D sudaro poru aibé C; x Ds. Joje yra |Cy| X |D2| elementu. Todél
P(C' N D) =|Cy| x |Ds|/36.

Gauname, kad P(C N D) = P(C)P(D). Taigi, ivykiai C ir D yra nepriklausomi.
Du (ar daugiau) eksperimentus ($i karta tai du kauliuo metimai), kuriu rezultatai
nepriklausomi vadiname nepriklausomais eksperimentais.

Pirmaji kauliuko metima (pirma eksperimenta) atitinka tikimybiné erdve (21, Fi,
Py), kur F; zymi visu aibés €1 poaibiu rinkinj, o tikimybinis matas Py ({z;}) = 1/6
visiems 7 = 1,2,...,6.

Antraji kauliuko metima (antra eksperimenta) atitinka tikimybiné erdvé (s, Fa,
P,), kur F, zymi visu aibés 2y poaibiu rinkini, o tikimybinis matas P»({y;}) = 1/6
visiems j =1,2,...,6.

Abu eksperimentus kartu atitinka tikimybiné erdve (Q,F, P), kur Q = O x
2y, o F atitinka visu aibés Q poaibiu rinkinj. Tikimybinis matas P({z;,y;)}) =
1/36 = Pi({x;})P>({y;}) visoms poroms (x;,y;), kur 1 <4, 5 < 6. Toki tikimybini
mata dar zymime P = P; x P, norédami pabrézti, kad jis gaunamas sudauginus
atitinkamu koordinaciu z; ir y; tikimybes.

Dvieju nepriklausomu eksperimentu tikimybine erdve dar Zymime taip

(Q7F7P) — (Qlaflapl) X (QZ7F27P2)

ir vadiname tikimybiniu erdviu sandauga.

APB 5.1 Tarkime, atliekame n statistiniu eksperimentu. Kiekvienami:=1,...,n
pazymékime i—jo eksperimento tikimybini modeli (tikimybine erdve) (€;, F;, P;).
Iveskime tikimybine erdve (2, F, P), kur

Q=0 xQy x---xQ,

zymi aibe vektoriu w = (w1,...,w,) Su w; € Q; visiems i = 1,...,n. Aibés
poaibiu rinkinys F yra pati maziausia o— algebra, kuriai priklauso visos aibés

(5.1) B=B; Xx By x---x B,
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¢ia kiekvienam ¢ = 1,...,n aibé B; yra koks nors aibés {2; poaibis, priklausantis
rinkiniui F;. Zymime

f:F1Xf2X--~XFn.

Tikimybinis matas P, apibréztas aibéms i§ F, tenkina lygybe
P(B) = Pi(B;) x Py(B3) X -+ X Py(By),
visoms aibéms B, aprasytoms formule (5.1). Zymime
P=P x P, x---xP,.

Sakome, kad tikimybiné erdvé (2, F, P) atitinka n nepriklausomy eksperimenty
(Q, Fi, By), 1 <i <n modeli. Zymime

(Qvap) :(Qla:'rbpl) X X (anfnvpn>

5.2. Binominé tikimybé

Metame nesimetriska moneta. Tikimybe, kad atsivers herbas yra p. Tuomet
skaiciaus atsivertimo tikimybé 1 —p. Metus taisyklinga moneta, herbo ir skaic¢iaus
atsivertimo Sansai yra lygus. Todél §iuo atveju p = 1/2. Sakydami, kad moneta
nesimetriska, turime galvoje tokia situacija, kai tikimybé p nebutinai lygi 1/2. Pvz.
p = 3/10.

Monetos metimas yra statistinis eksperimentas. Jo baigties i§ anksto nezinome.
Matematinis eksperimento modelis yra tikimybiné erdvé (Qq, Fo, Po), kur baigéiu
aibé Q¢ = {0, 1}. Herbo atsivertimo fakta zymi elementarioji baigtis 1, skai¢iaus
atsivertimo fakta zymi elementarioji baigtis 0. Aibiu rinki Fy sudaro visi g
poaibiai, Fy = {0, {0}, {1},Q0}. Tikimybé Py(1) = p ir Py(0) = ¢. Cia vartojame
zymeéjima g = 1 — p.

n kartu metame ta pacia moneta. Laikome, kad statistiniu eksperimentu rezul-
tatai nepriklausomi (ankstesniu metimu rezultatai neturi jtakos véliau sekanc¢iu
metimu baigtims). Juos atitinka tikimybinés erdves (;,F;, P;), i = 1,...,n,
kurios yra lygiai tokios pacios kaip ir (Qq, Fo, Pp) (Sios erdveés kopijos). Visu n
eksperimentu serija atitinka matematinis modelis (Q2, F, P), kur Q = Q1 x 5 X
X QuirF=FixFox--xF,irP=P, X P, x---xP,, zr. APB 5.1.

Mus domina ivykis Ag- "herbas pasirodé k kartu, o skaic¢ius pasirodé n — k
kartu”. Atitinkantis poaibis A C JF yra sudarytas i§ tu elementariyju baigéiu
w = (Wi,...,wy), tarp kuriu koordina¢iu vienetas pasikartoja k kartu, o nulis
pasikartoja n — k kartu. Kiekvienos tokios elementariosios baigties tikimybé

Pw) =Pi(w)...Py(wn) = pFgnk,
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nes sandaugoje yra k daugikliu, kurie atitinka herbo pasirodyma (w; = 1) ir kuriu
dydis P;(1) = p. Like n — k daugikliu atitinka skai¢iaus pasirodyma (w; = 0) ir ju
dydis P;(0) = q.

Matome, kad visos ivykiui Ay palankios elementariosios baigtys w € Ay turi
vienodas tikimybes P(w) = p*q"~*. Todél ivykio Ay tikimybé

P(A) = Y Plw) = |AxlpFq ™.

wEAL

Ivykiui Ay palankias elementariasias baigtis w = (wq,...,w,) atitinka zodZiai
001011001...01, turintys n raidziu, naudojantys abécéle {0,1} ir tokie, kuriuose
raide 1 pasikartoja lygiai k kartu, o raidé 0 pasikartoja n — k kartu. Tokiu zodziu
yra (Z) Taigi |Ax| = (Z), o tikimybeé

(5.2) P(Ay) = (Z)p’“q”_k-

Si tikimybé vadinama binomine tikimybe (turi binomini koeficienta (Z))
5.3. Polinominé tikimybé

Turime nesimetriska kauleli (iskila briaunaini) su m sienu By,..., By,,. Metus
kauleli ant plokstumos, jis nuriedéjes sustos. Sakome, kad atsiverté siena By,
jei sustojes kaulelis Sia siena lieCia plokStuma. Pazymékime p; tikimybe, kad at-
sivertusi siena yra Bj;. Jei kaulelis néra simetriskas, tikimybes p1, ..., p,, gali buti
skirtingos. Kaulelio metimo eksperimenta atitinka tikimybinis modelis (tikimybiné
erdveé) (Qo, Fo, Py). Elementariuju baigéiu aibé Qo = {By,..., By }. Tikimybi-
nis matas Py(B;) = p; visiems ¢ = 1,...,m. Skai¢iu rinkinys p1,...,p,, atitinka
kaulelio savybes (forma). Aisku, p; > 0 visiems i = 1,...,mirp; + -+ py = 1.
Galimu atsitiktiniu ivykiu rinkini Fy sudaro visi €y poaibiai.

n kartu metame ta pati kauleli ir registruojame atsivertusias sienas. Laikome
kad metimu rezultatai nepriklausomi. Pazymékime i—jo eksperimento tikimybine
erdve (§2;, F;, P;). Visus n eksperimentu kartu apraso tikimybiné erdvé (2, F, P),
kur Q=Q1 X Qo x - xQir F=F 1 xFox---XFpir P=P; X Py x--- X P,,
7zr. APB 5.1.

Elementariuju ivykiu aibe Q sudaro vektoriai w = (wq,...,w,), kur wy nurodo
k—jo eksperimento metu atsivertusia kaulelio siena. Pvz., elementrioji baigtis
w = (B1,B1, B2, Bs, ..., Bg) atitinka toki eksperimentu sekos rezultata, kai pir-
muoju metimu atsiverté Bi, antruoju vél By, tre¢iuoju - By, ketvirtuoju - B3, o
paskutiniam metime atsiverté Bg. Tokios serijos tikimybé P(w) = p1pip2ps - - ps-

Mus domina ivykis Ag, .. &, - "siena B atsiverté k; kartu, siena B, atsiverté
ko kartu, ..., siena B,, atsiverté k,, kartu”. Aisku, ky + ko + -+ + k,,, = n, nes
eksperimentu skaicius yra n. Elementarusis ivykis w = (w1, ...,w,) yra palankus
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ivykiui Ay, . k,., jel tarp w kordinaciu wi,...,w, simbolis By pasikartoja ki
kartu, simbolis By pasikartoja ks kartu, ..., simbolis B,, pasikartoja k,, kartu.
Palankiu elementariuju ivykiu w skai¢ius yra polinominis koeficientas (kartotiniu
gretiniu skaicius) ( kl.i'fkm). Kiekvieno tokio elementaraus ivykio tikimybé P(w) =

phph? - phm . Todél ivykio Ay, . 1, tikimybeé

P(Ag, k)= >, Ply= Y  pipheplr

weAk;lH'vk)m weAkl.“,km
ky Kk . n k1 k m
(5.3) = |Ap, .. ko [PV DS Dl = PPy i
ki...kn

Ja vadiname polinomine tikimybe.
5.4. Puasono teorema

Nagrinékime binomine tikimybe P(Ag) = (})p*(1 — p)" ", 2r 5.2 skyreli. Jei
atlikome 100 monetos metimu, o herbo atsiverimo tikimybé p = 1/10, tai tikétinas
herbo pasirodymu skaic¢ius galétu buti 10. Metus moneta 1000 kartu, galétume
tikétis, kad apytikriai 100 kartu atsiverté herbas. Apskritai, po n metimu, herbo
atsivertimu skaicius k turétu atspindeéti herbo atsivertimo Sansus p ir todél tikétina,
kad k =~ np.

Jei turétume skirtingu nesimetriniu monetu rinkinj su atitinkamomis p reikSmémis
pP1, P2, ... tokiomis, kad

(5.4) limnp, = A,

tai atlike n eksperimentu su n—ta moneta, galetume tiketis, kad apytikriai np,, ~
A kartu atsivers herbas. Kokia tikimybé, kad n—to eksperimento metu herbas
atsivers k kartu? Tikslu atsakyma pateikia binominés tikimybés formulé (5.2).
Taciau ja néra lengva naudotis, nes prireikia sudétingu skaic¢iavimu. Pasirodo, kad
esant patenkintai salygai (5.4), binomine tikimybe galime apytikriai apskai¢iuoti,
panaudojant Puasono tikimybe.

Teorema 5.1. Tarkime, kad salyga (5.4) yra patenkinta su X < oo. Tuomet
visiems k = 0,1,2,..., egzistuoja riba

. ny Kk n—k _ A
(5.5) lim (k>pn(1—pn) = g€

n

Pastaba. Jei A = 0 ir k = 0, deSinei (5.5) lygybés pusei priskiriame reiksme 1.
Irodymas.
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Pazymeékime a, = (})pF(1 —p,)" " ir

n(n—1)(n—k+1) (npn)*
An = nk ) Bn = (1 _pn)k7 Cn = k! :
UzraSykime
! n)k n— An n
(5.6) a, = k!(nn_ - (nik) (1—p,)"* = . Cn(1—pn)",

Tarkime, kad A > 0. (5.5) lygybé (ir ribos egzistavimas) isplaukia is ribu

k

(5.7) A, — 1, B, — 1, Cp — %, kai n — 0o
ir lygybes

(5.8) lim(1 — p,)" =e .

Ribos (5.7) yra akivaizdzios. Lieka irodyti (5.8) lygybe. Irodysime, pasiremdami
zinoma riba

(5.9) lim 20F2)

x—0 x

Uzrase

(1—pa)" = (1~ ™ )" = exp{in(1 — "2 )"}

Nnpn

npn In(1 — - )

(5.10) = exp{nn(l - T)} = exp{ ——p— "Pn }
n
ir pastebéje, kad is (5.9) iSplaukia
In(1— —2 )
Nnpn ——1

n

kai np, — A ir 2= — 0, gauname
In(1— —2m In(1— —2
lim mp—— NPn = lim mp—— limnp, = —A.
n n - n

n n
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Kadangi funkcija y — e¥ yra tolydzioji, darome isvada, kad desiné (5.10) lygybeés
pusé artéja i e, kai n — oo. Todeél

(5.11) (1—pp)" — e

Liko jrodyti (5.5) lygybe, kai A = 0. Kai k =1,2,3,... desiné (5.5) lygybés pusé
lygi 0. Norédami isitikinti, kad kairioji (5.5) lygybeés puseé taip pat lygi 0, taikome
uzrada (5.6) ir (5.7) lygybes. Si karta C,, — 0, o (1 —p,)" < 1. Todél a,, — 0, kai
n — oo.

Jei A=0ir k=0, tai a, = (1 — p,)". Pritaike (5.11), gauname a,, — 1.
Irodymas baigtas.

II. ATSITIKTINIAI DYDZIAI IR JU TIKIMYBINIAI SKIRSTINIAI

6. Atsitiktiniai dydziai
6.1. o—algebros

Primename o—algebros apibrézima. Aibeés {2 poaibiu rinkini F vadiname o—al-
gebra, jei

1) 0, Qe F;
2) A,Be F = AUuBe Fir AnBeF;
3)Aec F = AcF,caAd=0Q\A4;

4) Ay, Agy-- € F = U?ilAiG.'Fir ﬂ?ilAiE}—.

Toliau nagrinésime jvairias o—algebras, sudarytas i$ aibés {2 poaibiu (t.y. poaibiu
rinkinius, tenkinancius 1)-4) savybes). Pati didziausia o—algebra yra visu
poaibiu rinkinys. Visos kitos o—algebros yra Sio didelio poaibiu rinkinio dalys.
Pati maziausia o—algebra yra aibiu sistema {0,Q}. Ji ieina i bet kuria kita
o—algebra. Tarkime, F = {F,,v € I'} yra kokia nors oc—algebru klasé (sistema).
Cia laikome, kad kiekvienas elementas F., turi savo varda (indeksa) 7, o vardai
sudéti i archyva (indeksu aibe) I'. Tai yra patogus zyméjimas.

Teiginys 6.1. Tos aibés A, kurios priklauso kiekvienai rinkinio {F,,v € T'}
o—algebrai F.,, sudaro o—algebra.

Pastaba. Teiginys sako, kad sankirta F = N,ecrF, yra o—algebra.
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Irodymas. Tikriname ar aibiu rinkinys F tenkina 1)-4) salygas.

1) Kadangi 2 yra kiekvienos o —algebros F, narys, tai {2 yra ir sankirtos F narys.
2) Jei A,B € F tai A,B € F, visiems v € I'. Tuomet kiekvienam ~ turime
AUB e F, ir AN B € F,. I8 cia iSplaukia, kad aibés AU B ir AN B yra rinkinio
F nariai.

Lygiai taip pat irodoma 3) ir 4) punktai.

Irodymas baigtas.

APB 6.1. Tarkime M yra koks nors aibés {2 poaibiu rinkinys. Nagrinékime
aibe, sudaryta i§ visu o—algebru F, kurioms priklauso (visi) M elementai. Sia
o—algebru klase zymime F = {F : M C F}. Tie Q poaibiai, kurie patenka i
kiekviena klasés F o—algebra, sudaro poaibiu rinkini NzepF, kuri Zzymime o(M).
15 6.1 teiginio iSplaukia, kad Sis poaibiu rinkinys yra oc—algebra. Tai pati maziausia
o—algebra, kuriai priklauso visos rinkinio M aibés, nes o(M) C F bet kuriai
F € F. Sakome, kad (M) yra o—algebra, generuota poaibiu sistemos M.

PVZ 6.1 Nepriklausomu eksperimentu tikimybiniu erdviu (;, F;, P;), 1 < i < n,
sandaugos o—algebra F; x --- x F,, yra maziasia o —algebra, kuriai priklauso visu
staciakampiu aibiy rinkinygs M = {B; x --- x B, : B; € F;, i = 1,...,n}, zr.
APB 5.1. Taigi, F; X -+ X F, = o(M).

APB 6.3. Realiyju skaiciu aibés R poaibiu o—algebra, kuri yra generuota
intervalu sistemos M = {(a,b) : a,b € R}, vadiname Borelio o—algebra. Zymime
B(R). Taigi, B(R) = o(M).

Euklido erdves R* poaibiu o—algebra, kuri yra generuota staciakampiu aibiu
sistemos N = {(a1,b1) x -+ X (ag,br) : a;,b; € R;i=1,...,k}, vadiname erdvés
R* Borelio o—algebra. Zymime B(RF). Taigi, B(R¥) = o(N).

Pratimas. Irodykite, kad B(R*) = B(R) x --- x B(R) - sudauginta k—kartu.
Irodykite, kad o(My) = B(R), kur aibiu klase My = {(—o00,a) : a € R}.
Irodykite, kad o(M;) = B(R), kur aibiu klase¢ My = {(—o00,a] : a € R}.

Pastaba. Borelio o—algebra B(R) yra labai svarbi aibiu klasé. Jai priklauso visi
atviri, uzdari ar pusiau atviri intervalai, bet kokie skaitiis ju junginiai ir sankir-
tos. Taigi, atvirosios ir uzdarosios aibés yra Borelio o—algebros nariai. Realiuju
skaiciu aibés poaibius, kurie priklauso Borelio o —algebrai, vadinsime tiesiog Bore-
lio aibémis. Borelio aibiu rinkinys B(R) nesutampa su pacia didziausia R poaibiu
o—algebra, kuri yra sudaryta is visu R poaibiu. Yra tokiu R poaibiu, kurie neprik-
lauso Borelio aibiu klasei, zr. [Dudley]. Rinkinio B(R*) elementus vadinsime
erdvés RF Borelio aibémis.

6.2. Atsitiktiniai dydziai ir maciosios funkcijos

Tarkime (21, F7) ir (Q9, F2) yra macios erdvés, zr. APB 3.4.
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APB 6.3. Atvaizdi f : Q1 — o, kurio kiekvienos aibés A C Fy pirmavaizdis
f7YA) = {w1 € Q1 : f(w1) € A} yra o—algebros F; elementas, vadiname
maciuoju. Zymime f : (Q1,F1) — (Q2,F2). f dar vadiname maciaja funkcija.
Matuji atvaizdi f : (R, B(R)) — (R, B(R)) vadiname Borelio funkcija.

Pratimas. Tarkime, g : (Q,F) — (R¥, B(R¥)) yra matusis atvaizdis. Kadangi
jo reikémiu aibé yra R¥, tai g reikéme taske w € Q galime zyméti g(w) = (g1 (w),

.., gk(w)). Irodykite, kad atvaizdziai g; : 2 — R, kur ¢ = 1,..., k, yra matieji.
Nagrinékime atvaizdi g;; : Q@ — R?, apibrézta taip: g;;(w) = (g:(w), g;(w)).
Irodykite, kad atvaizdis g;; yra matusis.

Cia ir toliau, kalbedami apie maciaja funkcija f, apibrézta macioje erdvéje (€2, F)
ir igyjancia reiksmes Euklido erdvéje R¥, turésime galvoje (kai tekste néra nuro-
dyta kitaip), kad vaizdu aibés R¥ o—algebra yra Borelio aibiu klasé B(RF).

Teiginys 6.2. Tarkime, kad f: (Q1,F1) — (Q2,F2) yra matusis atvaizdis. Tuo-
met aibiy rinkinys Fo = {f1(A) : A € F2} yra o—algebra.

Pastaba. 1S maciojo atvaizdzio apibrézimo iSplaukia, kad visi aibiu rinkinio Fy
nariai priklauso ir c—algebrai F;. 6.2 teiginys sako, kad Fy ne tik yra rinkinio J;
dalis, bet ir turi c—algebros struktira.

Irodymas. Tikriname ar aibiu rinkinys F tenkina 1)-4) salygas.

1) Kadangi f~1(Q2) = Q4, tai Q; yra Fy elementas. Kadangi f~1(0)) = 0, tai
yra Fy elementas.

2) Jei A,B € Fy tai A = f~1(Ay) ir B = f~1(Bzy), kuriems nors Ay, By € F».
Kadangi F» yra o—algebra, tai Ay U By, A3 N By € Fy. Todél f~1(Ay U Bs) € Fy
ir f~1(As N By) € Fy. Pasiréme aibiu lygybémis (irodykite jas)

(6.1) f~(A2UBy) = fH(A)Uf 1 (B2) U (A2NBa) = [ (A)Nf T (By),

gauname
AUB = f_l(Ag) U f_l(BQ) e Fo ir ANB = f_l(AQ) N f_1<B2) e Fo.

3) Jei A € Fo tai A = f~1(Ay), kuriai nors aibei Ay € F». Kadangi F» yra
o—algebra, tai Qs \ A € Fo. Todél f~1(Qs \ Az) € Fy. Pasiréme aibiu lygybe
(irodykite ja)

F7HQ2\ Ag) = f7H(2) \ f71(Ag)
ir tapatybe Q; = f~1(£,), gauname

M \A= 1)\ f7H(A2) = 712\ 42) € Fo.
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4) Jei A1, Aa, -+ € Fo tai A; = f~1(B;), kuriems nors By, Ba, - -+ € Fy. Kadangi
Fy yra o—algebra, tai U;B; € Fo ir ;B; € Fo. Todél f~1(U;B;) € Fy ir
f~Y(N;B;) € Fo. Pasiréme aibiu lygybémis (irodykite jas)

(6.2) Uf T (Bi) = f1(UiBy), Nif~H(Bs) = fH(NiBy),
gauname
UiAi = Uif_l(Bi) = f_l(UiBi) S fo, miAi — mif_l(Bi) = f_l(miBi) € -7:0~

Irodymas baigtas.
Pratimas. Irodykite teigini.

Teiginys 6.3. Turime tris macias erdves (2, F;), i = 1,2,3, ir maciuvosius al-
vaizdzius f 2 (Q1, F1) — (Qo, Fo) ir g: (Qo, F2) — (Q3,F3). Tuomet atvaizdis
h: Q1 — Qs, apibréztas taip h(wy) = g(f(w1)), kur wy € Q1, yra matusis.

Teiginys 6.4. Turime dvi macias erdves (;,F;), i = 1,2, ir atvaizdi f : Q1 —
Qo. Tarkime, kad aibés Qs poaibiy rinkinys M generuoja o—algebra Fs, t.y.,
Fo=a(M). Jei f~1(A) € Fy visoms aibéms A i§ M, tai f yra matusis atvaizdis.

Pastaba. 6.4. Teiginys sako, jog norint isitikinti, kad atvaizdis f : Q1 — o
yra matusis, nebiitina tikrinti salygos f~'(B) € F, visoms aibéms B i§ Fo.
Pakanka Sia salyga patikrinti aibéms is siauresnés poaibiu klasés M, kuri generuoja
o—algebra Fs.

Irodymas. Apibrézkime ()5 poaibiu rinkini &, i kuri patenka aibés A C €25, tenk-
inancios f~1(A4) € F. Irodysime, kad £ yra o—algebra.

1) Kadangi f~1(Q2) = Q1 € Fy ir f71(0) = 0 € Fi, tai Qq ir 0 yra rinkinio &
elementai.

2) Jei A,B € £ tai f~1(A), f~1(B) € F;. Pasiréme aibiu lygybémis

fFHAUB) =Y (AU (B) & fTHANB) = AN (B,
ir tuo faktu, kad
ffAauftBer, it fFHANFYB) eR
(nes f~1(A) ir f~1(B) yra o—algebros F; elementai) gauname f~ (AU B) € F;
ir {71 (AN B) € F,. Taigi, AUB,ANB€E.
3) Jei A € € tai f71(A4) € Fi. Tuomet ir Q1 \ f~H(A) € Fi (nes F; yra
o—algebra). Pasiréme aibiu lygybe

FTHQLN\A) = )\ fTHA) =\ f1(4) € A,
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gauname 2 \ A € £.
4) Jei Al,AQ,"' e & tai fﬁl(Az) € fl, visiems ¢. Todél Uifil(Az') e Fiir
N f1(A;) € Fi. Pasiréme aibiu lygybémis (6.2), gauname

FHUA) = Ui f7H(4) € A, FHA) = nif7H(A) € Fu.

I8 cia isplaukia, kad U; A; € £ ir N;A; € £.

Darome isvada, kad aibiu rinkinys £ yra o—algebra. Kadangi M C &, tai
maziausia oc—algebra (M), turinti M elementus yra nedidesné uz konkrecia
o—algebra &, kuri turi visus M elementus. Taigi, c(M) C €. Kadangi o(M) =
Fa, tai Fo C £. Taigi kiekviena aibé A i§ Fp patenka i £ ir todél f~1(A) € Fy
visoms aibéms A i§ Fs.

Irodymas baigtas.

PVZ 6.3. Tarkime, turime macia erdve (2, F) ir atvaizdi f : @ — R. Norint
suzinoti ar f yra matusis atvaizdis pakanka patikrinti ar visiems a € R aibés
{weQ: f(w) <a} yra rinkinio F elementai, zr. Pratima po 6.2 apibrézimo.

Zemiau pateikiame maciuju funkciju pavyzdzius.

PVZ 6.4. Turime macias erdves (21,F7) ir (Qg,F2) ir bet koki atvaizdi f :
0 — Qy. Jei Fy yra visu aibés 2 poaibiu rinkinys, tai f yra matusis atvaizdis
nesvarbu, kokia bebtitu oc—algebra F.

PVZ 6.5. Fiksuokime Borelio aibe A C R. Funkcija f : R — R, apibrézta tokiu
budu:
flz)=1, kai z€A ir f(x)=0, kai xz¢A,

yra macioji. Si funkcija zymima I4(z) arba [fzeay ir vadinama aibés A indikato-
riumi.

Patikrinkime ar f(x) = [4(z) yra Borelio funkcija (kitaip tariant ar tai macioji
funkcija). Bet kuriai aibei B € R teisingi teiginiai: jei {0,1} C B, tai f~}(B) = R;
jei {0,1} N B =0, tai f~1(B) = 0; jei {0,1} N B = {0}, tai f~1(B) = R\ 4; jei
{0,1} N B = {1}, tai f~1(B) = A. Kadangi aibés R, (), A ir R\ A yra Borelio
aibés, gauname, kad f~!(B) yra Borelio aibé, bet kuriai Borelio aibei B. Taigi, f
yra Borelio funkcija.

Nagrinékime macia erdve (2, F) ir funkcija f : Q@ — R apibrézta tokiu budu:
flw) =1, kaiw € Air f(w) =0, kai w ¢ A. Si funkcija Zymima I4(w) arba
Ifueay ir vadinama aibés A indikatoriumi. Samprotaudami kaip anksciau galime
isitikinti, kad funkcija w — I4(w) yra macioji.

APB 6.5. Nagrinékime macia erdve (€2, F) ir jos skaidini 2 = AjUAsU---U Ay.
Tarkime, kad aibés A; € F visiems ¢ ir A;NA; = 0, kai ¢ # j. Fiksuokime skirtingu
realiyju skaiciu rinkini cq, ..., cg ir nagrinékime funkcija

flw) =cla, (W) + -+ cplla, (w).
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Funkcijos f reiksmiu aibé C = {c1,...,cx}ir f~1(¢;) = A;. Bet kuriai aibei B C R
turime

fH(B)=fHBNC)=U; e

Aibé f~1(B) yra rinkinio F elementas, nes iSreiskiama kitu keliu F elementu
sajunga. Darome iSvada, kad f yra macioji funkcija. f vadiname paprastaja
funkcija.

Pratimas. Nagrinékime maciasias funkcijas, apibréztas macioje erdvéje (2, F) ir
igyjancias realiasias reikSmes.

1) Irodykite, kad bet kuri macioji funkcija, kurios reiksmiu aibé baigtiné, yra
paprastoji.

2) Tarkime f ir g yra paprastosios funkcijos. Irodykite, kad f + g, f — g ir
w — af(w) yra paprastosios funkcijos. Cia a € R yra fiksuotas skaicius.

3) Tarkime, kad Bi, Bs,..., By yra o—algebros F elementai, o di,...,d; yra
realiuju skaic¢iu rinkinys. Irodykite, kad funkcija w — dilIp, (w) + -+ + dilp, (w)
yra paprastoji.

Pastaba. Tarkime turime macia erdve (2, F) ir maciuosius atvaizdzius f,g, hi,
ho, ..., igyjancius realiasias reikSmes. Fiksave realiuosius skaicius a, b, nagrinékime
atvaizdi w — af(w) + bg(w). Galima parodyti, kad tai macioji funkcija zr. [Ku-
bilius], [Dudley|. Nagrinékime funkcija h(w) = liminf, h,(w). Gali buti, kad kuri
nors aibé A_ := {w : liminf, h,(w) = 400} arba A} = {w : liminf, h,(v) =
—oo} yra netuscia. Galima parodyti, kad A, € F ir A_ € F ir bet kuriai Borelio
aibei B, turime h™1(B) € F, zr. [Kubilius], [Dudley].

Svarbi maciuju funkciju klasé yra Borelio funkcijos f : R — R. T sia funkciju
klase jeina tolydziosios funkcijos, monotoninés funkcijos, zr. [Kubilius], [Dudley].

Teiginys 6.5. Turime macia erdve (2, F) ir matuji atvaizdi f : Q@ — R. Galima
sukonstruoti paprastuju funkciju seka {f,} tokia, kad kiekvienam w € Q turime
lim,, f,,(w) = f(w).

Irodymas. Isskaidykime aibe A, = {w: —n < X(w) < n} i smulkesnes dalis
An = U—nQSkgnz—lAn,ka kur

k k+1
App ={w: -~ < X(w) < - }.
Nagrinékime paprastaja funkcija
n?—1 k1
B = Y )
k=—n?2

Bet kuriam w € A,, atsiras A, C A,, toks, kad w € A,, . Tuomet

o B w fw =2

n n n
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Todél 0 < f,(w) — f(w) < n~t Jeiw ¢ A,, tuomet f,(w) = 0. I§ ¢a isplaukia
nelygybé
[f(@) = fa(w)] <07t + [ fw)[Iz, (@)

Tam, kad isitikintumém, jog kiekvienam w deSiné Sios nelygybés puse artéja prie
0, kai n — oo, pakanka irodyti, jog
(6.2) limI+ (w) = 0.

n n
Fiksave w € Q, randame skai¢iu f(w). Kai numeris n bus toks didelis, jog n >
| f(w)], turésime w ¢ A,, ir todél I (w) = 0. I8 ¢ia iSplaukia (6.2).
Irodymas baigtas.

APB 6.6. Tarkime (2, F, P) yra tikimybiné erdvé. Bet kuri matuji atvaizdi X :
(Q,F) — (R,B(R)) vadiname atsitiktiniu dydziu. Matuji atvaizdj X : (Q,F) —
(R*, B(R¥)) vadiname atsitiktiniu vektoriumi.

Aigku, kad atsitiktinio vektoriaus X(w) = (X3 (w),...,Xk(w)) koordinatés X :
(Q,F) — (R,B(R)) yra atsitiktiniai dydziai, zr. Pratima po APB 6.3.

Pastaba. Atsitiktinio dydzio savoka skiriasi nuo maciosios funkcijos f : (2, F) —
(R, B(R)) savokos tik tuo, kad kalbédami apie atsitiktini dydi, visuomet turime
galvoje ir tikimybinj mata P, apibrézta (argumentu) aibés 2 poaibiu o—algebroje
F.

6.3. Atsitiktinio dydzio skirstinys
Nagrinékime tikimybine erdve (2, F, P) ir atsitiktini dydi X : (,F) — (R,B
(R)). Apibrézkime funkcija Px : B(R) — [0, 1] tokiu budu:

Px(A)=P(X }A) =P({w: X(w)e A}), AeB(R).
Taip pat naudosime zymenis Px(A) = P(X € A) ir Px({a}) = Px(a) = P(X =
a), kai {a} yra aibé, turinti tik viena elementa a.

Teiginys 6.6. Px yra tikimybinis matas, apibréztas Borelio aibiy o—algebroje
B(R).

Irodymas. Tikriname tikimybinio mato savybes.

1) Kadangi X }(R) = Q, tai Px(R) = P(Q) = 1.

2) Kadangi X () = 0, tai Px(0) = P(0) = 0.

3) Tarkime, kad A, B € B(R) ir AN B = (). Tuomet teisinga lygybeé, zr. (6.1),

X HAuB)=X"1A)uXxYB).
Kadangi X1 (A)NX~1(B) = X~1(ANB) = X~ 1(0) = 0, tai i§ mato P adityvumo
iSplaukia
P(X—l(A) U X—l(B)) = P(X1(A)) + P(X1(B))
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Todél yra teisingos lygybés
Px(AUB) = P(X—l(A U B)) - P(X—I(A) U X—l(B)> = P(A) + P(B).
4) Tarkime, kad A;, Ag,--- € B(R) ir A; N A; = 0, kai ¢ # j. Tuomet teisinga

lygybe, zr. (6.2),
XTHUEZ A = U X H(A).

Kadangi X 1 (A4;)NX"1(A4;) =0, kai i # 7, tai i§ mato P o—adityvumo isplaukia

P( o x-! ) Z P(X
Todél yra teisingos lygybés

Py (UX,A;) = P(X Lue 1A>

(uX )

P(U
=1
Irodymas baigtas.

APB 6.7. Tikimybini mata Px vadiname atsitiktinio dydzio X skirstiniu.
Pastaba. 6.6 teigini galima apibendrinti.

1. Nagrinékime atsitiktini vektoriu X : (€, F) — (R¥, B(R¥)), apibrézta tikimy-
binéje erdvéje (2, F, P). Funkcija Px : B(R*) — [0, 1], apibrézta tokiu bidu

Py(A) = P(X71(4)) = P({w L X(w) € A}),  AeB(RY
yra tikimybinis matas. Px vadiname atsitiktinio vektoriaus X skirstiniu.

2. Nagrinékime matuji atvaizdi f : (Q1,F1) — (Q2, F2), apibrézta tikimybinéje
erdvéje (Qq,F1, P). Funkcija Py : Fo — [0, 1], apibrézta tokiu budu

Pr(A) = P(f7H(A) = P({w: fw)eA)), AcF

yra tikimybinis matas.

APB 6.8. Tarkime X,Y yra du atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimybinéje
erdvéje (2, F, P). Sakome, kad X ir Y yra lygus beveik visur, jei

P{w: |X(w) =Y (w)| >0}) =0.
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Pratimas. Irodykite teigini: jei X, Y yra du atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimy-
binéje erdvéje (2, F, P) tokie, kad X ir Y yra lygus beveik visur, tai Px = Py,
t.y., Px(A) = Py (A) visoms Borelio aibéms A.

PVZ 6.6. Bernulio atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, igyjantis tik dvi
reiksmes 0 ir 1. Turime tikimybine erdve (2, F, P) ir aibe A € F su tikimybe
P(A) = p. Atsitiktinis dydis X (w) = I4(w) turi dvi reiksmes 0 ir 1 ir skirstinj

(6.3) Px(1)=P(X =1) =p, Px(0)=P(X =0)=1—p,

nes Px(1) = P(A) = pir Px(0) = P(A) =1 — P(A) =1 — p. Bet kuri atsitiktini
dydi su (6.3) skirstiniu vadiname Bernulio atsitiktiniu dydziu. Jo skirstini vadi-
name Bernulio skirstiniu.

PVZ 6.7. Binominis atsitiktinis dydis (palyginkite skyreli 5.2). Fiksuojame
naturaluji skai¢iu n ir skai¢iu p € [0,1]. Atsitiktini dydi X, igyjanti reiksmes
0,1,...,n su tikimybémis

(6.4) Px(k)=P(X =k) = (Z)pk(l —p)" k. k=0,1,...,n,

vadiname Binominiu atsitiktiniu dydziu. Skirstinj (6.4) vadiname Binominiu skirs-
tiniu ir zymime B(n,p).

PVZ 6.8. Puasono atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis X, igyjantis reikSmes
0,1,2,...n su tikimybémis

e
(6.5) Px(k)=P(X =k)= Jre k=12

Cia A > 0 yra fiksuotas skaicius. Skirstini (6.5) vadiname Puasono skirstiniu ir
zymime P(N).

PVZ 6.9. Polinominis (multinominis) atsitiktinis vektorius (palyginkite skyreli

5.3). Fiksuojame naturaliuosius skai¢ius m ir n ir skai¢iu rinkini 0 < p1,...,pm, <
1, tenkinanti salyga p1 + - -+ + py, = 1. Atsitiktinis vektorius X = (X1,..., X,,),
igyjantis reiksSmes k= (kq,..., k), kur k; yra sveikieji neneigiami skaiciai, tenki-

nantys salyga ki + - - - + k,, = n, su tikimybémis

Px(k) = P(X = (k1,..., km)) = P(X1 = k1, .., Xpn = k)

— n kl “ . e k:m
(6.6) - (k:l,...,k:m>p1 P

yra vadinamas polinominiu atsitiktiniu vektorium. Skirstini (6.6) vadiname Poli-
nominiu skirstiniu.
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Papildomos pastabos. Tarkime turime aibe 2, jos poaibiu algebra A ir adityviaja
funkcija P* : A — [0, 1]. Pazymékime F = o(A).

Ar galime rasti tikimybini mata P : F — [0,1], kuris sutaptu su adityviaja
funkcija P* aibiu klaséje A C F, t.y., visoms aibéms A € A butu teisinga lygybeé
P(A) = P*(A)?

Atsakyma pateikia Karateodorio teorema (zr. [Kubilius]): tikimybinis matas P
egzistuoja. Be to toks matas yra vienintelis, t.y., éme bet kuriuos du tikimybinius
matus Py, P> : F — [0,1] tokius, kad P;(A) = P*(A) ir P,(A) = P*(A) visoms
aibéms A € A, gautume lygybe P;(B) = P5(B) visoms aibéms B € F.

Sia teorema galima panaudoti tikimybiniu matu lygybés klausimams spresti ir
tikimybinéms erdvéms konstruoti.

Jei turime dvi tikimybines erdves (Q,F, Py) ir (Q,F, P;) ir norime nustatyti
ar P = P,, tai pakanka surasti nedidele 2 poaibiu algebra A, kuri generuoja
o—algebra F ir patikrinti lygybe P;(A) = P5(A) aibéms A € A.

Jei turime macia erdve (2, F) ir norime sukonstruoti tikimybine erdve, pakan-
ka sukonstruoti atityviaja funkcija P* apibrézta kurioje nors €2 poaibiu algebroje
A, kuri generuoja o—algebra F. Tuomet Karateodorio teorema garantuos mato
P, apibrézto o—algebroje F egzistavima. Be to Sis matas ”paveldés” adityviosios
funkcijos P* savybes, t.y., turésime lygybe P(A) = P*(A) visoms aibéms A € A.

7. Pasiskirstymo funkcijos

7.1. Tikimybiniu matu pasiskirstymo funkcijos

Nagrinékime tikimybine erdve (R, B(R), P).
APB 7.1. Funkcija F' : R — [0, 1], apibrézta tokiu budu

F(x) = P((—oo,a:]), r € R,

vadiname tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija.

Teiginys 7.1. Tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija F turi tokias savybes:
1) F(x1) < F(x2), kai ©1 < x;
2)limy oo F(z) =0 ir lim, 4o Fz) =1;
3) kiekvienam x € R funkcija F yra tolydi ”i§ deSinés” ir turi riba 1§ kairés”,
(7.1) tlirJrrlo F(x+1t) = F(x) ir lim F(z) = P((—o0,x)).

t——0

Irodymas. 1) Kadangi (—oco,z1] C (—o00, z2], tai P((—o0,z1]) < P(((—00,z2]).
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2) Pakanka irodyti, kad bet kuriai monotoniskai mazéjanciai skaiciu sekai x; >
xo > x3 > .-+, tenkinanéiai lim,, z, = —oo, turime lim,, F(z,) = 0, o bet kuriai
monotoniskai didéjanciai skaiciu sekai y; < y2 < y3 < ---, tenkinanciai lim,, y,, =
+00, turime lim,, F'(y,,) = 1. Naudosimés 3.2 teorema. Intervalu sekos

(_007 ilfl] 2 (—OO, 33'2] 2 (—OO, 33'3] T
sankirta N2, (—oo, x,] = 0. Todél i§ 3.2 teoremos isplaukia

0= P(N32y(—00,z,]) = liTILn P((—00,zy]) = lim F(zy,).

n=1
n
Intervaluy sekos
(—OO, yl] C <—OO, y?] C (—OO, y3] T

sajunga U2 | (—o0,y,] = R. Todél i§ 3.2 teoremos isplaukia

1=P(Up(—00,yn]) = liTILn P((—00,yn]) = liTILn F(yn)-

n=1

3) Tam kad irodytume tolyduma ”i§ desinés”, t.y., pirma (7.1) riba, pakanka
patikrinti, jog bet kuriai monotoninei sekai t; > t; > t3 > ---, tenkinanciai
lim,, ¢t,, = 0, turime lim,, F'(z + t,,) = F(x). Naudosimés 3.2 teorema. Intervalu
sekos

(—oo,z+t1] D (—o0,z +to] D (—o0,x +t3]---

sankirta NS4 (—o0, x + t,] = (—o0,z]. Todél i§ 3.2 teoremos isplaukia

n=1

F(z) = P(N2(—00, 2 + t,]) = liTEnP((—oo,x—l—tn]) = 1iTILHF(I+tn)-

Tam kad irodytume tolyduma ”i§ kairés” , t.y., antra (7.1) riba, pakanka patik-
rinti, jog lim, F(z — ¢,) = P((—o0,z)). Kadangi intervalu sekos

(—oo,x —t1] C (=00, —to] C (—o0,x — t3] - --
sajunga US>, (—oo,x — t,] = (—o00, ), tai i§ 3.2 teoremos iSplaukia
P((—o0,z)) = P(UsZ (00,2 — t,]) = lim P((—o00,z — t,]) = lim F(z — t,,).

n=1

Irodymas baigtas.

APB 7.2. Bet kuria funkcija F' : R — R, turincia 7.1 teiginyje suformuluotas
savybes 1)-3), vadiname pasiskirstymo funkcija.
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Teorema 7.2. Kiekvienai pasiskirstymo funkcijai F' egzistuoja vienintelis tikimy-
binis matas, apibréztas Borelio aibiy o— algebroje B(R) ir toks, kad F yra mato
P pasiskirstymo funkcija.

Vietoj 1rodymo. Fiksuokime pasiskirstymo funkcija F'. Nagrinékime aibiu Seima
(—o0,z], € R ir joje apibrézkime funkcija P*((—o0,z]) = F(z). Funkcija P*
galime apibrézti visu intervalu klaséje, kuria zymésime A’:

P*((y,z]) = F(xz) — F(y),  P((y,x)) = lim F(z —t) - F(y),

P*(lyal) = Fl@) ~lm Fly—t)  P((~o0,2)) = lim F(z )

P((z,+00)) =1 — F(x), P([z,+00)) =1 - 1}ng($ —t).

Cia —co < y < & < 400. [ aibiu klase A’ dar itraukiame aibes R ir {) ir apibréziame
P(R) =1 ir P(0) = 0. Nesunku matyti, kad éme visas baigtinio skai¢iaus aibiu i3
A’ sankirtas A1 N Ay N---NAg ir sajungas Ay UAsU---UAy, ¢la Aq,..., A € A
ir k = 1,2,..., gautume nauja aibiu Seima, kuri yra aibiu algebra. Sia Seima
zymeékime A. Be to, bet kuri Seimos A nari B € A galime iSreiksti nesiker-
tan¢iu aibiu Aq,..., A, € A’ sajunga B = A; U Ay U---U A,.. Apibrézkime
P*(B) = P*(A1) +--- 4+ P*(A,) (aibe B galime daugybe skirtingu budy isreiksti
nesikertanciu aibiu is A’ sajunga, bet skaic¢iaus P*(B) reiksmé nepriklauso nuo to
kokia sajunga imsime).

Dabar jau turime adityviaja funkcija P*, apibrézta aibiu algebroje A. Kadangi
B(R) = o(A), tai pasinaudodami Karateodorio teorema (zr. Papildomas pastabas
6 skyrelio gale ir [Kubilius|), galime sukonstruoti toki tikimybini mata P, apibrézta
Borelio aibiu o—algebroje B(R), kuriam P(A) = P*(A) visoms aibéms A i8
A. Be to toks matas yra vienintelis (vel Karateodorio teorema). Aisku, kad
F' yra tikimybinio mato P pasiskirstymo funkcija, nes visiems z € R turime
P((—o0,2]) = P*((—o0,2]) = F(z). Argumentu, pagrindzianciu Teorema 7.2,
pabaiga.

Isvada 7.3. Tarp pasiskirstymo funkcijy ir tikimybiniy maty, apibrézty Borelio
aibiy o— algebroje B(R), egzistuoja abipus vienareiksmé atitiktis, nusakyta APB
7.1. Jei turime tikimybinius matus Py, Py ir juos atitinkancias pasiskirstymo
fUTLk‘Cij(lS Fl,FQ, tat Pp = P, & Fy = F5.

7.2. Atsitiktiniu dydziu pasiskirstymo funkcijos

Tarsime, kad ¢ia nagrinéjami atsitiktiniai dydziai yra apibrezti tikimybinéje erd-
véje (2, F, P).



51

APB 7.3. Atsitiktinio dydzio X skirstini Py atitinkancia pasiskirstymo funkcija
Fx(x) = Py ((—00,2]) = P({w D X(w) < :1:}) — P(X < 1),

vadiname atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija.

APB T7.4. Atsitiktini dydi vadiname diskrec¢iuoju, jei jo reikSmiu aibé yra
baigtiné arba skaiti. Diskretuji atsitiktini dydi, kurio reikSmiu aibe yra baigtiné,
vadiname paprastuoju.

Tarkime X yra paprastasis atsitiktinis dydis su reikémiu aibe A = {z1,...,2,},
kur z; # x;, kai 7 # j. Pazymékime

=P{w: X(w) =z;}) = P(X = ;) = Px({z:}).

Tuomet

1=Px(A)=Px({x1})+ -+ Px({{zn}) =p1 + - + pn.

Bet kuriai Borelio aibei B turime

i, EB

Tarkime X yra diskretusis atsitiktinis dydis su skaic¢ia reiksmiu aibe A = {1,
Ta,...}, kur x; # x;, kai i # j. Tuomet, kaip ir paprastojo atsitiktinio dydzio
atveju, bet kuriai Borelio aibei B turime

Px(B)=Px(BNA)= Y pi=) pilp(x).
i r;€EB 3

Diskreciojo atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija

FX(I) - PX(<_007 I]) - Z bi = szﬂ{ngx}

i: x;€(—o00,x]

Matome, kad F'(z) yra pastovi kai z kinta intervaluose tarp gretimu X reiksmiu.
Taskuose z; funkcija F' yra truki - turi p; aukscio Suoliukus.

APB 7.5. Atsitiktini dydi X, kurio pasiskirstymo funkcija yra tolydi, vadiname
tolydziuoju. I8 7.1 teiginio iSplaukia, jog tolydusis atsitiktinis dydis (a.d.) turi
savybe Px ({x}) = 0 visiems = € R, nes

Px({z}) = P((—00, 2]\ (—00,2)) = F(z) — lim F(z — t) = 0.

10
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Funkciju teorija naudoja absoliuciai tolydziosios funkcijos savoka, zr. [Dudley].
Mes sia savoka taikysime tik pasiskirstymo funkcijoms.

APB 7.6. Pasiskirstymo funkcija F' vadiname absoliuciai tolydziaja, jei egzis-
tuoja tokia neneigiama funkcija f, kad

(7.3) F(z) = /_w f(u)du visiems xr € R.

Funkcija f turi buti integruojama (Lebego prasme) intervale (—oo,+00). Jei
F' yra absoliuciai tolydzioji pasiskirstymo funkcija, tuomet funkcija f, tenkinanti
(7.3) néra vienintelé, t.y., yra daugybé tokiu funkciju. Bet kuria ju vadiname
pasiskirstymo funkcijos F' tankio funkcija (tankiu). Patogiausia yra pasirinkti
tolydziaja tankio funkcija f, jei tik tokia egzistuoja.

Is pasiskirstymo funkcijos savybés lim,_, ;~ F'(z) = 1 iSplaukia lygybé

“+o0
(7.4) / fu)du = 1.
— 00
APB 7.7. Atsitiktini dydi vadiname absoliuc¢iai tolydziuoju, jei jo pasiskirstymo
funkcija yra absoliuciai tolydzioji.
APB 7.8. Tolygusis intervale [a,b] atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, kurio
pasiskirstymo funkcija turi tankio funkcija

f(z) = s=—Ty(z).  PIESINYS

APB 7.9. Eksponentinis atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis, kurio pa-
siskirstymo funkcija turi tankio funkcija f(z) = e~*. Tokio a.d. skirstinys yra
vadinamas eksponentiniu skirstiniu.

PIESINYS

Pratimas. Tarkime X yra eksponentinis a.d. Raskite atsitiktinio dydzio Y =

aX tanki, kai @ > 0. Atsitiktinis dydis Y yra vadinamas eksponentiniu a.d. su

parametru a~!.

APB 7.10. Standartinis normalusis atsitiktinis dydis. Tai atsitiktinis dydis,
kurio pasiskirstymo funkcija

(7.5) o(z) = /_ N #e‘“Z/Zdu.

Sio a.d. skirstini vadiname standartiniu normaliuoju skirstiniu. Tankio funkcija

1 2 -
—x%/2
flx) = 7 . PIESINYS

Ar f yra tankio funkcija? Tai yra, ar ji tenkina (7.4) lygybe?
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Teiginys 7.4. Teisinga lygybé

“+o0
(7.6) / e 24y = /27,

Irodymas. Pazymékime

+oo )
A :/ e 2 dx.

— 00

Tuomet

+oo 5 +o00o 9 +oo +o00 5 9
A2 :/ e ” /Qd.qt/ e Y 2dy :/ dx/ dye~ (" +v7)/2,

Atlike kintamuju keitima (z,y) < (r,¢), kur
T =T CoS Y, y = rsinp,

gauname
“+o00 27
A2 :/ dr/ dgoe_TQ/QJ(r,go),
0 0

kur J(r,p) = r zymi kintamuju keitimo Jakobiana. Dabar lengvai suskai¢iuojame
+o0 5
A% = 277/ e " 2rdr = 2r.
0

Irodymas baigtas.

Pratimas. Tarkime, X yra standartinis normalusis a.d. Irodykite, kad atsitiktinio
dydzio Y = aX + b tankio funkcija yra

(7.7) T — exp{—(z —b)?/2¢*}.  PIESINYS

1
vV 2ma?

Cia a,b yra realieji skai¢iai. Atsitiktinis dydis Y vadinamas normaliuoju, o jo
skirstinys Zymimas N (b, a?).

APB 7.11. Tolydziaja pasiskirstymo funkcija vadiname singuliariaja, jai ja
atitinkantis tikimybinis matas Pp (apibréztas Borelio aibiu o —algebroje) turi tokia
savybe: egzistuoja tokia Borelio aibé B, kurios Lebego matas nulis, o Pr(B) = 1.
Singuliariosios pasiskirstymo funkcijos pavyzdziu yra pateikta vadovélyje [Kubil-
ius].
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Teiginys 7.5. Tarkime, F' yra pasiskirstymo funkcija. Tuomet atsiras vienintelis
neneigiamy skaiciy trejetas pp,pa, ps ir diskrecioji pasiskirstymo funkcija Fp, ab-
soliuciai tolydzioji pasiskirstymo funkcija F4 ir singuliarioji pasiskirstymo funkcija
Fs tokie, kad

(7.8) F(z) =ppFp(x) +paFa(x)+ psFs(x), visiems x € R.

Jei visi skaiciai pp,pa,ps > 0, tai egzistuoja tik vienintelis tokiu funkcijy rinkinys
Fp,Fa, Fg, kuris tenkina (7.8).

Sios teoremos neirodysime. Irodyma galima rasti [Dudley].

Pastaba. Tarkime X yra absoliuciai tolydusis atsitiktinis dydis su pasiskirstymo
funkcija F' ir tankio funkcija f. Tuomet bet kuriai Borelio aibei yra teisinga lygybé

+oo
(7.9) Px(B) = P(X € B) = / Iy (2) f (2)dz.

— 00

Integralas suprantamas Lebego prasme.

Pateiksime argumentus, kurie pagrindzia (7.9) lygybe. Desine (7.9) lygybés puse
pazymékime G(B). Galima parodyti, kad atvaizdis G : B(R) — [0,1] yra tikimy-
binis matas. Kadangi ji atitinka ta pati pasiskirstymo funkcija, kaip ir tikimybinj
mata Py, Sie matai sutampa, zr. 7.2 teorema. Taigi visoms Borelio aibéms B yra
teisinga lygybé P(B) = G(B), o tai ir yra (7.9) lygybeé.

APB 7.12. Atsitiktinio vektoriaus X = (Xy,...,X}) pasiskirstymo funkcija
Fx : R* — [0,1] apibréziame tokiu biidu

Fx(X) = Px<(—OO,£L'1] X X (—OO,CL’k]) = P(Xl S CL‘l,...,Xk S ZL’k)

Cia x = (z1,...,71) € R

8. Matematiné viltis

Tarkime, 1000 kartu metame kauliuka ir registruojame pasirodziusius akuciu
skaicius X1, Xo,..., X1000. Kiek kartu atsiverté 1 akuté? Sio skaiciaus reik§me
priklauso nuo atsitiktiniu jvykiu sekos. Ar galime prognozuoti Sio skaic¢iaus reiks-
me, pries atlikdami 1000 eksperimenty?

Zinome, kad kiekviena karta metant kauleli ivykis, jog atsiverté sienelé su 1 akute
turi 1 Sansa is SeSiu. Todél galime tiketis, kad 1 akute pasirodé mazdaug Sestadalyje
visu metimuy, t.y., &~ 1000/6 kartu.
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Panasiai, kiekvienai fiksuotai 7 reikSmei, sienelés su i akuciu tikétinas atsivertimu
skaicius N; yra = 1000/6.
Dabar galime prognozuoti atsivertusiu akuciu suma

1+2+---46

X1+-"+X1000=1XN1+2XN2+-~-+6XN6%1000 6

Tarkime, atsivertusiu akuciu skaicius X nurodo kiek litu bauda turiu moketi uz
k—ta eksperimenta. Kokia vidutiné eksperimento kaina? Ja galiu gauti suskaicia-
ves sumokétu baudy vidurki

X1+--+Xw000  1+2+---46

1000 - 6
Desinéje esantis skaicius gali buti uzrasytas x1py +xop2+- - -+ xgpg, kKur x1,...,xq
nurodo atsitiktinio dydzio (vieno eksperimento rezultato) reiksmes, o pi,...,ps

nurodo tu reikSmiu tikimybes.
8.1. Paprastojo atsitiktinio dydzio matematiné viltis

Tarsime, kad Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erdvéje
(Q,F,P).

APB 8.1. Paprastojo atsitiktinio dydzio X su reiksmiu aibe C' = {z1,...,zx}
matematine viltimi (vidurkiu) vadiname skai¢iu

r1P(X =21) + 2oP(X = 22) + - + 1 P(X = xx).

Zymime atsitiktinio dydzio X vidurki taip

k k
(8.1A) EX =Y o P(X =) =Y ap;,

kur p;, = P(X =x;), kai i =1,2,... k.

PVZ 8.1. Bernulio atsitiktinj dydi X (w) = I;,ec 4} galime uzrasyti taip X (w) =
1-Tgueay +0- ]I{weZ}' Cia A € F. Todél jo vidurkis EX =1-p+0- (1 —p) = p,
kur p = P(A).

Atsitiktinio dydzio Y, kuris igyja tik viena reiksme C € R, t.y., Y (w) = C visiems
w e Q, vidurkis EY = C - P(Y = (C) = C -1 = C. Toliau toki dydi zymésime
tiesiog Y = C.

Nagrinékime paprastaji a.d. X i§ APB 8.1. Pazyméje A; = X 1(x;) galime
rasyti, zr. APB 6.5 ir 7.4,

(8.1) X(w) =z1lguenyy + - +zilpea,).
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Aibés A; € F sudaro aibés € skaidini Q2 = AjUAsU---UAg su P(A4;) = p;. Todél
lygybe (8.1A) galime uzrasyti taip

(8.2) EX = a1 P(A;) + - + 2, P(Ay).

Jei mes isskaidytume aibes Aj,..., Ar i mazesnes dalis (zymékime jas By, Ba,
.., Bnn), gautume nauja (smulkesni) aibés €2 skaidini Q = B; U By U --- U By,
kur m > k. Nagrinésime tik tokius skaidinius, kurie sudaryti i§ maciuju aibiu.
Kadangi kiekviena aibé B; yra kurios nors A; dalis, tai §iuo atveju visiems w € B;
turime X (w) = z;, kai B; C A;. Galime rasyti

(8.3) X(w) =yiljwen,y + + Ymliwen,. 1

kur y; Zymi ta reikSme z;, kuriai B; C X ~!(z;) = A;. Kita vertus, iSskaide aibe
A; i nesikertancias dalis ir sudéje tu daliu tikimybes, turime gauti P(A;). Taigi,
yra teisinga lygybe.

zP(A)) =x; Y P(B)= Y wuP(B)

BiCAj BZ‘CA]'
Istate sia lygybe i (8.2), gauname
(8.4) EX =y1P(B1)+ -+ ymP(Bm)-

Matome, kad smulkinant skaidini (pereinant nuo Q = A; U Ay U --- U Ay prie
Q= By UByU---U B,,), paprastojo atsitiktinio dydzio X vidurkio EX israiska
lieka panasi: sudedame sandaugas y; P(B;), kur y; zymi X (w) reikdme, kai w € B;.
Sie argumentai pagrindzia toki teigini.

Teiginys 8.1. Jei X yra paprastasis atsitiktinis dydis, o By U---U B,, = Q yra
toks aibés Q skaidinys, kad kiekvienai aibei B; reiksmé X (w) yra ta pati visiems
w € B; (Zymékime Siq reiksme y; ), tuomet teisingos lygybés (8.3) ir (8.4).

Teiginys 8.2. Tarkime X ir'Y yra paprastieji atsitiktiniar dydZiai, o a,b -realiejt
skaiciai. Tuomet teisinga lybybé

(8.5) E(aX 4+ bY) = aEX + bEY.

Irodymas. Pazymékime atsitiktiniu dydziu X ir Y reikSmiu aibes X = {1, ...,
zn}ir Y ={y1,...,yr}. Tuomet galime rasyti

n k
(8.5A) X(w) = inn&(w), Y(w) = Zyj]IBj (W),
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kur pazyméta
Tad) i By =Y '({y})

Atvaizdis w — aX (w) yra paprastasis atsitiktinis dydis, kuri zymime aX. Aisku,

= i az;ly, (w)
i=1

ir todel
(8.6) ZamP —aZxP ) =aEX.

Nagrinékime atvaizdi Z(w ) =X(w)+Y(w). Jo reikSmeés yra sumos x; + y; ir kai
kuriy sumu reikSmes gali sutapti. Pazymeékime D;; = A; N B;. I8 aibiu lygybes
(8.7) Ai=A;NQ=A4,n(U_B;)=U"_(AnNB;)=U_D;
gauname 4, (w) =1Ip,, (w) + -+ + Ip,, (w) ir todeél i§ (8.5A) isplaukia

k

(8.8) X(w):ixi<ﬂpﬂ(w)+ -+ 1Ip,, (w ) ZszHD”

=1 =1 j=1

Panasia lygybe tenkina ir a.d. Y,

k
(89) Y@ =Y y(In, @)+ +1p, W) = 33wl @

7=11i=1

Is (8.8-9) lygybiu isplaukia (pakeitus dviguboje sumoje (8.9) sumavimo tvarka),

kad k
= Z Z(a@l +y;)Ip,; (w).

i=1 j=1
Pritaike 8.1 teigini, turime

n k
EZ = Z Z(ﬂfz +y;)P(Dij)-

i=1 j=1

Isskaide i dvi sumas, gauname
n k
EZ = x;(P(Dir) + - + P(Dit)) + Y y;(P(Dyj) + - + P(Dyy))-
— =

I8 aibiu lygybés (8.7) isplaukia P(D;1) + --- + P(D;,) = P(A;) ir todél pirmoji
suma yra lygi EX. Panasiai parodome, kad antroji suma lygi EY. Gauname
EZ =EX +EY, ty,

E(X+Y)=EX+EY.
I3 sios lygybes ir (8.6) isplaukia lygybeé (8.5).
Irodymo pabaiga.
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Isvada 8.3. Tarkime X1, Xs ..., XN yra paprastieji atsitiktiniai dydziai. Tuomet
(8.10) EXi+--+Xy)=EX; +---+ EXy.

PVZ 8.2. Nagrinékime Binominj atsitiktini dydi X su skirstiniu P(X = k) =
(Z)pk(l —p)"~*. Sio dydzio vidurkis

EX =S kP(X = k) = Zk(Z>Pk(1 T
k=1 k=0

Pritaikius lygybes

n —1)! n—
k(:):p’“(l—p)”_k—np (n_(k),(;)_ 1),29 1-pnh

n—1\ ,_ e
= np<k_ 1)19’“ 1-p)"h,

gauname
. n — 1 k—1 n— 1 n—1—r —_
EX = an( 1) (1—p) —an( ) (1—p) = np.
Paskutiniame zingsnyje pazyméjome r = k — 1 ir pritaikéme Niutono binomo
formule.

Paprastesnis Sio a.d. vidurkio skaic¢iavimo biidas gaunamas pritaikius 8.3 iSvada.
Prisiminkime, jog binominis a. dydis X skai¢iuoja 1—tu pasirodymo skaiciu per
n pakartotiniu eksperimentu X, X, ..., X,,, kur a. dydis X; Zymi i—jo eksper-
imento rezultata. Taigi, X = X; 4+ --- 4+ X,,. Paprastojo a.d. X; skirstinys yra
PX,=1)=pir P(X;=0)=1—p. Jovidurtkis EX; =1-p+0-(1—p)=p. I8
(8.10) formulés isplaukia lygybés

EX=EX;+ - +X,)=EX;1+---+EX,=p+---+p=np.

Teiginys 8.4. Tarkime, X yra paprastasis atsitiktinis dydis, tuomet atvaizdis w —
| X (w)| yra paprastasis atsitiktinis dydis ir

(8.11) E|X| > |EX].
Irodymas. Pazyméje X reikSmiu aibe {z1,...,x,} ir naudodami uzrasa (8.1),
gauname

w)| = Z\%\M(w)

Is 8.1 teiginio isplaukia E|X| = "1 | |zi|ps, kur p; = P(4;) = P(X = z;). I8

nelygybeés
n n
|Z zipi| < Z |i|ps
i=1 i=1

isplaukia (8.11). [rodymas baigtas.
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Teiginys 8.5. Jei paprastieji a. dydziai X ir'Y tenkina nelygybe X (w) > Y (w)
visiems w, tai EX > EY.
Irodymas. Kadangi X (w)—Y (w) = | X (w)—Y (w)], tai pritaike 8.2 teigini (pirmoje
lygybéje apacioje) ir 8.4 teigini (pirmoje nelygybéje apacioje) gauname,

EX -EY=EX-Y)=E|X-Y|>|E(X-Y)|>0.
Irodymas baigtas.
8.2. Diskreciojo atsitiktinio dydzio matematiné viltis
Diskreciojo atsitiktinio dydzio X reiksmiu aibé X = {x1,z2,...} yra baigtiné
arba skaiti. Kai reikSmiu aibé baigtiné, turime paprastaji atsitiktini dydi. Jo

matematiné viltis apibrézta 8.1 skyrelyje. Cia laikysime, kad X reiksmiu aibé yra
skaiti. Tuomet

(8.12) X(w) =) wila, kor A ={w:X(w)=mz}, i=12,....
=1

Zymésime p; = P(A;) = P(X = ;).
APB 8.2. Sakome, kad a.d. X yra integruojamas, jei eilutée Y, x;p; konver-
guoja absoliuciai, t.y.,
(8.13) Z ]lepl < Q.
i=1
Atsitiktinio dydzio X, tenkinancio salyga (8.13), matematine viltimi (vidurkiu)
vadiname skaiciy

(8.14) EX =) z;p;.
=1

Norédami, kad (8.14) sumos reiksmeé nepriklausytu nuo to kokia tvarka esame
isrikiave aibés X narius, turime pareikalauti, kad konverguotu bet kuri (8.14)
eilutés perstata ir visu eilutés perstatu ribos sutaptu. Tai ekvivalentu absoliutaus
eilutés konvergavimo salygai (8.13), zr. [Kabaila].

Vidurkis EX priklauso tik nuo poru rinkinio {(z, P(X = z)), x € X}, tatiau
nepriklauso nuo to kokia tvarka esame sunumerave X reikSmes (aibés X narius).

Jei (8.13) salyga néra patenkinta, atsitiktinio dydzio X vidurkio apibrézti negal-
ime.

PVZ 8.3. Puasono atsitiktinio dydzio X vidurkis
EX =S kX = k) =S k2 e h S a S Y
=D RP(X =k)=> kore =2} et =2
k=0 k=1 '

Cia keitéme sumavimo indeksa j = k — 1.
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Teorema 8.6. Tarkime X ir Y yra diskretieji atsitiktiniai dydziai, o a,b yra
realus skaicias.

1) Jei X ir'Y yra integruojami, tai diskretusis atsitiktinis dydis Z = aX + bY
yra integruojamas ir EZ = aEX + DEY .

2) Jei X(w) > Y(w) > 0 visiems w € Q ir X yra integruojamas, tai Y taip pat
yra integruojamas ir EX > EY.

3) Jei X yra integruojamas, tai E|X| > |EX].

Toliau irodome teoremos teiginius atskirai.

Teiginys 8.7. Tarkime U2, B; = Q yra aitbés Q skaidinys, B; € F visiems i ir
B, N B; =0 visiems i # j. Atsitiktinis dydis
oo
X(w)=> wil{wen,)
i=1
yra integruojamas tada ir tik tada, kai

(8.15) > il P(Bi) < oo

Siuo atveju

(8.16) EX =) 4P(B).

i=1
Irodymas. Skirtingus sekos {y;} narius surinkime i aibe X = {x1,x2,...} tokiu
budu. Turime z; = w1, x2 yra pirmasis sekos yo,¥s, ... skaicius, kuris skiriasi
nuo skaic¢iaus x; (tarkime xo = y;), x3 yra pirmasis sekos y;11, yito, ... skaicius,

kuris skiriasi nuo z; ir xo, ir t.t. Gauname atsitiktinio dydzio X reiksmiu aibe X.
Pazymékime A; = {w : X(w) = x;}. Tuomet teisinga lygybe

X(w) = iliueay
j=1
Mums reikia jrodyti, kad
(8.17) Y lwilP(4y) <00 e ) |yl P(Bi) < 0.
=1 i=1

Aisku, kad aibé A; yra junginys tu By, kurioms y, = x;. Aibiy rinkinys B =
{B1,Ba, ...} skyla i aibiu grupes B = B; UB3 U ..., kur grupe B; sudaro tos
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aibés By, kurioms y, = x;. Grupés B; narius zymésime Bji, Bja, ..., t.y., B; =
{le, ng, Ce }
Kadangi A; = Up>1Bj, o rinkinio B elementai tarpusavyje nesikerta, tai

P(4;) = 3 P(Byy).

Sios sumos démenu aibé gali biiti baigtiné ar skaiti, nelygu kiek nariu turi aibiu
rinkinys B;.

Irodykime (8.17). Tarkime deSiné eiluté konverguoja, o jos suma zZymeékime b.
Kairiosios eilutés konvergavimui irodyti pakanka nustatyti, jog daliniu sumu seka

n

an =Y _|z;|P(4;)

=1

yra aprézta. Parinkime skaicius n; tokius, kad
2l (P(45) = > P(Byw)) <279,
k=1

Tuomet

j

on =S I (0 PB) + 3k (P — 30 PB).
1 k=1 7j=1

j= - j— k=1

Pirmaja suma sudaro baigtinis skaicius démenu |y;|P(B;) ir todél jos reiksmeé
nevirsija b. Antroji suma nevirsija 27! +2724 ... 427" < 1. Gavome a,, < b+ 1
visiems n. Taigi, seka {a,,} yra aprézta.

Tarkime, kad kairioji (8.17) eiluté konverguoja ir jos suma zymékime a. Desinio-
sios eilutes konvergavimui irodyti pakanka nustatyti, jog daliniu sumu seka

n

by =" lulP(B)

=1

yra aprézta. Sugrupuokime Sios sumos démenis taip, kad i j—ta grupe patektu
tie démenys |y;|P(B;), kuriems y; = z;. Kadangi skirtingu grupiu susidarys ne
daugiau, nei n, gausime

bnziw( > P(Bn)simwmn.

Bi€B;,i<n
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I ¢ia isplaukia nelygybeés b, < a visiems n. Taigi, seka {b,} yra aprézta. (8.17)
irodymas baigtas. IS nelygybiu b,, < a visiems n iSplaukia nelygybé

+oo “+oo
(8.17A) >yl P(B)) <a =) |ui|P(A).
j=1 i=1

Liko irodyti (8.16) lygybe, t.y., lygybe
(8.18) >z P(4;) = uiP(Bi).
j=1 i=1

Pazymékime kaire ir desine suma z* ir y*. Parodysime, kad kiekvienam (mazam)
skaiciui € > 0, |[x* — y*| < 2e. I8 ¢ia isplaukia, kad |x* — y*| =0, t.y., * = y*.
Fiksuokime skaic¢iu ¢ > 0. Kadangi abi (8.18) eilutés konverguoja absoliuciai,
rasime skaic¢iu IV toki, kad

(8.19) Z |IJ|P(A]) < e€.
>N

Nagrinckime atvaizdi ¢ : N — N, kuris apibréztas tokiu budu: y; = z,(;)-
Jis skaiciui j priskiria toki i = ¢(j), kuriam y; = x;. ISskaidome eilute y* =
Z;;OT y; P(Bj) i dvi sumas

V=947 =Y 4len<nPBy), 7= Y yilei)>ny P(B)).
J i

Samprotaudami, kaip ir nelygybés (8.17A) irodyme, gauname nelygybe
Z Yilloy>ny P(By) < Z || P(As).
J i>N

Pasinaudoje (8.19) nelygybe, darome isvada, kad |g| < e. Jei irodytume, kad § =
Ty, kur o3, = Zjvzl x;P(A;), tai i$ nelygybiu (8.19) ir [y| < e iSplauktu norima
nelygybé [z* — y*| < 2e. Lieka jrodyti (8.19A). Kadandgi >_,. ,)—; P(B;) =
P(4;) ir y; = xy(j), tai pazyméje §; = >, o(j)=i y; P(B;) gauname

Irodymas baigtas.
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Teiginys 8.8. Jei diskretusis atsitiktinis dydis X yra integruojamas, tai E|X| >
IEX|.

Irodymas. Jei X reik8més yra z1,z2,..., tai a. dydzio w — | X (w)| reikSmés yra
|z1], |x2],. ... Todél yra teisinga lygybé
o0
X (@) = illwea,
i=1

kur aibés A; yra apibréztos (8.12) formule. Dabar is 8.7 teiginio isplaukia

EIX| =3 [zl P(A)).
i=1

Kadangi 2 x| P(4;) > |Y; :P(A;)], gauname E|X| > [EX].
Irodymas baigtas.

Teiginys 8.9. Tarkime, X ir'Y yra integruojami diskretieji atsitiktiniai dydZias,
0 a,b -realieji skaic¢iai. Tuomet a.d. w — aX (w)+bY (w) yra integruojamas ir yra
teisinga lygybé

(8.21) E(aX +bY) = aEX + bEY.

Irodymas. Pazymékime atsitiktiniu dydziu X ir YV reik8miu aibes X = {z1, 2o,
. bir Y ={y1,y2,...}. Tuomet galime rasyti

(8.22) X(w) = Z zilla, (W), Y(w) = Z yils, (W),

kur pazyméta
Ai=X""{z:}) it By =Y '({y;}).

Atvaizdis w — aX (w) yra diskretusis atsitiktinis dydis, kuri Zzymime aX. Aigku,
oo
aX(w) = Z ax;la,; (w).
i=1

Kadangi eilutés ) . z; P(A;) ir ), ax; P(A;) konverguoja ir diverguoja kartu, tai
is salygos E|X| < oo isplaukia E|aX| < oo ir turime lygybe

(8.23) E(aX) = iaxiP(Ai) = aixiP(Ai) =aoEX.
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Nagrinékime atvaizdi Z(w) = X (w) + Y (w). I8 (8.22) isplaukia lygybée
Z(w):xi‘f’yj, WEDij, kur DijZAiﬂBj,

Is 8.7 teiginio iSplauktu, kad Z yra integruojamas, jei skaicios aibés
{lx; + y;|P(Dij), i,j > 1} nariu suma butu baigtiné. Aisku, pakanka jrodyti, kad
skai¢ios aibés B = {b;; = (|z;| + |y;|)P(Dij), ¢,7 > 1} nariy suma yra baigtiné.
Kadangi visi nariai teigiami, tai sumos reiksmeé (ir faktas, kad suma baigtiné)
nepriklauso nuo pasirinktos sumavimo tvarkos. Mes irodysime, kad seka

hy = ZZ(!%! + |y; 1) P(D;j)

yra aprézta. Kadangi ji monotoniskai didéja, tai i§ apréztumo iSplauks ir ribos
egzistavimas. Kiekvienam n turime

= 3 il (30 P0) + 2 s (Y- P(Di)
<Y @l P(A) + ) Lyl P(B)) < a+b,
i=1 j=1

kur skaiciai a = 3777, |i|P(A;) iv b= 3777 |y;|P(B;). Taigi, aibés B nariu suma
baigtiné ir todél a. d. Z yra integruojamas.
Irodome (8.21) lygybe. Pakanka irodyti, kad

(8.24) EZ = EX + EY,

nes (8.21) lygybe lengvai gauname is (8.23) ir (8.24) lygybiu.

Irodykime (8.24). IS 8.7 teiginio iSplaukia, kad integruojamo atsitiktinio dydzio Z
vidurkis yra skaic¢ios aibés D = {d;; = (z; +y;)P(D;;), 1,7 > 1} nariy suma ir sios
sumos reikSmeé nepriklauso nuo pasirinktos sumavimo tvarkos. Miisu pasirinkta
sumavimo tvarka idrikiuoja aibés D narius abieju indeksu didéjimo tvarka (imame
"auganti” staciakampi i,j <n, kurn=1,2,...),

di1, di2,do1,d22, di3,d2s,ds3,ds1,ds2, dig,....

Tuomet skaicius EZ yra sekos
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riba. Irodysime, kad kiekvienam (mazam) skai¢iui € > 0 galime rasti N toki, kad
(8.25) 2t — (BEX +EY)| <3, ki n>N.

Fiksuokime £ > 0. Jau zinome, kad kad aibés B elementu suma (pazymékime ja
S) yra baigtiné. Todél atsiras skaic¢ius M; toks, kad kai n > M,

(8.26) 0<S— > by<e.
1,J<n
Kadangi X ir Y integruojami, tai atsiras Ms toks, kad kai n > M,

(8.27) e, —EX|<e ir |y, —EY|<e.

Cia . .
vp =Y mP(A),  yn=)Y yP(By).
i=1 =1

Pasirinkime N = max{M;j, M5} ir nagrinékime skirtuma, kai n > N,

(@ +up) —2n=>_ Y xP(Dij)+ > Y y;P(Dyj).

i=1j>n j=1li>n

Pritaike (8.26) nelygybe, gauname, kad desinéje puséje esanc¢iu sumu absoliutinis
didumas nevirsija

Z Z 2| P(Dij) + ZZ ly;|P(D;;) < e.

i=1 j>n j=1i>n

Todél
|z, — (2, +yp)| <&

Galop pritaike (8.27) nelygybe, gauname (8.25) nelygybe. I3 ¢ia iSplaukia (8.24).
Irodymas baigtas.

Teiginys 8.10. Jei diskretieji atsitiktiniai dyziai X,Y yra integruojami, ir X (w)
> Y(w), tai EX > EY.

Irodymas. Kadangi X (w)—Y (w) = | X (w)—Y (w)], tai pritaike 8.9 teigini (pirmoje
lygybéje apacioje) ir 8.8 teigini (pirmoje nelygybéje apacioje) gauname,

EX-EY =E(XX-Y)=E[X-Y|>|E(X -Y)|>0.

Irodymas baigtas.
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Teiginys 8.11. Tarkime, X,Y yra diskretieji atsitiktiniai dydziai tokie, kad
(8.28) X(w)>Y(w) >0, w € Q.

Jet X yra integruojamas, tai ir'Y yra integruojamas.

Irodymas. Naudosime zyméjima (8.22). Tuomet kiekvienai indeksu porai i,
turime

X(w) =z ir Y(w) =y;, kai w e A;NB;.

Kadangi a.d. X integruojamas, i$ 8.7 teiginio isplaukia, kad skai¢iu aibés {z; x
P(A; N Bj),i,j =1,2,...} nariu suma yra baigtiné. I§ (8.28) isplaukia nelygybés
T; X P(z‘lZ N BJ) > Y; X P(A@ N BJ> Talgl ir aibés {yj X P(AZ N Bj),i,j =
1,2,...} nariu suma yra baigtiné. Pasiréme 8.7 teiginiu darome isvada, kad Y
yra integruojamas.
Irodymo pabaiga.

8.3. Atsitiktinio dydzio vidurkis.

Tarsime, kad visi Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erd-
véje (92, F, P).

Bet kuriam a.d. X sukonstruosime diskretuji atsitiktini dydi X. toki, kad

(8.29) X(w) < X (w) < X(w) +¢, visiems w € €.
Isskaidome realiuju skaiciu aibe i € ilgio intervalus
R = Upezln, I, = ((n—1)e, nel.

Cia Z = {0,+1,+2,...} zymi sveikuju skai¢iy aibe. Apibréziame

(8.30) Xe(w) =Y nelppen,y,  An=X"'(I,) ={w: X(w) € IL,}.

Aisku, kad (8.29) nelygybeés yra patenkintos.

APB 8.3. Sakome, kad atsitiktiniu dydziu seka {X,,} tolygiai konverguoja i a.d.
X, jei kiekvienam e > 0 galima rasti toki (dideli) skai¢iu N, kad visiems n > N

(8.31) I X(w) — Xp(w)] <e visiems w € €.
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Teorema 8.12. Tarkime, {X,,} ir {Y,} yra integruojamy diskreciyju a.d. sekos,
tolygiai konverguojancios i a.d. X. Tuomet skaiciy sekos {EX,} ir {EY,} kon-
verguoja ir jy ribos sutampa.

Irodymas. 18 (8.31) isplaukia, kad kiekvienam e > 0 atsiras toks N, kad visiems
n,m > N turime

| Xn(w) = X (w)] < | Xp(w) — X(w)| + | X (w) — Xin(w)| < 26, Yw € Q.
Is 8.6 Teoremos 1) ir 3) teiginiu isplaukia nelygybés
IEX, — EX,| = |E(X, — Xpn)| < E|Xp, — Xon| < 2.

Gauname, kad {EX,, } yra Kosi seka ir todél konverguoja. Tas pats samprotavimas
tinka ir sekai {EY,, }.

Is (8.31) isplaukia, kad kiekvienam € > 0 atsiras toks N, kad visiems n,m > N
turime

| Xn(w) =Y, (w)] <[ Xp(w) = X(w)| 4+ [ X(w) — Yn(w)] < 26, Yw € Q.
Is 8.6 Teoremos 1) ir 3) teiginiu isplaukia nelygybeés
IEX, — EY,| = [E(X, — Y,,)| < E|X,, — Y,| < 2.

Darome isvada, kad seku {EX, } ir {EY,,} ribos sutampa.

Irodymas baigtas.

APB 8.4. Sakome, kad a.d. X yra integruojamas, jei egzistuoja diskreciuju
integruojamu a.d. seka {X,}, kuri tolygiai konverguoja i X. Integruojamo a.d.
X vidurkiu (matematine viltimi) vadiname sekos {EX,,} riba. Vidurki zZymime

EX — /X(w)P(dw).

Pastaba. 1. Kiekvienai mazéjanciai skaiciu sekai €, | 0 diskreciuyju atsitiktiniu
dydziu seka {X., }, apibrézta formule (8.30) tolygiai konverguoja i a.d. X. Taciau
ne kiekvienam a.d. X sekos nariai X, bus integruojami.

2. Diskreciajam a. d. X vidurki esame apibréze anksciau. Pritaike jam naujaji
apibrézima, gauname ta pati skaiciu EX =) . z; P(X = ;).

Teiginys 8.13. Atsitiktinis dydis X yra integruojamas tada ir tik tada, kai a. d.
| X| yra integruojamas.

Ta fakta, kad a.d. X yra integruojamas, zymime E|X| < occ.
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Irodymas. Jei a.d. X yra integruojamas, tai atsiras diskreciyju integruojamu
a.d. seka {X,} tenkinanti (8.31). Diskretieji a.d. w — |X,(w)| taip pat yra
integruojami, o i§ nelygybiu (8.31) ir

|1 X ()] = 1 X (@)]] < [Xn(w) = X(w)]

isplaukia, kad seka {|X,|} tolygiai konverguoja i |X|. Taigi, remiantis APB 8.4,
a.d. | X| yra integruojamas.

Jei a.d. |X]| yra integruojamas, tai atsiras diskreciuju integruojamu a.d. seka
{Y,.}, kuri tolygiai konverguoja i |X|. Uzrasykime X(w) = |X(w)|I*(w), kur

[*(w) = 1, kai X(w) > 0 ir kur I*(w) = —1, kai X(w) < 0. Diskretieji a.d.
X,, = Y,I* yra integruojami (nes Y, integruojami) visiems n = 1,2,.... Be to, i8
tapatybeés

X(w) = Xn(w) = (|X ()| = Y ())I"(w)

isplaukia nelygybé |X (w) — X, (w)| < || X (w)| — Y (w)|. I8 Sios nelygybés darome
isvada, kad seka {X,,} tolygiai konverguoja i X.
Irodymas baigtas.

Teorema 8.14. Tarkime, X irY yra integruojamsi atsitiktiniai dydZiai, apibrézti
(Q,F,P).

1) Tarkime, a,b € R. Tuomet atsitiktinis dydis Z = aX + bY yra integruojamas
ir EZ =aEX + bEY .

2) Tarkime X (w) <Y (w) visiems w € Q. Tuomet EX <EY.

3) Teisinga nelygybé |[EX| < E|X]|.

4) Tarkime a.d. T tenkina nelygybe |T(w)| < | X (w)| visiems w € Q. Tuomet T
yra integruojamas.

Irodymas. Teiginys yra teisingas diskretiesiems dydziams, zr. 8.6 teorema.
Kadangi bet kuriu a.d. X,Y,Z vidurkiu reikSmés yra atitinkamu diskreciuju
atsitiktiniu dydziu vidurkiu seku ribos, tai peréje 8.6 teoremos teiginiuose prie
atitinkamu diskreciyju atsitiktiniu dydziu vidurkiu seku ribu, gausime teiginius
1)-4).

Teiginys 8.15. Tarkime, kad X yra integruojamas a.d., o aibé B € F turi
tikimybe P(B) = 1. Tuomet atsitiktinis dydis w — X (w)l{,epy yra integruojamas
1w EXIg =EX.

Irodymas. Pritaike 8.14 teiginio 4) punkta, is nelygybés [ X (w)lj,epy| < [X(w)]
darome isvada, kad atsitiktinis dydis w — X (w)lt,ep) yra integruojamas. Tuomet
integruojamas ir atsitiktinis dydis Z = X — Xl . Sudarome diskrec¢iuju a.d. seka
Ze, suey | 0, kuri tolygiai konverguoja i Z, zr. (8.30). Kadangi P(Z = 0) = 1, tai
visos tikimybeés Py, := P(e,(k—1) < Z < e,k) lygios 0, kai k # 0 ir Py = 1. Todél
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EZ. = 0 visiems n. I§ vidurkio apibrézimo isplaukia lygybé EZ = 0. Gavome
0=E(X — Xlp) =EX — EXIp. Taigi, EXIp = EX.
Irodymas baigtas.

Pastaba. Tarkime, X yra integruojamas atsitiktinis dydis.
1. Nagrinékime diskretuji a.d. X, apibrézta (8.30) formule. Kadangi |X.(w)| <
| X (w)|+¢, 0a.d. X+e yraintegruojamas, tai X, taip pat integruojamas. Turime

(8.32) EX. =) ckP(e(k—1) < X <ek) =Y ek (Fx(ck) — Fx(e(k — 1)))
kez kEZ
Desinéje puséje esancios sumos riba, kai € | 0, yra zymima
+oo
/ xdFx ().

Eme seka e, | 0, gausime diskreciuju a.d. seka {X., }, kuri tolygiai konverguoja i
X. Todél is APB 8.4 isplaukia lygybé

+oo
EX = / xdFx ().

2. Jei pasiskirtymo funkcija Fx yra absoliuciai tolydzioji, o f yra jos tankio

funkcija, tai
ek

Fy(ek) — Fx(e(k — 1)) = / F(z)da.

e(k—1)

Siuo atveju desiniosios (8.32) pusés riba yra fj;o xf(z)dz. Taigi,

EX = /+00 xdFx(z) = /+°0 xf(z)dx.

Jei a.d. X pasiskirstymo funkcija Fx yra absoliuc¢iai tolydziosios pasiskirstymo
funkcijos F'4 ir diskreciosios pasiskirstymo funkcijos Fp miSinys, t.y., atsiras ne-
neigiami skai¢iai p4 ir pp, tenkinantys lygybe pa + pp = 1 tokie, kad

(8.33) Fx(x) = paFa(z) +ppFp(x),

tai

+o0 +oo +oo
EX :/ xdFx (x) :pA/ xdF4(x) -l—pD/ xdFp(x)

— 00 — 00 — 00

+oo
=pa / zfa(z)ds +pp > ;.

— 0

+oo
:pA/ wfa(@)de + Y wip;.
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Cia f4 yra pasiskirstymo funkcijos F4 tankio funkcija, o skai¢iai p¥ = Pp({z;}) yra
tikimybeés, kurias realiosios tiesés taskams {x;} priskiria diskreciaja pasiskirstymo
funkcija Fp atitinkantis tikimybinis matas (ji zymime) Pp. Be to,

pi = P(X =) = Fx(2:) = lizn P (2 = t) = ppp;.

3. Jei g : R — R yra tokia Borelio funkcija, kad a.d. w — ¢g(X(w)) (ji zymime
+oo

g(X)) yra integruojamas, tai Eg(X) = [~ g(x)dFx () ir, jei Fx tenkina (8.33)
lygybe,
+oo

Eg(X) = pa /

— 00

g(x)fa(z)dz + pp Zg(%‘)ﬁ
. i
= pa / 9(@) fa@)dz + Y glai)p

Siu faktu griezta irodyma galima rasti [Kubilius], [Dudley].
PVZ 8.4 Standartinio normaliojo a. dydzio X vidurkis

+o0 +o0 0

EX:/ T ! e_mz/zdxz/ T 1 e_w2/2d'£+/ T ! e 2y
oo 0
—+o0

V2T V2T oo 2T
400
1 2 1 2
= - /2 — e T /2 =
/0 T NeT e dx ; x N e dr = 0.

Eksponentinio a. dydzio X vidurkis

400 00
EX = / ze fdr =—e “(1+2x)] =1.
0 0

9. Atsitiktinio dydzio momentai. Dispersija.

Jei kas paklaustu kiek zmogus uzdirba Lietuvoje, tikriausiai atsakymui pateik-
tume vidutinio uzdarbio dydi. Suprantama, kad toks atsakymas nedaug pasako
apie galimus uzdarbius, kurie yra labai skirtingi ir priklauso nuo daugelio dalyku
(specialybés, issilavinimo, amziaus, regiono ir t.t.). Panasiai, norédami vienu
skaiciumi aprasyti atsitiktinio dydzio X reikSmes, galime naudoti vidurki EX.
Kokia charakteristika galétu aprasyti atsitiktinio dydzio reikSmiu iSsibarstyma
apie vidurki? Kokia charakteristika galétu aprasyti reikSmiu asimetrija? Patogts
parametrai yra atsitiktinio dydzio momentai, kuriuos apibréesime Siame skyrelyje.
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Tarsime, kad ¢ia nagrinéjami atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erd-
véje (Q, F, P).

Kadangi atvaizdis x — 2™ yra Borelio funkcija, tai atsitiktinio dydzio X laipsnis
w — X" (w) taip pat yra atsitiktinis dydis, ir galima nagrinéti jo vidurki.

APB 9.1 Jei atsitiktinis dydis w — X™(w) yra integruojamas (ta fakta zymime
E|X|" < o0), tai jo vidurki EX"™ vadiname a.dydzio X n—tos eilés momentu.
Skaiciu E(X — EX)” vadiname n—tos eilés centriniu momentu. Vidurki E(X —
EX)? vadiname atsitiktinio dydzio X dispersija ir Zymime DX.

Atsitiktinio dydzio dispersija yra patogus jo reikSmiu iSsibarstymo apie vidurki
EX matas. 9.3 teorema teigia, kad DX = 0 tada ir tik tada, kai atsitiktinis dydis
X igyja tik viena reiksme C' = EX, t.y.,, P(X =C) = 1.

Vidurkis E(X —EX)? yra interpretuojamas, kaip a. dydzio X asimetrijos matas.
Simetriniams a. dydziams §io centrinio momento reiksmeé yra 0.

Teorema 9.1 (Markovo nelygybé). Tarkime, kad Y yra integruojamas atsi-
tiktinis dydis, o skaicius A > 0. Tuomet teisinga nelygybé

(9.1) P(lY| > A) < AT'E|Y]|.

Irodymas. Nagrinekime atsitiktinius dydzius
X(w) =L y@)zay,  Zw) =AY (W)X (w).
Nesunku matyti, kad visiems w € €2 yra teisingos nelygybé
ATHY (W)] = Z(w) > X (w).
Todél is 8.14 teoremos iSplaukia nelygybés
(9.2) E(A7'|Y|) > EZ > EX.

Kadangi EX = P(|Y| > A), i8 (9.2) nelygybiu gauname (9.1).
Irodymas baigtas.

Teorema 9.2 (Cebyéevo nelygybé). Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis ir
EX? < co. Tuomet bet kuriam skaiciui C > 0 teisinga nelygybé

(9.3) P(|X —EX|>C) < C?DX.

Irodymas. Kadangi P(|X — EX| > C) = P(|X — EX|? > C?), tai nelygybe
(9.3) gauname pritaike Markovo nelygybe atsitiktiniam dydziui ¥ = (X — EX)2.
Irodymas baigtas.
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Teorema 9.3. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis ir EX? < oco. Tuomet
teisingi tokie teiginiai.

(i) DX = EX? — (EX)2.

(ii) Bet kuriam skaiciui c € R teisinga lygybé D(cX) = c*DX.

(111) Bet kuriam skaiciui ¢ € R teisinga lygybé D(X +¢) = DX.

(iv) Jei atsiras toks skaicius ¢ € R, kad buty teisinga lygybé P(X = c¢) = 1, tai
DX =0.

(v) Jei DX =0, tai P(X =c¢) =1, kur c = EX.

Irodymas. Pazymékime EX = a.
(i) isplaukia is lygybiu

DX =E(X —a)? =E(X? — 2aX +d%) = EX? — E2aX + Ed”
=EX® - 2aEX +a® = EX? - 2d° + o* = EX? — d”.
(ii) isplaukia i3 (i) ir lygybiu E(cX)? = 2EX? ir EcX = cEX.
(iii) isplaukia i lygybiu
D(X +¢) =E((X +¢) - E(X +¢))* = E(X — EX)2.
(iv) Jei P(X =¢) =1 tai P(X? =¢?) =11ir todél EX = cir EX? = 2. I3 (i)
turime DX = ¢? — ¢2 = 0.
(v) Irodysime, kad P(X # a) = 0. Kadangi P(X # a) = P(X € R\ {a}), ir
R\ {a} =Us2,A4,, kur Ay =R\[a—n"ta+n7], n=12,...

yra monotoniné aibiu seka, tai, pritaike 3.2. teorema skirstiniui Px, gauname

(9.4) lim P(X € A,) = P(R\ {a}).

Is Cebysevo nelygybés
P(X €A, =P(X —al>n"1) <n?*DX =0.

Todél (9.4) riba lygi 0.
Irodymas baigtas.

APB 9.2. Tarkime, X ir Y yra atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimybinéje
erdvéje (Q,F, P). Atsitiktinio dydzio w — (X (w) — EX)(Y(w) — EY') vidurki
E(X — EX)(Y — EY) vadiname atsitiktiniu dydziu X ir Y kovariacija. Zymime
cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).
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Teiginys 9.4. Teisingos lygybés
(1) cov(X,Y)=EXY —EX EY,
(1)) D(X+Y)=DX+2 cov(X,Y)+ DY.
Irodymas. Pazymékime a = EX ir b = EY.
(i) isplaukia i§ lygybiu
E(X —a)(Y =0 =E(XY —aY —bX +ab) = EXY —aEY — bEX + ab
=EXY —ab—ba+ ab=EXY — ab.
(ii) iSplaukia i lygybiu
2 2
DX +Y) = E(X LY —E(X +Y)> - E((X —EX)+ (Y - EY))

- E((X _EX)?+2(X —EX)(Y —EY) + (Y — EY)Q)
= DX + 2cov(X,Y) + DY.
Irodymas baigtas.

APB. 9.3. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X ir Y turi teigiamas dispersijas.
Santyki

cov(X,Y)

vDX DY

vadiname atsitiktiniu dydziu X ir Y koreliacijos koeficientu.

p(X,Y) =

Koreliacijos koeficientas naudojamas kaip dydziu (statistinés) priklausomybeés
matas. Sakoma, kad du atsitiktiniai dydziai yra priklausomi, jei ju reikSmés
susije. Pvz. metame kauliuka ir fiksuojame du parametrus: atsitiktinis dydis
X zymi atsivertusiu akuciu skaiciu; atsitiktinis dydis Y = 1, kai atsivertusiu
akuciu skaicius lyginis, ir Y = 0 kai atsivertusiu akuciu skaic¢ius nelyginis. Siu
atsitiktiniu dydziu reiksmés yra susije. Nesunkiai randame koreliacijos koeficienta
p(X,Y) =~ 0.293.

Galima jrodyti, zr. Kogi-Svarco nelygybe zemiau, kad |p(X,Y)| < 1. Didesnés
koreliacijos koeficiento reikSmeés atspindi stipresne atsitiktiniu dydziu reikSmiu
priklausomybe.

PVZ 9.1. Puasono atsitiktinio dydzio X su skirstiniu P(\) dispersija. Pradzioje
suskai¢iuosime antra momenta

k
EX?=) KFP(X=k=>)_ kz2%6_)‘

k>0 k>1
~ Mo N\ XA
:=,Xj£:(]-+-1)3Te ::'injjj§Te +mkj£:-3Te
>0 Jj>0 J=20

= ANEX+X-1=)\+\
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Cia atlikome kintamuju keitima k = j 4 1 ir véliau pritaikéme jau irodyta lygybe
EX = \. Dabar nesunkiai randame dispersija DX = EX? — (EX)? = \.

PVZ 9.2. Standartinio normaliojo dydzio antrasis momentas ir dispersija. Pa-

zymeéje standartinio normaliojo skirstinio tanki p(u) = %6_“2/ 2. galime rasyti

27

2 e 2 (u) 1 e 2/2
EX :/ up(u)du = — u-ue " 2du
— 00 V 27T /;oo

-1 2 o]0 1 too
_ —u /2‘ / —u“/2
= ue + —= e du

V2T —co 2T J_so
=0+1=1.

Dabar nesunkiai randame DX = EX? — (EX)?=1-0% — 1.

Pratimas. Tarkime, X yra standartinis normalusis a.d. Raskite atsitiktinio
dydzio Y = aX + b vidurki ir dispersija. Raskite eksponentinio atsitiktinio dydzio
Y dispersija DY ir momentus EY* k=1,2,....

Pastaba. Tarkime, kad X ir Y yra atsitiktiniai dydziai, o teigiami skaiciai p, q
tenkina lygybe ]l? + % =1.
(i) Jei EX? < oo ir EY? < o0, tai teisinga Kodi-Svarco nelygybé
E|XY| < (EX?)2(EY?)'/2,
(ii) Jei E|X|P < oo ir E|Y|? < 00, tai teisinga Hiolderio nelygybeé

E[XY]| < (E|X[")"/?(E[Y]7)"/1.

Irodyma galima rasti [Dudley].

10. Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
Laikysime, kad Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erdveéje
(Q,F,P).

APB 10.1. Atsitiktiniai dydziai X ir Y yra vadinami nepriklausomais, jei bet
kurioms Borelio aibéms A, B € B(R) ivykiai X }(4) = {w : X(w) € A} ir
X YB)={w: Y(w) € B} yra nepriklausomi, t.y.

P(X~HA)NY~(B)) = P(X~1(A))P(Y(B)).
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Ta pacia lygybe galime uzrasyti taip
(10.1) P(XeA YeB)=P(X e AP(Y € B).

Pastaba 1. Tarkime, kad X ir Y yra diskretieji atsitiktiniai dydziai, o {x1,x2, ...}
ir {y1,y2, ...} zymi ju reikdmiu aibes. Tuomet (10.1) lygybé yra teisinga visoms
Borelio aibéms A, B tada ir tik tada, kai visoms poroms (z;,y;) yra teisinga lygybé

(10.2) P(X =, Y = y;) = P(X = 2)P(Y = y).

Pratimas: irodykite 1 pastabos teigini.

Pastaba 2. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi a. d., o f,g : R — R yra Borelio
funkcijos. Tuomet atsitiktiniai dydziai f(X) ir g(Y) yra nepriklausomi.
Irodymas.
P(f(X) €A, g(Y)eB)=P(X € f(A), Y €g7(B))
P(X e f™ (A))P(Y € g (B))
P(f(X) e A)P(g(Y) € B).

PVZ 10.1. Du kartus metame kauliuka. Pirmojo metimo akuciu skai¢iu zymime
X, o antrojo metimo akuéiu skai¢iu zymime Y. Kadangi bet kuriai porai (i,j) €
{1,...,6} x{1,...,6} turime

P(X:i,Y:j):%Zé%—P(X )PY =j),
(10.

tai atsitiktiniai dydziai X ir Y tenkina 2) lygybe. Taigi, X ir Y yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai.

APB 10.1 (tesinys). Atsitiktinius dydzius X;,..., X (apibréztus (2, F, P))
vadiname nepriklausomais, jei bet kuriam Borelio aibiu rinkiniui By, Bs, ..., Bi €
B(R) ivykiai X; '(B1),..., X, ' (Bx) yra nepriklausomi.

PVZ 10.2. Nagrinékime tikimybine erdve (92, F,P), kur © = [0,1), aibiu
o—algebra F sudaro tos Borelio aibés, kurios yra intervalo [0, 1) poaibiai. Tikimy-
binis matas P yra Lebego matas, t.y., matas, kuris intervalams [a,b] C [0,1)
priskiria tikimybes P([a,b]) = b — a.

Apibréziame atsitiktinius dydzius X; : [0,1) — R tokiu budu

X1(w) = [ia-1<pcty,
Xg(w) = H{272§w<271} + H{271+272§w<1},
Xg(a)) = H{2*3§w<2*2} + H{2*2+2*3§w<2*1}

+ Lio-140-3<0u<o-142-2) + Lpo-1410-240-3<0 <1}
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Nesunku patikrinti (tebus tai pratimas), kad atsitiktiniai dydziai X;, Xo, X5 yra
nepriklausomi.

PIESINYS

APB 10.1 (tesinys). Nagrinékime atsitiktiniu dydziu (apibréztu tikimybinéje
erdvéje (Q, F, P)) rinkini {X,, A € A}. Cia A yra indeksu aibé. Jei bet kuriam
baigtiniam indeksu rinkiniui A1, ..., A\ € A atsitiktiniai dydziai Xy,,..., X\, yra
nepriklausomi, tai { X, A € A} vadiname nepriklausomu ivykiu rinkiniu (sistema).

PVZ 10.2 (tesinys). Fiksave w € [0,1) nagrinékime $io skaiciaus dvejetaini
skleidini:

(10.3) w=212" 4+ 2927 43273 4

kur skaiciai x; € {0, 1} yra dvejetainio skleidinio koeficientai. Nesunku matyti, kad
r1 = X1(w), 2 = Xo(w), 23 = X3(w). Dabar matome, kaip galétume apibrézti at-
vaizdzius w — X, (w), kain =4,5,6,.... X, (w) yra skai¢iaus w dvejetainio sklei-
dinio koeficientas prie dvejeto laipsnio 27". Galima irodyti, kad gauta atsitiktiniu
dydziu seka {X7, X9, X3,...} sudaro nepriklausomu atsitiktiniu dydziu rinkini.
Tai Bernulio atsitiktiniai dydziai su tikimybémis P(X; = 1) = P(X; = 0) =2~%

PVZ 10.3. Tarkime e€q,¢5,... yra nepriklausomu Bernulio atsitiktiniu dydziu
seka ir kiekvienam i tikimybés P(e; = 1) = p ir P(¢; = 0) = 1 — p. Tarsime,
kad sie atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erdvéje (2, F, P). Fiksave
elementaruji ivyki w € €, nagrinékime skai¢iu seka e;(w),e2(w),.... Sios sekos
nariai yra aibés {0,1} elementai. Nuliu skai¢iu sekos pradzioje, iki pirma karta
pasirodant vienetukui, zymékime Y (w). Jei

e1(w) =0, e2(w)=0, e3(w)=1, e4(w)=0,...,

tal Y(w) = 2. Jei e1(w) = 1,e5(w) =0, ..., tai Y(w) = 0. Gauname atsitiktini
dydi Y, kuris igyja reikSmes 0,1,2,.... Jo skirstinys

P(Y =0)=P(e1 =1) =p,
1 (e1=0,e2=1)=p(1 —p),..
P(Y=k)=P(e1=0,...,6, =0, epp1 = 1) =p(1 —p)*,....

I
o)

Atsitiktini dydi Y su skirstiniu P(Y = k) = p(1 — p)*, k = 0,1,2,..., vadiname
geometriniu. Pratimas: rasti geometrinio atsitiktinio dydzio vidurki ir dispersija.
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Teorema 10.1. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi integruojami atsitiktiniaz
dydziai (apibrézti tikimybinéje erdvéje (Q, F, P)). Tuomet atsitiktinis dydis Z(w)
= X(w)Y (w) yra integruojamas ir

(10.4) EZ = EX EY.

Irodymas. Pradzioje teorema irodysime diskretiesiems atsitiktiniams dydziams
X ir Y. Juos galime uzrasyti taip

X(w) = Zmiﬂ{weAi}a Y(w) = Zyj]l{wij}a
i J

kur {z;} yra skirtingu a.d. X reikdmiu seka, o {y;} yra skirtingu a.d. Y reiksmiu
seka ir

A ={w: X(w) =1z}, Bj={w: Y(w)=y,}
Kadangi E|X| < oo ir EY| < oo, tai sumos ), |z;|P(A;) ir > y;|P(B;), jei tik

jos turi begalinj skaic¢iu nariy, konverguoja, t.y.,

(10.5) Z 2] P(A;) < o0, Z lyj| P(B;) < oc.

Is c¢ia iSplaukia, kad skaiciu |z;y;|P(A4;)P(B;), kur 4,j = 1,2,..., suma yra
baigtine, t.y.

%

(10.6) D2 [y P(Ai) P(By) < oo

Norédami irodyti (10.6), nagrinékime sandauga

>l P(A) x Y sl P(By) = (Il P(4) x Y lu| P(B)))

? J

J

= 33" (Il PCA) X Iyl P(By).

Cia pasinaudojome tuo faktu, kad >°, ca; = ¢, a;. Tokiu budu (10.6) isplaukia
i5 (10.5).

Kadangi atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi, tai P(X = x;, Y =y;) =
P(X =z;)P(Y =yj), arba

(10.7) P(A; N B;) = P(A;)P(B;).



78

Todél is (10.6) isplaukia, kad skaiciu |z;y,;|P(A; N B;), kur 4,5 = 1,2,..., suma
yra baigtine, t.y.,

Atsitiktini dydi Z galime uzraSyti tokiu budu

(10.9) Z(w) = Z Z riYiliwea;n;y-
)

Pritaike 8.7 teigini ir pasiréme nelygybe (10.8) darome iSvada, kad a.d. Z yra
integruojamas. IS 8.7 teiginio taip pat iSplaukia, kad atsitiktinio dydzio Z vidurkis

yra
iog

Pritaike (10.7) gauname

EZ = Z inyjP(Ai)P(Bj) = Z(%P(Ai) X ZyjP(Bj)>

- (Z xiP(AO) X (Z yjP(Bj)> — EX EY.

Lieka jrodyti teorema atsisakius prielaidos, kad X ir Y yra diskretieji a.dydziai.
Pateiksime tik irodymo schema. Siuo atveju konstruojame diskreciuosius a.d. X,
ir Yz, zr. (8.30). Kadangi visiems w € € yra teisingos nelygybeés

(10.10) | X (w) — X(w)] < ¢, Yo(w) =Y (w)| < e,

tai | Xc| < |X| + € ir todél E|X.| < oo. PanaSiai gauname, kad E|Y.| < oc.
Nesunku patikrinti, kad atsitiktiniai dydziai X, ir Y. yra nepriklausomi. Kadangi
tai diskretieji a. dydziai, tai jiems 10.1 teorema jau irodyta. Taigi

(10.10) E|X.Y./<oc ir EX.Y.=EX.EY..

Pasirinkime seka €, | 0. Tuomet X, (w) — X(w) ir Y;, (w) — Y (w) konverguoja
tolygiai. IS ¢ia gauname, kai n — oo,

(10.11) X, (WY, (w) = X(w)Y (w)

visiems w € Q. Peréje prie ribos (10.10), kai n — oo ir € = ¢, gauname E|XY| <
o ir EXY = EXEY.

Pastaba. Siame zingsnyje mums reiktu pareikalauti tolygiojo diskreciuju atsitikti-
niy dydziu sekos { X, -Y;, } konvergavimo (10.11), zr. APB 8.4. Tokio reikalavimo
galima iSvengti, jei iS anksto pakeiciame X ir YV dydziais X4 = Xljx<ay ir
YA = Y]I{‘y|<A} ir irodome EXAYA = EXAEYA visiems A > 0.

Irodymas baigtas.
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Teiginys 10.2. Tarkime, X iur'Y yra nepriklausomi integruojami a.d. Tuomet

(10.12) cov(X,Y) =0.

Irodymas. Kadangi EXY = EXEY, tai

cov(X,Y)=EXY — EXEY = 0.

Teiginys 10.3. Tarkime, kad X1,..., X, yra nepriklausomi a.d. ir EX? < oo
visiems 1 = 1,...,n. Tuomet teisinga lygybé

(10.13) D(X1+ -+ X,) = DX, +--- + DX,,.

Irodymas. Teisingos lygybes

le (Z(XZ- - EXi)>2

:E(Z(Xi—EX +2 ) (X; - EX;) (Xj—EXj))

=1 1<i<j<n

_ jmxi ~EX)*+2 Y E(Xi— BX)(X; - BX))

1<i<j<n

_ZDX +2 Z cov(X;, X;).

1<i<j<n

Istate lygybe, kuri isplaukia i 10.2 teiginio, cov(X;, X;) = 0, gauname (10.13).

11. Salyginis vidurkis.

PVZ 11.1. Tvenkinyje auga karpiai. Yra zinoma, kad turétu btti 1000 trimeciu,
600 keturmeciu ir 800 penkiameciu zuvu. Mus domina koks yra tvenkinio gyvos
zuvies bendras svoris. Jei zinotume koks yra zuvies vidutinis svoris m, tai ieSkoma-
sis skaicius butu 2400 m. Kaip rasti svorio vidurki m? Atsitiktiniai parinke zuvi w
(taip, kad visos zuvys i§ Q = {w1, ..., wa400} turétu vienodus Sansus buti parink-
tos), jos svori pazymékime X (w). Tai atsitiktinis dydis ir m = EX. Tarkime, kad
turime patikimus duomenis apie trimeciu zuvu svorio vidurki ms, keturmeciu zuvu
svorio vidurki my ir penkiameéiu zuvu svorio vidurki ms (tai gali buti ankstesniu
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tyrimu duomenys, paremti sunaudotu pasaru kiekiu ir kt.). Tuomet galétume
rasyti
1000 m3 + 600 m4 + 800ms . 1000 N 600 n 800

2400 ~ ™359400 " "*2400 T """ 2400
Skaicius m; atitinka vidurkine svorio reikSme zuvu aibeés €2 poaibyje A;, sudary-
tame i$ visu tvenkinio karpiu, kuriu amzius i— metu. Santykis 1000/24000 (ati-
tinkamai 600/2400 ir 800/2400) nurodo tikimybe, kad atsitiktinai parinkta zuvis

yra trimeté (atitinkamai keturmeté ir penkiameté).

m=

Toliau laikysime, kad visi Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimy-
binéje erdvéje (2, F, P).

APB 11.1. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis, o A € F turi teigiama
tikimybe P(A) > 0. Be to tarsime, kad atsitiktinis dydis w — I¢,ca3 X (w) yra
integruojamas. Skaiciu

E(X|A) = PYAEIL X = ﬁ /I[{WGA}X(w)P(dw)

vadiname salyginiu a. dydzio X vidurkiu su salyga A. Jei P(A) = 0, apibréziame
E(X|A) =0.
Teiginys 11.1. Tarkime, X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o Aq,..., Ay €
F yra toks tarpusavyje nesikertanciy aibiy rinkinys, kad Q0 = A1U---UA,,. Tuomet
teisingos lygybés

EX =EXI4, + -+ EXI4, = P(A)E(X|A1) + -+ P(A,)E(X|A,).

Tarkime, Y yra diskretusis atsitiktinis dydis su reiksmiu aibe Y = {y1,¥2,... }.
Cia y; # y;, kai i # j. Pazyméje A, = {w: Y (w) = y;}, galime rasyti

Y(w) = Z yiH{weAi}‘

Aigku, kad U;A; = Qir A;NA; =0, kai 7 # j.
Konstruosime nauja atsitiktini dydi Z : 2 — R, turinti tokia pacia struktira,
kaip ir Y, t.y.,

(11.1) Z(w) = zilwea

Kadangi skaiciai z; = E(X|A;) yra vidurkinés X reiksmés aibése A;, tai Z reiksmes
yra tam tikra prasme artimos a. dydzio X reikSméms. Aisku, turime pareikalauti,
kad atsitiktiniai dydziai w — X (w)l4, butu integruojami.

APB 11.2. Tarkime, kad X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o Y yra
diskretusis a.d. Atsitiktini dydi Z vadiname a. dydzio X salyginiu vidurkiu su
salyga YV ir zymime E(X|Y). Salyginio vidurkio reiksmes E(X|A4;) dar zZymime
E(X|4;) = E(X|Y = y).
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Teorema 11.1. Tarkime, kad X yra integruojamas atsitiktinis dydis, o Y yra

diskretusis a.d. Tuomet
(i) E(E(X\Y)) =EX;
(i1) kiekvienai Borelio funkcijai ¢ : R — R yra teisinga lygybé

E(p(Y)X|Y) = o(Y)E(X]Y).

Toliau patetkiamos atsitiktiniy dydziy lygybés yra teisingos beveik visur.
(iii) Jei X ir'Y yra nepriklausomi a.d., tai E(X|Y) = EX;
(i) BY]Y) =

(v) Jei Xy ir Xy yra integruojami a.d., o a,b yra realieji skaiciai, tai

Pastaba. Sakome, kad atsitiktiniai dydziai W ir Z yra lygus beveik visur, jei kuriai
nors aibei A € F, kurios tikimybé P(A) = 1, yra teisinga lygybé Z(w) = W(w)
visiems w € A. Ekvivalentus apibrézimas yra pateiktas APB 6.8.

Irodymas. Naudosime ankséiau ivesta Zyméjima z; = E(X|A4;), kur 4; = Y~ 1(y;).
Irodome (i). Atsitiktinio dydzio Z = E(X|Y), zr. (11.1), vidurkis

EEX|Y)) =) zP(A)= Y  P(4)E(X|A)

i i: P(A;)>0
- Y EL,Xx- EX< 3 ]IAi)
i: P(A;)>0 i: P(A;)>0
(11.2) = EXIj,
kur
(11.3) B = U;. pa,)>oi-

Kadangi aibé B = U;, P(A)=04i, tai
P(B)= Y  P(A)=0.
i P(A;)=0

I cia i8plaukia lygybé P(B) = 1. Todél, zr. 8.15 teigini, EXIp = EX. Istate Sia
lygybe i formule (11.2), gauname (i) lygybe.
Irodome (ii). Pazymékime w; = E(p(Y)X|A4;). Tuomet atsitiktinis dydis

(11.4) E(o(Y)X|Y)(w Zwﬂl{weA}
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Jei P(A;) =0, tai w; = z; = 0. Jei P(A;) > 0, tai i§ lygybiu (jose naudojame ta
fakta, kad visiems w € A; turime Y (w) = y;)

1 1
E(p(Y)X|A;) = P(Ai)EYXHAi = P(Ai)EsO(yi)X]IAi
— @wyimmi — p(y)B(X|4;)

isplaukia, kad w; = ¢(y;)z;. Dabar desine (11.4) lygybés puse galime perrasyti
taip

(11.5) Z‘P(yi)zi]l{weAi} = o(Y(w))E(X]Y) ().

Is (11.4) ir (11.5) gauname (ii).

Irodome (iii). Pakanka irodyti lygybe E(X|Y)(w) = EX visiems w € B, kur aibés
B, apibréztos (11.3), tikimybé P(B) = 1. Fiksuokime w € B. Tuomet w € A;
kuriam nors A;. Cia indeksas i yra toks, kad Y (w) = y;. I§ salyginio vidurkio
apibrézimo isplaukia lygybeés

E(X|Y)(w) = E(X[4;) =

EXI,, =

o A PA B, = BX.
Cia pasinaudojome lygybe EXT 4, = EXEly,,, kuri iSplaukia i to fakto, kad a.d.
X ir Y yra nepriklausomi (taikome 10 skyrelio 2 pastaba atvaizdziui I4,(w) =
g(Y (@), lur g(Y) = Ly—y,)).
Lygybe (iv) isplaukia i§ lygybiu (ii) ir (iii), jas pritaikius a. dydziams X =1 ir
p(Y) =Y,

EY|Y)=E(Y -1]Y)=YE(1l]Y) =Y.
Cia pasinaudojome tuo faktu, kad kai X = 1 turi tik viena reikdme, tai jis ir bet
koks kitas a. d. Y yra nepriklausomi, ir todél i3 (iii) iSplaukia lygybé E(1]Y) = 1.
Irodome (v).

E(aX, +bXo[Y) = Y E(aX; +bX,|A;)

i:P(A;)>0
1
= FlaX Xo )4,
| Z P(A;) (aX1 4+ bX2)la,
Z:P(Ai)>0
1
- EXil4 +bEX,I )
| Z P(Az-)<a 14, +bEX3ly,
1:P(A;)>0
= Z (GE(X1|Ai)+bE(X2|Ai)>
1:P(A;)>0

Irodymas baigtas.
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Teiginys 11.2. Tarkime, kad a.d. X ir Borelio funkcija f tenkina salygas EX? <
o ir Ef2(Y) < oo Apibrézkime funkcija fo(y:) = B(X|Y = v;), kai y; € Y ir
fo(x) =0, kai x € R\ Y. Teisinga tokia nelygybé

E(X — f(Y))* > E(X — fo(Y))*.

Pastaba. Funkcija fy Zymime fo(y) = E(X|Y = y). Ji tenkina lygybe fo(Y) =
E(X|Y).

Irodymas. Pazymékime a = E(X — fo(Y))(fo(Y) — f(Y)). I8 11.1 Teoremos (i)
ir (ii) teiginiu isplaukia lygybeés
o =EB((X ~ o) (folY) = FO[Y) = E(fo(Y) = [ DE(X = fo(¥)|V)
=E(fo(Y) - FV)(EX]Y) = fo(¥)) = E(fo(Y) = F(¥))-0=0.

Todél
E(X — f(Y)? =EX — fo(Y)+ fo(Y) — f(Y))?
=E(X — fo(Y))* +2a+E(fo(Y) — f(Y))?
>E(X — fo(Y)?+2a
=EX — fo(Y))*.

Irodymas baigtas.

Skaicius E(X|A), kur aibé A € F turi teigiama tikimybe, atspindi vidurkine X
reiksme aibéje A. Dydzio X iSsibarstyma apie Sia vidurkine reiksme atsipindi
salyginé dispersija.

APB 11.3. Salygine a. dydzio X dispersija, su salyga A, vadiname skai¢iu

D(X]A) = E(X?|4) - (E(X|4))?,
kai P(A) > 0. Jei P(A) = 0, apibréziame D(X|A) = 0. Jei EX? < oo, tai salygine
dispersija galime apibrézti visoms aibéms A € F.

Nagrinékime diskretuji a.d. Y su reiksmiu aibe Y = {y1,¥2,...} ir Zymékime
A; = Y (y;). Atsitiktini dydi

V(w) = 3 DX weny

vadiname salygine X dispersija su salyga Y ir zymime D(X|Y).
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Teorema 11.3. Teisingos lygybés

(11.6) D(X|Y) = E(X?|Y) — (E(X|Y))?,
(11.7) DX = D(E(X|Y)) + E(D(X]Y)).

Lygybé (11.6) yra teisinga beveik visur.

Irodymas. Trodome (11.6). Pazymékime Z = E(X|Y), W = E(X?]Y) ir V =
D(X|Y). I8 salyginio vidurkio ir salyginés dispersijos apibrézimo isplaukia, kad
bet kuriai aibei A; su P(A;) > 0 ir bet kuriai w € A; yra teisinga lygybé V(w) =
W(w) — Z*(w). Kadangi P(U;. p(a,;>0)4i) = 1, darome isvada, kad (11.6) yra
teisinga beveik visur.

Irodome (11.7). I8 dispersijos apibrézimo ir 11.1 teoremos (i) teiginio turime

(11.8) DZ =EZ? - (EZ)* =EZ* — (EX)~
Is (11.6) ir 11.1 teoremos isplaukia, kad
(11.9) EV =EW - EZ? =EX? - EZ>

Sudéje (11.8) ir (11.9), gauname (11.7).
Irodymas baigtas.

PVZ 11.2. Bendrove apmoka darbuotoju dalykinius telefono pokalbius. Reikia
ivertinti meénesio laikotarpio bendroveés telefono islaidas. Pokalbiu skaicius N ir
vieno pokalbio trukme X yra atsitiktiniai dydziai. Yra zinoma, kad pokalbiu
skaiciaus N skirstinys yra artimas Puasono skirstiniui su parametru A = 5000, o
vidutinis pokalbio ilgis EX = 4 (minutés). Dispersija DX = 4. Viena pokalbio
minuté kainuoja 10 centu.

Raskite numatomu telefonu pokalbiu islaidu kainos vidurki ir dispersija. Laikome,
kad skirtingu pokalbiu trukmeés Xi, Xo, ... yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

Sprendimas. Pazymékime EX = a, DX = o¢2. Bendras pokalbiu laikas yra
atsitiktinis dydis

Syn=X1+Xo+ -+ Xn.

Is 11.1 teoremos 1) punkto iSplaukia lygybé ESy = E(E(Sy|N)). Atsitiktinio
dydzio E(Sy|N) reiksmé yra bendro pokalbiu laiko vidurkis, jei zinoma, kad buvo
lygiai N pokalbiu. Aisku, kad

(11.10) E(Sy|N) = NEX; = Na.

IS ¢ia gauname

ESy = E(E(Sy|N)) = E(NEX;) = EX;EN = a).
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Atsitiktinio dydzio Sy dispersijai skaic¢iuoti taikysime (11.7) formule
(11.11) DSNy =E(D(Sy|N)) + D(E(Sy|N)).

Atsitiktinio dydzio D(Sn|N) reiksmé yra bendro pokalbiu laiko Sy dispersija, jei
zinoma, kad buvo lygiai N pokalbiu. 1§ 10.3 teoremos turime D(Sy|N) = DX; +
DX5+---+ DXy, ¢ia N yra fiksuotas skai¢ius. Todél D(Sy|N) = NDX; = No?.
Istate 8ia lygybe ir (11.10) i (11.11) formule, gauname

DSy = E(No?) 4+ D(Na) = 0*EN + a®>DN = ¢*\ + a®\ = \(a? + o?).

Kai a = 4, 02 = 4 ir A = 5000, turime ESy = 20000, DSy = 100000. Vidutiné
kaina yra 2000 Lt, jos dispersija 1000.

12. Atsitiktinio vektoriaus pasiskirstymo funkcija

Nagrinésime matuji atvaizdi Y : (Q,F) — (R¥, B(R¥)), apibrézta tikimybinéje
erdvéje (2, F, P). Atvaizdzio reik8més yra k—magciai vektoriai

Y (w) = (Y1(w), Ya(w), ..., Yi(w)).

Ji vadiname atsitiktiniu vektoriumi (a.v.). Kadangi maciojo atvaizdzio Y : Q —
R* kiekviena koordinatiné funkcija Y; : © — R yra macioji, tai ¥, kuri =1,...,k,
yra atsitiktiniai dydziai.

Pastaba 1. Tarkime Xi,..., X, yra atsitiktiniai dydziai, apibrézti tikimybinéje
erdvéje (2, F, P). Tuomet atvaizdis w — (X3 (w),..., Xx(w)) yra atsitiktinis vek-

w — X (w). Borelio aibiu rinkiniui By, ..., By € B(R) turime

X By x-xBp) =X (B)n--NX7(By) € F.

Kadangi ”staciakampes” aibes By X --- X By generuoja erdveés R_k Borelio aibiu
o—algebra B(R¥), tai i§ 6.4 teiginio isplaukia, kad atvaizdis w — X (w) yra matu-
sis, t.y., X yra atsitiktinis vektorius.

APB 12.1. Tarkime, @ yra tikimybinis matas, apibréztas erdves R*¥ Borelio
aibiy o—algebroje B(R*). Funkcija

T = (z1,...,21) — Fo(T) = Q((—00,z1] X (—00,x2] X -+ X (—00, xk))

vadiname mato () pasiskirstymo funkcija.
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Atsitiktinio vektoriaus Y tikimybinio skirstinio Pg pasiskirstymo funkcija

vadiname atsitiktinio vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija.

Ivesime 7zymeni, vektoriams T = (z1,...,2), ¥ = (y1,...,yx) € R¥ palyginti.
Rasysime < 7, jei x; < y; visiems i =1,...,k.
Teiginys 12.1. Tikimybinio skirstinio Q, apibrézto maciojoje erdvéje
(R*, B(R¥)), pasiskirstymo funkcija turi tokias savybes.

1) JeiT <7 tai Fo(T) < Fo(y).

2) Egzistuoja riba

lim ... lim Fpo(x)=1.
r1—+00 Tk —+00 Q( )
3) Kiekvienam i ir kiekvienam skaiciy rinkiniui x1,...,T;—1,Tit1,..., Tk €g2iS-
tuoja riba
lim Fgo(zy,...,z5) =0.
T;——00
4) Kiekvienai vektoriy sekai T, tenkinanciai nelygybes Ty > Ty > -+ ir konver-

guojanciai i vektoriy T, egzistuoja riba

lim FQ(Tn) = FQ(f)

n—oo

Sio teiginio irodymas yra toks pats, kaip ir 7.1 teiginio jrodymas.
Kiek sudétingiau yra formuluoti ribos ”is kairés” egzistavimo savybe daugiamacio

argumento atveju. Paprasciausia, kai turime vektoriu seka T, = (Z1n, ..., Tkn),
n = 1,2,..., kuri konverguoja i vektoriu Z = (x1,..., ) ir kiekvienam i koor-
dinac¢iu x;,, n = 1,2,..., seka monotoniskai didéja, t.y., x;1 < X2 < x;3 < ....

Tuomet egzistuoja riba

lim Fo(Z,) = Q((—o0, 1) X (—00,22) X -+ X (—00,zk)).

n—oo

Pastaba 2. Zinodami tikimybinio mato @ pasiskirstymo funkcijos Fo(7) reikSmes
visiems T € R*, galime (bent i§ principo) rasti visu Borelio aibiu B € B(RF)
tikimybes, t.y., jei tikimybiniu matu @ ir Q2 pasiskirstymo funkcijos sutampa,
tai Q1(B) = Q2(B) visoms Borelio aibems B € B(RF). Sio fakto jrodymas (zr.
[Kubilius|, [Dudley]) remiasi tuo, kad ”staciakampiy” aibiu

(12.1A) Az = (=00, 1] X (=00, @3] X --- X (=00, x1], T = (x1,...,2,) € R¥
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klasés generuota o— algebra sutampa su Borelio aibiu o— algebra B(RF).

Pratimas. Tarkime k = 2. Patikrinkite tapatybe

(121) Q((al,ag] X (bl,bg]) = FQ(bl,bg) + FQ(al,ag) — FQ(al,bg) — FQ(bl,ag).

APB 12.2. Tikimybini skirstini Q, apibrézta maciojoje erdvéje (R*, B(R¥)), vad-
iname absoliuciai tolydziuoju, jei atsiras tokia neneigiama integruojama funkcija
f:RF — [0, +00), kad visiems T € R¥ yra teisinga lygybé

FQ(E):/ / flug, ... ug)duy - - - dug.

Funkcija f vadiname tankio funkcija. I$ 12.1 teiginio 2) punkto isplaukia lygybé

“+o0 (')
/ / f(z1, ..., x)dzy -+ - dxy, = 1.

Atsitiktini vektoriu vadiname absoliuciai tolydziuoju, jei jo skirstinys yra abs.
tolydusis.

Pastaba 3. Tarkime Y yra k—matis absoliuciai tolydusis atsitiktinis vektorius su
tankio funkcija f. Tarkime g : R¥ — R yra macioji funkcija tokia, kad atsitiktinis

dydis g(Y) yra integruojamas. Tuomet

+oo +oo
(12.2) Eg(Y) :/ / g(x1,...,xk) f(x1, ..., x)dzy - - - doyg.

Pritaike 8ia lygybe aibés B € B(RF) indikatoriui ¢(Z) = [{zep}, gauname lygybe

—+oo +o0
(12.3) P{YEB}:/ / Lses f(@r,... aox)das - dog.

Siy lygybiu ¢ia nejrodysime. Irodyma galima rasti vadovéliuose [Kubilius], [Dud-
ley].

Pastaba 4. Tarkime, X = (X1,...,Xy) yra absoliu¢iai tolydusis atsitiktinis vek-
torius su tankio funkcija pw. Tarkime, kad kuriai nors atvirai aibei By C RF
teisinga lygybé P{X € Bx} = 1, o funkcija ¢ : Bx — RF yra diferencijuojama
ir jos Jakobianas (iSvestiniu matricos determinantas) J,(Z) # 0 visiems T € Bx.
Tuomet atsitiktinis vektorius Y = (X)) yra absoliuciai tolydusis ir turi tanki

(12.4) P (@) :pw-l@))m, ye By,
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ir P(? € By) =1. Cia By zymi funkcijos ¢ reiksmiu aibe, o o~ !': By — By
zymi funkcija, kuri yra atvirkstiné funkcijai ¢.

(12.4) formule galima irodyti tokiu budu. Tarkime B C By yra atviroji aibé.
Teisingos lygybeés

P(Y € B)= P(X € o~ 1(B)) = /H{E€¢_1(B)}py(5)dxl - diy

- /H{ﬂeB}py(SO_l@)) ‘J¢71 (y)|dy1 R dyk

1

(12.5) = /H{yeB}py@_l@))mdyl e dyg,.

Cia taikéme kintamuju keitimo daugialypiame integrale taisykle (antroji eiluté) ir
ta fakta, kad funkcijos ¢! i§vestiniuy matrica yra atvirkstine funkcijos ¢ isvestiniu
matrical ir todél ju determinantu sandauga J,-1(3)- J, (¢~ (y)) = 1, zr. [Kabaila).

Is (12.5) lygybiu isplaukia, kad staciakampés aibés (zr. (12.1A)) Az, kur z =
(21,...,2r) € R¥, tikimybe

P(? € Ag) = P(? € Agﬂ By) = /H{§€A§ﬂBy}p7(y)dy1 .. dyk

zZ1 Zk
=/ / Ligeny ypy(¥)dyr - - - dys.

Taigi, funkcija § — Lgep, 1p5(7) yra atsitiktinio vektoriaus Y tankio funkcija.

Toliau, paprastumo déliai, nagrinésime tik dvimaéius atsitiktinius vektorius Y =
(Y1,Y5), t.y., atveji, kai k = 2.

APB 12.3. Atsitiktinio dydzio Y;, ¢ = 1, 2, pasiskirstymo funkcija yra vadinama
marginaliaja pasikirstymo funkcija,
Fyl (xl) = P(Yl S 1'1) = P(Y& S T, ng < +OO) = lim F?(Z‘l,t),

t—-+4o0
FYQ(Z'Q) = P(Y2 S .CCQ) = P(Yl < —|—OO, Yg S 1'2) = lim F (t, 1'2).

t——+o0

>.<

Pastaba 5. Jei Y = (Y1,Ys) yra absoliuciai tolydusis ats. vektorius su tankio
funkcija py-(u1,us2), tai atsitiktiniai dydziai Y7 ir Y3 yra absoliuciai tolydieji, o ju
tankio funkcijos

Py, (u1) :/va(uht)dt, Dy, (u2) :/pr(t,uQ)dt.



89

Tai iSplaukia i§ Matematinés analizés kurso Fubinio teoremos:

Fy, (z1) = € (=00, x1] X (—00, +00))

—+ o0
/ duq / dus pv u1, ug)

= / Py, (ug)duy .

Teiginys 12.2. Atsitiktiniam vektoriui Y = (Y1,Y5) teiginiai yra ekvivalentiis.
(i) Visiems T = (21, 22) € R? teisinga lygybé F(z1,22) = Fy, (1) Fy, (22).
(ii) Marginalieji atsitiktiniai dydziai Y1 ir Y yra nepriklausomi.

Irodymas. Tarkime, kad Y; ir Y5 yra nepriklausomi. Tuomet

Fy(x1,20) = P(Y1 < 21,Ys < 2) = P(Y1 < 21)P(Ya < 23) = Fy, (v1) Fy, (22).

Taigi, (i)=(i).
Irodome (ii)=-(i). Nagrinékime staciakampi (ai, as] x (b1,bs] C R2. I8 lygybés

Fy (21, 22) = Fy, (21)Fy, (22) ir (12.1) formulés gauname

P(Y c (al, CLQ] X (bl, bg]) = Fy(bl, bg) + F?(al, ag) — Fy(al, b2> — F?(bl, CLQ)

= (Fv,(a2) — Fy,(a1)) (Fy, (b2) — Fy, (b1))
= P(Yl € (al,ag])P(Yg € (bl,bg]).

Irodéme, kad
(12.6) P{Y1 € A}n{Y, € B})=P(Y1 € A)P(Y> € B),

kai A = (a1, as] ir B = (b1, bo] yra intervalai. Mums reikia jrodyti sia lygybe bet
kuriai Borelio aibiu porai A, B € B(R).

Matome, kad vektoriaus Y skirstinys Py sutampa su skirstiniu Py, X Py, stacia-
kampiy aibiu (a1, az] x (b1, b2] klaséje. Kadangi staciakampiu aibiu klasé generuoja
Borelio aibiu o—algebra B(R?), tai i§ bendru mato teorijos rezultatu ([Dudley],
[Kubilius]) isplaukia, kad Py(D) = Py, x Py,(D) visoms Borelio aibéms D €
B(R?). Eme D = A x B, kur A, B € B(R), gauname (12.6) lygybe visoms A, B €
B(R). Taigi, atsitiktiniai dydziai Y7 ir Y5 yra nepriklausomi. [rodymas baigtas.

Teiginys 12.3. Tarkime, kad Y1, Y> yra nepriklausom: absoliuciar tolydieji atsi-
tiktiniai dydziai su tankio funkcijomis p1(u) ir pa(u). Tuomet atsitiktinis vektorius
Y = (Y1,Ys) yra absoliuciai tolydusis ir funkcija p(x1,xs) = p1(x1)pa(x2), kur
(x1,22) € R2, yra Sio ats. vektoriaus tankio funkcija.
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Irodymas. 1S 12.2 teiginio iSplaukia lygybes

2

F (w1, w2) = Fy, (21) Fy, (22) = /_ﬂg1 pl(u)du/ p2(u)du

= / / P1 (ul)pg(UQ)dulduQ.

Paskutinéje lygybéje taikéme Fubinio teorema (Zinoma i§ Matematinés analizés
kurso). [rodymas baigtas.

Teiginys 12.4. Tarkime, kad Y = (Y1,Y2) yra absoliuciai tolydusis atsitikti-
nis vektorius su tankio funkcija py-(x1,72) = g1(21)g2(x2). Tuomet atsitiktiniai
dydziai Y ir Ya yra nepriklausomi ir turi tankio funkcijas py(u) = cy*|gi(u)| ir

_ <. + .
pa(u) = ¢3 ' |g2(w)|. Ciac; = [* 7 |gi(u)|du, i =1,2.
Irodymas. Kadangi py- yra tankis, tai, pritaike Fubinio teorema, turime

1= / por(en, o) dar s — / 192(21)| - lg2(e2)|derdes = erea.
R2 R2

Taigi, galime rasyti py-(x1,22) = p1(x1)p2(x2), nes cicp = 1. 1§ ¢ia gauname
x1 +o0
Fy, (1) = / d$1/ dxopy (21)p2(22)
— o0 — o0

T “+oo T1
:/ p1(931)d961 / p2(9€2)d902=/ pl(l’ﬂdﬂfl,

— 00 — 00 — 00

nes f p2(x2)dxy = 1. Taigi, p; yra atsitiktinio dydzio Y; tankio funkcija. Panasiai
isitikiname, kad po yra atsitiktinio dydzio Y5 tankio funkcija. Be to yra teisinga
lygybé

xq T2
Fy (w1, 22) :/ dl’l/ dzapi(z1)p2(22)
1 T2

:/_ pl(xl)dxl-/_ p2(z2)dxs
= Fy, (#1) Fy, (22).

Is 12.2 teiginio iSplaukia, kad ats. dydziai Y7 ir Y5 yra nepriklausomi.
Irodymas baigtas.

PVZ 12.1. Nepriklausomuy atsitiktiniy dydziu sumos skirstinys. Tarkime Y7 ir Yo
yra nepriklausomi absoliuciai tolydieji atsitiktiniai dydziai su tankio funkcijomis
p1 ir po. Nagrinékime atsitiktini dydi Z = Y; + Y5. Jo pasiskirstymo funkcija

P(Z<z)=PY1+Ys<z)=P(Y € B,),
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¢ia zymime Y = (Y1,Y3) ir B, = {(21,22) : 21 + 22 < x} C R%. 1§ 12.3 teiginio
isplaukia, kad ats. vektorius Y turi tanki p;(z1)p2(x2). Todél

P(Z<z)=PY €B,) = //H{(ml’m)eBI}pl(ml)pg(xg)dxldxg

—+o0 T—T1
= / dzipi(z1) / p2(z2)dxs

400
(12.7) = / Fy,(x — z1)p1(z1)dz;.

Antrojoje eilutéje atlike kintamuju keitima v = z9 + x1, dv = dzrs, gauname

P(Z<zx)= /+00 dzx1p1(x1) /m p2(v —x1)dv = /9«" p(v)dv,

— o0 — o0 — 00

kur p(v) = [ p2(v — 21)p1(w1)de; tinka biti atsitiktinio dydzio Z tankiu.

PVZ 12.2. Nepriklausomy normaliyjy atsitiktiniy dydZiy sumos skirstinys. Tar-
kime, Y1 ~ N(mq,a?) ir Yo ~ N(mg,b?), t.y. Y1,Ys yra normalieji atsitiktiniai
dydziai su EY; = m;, DY; = a?, EYy = my, DY = b2, kur mi,ms € R ir
a,b > 0. Tarsime, kad Y7 ir Y5 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Mus
domina atsitiktinio dydzio Z = Y7 + Y5 skirstinys.

Galime rasyti Z = Z' +my +mo, kur Z/ =Y/ + Y] ir Y/ = Y; — m;. Anksc¢iau
esame apskai¢iave normaliuju dydziu Y{ ~ N(0,a?) ir YJ ~ N(0,b?) tankius

1 2 2 ]_ 2 2
€T = e_ml/Qa , T — €—$2/2b .
pi(e1) = o= pa(2) = 1=

Is (12.7) formulés isplaukia

“+oo “+oo
P(Z'<zx)= / / Lz, +ap<a)P1(z1)p2(22)dridrs

oo oo 1 2 >
12.8 = I, buyo <z —e Y /2€_y2/2dy1dy2.
{ay1+by2< }271'

Cia atlikome kintamuju keitima (ay;, bys) = (z1,22), kuris mums leido ”iSsiva-
duoti” i§ a ir b eksponentés argumente. Dabar pointegraliné funkcija yra pro-
porcinga e~ /2, kur r? = y2 +y2 yra tasko (y1, y2) atstumo iki koordinaéiu centro
kvadratas. Toliau taip ”pasuksime” koordinates (jvesime naujas koordinates nau-
dodami posukio transformacija), kad aibé, kurioje integruojame B = {(y1,y2) :
ayy + bys < z} turéty paprasta uzrasa (naujosiose koordinatése).
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Atlike kintamuju keitima
Y1 = 21 COSQx — 29 sina, Yo = 21 8in @ + 29 cos

matome, kad srities B tasku naujosios koordinatés tenkina sarysi {(z1, z2) : 21
h}, kur h Zymi atsuma nuo tasko (y1,y1) = (0,0) iki tiesés {(y1,y2) : ayi + bys
z}. Nesunkiai randame h = z/va? + b2.

Kadangi $ios transformacijos Jakobiano reikémé yra 1, o 22 + 22 = 72, tai su
naujosiomis koordinatémis (12.8) integralas atrodo taip

/+ood22/h Le—@f“?)”dzlzi/h €_Z§/del
—o0 —00 27 V2T J o .

Tai yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio X tikimybe

I IA

_ X _ a2 2
P(X, < h) _P(Xo < \/m) = P(cXo <), c=+/a2+b2
Matome, kad Z’ turi tokia pacia pasiskirstymo funkcija, kaip ir ¢Xq. Taigi, Z’' ~
N (0, c?). Darome isvada, kad atsitiktinis dydis Z = Z’ + my + ms turi normaluji
skirstini su vidurkiu m; + meo ir dispersija a® + b2, t.y., Z ~ N(my + ma,a® + b?).

APB 12.4. Nagrinékime atsitiktini vektoriu Y = (Y7, Ys,...,Y%), kurio margi-
nalieji atsitiktiniai dydziai Y1, ..., Y} yra integruojami. Vektoriu pu = (p1, po, - - -,
ik ), kurio koordinatés yra marginaliuju atsitiktiniu dydziu vidurkiai p; = EY;,
vadiname atsitiktinio vektoriaus Y vidurkiu. Zymime EY = .

Atsitiktinio vektoriaus dispersijos vaidmeni, tam tikra prasme, vaidina matrica
Ry =| Rij ||, kurios elementus sudaro marginaliuju atsitiktiniu dydziu kovariaci-
jos ir dispersijos, R;; = E(Y; — EY;)(Y; — EYj). Sia matrica vadiname atsitiktinio
vektoriaus Y kovariaciju matrica.

Pastaba 6. Kovariaciju matrica yra neneigiamai apibrézta. Si fakta irodysime

dvimaciam atsitiktiniam vektoriui (k = 2). Aukstesnio matavimo vektoriams
(k > 2) irodymas yra visai toks pats. Primename, kad matrica Ry vadiname
neneigiamai apibrézta, jei bet kuriam (¢1,t5) € R? yra teisinga nelygybeé

Ri1 Ri2)\ [t
12.9 t1,t > 0.

Kadangi kairioji (12.9) nelygybés pusé yra lygi sumai

3 + tita Ry + tot1 Roy + t3Rae = D(1, Y] + £2Y5),
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tai (12.9) nelygybé yra isvada to fakto, kad bet kurio atsitiktinio dydzio (Siuo
atveju, tai atsitiktinis dydis t1Y7 + t2Y2) dispersija yra neneigiama.

Teiginys 12.5. Tarkime, kad atsitiktinio vektoriaus Y marginalieji atsitiktiniai
dydZiai turi antruosius momentus, t.y. EY? < oo, visiems i = 1,2,..., k. Yra
teisinga nelygybé

(12.10) IEY|| < E||Y]].

Cia ||T|| = (22 + - + 22)Y/? zymi vektoriaus T = (z1,...,x1) € R¥ ilgj.
Irodymas. Nagrlnesune dvimati atsitiktini vektoriu Y = (Y1,Y3). Jei vektoriaus
Y reikSmiu aibé

_ ISING! & Yy
TV =" ), ™ = )}

yra baigtine, tai

EVi =Y u'p,  EYa=)Y up;
— ot

Cia p; = P(Y =7V)) zymi reikimés 7 tikimybe.
Is tapatybeés

BY = (EVi,BY;) - (zygﬂpj, iy%) =3 (. ),

7j=1

ir trikampio nelygybes |[Z + || < |[Z]| + ||y]| iSplaukia nelygybé
n
EY] < Y11, v”)pill = Z 1", 9"y
j=1

Desinéje puséje gauname vidurki E||Y]||. Nelygybe (12.10) irodéme atsitiktinam
vektoriui, kurio reikdmiu aibé yra baigtiné (paprastajam atsitiktiniam vektoriui).
Panasiai irodome atsitiktiniam vektoriui, kurio reikSmiu aibé yra skaiti (baigtine
suma pakeis konverguojanti eiluté). Taigi, nelygybé (12.10) yra teisinga dis-
kretiesiems atsitiktiniams vektoriams (t.y. vektoriams, kuriu reikSmiu aibés yra
baigtinés arba skai¢ios). I§ ¢ia isplaukia, kad nelygybé (12.10) yra teisinga bet
kuriam atsitiktiniam vektoriui, kurio marginalieji atsitiktiniai dydziai yra inte-
gruojami, nes atsitiktinio dydzio vidurki apibrézéme, kaip ji aproksimuojanciy
diskreciuju atsitiktiniu dydziu vidurkiu riba.

PVZ 12.3. Dvimatis normalusis atsitiktinis vektorius. Tarkime, X; ir X5 yra
nepriklausomi standartiniai normalieji atsitiktiniai dydziai. Atsitiktini vektoriu
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X = (X1, X5) vadiname normaliuoju atsitiktiniu vektoriumi. Jo kovariaciju ma-
trica R = (} V). Nagrinékime nauja atsitiktini vektoriu Y,

Y1 _ A X1 n dy |

Y, Xo do
kuris gaunamas i X atlikus tiesine transformacija A = (
(dl,dg). Taigi,

ail ai2

o a22) Ir postumi

Yi =di + a1 Xy + a12Xo, Yy =da + a21 X + a2 Xos.

5 12.2 pavyzdzio zinome, kad Y7 ~ N(dyi, a3, + a?y) ir Yo ~ N(dz,a3; + a35).
Lengvai randame atsitiktinio vektoriaus Y kovariaciju matrica Ry=A- AT, kur
T zZymi transponuota matrica.

Is 12.3 teiginio zinome, kad atsitiktinis vektorius X turi tanki
px(x1,22) = %6_(33%_'_373)/2. 4 pastaboje nurodyta, kaip apskaiciuoti atsitiktinio
vektoriaus Y tanki p. Atlike reikalingus skai¢iavimus (Matematinés analizés kurso
pratimas) gauname

1

1
p(Y1,92) = 27| B2 eXP{—§ (br1 (g1 —d1)?+2b12(y1 —d1) (y2—d2) +ba2 (y2—d2)?) }.

bll b12

Doy b22) yra atvirkstiné matricai Ry, o |B| Zymi matricos B

Cia matrica B = (
determinanta.

III. RIBINES TEOREMOS

Analizuojant sudétingus statistinius eksperimentus, kuriant dideliu sistemu tiki-
mybinius modelius, susiduriama su atsitiktiniais ivykiais, kurie priklauso nuo labai
didelio skaiciaus, zymeékime ji N, ivairiu veiksniu. Pvz.: atliekame N nepriklau-
somu statistiniu eksperimentu; tiriame duju, kurias sudaro N molekuliu, fizikines
savybes; vertiname draudimo kompanijos, aptarnaujancios N sandoriu, bankroto
tikimybe ir kt. Jei skai¢ius N yra didelis, tikslaus modelio tyrimas tampa ypac
sudétingas. Tuomet bandoma rasti désningumus, kurie atsiskleidzia, kai N —
oo. Jie nebeatsizvelgia i kiekvienos individualios dalelés ar veiksnio (molekuleés,
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sandorio) ypatumus, tac¢iau tinka sistemos busenai aprasyti. Tokius désningumus
kartais vadiname asimptotiniais. Jie supaprastina modeli, taciau atsako i rupimus
klausimus (pvz. nustato bankroto tikimybeés apytiksle reiksme, duju slégi).

Siu dienu matematinio grieztumo reikalavimus atitinkanciu asimptotiniu tikimy-
biniy désningumu tyrimu pradzia siejama su pranciizu matematiko Emil Borel
vardu.

13. Borelio-Kantelio Lema
Cia nagrinésime tikimybinés erdves (Q, F, P) maciuju aibiu (atsitiktiniu ivykiu)
sistema A1, As,--- € F.
Nagrinésime aibes
limsup A,, = {w : J naturaliyju skaiciu seka i,, T oo, kuriai w € Ain,‘v’n},
liminf A4,, = {w : 3 naturalusis skai¢ius n, kuriam w € A;, Vi > n}
Aisku, kad liminf, A, C limsup,, 4,.

Pastaba. Jei w € limsup, A,, tai Vn turime w € Ug>,Ai. Pazyméje C,, =
Uk>nAk, gauname w € N5, C,,. I8 ¢ia iSplaukia sarysis

limsup 4,, C Ny, <UZO:nAk>-
n

Kita vertus, jei w yra tokia, kad w € C,, kiekvienam n, tai Vn atsiras i,, > n, kuriam
w € A;, ir todél w € limsup,, A,. I8 ¢ia iSplaukia sarysis N5, C,, C limsup,, 4,,.
Darome isvada, kad

(13.1) limsup A, = N2, (U;‘;nAk>.

n

Pastebékime, kad aibiu seka C, (5, ... tenkina salyga

(13.2) CiDCeDC3D -

Pratimas. Irodykite, kad aibéms Dy = N>, A,, yra teisinga lygybeé
(13.3) lim inf A, = U2, Dy = UR2, (m;’f’:kAn>

ir

(13.4) Dy CcDyCcD3C---
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Teiginys 13.1. Teisingos lygybés
(13.5) liminf A,, = limsup 4,,,

n

(13.6) limsup 4,, = liminf A,,.

Cia B = Q\ B zymi aibés B papilding.
Irodymas. Naudosime zinomas formules

(13.7) U;A; = N A, N;A; = U A,.

Pritaike (13.3), (13.7) ir (13.1) gauname (13.5),

liminf A4, = U Dy, = Np2, Dy = NN A,
n

=Nh; (u;f;kzn) = limsup 4,,.
n

(13.6) lygybe gauname i$ (13.5) lygybeés, peréje prie aibiu papildiniu. Irodymas
baigtas.

Lema 13.2 (Borelio-Kantelio). Duota maciuju aibiy seka Ay, Ag, . ...

(1) jei Y, P(A,) < oo, tai P(limsup,, A,) = 0.

(it) Jei {A,, n=1,2,...} yra nepriklausomy jvykiy rinkinys ir > P(A,) = 0o
(eiluté diverguoja), tai P(limsup, A,) = 1.

Irodymas. Pradzioje irodome (i) teigini. I (13.1) lygybeés, mato tolydumo ir
(13.2) isplaukia lygybes

P(limsup A,) = P(N;2,C),) = lim P(C),).

n

Kadangi

P(C,) =P(R2,Ar) < Y _P(Ay) it Y P(4A) =0,

k>n k>n

kai n — oo (nes eiluté ), P(Aj) konverguoja), tai lim, P(C,) = 0. Gavome
lygybe P(limsup,, A,) = 0.

Irodykime (ii) teigini. Kadangi P(limsup, A,) = 1 < P(limsup,, 4,,) = 0, tai
pakaks irodyti, kad (ii) teiginyje minimai aibiu sekai Aj, Ao, ... yra teisinga lygybé
P(limsup,, A,) = 0. Is (13.6) lygybés isplaukia

(13.8) P(limsup 4,,) = P(limninfzn) = P(UX.,Dy.),

n
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kur Dj = N, A,. Kadangi aibiu seka {D}} turi savybe (13.4), tai i§ mato
tolydumo savybeés isplaukia lygybeé

(13.9) P(UR, D}) = Jim P(D}).
Nagrinekime aibe D, ir jos tikimybe P(D; ). Bet kuriam N > k turime
(13.10) D, cnM_, A, = P(D,)<PN_,A,).
Kadangi ivykiai A1, As,... yra nepriklausomi, tai
P(MZiAn) = P(Ay) - P(An) = (1 = P(Ay)) -+ (1 = P(AN)).

Toliau taikome nelygybe 14+ x < e*, kai x = —P(A4,,), n =k, k+1,.... Gauname

N
(13.11) PN A,) < e PR emPUAN) = exp{— ) " P(A,)} — 0,
n==k

kai N — oo, nes Zg:k P(A,,) — 400, kai N — oo. Taip yra todél, kad neneigiamu
nariu eiluté > P(A,) diverguoja.

Is (13.10) ir (13.11) isplaukia lygybé P(D;) = 0 visiems k. Todél (13.9) riba yra
0. Galop i3 (13.8) gauname norima lygybe P(limsup,, A,) = 0. Irodymas baigtas.

14. Didziuyju skaic¢iu désnis

PVZ 14.1. Iprastinio SeSiasienio zaidimu kauliuko sienelés yra nudazytos arba
balta arba juoda spalva. Kiek yra baltu sieneliu, o kiek juodu néra zinoma.
Pavadinkime nezinoma baltu sieneliu skai¢iu B. Tuomet juodu sieneliu skaic¢ius
J = 6 — B. Mums reikia nuspresti kokios yra skaic¢iu B ir J reikSmés, pasiremiant
kauliuko metimo eksperimentais. Kiekvieno eksperimento metu suzinome atsiver-
tusios sienelés spalva.

Tarkime atlikome N nepriklausomu eksperimentu (skirtingu eksperimentu rezul-
tatai neitakoja vienas kito). Eksperimentu rezultatus registruojame taip. Jei
t1—tame eksperimente iSkrito balta sienelé, rasome I; = 1, o jei juoda - raSome
I; = 0. Tuomet suma Sy = I; + --- + [y skaic¢iuoja baltu sieneliu atsivertimo
skaiciy.

Galime tikétis, kad santykis SWN turétu apytiksliai atitikti baltuju sieneliu dalj visu
sieneliu aibéje, t.y., skaiciu % (jei baltu sieneliu daug, tai jos dazniau pasirodo).
Taigi, tikétina, jog

Sy _ B

N 6
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Beje, skaicius % yra lygus tikimybei ivykio, kad kauliuko metimo metu atsiverté
balta sienelé.

Toks budas baltuju sieneliu skai¢iui B vertinti (arba baltos sienelés atsivertimo
tikimybei % vertinti) yra pagristas. Tai yra plac¢iai naudojamo désningumo, vadi-
namojo didziuju skaic¢iu désnio, atskiras atvejis. Didziuju skai¢iu désnis pagrindzia
statistinés analizés metoda, kuris tiriamo objekto savybes nustato empiriniu ekspe-
rimentu pagrindu.

Laikysime, kad Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erdvéje
(Q,F,P).

APB 14.1. Tarkime X;, Xo,... yra vienodai pasiskirs¢iusiu integruojamu atsi-

tiktiniu dydziu seka. Pazymékime S,, = X7 + X5 + -+ + X, ir a = EX; (aisku,
kad a = EX; visiems 7). Jei

(14.1) Ve >0 liranP(‘%—oﬂ >€> =0,

tai sakome, kad sekai {X,,} yra teisingas silpnasis didziuju skai¢iu désnis.
Suma S,, yra atsitiktinis dydis, taigi S, : 2 — R. Jei

Sp(w)

n

(14.2) P<{w : lim

:a}> =1,

tai sakome, kad sekai {X,,} yra teisingas stiprusis didziuju skai¢iu désnis. Galima

irodyti, kad aibé {w : lim, S”éw) =

apibrezti.

a} yra macioji ir todél jos tikimybe galime

Abi lygybés (14.1) ir (14.2) skirtingu budu teigia panasu dalyka: jei n reikSmeé yra
didelé, tai skai¢iu rinkinio {X;(w),..., X, (w)} aritmetinis vidurkis yra artimas
neatsitiktiniam skaic¢iui @ = EX;, nors patys rinkinio elementai yra atsitiktiniu
dydziu reiksmes.

Véliau irodysime, kad (14.2)=(14.1), taigi zodziai ”silpnasis” ir ”stiprusis” yra
vartojami tinkamai.

Teorema (Cebyéevo) 14.1. Tarkime, kad X1, Xo,... yra nepriklausomuy atsi-
tiktiniy dydziy seka, kuriems EXZ-2 < oo visiems i. Be to skaiciy seka {DX,,} yra
aprézta. Tuomet

(14.3) Ve >0 1imP<‘@‘ > 5) = 0.
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Irodymas. Pazymékime C' skai¢iu sekos {DX,, } virsutiniji rézi. Tuomet DX; < C
visiems i. I§ CebySevo nelygybeés (9.2) isplaukia

IN

P52 >) (2% - 2

1 1
= =3 (DX +---+DX,) < —5znC
C
= — 0,
nez
kai n — oco. Irodymas baigtas.
Isvada 14.2. Tarkime, kad X1, Xo, ... yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciu-

siy atsitiktiniy dydZiy seka ir EX? < co. Tuomet jei teisingas silpnasis didZiujuy
skaiciy désnis (14.1).

Teorema 14.3. Tarkime, kad X1, Xo,... yra nepriklausomuy vienodai pasiskirs-
Giusiy atsitiktiniy dydziy seka ir EX{ < oo. Tuomet jei teisingas stiprusis didZiyju
skaiciy désnis (14.2).

Pastaba. Didziuju skaic¢iu deésniui apibrézti reikalingas parametras a = EX;.
Taigi, didziuju skaic¢iu désni galime apibreézti tik integruojamu atsitiktiniu dydziu
sekai. Pasirodo, kad bet kuriai nepriklausomu vienodai pasiskirsc¢iusiu integruoja-
mu atsitiktiniu dydziu sekai teisingas stiprusis didziuju skaic¢iu désnis. Sio fakto
irodymas yra sudeétingas ir jo nepateikiame. Irodymas tampa zZymiai paprastes-
nis, jei pareikalaujame ketvirtojo momento egziztavimas, EX{ < oo (grieZtesnis,
labiau apribojantis reikalavimas, nei integruojamumo reikalavimas E|X;| < 00).

Irodymas. Zymékime Y,=X,—a,kura=EX;ir Z, =Y1 +---+Y,. Tuomet
EY; = 0 ir EY;* < co. Be to (14.2) lygybé yra ekvivalenti lygybei

Zn(w)

(14.3) P({w: 3 lim - 0}) =1

Fiksuokime w ir nagrinékime skai¢iu seka {n=!Z,(w)}. Tarkime, kad §i seka
nekonverguoja i 0. Tuomet atsiras € > 0 ir begaliné indeksu seka 1 < i1 < iy <
iy < -, kuriai |i}; ' Z;, (w)| > ¢ visiems iy,49,.... Pastebékime, kad nelygybé liks
teisinga, jei € > 0 pakeistume skaic¢iumi !, kur r yra didelis nattiralusis skai¢ius.
Toks, kad 7! < ¢. Gavome, kad

w € limsup A, kur A, = {w s nT 2, (w)] > r_l}.

n

Pazymékime E, = limsup,, 4,
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Nagrinékime aibe
B={w: sekan 'Z,(w) nekonverguojai 0}.

Galima irodyti, kad B yra macioji aibé (B € F). I§ aibiu E, apibrézimo iSplaukia

lygybe
B =U2 E,.

Todél
(14.4) P(B) = P(UX,E Z P(E

Tikimybéms P(E;) skaiciuoti taikome Borelio-Kantelio lema. I3 eilutés konver-
gavimo

(14.5) i P(A

isplaukia lygybée P(E,) = 0, nes E, = limsup,, A,. Istate P(E,) = 0 i (14.4),
gauname P(B) = 0. Si lygybeé yra ekvivalenti (14.3) lygybei. Sioje vietoje irodyma
galétume laikyti baigtu, jei butume tikri, kad (14.5) yra teisinga.

Taigi, lieka irodyti (14.5). Eilutés konvergavimas isplaukia i$ nelygybiu

P(A,) < Crin=2, n=12,...,
kur C' yra tam tikra konstanta. Nelygybéms irodyti taikome Markovo teorema
Zy,
P(A,) = P(‘—| > r_1> <r*nT'E|Z,|*
n
ir ketvirtojo momento iverti
(14.6) E|Z,|* = nE|Y1|* 4 3n(n — 1)(EY?)? < Cn?,

kur zymime C' = E|Y;|* + 3(EY?)2.

(14.6) formulés nelygybeé akivaizdi. (14.6) formulés lygybe patikriname tiesioginiu
skaic¢iavimu. Pasinaudodami tuo, kad atsitiktiniai dydziai Y7, ...,Y, yra vienodai
pasiskirste, nepriklausomi ir EY; = 0, gauname tapatybes

EZ:=EY, + - +Y,)Z3 =nEY1Z3,
EY1Z, =EYi(Y1 + -+ Y,)Z; = EY?Z; + (n — 1)EV1 Y277,
EY?2Z2 =EY?(Y1 +- +Y,)Z, =EY?Z, + (n — VEY?Y2Z,
= EY! + (n — )EY?YZ,
EV1Y;Z2 = EY Yo (Y1 + Yo + -+ Y,))Z, = 2EY?Y5 7, + (n — 2)EY 1 Y2 Y37,
= 2EY?YY.
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I 8iu tapatybiu iSplaukia (14.6) formulés lygybé. [rodymas baigtas.

15. Atsitiktiniu dydziu seku konvergavimas
Nagrinésime tikimybinéje erdvéje (2, F, P) apibréztu atsitiktiniu dydziu rinkini
X0, X1, Xo,....

APB 15.1. Sakome, kad atsitiktiniu dydziu seka {X,,, n = 1,2, ...} konverguoja
i atsitiktini dydi Xy beveik visur (su tikimybe 1), jei

<{w th (w) = Xo(w)}>:1.

Sakome, kad atsitiktiniu dydziu seka {X,,, n =1,2,...} konverguoja i atsitiktini
dydi Xy pagal tikimybe, jei

Ve > 0 hTanP({w X (W) — Xo(W)] > 5}) —0.

Sakome, kad atsitiktiniu dydziu seka {X,,, n =1,2,...} konverguoja i atsitiktini
dydi X pagal pasiskirstyma, jei kiekvienai tolydziajai apréztai funkcijai f : R — R
yra teisinga lygybé

lim Ef(X,) = Bf(Xo).

Siuo atveju dar sakome, kad skirstiniu seka Px,, Px,,... silpnai konverguoja i
skirstini Px,.

Toliau vietoje ilgo sakinio ”atsitiktiniu dydziu seka {X,,n = 1,2,...} konver-
guoja i atsitiktini dydi X(” vartosime zymeéjima X,, — Xp.

Teiginys 15.1. Je: X,, — Xy su tikimybe 1, tar X,, — Xo pagal tikimybe. Jei
X, — Xo pagal tikimybe, tar X,, — Xo pagal pasiskirstyma.

Irodymas. Tarkime, kad X,, — X su tikimybe 1. Tuomet ivykio

A=Aw: liTILan(w) = Xo(w)}

tikimybeé P(A) = 1.
Fiksuokime € > 0 ir nagrinékime aibes

Ap ={w: | Xp(w) — Xo(w)| > €}, n=12....

Mums reikia jrodyti, kad P(A,) — 0, kai n — oo. Kadangi P(A) = 1, tai
P(A,) = P(A}), kur A} = A, N A. Beto A} C B, kur B, = U2 A;. Todél
P(Ar) < P(B,,) ir mums pakanka jrodyti, kad

(15.1) lim P(B,) = 0.
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Pastebéje, jog By D By D By D --- ir pasinaudoje mato tolydumo savybe, gau-
name
lim P(B,,) = P(N;2 By).
n

Desiné sios lygybés puseé lygi 0, kai
Taigi, tam, kad irodytume (15.1) lygybe, pakanka patikrinti (15.2) lygybe.

Jei rastume w € N72 | B,, tai atsirasty ir indeksu seka ¢; < i9 < --- tokia, kad
w € A} visiems k = 1,2,.... Taip yra todél, kad, zr. (13.1),

M1 Ba = 05y (U2, A7) = limsup A7,
n

Taigi, jel w € N2 By, tai | X;, (w) — Xo(w)| > ¢ visiems k =1,2,.... Toks w ¢ A.
Bet tai priestarautu tam faktui, jog N2, B,, C A, kuris yra teisingas, nes A} C A
visiems n. Darome isvada, kad lygybé (15.2) yra teisinga. Todél yra teisinga ir
(15.1) lygybeé, o is jos isplaukia riba lim,, P(A,) = 0. Taigi, gavome, kad X,, — X
pagal tikimybe.

Tarkime, kad X,, — X pagal tikimybe. Irodysime, kad X,, — X pagal pasis-
kirstyma. Kiekvienam ¢ > 0 yra teisinga lygybeé

(15.3) li?]ﬂanP(An’e) =0, kur Ape={w: |Xp(w) — Xo(w)| > €}.

Fiksuokime tolydziaja aprézta funkcija f. Jeigu irodytume, kad kiekvienam § > 0
galime rasti toki skaic¢iu Ny, kad visiems n > Ns yra teisinga nelygybé

(15.4) E|f(Xn) — f(Xo)| <6,
tai i§ ¢ia isplauktu, kad Ef(X,) — Ef(Xj), kai n — oc.

Fiksuokime ¢ > 0 ir irodykime (15.4). Pasirinkime C' > 0 toki, kad |f(x)| < C
visiems z. Galime rasti toki skai¢iu K > 0, kuriam

(15.5) P(Dg) < 6/20C, kur D ={w: |Xo(w)| > K}.

Taip yra todél, kad aibiu D,, = {w |X¢(w)| > n} seka yra monotoniné, D1 D Dy D
-+« jos sankirta N2, D,, = (), ir i§ mato tolydumo savybés isplaukia

(15.%) lim P(D,) = P(N52, D) = P(0) = 0.
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Kompaktiskame intervale {x : || < K + 1} tolydzioji funkcija f yra tolygiai
tolydi. Todél galime rasti toki 0 < e < 1, kuriam

(15.6) It —s|<e = |f(t)— f(s)] <d/10,
kai s,t € [-K — 1, K +1]. I8 (15.3) isplaukia, kad galime rasti toki numeri NV, kad
(15.7) P(A, ) <§/20C, kai n > N.
Dabar esame pasiruose irodyti (15.4). Pazymékime
An(w) = [f(Xn(w)) = f(Xo(w))]
ir iveskime aibe G = D N Zn,g. Isskaidome vidurki i dvi dalis
(15.8) E|f(X,) — f(Xo)| = EA, = EA, I 4+ EA, I

Pasinaudoje tapatybe G = Dy U A, . ir nelygybe A, < 2C i§ (15.5) ir (15.7)
nelygybiu gauname

(15.9) EA,Ig < 20P(Dxc U A, ) < 20(P(Dic) + P(A,.)) < /5

kai n > N. Likusi vidurkio dalis

(15.10) EA,I¢ < §/10,
nes
(15.11) An(w) < 6/10,

kai w € G. Tam, kad tuo isitikintume fiksuokime w € G. Kadangi w ¢ Dy, tai
| Xo(w)| < K. Kadangi w ¢ A, ., tai i§ nelygybiu

(15.12) X, (w) — Xo(w)] <e <1

isplaukia |X,(w)] < K + 1. Skai¢iams Xo(w), X, (w) € [-K — 1, K + 1], tenki-
nantiems (15.12) galime pritaikyti nelygybe (15.6). Ja pritaike, gauname (15.11).
Istate nelygybes (15.9) ir (15.10) i desine (15.8) tapatybés puse, gauname (15.4)
nelygybe. [rodymas baigtas.

PVZ 15.1. Nagrinékime tikimybine erdve ([0, 1], B([0, 1]), A), kur B([0, 1]) zymi
intervalo [0, 1] poaibiu Borelio c—algebra, o A Zymi Lebego mata: \([a,b]) = b—a,



104

kai 0 < a < b < 1. Sioje tikimybinéje erdvéje apibréziame atsitiktiniu dydziu seka,
kuria sudaro is eilés isrikiuoti atsitiktiniu dydziu rinkiniai:

Xl.l(w) = H{O§w§1}7
Xo.i(w) = Iy /2<w<i/2} 1=1,2,

Xn.i(w) = T1G—1) fn<w<i/n} i=1,....n,

Nesunku matyti, kad bet kuriam ¢ > 0 yra teisinga lygybé A({w : |X,.i(w)| >
e}) = n~!. Taigi miisu seka konverguoja pagal tikimybe i atsitiktini dydi Xo(w) =
0. Kita vertus, bet kuriam w € [0, 1] ir bet kuriam n atrasime toki numerj ,,, kad
Xn.i, (w) = 1. I8 ¢ia isplaukia, kad musu seka nekonverguoja i X su tikimybe 1.

Pastaba. Atsitiktiniu dydziu sekos {X,,} konvergavimas su tikimybe 1 ir konver-
gavimas pagal tikimybe yra formuluojamas tikimybinés erdvés 2 ivykiu (vienaip
ar kitaip apsprendzianciu reiksmiu sekos {X,,(w)} konvergavima) terminais. Kon-
vergavimas pagal pasiskirstyma néra susietas su konkrecia tikimybine erdve ir jos
ivykiu tikimybémis. Jis atspindi konverguojancios atsitiktiniu dydziu sekos nariu
skirstiniu (pasiskirstymo funkciju) konvergavima.

Teiginys 15.2. Teiginiai (i) ir (ii) yra ekvivalentus.

(1) Atsitiktiniy dydziy seka {X,,, n=1,2,...} konverguoja pagal pasiskirstyma i
atsitikting dydy Xg.

(ii) Pasiskirstymo funkciju seka F,(x) = P(X,, < z) tenkina salyga: jei taske
z € R funkcija Fy(x) = P(Xo < z) yra tolydzioji, tai 3lim,, F, (x) = Fy(x).

Irodymas. Trodome (i)=-(ii). Tarkime, kad taske x funkcija Fy yra tolydzioji, t.y.,
kiekvienam ¢ > 0 atsiras toks 6 > 0, kad

(15.12) lr —y| < = |Fo(x) — Foy)| < e.
Jei irodytume, kad bet kuriam € > 0 yra teisingos nelygybes
(15.13) Fo(z) — e < liminf F,,(z) < limsup F,(z) < Fy(x) + ¢,
tai i§ ¢ia iSplauktu teiginys (ii), nes suskaic¢iave (15.13) nelygybiu kairiosios ir
desiniosios pusiu ribas, kai € | 0, gautume
Fo(x) = liminf F,,(z) = limsup F, (z) = Fy(x).
Fiksuokime £ > 0 ir irodykime (15.13). Pasirenkame toki skai¢iu 6 > 0, kad butu

teisinga antroji (15.12) nelygybé. Apibrézkime tolydziasias funkcijas g, h : R —
[0,1]. Funkcija

9(y) =1, kai y<z—-46 ir g(y) =0, kai — y>x.
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Be to g yra tiesiné intervale x — § < y < x, t.y. Siame intervale jos grafikas yra
tieseé, jungianti taskus (x — 6,1) ir (x,0). Funkcija h(y) = g(y — §). IS nelygybeés

Ityey < h(Y) < Ly<ots
iSplaukia nelygybeés
Fo(z) =Elix,<;) < ER(Xy),  Eh(Xo) < Elfx,<zisy = Fo(z +6).
Pasiréme teiginiu (i), gauname

(15.14) limsup F,,(z) < limsup EA(X,,) = lim Eh(X,,) = Eh(Xy) < Fy(z + 6).

Panasiai, i$ nelygybiu
Liy<a—sy < 9(y) < Liy<ay

iSplaukia nelygybeés
Fo(z) = Elix, <2} > Eg(Xn), Eg(Xo) > El{x,<s—s5y = Fo(z —0).
Pasiréme teiginiu (i), gauname

(15.15)  liminf F,,(z) > liminf Eg(X,,) = limEg(X,,) = Eg(Xy) > Fo(z — §).

Pritaike (15.12) nelygybe, gauname
(15.16) Fo(z) —e < Fy(x —6) ir Fo(x +0) < Fo(z) +«.

Galop, i8 (15.14), (15.15) ir (15.16) nelygybiu isplaukia (5.13). Irodéme, kad
(i)=(ii).

Irodysime, kad (ii)=-(i). Fiksuokime tolydziaja aprézta funkcija ¢ : R — R.
Turime irodyti, kad kiekvienam ¢ > 0 atsiras toks naturalusis skaicius N, kad
visiems n > N yra teisinga nelygybé

(15.17) |Eg(X,) — Eg(Xo)| <e.
Fiksuokime ¢ > 0. Kadangi funkcija g yra aprézta, rasime skaiciu C' > 0,
tenkinanti |g(x)| < C visiems x € R. Jau zinome, kad P({w : |Xo(w)| > n}) — 0,

kai n — oo. Todél galime rasti toki naturaluji skai¢iu Ny, kad

P({w: |Xo(w)| > N}) < £/10C.
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Kadangi funkcija Fy yra monotoniné (tai pasiskirstymo funkciju savybeé), tai jos
trukio tasku aibé baigtiné arba skaiti. Todél bet kuriam intervale rasime be galo
daug tasku, kuriuose F yra tolydzioji (tolydumo tasku). Tarkime a,b yra toly-
dumo taskai, i§ intervalu (—oo, —Nj]| ir [Ny, +00). Tuomet

(15.18) P(Xo <a)<e/10C ir P(X,>b)<e/10C.

Intervale [a, b] tolydzioji funkcija g yra tolygiai tolydi. Todél galime rasti toki
skaiciu 6 > 0, kad bet kuriem s, ¢ € [a, b] turime

(15.19) |ls—t| <d = |g(t) —g(s)| < e/20.
Intervala (a, b] iSskaidysime i baigtini skai¢iu smulkesniu intervalu (yx, yx+1]
a=y <Y1 < <Yn-1<Yn=2>

taip, kad atstumas tarp gretimu tasku yr+1 — yx < /2. Kiekviename intervale
(Yk, Yk+1) pazymime kuri nors jam priklausanti funkcijos Fy tolydumo taska x.
Be to pasirenkame xy = a ir x,,4+1 = b. Gauname tasku rinkinj

a=x9<x] <Ty << Tyyq1 =D>.
Nesunku matyti, kad |z; — z;41| < 0. Kadangi lim,, F,,(x;) = Fy(z;) visiems
1 =0,1,...,m+ 1, tai galime rasti toki nattiraluji skai¢iu No, kad visiems n > Ny
yra teisingos nelygybeés
(15.20) |F(x;) — Fo(x;)| < /10(m + 2)C, i=0,1,...,m+1.
Dabar jau esame pasiruose irodyti (15.17). Isskaidykime vidurkius
Eg(X,) = In1 + In2 + I3,
kur
Ini = Eg(Xy)lix,<ays  In2 = Eg(Xn)lix,>p),  Inz = Eg(Xn)l{acx, <b)-
Is tapatybeés

3
Eg(X,) — Eg(Xo) = > (Ink — Tox)
k=1

ir nelygybiu

(15.21) |Ink - I()k| S 6/3, k= 1,2,3
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isplaukia nelygybé (15.17).
Lieka irodyti nelygybes (15.21). Nagrinékime skirtuma

(1522) |In1 - I()l‘ S |]n1| + |I()1| S CP(Xn S CL) + CP(XO S CL).

Is (15.18) ir (15.20) isplaukia nelygybés Fy(a) < £/10C ir
£ £

<a)= < <« =

Istate Sias nelygybes i (15.22) formule, gauname nelygybe (15.21), kai k£ = 1. Taip
pat irodome (15.21) nelygybe ir kai k = 2.
Irodykime (15.21) nelygybe, kai k = 3. Apibrézkime funkcija ¢g* : R — R,

m+1

g*(ZE) = Z g(xk)]l{mk71<l‘§$k}'
k=1

Pastebékime, kad g*(z) = 0, kai = € R\ [a, b]. Intervaluose = € (xf_1, x| funkcijos
g* reiksmé g*(x) = x yra pastovi, k = 1,2,...,m + 1. I$ (15.19) ir nelygybiu
|z—1 — k| < 6 iSplaukia nelygybeé |g(z) — g*(z)| < €/20 visiems x € [a, b]. Todél
[In3 — Ino| < [Eg™(Xn) — Eg™(Xo)| + E[g(X,) — g™ (Xn)]
+ E[g(Xo) — 9" (Xo)|
(15.23) < |Eg*(X,) — Eg*(Xo)| + &/10.

Liko jvertinti skirtuma 6, = E¢*(X,,) — Eg*(Xy). Nesunku pastebéti, kad

m—+1
Xa) = Y gwn) (Falwn) = Fular-))
k=1

Todél
m+1 m+1
On = g($k)<Fn($k) n(Tr-1 ) Z (Fo i) Fo($k-1)>
k=1 —1
= > glan) ((Falen) = Folan) = (Fuwrr) = Fo(ai-))).
k=1

Pritaike (15.20) nelygybes ir nelygybe |g(x)| < C, gauname

m—+1
€
onl < E < —.
|6 \9 $k +2)C 5
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I ¢ia ir (15.23) nelygybés isplaukia (15.21) nelygybe, kai k = 3.
Irodymas baigtas.

Pastaba. Apibrézdami konvergavima X,, — X pagal pasiskirstyma, reikalavome,
kad konverguotu kiekvienos tolydziosios ir apréztos funkcijos vidurkiu seka

(15.24) imEf(X,,) = Bf(Xo).

Taigi, norédami patikrinti ar X,, — X pagal pasiskirstyma, turime patikrinti
(15.24) lygybe visoms tolydziosioms apréztoms funkcijoms. Si darba galétume
palengvinti, jei pavyktu surasti siauresne funkciju klase H, kuri turétu savybe:
jei (15.24) lygybé yra teisinga visoms funkcijoms f i H, tai ji teisinga visoms
tolydziosioms apréztoms funkcijoms. Svarbi tokiu funkciju klasé yra trigonometri-
nés funkcijos x — sin(tz),  — cos(tx), t € R. Trigonometriniu funkciju vidurkius
nagrinésime kitoje paskaitoje.

16. Charakteringosios funkcijos

Tirsime atsitiktini dydi X, apibrézta tikimybinéje erdvéje (2, F, P).
Atvaizdzial w — sint X(w) ir w — cost X(w) yra atsitiktiniai dydziai. Na-
grinékime funkcijas

f1(t) = Esin(tX), f2(t) = Ecos(tX).

APB 16.1. Funkcija
fx :R—=C, fx(t) =ifi(t) + fa(2)

vadiname atsitiktinio dydzio charakteringaja funkcija. Cia i = v/—1 Zymi menama
vieneta.
Pastaba 1. Primename, kad kompleksinius skaic¢ius z € C galime uzrasyti taip

z=a-+1b= pcosp+ ipsiny,

kur (a,b) € R? ir p = Va2 + b2 > 0. Cia ¢ zZymi kampa, kuri erdvéje R? sudaro
abcisiu asis su tiese jungiancia koordinaciu centra (0,0) su tasku (a,b). Kai p =1,
turime z = cos ¢ + isin . Apibréze kompleksinio kintamojo z € C eksponentine
funkcija e* : C — C tokiu budu
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galime jrodyti (pasinaudodami, pvz., funkciju ¢ — sinp ir ¢ — cos ¢ skleidiniais
Teiloro eilute), kad e = isinp + cos¢p, kai ¢ € R. Pasiremdami §ia lygybe,
galime rasyti

fX (t) = EeitX.

Pastaba 2. Dvimati atsitiktinj vektoriu Y = (Y7,Ys) galime interpretuoti, kaip
kompleksini atsitiktini dydi (matuji atvaizdi, igyjanti reiksmes kompleksiniu skai-
¢iu aibéje su erdves R? Borelio aibiu o—algebra B(R?)), Y = Y; +iYs. Jo vidurkis
apibréziamas, kaip realiosios ir menamosios daliu vidurkiu suma, EY = EY; +
1EY5. Nesunku patikrinti, kad bet kuriam kompleksiniam skai¢iui z = a + ib yra
teisinga tapatybé EzY = zEY. Kadangi kompleksinio skai¢iaus modulis |Y| =
(Y2 +Y2)Y2 =||Y|, tai i§ 12.5 teiginio isplaukia nelygybé |EY| < E|[Y|| = E[Y|.
Pritaike Sia nelygybe charakteringajai funkcijai, gauname visiems t € R

Fx(t)] < EJe™] = 1.

PVZ 16.1. Tarkime, kad atsitiktinio dydzio X skirstinys yra Puasono skirstinys
P(A). Suskaic¢iuosime jo charakteringaja funkcija

% S A S A )\k —
fX(t> — Ee tX — ZetkP<X — k) — Zetkye A
k=0 k=0
> it)\ k ]
:e‘AZ (e k!) =e 7, z=e"\

k=0

Cia pasinaudojome tuo faktu, kad eksponentiné funkcija turi savybe (e?)” = e"?,

kai z € C. Gavome Puasono atsitiktinio dydzio charakteringaja funkcija
fx(8) = exp{=A + €A} = exp{A(e” — 1)}

Teiginys 16.1. Atsitiktinio dydzio X charakteringoji funkcija fx(t) turi tokias
savybes.

(i) Funkcija fx (t) yra tolygiai tolydi, t.y., kiekvienam e > 0 egzistuoja 6 > 0 toks,
kad jei |t — s| < 6, tai |fx(t) — fx(s)| <e.

(ii) Tarkime a,b € R. Atsitiktinio dydzZio aX + b charakteringoji funkcija
fax+o(t) = €™ fx(at).

(1ii) Jei atsitiktiniai dydziai X ir'Y yra nepriklausomi, tai ju sumos X +Y
charakteringoji funkcija fx v (t) = fx(t)fy (t).

(iv) Jei E|X|* < oo, kuriam nors k = 1,2,..., tai funkcija fx(t) yra k—karty
diferencijuojama. Jos isvestinés

(16.1) fO@) =i"EXTetX . r=1,2,... k,
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yra tolydziosios funkcijos.

Pastaba 3. 15 (16.1) lygybés isplaukia lygybe EX" = i~"f(")(0), kai r = 1,2,

Irodymas. Irodome teiginj (i). Jau zinome, zr (15.*), kad P(|X| > n) — 0, kai

n — oo. Fiksuokime € € (0,1) ir naturaluji skai¢iu N toki, kad P(4) < /4,
kur A = {w : |X(w)| > N}. Naudodamiesi 2 pastaba, eksponentinés funkcijos
savybémis |e¥| = 1, kai ¢ € R, ir €172 = e*1¢*2, galime radyti

[fx(t) = fx(s)| = [B(e™ — e X)| = [E(e'79X — 1)e!*¥|
< E|(ei79X —1)elX| < Bli9X
(16.2) =11 + I,

Cia pazymeéta
L =E[eY U Teay, L= ElU9% 1|1 4.
Kadangi |e'? — 1| < |e?| + 1 = 2 visiems ¢ € R, tai pirmasis démuo nevirsija
(16.3) I < 2El,c 4y = 2P(A) < ¢/2.
Antraji démeni I> vertiname pasiremdami nelygybémis
|e? — 1] = |ising + cosp — 1| < |sing| 4+ |cosp — 1] < || + ¢?
ir tuo faktu, kad | X (w)| < N, kai w € A. Gauname

I < E<|t — 8[| X |+ (t— 5)2X2)]1{w€2}
(16.4) <|t—s|N+(t—s5)>N? <¢/2,

kai [t —s| <e/AN <1lire < 1.
Istate (16.3) ir (16.4) nelygybes i (16.2) formule, gauname

=5l <0 = [fx() = fx(s)[ <e,

kur 6 =¢/4N.
Irodome (ii). Is 2 Pastabos isplaukia lygybeés

faX—l—b(t) — Eeit(aX—l—b) — EeitbeitaX — eithei(ta)X — eitbe (at).
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Irodome (iii). I$ 10.1 Teoremos isplaukia lygybeés

Fxiy (t) = EtX+itY — peitX gitY
= E(cos(tX) +1 sin(tX)) (cos(tY) + z'sin(tY))
= i’Esin(tX) sin(tY") + iEsin(tX) cos(tY)
+ iEcos(tX)sin(tY) + Ecos(tX) cos(tY)
= i’Esin(tX)Esin(tY) 4+ iEsin(tX)E cos(tY)
+ iE cos(tX)Esin(tY) + E cos(tX)E cos(tY')
=E (cos(tX) +1 sin(tX)> E (cos(tY) +1 sin(tY))
=[x () fr(t).

Irodome (iv). Nagrinékime pirmaja iSvestine (k = 1). IS lygybés fx(t + h) —
fx(t) = Ee'X (et"X — 1) isplaukia

Fie(®) = lim (fx(t+h) = fx (D) /h
_ }ILE%E<eitX(eihX _ 1)/h>
— lim E(X eIt (hX 1) /hX).

Norétume sukeisti vidurkio ir ribos zenklus. Kada tai galima daryti?
Intarpas.*** Nagrineékime funkciju seka f, : [0,1] — R. f,(x) = 0, kai = €
[n=11], fu.((2n)™1) = 2n ir f, tiesiné intervaluose [0, (2n)~!] ir [(2n)~t, n™1].
Aisku, kad lim,, f,,(z) = 0 visiems z € [0,1] i [, f(z)dz = 1. Taigi,

1 1
1= lim/ fn(z)de # / lim f,,(z) dz = 0.

Salygas, kuriu turime pareikalauti norédami sukeisti ribos ir vidurkio zenklus,
nurodé A.Lebegas XX a. pradzioje teoremoje ”apie mazoruota konvergavima’.
Pagrindiné salyga: 3 integruojama neneigiama funkcija g tokia, kad |f,,(z)| < g(x)
visiems z € [0, 1] ir visiems n.***

Atsitiktinis dydis e?*X el};X—X_l yra apréztas, nes

itXeihX—l‘_‘eihX—l o [sinhX 1 —coshX

hX e LS ol R RS a2

le
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Todeél atsitiktinis dydis, kurio vidurki skai¢iuojame, tenkina nelygybe
| X X (X —1)/hX| < 2/X]|.

Sakoma, kad funkcija w — 2| X (w)| yra atsitiktinio dydzio X !X (et"X —1)/hX
mazoranté. Pasiremdami fundamentaliu integralo ir mato teorijos teiginiu apie ta
pacia mozorante turinciu atsitiktiniu dydziu vidurkiu sekos konvergavima (Lebego
teorema apie mazoruota konvergavima), zr. [Dudley]|, [Kubilius], darome isvada,
kad riba egzistuoja ir

lim E(X eitX (hX 1) /hX) ~EJim <X eitX (¢ihX 1) /hX).

Desiné pusé lygi E(X etX z) Gavome lygybe

(16.5) fi(t) =iEX "X,

Tai atskiras (16.1) lygybeés atvejis, kai k = 1.

Jei k > 2, aukstesniu eiliy iSvestines f )(g ) (t) tirsime nuosekliai taikydami auksc¢iau
pateikta irodymo schema. Pvz., kai r = 2 rasysime f)((z)(t) = limp—o(f5(t+h) —
5% (t))/h ir istatysime f% () iSraiska (16.5).

Irodymas baigtas.

Pastaba. Atsitiktinio dydzio charakteringoji funkcija priklauso tik nuo $io dydzio
tikimybinio skirstinio (skirtingu atsitiktiniu dydziu, turiné¢iu vienodus tikimybinius
skirstinius, charakteringosios funkcijos sutampa). Skirtingus tikimybinius matus,
apibréztus realiuju skaiciu Borelio o—algebroje, atitinka skirtingos charakteringo-
sios funkcijos. Be to, atsitiktiniu dydziu sekos konvergavimas pagal pasiskirstyma
yra ekvivalentus ju charakteringuju funkciju sekos konvergavimui. Siuos teiginius
suformuluosime, bet neirodysime.

Teorema 16.1. Jei X ir'Y yra atsitiktiniar dydzZiai su skirstiniais Px ir Py ir
charakteringosiomis funkcijomis fx (t) ir fy(t), tai

Px =Py & fx(t) = fy(t) visiems teR.

PVZ 16.2. Tarkime X yra atsitiktinis dydis su Puasono tikimybiniu skirstiniu
P(A1), o Y yra atsitiktinis dydis su Puasono tikimybiniu skirstiniu P(\g). Jei
Sie atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi, tai ju sumos Z = X + Y tikimybinis
skirstinys yra Puasono skirstinys P(A), kur A = A1 + Ao.

Tuo nesunku isitikinti pritaikius 16.1 teorema. Charakteringoji funkcija fy(t),
atitinkanti Puasono tikimybini skirstini P(\), yra suskaic¢iuota 16.1 pavyzdyje,
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At) =MD Taigi fx(t) = eME D ir fy(t) = e*2(¢" D, I3 16.1 teiginio
isplaukia lygybe

F2(t) = fxev (t) = fx (@) fy(t) = MDA — p(ataa)(e 1),

Kadangi atsitiktinio dydzio Z charakteringoji funkcija sutampa su charakteringaja
funkcija, atitinkan¢ia Puasono tikimybini skirstini P()), tai pasiréme 16.1 teo-
rema, darome iSvada, kad atsitiktinio dydzio Z skirstinys yra Puasono tikimybinis
skirstinys P ().

Teorema 16.2. Teiginiai yra ekvivalentus.

(i) Atsitiktiniy dydziy seka {X,,, n=1,2,...} konverguoja pagal pasiskirstyma i
atsitikting dydi Xg.

(11) Visiems t € R teisinga lygybé lim,, fx, (t) = fx,(t).

Ar galime nuspresti kuri funkcija f : R — C yra kokio nors atsitiktinio dydzio
charakteringoji funkcija? I §i klausima atsako S. Bochnerio teorema.

Teorema 16.3. Funkcijai f : R — C teiginiai yra ekvivalentus.

(i) Egzistuoja toks tikimybinis matas (apibréztas erdvés R Borelio aibiy o—alge-
broje), kad ji atitinkanti charakteringoji funkcija yra f.

(ii) f yra tolydzioji, f(0) =1 ir bet kuriam realiuju skaic¢iy rinkiniui t1, ..., t, ir
bet kuritam kompleksiniuy skaiciy rinkiniui 21, . .., 2z, yra teisinga nelygybé

(165A) f(tj - tk)zjik > 0.
=1 k=1

Cia Z = a — ib zymi kompleksinio skaiciaus z = a + ib jungtini skaiciy.
Funkcijos, kurioms yra teisinga (16.5A) lygybé, yra vadinamos teigiamai apibréz-
tomis.
Siu teoremu irodymus galima rasti vadovélyje [Dudley].

PVZ 16.3. Standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio X charakteringoji funk-
cija. Atsitiktinis dydis X turi tanki p(u) = (27)"/2e=%"/2. Todél jo charak-
teringoji funkcija

+oo
f(t) =EcostX + iEsintX = / ) costxdr + 1 / p(x) sin tzdx

400 400 -
:/ zta: ( )dl'_ 27T/ ztac e 7 /2d.%'

Nagrinékime kompleksinio kintamojo z = x + iy funkcijos z — =% /2 (kreivini)
integrala uzdaru sta¢iakampiu konturu Cp, kurio kampu koordinatés yra (—N, 0),
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(=N, —t), (N,—t) ir (N,0). Is Kosi teoremos isplaukia, kad sio konturo integralo
reiksSme yra 0, t.y.,

(16.6) / e = 2dz = 0.
Cn
Kita vertus, kontuiras susideda is staciakampio krastu ir todél
-N —t
/ e*ZQ/QdZ — / efo/de + 'l// 67(7N+iy)2/2dy
Cn N 0
N N2 0 . N2
+/ e~ (@=it) /de—l—i/ e N+ /2y,
-N —t
Kadangi kairé puse lygi 0, zr. (16.6), tai yra teisinga lygybeé
N N —t
/ e " 2y = / e~ @it /2y 4 z/ e~ "N+ /2,
_N - N 0
0
(16.7) + z/ e~ N+ 2qy — 1) 4 13+ 1.
—t
Atskirai skaiciuojame ir vertiname integralus I y:

(1) N 2o 2 2 N 2
IN :/ 6—(:13 —2itz—t )/Zdl‘ — 6t /2/ ezt:ze—x /de,

-N -N
1P| < |¢| max ‘e_(_N+iy)2/2| < [t @ =N/
N i< - ’
Panasiai jvertiname ]I](\?)] < |¢| e(®=N*)/2_ Kaj skaicius ¢ € R yra fiksuotas, tai i
gautu iverciu iSplaukia ribos
o) ©) W g2z [ mite a2
N — 0, Iy — 0, Iy —e e e dx,

kai N — oo. Istate §ia ribas i (16.7), gauname lygybe

oo 2 2 oo 2
/ e 7 /de — et /2/ eztme—w /de

— 00 — 00

Kairé sios lygybés puseé yra lygi skaic¢iui /2. Todél

+oo
—t2/2 _ 1 ite  —x? /2
e = — e dx.
V2T /_Oo
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Darome i§vada, kad ieskomoji funkcija f(t) = et /2.

17. Centriné ribiné teorema

Tirsime atsitiktiniu dydziu, apibréztu tikimybingje erdvéje (2, F, P), seka
X1, Xo,. ...

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai Xi, Xs,... yra nepriklausomi vienodai pasis-
kirste ir turi baigtini pirmaji momenta, t.y., E|X;| < co. Tuomet ju matematiné
viltis (vidurkis) yra apibrézta, zymékime a = EX;, ir sekai yra teisingas didziuju
skai¢iy désnis, t.y., aritmetiniy vidurkiu seka n=1S,, — a, kai n — oo. Cia Zymime
S, = X1+ ---+ X,. Aproksimacija

(17.1) n 1S, ~a

yra labai svarbi statistiniu tyrimu iSvadoms pagristi: surinke n nepriklausomu
stebéjimu duomenu Xi, Xo, ..., X,, imti, galime ivertinti tiriamojo parametro a
reikéme. Aisku, kad negalime tikétis grieztos lygybés n=1S,, = a, nes kairéje puséje
turime atsitiktini dydi w — n=1S5,(w), o deSinéje - (neatsitiktini) skai¢iu. Taigi,
vertinimo paklaida n~1S,, — a yra atsitiktinis dydis, o miisu aproksimacija (17.1)
yra tuo tikslesné, kuo "mazesnée” yra §i paklaida. Statistinio tyrimo rezultatu
patikimumas labai priklauso nuo Sios vertinimo paklaidos ir todél didelis démesys
yra skiriamas atsitiktinio dydzio n~!S,, — a tikimybinio skirstinio analizei.

Vos porai desimtmeciu prabégus po Bernulio paskelbtu darbu, kuriuose buvo
suformuluotas didziuju skai¢iu désnis, De Muavras 1730 m. paskelbé atrades
nauja désninguma, kuriam pakliista vertinimo paklaida n=1S,, — a nepriklausomu
Bernulio eksperimentu atveju. Vélesni Laplaso, Gauso ir kitu matematiku ir
statistiky tyrimai atskleide, kad De Muavro atrastas désningumas yra univer-
salus, t.y., jis stebimas daugybéje skirtingu statistiniu eksperimentu. Dauge-
lio zmoniu pastangomis buvo sukurta tinkama matematiné kalba jam apraSyti.
Sios kalbos elementai - atsitiktinio dydzio tikimybinis skirstinys ir pasiskirstymo
funkcija, konvergavimas pagal pasiskirstyma - yra pateikti ankstesniuose skyreli-
uose. Vartodami Sias savokas galime suformuluoti centrine ribine teorema (toks
pavadinimas prigijo De Muavro atrastajam reiskiniui): atsitiktiniu dydziu seka
‘/Tﬁ(nflSn — a) konverguoja pagal pasiskirstyma i standartini normaluji atsitiktini
dydi, t.y., visiems x € R

(17.2) P(ﬂ(n_lSn —a) < 93) — O(x), kai n — 0o.

o

Cia laikome, kad atsitiktiniu dydziu X; dispersija 02 = DX; > 0. Funkcija

1 x
d(x) = \/_2_7r/ e~/ 2dy
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yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Centrinés ribinés teoremos formulavime yra du nepriklausomu vienodai pasis-
kirsciusiu atsitiktiniu dydziu sekos X, Xs,... parametrai: vidurkis a = EX; ir
dispersija 02 = DX,. Siuos parametrus galim apibrézti atsitiktiniams dydziams,
turintiems antraji momenta, t.y., kai EX? < oo. Galima irodyti, kad antrojo
momento salygos (EX? < oo) pakanka, kad biitu teisinga (17.2) riba.

Teorema 17.1. Tarkime, X1, Xo,... yra nepriklausomuy vienodai pasiskirscéiusiy
atsitiktiniy dydziy, turinéiy antruosius momentus, seka. Tuomet teisinga (17.2)
riba.

Irodymas. Irodysime teorema tuo atveju, kai patenkinta grieztesné, nei antrojo
momento, salyga: tarsime, kad E|X;[? < cc.

Iveskime atsitiktinius dydzius Y; = o~ 1(X; —a). Kadangi a = EX; ir 02 = DX,
tai EY; = 0 ir DY; = 1. Be to, atsitiktiniai dydziai Y7, Y>,... yra nepriklausomi
ir vienodai pasiskirste. IS lygybés

g(n_lsn —a)=n"2(V1 4+ 4Y))

isplaukia, kad pakanka irodyti atsitiktiniu dydziu sekos Z,, = n=Y/2(Y1 4---+Y},)
konvergavima pagal pasiskirstyma i standartini normaluji atsitiktini dydi.
Irodyme taikysime 16.2 teorema. Pagal Sia teorema, Z,, konverguoja i standartini
normaluji atsitiktini dydi, jei charakteringuju funkciju seka f, (t) = Ee*?» konver-
guoja i standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio charakteringaja funkcija f(t)
visiems ¢ € R. Zinome, zr. 16.3 pvz., kad f(t) = e=t/2, Taigi, mums reikia
irodyti, kad

(17.3) falt) = e B2 WteR,

Kadangi Y7, Y5, ...,Y, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai ju sumos cha-
rakteringoji funkcija yra lygi démenu char. funkciju sandaugai (16.1 teiginys),

Yy

it 2L ity it2L
fo(t) =Ee Vo ... Ee vn =" (1), kur Y(t) = Ee vr.
Nagrineékime nepriklausomu atsitiktiniu dydziu, turinciy ta pati standartini nor-
maluji skirstini, rinkini V3, Va, ..., V,,. I8 lygybés EeitVe = ¢=t°/2 igplaukia lygybé
EcitVi/Vi = ¢=*/2n  Todél sumos W,, = n=Y/2(Vy + --- + V,,) charakteringoji
funkcija

‘ Vv L Va
Ec'Wn = Be'' Vi . Ee'' Vv = " (t) = e /2, kur () = e U/,

Taigi, atsitiktinis dydis W,, turi standartini normaluji skirstini (taikome 16.1
teorema).
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Tolesné irodymo eiga remsis tokia idéja. Standartini normaluji dydi W,, galime
7isskaidyti” i nepriklausomu normaliuju dydziu suma: W, = \/LIN + -+ \/L"N

Todél norédami lyginti W,, ir Z,, galime lyginti atitinkamas sumas \‘//}V 4+ 4+ \/V—"N

ir =+ + 7 Jei pasisektu irodyti, kad démenys Ui T s yra artimi,

gautume, kad ir sumos nedaug skiriasi. Tuo pasiremdami jrodytume (17.3).

I jrodymo zingsnis. Ivertiname skirtuma §(¢) = ¥(t) — ¢(t). Tam naudosime
eksponentinés funkcijos skleidini argumento laipsniais. Visiems natiuraliesiems k
ir s € R yra teisinga lygybé (zr. [Kubilius])

(is)? (is)"
o Tt

|S|k:+1

(k+ 1)

e =1+is+ + Ry, kur |Ry| <

Pritaike Sia nelygybe tuo atveju kai k = 2, gauname

it t t2
w(t) = Ee ﬁyl = E(l + i—nyl + Z'QEYf + R2(Y1)>

vn

ot o 12
=1+ Z%Eyl + ZQEEYE +ERy (Y1)

t2
—1-S 4R,
n

Gauto skleidinio liekana R tenkina nelygybes
t 3
R = [BRy(v1)| < BIR(v)] < 0~ By
Lygiai taip pat irodome skleidini
t2 / / 32 [t 3
go(t)zl—;%—R, kur \R\Sn_/?EWﬂ.
Palygine gautuosius skleidinius matome, kad
-3/2 1t 3 3
(17.4) 10n| <n ?(E]Yﬂ + E|[V1|°).
IT irodymo zingsnis. Vertiname skirtuma

Fr(t) — e B2 =y (t) — o"(1)
= 54O + 2R + -+ PO + " (D)
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I8 nelygybiu [¢(t)] < 1ir |¢(t)] < 1 isplaukia nelygybe [*(t)p"k=1(¢)] < 1.
Todel ,
[fu(t) = "/ < nd.

Istate (17.4) nelygybe, gauname
2 _yalt?
ult) — 2 <=2 i B,

Aigku, kad bet kuriam (fiksuotams skaiciui) ¢ € R desinés pusés riba, kai n — oo
yra lygi 0. Irodéme (17.3) riba.
Irodymas baigtas.

17.1 teorema galima apibendrinti skirtingai pasiskirsc¢iusiu atsitiktiniu dydziu
sekoms. Tarkime, X7, Xo,... yra nepriklausomu atsitiktiniu dydziu, turin¢iu baig-
tinius antruosius momentus (EX? < oo visiems 4), seka. Sumos S,, = X1 +---+X,
dispersija Zymékime B2 = DS,,.

Suomiu matematikas Lindebergas irodé tokia teorema.

Teorema 17.2. Tarkime, B, > 0 visiems n ir kiekvienam ¢ > 0 teisinga lygybé

1 n
(17.5) 33“_22 (Xi = BXi)’I{|x, "Ex,[>c5,} = 0

Tuomet atsitiktiniy dydziuy B, (S, —ES,) seka konverguoja pagal pasiskirstymaq i
standarting normaluyy atsitikting dyds, t.y.,

n

P(B_l(Sn —ES,) < :)3) — ®(x), kai n — oo.

Salyga (17.5) vadiname Lindebergo salyga.
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